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Introduccion

La teoria de graficas es una de las ramas de las matematicas discretas mas estudiadas
actualmente y desde su surgimiento en 1736, cuando Leonhard Euler; quien fue un matematico y
fisico de origen suizo destacado por ser una de las figuras mas importantes de su tiempo, publico
en un articulo la primera representacion de una grafica como modelo matemético [16]. Luego,
en 1921, Thorleif Schjelderup-Ebbe empleo las digraficas o graficas dirigidas, para modelar la
relacion binaria de autoridad entre animales que conviven en una sociedad, en las que todo par
de vértices se encuentran conectados mediante una relacion de dominacién, que se simboliza
por medio de una flecha. A dichas digréaficas se les llama torneos; en cuanto a estos, en 1951,
Landau demuestra que todo torneo contiene un vértice que domina a distancia uno o dos a los
vértices restantes del torneo [19].

Posteriormente se generaliz6 este concepto hacia un subconjunto de vértices de la digrafica
que absorbe a distancia uno o dos a su complemento y que cumple que para cualesquiera dos
vértices, estos no se encuentran relacionados por una flecha; a este tipo de conjuntos se les deno-
mina cuasinticleos y es el tema principal del presente trabajo. En el ano 1974, Chvatal y Lovasz
prueban que toda digrafica posee al menos un conjunto de vértices con estas caracteristicas [6].

Dado lo anterior, se pueden formular diversas preguntas, por ejemplo, cuéntos cuasiniicleos
posee determinada digréafica, asi como, bajo qué operaciones se preserva el nimero de cuasint-
cleos, cuando una digrafica posee un solo cuasintcleo y cuando dos, bajo qué condiciones una
digrafica cuenta con un par de cuasiniicleos ajenos; asimismo, podemos preguntarnos si dada
una digrafica cualquiera, existe alguna manera de encontrar un cuasinicleo facilmente, o qué
ocurre cuando se trabaja con digraficas que tienen un conjunto de vértices infinito. A partir de
estas preguntas, se ha enriquecido el estudio de los cuasinticleos y probado muchos resultados
respecto a ellos, los cuales se muestran en el presente trabajo.

El objetivo principal de esta tesis, es presentar los resultados que se encontraron al realizar
una investigacion y recopilacion de los aportes en materia de cuasinticleos en digraficas; de todos
los resultados que mostramos, se menciona su referencia y algunos de ellos se demuestran.

Con este fin, en el primer capitulo se da una breve historia sobre el surgimiento de la teoria
de graficas, que es importante conocer para comprender el desarrollo y avance en esta materia;
se expone una serie de conceptos basicos en la teoria de digraficas que se emplean a lo largo del
trabajo y son fundamentales al momento de abarcar el tema de la existencia y construccién de
cuasintucleos y su descripcion. También se muestran algunas de las caracteristicas y propiedades
de los diversos tipos de digraficas, seguido de algunas operaciones que se pueden realizar entre
las mismas, acompanadas de ejemplos.

En el segundo capitulo describimos los antecedentes historicos que dan origen al estudio de
los cuasiniicleos, comenzando con el anélisis que realizé T. Schjelderrup-Ebbe sobre el compor-
tamiento de diversas sociedades de animales y las relaciones binarias de autoridad que ejercen
ciertos individuos sobre el resto. También, exponemos una recopilacién de los resultados que
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8 Introduccién

encontramos como fruto de una investigacion en diversas fuentes, a fin de que el lector tenga
una vasta idea acerca de los temas que se han estudiado. Se prueba la existencia de al menos
un cuasintcleo y una cuasisolucion en toda digrafica finita, entendiendose por cuasisoluciéon al
conjunto independiente que domina a su complemento a distancia uno o dos, y la existencia de
reyes en torneos; también se muestra que si una digrafica no contiene nicleo, entonces contiene
al menos tres cuasintcleos distintos; se abarca la relacién que existe entre los cuasinticleos de
una digrafica y los vértices de exgrado cero de la misma. Asimismo se incluiran resultados re-
lacionados con el conjunto de los vértices que se encuentran a distancia dos de un cuasinticleo
de la digrafica. De igual forma, incluimos el tema de cuasintcleos ajenos obtenidos a partir de
las diversas operaciones en digraficas definidas en el capitulo uno.

En el capitulo tres, se desarrolla el algoritmo dado en “A note on quasi-kernels in digraphs” [§]
de Cosmina Croitoru, a fin de construir un cuasiniicleo en una digrafica y dar otra demostracion
a partir de este del teorema abordado en el capitulo dos, en el que se afirma la existencia de
tres cuasindcleos distintos en una digrafica sin nicleo. Dicho algoritmo también prueba una
caracterizacion dada por Gutin y Kho, Tay y Yeo de las digraficas con solo dos cuasintcleos
dando pruebas constructivas. En la parte final del capitulo, y como aportacion de este trabajo,
se presenta el codigo en lenguaje R de programacion de la implementacion que desarrollamos del
algoritmo mencionado, acompanado de la explicacion detallada de su desarrollo, funcionamiento
y ejemplos.

Finalmente, en el dltimo capitulo, desarrollamos una parte del articulo “Quasi-kernels and
quasi-sinks in infinite graphs” [10] de Péter L. Erdés y Lajos Soukup con el objetivo de analizar
algunos resultados que se aplican en la descripcion de cuasinticleos y cuasisoluciones en parti-
ciones del conjunto de vértices de digréaficas infinitas, incluyendo torneos infinitos. Ademas, se
muestra que toda digrafica (de orden finito o infinito) con ntimero cromético finito, contiene al
menos un cuasinicleo y una cuasisolucion.



Capitulo 1

Definiciones basicas

En este capitulo se daran algunas de las definiciones fundamentales sobre teoria de graficas
que se emplearan a lo largo del presente trabajo.

1.1. Graficas

Los origenes de la teoria de graficas, una de las areas mas desarrolladas de las mateméaticas
discretas, se remonta al ano 1736, cuando Leonhard Euler publicé un articulo en el que se daba
solucion, a través de la primera representacion de una grafica como modelo matemaético, a un
problema que se presentaba en una ciudad en Prusia del Este llamada Konigsberg (actualmente
Kaliningrado) [16]. La ciudad esta dividida en cuatro &reas, ya que el rio Pregel fluye a través
de ella; dichas areas estaban conectadas por medio de siete puentes, en ese entonces: el puente
del herrero, el puente conector, el puente verde, el puente del mercado, el puente de madera, el
puente alto y el puente de la miel (ver figura 1.1). Los habitantes de Kénigsberg trataban de
encontrar una ruta que atravesara todos los puentes sin pasar por alguno mas de una vez.

Figura 1.1. Los puentes de Konigsberg

Euler se interes6 inmediatamente por aquel acertijo. En primer lugar, simplificé el mapa del
territorio a unas cuantas lineas y puntos, eliminando lo sobrante. Como se muestra en la figura
1.2, los territorios en los que el rio Pregel dividia a la ciudad se convirtieron en puntos y los
puentes se transformaron en lineas. A partir de este esquema, Euler encontré la solucién. Noto
que para poder recorrer un sistema de este tipo, los puntos intermedios; es decir, los puntos
que no son el inicial ni el final, deben tener un nimero par de lineas incidentes en ellos, ya que
deben contar con una via de entrada y una de salida, y solo los puntos de inicio y final pueden
tener un ndmero impar de incidencias en ellos debido a que nunca se entra al punto de inicio,



10 CAPITULO 1. DEFINICIONES BASICAS

ni se sale del punto final. Gracias a este analisis, Euler logroé encontrar un método general para
resolver otros problemas del mismo tipo, pues basta con contabilizar el niimero de lineas que
inciden en los puntos intermedios y extremos para saber si el problema tiene soluciéon o no la
tiene, concluyendo asi, que el acertijo descrito no la tiene.

Cabe destacar un detalle mas sobre el nimero de lineas que
inciden en los vértices de salida y llegada en un recorrido que si
se pueda completar. Teniendo en cuenta que los puntos interme-
dios tienen un nimero par de aristas, los puntos de inicio y final
pueden tener un niimero par o impar de incidencias dependiendo
de las siguientes situaciones:

= Si el punto de llegada y salida es el mismo, este debe tener
Figura 1.2. Mapa simplifica- un nimero par de lineas incidentes: una para salir y otra
do de Euler para regresar.

= Si el punto de salida y el de llegada son distintos, estos
deben tener un numero impar de lineas incidentes.

Estos anélisis y estudios por parte de Euler fueron el inicio de la teoria de gréaficas.

Una grdfica G se define como un par ordenado (V(G), A(G)), donde V(G) es un conjunto
de objetos finito, no vacio, cuyos elementos son denominados vértices, los cuales se representan
geométricamente por medio de puntos, y A(G) es un conjunto de pares no ordenados de distintos
elementos de V(G), que reciben el nombre de aristas y se representan geométricamente a través
de una linea que une a los vértices que la conforman. A la cardinalidad del conjunto V(G) la
llamamos el orden de G, a la cardinalidad del conjunto A(G) la llamamos el tamario de G y
denotamos ambas cantidades por o(G) y t(G), respectivamente.

Sea la grafica G definida por el conjunto de vértices V(G) = {x1, x2, 23, T4, T5, 6, 27} y €l

conjunto de aristas A(G) = {{x1, x2}, {z1, 24}, {z1, 26}, {71, 27}, {22, 23}, {w2, 6}, {2, 27}, {3,
xa}, {xa, w6}, {4, x7}, {25, w6}, {25, 27} }, su representacion geométrica es la siguiente:

x9
‘ "
x5

7
Vas-\|

Figura 1.3. Representaciéon geométrica de la gréifica G

Sean G una grafica y {u,v} C V(G), un uv-camino C = (u = g, uy, ug, ..., U, = v) en
G es una sucesion de vértices que cumple que {u;, u; 1} esta en las aristas de G, para toda
i €40,1,2,....n — 1}. Definimos la longitud de C como [(C') = n. Los extremos ug y u, son
los vértices inicial y final del camino, respectivamente.

Si existe un wv-camino para cada par de vértices u 'y v de G, entonces decimos que la grafica
G es conezxa, de lo contrario decimos que la grafica es no conexa (ver figura 1.4).
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74 T
T3
Figura 1.4. Ejemplo de una grafica no conexa

Se dice que una grafica G es completa si para todo par de vértices distintos u,v de G se
cumple que {u,v} estd en las aristas de G. Cada grafica completa recibe el nombre de K,
donde n es el nimero de vértices que tiene la grafica G (ver figura 1.5).

T

Figura 1.5. Ejemplo de una grafica completa, Kj;

Sean G una grafica y u € V(G), definimos al conjunto:
Ne(u) = N(u) = {v € V(G) : {u,v} € A(G)}
como la vecindad abierta de wu, y al conjunto:
Nglu] = Nu] = N(u) U {u}

como la vecindad cerrada de u; cada vértice v € N(u) es llamado un vecino de u y también
decimos que los vértices u y v son adyacentes. Por otra parte, llamamos grado de u a la
cardinalidad del conjunto N(u) y lo denotamos por 6(u).

Si disponemos de una grafica G y de un conjunto S = {a,b,...,n}, a cuyos elementos nos
referimos como los colores, decimos que una coloracién de G con los colores de S consiste
en asignar a cada vértice de G un elemento de S; es decir, un color. Decimos que se trata de
una coloracion propia si los extremos de cada arista reciben colores distintos, formalmente
decimos que v : V(G) — S es una coloracion propia de G si cumple que y(v) # v(w) siempre
que {v,w} € A(G). Decimos que G estad propiamente coloreada si aplicamos la funcion
previamente descrita a V' (G). El valor de v(v) es el color que recibe el vértice v en la coloracion.
El ndmero cromdtico de una grafica G, que denotaremos por x(G), es el minimo niumero de
colores necesarios para colorear propiamente a G.

1.2. Digraficas

Una digrdfica D, consiste en una pareja ordenada (V' (D), F(D)), donde V(D) es un conjun-
to de objetos finito, no vacio, llamados vértices de D, los cuales se representan geométricamente
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como puntos, y un conjunto F'(D), posiblemente vacio, de parejas ordenadas de elementos dis-
tintos de V(D), a las que llamamos flechas y se representan geométricamente por medio de una
flecha que une a los vértices que la conforman, con origen en el vértice que se encuentra en su
primera entrada y destino en el que se encuentra en su segunda entrada.

Sea la digrafica D definida por el conjunto de vértices V(D) = {z1, x2, x3, x4, T5, 6, x7} v €l
conjunto de flechas F/(D) = {(z1, x4), (x2, x5), (3, 7), (T4, 2), (x4, x5), (T4, T6), (6, T2), (T6, T3),
(x6,25), (7, 1)}, su representacion geométrica es la siguiente:

X1 X9

X7

T5

Figura 1.6. Representacion geométrica de la digrafica D descrita en el parrafo anterior

Si a = (u,v) € F(D), entonces se dice que u domina a v, y que u es vértice inicial de
a, del mismo modo decimos que v absorbe a u, y v es vértice final de a.

Una flecha puede ser de dos tipos:

» Si(u,v) € F(D)y (v,u) ¢ F(D), entonces decimos que (u,v) es una flecha asimétrica
en D.

» Si (u,v) € F(D)y (v,u) € F(D), entonces decimos que (u,v) es una flecha simétrica
en D (ver figura 1.7).

A B

I3 I €I

T4
SIS

Figura 1.7. Ejemplo de una flecha simétrica (A) y una flecha asimétrica (B)

Sean D una digrafica y u € V(D), definimos a los conjuntos:

» Nj(u) = Nt(u) = {v € V(D) : (u,v) € F(D)} como la exvecindad abierta de u,y
cada vértice v en dicho conjunto es llamado un exvecino de u.

» Nju] = NT[u] = N*(u) U{u}, como la exvecindad cerrada de u.

Anélogamente, definimos los conjuntos N (u) = N~ (u) = {v € V(D) : (v,u) € F(D)} y
Nplul = N~ [u] = N~ (u) U{u}, como la invecindad abierta de u y la invecindad cerrada
de u respectivamente.
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Sean D una digrafica y v € V (D), denotamos por 6 (v) al exgrado de v, que es el nimero
de flechas de la forma (v,u) con u algin elemento de V(D); es decir, 6" (v) = [NT(v)|, y
denotamos por §~(v) al ingrado de v, que es el nimero de flechas de la forma (u,v) con u
algin elemento de V(D); esto es, ~(v) = |N~(v)|. La suma del ingrado y el exgrado de v se
llama el grado de v, y se denota por §(v).

Sea A C V(D), la exvecindad abierta de A, consta de todos los vértices de la digrafica
que son exvecinos de algin elemento de A y; sin embargo, no pertenecen a A; en otras palabras,
NA(A) = NT(A) = (UNT(z))\ 4, tal que = € Ay la exvecindad cerrada de A, esta definida
por Np[A] = NT[A] = NT(A)U A. De manera analoga, definimos a la invecindad abierta de
Ay ala invecindad cerrada de A como N,(A)=N—"(A)=(UN (z))\ A, talquexz € Ay
Np[A] = N7[A] = N~ (A) U A, respectivamente.

A

A AN

T4 x5 T X7
Figura 1.8. Ejemplo de vecindades del conjunto A

Por ejemplo, en la digrafica de la figura 1.8, NT(A) = {5, 27}, NT[A] = {21, 22, v3, 5, 27},
Ni(A) = {ZE4,£L’5,ZL’6} y Ni[A] = {$1,$2,$3,$4,£L’5,ZE6}-

Nombramos fuente a cualquier vértice v de D tal que d~(v) = 0, inversamente, llamamos
pozo a cualquier vértice v de D tal que 7 (v) = 0.

La relacion de adyacencia entre dos subconjuntos A y B de V(D) puede definirse a partir
del siguiente conjunto:

F(A,B)p = F(A,B) = {(a,b) € F(D) :a € Ay b€ B}.

El cual estd conformado por las flechas que tienen como vértice inicial un elemento del
conjunto A y como vértice final un elemento del conjunto B.

B

Figura 1.9. Ejemplo de adyacencias entre conjuntos
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Para ilustrar la relacion de adyacencia, previamente descrita, entre dos conjuntos Ay B, ob-
servemos el ejemplo de la Figura 1.9, en el que F(A,B) = {(x1,z3),(z1,25)} ¥y
F(B,A) = {(z4, 12)}.

Dado un vértice u de la digrafica D, un subconjunto S C V(D) y v € S, decimos que si
existe una (u,v) € F(D), entonces existe una uS-flecha. De manera anéloga, decimos que si
existe una (v,u) € F(D), entonces existe una Su-flecha.

El orden de D, denotado por o(D), se define como el niimero de vértices de D; es decir,
o(D) = |V(D)|. Asimismo, el tamano de D, denotado por t(D), se define como el nimero de
flechas de D; esto es, t(D) = |F(D)|.

Dos digraficas Dy y D5 son digrdficas isomorfas si existe una funciéon biyectiva:

f : V(Dl) — V(DQ)

tal que para todo subconjunto {u,v} C V(Dy), se tiene que (u,v) € F(Dy) si y solo si
(f (), f(v)) € F(Ds).

D,

T 9

T3 T4

Figura 1.10. Ejemplo de dos digréficas isomorfas

Las digraficas dadas en el ejemplo de la figura 1.10, son isomorfas debido a que, para todo
i€{1,2,3,4} existe f : V(D;) — V(D) definida por f(z;) = z}, tal que (x;,x;) € F(D;) siy
solo si (f(z;), f(z;)) € F(D,), con {i,j} € {1,2,3,4}.

Sea D una digréfica, D' es una subdigrdfica de D, si V(D') C V(D) y F(D') C F(D);
asimismo, decimos que D’ es una subdigrdfica generadora de D si D’ es una subdigrafica de
D tal que V(D') = V(D) (ver figura 1.11). Si U C V (D), definimos a la subdigrdfica inducida
por U de D, denotada por D[U], como la subdigréafica de D tal que tiene a U como conjunto
de vértices; es decir, U = V(D[U]) y como conjunto de flechas tiene a todas las flechas entre
vértices de U que pertenecen también a F'(D); decimos que D’ es una subdigrdfica inducida
por U propia de D si D’ es una subdigrafica inducida por U de D tal que U # V(D).
Asimismo, definimos a la digrafica D\U como la subdigrafica de D, inducida por el conjunto
de vértices V(D)\U.
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T

To
T

T3
g

5 T4

Figura 1.11. Ejemplo de una subdigrafica generadora D’ de la digrafica D

Sean D una digrafica y {u,v} C V(D), un uv-camino dirigido, dado por:
C' = (u = ug, uy, Uz, ..., Uy, = V)

en D es una sucesion de vértices que cumple que (u;, u;41) esta en las flechas de D, para toda
i € {0,1,2,...,n — 1}. Denotamos la longitud de C' como [(C) y se define como n. En lo
sucesivo, omitiremos el uso de la palabra “dirigido” para referirnos a un camino dirigido.

Una uv-trayectoria T en una digrafica D es un uv-camino en D, tal que no repite vértices.
Decimos que 7 es una trayectoria minima si l(7) = min {{(T) : T es una uv — trayectoria}.
Un camino cerrado es un camino que comienza y termina en el mismo vértice, derivado de
esta definicion tenemos que un ctelo C' en D es un camino cerrado que no repite vértices,
salvo el primero y el altimo, con [(C') > 2. Decimos que la digrafica D contiene un tridngulo
si ésta contiene un ciclo de longitud tres. Por dltimo, un uwv-paseo P en D es un uv-camino
dirigido en D que no repite flechas. Asimismo, sea S un subconjunto de V(D) y u un vértice
cualquiera de D, decimos que existe un wS-camino (Su-camino) en D, si existe un uv-camino
(vu-camino) para algin v € S; andlogamente para una Su-trayectoria (uS-trayectoria) y Su-
paseo (uS-paseo).

Se define la distancia entre dos vértices u y v en D, denotada por d(u,v), como la
longitud de una uv-trayectoria minima. Si no hubiera trayectoria alguna entre dos vértices u, v
de D, entonces se dice que la distancia entre ellos es igual a infinito.

Figura 1.12. Ejemplo de distancia
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Notese que esta distancia no es una métrica debido a que no siempre es simétrica, ya que la
longitud de una uwv-trayectoria minima puede no coincidir con la longitud de una vu-trayectoria
minima. Por ejemplo, en la figura 1.12, podemos observar que la d(x1,z2) = 1y la d(xq, z1) = 4.

Sea u un vértice de la digrafica D y n un ntimero natural, definimos los siguientes conjuntos:

» La n-exvecindad abierta de u, denotada por N, (u)p, es el conjunto dado por:
Ni(u)p =N (u) ={veV(D):1<d(u,v) <n}.
» La n-exvecindad cerrada de u, denotada por N, [u]p, es el conjunto dado por:
N fulp = Niul = Nf (1) U {u}.
Analogamente, definimos a los conjuntos N, (u)p = N, (u) = {v € V(D) : 1 < d(v,u) < n}

y N, [ulp = N, [u] = N, (u)p U{u} como la n-invecindad abierta y la n-invecindad
cerrada de u, respectivamente.

Tq
Figura 1.13. Ejemplo de 2-exvecindad y 2-invecindad de x;

En la figura 1.13, podemos observar que N, (x) = {x9, 23, 24,75}, debido a que solamente
para estos vértices existe una trayectoria que parte de x; hacia cada uno de ellos de longitud
dos o menos, asi mismo, N, (z1) = {z2, 25}, ya que solamente para cada uno de estos vértices
existe una trayectoria hacia x; de longitud dos o menos.

Ta

5

Figura 1.14. Ejemplo de 3-exvecindad y 3-invecindad de x;
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Sea la digrafica dada en la figura 1.14. Notemos que z¢ es el tnico vértice de la digrafica
para el cual no existe una zixg-trayectoria de longitud menor o igual a tres, ademés para los
vértices x4, g y Tg tampoco existe una trayectoria desde ninguno de ellos hacia x; de longitud
menor o igual a tres, por lo tanto, N3 (z1) = {xa, 23, 4, x5, v7, 28} y Ny (1) = {29, 73, T5, 27}

Una de las definiciones que se utiliza mucho a lo largo del presente trabajo es la que se
enuncia a continuacion:

Definicién 1.2.1 Sean D una digrifica y S C V (D), llamamos a S un conjunto indepen-
diente si para cualesquiera dos vértices u y v de S se cumple que (u,v) ¢ F(D) y (v,u) ¢ F(D).

Observemos que el subconjunto S = {xq, x5, 26} de vértices de la digrafica que se presenta
en la figura 1.15, es un conjunto independiente.

T X9 L6

T4

Figura 1.15. Ejemplo de subconjunto independiente

Ahora, si disponemos de una digrafica D y de un conjunto S = {a,b,...,n} a cuyos ele-
mentos nos referimos como los colores, una coloracion de D con los colores de S consiste
en asignar a cada vértice de D un elemento de S; es decir, un color. Decimos que se trata de
una coloracion propia si los extremos de cada una de las flechas reciben colores distintos,
formalmente podemos decir que una funcion v : V(D) — S es una coloracion propia de D si
cumple que y(v) # v(w) siempre que (v,w) € F(D) o (w,v) € F(D). Declaramos que D esta
propiamente coloreada si aplicamos la funcién previamente descrita a V(D). El ndmero
cromdtico de una digrafica D, que denotamos por x(D), es el minimo nimero de colores ne-
cesario para colorear propiamente a D. Observemos que cada clase de color de una coloracion
propia es un conjunto independiente.

1.2.1. Tipos de digraficas

Sea D una digrafica, definimos como la digrdfica dual de D, denotada por D, a la digrafica
que cumple que V(D) = V(D7) y para todo subconjunto {u,v} C V(D) si (u,v) € F(D)
entonces (v,u) € F(D™) (ver figura 1.16). Asi mismo, se define a la grdfica subyacente,
denotada por suby(D), como la grafica que se obtiene reemplazando cada flecha, ya sea simétrica
o asimétrica, de D por una arista.
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X9 X1 )

€3 Xy €3 Ty

Figura 1.16. La digrafica dual D~ de D

Una digrafica D es r-regular si para todo v € V(D) se cumple que 67 (v) =7y 0~ (v) =r.

Decimos que D es conexa o débilmente conexa si la grafica subyacente de D es conexa;
se dice que D es fuertemente conexa o fuerte si para todo par de vértices distintos u y v
en D, existe una uv-trayectoria y una vu-trayectoria.

Una digrafica D es llamada simétrica si cada una de sus flechas es simétrica, y una digrafica
D es asimétrica si se cumple que toda flecha de D es asimétrica.

Se dice que una digrafica D es completa, lo cual denotamos como D = K,,, donde n es el
orden de la digrafica D, si para todo par de vértices distintos u,v de D se cumple que tanto
(u,v) como (v,u) estan en las flechas de D, y llamamos a D una digrafica semicompleta si
al menos una de las dos flechas mencionadas estan presentes en F(D). Una de las digraficas
que estd muy relacionada con las dos previas es la digrdfica complemento dirigido de D,
denotado por D, tal que V(D) = V(D) y F(D) = {(u,v) : (u,v) ¢ F(D), conu # v}.

Sean D una digrafica y tres vértices distintos u,v y w de D, decimos que D es transitiva
siempre que (u,v) € F(D) y (v,w) € F(D) implica que (u,w) € F(D). Por otro lado, D
es cuasitransitiva siempre que (u,v) € F(D) y (v,w) € F(D) implica que (u,w) € F(D)
o (w,u) € F(D). Notemos que toda digrafica transitiva es cuasitransitiva, pero el inverso no
necesariamente se cumple como se muestra en la digrafica de la figura 1.17.

xI9

x5

Figura 1.17. Ejemplo de una digréafica cuasitransitiva que no es transitiva
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En este caso tenemos que la digrafica es semicompleta dado que para todo {u,v} C V(D)
se cumple que (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D), lo que implica que para toda trayectoria de
longitud dos de la forma T = (x;,x;,x;) existe (x;,zx) o (xy,x;) en las flechas de D, con
{i,j,k} € {1,2,...,6}. Dicha propiedad garantiza que D es cuasitransitiva; sin embargo, para
que la digrafica sea transitiva se requiere que la flecha (z;, x) este en F/(D), lo cual no ocurre, ya
que para T = (x1, %2, x4), (x1,24) ¢ F(D), lo que comprueba que la digrafica no es transitiva.

Definicion 1.2.2 Sea T' = (V(T), F(T)) una digrdfica, se dice que T es un torneo si T es
asimétrico y para todo {x,y} C V(T) se tiene que (z,y) € F(T) 6 (y,z) € F(T); es decir, es
una digrdfica semicompleta asimétrica.

Definicién 1.2.3 Sea T un torneo, se dice que x € V(T') es un rey de T si para todoy € V(T)
sucede que x =y 6 (x,y) € F(T) ¢ existe w € V(T) tal que {(z,w), (w,y)} C F(T).

Para ilustrar las definiciones anteriores, observemos la figura 1.18, en donde la digrafica que
se muestra es un torneo y el vértice x; es un rey de este.

x )

Ty

Figura 1.18. Ejemplo de un torneo 7'y x; un rey de T’

Una digrafica D es k-partita si existe una particion de los vértices de D en k conjuntos tal
que cada uno de estos es un conjunto independiente. En la figura 1.19 se muestra un ejemplo
para k = 3.

Figura 1.19. Ejemplo de una digrafica 3-partita
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1.2.2. Operaciones con digraficas

Dada una digrafica D, definimos a su digrafica de lineas, denotada por L(D), como la
digrafica tal que V(L(D)) = F(D) y (z,y) € F(L(D)) si y solosi x y y en D son de la forma
z = (a,b) yy=(b,c), con {a,b,c} CV(D)y {x,y} C F(D) (ver figura 1.20).

D L(D)
Ty (21, x5) (w2, 21)

(g, x2) (w3, 72)

T T3
(-T:;- -Tﬁ)

(5, 24)

Ty (-’1?4, -Tﬁ)

(3?4~ -??:c)

Figura 1.20. D y su digrafica de lineas L(D)

Sea D una digrafica tal que para todo € V(D), 6~ (x) > 1. Consideramos un subconjunto
A" de F(D), para cada vértice j en V(D) definimos el conjunto ¢(j) = {(i,j) € F(D)} y
tomamos una funcion ¢ : F(D) — A’ tal que:

» El conjunto de vértices finales del subconjunto A’, denominado H(A’), es igual a V(D) y

» §|A’ = Ids (la identidad en A") y para todo vértice j € V(D), ¢(o(7)) C p(j) N A'.

La existencia del conjunto A’ esta garantizada debido a que 6~ (z) > 1 para todo = € V (D),
entonces la digrafica de lineas parcial, a la que denotamos por L 4 (D) es la digrafica tal
que:

» V(Lg (D)) =Ay

= F(Lg (D)) =A{((i,5),¢(, k) : (4, k) € F(D)}.

Ademas observemos que si A’ = F(D), entonces ¢ = Idpp) y la digrafica de lineas parcial
es isomorfa a la digrafica de lineas L(D).

Sea D la digrafica mostrada en la figura 1.20, y A" = {(z1,5), (x2, 21), (v3, 2), (24, T3),
(x4,26), (5,74)}; observemos que H(A') = V(D), ademas o¢(x3,z6) = (24,%6),
O(x4, 1) = (x2,21) ¥y O(x6,22) = (x3,22). En la figura 1.21 se muestra su respectiva digra-
fica de lineas parcial.
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D Livg(D)

Ty (ml!m:’u) (st-Tl)

(w3, x2)

(5, 24)

x4 (-’1?4, -Tﬁ)

(3?4- -T:i)

Figura 1.21. D y su digréafica de lineas parcial L 4)(D)

Sean D la digrafica con conjunto de vértices {1,2,...,n}, donde n > 2,y o = {D; }icv(p)
una sucesion de digraficas ajenas por vértices dos a dos, la suma de Zykov de la digrafica D
y la sucesion « de digraficas, denotada por o(D, ), es la digrafica tal que:

= V(o(D,a)) =U, V(Di) ¥
= F(o(D,a)) = Ui, F(Di) U{(vi,v;) : v; € V(D) vy € V(D;), (4,5) € F(D)}.

Gy

G
a d
H
1 U9
o———0
c
e
b

Figura 1.22. Ejemplo de digraficas H, G1 y G»

Dadas las digraficas H, G, y G5 de la figura 1.22. La digrafica que se obtiene de realizar la
operacion o(H, «), donde a = {G1, G2}, es la digrafica que se muestra en la figura 1.23.

a

Figura 1.23. Ejemplo de la suma de Zykov entre la digrafica H y la sucesion o

A partir de ahora trabajaremos con dos digraficas Dy y Ds, ajenas por vértices. Definimos
la digrafica producto directo de D, y D, a la que denotamos como Dy x Dy por:
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L] V(Dl X DQ) = V(Dl) X V(Dz) y

» ((z,9), (u,v)) € F(Dy x D) siysolosi(x,u) € F(D1)y (y,v) € F(Ds).

Sean las digraficas F; y E5 mostradas en la figura 1.24. En la figura 1.25 se muestra la
digrafica resultante de realizar el producto directo entre las digraficas E; y Fs.

Ey Fy

1
a b
i X
Ty 3 c

Figura 1.24. Digraficas E; y Es

Figura 1.25. Digrafica E; x Es

Definimos a la digrafica producto cartesiano de las digraficas D; y D, denotada por
D1 + D5, como sigue:

» V(D + Dy) =V (Dy) x V(Dg) y
» ((x,y), (u,v)) € F(Dy+ Dy) siysolosi (z,u) € F(D1)yy=wvo (y,v) € F(Dy) y x = u.

En la figura 1.26 se muestra el resultado de realizar el producto cartesiano entre las digraficas
E, y E5 que se encuentran en la figura 1.24.
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(z1,a) (22, a) (z3,a) (z4,a) (z5,a)

Figura 1.26. Digrafica Ey + E»

La digrafica denominada como producto fuerte de D; y Ds, a la cual denotamos por
D - D, es definida por los conjuntos:

] V(Dl . DQ) = V(D1> X V(Dg) y

» ((z,9),(u,v)) € F(Dy-Dy) siysolosi(z,u) € F(D)yy=wvo (y,v) € F(D) yx=u
o (z,u) € F(D1)y (y,v) € F(Dy).

Figura 1.27. Digrafica E; - Es

En la figura 1.27 se muestra el resultado de realizar el producto fuerte entre las digraficas
E1 y E5 que se encuentran en la figura 1.24.

Definimos a la digrafica disyuncion excluyente de D; y D,, a la que denotamos por
Dy ® Dy, como sigue:
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L] V(D1®D2):‘/1X‘/2y

v ((z,9), (u,v)) € F(Dy® Dy) siy solosi (x,u) € F(Dy)y (y,v) ¢ F(Ds) o (z,u) ¢ F(Dy)
y <y7U> S F(DQ)

. (x5, a)

(21,a)

(x5.b)

(21.b)

(21,¢)

Figura 1.28. Digrafica £} ® Es

Sean las digraficas F; y E5 mostradas en la figura 1.24. En la figura 1.28 se muestra la
digrafica resultante de realizar la disyuncion excluyente entre las digraficas Fy y Ej.

Sean D una digrafica, un nimero natural n > 2 tales que V(D) = {x1,2z9,...,2,} ¥
© = {Di}ic(1,2,...n} una sucesion de digraficas ajenas en vértices dos a dos. La corona de la
digrafica D y la sucesion O es la digrafica denotada por D o © definida por:

= V(Do®) =V(D)U Uiz, V(D) ¥

= F(Do®) = (F(D)U (U~ F(Di) U{(vi, i) - vi € V(Di)}.

En la figura 1.29 se ilustra una digrafica D y una sucesion de digraficas © = {Di}i€{1,27374},
asi como la digrafica que resulta de D o ©; es decir, la corona de la digrafica D y ©.
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T T  Up V2 i Uo wy Wy z1 2

T4 T3

Figura 1.29. Ejemplo de la digrafica D o ©

Tomando a la digrafica D,y © = {Di}ie{m ,,,,, n} una sucesion de digraficas ajenas en vértices
dos a dos, con n un nimero natural tal que n > 2; definimos la corona generalizada de la
digrafica D y la sucesion © como la digrafica D A © tal que:

= V(DAB)=V(D)UU, V(D) ¥y

- F(DAO) = (F(D)U (U, F(D.)) U{(vi,;) v € V(D)) y 1 < j < ).

Es decir, la corona generalizada D A O es la digrafica que tiene como conjunto de vértices
a la uniéon del conjunto de vértices de D y el conjunto de vértices de la sucesion O, y como
conjunto de flechas a la union del conjunto de flechas de D, el conjunto de flechas de la sucesion
O y de hacer a todos los vértices de D; adyacentes a, por lo menos, un vértice de D.

Dadas una digrafica D cualquiera y la digrafica semicompleta K, definida por los conjuntos
V(K) = {a,b} vy F(K) = {(a,b)}, tal que V(K)N V(D) = @, definimos a la digrafica de
vigas de indice k de la digrafica D, denotada por Ty (D), como la digrafica obtenida a partir
de agregar a D, k copias de la digrafica K por cada flecha (z,y) de la digrafica D, a las que
denotamos por (ul,,v.,) con i € {1,2,...,k} y anadimos las flechas (z,u.,) y (vi,,y) para

todo i € {1,2,...,k}.
En la figura 1.30 se observa a la digrafica D y su digréafica de vigas de indice k = 2, Ty(D).
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D T5(D)

g/

Figura 1.30. Ejemplo de la digrafica Ty(D)

Sea D = (V(D), F(D)) una digrafica, definimos a la digrafica denotada por S(D), a la
que llamamos la digrafica subdivision de una digrafica D, como la digrafica que cumple que
V(S(D))=V(D)UF(D)y (a,b) € F(S(D))siysolosiaecV(D),be F(D)yb=(a,z) con
reV(D)oae F(D),beV(D)ya=(z,b) con x € V(D); es decir, se preservan los vértices
originales de D, y cada flecha que hay en D se sustituye por una trayectoria de longitud dos, en
la misma direccion a la flecha. El vértice intermedio de dicha trayectoria representa a la flecha
original.

T3

T4 ag T3 T4 ag

Figura 1.31. Ejemplo de la digrafica subdivisién de D, S(D)

La digrafica raiz de una digrafica D dada, a la que denotamos como R(D), es la digrafica
tal que:

= V(R(D)) =V(D)UF(D)y

» F(R(D))={(z,2):2€V(D)y[z€ Nj(x) oz=(z,v) € F(D)]}U
{(z,2) : 2 = (u,v) € F(D) y z =v}.

Notemos que la digrafica R(D) se puede convertir en S(D) al eliminar el conjunto de las
flechas de D.
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T4 ag €3

Figura 1.32. Ejemplo de la digrafica raiz de D, R(D)

Sea D una digréfica, su digrafica media, denotada por Q(D) es la digrafica que cumple:

{(z,2z) :2 = (u,v) €e F(D)y[z=voz=(v,w) € F(D)]}.

T4 ag €3

Figura 1.33. Ejemplo de la digrafica media de D, Q(D)

Notemos que la digrafica Q(D) se puede obtener a partir de S(D), al agregarle a esta las
flechas de L(D).

Dada una digrafica D, su digrafica total, a la que denotamos por T'(D), esta definida por
los siguientes conjuntos:
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Figura 1.34. Ejemplo de la digrafica total de D, T'(D)

1.3. Ordenes

Sea A un conjunto, una relacion de orden R en A es una relacion que cumple con ser
reflexiva, antisimétrica y transitiva. Se le llama conjunto parcialmente ordenado a la pareja
(A, R). Decimos que el conjunto (A, <) esta totalmente ordenado por la relacion “<” si
para todo {a,b} C A se cumple que a < b o b < a. Sean B # & un subconjunto de (A4,<) y ¢
un elemento de B, decimos que ¢ es el minimo de B si ¢ < b para todo b € B; luego, si todo
subconjunto no vacio de (A, <) tiene minimo, se dice que A es un conjunto bien ordenado.

Observemos que todo conjunto bien ordenado es totalmente ordenado, ya que si a y b son
elementos de (A, <), entonces {a,b} C A es un conjunto claramente distinto del vacio con un
elemento minimo; es decir, a < b o b < a. Sin embargo, el reciproco no es necesariamente cierto,
por ejemplo el intervalo (3,10) es un conjunto totalmente ordenado que no es un conjunto bien
ordenado ya que no tiene un elemento minimo.



Capitulo 2

Antecedentes y resultados previos

En este capitulo comenzaremos a sumergirnos en el tema principal del trabajo; los cuasini-
cleos. Abordaremos como fue que surgié el estudio de estos interesantes conjuntos. Asimismo,
presentaremos una recopilacion de los resultados que encontramos, con la finalidad de que el
lector tenga una idea amplia sobre los temas que se han investigado. Algunos de los resultados
se demuestran y en los casos restantes se menciona la referencia.

2.1. Primeros resultados

En 1921 un zodlogo noruego y psicologo comparativo llamado Thorleif Schjelderup-Ebbe,
describi6 el orden jerarquico de los pollos en su tesis doctoral. En su trabajo puntualiza que
algunos pollos establecen cierta autoridad sobre otros, lo que les permite a estos llegar antes a
la comida, mientras que otros esperan su turno. Dicha relaciéon de poder se establece de igual
modo en diversas sociedades de animales [27]. A partir de este razonamiento surge la idea de
conjuntos de individuos que ejercen la autoridad sobre todos los demés; es decir, que dominan
al grupo, y conjuntos de individuos que estan por debajo de la autoridad de los demas. Llevando
la situacion anterior a lenguaje de teoria de digraficas, en donde cada individuo es reemplazado
por un vértice y la relacion de autoridad es representada con una flecha de la forma (a,b), en
la cual el vértice a domina al vértice b, podemos describir los conjuntos antes mencionados de
la siguiente forma:

Definicion 2.1.1 Decimos que S C V(D) es un conjunto absorbente si para cada vértice u
que no pertenece a S eziste una uS-flecha; es decir, existe (u,v) € F(D) con v algin vértice en
S. De manera andloga, decimos que S es un conjunto dominante si para cada vértice u que
no pertenece a S existe una Su-flecha; es decir, existe (v,u) € F(D) con v algin vértice en S.

En la digrafica de la figura 2.1, el conjunto S, = {x4, x5, 26} es un conjunto absorbente y
Sa = {1,229, 23} es un conjunto dominante de la digrafica.

L1 T2 x6

€4 ]
Figura 2.1. {x1, 22, 23} es un conjunto dominante y {z4, x5, 26} es un conjunto absorbente

29
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Decimos que S es m-absorbente (n-dominante) si para cada vértice u ¢ S existe una
uS-trayectoria (Su-trayectoria) de longitud a lo méas n.

Nota: Por convencién, a un conjunto l-absorbente se le llama absorbente, un conjunto
2-absorbente recibe el nombre de cuastabsorbente, y decimos que un vértice u de D es cua-
stabsorbido por otro vértice v de D, si existe una uv-trayectoria de longitud a lo mas dos. Lo
mismo aplica para conjuntos n-dominantes, a un conjunto 1-dominante se le llama dominante,
un conjunto 2-dominante es llamado cuasidominante, y decimos que un vértice u de D es
cuastdominado por otro vértice v de D, si existe una vu-trayectoria de longitud a lo mas dos.

En 1951 H. G. Landau desarroll6 herramientas matematicas para el analisis de las relaciones
de dominacién en sociedades de animales como un conjunto de n enteros en el que sus miembros
estan relacionados de forma binaria y asimétrica; es decir, que un individuo a domina a otro b;
pero, el individuo b no puede dominar al individuo a [19]. Asi Landau trabaj6 con torneos y
reyes. Del trabajo de Landau se sigue que todo torneo posee un rey.

Teorema 2.1.2 Todo torneo T tiene al menos un rey.

Demostracion. Sean 7" un torneo y z el vértice de exgrado maximo en la digrafica 7.
Si N [x] = V(T'), entonces el teorema se cumple. Si este no es el caso, entonces existe y € V(T
tal que no hay una trayectoria de longitud menor o igual a dos desde z hasta y, por lo que
(y,x) € F(T), ademés para todo w € V(T) tal que (z,w) € F(T) tenemos que (y,w) € F(T),
de lo contrario habria una trayectoria de longitud dos de = a y. Dado lo anterior, podemos
deducir que N*(z) € N*(y) y por lo tanto, 0% (z) < 6™ (y), lo cual es una contradiccion, ya
que supusimos a x como el vértice de mayor exgrado de la digrafica, por lo cual este caso no es
posible.

Por lo tanto, todo torneo tiene al menos un rey.
[ |

El concepto de rey solamente es aplicable a digraficas que cumplen que todo par de vértices se
encuentra relacionado por medio de una flecha asimétrica; es decir, en torneos. No obstante, en
digraficas en las que esta condicién no necesariamente se cumple, podemos encontrar un vértice,
o conjunto de vértices, que cumplen caracteristicas similares a los reyes en los torneos; es decir,
que sea un subconjunto que domina a distancia uno o dos a los vértices en su complemento y
que sea un conjunto independiente. El siguiente concepto define a los conjuntos descritos.

Definicion 2.1.3 Sean D una digrdifica y Q C V(D), decimos que @ es una cuasisolucion
de D si es un conjunto independiente y cuasidominante.

El concepto dual al previo, el cual es el tema principal de este trabajo, es el siguiente:

Definiciéon 2.1.4 Sean D una digrifica y Q C V (D), decimos que Q) es un cuasinicleo de
D si es un conjunto independiente y cuasiabsorbente.

En el ano 1974, V. Chvatal y L. Lovaz prueban que se puede garantizar que toda digrafica
posee un cuasintcleo [7]. Este resultado se presenta a continuacion.
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Teorema 2.1.5 (Chvatal y Lovasz) [7/ Toda digrdfica finita tiene al menos un cuasinicleo.

Demostracién. Por induccion sobre el orden de la digrafica D, |V(D)| = n.

Base inductiva: Si V(D) = {z}; es decir, n = 1, entonces {z} es un cuasinicleo de D, ya que
{z} es claramente independiente y absorbente, por lo que para n = 1 se satisface el teorema.

Hipdtesis de induccion: Supongamos que el teorema es valido para p < n; es decir, si D’ es
una digrafica tal que |V(D’)| < n, entonces D’ contiene un cuasinicleo.

Paso inductivo: Por demostrar que el teorema es valido para n + 1.
Demostracion: Sean D una digrafica tal que |[V(D)| = n+ 1y v € V(D). Consideremos
D, = D[V(D) \ N~ [v]] (ver figura 2.2).

D

o>

Figura 2.2. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

Si Dy = @, entonces {v} es un cuasinicleo de D. En otro caso, si D; # &, entonces
|[V(D;y)| <n+1, porlo que |V(Dy)| < n.

Por hipoétesis de induccion tenemos que existe )y C V(D;) un cuasinucleo de D;. Por
construccion tenemos que no existe una (Q;v-flecha en D.

Analizaremos los siguientes casos:
Caso 1: No existe una vQ-flecha en D (ver figura 2.3).
Afirmacion: Q1 U{v} es un cuasiniicleo de D.
Prueba: Primero observemos que el conjunto ; U{v} es independiente, ya que @1 es un
cuasinticleo de Dy, {v} es independiente por ser de cardinalidad uno y no existen una v@Q;-flecha
y una @ v-flecha en D.

Por lo tanto, @; U {v} es independiente en D.

Por otro lado, si * € D;, entonces x es cuasiabsorbido por @y, y si x € V(D) \ V(D,),
entonces © € N~ [v], por la construccion de D\ Dy, por lo que z es absorbido por v.

Por lo tanto, Q1 U{v} es cuasiabsorbente en D, lo que implica que Q1 U{v} es un cuasinticleo
de D.
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Figura 2.3. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

Caso 2: Existe una v@Q);-flecha en D.
Afirmacion: ()1 es un cuasinicleo de D.
Prueba: Notemos que ()1 es independiente dado que es un cuasintcleo de D;, por otra
parte, sabemos que D \ D; = D[N~ [v]] y todo elemento de la invecindad cerrada de v es
cuasiabsorbido por ()1 debido a que existe una v()-flecha en D.

Por lo tanto, (), es un cuasiniicleo de D.

En cualquiera de los dos casos, D tiene un cuasinicleo y por lo tanto, toda digrafica tiene
un cuasintcleo.

Teorema 2.1.6 Toda digrdfica tiene al menos una cuasisolucion.

Demostracién. Sea D una digrafica y D~ la digrafica dual de D, por el teorema
anterior sabemos que D~ tiene un cuasinicleo (). Por lo tanto, () es una cuasisolucion en D.

Observemos que para todo torneo, cualquier conjunto independiente es de cardinalidad uno;
ademés, a partir del teorema anterior, sabemos que todo torneo contiene una cuasisolucion; por
lo tanto, todo torneo contiene un rey. Dicho resultado es equivalente al demostrado por Landau
en 1951 [19], el cual fue expuesto anteriormente en el presente trabajo (ver teorema 2.1.2).

Dado lo previo, podriamos preguntarnos si es posible que el conjunto de vértices que se
encuentran a distancia dos del cuasinticleo en algunas digraficas sea vacio; es decir, que ademas
de ser un conjunto independiente, tambien absorba a su complemento a distancia uno. La
respuesta es afirmativa, incluso se han estudiado ampliamente a los cuasintcleos que cumplen
esta condicién.

Definicién 2.1.7 Sean D una digrifica y N C V(D), decimos que N es un nicleo de D si es
un conjunto independiente y absorbente en D.

El concepto de niicleo en una digréfica fue introducido por Claude Berge en su libro “Graphs
and Hypergraphs” [5]; sin embargo, Chvatal demostr6 que el problema de reconocer si una di-
grafica tiene o no un nicleo es imposible de resolver con las herramientas actuales [6], por lo
que encontrar condiciones suficientes para que una digrafica contenga un conjunto con estas
caracteristicas o encontrar grandes familias de digraficas con nicleo ha sido una linea de in-
vestigacion muy explorada por muchos autores, entre los mas destacados se encuentran Claude
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Berge, Hortensia Galeana, D. Konig, Victor Neumann, von Neumann, M. Richardson, entre
muchos otros. El concepto dual al concepto de nticleo es el de solucion, el cual se explica a
continuacion:

Definiciéon 2.1.8 Sean D una digrifica y S C V (D), decimos que S es una solucién de D si
es un conjunto independiente y dominante en D.

En la digrafica de la figura 2.4, el conjunto @,, = {x2, 3} es un cuasinicleo de la digrafica;
sin embargo, no es un nicleo ya que los vértices x5 y x7 no son absorbidos a distancia uno por
ninguno de los dos vértices en Q,,, y Qs = {x5, 27} es una cuasisolucion de la digrafica D, pero
no es una soluciéon ya que los vértices x5 y x3 no son dominados por ninguno de los dos vértices

en Q.

Figura 2.4. Ejemplo de nicleo y solucién

Asimismo, el conjunto N = {x4,z6} es un nicleo de la digrafica, y el conjunto
S = {x9, x3, x7} una solucion de la misma.

Por lo anterior, sabemos que no toda digrafica posee un nicleo, pero si tiene al menos un
cuasinucleo. En la siguiente seccién analizaremos la relacion que existe entre estos dos tipos de
conjuntos.

2.2. Debilidad de un cuasintucleo

Sea D la digrafica mostrada en la figura 2.5, notemos que todos sus vértices son de ingrado
uno, por lo cual pueden absorber solamente a un vértice; dado que la digrafica es de orden
cinco, necesitamos al menos tres vértices para absorber a todo elemento de V(D). Observemos
que no hay subconjuntos de vértices de cardinalidad mayor o igual a tres, que también sean
subconjuntos independientes, por lo que podemos asegurar que D no tiene niicleo. Sin embargo,
el conjunto {1, x3} claramente es un conjunto independiente y cuasiabsorbente, ya que z;
absorbe a x4 y a x5 a distancia dos y uno respectivamente, y x3 absorbe a x5 a distancia uno.
Por lo tanto, {z1,z3} es un cuasinticleo de D.
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T

Ts5 T9

Ty T3

Figura 2.5. Ejemplo de digrafica sin nicleo

Por el teorema 2.1.5 y el ejemplo anterior, sabemos que cualquier digrafica tiene al menos un
cuasintucleo, incluso las digraficas que no tienen nticleo; ademas, es claro que aunque todo nicleo
es un cuasinicleo, no todo cuasiniicleo es un ntucleo. Esto se debe a que no todo cuasintcleo es
un conjunto absorbente; es decir, cabe la posibilidad de que exista un vértice en el complemento
del cuasinicleo @) de la digrafica D que se encuentre a distancia dos de (). A la cardinalidad
del conjunto de estos vértices, se le llama la debilidad de @, y denotamos a este niimero como
fp(Q); asimismo, decimos que ) es un cuasinicleo de debilidad minima si de todos los
cuasinucleos de D, el conjunto de los vértices que se encuentran a distancia dos de @) es el de
cardinalidad minima. Observemos que para cualquier digrafica D con ntcleo NV, la debilidad de
N es cero, ya que por definicion N absorbe a distancia uno a todo su complemento. En 1976, en
“Quasi-kernels in a Digraphs” [23] Philippe Vincke dio una cota superior para la debilidad de
los cuasinicleos de debilidad minima, y mas tarde demostrd que si existen dos cuasintiicleos de
una digrafica, tal que uno esta propiamente contenido en el otro, entonces el primero tiene una
debilidad menor que el cuasiniicleo que lo contiene. Los siguientes resultados fueron producto de
la investigacion de Vincke y se pueden consultar en la tesis de licenciatura de Cintia Rosas [26].

Definicién 2.2.1 Sea D una digrdfica, decimos que {z,y,z} es una tercia intransitiva de
D si se cumple que (x,y) y (y,2) estdn en las flechas de D, pero (x,z) no lo estd. Al vértice z
se le llama vértice final de la tercia intransitiva.

Teorema 2.2.2 [23] El nimero |p/3|, donde p es el nimero de tercias intransitivas de D, es
una cota superior para la debilidad de los cuasinicleos de debilidad minima de una digrdfica.

Teorema 2.2.3 /23] Si Q1 y Q2 son dos cuasinicleos distintos de una digrdfica D tal que
Q1 C Q2, entonces fp(Q2) < fp(Q1).

Teorema 2.2.4 [23] Todo cuasinicleo Q) de debilidad minima en una digrifica D es un sub-
congunto independiente mdzimo de V(D).

Teorema 2.2.5 [23] Si D es una digrdfica completa, entonces todo vértice de ingrado mdzimo
es cuasinicleo de debilidad minima en D.

2.3. Numero de cuasintcleos en una digrafica

Por otro lado, la siguiente pregunta natural seria ;existe alguna cota para el nimero de
cuasintucleos en una digrafica?

En 1996 Jacob y Meyniel obtuvieron una cota inferior para el nimero de cuasintcleos de
las digraficas sin nucleo [17].
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Teorema 2.3.1 (Jacob-Meyniel) [17] Si una digrifica D no tiene nicleo, entonces D con-
tiene al menos tres cuasinicleos distintos.

Demostracion. Por el teorema 2.1.5, D tiene al menos un cuasintcleo. Sea ()1 un
cuasintcleo de D.

Debido a que D no tiene nicleo, la subdigrafica Dy = D[V(D) \ N~[@Q1]] es distinta del
vacio. Sea 2 un cuasiniicleo de dicha digrafica (ver figura 2.6).
Afirmacion: El conjunto Q) = Q2 U (Q1 \ N~ (Q2)) es un cuasinicleo de D.
Prueba: Probaremos que ), es cuasiabsorbente.
Por definicion de @, cada vértice de N~[Q1] es un vértice inicial de una trayectoria de longitud
a lo mas dos que termina en 5, ademas ()}, claramente es cuasiabsorbente en la subdigrafica

inducida por V(D) \ N~[@Q1] ya que Q2 C Q.
Por lo tanto, @), es cuasiabsorbente en D.

Es facil observar que ()% es un conjunto independiente, ya que F(Q2,(1)p = & por cons-
truccion de Dy, y F(Q1\N~(Q2),Q2) = @. Ademés Q1 y ()2 son en si conjuntos independientes.

Por lo tanto, @)}, es un conjunto independiente, lo que implica que @), es cuasintcleo de D.

Observemos que ()1 N Q2 = & por construccion; asi Q4 = Q2 U (Q1 \ N~ (Q2)) # Q1.

Como @ no es un nicleo de D, se tiene que V(D) # N7[Q%], lo que implica que la
subdigrafica inducida por V(D) \ N~[Q5] es distinta del vacio.

D

= D

Figura 2.6. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

Sea ()3 un cuasinicleo de la subdigrafica inducida por V(D) \ N7[Q5] vy
Qs = Q3 U (Q) \ N7(Q3)). De forma analoga a como se demostré que @) es un cuasini-
cleo de D, que ademaés es distinto de @1, podemos demostrar que ()4 es un cuasinicleo de D
distinto de Q; asi, solo resta probar que Q} # Q.

Por construccion, sabemos que Q3 es distinto del vacio y Q3 C V(D) \ N~[Q%], por lo que
Q3NN Q%] = @; también sabemos que Q); esta contenido en N~ [Q5%], por lo tanto Q3NQ; = &,
entonces podemos concluir que Q5 # @1, y claramente Q% # Q5.

Por lo tanto, si D no tiene un ntucleo, entonces tiene al menos tres cuasintcleos distintos.
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En el resultado anterior, pudimos observar uno de los casos en los que la digrafica cuenta con
tres cuasintcleos distintos; sin embargo, es natural preguntarse qué digraficas poseen solamente
un cuasinicleo. A fin de dar respuesta a esta pregunta, en su articulo “On the number of quasi-
kernels in digraphs” [13], Gutin, Koh, Tay y Yeo comenzaron a estudiar la relacién que se
tiene entre un vértice determinado y un cuasintcleo de una digréifica; asimismo, a partir de
las propiedades de los pozos observaron que el papel que estos juegan en una digrafica es muy
importante al momento de estudiar la existencia de cuasinticleos y cuasiniicleos ajenos en la
misma. De hecho, la respuesta a la pregunta planteada, como veremos mas adelante, es que la
digrafica contiene un solo cuasinticleo cuando este es también un niicleo que consta de los pozos
de la digrafica.

Proposicion 2.3.2 [2/ Si D es una digrifica y v € V (D), entonces existe un cuasinicleo @
de D tal que v € N™[Q)].

Demostracion. Definimos S C V(D) tal que para todo x en Sy para todo cuasini-
cleo M de D tenemos que = no pertenece a N~ [M]; es decir, S es el conjunto de vértices tales
que no cumplen el enunciado del teorema. Sea @ un cuasinicleo de D[S]. Consideremos R un
cuasinicleo de la digrafica inducida por V(D) \ N7[Q)]. Sea X = Q \ N~ (R) (ver figura 2.7).

Afirmacion: Afirmamos que RUX es un cuasinticleo

de D.
Prueba: Probaremos primero que R U X
es cuasiabsorbente. Para  ello, seleccionamos
v € V(D) \ (RU X) arbitrario. Si v ¢ N7[Q)], en-

’ tonces por la definicion de R, d(v, R) < 2 por lo que
dlv,RUX) <2.Sive N[Q], entonces v € N7[X] o
v € N7[Q\ X]. Por definicion de X, (Q\ X) C N~ (R)
asi que d(v, RU X) < 2 en ambos casos. Por lo tanto

I R U X es un conjunto cuasiabsorbente en D.
X

Para probar que R U X es un conjunto inde-

pendiente, observemos que R C V(D) \ N7[Q] y

X = Q\(@nNN(R)), entonces F(R,X) = @y

F(X,R) = @ por definicion de R y X, ademés R es

independiente por ser un cuasintcleo y X es indepen-

Figura 2.7. La digrafica D y los sub- diente por ser un subconjunto de Q que es un cuasini-

conjuntos de V(D) que la conforman  cleo de DIS], por lo tanto R U X es independiente en
D.

Para cada v € @) tenemos que v € X ov € Q \ X.
Sive X, entoncesv € RUX. Sive (Q\X)=(QNN(R)), entonces v € N~ (RU X), pero
como Q € Sy RUX es un cuasinicleo de D tenemos una contradiccion a la definicion del
conjunto S, por lo tanto S = &.

Lema 2.3.3 [13] Sea x un vértice de una digrdfica D. Si x no es un pozo, entonces D tiene
un cuasinicleo que no incluye a x.

Demostraciéon. Sea x € V(D) tal que = no es pozo, entonces NT(x) # &. Sea
y € NT(x), tenemos los siguientes casos:
Caso 1: N~ [y] = V(D).
Entonces {y} es cuasinticleo de D que no contiene a x. En particular, {y} es un nicleo de D.
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Caso 2: N~ [y] # V(D) (ver figura 2.8).
Tomemos @' un cuasintcleo de D\ N~ [y], si y domina a un vértice en @)’, entonces @’ es un
cuasiniicleo en D, que no incluye a z, y si y no domina a un vértice en @', entonces Q' U {y}
es cuasinucleo en D que no contiene a x.

En ambos casos D tiene un cuasinicleo que no contiene a x.

Ty

Figura 2.8. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

Teorema 2.3.4 [13] Una digrifica D tiene solo un cuasinicleo Q si y solo si QQ es un nicleo
y consiste de todos los pozos de D.

Demostracion. Sea D una digrafica con un solo cuasinicleo ). Veamos que () es el
conjunto de los pozos de D.

(=) Observemos que @) debe contener todos los pozos de D ya que no hay forma de que estos
sean cuasiabsorbidos por otro vértice, ademéas () no contiene un vértice de exgrado distinto de
cero ya que de otro modo, si u € () es un vértice de exgrado distinto de cero, por el lema 2.3.3,
entonces D contiene un cuasinicleo distinto de ) que no contiene a u, lo cual por hipotesis no
ocurre.

Para probar que ) es nicleo, supongamos que = € V(D) \ @ no es pozo y no existen
x(@)- flechas, entonces @ = Q U {z} es un conjunto independiente debido a que, como todos
los vértices de @ son de exgrado cero, no existen Qa-flechas y claramente Q' = Q U {z} en un
conjunto cuasiabsorbente; por lo tanto, @' = Q U {z} es un cuasinticleo de D distinto de @, lo
cual es una contradiccion.

(<) Por otro lado, asumamos que @ es un nicleo de D formado por los pozos de D, si
existe (), un cuasinicleo de D tal que Q # (1, entonces claramente () C (1. Sea y € () tal
que y ¢ @, por ser Q un nicleo de D sabemos que existe x € @ tal que (y,x) € F(D); pero esto
no puede ocurrir ya que ambos vértices pertenecen a ()1 el cual es un conjunto independiente
por hipotesis. Por lo tanto, es claro que () es tnico.

Dado el resultado previo, podemos asumir que una digrafica que contiene pozos no es posible
que contenga dos o més cuasinicleos ajenos debido a que los pozos deben pertenecer a cual-
quiera de los cuasinicleos. Lo siguiente es pensar si las digraficas sin pozos siempre contienen
cuasintucleos ajenos, lo cual generalmente no se cumple, como veremos en la siguiente seccion.
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Continuando con el tema del nimero de cuasinicleos distintos, ya vimos lo que ocurre
cuando una digrafica D tiene tres o mas cuasintcleos, y también cuando posee solo uno. La
siguiente pregunta natural seria ;jqué ocurre cuando D tiene dos cuasintcleos? Para abordar
este tema, definimos una bzorientacion en una digrafica D como la digrafica que resulta de
sustituir arbitrariamente las flechas simétricas de la digrafica D por flechas asimétricas. A partir
de esta definicion, en el articulo “On the number of quasi-kernels in digraphs” [13] Gutin, Koh,
Tay y Yeo muestran en el 2001 que si D tiene exactamente dos cuasinicleos, digamos Ry @),
entonces satisface que:

» Siz € R, z € Q con (z,2) en la flechas de Dy N~ (2) # V(D) \ {z}, entonces @ \ {z} es
el tnico cuasinicleo de D\ N~ (2).

» {Q, R} es el conjunto de cuasinicleos de cada biorientacion de D, donde @ y R tienen al
menos un vértice que no es pozo.

Dichos resultados pueden consultarse en la tesis de licenciatura de Ada Cintia Rosas Tavera.

También, utilizando este resultado, se demostrd que si el exgrado de cada vértice de una
digrafica D es mayor que cero, entonces D tiene exactamente dos cuasintcleos si y solo si D
contiene un ciclo de longitud dos o un ciclo de longitud cuatro inducido, al que nombramos
B, tal que N*(B)NV(B) = @, y todo vértice contenido en V(D \ ) domina al menos a dos
vértices consecutivos de . Asimismo, se demuestra que una digrafica fuertemente conexa de
orden al menos tres; pero que no es isomorfa a un ciclo de longitud cuatro, tiene al menos tres
cuasintucleos distintos.

Se conocen algunas caracteristicas de las digraficas con exactamente dos cuasiniicleos dis-
tintos debido a que este tema ha sido ampliamente estudiado. Se ha probado que dada una
digrafica D cualquiera, S el conjunto de todos sus pozos y H la subdigrafica inducida de D
que cumple que V(H) = V(D) \ S\ N=(S); D tiene dos cuasintcleos distintos si y solo si se
cumple alguno de los siguientes casos:

= H contiene un ciclo de longitud dos, al que llamamos £, tal que |[NT(5) N N~(9)| < 1,
ningin vértice de § domina a algun vértice de V/(H) \ V (/) y cada vértice fuera de V(53)
domina ambos vértices de 3.

= H contiene un ciclo de longitud cuatro inducido, al que llamamos 7, en el cual ningin
vértice de v domina un vértice de V(D) \ V(v) y cada vértice de V(H) \ V() domina al
menos dos vértices adyacentes de 7.

» |V(H)| > 2, tal que existe x en los vértices de D, un pozo de H que absorbe a cada vértice
de H \ {z} y existe @ un nicleo de H \ {z} que contiene solamente pozos de H \ {z};
ademads, no hay flechas de @ a N=(5).

. |V(H)| = 1.

Nuamero de cuasinfticleos en la digrafica de lineas

En 1991, Hortensia Galeana, Laura Pastrana y Hugo Rincon, en el articulo “Semikernels,
Quasi kernels, and Grundy functions in the line digraph” [12] demuestran el siguiente teorema.

Teorema 2.3.5 Sea D una digrdifica tal que cada vértice tiene ingrado mayor o igual a uno,
entonces el numero de cuasinicleos de D es menor o igual al nimero de cuasinicleos de su
digrdfica de lineas.

La demostracion de dicho resultado también se puede consultar en la tesis de licenciatura
de Laura Pastrana Ramirez, la cual lleva por titulo “Grdficas y digrdficas de lineas” |21].
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2.4. Cuasinuacleos ajenos

Sea D la digrafica dada en la figura 2.9, es facil comprobar que solo tiene tres cuasinticleos,
Q1 = {b,d}, Q2 = {b,e} v Q3 = {b, f}. Observemos que el vértice b pertenece a todos los
cuasintucleos de la digrafica; es decir, no existen dos cuasinticleos ajenos en D.

a b

Figura 2.9. Digrafica sin cuasinicleos ajenos

Sin embargo, observemos que el vértice b de la digrafica anterior es un pozo; entonces,
,podriamos asegurar que una digrafica que no tiene pozos, contiene un par de cuasintcleos
ajenos? Para dar respuesta a esta pregunta, analicemos el torneo T de la figura 2.10, el cual
tiene la propiedad de que para todo par de vértices x; y x; existe un z;, tal que las flechas
(i, zx) v (z5,7)) estan en T, para todo {i,7} C {1,2,...,7} y algtn k € {1,2,...,7} con
k ¢ {i,7}. La existencia de este tipo de torneos fue demostrada por P. Erdés, en “On a problem
in graph theory” |9] en 1963, para torneos de orden n < 7 con n impar.

XI5 Ty

Figura 2.10. Torneo T'

Ahora, sea © = {Di}ie{LQw.j} una sucesion de digraficas ajenas en vértices dos a dos, donde
V(D;) = {v;}; al realizar la corona del torneo T'y la sucesion © obtenemos la siguiente digrafica:
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Figura 2.11. Digrafica T'o ©

Es facil verificar que la digréafica obtenida en la figura 2.11 no contiene pozos; ademas, por
la construccién de T o © y por ser T' un torneo, cualquier cuasintcleo debe contener solamente
un vértice de T'. Supongamos que existen (); y ); dos cuasinticleos ajenos de T o ©. Sean x;,
z; elementos de (; y (); respectivamente; entonces existe x, € V(T') tal que (x;, ) v (z, zx)
estan en las flechas de T'0 ©, lo que implica que d(xy, Q;) = 2y d(zy, Q;) = 2 por ser todas las
flechas del torneo asimétricas; ademaés, xj, es el tunico vértice de T o © que absorbe a v, por lo
que v, € Q; v v € @y, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto 1o © no contiene cuasintcleos
ajenos.

Por lo anterior, podemos afirmar que no toda digrafica sin pozos posee un par de cuasinicleos
ajenos. Sin embargo, a continuacion se presentan algunos resultados que se han demostrado en
cuanto a este tema.

En el ano 2001 G. Gutin, K. M. Koh, E. G. Tay y A. Yeo demostraron que dada una digrafica,
si existe un subconjunto Y de sus vértices, tal que la subdigrafica inducida por este cumple que
a su vez todas sus subdigraficas inducidas tienen niicleo, entonces existe un cuasiniicleo que esta
contenido en el complemento de la invecindad abierta de Y. Utilizando este resultado, lograron
demostrar que toda digrafica que cumple tener niicleo y todas sus subdigraficas inducidas
cumplen la misma condicién, tal que ninguno de sus vértices es pozo, tiene al menos un par de

cuasintucleos ajenos. Los siguientes resultados pueden ser consultados en la tesis de licenciatura
de Eduardo Pereyra [22].

Teorema 2.4.1 [13] Si D es una digrdfica y existe Y C V(D) tal que D]Y| cumple que todas
sus subdigrdficas inducidas, incluyendo a la misma digrdfica, tienen nicleo, entonces existe un
cuasinicleo Q en D tal que Q@ C V(D) \ (N"[Y]\Y).

Definicion 2.4.2 Una digrdfica D es nicleo perfecta si toda subdigrifica inducida H de D
tiene nicleo.
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Proposicién 2.4.3 [13] Toda digrifica nicleo perfecta que no contiene pozos tiene un par de
cuasinicleos ajenos.

En el ano 1947 J. von Neumann y O. Morgensten demostraron en “Theory of Games and
Economic Behavior” que toda digréafica que no contiene ciclos es nicleo perfecta [28]. Asimismo,
en 1953, M. Richardson en “Solution of irreflexive relations” [25], demostré que si una digrafica
D no contiene ciclos de longitud impar, entonces D es niicleo perfecta; por lo tanto, por la
proposicion 2.4.3 que demostraron G. Gutin, K. M. Koh, E. G. Tay y A. Yeo, tenemos los
siguientes corolarios.

)

Tg ﬁ

Figura 2.12. Ejemplo de una digrafica nicleo perfecta

Corolario 2.4.4 [28] Toda digrdfica que no contiene ciclos tiene un par de cuasinicleos aje-
nos.

Corolario 2.4.5 [25] Toda digrifica que no contiene ciclos de longitud impar tiene al menos
un par de cuasinicleos ajenos.

Utilizando los resultados mencionados con anterioridad para digraficas nicleo perfectas, en
el 2016 Javier Eduardo Pereyra Zamudio en su tesis de licenciatura “Cuasinicleos ajenos en
digridficas” |22] dio el siguiente resultado.

Teorema 2.4.6 Toda digrdfica nicleo imperfecta critica sin pozos tiene un par de cuasinicleos
ajenos.

Donde se entiende como digrafica nicleo imperfecta critica a la digrafica D que cumple
con no tener niicleo; pero, todas sus subdigraficas inducidas propias si poseen uno.

Por otro lado, en el 2005 S. Zhiren y Miao Xiaoyan publicaron algunos teoremas en “Dis-
joint Quasi-Kernels in Digraphs” [15], en los cuales se dan condiciones para la existencia de
cuasintucleos ajenos en D a partir de la cardinalidad de estos conjuntos; dichos resultados se
pueden consultar en la tesis de licenciatura de Javier Eduardo Pereyra Zamudio [22].

Teorema 2.4.7 [15] Dada una digrdfica D sin pozos, si D tiene un cuasinicleo de cardinalidad
a lo mads dos, entonces D tiene un par de cuasinicleos ajenos.

Teorema 2.4.8 [15] Si una digrdfica sin pozos y sin ciclos de longitud dos tiene un cuasinicleo
de cardinalidad tres Q1 = {x1,x2,23}, con N~ (x;) = @ y con i € {1,2} y no hay ningin
triangulo (wy,we, w3, wy) con w; € NT(x;) donde i € {1,2,3}, entonces la digrifica tiene un
par de cuasinicleos ajenos.
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Ademas de las digraficas niicleo imperfectas y de las nticleo perfectas criticas, los cuasintcleos
han sido estudiados en diversos tipos de digréaficas. En el 2005 S. Heard y J. Huang demuestran,
en el articulo “Quasikernels in Digraphs” [14], el siguiente resultado.

Teorema 2.4.9 [14] Las digrificas semicompletas m-partitas sin pozos y las digrdficas cuasi-
transitivas, sin vértices de exgrado cero, tienen al menos dos cuasinicleos ajenos.

En el libro “Classes of directed graphs”|3], se puede consultar la demostracion, para digraficas
cuasitransitivas, del resultado anterior (capitulo octavo, Hortensia Galeana Sanchez y César
Hernandez Cruz).

Cabe destacar que existen algunas condiciones con las cuales la propiedad de tener cuasi-
nucleos ajenos se preserva en diversas operaciones con digraficas. En 2016, Eduardo Pereyra
Zamudio y Laura Pastrana presentan los siguientes resultados en “Cuasinicleos ajenos en di-
grificas” |22] referentes a la suma de Zykov.

Teorema 2.4.10 [22] Una digrdfica D con V(D) = {1,...,n}, tal quen > 2 y a = {D; }icv(p)
cualquier sucesion de digrdficas ajenas por vértices dos a dos, con V(D;) = {iy, ... i, }, tal que
pi > 1 para cada i € V(D), si D tiene al menos dos cuasinicleos ajenos Q1 y Qo, entonces la
suma de Zykov, la cual recordemos que se denota por o(D, ), tiene al menos dos cuasinicleos
ajenos.

Teorema 2.4.11 [22] Dada una digrifica D con V(D) = {1,...,n}, Q un cuasinicleo de D y
a = {Di}ticv(p) cualquier sucesion de digrificas ajenas por vértices dos a dos, con
V(D;) = {i1,...,ip }, tal que p; > 1 para todo i € V(D). Si para cada j € Q tenemos que
D; tiene al menos un par de cuasinicleos ajenos ij Y Q%j, entonces o(D, ) tiene al menos
dos cuasinicleos ajenos.

Usando los resultados anteriores, en la tesis de licenciatura de Eduardo Pereyra Zamudio [22]
se presenta otro ejemplo de una digrafica que no tiene cuasinticleos ajenos.

Teorema 2.4.12 [22] La digrdfica o(Ty 0 0k, o) con o = { Dy, }u,ev(tyos,) Y Du; = Ti 0 0y para
toda u; € V(T 0 0y,), es una digrdfica sin cuasinicleos ajenos.

Donde, o se refiere a la suma de Zykov, y T}, es uno de los torneos de Erdos que cumplen que
para todo par de vértices x; y z; en V(1},), existe un x,, tal que las flechas (z;, z,,) v (z;, 2m)
estan F'(Ty), para todo i,j € {1,2,...,k} y algin m € {1,2,... k} con m ¢ {i,j} v T} de
orden k.

En 1991, Hortensia Galeana, Laura Pastrana y Hugo Rincén, mostraron que el ntimero de
cuasinicleos de una digrafica es menor o igual al nimero de cuasinicleos de su digrafica de
lineas (ver toerema 2.3.5). Con ello, se muestra que es suficiente pedir que una digrafica D
tenga al menos dos cuasinicleos ajenos para que su digrafica de lineas L(D) tenga cuasintcleos
ajenos. En cuanto a la digrafica de lineas, en la tesis de licenciatura de Javier Eduardo Pereyra
Zamudio [22| también se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.13 [22] Sean D una digrdfica sin pozos y sin cuasinicleos ajenos y K (D)
el conjunto de cuasinicleos de D tal que |K(D)| = |K(L(D))| y para todo {Q1,Q2} C K(D)
tenemos que N~ (Q1 N Q2) # I, entonces L(D) no tiene cuasinicleos ajenos.

El siguiente resultado fue publicado en el ano 2010, por C. Balbuena y M. Guevara en el
articulo “Kernels and partial line digraphs”.
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Teorema 2.4.14 [1] Dados k y | dos enteros positivos tal que 1 <1 < k y D una digrdfica
con ingrado al menos uno, si D tiene un (k,l)-nicleo, entonces la digrifica de lineas parcial
Liar o) (D) tiene un (k,l)-nicleo.

En el trabajo de Eduardo Zamudio también se menciona que, a partir de este resultado, se
desprende que si D tiene al menos dos cuasinticleos ajenos e ingrado al menos uno, entonces
L(a,4)(D) tiene dos cuasinticleos ajenos, para A" y ¢ que satisfacen la definicion de la digrafica
de lineas parcial.

En cuanto a la operaciéon de corona, la primera definicion fue dada por Roberto Frucht y
Frank Harary en “On the corona of two graphs” en 1970 [11]; sin embargo, se han trabajado
varias versiones de esta definicion. Partiendo de las diferentes transcripciones, en 2014 J. E. Moo
Vergara y Laura Pastrana definen a la corona generalizada en “Nucleo por trayectorias dirigidas
monocromdticas en la corona generalizada” [20], y dicha definiciéon es la que se muestra en el
capitulo uno del presente trabajo. Bajo esta, Laura Pastrana Ramirez y Javier Eduardo Pereyra
Zamudio demuestran lo siguiente.

-----

cuasinicleos ajenos, entonces D tiene dos cuasinicleos ajenos.

Al igual que los estudios realizados para resolver la exitencia de cuasinticleos ajenos en las
operaciones en digraficas que se mencionaron anteriormente, se ha realizado un analisis amplio
en cuanto a la digrafica de vigas. Uno de los resultados obtenidos en cuanto a esta operacion
es que para toda digréfica sin pozos, las digraficas de vigas de esta siempre tienen cuasinticleos
ajenos.

Teorema 2.4.16 [22] Sea D una digrifica sin pozos, entonces:
" Ueyerm){uz,}

= Uyyero){vh,}

coni €{1,2,...,k} son cuasinicleos ajenos en Ti(D).

Los productos directo, cartesiano, fuerte y la disyucion excluyente, los cuales definimos en el
capitulo uno, fueron fuertemente trabajados en 2004 por M. Kawasnik y Monika Perl en “Nearly
perfect sets in products of graphs” [18]. Con base en este trabajo, en el 2016 Javier Eduardo
Pereyra Zamudio, junto con Laura Pastrana Ramirez, demostraron los siguientes resultados [22].

Teorema 2.4.17 Dadas D, y D+ dos digrdficas, si Dy tiene al menos dos cuasinidcleos ajenos
2
y Dy no tiene pozos, entonces Dy x Dy tiene al menos dos cuasinicleos ajenos.

Teorema 2.4.18 57 Dy y D, tienen al menos dos nicleos ajenos respectivamente, entonces
D1 + Dy tiene al menos dos cuasinicleos ajenos, al igual que Dy - Dy. Ademds si Dy tiene al
menos dos cuasinicleos ajenos y N es un cuasinicleo de Do, entonces D1 ® Dy tiene al menos
dos cuasinicleos ajenos.

Otras de las digraficas que se obtienenen a partir de una digrafica D dada son S(D), R(D),
Q(D) y T(D), cuyas definiciones encontramos en el capitulo anterior. Para dichas operaciones
también hay resultados que se refieren a la existencia de cuasinicleos ajenos en ellas; J. Topp
en “Kernels of digraphs formed by some unary operations from other digraphs” [27] demuestra
que para toda digrafica D sin pozos, S(D) tiene al menos dos nticleos ajenos y por lo tanto dos
cuasintucleos ajenos.
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Teorema 2.4.19 [27] Si D es una digrdfica sin pozos, entonces V(D) y F(D) son dos cuasi-
nicleos ajenos de S(D).

Después German Benitez y Laura Pastrana en la tesis “Numero semidominante coloreable
en digrdficas” [4] aseguran la existencia de cuasinicleos ajenos en R(D) y Q(D) donde D es
una digrafica sin pozos. En el mismo trabajo se demuestra que si D es una digrafica sin pozos
y N es nicleo de D, entonces T'(D) tiene al menos dos cuasinucleos ajenos.

Teorema 2.4.20 [4/ Si D es una digrdfica sin pozos, entonces R(D) y Q(D) tiene al menos
dos cuasinicleos ajenos.

Teorema 2.4.21 [/] Si D es una digrdfica sin pozos y N es nicleo de D, entonces T'(D) tiene
al menos dos cuasinicleos ajenos.

Durante este capitulo se han presentado los resultados referentes a cuasinicleos en digra-
ficas que logramos recolectar a través de la investigacion que realizamos. No obstante, en los
siguientes capitulos seguiremos profundizando en el tema principal de este trabajo.

En el préximo capitulo se estudia el algoritmo planteado en “A note on quasi-kernels in
digraphs” |8] de Cosmina Croitoru, para construir un cuasinicleo en una digrafica. También
se presenta el codigo en lenguaje R de programacion que logramos implementar, asi como su
funcionamiento, explicacion y ejemplos.

En el dltimo capitulo, analizamos el articulo “Quasi-kernels and quasi-sinks in infinite
graphs” [10] de Péter L. Erdos y Lajos Soukup con el objetivo de ahondar en algunos re-
sultados que se aplican en la descripcién de cuasinticleos y cuasisoluciones en particiones de
digraficas infinitas, incluyendo torneos infinitos.



Capitulo 3

Algoritmo de las dos revisiones

A lo largo de este capitulo ilustraremos un algoritmo para construir un cuasinicleo en una
digrafica, y a su vez encontrar tres cuasinicleos en una digrafica sin ntcleo. Dicho algoritmo,
dado en el articulo “A note on quasi-kernels in digraphs” |8] de Cosmina Croitoru, también
prueba una caracterizacion, dada por Gutin y Kho, Tay y Yeo, de las digraficas con solo dos
cuasintucleos; dando pruebas constructivas de resultados conocidos de Chvatal y Lovasz, asi
como de Jacob y Meyniel. Cabe mencionar que todas las digraficas estudiadas a lo largo de este
capitulo son finitas y sin lazos.

Con base a lo expuesto, nosotros implementamos el programa del algoritmo en lenguaje R,
el codigo respectivo se presenta en la tltima seccidon del capitulo; asi como la descripciéon de su
funcionamiento y algunos ejemplos.

3.1. Las dos revisiones del algoritmo.

Chvatal y Lovasz probaron que toda digréfica tiene al menos un cuasinicleo (ver teorema
2.1.5). Ahora daremos una prueba algoritmica de este resultado.

Sea D = (V,F) una digrafica de n vértices y un orden arbitrario = de V(D); es decir,
una funcion inyectiva 7 : [1,...,n] — V(D). Para cada ¢ € [1,...,n| definimos los siguientes
conjuntos:

a) Para toda j € [1,...,n] tal que j < ¢, definimos:

Li(m) = {n(j) : (x(i),7(5)) € F(D)};

es decir, L;(m) es el subconjunto de V(D) que consta de los 7w(j) € V(D) que son exvecinos
del vértice (i) tales que 7 !(7(5)) = j < i.

b) Para toda j € [1,...,n] tal que j > i, definimos:
Hi(m) = {m(j) : (7(i),7(j)) € F(D)};

es decir, H;(m) es el subconjunto de V(D) que consta de los 7(j) € V(D) que son exvecinos
del vértice (i) tales que 7~ !(7(5)) = j > .

A los anteriores conjuntos los llamamos el conjunto numerado de exvecinos inferiores
y el conjunto numerado de exvecinos superiores del i-ésimo vértice bajo m, respectiva-
mente.

45
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(2)
(1)
m(3)

Figura 3.1. Ejemplo de la funcion m

Sea D la digrafica de orden ocho dada en el ejemplo 3.1. Definimos el orden
m:[1,...,8] = V(D)

como se muestra en dicho ejemplo.

Para ¢ = 4 obtenemos los siguientes conjuntos:

a) Para toda j € [1,...,8] tal que j < 4

A continuacién, se describe un algoritmo que construye un cuasinicleo en D a partir de los
conjuntos definidos previamente.

Sea una funciéon QK (D, ) con () := & en un inicio, definimos las siguientes dos revisiones:

1. Revision hacia adelante: Partimos de 7« = 1 hasta i = n.

Si QN L;(m) =@, entonces Q := QU {m(i)}.
2. Revision hacia atras: Partimos de ¢ = n hasta 7 = 1.

Si Q N H;(m) # @, entonces @ := Q \ {7(7)}.

Notemos que en la revision hacia adelante 7(1) esta en @), ya que si i = 1, entonces Q) := &
por principio, por lo que Q@ N Ly(7) = @, lo que implica que @ = @ U {n(1)} = {n(1)}.
Ademas, los vértices que no pertenecen a () al momento de terminar la revision hacia adelante,
tienen un exvecino en () mas pequeno con respecto a m; esto debido a que si
7(i) ¢ @, entonces Q N L;(7) # T; es decir, existe 7(j) un vértice de D tal que 7(j) € Q y
m(j) € Li ={x(j) : (w(i), 7(j)) € F(D) con j <i}.
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Por otra parte, observemos que en la revision hacia atras, el altimo vértice con respecto
a 7w que pertenece a () al momento de terminar la revision hacia adelante, supongamos que
nos referimos a 7(i), permanece en Q) al terminar la revision hacia atras, ya que por ser el
ultimo vértice no tiene ningin exvecino mayor con respecto a m que pertenezca a @), por lo cual
QN H;(r) = @, asi que este vértice permanece en @, y los vértices de () que tienen un exvecino
mayor con respecto a m en () son suprimidos en esta revision; esto debido a que si 7(i) € Q y

QNH;(m) =QN{n(j) : (w(i),n(j)) € F(D) con j > i} # &, entonces () := Q\{n (i) }. Es claro,

después del argumento presentado previamente, que () # &, al terminar ambas revisiones.

Sean la digrafica D y el orden 7 : [1,...,8] dados en el ejemplo 3.1. Realizaremos la revision
hacia adelante correspondiente al orden dado. Sea () := & el conjunto inicial, entonces:

= Ly(7) = @, tenemos Q N Ly () = & entonces Q := {r(1)},
« Ly(r) = @, tenemos Q N Ly(r) = @ entonces Q := {x(1),7(2)},
< Ly(r) = {m(2)}, tenemos Q N Ly(r) = {m(2)} entonces Q := {r(1),x(2)},
= Ly(r) = {n(3)}, tenemos Q N Ly(r) = @ entonces Q = { (1), (2),7(4)},
x Ly(r) = @, tenemos Q N Ls(r) = & entonces Q = {r(1), 7(2), 7(4), 7(5)},
« Lg(r) = {n(2)}, tenemos QN Lo(r) = {n(2)} entonces Q := {x(1),x(2), 7(4),(5)},
« Le(r) = {n(6)}, tenemos Q N Le(r) = @ entonces Q := {r(1),x(2), 7(4), 7(5), x(7)} ¥
= Ly(r) = {n(3), 7(4), 7(7)}, tenemos Q N Ls(r) = {(4), 7(7)} entonces

Q = {x(1),x(2), 7(4),x(5), 7(7)}.

A continuaciéon realizaremos la revision hacia atras correspondiente al orden dado, con
Q = {m(1),7(2),7(4), 7(5),7(7)} el conjunto inicial. Notemos que para esta revision no tiene
caso trabajar sobre los vértices de D que no pertenecen al conjunto () que resulta de la revision
hacia adelante ya que, en este punto, solo nos interesa eliminar elementos de este conjunto, por
lo cual iniciaremos con el vértice m(7):

» H;(m) = @, tenemos Q N H7(7) = & entonces @ := {w(1),7(2),7(4),n(5),7(7)},
» H;(m) = {n(6)}, tenemos Q N Hs(m) = & entonces Q := {mw(1),7(2),n(4),7(5),n(7)},
(

H(47)7T) = {m(5),m(6)}, tenemos Q N Hy(w) = {m(5)} # @ entonces Q := {n(1),7(2),7(5),

» Hy(m) = &, tenemos @ N Hy(m) = & entonces @ := {n(1),7(2),7(5),n(7)} v
» Hi(m) ={n(2),7(8)}, tenemos QN H;(m) = {7(2)} # @ entonces Q := {7(2),n(5),n(7)}.

Asimismo, observemos que para todo vértice v de la digrafica D tal que v = 7(7), si v es
un pozo de D, entonces L;(7) = H;(m) = &; por lo cual, siempre es admitido en @) durante la
revision hacia adelante y nunca es expulsado del mismo durante la revisién hacia atras.

En seguida demostramos que el conjunto () resultante al terminar ambas revisiones en una
digrafica D es un cuasinicleo de la digrafica.

Teorema 3.1.1 Sean D una digrdfica y m© un orden arbitrario de V(D); el conjunto dado por
Q = QK(D,n) que resulta de realizar la revision hacia adelante y hacia atrds antes descritas
es un cuasinicleo de D.
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Primero probaremos que @ es un conjunto independiente. Observemos que para todo (i) y
7(j), sin pérdida de generalidad con j < 4, en el conjunto ) no puede pasar que
(m(1),7(7)) € F(D), en ese caso tendriamos que 7(j) € L; y w(j) € @, entonces L;(m)NQ # &,
por lo que 7(i) quedaria fuera de ) al hacer la revision hacia adelante. Ademéas tampoco puede
ocurrir que (7(j),7(i)) € F(D), de ser asi, tendriamos que 7(i) € H;(m) y m € @, entonces
H;NQ # @, por lo cual 7(j) quedaria fuera de () al hacer la revisién hacia atras. Por lo tanto
(@ es un conjunto independiente.

Para demostrar que ) es un conjunto cuasiabsorbente primero observemos que todo 7 (%)
en V(D) \ @ tiene dos opciones:

1. (i) no fue agregado a @ en la revision hacia adelante.

2. (i) fue agregado a @ en la revision hacia adelante; pero, fue eliminado de este en la revision
hacia atras.

Si 7(i) no fue agregado a @ en la revision hacia adelante, entonces existe 7(j) € L;(m) y
7(j) € Q. En cuyo caso, al momento de terminar la revision hacia atras, 7(j) tiene dos opciones:

a) m(j) permanece en (), lo que implicaria que se cumple que QN H;(7) = &; es decir, no existen
exvecinos de 7(7) que sean mayores que él respecto al orden 7 que también pertenezcan a

Q.

b) 7(j) es eliminado de @, lo que implicaria que se cumple que Q N H;(7) # &, en cuyo caso,
existe m(k), con j < k tal que (7(j),n(k)) € F(D)y w(k) € Q.

Observemos que en el caso a) 7(i) tiene un exvecino en @), y para el caso b) 7(i) es absorbido
a distancia dos por un vértice m(k) en Q.

Ahora bien, si 7(i) fue agregado a ) en la revision hacia adelante; pero, fue eliminado de
este en la revision hacia atras, entonces se cumple que Q N L;(7) = &; pero, existe m(k) con
i < ktal que (7w(i),w(k)) € F(D)y n(k) € Q, por lo que 7(7) tiene al menos un exvecino mayor
en el orden 7 que estd en Q).

Notemos que V' (D)\ @ es una union disjunta de dos conjuntos Ry () y Ra(7) (R1WRs), donde
Ry () es el conjunto de los vértices eliminados de ) en la revision hacia atras o no agregados en
la revision hacia adelante que tienen un exvecino en () al finalizar ambas revisiones. Un vértice
7(i) esta en Ry(m) si no fue agregado a @) en la revision hacia adelante; es decir, cuando este
tiene al menos un exvecino 7(j) € L;(7) en el conjunto ¢ dado hasta ese momento, pero todos
sus exvecinos se encuentran fuera de () al momento de terminar la revision hacia atras. Por lo
anterior () es cuasiabsorbente.

Por lo tanto, () es un cuasintcleo de D.

Notese que si Ry = O, entonces () es un nicleo.
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Veamos otro ejemplo, sean Dy 7: [1,...,7] — V(D) dadas como sigue:
7(6) (1)
m(7) m(2)
m(5)
7(3)
m(4)

Figura 3.2. La digrafica D y el orden 7 : [1,...,7] — V(D) aplicado a V(D)

Realizaremos la revision hacia adelante correspondiente al orden dado. Sea @) := @ el
conjunto inicial, entonces:

» L(7) = @, tenemos Q N L(r) = @ entonces Q := {r(1)},

= Ly(r) = {x(1)}, tenemos Q N Lo(r) = {n (1)} entonces Q := {r(1)},

= Ly(r) = {x(1)}, tenemos Q N Ly(r) = {n (1)} entonces Q := {x(1)},

a Ly(n) = @, tenemos Q N Ly(7) = & entonces Q := {r(1), 7(4)},

» Ls(m) = @, tenemos Q N Ly(7) = & entonces Q := {n(1),7(4),7(5)},

s Lg(m) = @, tenemos Q N L(r) = @ entonces Q := {r(1), 7(4), 7(5),7(6)} y

s Ly(r) = {x(6)}, tenemos Q N Ly(r) = {x(6)} entonces Q := {r(1), (), 7(5), 7(6)}.

Ahora, realizaremos la revision hacia atras correspondiente al orden dado, con @ = {7 (1),
7(4),m(5),7(6)} el conjunto inicial y partiremos del vértice m(6):

« Hy(r) = @, tenemos Q N Hy(r) = @ entonces Q := {r(1), r(4), 7(5),7(6)},

« Hj(r) = {x(6)}, tenemos Q N Hy () = {x(6)} # & entonces Q := {x(1),w(4), 7(6)}.
« Hy(r) = {x(6)}, tenemos Q N Hi () = {x(6)} # @ entonces Q := {x(1),x(6)} y

« Hy(1) = {7(6)}, tenemos Q N Hy(r) = {(6)} # & entonces Q := {x(6)}.

En este ejemplo Ry(m) = {n(1),7(4),7(5),n(7)}, son los vértices tales que tienen un ex-
vecino en el conjunto @ al terminar la revision hacia atras. Observemos que los vértices 7(2)
y m(3) no fueron agregados a ) en la revision hacia adelante, ademas Q N N*(7(2)) = @ y
QN Nt (7(3)) = &, entonces Ry(m) = {m(2),7(3)}. Por lo tanto, V(D) \ @ = R1 W R;.

Una pregunta natural seria ;todo cuasinicleo () en una digrafica D puede ser construido
usando el algoritmo descrito? Para dar respuesta a ello, consideremos la siguiente digrafica:
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D
a b C

@o——fas—>@

Figura 3.3. Digrafica D utilizada

Con un rapido analisis, podemos concluir que los conjuntos {b} y {a, c} son niicleos de D,
y por lo tanto cuasinicleos de la digrafica. Ademas, podemos observar que los conjuntos {a} y
{c} también son cuasinicleos de D.

Por otro lado, sea 7 : [1,2,3] — V(D) un orden de los vértices de D. Existen seis ca-
sos que corresponden a cada una de las formas en que se puede ordenar a dicho conjunto
(31 =3 x2x1=6). A continuacion analizaremos cada uno:

Caso 1:

(1) m(2) m(3)
o——>»f«—»P

Figura 3.4. Primer orden de V(D) propuesto

Realizaremos la revision hacia adelante correspondiente al orden dado en la figura 3.4. Sea
@ := < el conjunto inicial, entonces:

» Ly(m) = &, tenemos Q N Ly(7) = &, entonces @ := {n(1)}.
w Lo(m) = {m(1)}, tenemos Q N Lo(m) = {m(1)}, entonces Q := {m(1)}.
n Ly(m) = {m(2)}, tenemos Q N L3(7) = &, entonces Q := {m(1),7(3)}.

Ahora realizaremos la revision hacia atras correspondiente al orden dado, con @ := {7 (1),
7(3)} el conjunto inicial:

» Hji(m) = @, tenemos Q) N Hz(7) = &, entonces @ := {n(1),7(3)}.
= Hy(7) = @, tenemos Q N H,(7) = @, entonces Q := {r(1), 7(3)}.
Notemos que Q := {x(1),7(3)} = {a, c}.

Caso 2:

m(1) 7(3) m(2)
o——>fs— P

Figura 3.5. Segundo orden de V(D) propuesto

Realizaremos la revision hacia adelante correspondiente al orden dado en la figura 3.5. Sea
() := @ el conjunto inicial, entonces:

» Ly(7) = @, tenemos Q N Ly(7) = &, entonces Q := {7(1)}.
» Lo(m) = @, tenemos Q N Ly(m) = &, entonces @ := {m(1),7(2)}.

w L3(m) = {m(1),m(2)}, tenemos Q N Ls(w) = {7(2)}, entonces @ := {w(1),7(2)}.
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Ahora realizaremos la revision hacia atras correspondiente al orden dado, con @ = {7 (1),
7(2)} el conjunto inicial:

= Hy(r) = {n(3)}, tenemos Q N Hy(r) = &, entonces Q := {x(1),7(2)}.
e Hy(n) = {n(3)}, tenemos Q N H, (1) = @, entonces Q := {r(1),7(3)}.
Notemos que Q := {r(1),7(2)} = {a,c}.

Caso 3:

m(2) (1) m(3)
o——»fs— P

Figura 3.6. Tercer orden de V(D) propuesto

Realizaremos la revision hacia adelante correspondiente al orden dado en la figura 3.6. Sea
Q) := @ el conjunto inicial, entonces:

» Ly(m) = @, tenemos @ N Ly(7) = @, entonces @ := {n(1)}.
w Lo(m) = {m(1)}, tenemos Q N Ly(w) = {m(1)}, entonces @ := {m(1)}.
w Ly(m) = {m(1)}, tenemos Q N Lz(7) = {w(1)}, entonces Q := {m(1)}.

Al ser () de cardinalidad uno, no es necesario realizar la revision hacia atras correspondiente
al orden dado, directamente obtenemos que @ := {m(1)}. Notemos que @ := {7(1)} = {b}.

Caso 4:

Figura 3.7. Cuarto orden de V(D) propuesto

El desarrollo es el mismo que para el caso 2.

Caso 5:

Figura 3.8. Quinto orden de V(D) propuesto

El desarrollo es el mismo que para el caso 3.
Caso 6:

(3) 7(2) m(1)
o——>@s— P

Figura 3.9. Sexto orden de V(D) propuesto

El desarrollo es el mismo que para el caso 1.
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En ninguno de los casos se obtienen los cuasinicleos {a} o {c}, es decir, QK (D, ) # {a}
(o {c}) para todo orden 7 de V(D). Por lo tanto, no todo cuasinicleo puede ser construido
usando el algoritmo descrito.

En el capitulo dos demostramos que si D es una digrafica sin nicleo, entonces contiene al
menos tres cuasinucleos distintos; a continuacién probaremos el mismo resultado a partir de los
conjuntos que definimos utilizando el algoritmo estudiado.

Sea D una digrafica de orden mayor o igual a tres, sin nicleo, m; un orden de V(D) y
Q1 := QK (D, ). Dado que D no tiene nicleo podemos afirmar que Ry(m) # .

Sea 7o el orden de V(D) que comienza en los vértices de @)1, seguido por los vértices en
Ry (m) y finalizando con los vértices en Ry(m;), ordenando arbitrariamente a los vértices que se
encuentran en el mismo conjunto. Sea )y := QK (D, ), observemos tres cosas importantes:

1. Todos los vértices en Q1 son admitidos en QK (D, ms) en la revision hacia adelante durante
la construccion de Q3. Es claro, que mo(1) € @ seria admitido en QK (D, ms) en la revision
hacia adelante durante la construcciéon de (Qs, supongamos que (); es de cardinalidad
n > 2, sean mo(j) v m2(7) elementos de @, sin pérdida de generalidad con 1 < j <1 <mn,
notemos que QK (D, m) N L;(my) = &, para todo i desde dos y hasta n, ya que para todo
Jj<i,m(j) € QK(D,ms); pero, m(j) no pertenece a L;(ms) debido a que tanto m2(j) como
mo(7) estéan en @, el cual es un conjunto independiente. Por lo tanto, en la revision hacia
adelante en la construccion de @)y, todos los vértices en () son admitidos en QK (D, o).

2. Ningin vértice en R;(m) es aceptado en QK (D, m5) en la revision hacia delante duran-
te la construccion de @y. Lo anterior se debe a que para todo mo(k) € Ry(m), existe
mo(1) € QK (D, my) tal que ma(i) € NT(ma(k)), entonces QK (D, ms) N Li(ms) # @.

3. El dltimo vértice admitido en QK (D, ) en la revision hacia adelante durante la cons-
truccion de @)y pertenece a Ro(my). Si tomamos mo(m) el primer vértice respecto a e que
pertenece a Ry(m), sabemos que no existe my(i) € Nt (m(m)) tal que mo(i) € @1 y por
lo tanto, que pertenezca a QK (D, ), entonces QK (D, o) N Ly, () = 2.

Ahora bien, puede existir otro vértice mayor a mo(m) respecto al orden 7y que sea recibido
en QK (D, ) en la revision hacia adelante durante la construccion de @QQo; pero, por como
definimos al orden 79, este nuevo vértice también perteneceria forzozamente a Ry (7).

Ya que D no tiene nicleo, Ry(m) # @. Sea 73 un orden de V(D) que comienza por los
elementos de 2, seguido de los vértices en R;(ms) y finalizando por los elementos de Ra(ms).
Repitiendo el procedimiento establecido para la construccién de (Qo, obtenemos al conjunto
Q3 := QK (D, m3), ademas tenemos que Q3 # Q3. Notemos que el tltimo vértice en ()3 pertenece
a Ry(ms), y dicho conjunto no contiene elementos de )7 ya que cualquier elemento de @1 esta
en Q2 0 en N~ (()2) por construccion, lo que implica que Q1 # @s.

Por lo tanto, obtenemos que si D es una digrafica sin ntucleo, entonces tiene al menos tres
cuasinicleos distintos.

El resultado anterior demuestra que si D es una digrafica que no contiene niicleo, entonces
tiene al menos tres cuasinicleos distintos; sin embargo, jes posible mostrar, aplicando sucesi-
vamente el mismo procedimiento, que existe un cuarto cuasinicleo distinto de los otros tres?
Para contestar esta pregunta analicemos el siguiente ejemplo:
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a b

C

Figura 3.10. Digrafica sin ntcleo

Para la digrafica de la figura 3.10, existen los siguientes posibles érdenes, los cuales anali-
zaremos a continuacion:

(1) m1(2) m(2 m(1)  m3(3

VVVY

m(3) m3(1)
Figura 3.11. Posibles 6rdenes de la digrafica

Realizaremos la revision hacia adelante correspondiente al orden dado por a = m(1),
b=m(2) y c=m(3) en la figura 3.10. Sea ) := & el conjunto inicial, entonces:

» [y(m) = &, tenemos Q N Ly(m) = &, entonces Q := {m(1)}.
n Ly(m) = &, tenemos Q N Ly(m) = &, entonces Q = {m(1),m(2)}.
w L3(m) = {m(1)}, tenemos Q N Ls(m) = {m1(1)}, entonces @ := {m (1), m(2)}.

Ahora realizaremos la revision hacia atras correspondiente al orden dado, con
Q :={m(1),m1(2)} el conjunto inicial:

n Hy(m) = {m(3)}, tenemos Q N Hy(m) = &, entonces Q := {m (1), m1(2)}.

(
. H1(7T1) = {m(2)}, tenemos Q N Hy(m) = {m1(2)}, entonces @ := {m(2)} = {b},
Ri(m) = {m (1)} ={a} y Ra(m) = {m(3)} = {c}.

Realizaremos la revision hacia adelante correspondiente al orden dado por b = my(1),
a =m(2) y ¢ = my(3) en la figura 3.10. Sea () := @ el conjunto inicial, entonces:

u Ll(
n Lo(my) = {me(1)}, tenemos Q N Lo(ma) = {m2(1)}, entonces @ := {m(1)}.
(

n Ly(ma) = {m(2)}, tenemos Q N Ls(my) = &, entonces Q := {m(1), m(3)}.

Ty) = &, tenemos Q N Li(my) = &, entonces Q := {m(1)}.

Ahora realizaremos la revision hacia atras correspondiente al orden dado, con
Q) := {m2(1),m(3)} el conjunto inicial:

» Hj(m) = &, tenemos Q N Hy(m) = &, entonces Q := {ma(1), m(3)}.
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» Hi(me) = {m(3)}, tenemos Q N Hy(ma) = {m2(3)}, entonces Qs := {m(3)} = {c},
Ri(ma) = {ma(1)} = {b} y Ra(ma) = {m(2)} = {a}.

Realizaremos la revision hacia adelante correspondiente al orden dado por ¢ = m3(1),
b=m3(2) y a=m3(3) en la figura 3.10. Sea ) := & el conjunto inicial, entonces:

Lyi(m3) = @, tenemos Q N Ly(m3) = &, entonces Q = {m3(1)}.
w Lo(mg) = {m3(1)}, tenemos @ N La(ms) = {m3(1)}, entonces Q := {m3(1)}.
w Ly(m3) = {m3(2)}, tenemos Q N Ls(7m3) = &}, entonces Q := {m3(1), m3(3)}.

Ahora realizaremos la revision hacia atrids correspondiente al orden dado, con
Q := {m3(1),m3(3)} el conjunto inicial:

» Hi(mg) = @)}, tenemos Q N Hs(ms) = &, entonces Q := {m3(1), m3(3)}.

(7
. H1(7r3) = {m3(3)}, tenemos Q N Hi(m3) = {m3(3)}, entonces Q3 = {m3(3)} = {a},
Ri(m3) = {ms(1)} = {c} y Ra(ms) = {m3(2)} = {b}.

Realizaremos la revision hacia adelante correspondiente al orden dado por a = my(1),
c=my(2) y b=m4(3) en la figura 3.10. Sea @) := @ el conjunto inicial, entonces:

1) = @, tenemos Q N Ly(my4) = &, entonces @ := {my(1)}.

Ly(m
n Lo(my) = {ms(1)}, tenemos Q N Lo(my) = {m4(1)}, entonces @ := {my(1)}.
w L3(my) = {m4(2)}, tenemos @ N L3(m4) = @}, entonces @ := {my(1),m4(3)}.

Ahora realizaremos la revision hacia atras correspondiente al orden dado, con
Q := {m4(1),m4(3)} el conjunto inicial:

» Hj(my) = @)}, tenemos Q N Hz(my) = &, entonces Q := {my(1), m4(3)}.

(x
* Hi(m) = {m(®). tenemos @ 0 Hy(m) = {3}, entonces Qs = {m@)} = ()
Ram) = {m(1)} = {a} y Ra(my) = {m(2)} = {c}.

Como podemos observar, la existencia del cuarto cuasinicleo no puede ser establecida de
este modo ya que no hay manera de garantizar que ()4 sea distinto de ).

3.2. Dos cuasinticleos en una digrafica sin pozos.

Si D = (V, F) es una digrafica con exactamente un cuasinicleo @)y, entonces )y contiene
a todos los pozos de D y cada vértice de (g es un pozo. Mas atn, (Jy es un nicleo de D, de
otra manera, tomando el orden 7 de V(D) que comienza con los vértices en () seguido de los
vértices que no tienen exvecinos en @)y (a este conjunto lo nombraremos V) y finalizando con
los que tienen al menos un exvecino en @y (a este conjunto lo llamaremos Vj3), obtenemos que
todo vértice en @y es admitido en QK (D, ) al realizar la revision hacia adelante, ya que por
ser todos los vértices de exgrado cero, no pueden existir adyacencias entre ellos y por lo tanto
ningun vértice en )y puede pertenecer al conjunto numerado de exvecinos inferiores respecto a
7w de otro de los vértices en ().

Observemos también que ningin vértice en V3 puede ser aceptado en QK (D, ) durante la
revision hacia adelante ya que por definicién todos los vértices en V3 tienen un exvecino menor
respecto a ™ en @)y y por lo tanto en QK (D, 7). Ademés, dado v el primer vértice respecto
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a 7w en Vs, tenemos que este no tiene exvecinos inferiores en QK (D, 7) al realizar la revision
hacia adelante, por lo que es admitido; si v es el tltimo vértice que se incorpora a QK (D, )
al terminar la revision hacia adelante, sabemos que v permanece en QK (D, ) al finalizar la
revision hacia atras; si v no es el ultimo vértice aceptado en QK (D, 7) al terminar la revision
hacia adelante, quiere decir que existe al menos otro vértice que entr6 en QK (D, w) en la
misma revision. Sea w el altimo vértice respecto a 7 admitido en QK (D, ) durante la revision
hacia adelante, es claro, que u pertenece a V5 y u permanece en QK (D, 7) al terminar ambas
revisiones.

Por lo tanto, QK (D, ) es un cuasinticleo con al menos un vértice que no esta en Qo y D
tendria al menos dos cuasinucleos distintos, Qp y QK (D, ), lo que es una contradiccion ya que
supusimos que D tiene solo un cuasintcleo.

Por otro lado, sea D una digrafica con exactamente dos cuasinicleos Q1 y Q2. Sea 7 el orden
de V(D) que comienza con los vértices en Q1 \ Q2, seguido de los vértices en (Q1NQ, después por
los vértices en 05\ Q1 y finalizando con los vértices en V(D)\ (Q1UQ2) (ver figura 3.12). Entonces
Q = QK(D,m) € {Q1,Q2}, lo que significa que cada vértice v € V(D) \ (Q1 U @Q5) tiene al
menos un exvecino en ), de otro modo el dltimo vértice en @) perteneceria a V(D) \ (Q1 UQ2).
También cada vértice de {Q1, @2} \ {Q} tal que no pertenece a Q1 N Qs tiene un exvecino en @
ya que cada uno de estos vértices no son admitidos en la revision hacia delante o son eliminados
en la revision hacia atrés. Por lo tanto, si una digrafica tiene exactamente dos cuasinticleos,
entonces al menos uno de ellos es nicleo.

Cuarto conjunto respecto al orden

Primer conjunto respecto al orden . .Tercer conjunto respecto al orden

Segundo conjunto respecto al orden
Figura 3.12. Distribucién del orden m

Luego, también tenemos que si D = (V| F') es una digrafica con exactamente dos cuasinticleos
1y Q2 y S el subconjunto de V(D) que consiste en los pozos de D, entonces claramente
S C Q1N Qq. Ademas, si existe v en (Q1 NQ2) \ 5, sea w un exvecino de v y consideramos
cualquier orden 7 de V(D) que tenga a w y v como primer y segundo vértice, respectivamente,
entonces Q := QK(D,m) ¢ {Q1,Q2} va que v € 1 N Q2 no es admitido en @ durante la
revision hacia adelante, por lo que Q1 N Q2 C S y por lo tanto, Q1 N Qs = S.

Ahora, si D = (V| F') es una digrafica con exactamente dos cuasinicleos Q1 y Q2 y no tiene
pozos, por las observaciones previas podemos suponer que ()1 es un nicleode Dy Q1NQy = 2.
Sea wo un vértice arbitrario de (o, ya que ()1 es un nicleo de D, existe un vértice vy en (4
un exvecino de wsy. Entonces el conjunto de los exvecinos de cada vértice en Qq \ {va} es {wsy};
en efecto, supongamos que existe w; un vértice en @ \ {va} con (wy,v1) en las flechas de D
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y U1 # wa. Si (vg,v1) no estda en F(D) (ver figura 3.13), entonces sea m el orden dado por
v =7(1), vy = w(2), wy = w(3) y we = 7(4). Claramente v; y ve son admitidos en QK (D, )
durante la revision hacia adelante, y ya que ambos son exvecinos menores respecto a m de wy y
wy respectivamente, tenemos que w; y wy no pueden ser admitidos en QK (D, ) durante esta
revision; de modo que existe un vértice tanto de (); como de ()5 que no pertenece al cuasinticleo

Q = QK (D, ), por lo tanto, Q := QK (D, ) ¢ {Q1,Q2}.

Figura 3.13. Relacion entre los vértices vy, vo, wiyws mencionada en el parrafo anterior

Similarmente, si (vy,v2) no estd en F(D) (ver figura 3.14), entonces tenemos que el orden
7 de V(D) dado por vy = 7(1), vy = 7(2), wy = 7(3) y we = 7(4) nos lleva a que v; y vy son
admitidos en () durante la revision hacia adelante y por lo tanto, w; y ws no pueden serlo; lo
cual implica que @ := QK (D, ) es de nuevo otro cuasinicleo de D distinto de Q1 y Q2. Por
lo tanto, las flechas (vy,v2) y (ve,v1) deben ser parte de F/(D), lo que nos da que D[{vy,v2}] es
un 2-ciclo en D.

Observese que el hecho de que v; esté o no contenido en () no influye en el resultado de las
suposiciones anteriores.

Figura 3.14. Relacion entre los vértices vy, vo, wywy mencionada en el parrafo anterior

Sea D' = (V, F') la digrafica obtenida a partir de D al eliminar la flecha (v, vy); es decir,
F'=F(D')=F(D)\{(v,1n)}, @ =Q :=QK(D,r) es también un cuasinicleo de D ya que
()" absorbe a distancia uno o dos a V(D’) = V(D) y al ser independiente en D’ es también
independiente en D, ya que los vértices que son adyacentes en D lo siguen siendo en D’. De
esto podemos obtener que atn existiendo las flechas (vy,v5) y (ve,v1) en D, se puede encontrar
un tercer cuasinticleo distinto a (01 y (02, lo que es una contradiccion; entonces debe ocurrir que
el conjunto de exvecinos de cada vértice en @ \ {ve} es {ws}.

Ya que el vértice wy € ()5 mencionado es arbitrario, para que el conjunto de exvecinos de
cada vértice en el conjunto @ \ {v2} sea {wsy}, es necesario que |Q2] = 1 6 |Q1] = |Q2] = 2
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y la subdigrafica inducida por @)1 U ()2 induce un ciclo de longitud cuatro en D. En ambos
casos (Y2 es un nucleo. Lo anterior se debe a que, si |Q1] = 2, entonces existe un v; en @4
(en el ciclo de longitud cuatro) que tiene un exvecino en Qs. Si |Q1] = 1, sea Q1 = {v1} y
(v1,2) € F(D) (z € V(D) existe ya que sabemos que v; no es un pozo), entonces cada vértice
v e V(D) \ {vy, z} alcanza a z mediante dos flechas (a través de v1). Por lo anterior {z} es un
cuasinticleo en D y por lo tanto Q2 = {z} v de nuevo existe v; € ()1 con un exvecino en ()s.
Si Q2 no es un nicleo, entonces existe vy € V(D) \ Q2 sin exvecinos en Q2. Sea 7 el orden de
V(D) que comienza con los vértices en )2, seguidos por v; y vy y finalizando con el resto de
los vértices, entonces ) := QK (D, ) no contiene a vy, ya que z es admitido en @) durante la
revision hacia adelante; también podemos observar que () contiene al menos un vértice que no
estd en (Q9, ya que vs es incorporado a () durante la revision hacia adelante, de lo que se sigue
que el altimo vértice que pertenece a () al momento de finalizar las dos revisiones no pertenece

a QQ.
Por lo tanto, @ ¢ {Q1, @2}, lo cual es una contradiccion.

Ya que Q7 es un niicleo, se sigue (por repeticion del argumento previo para (1) que Q1 U Q>
induce un ciclo de longitud dos o un ciclo de longitud cuatro en D, sin exvecinos en V(D) \
(Q1UQ2), y cada vértice en V(D) \ (Q1 UQ2) tiene al menos dos exvecinos en Q1 U@Qy. Ya que
una digrafica fuertemente conexa no contiene pozos, se sigue que:

“Una digrdfica D fuertemente conexa de orden al menos tres tiene al menos tres cuasinicleos,
a no ser que D sea un ciclo de longitud cuatro”

Este resultado fue probado por Gutin, Kho, Tay y Yeo en “On the number of quasi-kernels
in digraphs” en el ano 2004.

3.3. (Cobdigo para el algoritmo de las dos revisiones

Al analizar el algoritmo previo, es natural que, debido a su funcionamiento y metodologia,
se plantee la manera de programarlo, para hacer méas facil y rapida su aplicaciéon en cualquier
digrafica finita dada y un orden arbitrario del conjunto de sus vértices. Es por ello que, en esta
seccion, se presenta el codigo del algoritmo en lenguaje R de programaciéon que hicimos.

Se eligio realizar el programa en lenguaje R ya que es muy sencillo trabajar con grandes
volimenes de datos; es decir, este programa es capaz de trabajar con matrices de dimensio-
nes que superan las quinientas filas. Ademas, R aporta mayor facilidad al programar, ya que
contribuye a la automatizaciéon en muchas operaciones en comparaciéon con otros lenguajes de
programacion y permite el tratamiento y manipulacién de datos con gran velocidad.

Para ejecutar dicho algoritmo, es necesario que se realice en una hoja de Excel o en un
archivo de texto, una matriz de m columnas y dos filas en la que se enlisten, en la primera
columna, los indices dados por el orden 7 de los vértices que son iniciales de alguna flecha de la
digrafica; y en la segunda columna, los indices de su respectivo vértice final. Cabe senalar que
en caso de existir algtin vértice de exgrado cero en la digréifica, también se debe poner en la
matriz como vértice inicial, y su respectivo vértice final serd “cero”. Una vez realizada la matriz,
se requiere que esta se copie en el portapapeles.

Como se mencioné previamente, R es capaz de soportar matrices de grandes dimensiones;
para este caso en particular, podriamos trabajar con digraficas de tamano mayor a quinientos
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y encontrar un cuasinicleo de la misma, en funciéon de un orden arbitrario de sus vértices, sin
ningdn problema.

Ahora bien, una vez copiada la matriz en el portapapeles del equipo, se ejecuta cada comando
del programa posicionando el cursor en la linea que corresponda a este y presionando Ctrl +
Enter.

Primero veremos la explicacion del algoritmo y luego dos ejemplos.

3.3.1. Explicacién del cédigo

A continuacion se presenta de manera detallada cada etapa de la ejecucion del programa;
posteriormente, se muestra las lineas de codigo capturadas en el entorno de desarrollo utilizado
(R Studio).

matriz_digrafica<-read.table("clipboard", sep="\t", header=FALSE, na.strings=".")

Este comando realiza la lectura de la matriz que fue almacenada en el portapapeles de la
computadora por medio de una tabla en formato Excel o mediante un archivo de texto y le
otorga el nombre de “matriz_ digrafica”.

Luego, es necesario ejecutar la siguiente funciéon “exvecinos” para el calculo de los conjuntos
L; y H; de cada vértice de la digrafica.

exvecinos<-function(matriz){
vec_sin_rep<-unique(matriz[,1])
vec_sin_rep<-sort(vec_sin_rep, decreasing=FALSE)
sin_rep<-length(vec_sin_rep)

Hasta este momento, la funcion aplicada a la matriz, toma la primera columna y construye
un vector “vec_sin_rep” que consta de todos los elementos de esta, sin repeticiones, después
lo ordena de forma creciente; es decir, ha creado un vector que consta de todos los vértices de
la digrafica y los ha ordenado de manera creciente respecto al orden que le fue asignado a este
conjunto. Ademaés, calcula el orden de la digréfica, al sacar la longitud del vector mencionado.

Posteriormente, para cada vértice i con ¢ € {1,...,n}, donde n es el orden de la digrafica; es
decir, n es la longitud del vector “vec_sin_rep”, el programa construye un vector “vec_ pos” en
el que se muestra en qué fila de la primera columna de la matriz se encuentra dicho vértice; lo
anterior lo realiza respecto al orden del vector “vec_sin _rep”; o sea, respecto al orden asignado
a los vértices de la digrafica. Luego, genera un segundo vector “vec_val” para cada vértice en
el que, a partir del vector “vec_ pos”, se enlistan los vértices que se encuentran en la segunda
columna de la matriz en las filas donde el vértice analizado se encuentra en la primera columna;
dicho de otra manera, enlista a todos los vértices que son finales en alguna flecha que tiene
como vértice inicial al vértice 1.

lista<-1list()

for(i in 1:sin_rep){
vec_pos<-which(matriz[,1]==vec_sin_repl[i])
vec_val<-matriz[vec_pos,2]

A continuacion, para cada vértice i se construyen dos vectores “vec_pos_1i” y “vec_pos_hi”,
en los que se encuentra la posicion de los valores en el vector “vec_ val” donde estos son menores
a ¢ 0 mayores a i, respectivamente.
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vec_pos_li<-which(vec_val<vec_sin_rep[i])
vec_pos_hi<-which(vec_val>vec_sin_rep[i])

Después, para cada vértice ¢ se construye un vector “vec_val 1i” a partir de su respectivo
vector “vec_pos_li” en el que se encuentran todos los vértices contenidos en “vec_val” que son
menores a ¢ respecto al orden; en otras palabras, construye al conjunto L;.

vec_val_li<-vec_val[vec_pos_li]

Analogamente, para cada vértice ¢ se construye un vector “vec_val hi” a partir de su res-
pectivo vector “vec__pos_hi” en el que se encuentran todos los vértices contenidos en “vec_ val”
que son mayores a ¢ respecto al orden; en otras palabras, construye al conjunto H;.

vec_val_hi<-vec_val[vec_pos_hi]

A cada vértice ¢ se le asocia una lista que contiene al mismo vértice, a L; y a H;.

listal[il]l<-list(vertice=vec_sin_repl[i], li=vec_val_li, hi=vec_val_hi)
+

return(lista)

Consecutivamente, el resultado de la funcion es una “lista de listas”, en la que se presenta
una terna para cada vértice, la cual contiene al vértice mismo y sus respectivos conjuntos L; y
H;.

A continuacién, se llama al vector “vec sin rep” que contiene a todos los vértices de la
) J— J—
digrafica, as{ como al resultado obtenido de aplicar la funcién previa a la “matriz digrafica”
) _ )
ya que se requieren para realizar las siguientes etapas del algoritmo.

resultado<-exvecinos(matriz_digrafica)
vec_sin_rep<-unique(matriz_digrafical,1])
vec_sin_rep<-sort(vec_sin_rep, decreasing=FALSE)

Posteriormente, se realiza la revisién hacia adelante, descrita en las secciones anteriores del
presente capitulo, partiendo de un conjunto ) que solo consta del primer vértice respecto al
orden, ya que sabemos que este siempre serd admitido durante la revision hacia adelante, y
aceptando vértices siempre que la interseccion de @) y el conjunto numerado de sus exvecinos
inferiores, L;, sea igual al vacio.

Q<-1
for(i in 2:length(resultado)){
interseccion<-intersect(resultado[[1]]$11i,Q)
if (length(interseccion)==0){
Q<-c(Q,resultado[[i]]$vertice)
b
+

Por dltimo, se realiza la revision hacia atras también descrita en las secciones anteriores,
creando un conjunto Q auxiliar “Q_aux” que parte del conjunto () obtenido al realizar la
revision previa y expulsando a los vértices cuyo conjunto numerado de exvecinos superiores,
H;, intersectado con Q aux sea distinta del vacio.



[\

0~ O U i W

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

60 CAPITULO 3. ALGORITMO DE LAS DOS REVISIONES

Q_aux<-Q

for(i in length(Q):1){
interseccion<-intersect(resultado[[which(vec_sin_rep==Q_aux[i])]1]1$hi,Q)
if (length(interseccion)>0){

Q<-Q[-which(Q==Q_aux[i])]

b

T

Q

El dltimo comando presenta el conjunto que se obtiene al ejecutar ambas revisiones; es decir,
es el cuasinticleo de la digrafica.

El codigo capturado en el entorno de desarrollo es el siguiente:

matriz_digrafica<—read.table("clipboard", sep="\t", header=FALSE, na.strings="."
)
exvecinos<—function (matriz){
vec_sin_rep<—unique(matriz|[,1])
vec_sin_rep<—sort (vec_sin rep, decreasing=FALSE)
sin_rep<—length (vec_sin rep)

lista<—list ()
for (i in 1l:sin_rep){
vec_pos<—which (matriz[,1]==vec_sin_rep[i])
vec_val<—matriz [ vec_pos ,2]
vec_pos_li<—which(vec_val<vec_sin _rep[i])
vec_pos_hi<—which(vec_val>vec_sin rep[i])
vec_val li<—vec val[vec pos_ 1li]
vec_val hi<—vec_val[vec_pos hi]
lista [[1]]<—list (vertice=vec_sin_rep[i], li=vec_val_li, hi=vec_val_hi)

}
}

resultado<—exvecinos (matriz_digrafica)
vec_sin_rep<—unique(matriz_digrafica[,1])
vec_sin_rep<—sort (vec_sin_ rep, decreasing=FALSE)

return (lista)

Q-1
for (i in 2:length(resultado)){
interseccion<—intersect (resultado [[i]]$1i ,Q)
if (length(interseccion)==0){
Q<—c(Q, resultado [[i]]$vertice)
}
}

Q_aux<—Q
for (i in length(Q):1){
interseccion<—intersect (resultado [[ which(vec_sin_rep=—Q_ aux|[i]) ]]$hi,Q)
if (length (interseccion)>0){
Q-—Ql - which (Q—Q_aux|i]) |
}
}

Q

En seguida mostramos, con dos ejemplos, el funcionamiento del programa.
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3.3.2. Primer ejemplo

Sea D la digrafica presentada en la figura 3.15 y el orden w de V(D) que se muestra.

(1) w(2) 7(3)
@
7 (7) (4)
7(6)
m(5)

Figura 3.15. Ejemplo de una digrafica D y el orden 7 aplicado a V(D)

El conjunto de flechas de la digrafica esta dado por {(w(1),7(2)), (7(2),7(3)), (7(2),7(7)),
(m(3),7(4)), (w(4),7(6)), (w(5), w(4)), (w(6),7(2))(7(7),(4)))}. En la figura 3.16 se muestra la
matriz correspondiente capturada en Excel.

A B
Vértice Vértice

1 inicial final
2 1 2
3 2 3
4 2 7
3 3 4
] 4 ]
i ] 4
a ] 2
9 7 4
10

Figura 3.16. Ejemplo de la matriz correspondiente a la digrafica D de la figura 3.15

A continuacion, en la figura 3.17, se presenta el resultado que se obtiene del programa. Donde
se muestra que el cuasinicleo que se produce a partir del orden dado es @ = {7(2),7(4)}, el
cual, claramente es un conjunto independiente y cuasiabsorbente en D.
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37 Q<1

38~ for(i in 2:lengthlresultado))

39 interseccion<-intersect(resultado[[i]]511,Q)
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49 interseccion<-intersect(resultado[ [which(vec_sin_rep-—q aux[1]1)]1]1%hi,q)

50~ if(length(interseccion)=0)
51 Q<-q[-which(Q=—q_aux[11)]

57
56:1 RevisiA®n hacia atri;s =

Console  Terminal

+1}
> # CAjlculo de Li, Hi

> resultado<-exvecinos (matriz_digrafica)

> vec_sin_rep<-unique(matriz_digrafical,1])

> vec_sin_rep<-sort(vec_sin_rep, decreasing=FALSE)
> # RevisiA®n hacia adelante

> 0=<-1
> for(i in 2:length(resultado)){
interseccion<-intersect(resultado[[1]1]1$11,Q)
if (length{interseccion)==0){
a<-c(qQ,resultado[[i]]$vertice)

¥
Q_aux<-Q
for(i in Tength(Q):1){

if (ength{interseccion)>0){
Q<-q[-which{o==0_aux[1]}]

R AV R

7
e o

b

interseccion<-intersect(resultado[[which(vec_sin_rep==q aux[1]1)]]1%h1,qQ)
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=+ Run
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function (matriz)

Help  Viewer

= Export -

Figura 3.17. Interfaz y resultado arrojado por el programa para la digrafica D de la figura 3.15

Notemos que, en el ejemplo anterior, la digrafica presentada no tiene vértices de exgrado
cero. A continuacion, presentamos un ejemplo que cuenta con pozos y vemos que el programa

sigue funcionando.

3.3.3. Segundo ejemplo

Sea D la digrafica presentada en la figura 3.18 y el orden u de V(D) que se muestra.

Figura 3.18. Ejemplo de una digrafica D y el orden 7 aplicado a V(D)
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El conjunto de flechas de la digrafica esta dado por {(u(1), u(6)), (1(1), u(7)), (1(2), (1)),
(1(2), 1(3)), (1(4), 1(3)), (1(4), (7)), (1(5), 1(4)), (4(6), 1(5)), (14(6), (7)), (1a(7), 1(2)), (1a(7),

1(3)), (u(7), u(5))}. En la figura 3.19 se muestra la matriz correspondiente capturada en Excel.

A B
Vértice Vértice

1 inicial final
2 1 7
3 1 ]
4 2 1
5 2 3
G 3 0
7 4 7
3 4 3
g 5 4
10 ] 3
11 ] 7
12 7 2
13 7 3
14 7 3
15 | .l
16

Figura 3.19. Ejemplo de la matriz correspondiente a la digrafica D de la figura 3.18

Notemos que el vértice 1(3) es un pozo de la digréfica; sin embargo, debe capturarse en la
matriz como vértice inicial de una flecha que termina en el vértice de indice “cero”; esto debido
a que de no registrarse como vértice inicial de ninguna flecha, el programa no podria tomarlo
en cuenta para generar los vectores que enlistan a todos los vértices de la digrafica, ademas de
que calcularia mal el orden de la misma y ocasionaria que todo el proceso se generara con un
error.

A continuacion, en la figura 3.20, se presenta el resultado que se obtiene del programa. Donde
se muestra que el cuasinicleo que se produce a partir del orden dado es @ = {u(1), u(3), u(5)},
el cual, claramente es un conjunto independiente y cuasiabsorbente en D.
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Figura 3.20. Interfaz y resultado arrojado por el programa para la digrafica D de la figura 3.18



Capitulo 4

Cuasinticleos y cuasisoluciones en
digraficas infinitas

Probamos en el teorema 2.1.5 que toda digrafica de orden finito tiene al menos un cua-
siniicleo. El objetivo de este capitulo es analizar lo que sucede con las digraficas infinitas,
refiriéndonos a estas como las digraficas que tienen un conjunto infinito de vértices; ademas, de
abarcar el caso de los torneos infinitos. Veremos que no para toda digrafica infinita se cumple
que esta contiene un cuasintcleo; sin embargo, estudiaremos las propiedades que poseen las
particiones de los conjuntos de vértices de las digraficas infinitas en cuanto a los cuasintcleos y
cuasisoluciones que contienen.

Primero revisaremos algunas definiciones importantes que emplearemos a lo largo del ca-
pitulo; seguido de algunos resultados de digraficas con caracteristicas similares a las digraficas
finitas; por ejemplo, digraficas con nimero monocromético finito que; sin embargo, pueden tener
un orden infinito.

Por dltimo, analizaremos la situacion de torneos infinitos. Ademas de estudiar en qué casos
podemos asegurar que una digrafica cuenta con una biparticién de sus vértices que cumple que
la digrafica inducida por los vértices de una de las clases de la particién tiene un cuasinticleo y
la digrafica inducida por los vértices de la otra clase contiene una cuasisolucion.

Los siguientes resultados se presentan en la primera parte del articulo “Quasi-kernels and
quasi-sinks in infinite graphs” [10] de Péter L. Erdos y Lajos Soukup.

4.1. Definiciones y resultados preliminares

Sean dos ntimeros naturales n y m, defininimos a los conjuntos:
» A, = {D una digriafica : existe A C V(D) independiente y n — absorbente en D}.
» D, = {D una digrafica : existe B C V(D) independiente y m — dominante en D}.

w A, — D, = {D una digrafica : hay una biparticion (Vy,Vs) de V(D) tal que existe
A C Vi independiente y n — absorbente en D[V1] y existe B C V; independiente y
m — dominante en D[V3]}.

Dada D una digréafica y dos niimeros naturales n y m, decimos que:
s D es hereditaria en 2, si H € 2|, para cada subdigrafica inducida H de D.

= D es hereditaria en ©,, si H € ©,, para cada subdigrafica inducida H de D.

65
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» D es hereditaria en 2, — 9, si existe una biparticion (Hy, Hs) de los vértices de H,
tal que:

a) H; contiene un subconjunto A C H;, independiente y n-absorbente en D[H],
b) Hs contiene un subconjunto B C H,, independiente y m-dominante en D[Hs)]
para cada subdigrafica inducida H de D.

Teorema 4.1.1 Cada digrifica D = (V (D), F(D)), contiene dos subconjuntos A y B de V(D)
independientes y disjuntos, tales que V(D) = Ny [A] U N [B] (ver figura 4.1).

Figura 4.1. Unién de los conjuntos Ny [A] y N, [B]

Demostracion. Sean Vj un conjunto independiente méaximo por contencion de V(D),

y Vi un conjunto independiente maximo por contenciéon de la digrafica inducida por
V(D)\ N™[V].

Sean:
» BCV(D), dado por Vo N N~ (V) = B.
» ACV(D), dado por ViU (1, \ B) = A.

Observemos que como Vy y Vi son conjuntos independientes, entonces B es independiente
por estar contenido en Vj y A es independiente ya que F((Vo \ N~ (V1)), Vi) =@y F(V1, (Vo \
N=(11))) = @; debido a que V; C (V(D)\ N~ [Vg]). Ademas, Ay B son ajenos por construccion
(ver figura 4.2).

\

Figura 4.2. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman
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Por otro lado, tenemos la siguiente igualdad:
N~=[Vo] = (N"[Vo n N=Wi]JU N~ [Vo \ N~ [W])).
Por construcciéon, sabemos que:

N~ [Von N~ [V]]
N=[Vo \ N~ [V]]

Ny Vil y
2 [Al-

-
C N.
Entonces, de lo anterior, se obtiene que:

(N"[Von N=[W]JUNT[Vo \ N™[W]]) € Ny [Vi] U Ny [A]
Ademés, como V; C A, entonces

(Vo [Vi] U Ny [A]) € Ny [A].

Asi
N7 Vol = (N"[Von N"[M]JUNT[Vo \ N™[V4]]) € Ny [A] (4.1)

(ver figura 4.3).

2

Figura 4.3. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

Ahora bien, notemos que V; C NT(B), de no ser asi, existe un vértice x € V; tal que
r ¢ NT(B); es decir, no existe una Bax-flecha, y ya que F(Vi,B) = & por construccion,
entonces el conjunto Vo U {z} es independiente, lo cual genera una contradiccion; ya que V; es
independiente méximo. Por lo anterior tenemos que:

N*[Vj] € NS [B]. (4.2)

Como V] es independiente méximo por contencion en la digrafica inducida por V/(D)\ N~ [Vq],
entonces

(V(D)\ N™[Vo]) = (NT[Vi] U N7 [VA]).
Por 42y yaque V; C A

(N*[MiJuN=[Vi]) € (N;'[B] U N™[A]).
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Entonces
(V(D)\N"[Vo]) = (NT[ViJUN"[Vi]) € (N [BJUNT[A]) € (N, [BJUN; [4]).  (4.3)

De (4.1) y (4.3), tenemos que

Entonces
V(D) € (Ny [AJU N;'[B]).
Por lo tanto, V(D) = N5 [A] U N5 [B].
n

Teorema 4.1.2 Sean D = (V(D), F(D)) una digrdfica, n y k nimeros naturales, y n > 1. Si
existe (Vo, Vi,..., Vi1, Vi) una (k + 1)-particion de V (D), tal que:

1. D[Vp] es hereditaria en ® 1.
2. D|V}] es hereditaria en ®©,, para 1 < i < k.
3. Ya sea que k =0 ¢ D[Vi] € D,,.

Entonces, D € ©,, 1.

Demostracién. (Por induccion sobre k).

Base inductiva: Para k = 0, se tiene que V(D) = Vj. Entonces, D = D[Vy] v por (1) se
cumple que D € ©,,14.

Hipotesis de induccion: Suponemos valido el teorema para una particion de orden k, con
k> 0.

Paso inductivo: Por demostrar que el teorema es valido para una particion de orden (k+1),
para k > 1.

Demostracion: Sea (Vo,Vi,...,Vi_1, Vi) una (k + 1)-particion de V(D) que satisface las
hipotesis del teorema, por (3) existe A, C Vi un conjunto independiente, tal que para todo
v € Vi \ A hay una Agv-trayectoria de longitud a lo méas n.

Para 0 <1 < k, sean

Vi=Vi\N*(Ay)y
/ k=1 v/
V= Ui:O Vz

Notemos que el hecho de que la particion de orden (k + 1) dada por (Vi,Va, ..., Vi1, Vi)
cumpla (1) y (2) implica que D[V]] es hereditaria en ©,,,1 y D[V;]" es hereditaria en ©,, para
1 <i < k—1,yaque cada D[V/] es una subdigrafica inducida de D[V;] para cada 0 <i < k—1.
Entonces la particion de orden k dada por (Vy,V/,...,V/_,) satisface (1), (2) y (3); es decir,
se cumple que:

1. D[Vj] es hereditaria en ©,,41.



4.1. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES 69

2. D[V/] es hereditaria en ®,, para 1 <i <k — 1.
3. Yaseaque (k—1)=006 D[V |] €D,.

Consideremos la subdigrafica D[V'] = D'. Debido a que la particion en los vértices de D’
de orden k, dada anteriormente, cumple las hipotesis del teorema, podemos aplicar la hipo6tesis
de induccion a D’. Por lo que obtenemos que D' € ©,,,1; es decir, existe A C V'’ un conjunto
independiente tal que hay una A'v-trayectoria de longitud a lo méas n+ 1, para todo v € V' \ A’
(ver figura 4.4).

P

n+1

V2R

Figura 4.4. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

Sea A= A'"U (A \ N*[A']), observemos que A es independiente por lo que sigue:

A’ es independiente,

(A \ NT[A']) también es un conjunto independiente por estar contenido en un conjunto
independiente,

F(A (A \NT[A))p =2y

debido a que (NT[Ax] N A") C (Nt[A] N V') = @ por construccion, entonces
F(Ay, A)p = 2.

Por otro lado, sea v un vértice de D, tal que v € V(D)\ A; para probar que A es un conjunto
n + 1-dominante, debemos analizar los siguientes casos:

Caso 1: Si v € Vi \ A, entonces ya sea que existe una (A4 \ NT(A’))v-trayectoria de lon-
gitud n 6 existe una (A NNT(A’))v-trayectoria de longitud n. En el primer supuesto, existe una
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Av-trayectoria de longitud n ya que (A4, \ N*t(A'))

A C fl;_ para el segundo existe una
Av-trayectoria de longitud n + 1 ya que (Ay N NT(A")) € NT(

).

Caso 2: Siv € V'\ A, entonces existe una A’v-trayectoria de longitud n+1, ya que A’ C A4;
por lo que existe una Av-trayectoria de longitud n + 1.

Caso 3: Si v € V; N NT(A), entonces ya sea que existe una (A \ N1(A'))v-flecha, en
cuyo caso existe una Av-trayectoria de longitud uno ya que (A, \ NT(4')) C A; 6 existe
una (Ap N N*(A"))v-flecha, por lo cual, existe una Av-trayectoria de longitud dos, ya que
(A, N NT(A)) C N*(A). Entonces, ya que n + 1 > 2, se sigue que existe una Av-trayectoria
de longitud menor o igual a n + 1.

En cualquier caso, A es un conjunto independiente tal que hay una Awv-trayectoria de lon-
gitud menor o igual a n + 1, para todo v € V' \ A.

Por lo tanto, D € ©,,4;.

Corolario 4.1.3 Sea D cualquier digrifica (de orden finito o infinito), si D tiene nimero
cromdtico finito, entonces D tiene al menos una cuasisolucion.

Demostracién. Sean D una digrafica con ntimero cromatico k'y (Vo, Vi, ..., Vi_1) las
clases de color de D. Sabemos que V; es un conjunto independiente para toda i en
{0,1,...,k — 1}; por lo que cada subdigrafica D[V;] es de tamafio cero, lo cual implica que
es hereditaria en ©; para toda ¢ en {0,1,...,k — 1}, ya que en cualquier subdigrafica inducida
H; de D|V;] siempre se puede hallar un subconjunto de vértices independiente y dominante en
H;, el cual consta de todos los vértices de V(H;). Entonces podemos aplicar el teorema anterior,
lo que implica que D € ©,,1 con n = 1, por lo tanto, D € 9.

Por lo tanto, D tiene una cuasisolucion.

Corolario 4.1.4 Sea D cualquier digrifica (de orden finito o infinito), si D tiene nimero
cromdtico finito, entonces D tiene al menos un cuasinicleo.

Demostracion. Aplicando el corolario 4.1.3 a la digrafica dual de D, se obtiene un
cuasintcleo de la digrafica D original.

Teorema 4.1.5 Sean D = (V (D), F(D)) una digrdfica, | > 1 y m > 1 nimeros naturales. Si
existe (Vo, Vi,..., Vi1, Vi) una k + 1 particion de V (D), tal que:

1. D[Vy] es hereditaria en A1 — D41,
2. D|V;] es hereditaria en A, — D, para 1 < i <k,
3. Ya sea que k =0 ¢ D[Vi] € A, — Dy,

entonces D € A, 11 — D41.
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Demostraciéon. Por induccion sobre k.

Base inductiva: Para k = 0, se tiene que V = V{. Entonces D = D[Vp] y por (1) se cumple
que D e A1 — Dy

Hipotesis de induccion: Suponemos valido el teorema para una particion de orden k, con
k> 0.

Paso inductivo: Por demostrar que el teorema es véalido para una particion de orden (k+1),
para k > 1.

Demostracion: Sea (Vo,Vi,...,Vi_1, Vi) una (k + 1) particion de V(D) que satisface las
hipotesis del teorema, por (8) D[Vy] € 2,,, — Dy; es decir, existe una (Vj,, Vi,) particion de Vj
tal que:

Vio = Ny [Aklpw,) y
Vi, = N [Bilpps,)

para algin Ay C Vi, v Br C Vi, conjuntos independientes.

Para 0 <1 < k, sean

Ve = (N"(Ap) UNT[Bi] \ Vi),
Vi=(V(D)\ Vi) \V*y
V;/ — ‘/z Ny’

(ver figura 4.5).

Figura 4.5. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

Notemos que el hecho de que la particion de orden (k + 1) dada por (Vp, Vi, ..., Vi1, Vi)
cumpla (1) y (2) implica que Vj es hereditaria en 2,1 — ;11 y V/ es hereditaria en 2, — D,
para 1 < i < k — 1, ya que cada D[V/] es una subdigrafica inducida de D[V;] para cada
0 < i <k — 1. Entonces la particion de orden k dada por (Vy,V/,...,V/_,) satisface (1), (2)y
(8); es decir, se cumple que:
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1. D[Vy] es hereditaria en 20,11 — D41,
2. D[V/] es hereditaria en 2,,, — ©,; para 1 <i <k —1,
3. Yaseaque (k—1)=006 D[V ] €A, —D,.

Consideremos la subdigrafica D[V’] = D'. Debido a que la particiéon en los vértices de D’
de orden k dada anteriormente cumple las hipotesis del teorema, podemos aplicar la hipo6tesis
de induccion a D'. Por lo que obtenemos que D' € 2,11 — ®;.1; es decir, hay una (X', Y”)
biparticion de V' tal que existen A’ C X'y B’ C Y tales que:

X/ = N7+1[A/]D[X’] y

m

V' = N [B by

(ver figura 4.6).

D

X'

Vo T
/

>~ =
|

By,

%

|

Figura 4.6. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

Ahora, sea (X,Y') una biparticion de V(D) tal que:

(X' UV, Y UVE,) = (X\ V5 Y\ V),
XNV*C N_[Ak]D y
Y NV* C N*[Bup

(ver figura 4.7).
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P

/
/

S~ ]
At

B

Figura 4.7. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

A continuacién, buscaremos definir a los conjuntos A y B que cumplan el teorema, a partir
de la construcciéon anterior.

Entonces, definimos a los conjuntos A = A’ U (A, \ N, [A]) y B= B'U (B \ N,|[B]).

Notemos que A es independiente ya que:

A’ es independiente,

Ar \ Np[A'] es un conjunto independiente por estar contenido en un conjunto indepen-
diente,

F(A\ Np[A], A) = oy

F(A, A\ Np[A']) = @ yaque A C (V(D) \ Vi) \ V* por construccion.

Asimismo, B es independiente ya que:

B’ es independiente,

By, \ N [B'] es un conjunto independiente por estar contenido en un conjunto indepen-
diente,

F(B', By \Nj[B]) =2y

F(By\ N}[B'|,B) = @ yaque B' C (V(D)\ V) \ Vi por construccion.

Por lo tanto, A y B son conjunto independientes.

También observemos que A C X y X = N, ,[A]p[x], esto dltimo ya que:

Ay, absorbe en D[V}, ] a distancia menor o igual a m,

A" absorbe en D[X’] a distancia menor o igualam+ 1y
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» Ay absorbe en D[X N V*] a distancia uno.
Asi como BCY y Y = N/ [B]ppyy, esto atimo ya que:
» By domina en D[V},] a distancia menor o igual a [,
» B’ domina en DI[Y”] a distancia menor o igual a l + 1y
» Bj domina en D[Y N V*] a distancia uno.

Ademas, por construccion de X y Y, tenemos que A y B son ajenos.
Por lo tanto, D € A, 11 — D41.

Corolario 4.1.6 Sea D una digrifica, si D tiene una k-particion (Ay, A, ..., Ag) tal que D[A;]
es hereditaria en Ay — D1 para cada 1 < i < k, entonces D € Ay — Ds.

Demostracion. Si D[A;] es hereditaria en 2, — ®1, entonces podemos aplicar direc-
tamente el teorema anterior, haciendo m = | = 1, ya que existe (A1, Ag, ..., Ax_1, Ax) una k
particion de V (D), tal que:

1. D[A4] es hereditaria en 2y — D,
2. D[A;] es hereditaria en 2y — ®1, para 2 <i < k,
3. Yasea que k =006 D[A;] € Ay — Dy,
entonces D € Ay — 5.
[

Algunos ejemplos de digraficas que cumplen las hipotesis del corolario anterior son las
digraficas de tamano cero debido a que cualquier clase de cualquier particion que tomemos de
alguna digrafica de tamano cero va a constar de vértices aislados, asi que cualquier clase es en
si un conjunto independiente y simultdneamente dominante y absorbente, por ello se cumple
que cualquier subdigrafica inducida por cualquier clase de cualquier particiéon es hereditaria en
2A; — ;. También las digraficas que son isomorfas a (Z, <); es decir, las digraficas que tienen a
los nimeros enteros como conjunto de vértices y (z,y) es una de sus flechas si y solo si z < y son
ejemplos de digraficas que cumplen con la hipétesis del corolario previo, debido a que si tomamos
la biparticion ({z € Z : « < y},{x € Z : y < z}) podemos observar que {y} es un conjunto
independiente y absorbente en la subdigrafica inducida por el conjunto {x € Z : x < y};
ademas, {y + 1} es un subconjunto independiente y dominante de la subdigrafica inducida por
{r € Z : y < x}, y cualquier subdigrafica inducida que tomemos de los conjuntos de esta
particion cumple con la misma légica; por lo tanto, es hereditaria en 2; —®;. De igual manera
las digraficas isomorfas a (N, <) y (N, >), también cumplen con las hipdtesis del corolario antes
mencionado.



4.2. TORNEOS. 7

4.2. Torneos.

Recordemos que una digrafica T'= (V(T'), F(T')) es un torneo si para todo {z,y} C V(T)
se tiene que (z,y) € F(T) 6 (y,x) € F(T).

Notemos que el torneo (Z, <), el cual tiene como conjunto de vértices a los nimeros enteros
y (x,y) € F((Z,<)) si y solo si x < y, no pertenece al conjunto ®y (ver figura 4.8), ya
que un subconjunto de Z méaximo independiente consta de solo un vértice y ninguno de estos
puede dominar a todos los deméas debido a que siempre va a existir un vértice distinto de él
mismo que va a dominarlo, lo anterior se debe al orden de los enteros. Sin embargo (Z, <)
pertenece al conjunto 2A; — ©;. Se puede observar que si tomamos dos vértices consecutivos
x y y; es decir, y = x + 1 entonces = absorbe a todos los vértices z tales que z < z y y
domina a todos los vértices w tales que y < w. De ese modo encontramos una biparticion
Vi={z€Z:z<z}U{a},Vo={weZ:y<w}U{y}) de V(D) tal que existe A = {z} C V}
independiente y absorbente en D[V;] y existe B = {y} C V5, independiente y dominante en
D[V3]. El siguiente resultado mostrara que esto se cumple para torneos infinitos arbitrarios.

Figura 4.8. Torneo (Z, <).

Teorema 4.2.1 Si T = (V(T),F(T)) es un torneo infinito; entonces, ya sea que T € Dy 6
TeA, —D;.

Demostraciéon. Sea T' = (V, F) un torneo y z un vértice de T arbitrario. Si para
todo y € V(T) se tiene que y € N, [z] entonces T € D, con {z} el conjunto independiente que
domina a todo vértice de T a distancia menor o igual a dos, por lo que 1" € ®,. En otro caso,
existe al menos un vértice y de V(T) tal que y ¢ N, [z], lo cual implica que (y,z) € F(T),
ademas para todo w € N, [z] se tiene que (y,w) € F(T), de otro modo existiria una trayectoria
de longitud a lo més dos de x a y, lo que generaria una contradiccion, entonces N*[z] C NT(y).

Sabemos que para todo vértice z del torneo T' se tiene que (x,z2) € F(T) 6 (z,2) € F(T);
como para todo z # y tal que (x,z) € F(T) se cumple que (y,z) € F(T), entonces para todo
z € V(T) se tiene que z € N~ [z] 0 z € N*[y], por lo que la biparticion (N~ [z], N*[y] \ N~ [z])
cumple que una de sus clases contiene un subconjunto independiente y absorbente y la otra
contiene un subconjunto independiente y dominante en la subdigrafica inducida por su propia
clase, {z} y {y}, respectivamente. Por lo tanto T' € 2, — ©;.

Sea D = (V, F) una digrafica sin flechas simétricas, a D le asociamos una gréfica D = (V, A)
llamada el complemento no dirigido de D como sigue:

1. V(D) = V(D)

2. {z,y} € A(D) = Asiysolosi (z,y) ¢ F(D)y (y,x) ¢ F(D)
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La grafica D puede ser usada para medir la diferencia entre D y un torneo, mientras més
aristas hay en D, més grande es la diferencia entre D y un torneo. Es decir, D es un torneo si
y solo si D es de tamano cero.

Teorema 4.2.2 Sea D = (V, F) una digrdfica sin flechas simétricas, si K, ¢ D para algin
numero natural n > 2, entonces D € Ay — Dy. Mds aun, si D es de tamano cero, entonces
D e®DyUAy — Do y st D es libre de triangulos, entonces D € A1 — Dy 6 D € Ay — D).

Demostracion. Por induccién sobre n.

Base inductiva: Si n = 2, entonces D es de tamafio cero; es decir, D es un torneo y por el
teorema anterior D € D5 6 D € A; — 1. Observemos que Dy C Ao — Doy A1 — D1 C A — Do
también; por lo tanto, en cualquiera de los dos casos D € A, — D5.

Hipotesis de induccion: Suponemos valido el teorema para n — 1, con n > 2.

Paso inductivo: Por demostrar que el teorema es valido para n, con n > 2.
Demostracion: Sea A C V(D) un subconjunto independiente maximo por contencion. Si
V(D) = Ny [A], entonces D € Dy, por lo que claramente se cumple el teorema.

Si no es el caso, entonces sea C' C V(D) un subconjunto independiente méaximo por conten-

cion de V(D) \ N5 [A]. Sean los subconjuntos L = N~[A]\ C, M = N*[C]\ Ly N = V(D)
\ (LUM) (ver figura 4.9).

>

\

Figura 4.9. La digrafica D y los subconjuntos de V(D) que la conforman

Sea x € N, primero observemos que (a,z) € F(D) para alguna a € A, ya que como A es
un subconjunto independiente maximo y x ¢ A, entonces (a,z) € F(D) 6 (z,a) € F(D); sin
embargo, N™[A] N N = @, entonces (x,a) ¢ F(D). Por lo tanto, para alguna a € A se cumple
que (a,z) € F(D).

Afirmacion: No existen flechas entre los subconjuntos N y C.

Prueba: Como NT[C]N N = @, entonces no existe una Cx — flecha para algtin x € N.
Supongamos que existe (z,c¢) € F(D) con ¢ € C, por la observacion previa, existe a € A tal
que (a,x) € F(D); por lo tanto, (a,zx,c) es una trayectoria de longitud dos del subconjunto A
al subconjunto C, lo cual, por construccion no puede pasar.

Por lo tanto, no hay flechas entre los subconjuntos N y C.
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Por otro lado, ya que C' # &, tenemos que K,,_y € D[N], de otro modo, por la afirmacion,
D contendria a K, lo cual no ocurre por hipotesis, por lo tanto podemos aplicar la hipotesis
de induccion para la subdigrafica D[N].

Caso 1: n = 3. o
Tenemos que K31 = Ky ¢ D[NJ; es decir, D[N] es un torneo, entonces D[N] € Dy 6
D[N] ey —9;.

Si D[N] € D,, entonces existe d € N tal que N C N, [d]. Partiendo de este caso, proponemos
la biparticion de V(D) dada por (L, V(D) \ L) y probaremos, a partir de las dos observaciones
siguientes, que D[L] € Ay y D[(V(D) \ L)] € Da.

Observaciones:

a) Paratodou € L,u € A¢existea € Atal que (u,a) € F(D)yaque L C AUN~(A) = N~ [A].
Por lo tanto, D[L] € ;.

b) Para todov € V(D)\ L,ve M 6 ve N.Sive M, entonces v e C 6 ve NT(C), por otro
lado, si v € N, entonces v es cuasidominado por d. Por lo tanto, D[(V(D) \ L)] € D5

Por lo tanto, D € A, — Dy C Ay — Do.

El otro caso es que D[N] € 2; — ;. Si esto ocurre, entonces existe una biparticion (P, R)
de N tal que N~ [y] = Ry N*[x] = P, para algtn y € R y algtn = € P.

Por construccion, sabemos que L C N~[A], por lo cual:
LURCNT[AJUNT[y] = NT[AU{y}] € Ny [{yy Ufa e A:a g N7[y]}],

El conjunto {y}U{a € A:a ¢ N~ [y]} es también un conjunto independiente, ya que no hay
flechas de y hacia ningtin elemento de A por construccién, por consiguiente tampoco pueden
existir flechas de y hacia ningin elemento del conjunto {a € A:a ¢ N~ [y]} C A, y claramente
no hay flechas en el sentido contrario. Ademaés, para todo u € LU R, u es absorbido a distancia
uno por algin elemento del conjunto {a € A :a ¢ N~ [y]} 6 u es absorbido por y a distancia
dos.

Por otra parte, por construccion tenemos que M C NT[C], por lo tanto:
MUP CNY[C]JUNT[z] = NT[C U{z}].

Observemos que el conjunto C'U {z} es un conjunto independiente, ya que x € N y no hay
flechas entre los conjuntos C'y N.

Por lo tanto, tomando la particion de V(D) dada por (M U P,L U R), obtenemos que
DGQ{Q_QICQLQ_@Q

Caso 2: n > 3.
Notemos que D = D[N U(LUM)]; proponemos la biparticion (N, LUM) de V(D). Buscaremos
probar, a partir de dicha biparticion, que la digrafica D € Ay — ®9; para ello emplearemos el
teorema 4.1.5, por lo que es necesario realizar las siguientes observaciones.

Observaciones:

a) Sea H una subdigrafica inducida de D[N], por hipotesis de induccion H € 2y — D5, ya que
la propiedad de que K,, ¢ D[N] es una propiedad hereditaria. Como esto es valido para
toda digrafica inducida de D[N], podemos concluir que D[N] es hereditaria en Ay — Ds.
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b) Tomando la biparticiéon (L, M) del conjunto LU M, como L C N~[A] y M C N*[C], donde
Ay C son conjuntos independientes de los vértices de D, podemos notar que D[L U M| €
A — D5.

Ahora, sea m = [ = 1 y la biparticion (N, L U M) de V(D), podemos aplicar el teorema
4.1.5 a la digrafica D partiendo de las siguientes hipotesis:

1. Por la observacion (a) sabemos que D[N] es hereditaria en 2,11 — D11 = Ay — Do.

2. Para todas las clases de las particion, excepto quizad para N y L U M se cumple que la
digrafica inducida de dicha clase es hereditaria en 2, — 9, =2, — ;.

3. Por la observacion (b) sabemos que D[LU M| € A, — D, =A; — D;.
Entonces D € A1 — Dy = Ay — Do

Por lo tanto, en ambos casos se cumple que D € 205 — 5.

Mas atn, si D es de tamafo cero, entonces D es un torneo y por lo tanto D € D, URA; — D5
y si D es libre de tridngulos, entonces, por el caso 1 tenemos que D € Ay — Dy 6 D € Ay — D5,

Corolario 4.2.3 Sea D una digrdfica, si D tiene mimero cromdtico finito n, entonces
D ey — 9.

Demostracion. Analizaremos los siguientes dos casos:
Caso 1: n = 1. N
Observemos que si n = 1, entonces D es una grafica de tamafo cero, ya que podemos asignar el
mismo color a todos sus vértices debido a que no hay ninguna adyacencia entre ellos, a partir
de esto podemos concluir que D es un torneo y por el teorema 4.2.2 tenemos que D € Ay — 5.

Caso 2: n > 2.
Notemos que dado un niimero natural n, el nimero cromético de una grafica completa K,
es n + 1; es decir, x(K,4+1) = n + 1, ya que cada uno de los vértices de la grafica es adyacente
a n vértices distintos, por lo que cada vértice esta forzado a tener un color distinto al de sus n
vecinos. Por lo tanto, si x(D) = n, entonces K, 1 Q D y por el teorema 4.2.2 D € 2y — 9.

Por lo tanto, en ambos casos se cumple que D € 2y — 5.
[ |

Para terminar con la recopilacion de resultados, en el articulo que se desarrollo a lo largo
del presente capitulo, se muestra que si una digrafica cumple que todos sus vértices tienen
ingrado finito, entonces la digrafica tiene un cuasinticleo; sin embargo, en este trabajo solo se
presenta una idea intuitiva de la demostracién. No obstante, si se desea examinar con atencién
su demostracion, esta se puede consultar en la tesis de licenciatura de Pamela Pérez Aguirre
“Niicleos en digrdficas infinitas” [24]. Este resultado se sigue del teorema 2.1.5, el cual asegura
que toda digrafica finita tiene cuasinicleo, y del teorema de compacidad de Godel, que dice que
un conjunto infinito posee las caracteristicas en comin de los conjuntos finitos de los que se
encuentra formado. Podemos asumir que si D es una digrafica infinita, entonces esta formada
por la unién infinita de digraficas finitas. Observemos que el hecho de que todo vértice de la
digrafica tenga ingrado finito, nos garantiza la absorciéon de la invecindad de cada vértice en
una subdigrafica finita de la digrafica infinita original. Es por ello que podemos decir que todas
las digréficas finitas que forman a la digrafica infinita original tienen un cuasintcleo que es
local en dicha digrafica. Por lo tanto, por el teorema de Godel, tenemos que la digrafica original
contiene un cuasinicleo.



Conclusiones

En este trabajo se estudiaron algunas de las caracteristicas de los conjuntos llamados cua-
sinticleos; estos conjuntos se encuentran presentes en toda digrafica de orden finito, tal como
lo demostraron Chavatal y Lovaz en 1974 [7]. Dicho resultado también se pudo demostrar con
base en el algoritmo dado por Cosmina Croitoru, descrito en el capitulo tres, donde se construye
un cuasinticleo de cualquier digrafica realizando dos revisiones de los vértices de la misma dado
un orden arbitrario de estos. Sin embargo, este algoritmo no garantiza la construccién de todos
los cuasiniicleos existentes de la digrafica, ya que se demostrd que para la digrafica conformada
por dos flechas simétricas conectadas por un vértice central, no existe un orden para el cual el
algoritmo obtenga los cuasintcleos conformados por alguno de los vértices extremos. A través
del mismo algoritmo, se demostré que una digrafica sin nicleo contiene al menos tres cuasi-
ntcleos distintos. Finalmente, nosotros implementamos el algoritmo por medio del lenguaje R
de programacién, a fin de hallar un cuasinticleo en cualquier digréafica finita en funcién de un
orden arbitrario de sus vértices.

También abordamos el tema de las digraficas de orden infinito y algunas caracteristicas
relacionadas con las particiones del conjunto de sus vértices concernientes a los cuasiniicleos y
cuasisoluciones que se pueden hallar en las subdigraficas inducidas de cada una de las clases de
la particion, pasando por los torneos infinitos.

Por ultimo, con base en este trabajo, podriamos formularnos las siguientes preguntas: ; Qué
caracteristicas debe tener una digrafica para poder asegurar la existencia de exactamente cuatro
cuasintucleos distintos en la misma? ;En qué otro tipo de digrafica podemos afirmar la presencia
de dos 0 més cuasiniicleos ajenos? ;Qué condiciones debe cumplir la digrafica para que existan
los 6rdenes necesarios de sus vértices, a fin obtener todos los cuasintcleos existentes de la misma
a partir del algoritmo descrito en el capitulo tres? ;Qué modificaciones hacer al algoritmo para
obtener mas de un cuasinticleo partiendo de un mismo orden? ; Qué condiciéon podriamos pedir
a una digrafica de orden infinito, distinta de tener nimero cromético finito o de que todos sus
vértices tengan ingrado finito, para que esta tenga al menos un cuasinicleo?
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