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Símbolos Principales y Nomenclatura 

FDIE-C Filtro disperso de información extendida por consenso 
𝑁𝑜𝑏𝑠 Número de observaciones realizadas por el scanner 

𝑀 Número de puntos de referencia en el mapa global 

𝒎( 𝑘𝐼 ) Vector de puntos de referencia encontrados respecto al 

sistema global en el instante 𝑘𝐼 . Son los puntos que son 

vistos por el sensor en 𝑘𝐼  

𝒎+( 𝑘𝐼 ) Vector de puntos de referencia encontrados respecto al 

sistema global en el instante 𝑘𝐼 .  

𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ) Vector de puntos de referencia activos a pasar a pasivos 

respecto al sistema global en el instante 𝑘𝐼 . Son puntos 

que en un tiempo 𝑘𝐼 − 1 eran activos, y en 𝑘𝐼  son 
pasivos. 

𝒎−( 𝑘𝐼 ) Vector de puntos de referencia pasivos respecto al 

sistema global en el instante 𝑘𝐼 . Son los puntos que 

vistos por el sensor antes de 𝑘𝐼 − 1 
𝐺 Red de conexión de sistema multiagente  

𝐼, 𝐽 Nodos en red de conexión 

𝑁(𝐼) Vecindario del nodo 𝐼 

𝑡 Tiempo continuo global 

𝑘 Tiempo discreto global (estampa de tiempo) 

{𝐼}, {𝐽} Sistema de referencia del sistema (robot) {𝐼}, {𝐽} 

𝑡𝑘
𝐼 , 𝑘𝐼  Discretización del tiempo en el instante 𝑘, respecto al 

robot {𝐼}  

𝑋𝑂
𝐼 , 𝑌𝑂

𝐼  Posición del punto 𝑂 en los ejes 𝑋 y 𝑌,respecto al robot 
{𝐼}. 

𝑂, 𝑃, 𝑄 Puntos de referencia. 

𝜃𝐽
𝐼 , 𝜑𝐽

𝐼  Orientación 𝜃 y 𝜑 del sistema {𝐽}, respecto al robot{𝐼}. 

𝛼𝐼 , 𝛽𝐼 , 𝛾𝐼  Ángulos 𝛼, 𝛽, 𝛾 medidos respecto al eje 𝑋 del robot {𝐼}. 

𝜏𝐼 𝑖(𝑟, 𝐶, 𝐷, 𝛿) i-ésima tarea, respecto al sistema {𝐼} 

Τ𝐼 = { 𝜏𝐼 1, 𝜏𝐼 2 … 𝜏𝐼 𝑛} Conjunto de tareas, respecto al sistema {𝐼} 

𝑟( 𝜏𝐼 𝑖) Tiempo de liberación de la i-ésima tarea, respecto al 
sistema {𝐼} 

𝑠( 𝜏𝐼 𝑖) Tiempo de inicio de la i-ésima tarea, respecto al sistema 
{𝐼} 



 

- 4 - 
 

𝑓( 𝜏𝐼 𝑖) Tiempo de finalización de la i-ésima tarea, del nodo {𝐼} 

𝑅( 𝜏𝐼 𝑖) Tiempo de respuesta de la i-ésima tarea, del nodo {𝐼} 

𝐶( 𝜏𝐼 𝑖) Tiempo de completitud de la i-ésima tarea, del nodo {𝐼} 

𝐷( 𝜏𝐼 𝑖) Fin de plazo de la i-ésima tarea, respecto del nodo {𝐼} 

𝛿𝐶( 𝜏𝐼 𝑖) Variabilidad de tiempo de completitud de la i-ésima 
tarea, del nodo {𝐼} 

𝛿𝑅( 𝜏𝐼 𝑖) Variabilidad de tiempo de respuesta de la i-ésima tarea, 
del nodo {𝐼} 

𝜇𝐽
𝐼

𝑖(𝑟, 𝐿, 𝐶, 𝛿) i-ésimo mensaje, enviado del nodo {𝐽} al nodo {𝐼} 

𝑟( 𝜇𝐽
𝐼

𝑖) Tiempo de liberación del i-ésimo mensaje, enviado del 
nodo {𝐽} al nodo {𝐼} 

𝑠( 𝜇𝐽
𝐼

𝑖) Tiempo de inicio de transmisión del i-ésimo mensaje, 
enviado del nodo {𝐽} al nodo {𝐼} 

𝑓( 𝜇𝐽
𝐼

𝑖) Tiempo de finalización de transmisión del i-ésimo 
mensaje, enviado del nodo {𝐽} al nodo {𝐼} 

𝐿( 𝜇𝐽
𝐼

𝑖) Latencia del i-ésimo mensaje, enviado del nodo {𝐽} al 
nodo {𝐼} 

𝛿𝐿( 𝜇𝐽
𝐼

𝑖) Variabilidad de latencia del i-ésimo mensaje, enviado del 
nodo {𝐽} al nodo {𝐼} 

𝑣𝐼  Rapidez tangencial del sistema {𝐼}. 

𝜔𝐼   Rapidez rotacional del sistema {𝐼}. 

𝑣𝐼 𝑅 Rapidez tangencial de la rueda derecha del robot {𝐼}. 

𝑣𝐼 𝐿 Rapidez tangencial de la rueda izquierda del robot {𝐼}. 

𝑙𝐼  Distancia entre la rueda izquierda y derecha del robot 
{𝐼}. 

Δ𝑑𝐼 ( 𝑘𝐼 ) Distancia recorrida por el robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

Δ𝜃𝐼 ( 𝑘𝐼 ) Giro realizado por robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

Δ𝜃𝑅
𝐼 ( 𝑘𝐼 ) Giro realizado por la rueda derecha del robot {𝐼} en el 

instante 𝑘𝐼 . 

Δ𝜃𝐿
𝐼 ( 𝑘𝐼 ) Giro realizado por la rueda izquierda del robot {𝐼} en el 

instante 𝑘𝐼 . 

𝛿𝜃𝑅
𝐼 ( 𝑘𝐼 ) Error de medición en el giro realizado por la rueda 

derecha del robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

𝛿𝜃𝐿
𝐼 ( 𝑘𝐼 ) Error de medición en el giro realizado por la rueda 

izquierda del robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 
𝒇 Vector de función de transición. 

𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ) Vector de pose del robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

𝒙𝐼( 𝑘𝐼 ) Vector de estado del robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 ) Vector de odometría respecto al robot {𝐼} en el instante 

𝑘𝐼 . 
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𝛿𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 ) Vector de error de odometría respecto al robot {𝐼} en el 

instante 𝑘𝐼 . 

𝒙̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ) Estimación de vector de estado del sistema {𝐼} respecto 
al sistema global. 

𝒙̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 − 1) Predicción de vector de estado del sistema {𝐼} respecto 
al sistema global. 

𝒚̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ) Estimación de vector de información del sistema {𝐼} 
respecto al sistema global. 

𝑰 Matriz de identidad. 

𝑷𝐼 ( 𝑘
𝐼

| 𝑘
𝐼

) Matriz de covarianza de estado del sistema {𝐼} respecto 
al sistema global. 

𝒀𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ) = {𝑷𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 )}
−1

 Matriz de información del sistema {𝐼} respecto al 
sistema global. 

𝒙( 𝑘𝐼 ),𝒙( 𝑘𝐼 −1) =
𝜕𝒙( 𝑘𝐼 )

𝜕𝒙( 𝑘𝐼 − 1)
 Matriz Jacobiana del estado 𝒙( 𝑘𝐼 ) respecto el vector de 

estado anterior 𝒙( 𝑘𝐼 − 1) 

𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒓( 𝑘𝐼 −1) =
𝜕𝒓( 𝑘𝐼 )

𝜕𝒓( 𝑘𝐼 − 1)
 Matriz Jacobiana del vector de la función de transición 

𝒓( 𝑘𝐼 ) respecto el vector de la pose anterior 𝒓( 𝑘𝐼 − 1) 

𝒎( 𝑘𝐼 ),𝒎( 𝑘𝐼 −1) =
𝜕𝒎( 𝑘𝐼 )

𝜕𝒎( 𝑘𝐼 − 1)
 Matriz Jacobiana del vector de mapa actual 𝒎( 𝑘𝐼 ) 

respecto el vector del mapa anterior 𝒎( 𝑘 − 1𝐼 ) 

𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒖( 𝑘𝐼 ) =
𝜕𝒓( 𝑘𝐼 )

𝜕𝒖( 𝑘𝐼 )
 Matriz Jacobiana del vector de pose actual 𝒓( 𝑘𝐼 ) 

respecto el vector de odometría  𝒖( 𝑘𝐼 ). 

𝛿𝑼𝐼 ( 𝑘𝐼 ) = 𝐸 [( 𝛿𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 ))
2
] Matriz de covarianza de error de odometría del robot {𝐼} 

en el instante 𝑘𝐼 . 

𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 ) Distancia radial del punto de referencia 𝑃, respecto 

respecto al sistema {𝐼}, en el instante 𝑘𝐼 . 

𝛼𝑃
I ( 𝑘𝐼 ) Ángulo del punto de referencia 𝑃, observado por el 

robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

𝒎𝑃( 𝑘𝐼 ) = [𝑋𝑃( 𝑘𝐼 ), 𝑌𝑃( 𝑘𝐼 )] Posición del punto 𝑃 en los ejes 𝑋 y 𝑌 observado por el 

robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

𝒛𝑃
𝑰 ( 𝑘𝐼 ) Vector de observación del punto de referencia 𝑃 

observado por el robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

𝛿𝒛𝑷
𝑰 ( 𝑘𝐼 ) Vector de error de observación del punto de referencia 

𝑃 observado por el robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

𝒛𝑰 ( 𝑘𝐼 ),𝒙( 𝑘𝐼 −1) =
𝜕𝒛𝐼 ( 𝑘𝐼 )

𝜕𝒙( 𝑘𝐼 − 1)
 Matriz Jacobiana del vector de observación 𝒛𝑰 ( 𝑘𝐼 ) 

respecto el vector de estado 𝒙( 𝑘 − 1𝐼 ). 

𝛿𝒁𝐼 ( 𝑘𝐼 ) = 𝐸 [( 𝛿𝒛𝑚
𝐼 ( 𝑘𝐼 ))

2
] Matriz de covarianza de error de observación de punto 

de referencia 𝑃 del robot {𝐼} en el instante 𝑘𝐼 . 

𝜙𝐼   Función de navegación local del sistema {𝐼} 

𝜅( 𝑋𝑂
𝐼 , 𝑌𝑂

𝐼 )𝐼  Curvatura en el punto 𝑂, de la función de flujo del 
sistema {𝐼} 
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Capítulo 1. Introducción 

1.1 Motivación 

Uno de los problemas más desafiantes en la navegación de un robot es la localización autónoma 

y la creación de un mapa de manera confiable. En muchas aplicaciones robóticas, como búsqueda 

y rescate, vigilancia y exploración planetaria, se requiere una localización precisa en entornos 

desconocidos. Cuando los robots operan en áreas no asignadas o denegadas por GPS, lograr una 

localización precisa requiere crear y mantener un mapa de su entorno. El problema de construir 

un mapa mientras se explora un territorio desconocido se conoce comúnmente como localización 

y mapeo simultáneo (SLAM) [1]. Para aumentar la precisión y la eficacia al mapear áreas extensas, 

se puede utilizar dos o más robots participen en esta tarea, los robots cooperan para construir un 

mapa único y conjunto del área que exploran [2]. Este proceso se conoce como Multi-robot SLAM 

o SLAM cooperativo (C-SLAM). Sin embargo, esta estrategia presenta un compromiso, al mejorar 

la eficacia, se aumenta la complejidad de C-SLAM. 

Las técnicas SLAM utilizadas para un solo robot se desarrollaron desde mediados de los 80s, 

pero fue hasta 2004 en el primer DARPA Grand Challenge que se le dio más atención [3]. Por otro 

lado, la extensión de estas técnicas a múltiples robots, con el fin de realizar tareas cooperativas 

SLAM en entornos desconocidos o dinámicos, sigue siendo un gran desafío y tema de investigación 

[4]. 

En los sistemas multi-robots, la precisión con la que los robots pueden modelar su entorno 

tiene un profundo impacto en el rendimiento individual y del equipo. Se espera que un equipo de 

robots construya una representación consistente del espacio, de una manera mucho más rápida 

que un solo robot.  

En general se contemplan tres etapas para realizar SLAM en un solo robot. La primera es la 

predicción del estado. El estado se compone por la pose (posición y orientación del robot) y los 

puntos de referencia del ambiente, en la predicción se usa el modelo de transición del estado, es 

decir, se utiliza la información previa. La segunda etapa es la corrección del estado, aquí se utilizan 

las observaciones realizadas, para corregir la predicción, se hace uso de un modelo de 
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observación. Por último, se realiza la asociación de los puntos de referencia, respecto a las 

observaciones. 

En el SLAM multi-robot el mapa se puede realizar de dos maneras distintas. Mediante un 

mapa global, el cual debe ser actualizado por cada miembro del equipo, todos tienen el mismo 

mapa. La otra alternativa es con mapas parciales, cada robot crea su propio mapa y en algún 

momento de la exploración, fusionan sus mapas en uno global.  

Esta última metodología es la utilizada en este trabajo investigación. La unión o fusión de 

los mapas en dos fases. Primero se alinean los mapas, para ello en cada robot se calcula la 

transformación de coordenadas de cada uno de los marcos de referencia de los robots, a un marco 

global para todo el equipo. Posterior a que el mapa de cada robot se haya transformado, la 

segunda fase es la estimación de puntos de referencia coincidentes, los cuales se deben fusionar 

para crear el mapa global. 

1.2 Objetivos 

El objetivo principal de este trabajo es la propuesta de un algoritmo para la fusión de mapas locales 

de múltiples robots móviles en uno global. Cada robot tiene una versión parcial (local) del mapa 

explorado, conforme avanzan comparten esta información con sus pares, y con ello generan un 

mapa global con mayores elementos, que los locales, este algoritmo es llamado filtro disperso de 

información extendida por consenso (o FDIE-C por sus siglas). Este algoritmo consta de dos etapas, 

en la primera se usa el filtro disperso de información extendida, este es un filtro de Kalman 

extendido, se utiliza para estimar la posición de cada robot y los puntos de referencia del mapa 

observado respecto a los puntos de referencia de todo el mapa [5] [6]; las estimaciones se 

representan mediante el vector de información y la matriz de información, con esta 

representación las nuevas observaciones de los robots se pueden fusionar de manera aditiva [7]. 

La segunda etapa del algoritmo es el filtro de consenso, es un algoritmo distribuido con el cual los 

robots llegan a un valor propuesto en conjunto, en este caso un mapa global, mediante la fusión 

de los mapas locales. La fusión se logra mediante la adición de la estimación de los puntos de 

referencia, en su representación de vector de información de cada robot; este algoritmo cuenta 

con propiedades de robustez al presentarse retrasos en la red o perdida de paquetes.  
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1.3 Metodología 

Para lograr de este objetivo se proponen dos etapas. En la primera, se hará una revisión de los 

algoritmos utilizados en SLAM en sistemas tanto de un solo robot, como en sistemas multirobot, 

así como de la fusión de datos en redes de sensores móviles. En la segunda etapa se determinarán 

las tareas a realizar por los robots de manera individual y en lo colectivo conforme exploran el 

espacio, así como determinar sus restricciones en el tiempo, prioridad y periodicidad.  

1.4 Metas 

Para este trabajo se plantean cuatro metas, que se detallan a continuación. La primera meta es 

utilizar un algoritmo de tiempo lineal para la estimación del mapa de cada robot y cuya 

representación permita la fusión de los mapas de forma aditiva. La segunda es utilizar el filtro de 

consenso para la fusión de mapas locales en uno global, este contará con las propiedades de libre 

de espera y tolerancia a fallos, es decir, en cada robot la fusión del mapa global llega a un valor 

consensado estable, a pesar de tener una red de comunicaciones con pérdida de paquetes y 

retrasos. La tercera meta es definir algoritmos con complejidad polinomial para las tareas 

individuales de los robots como son planificación de movimiento y la extracción de los puntos de 

referencia del mapa de cada robot, con ello, los robots pueden explorar el ambiente de manera 

segura, es decir, evitando colisiones, con esto se busca cumplir con las restricciones de tiempo 

real. La cuarta y última meta es definir un programa para simulación de robots móviles 

comunicados mediante una red con pérdida de paquetes y retrasos para la experimentación de 

los algoritmos mencionados 

1.5 Estructura de la tesis 

El presente trabajo se divide en cuatro capítulos. En el primero y segundo se realiza una 

introducción a los términos y trabajos relacionados al tema de investigación. En el tercer capítulo, 

se describe de manera detallada el algoritmo propuesto para la fusión de mapas, mediante el 

FDIE-C. En el cuarto capítulo se detallan la implementación y los resultados, y como se desarrolló 

la experimentación mediante la simulación de robots móviles, así como su comparación con los 

trabajos relacionados. Por último, en las conclusiones se realiza un análisis de ventajas y 

desventajas respecto al trabajo realizado, así como posibles mejoras y trabajo a futuro. 
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Capítulo 2. Antecedentes 

2.1 Sistemas multi-agente 

Un sistema multi-agente es en esencia un sistema estructurado por un conjunto de agentes 

autónomos, que son capaces de adaptar flexiblemente su comportamiento de acuerdo con las 

condiciones cambiantes en su operación y ambiente [8, p. 2]. Cada agente tiene información o 

capacidades incompletas para solucionar del problema, por tanto, un punto de vista limitado. En 

este tipo de sistemas no existe un control global o centralizado. El cómputo en los agentes es 

asíncrono, es decir, al momento en que perciben información del ambiente, de manera 

concurrente se procesa información previa para la toma de acciones locales o se comunica el 

resultado del procesamiento con otros agentes. La comunicación puede ser de manera indirecta 

o directa, en la comunicación indirecta se modifica el entorno para transmitir la información, por 

ejemplo, algún agente puede cambiar la posición de un objeto del entorno, o la propia, y esto 

puede tener un significado para otro agente; en la comunicación directa se utiliza una red de 

comunicación. 

La coordinación entre los agentes puede ser de cooperativa o competitiva. La comunicación 

es imperativa para la coordinación de las actividades, para que cada uno de los subsistemas (o 

agentes) pueda alcanzar una meta en común o mejorar el desempeño global del sistema [9, p. 

265]. Los objetivos de la cooperación en los sistemas multiagente son el consenso o la 

sincronización [10, pp. 24,25] con estas operaciones se puede llevar a los agentes a un estado en 

común. Por ejemplo, en el control de formación multi-agente, los agentes mantienen una relación 

geométrica, como un sólido rígido, al desplazarse en un medio; en la estimación multi-agente, las 

observaciones de los agentes se asocian o fusionan para obtener una estimación con mayores 

características; en la asignación de tareas multi-agente, se busca asignar tareas o recursos, realizar 

la planificación del sistema de manera distribuida. Las aplicaciones de los multi-agentes 

competitivos se relacionan con la  teoría de juegos [11, p. 161], cada uno de los agentes busca su 

propio beneficio, y con ello obtener la mejor decisión o el agente más apto en un cierto ambiente. 
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Sistemas multi-robot 

El uso de sistemas multi-robot generalmente tiene mayores ventajas sobre los sistemas de 

un solo robot. Se ha demostrado que múltiples robots pueden localizarse de manera más rápida 

y con mayor precisión cuando intercambian entre ellos información de sus posiciones, además al 

utilizar múltiples robots agrega redundancia, y con ello se hace más tolerante a fallas el sistema 

[12, p. 3]. Otra de las ventajas es el reducir costos al utilizar más robots baratos en lugar de un 

robot más caro, ya que se pueden utilizar sensores y actuadores más económicos. 

Un sistema multi-robot es un conjunto de robots autónomos o semi-autónomos que 

interactúan entre sí, con un objetivo en común, intención o estrategia; el sistema tiene 

capacidades tanto distribuidas y/o compartidas de cómputo, percepción, actuación, fuentes de 

energía y comunicación [13, p. 5]. 

Los sistemas multi-robot tienen distintos tipos de propiedades [13, pp. 16-24] como son la 

comunicación, autonomía, escalabilidad, conocimiento colectivo, y cooperación. Las 

comunicaciones al igual que los sistemas multi-agente pueden ser directas o indirectas. La 

autonomía determina la capacidad de cada robot de actuar independientemente, el cual va desde 

agentes completamente autónomos hasta la telerobótica. La escalabilidad es la flexibilidad de 

adición de nuevos nodos o agentes a la red de comunicación. El conocimiento colectivo depende 

del nivel de abstracción de la representación del conocimiento, puede ir desde un conocimiento 

global hasta uno individual donde no se comparte nada, es partir de las interacciones donde surge 

conocimiento y comportamiento colectivo. La cooperación depende de arquitectura de 

comunicaciones, por ejemplo, la cooperación puede ser total si la red está totalmente conectada, 

o tener interacciones únicamente locales como en una red ad-hoc.  

2.2 Fusión de datos  

La fusión de datos o información en sistemas multi-agente se refiere a la asociación, correlación, 

estimación y combinación de datos o información; las fuentes de datos o información pueden 

tener distintos niveles de abstracción, estos niveles comprenden señales, patrones, información y 

decisiones [14, p. 3]. La fuente de información puede ser desde una base de datos hasta una red 

de sensores, este trabajo se centra en la fusión de datos mediante los sensores de los robots 

móviles. La fusión busca mejorar la representación, precisión y certeza contemplando la 

completitud de los datos. La representación es función del nivel de abstracción de los datos o 
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información y la técnica de alineación de la información; tanto la precisión como certeza 

dependerán del método utilizado en la fusión; la topología de las fuentes determina la 

completitud.  

La representación en la fusión de modelos se categoriza de acuerdo con distintos aspectos, 

estos pueden ser respecto a la relación entre las fuentes, los niveles de abstracción de las entradas 

y salidas de los algoritmos [15, pp. 4-6]. La relación de las fuentes contempla tres casos: 

complementarias, cooperativas o competitivas. Cuando las fuentes son complementarias se 

puede obtener una imagen más amplia del modelo observado, por ejemplo, se puede tener el 

mismo tipo de sensor en distintas locaciones; en la fusión por fuentes cooperativas, estas pueden 

ser de distintos tipos de sensores, pero se estima la misma variable o estado, como es el caso de 

la combinación de sensor de infrarrojo y un sensor para visión para estimar de manera conjunta 

la posición de algún objetivo; por otro lado, en la fusión de fuentes competitivas se utiliza la fuente 

con la información más confiable, con el objetivo de reducir la incertidumbre y error inducido por 

las demás. Como se mencionó anteriormente, las fuentes de información o datos tienen distintos 

niveles de abstracción, desde el nivel más bajo que es la señal del sensor, el siguiente nivel son los 

patrones o características, y el último nivel son las decisiones [15, p. 3]. Los algoritmos de fusión 

pueden utilizar distintos niveles de abstracción en las entradas y las salidas, generalmente las 

entradas tienen un nivel de abstracción menor o igual al de su respectiva salida, por ejemplo, se 

puede utilizar como entradas las señales de sensores y fusionarlas para obtener patrones o 

decisiones. La alineación de la información es fundamental para la asociación en la fusión, las 

técnicas de alineación pueden ser tanto espaciales, temporales, semánticas, como estadísticas 

[15, p. 52]. 

Los métodos utilizados para la fusión de datos están basados en técnicas de estimación de 

parámetros o estado, estas técnicas tienen en general tres procedimientos básicos, los cuales son 

el modelo del sistema o ambiente, el criterio de optimización y el algoritmo [16] [17, pp. 5,6]. El 

ambiente o sistema cuyos parámetros o estados se desea estimar tiene un modelo que puede ser 

determinístico, probabilístico o heurístico [18, p. 23]. Para los modelos probabilísticos o 

determinísticos existen distintos criterios de optimización como son mínimos cuadrados, error 

medio cuadrático o máxima verosimilitud. Para alcanzar los criterios de optimización se pueden 

utilizar algoritmos derivativos o no derivativos, directos o indirectos. El algoritmo de fusión de los 

datos puede ser secuencial o de lote. 
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2.3 Sistemas distribuidos en tiempo real 

Los sistemas distribuidos en tiempo real (DRTS por siglas en inglés) son sistemas que interactúan 

en un ambiente físico, entre ellos, e inclusive con un usuario u operador [19, 20]. Al ser un sistema 

de cómputo distribuido, los componentes del sistema deben tener capacidades de coordinación, 

tanto en el cómputo como en las comunicaciones. La necesidad del tiempo real se debe a que los 

componentes de cómputo se encuentran embebidos en un ambiente físico y el tiempo de 

respuesta depende del comportamiento o dinámica del ambiente. Estos sistemas se utilizan para 

monitorear o controlar dicho ambiente por lo general tiene un comportamiento continuo en el 

tiempo. 

El diseño de un DRTS es una actividad multidisciplinaria ya que requiere conocer los 

requerimientos en hardware (procesador, telecomunicaciones, sensores, actuadores, etc.) y 

software (aplicaciones, middleware, sistemas operativos, protocolos de red), así como el modelo 

matemático del sistema a controlar o monitorear. 

Al hablar DRTS es necesario definir los parámetros temporales y su variabilidad, así como, 

las acciones necesarias para reducir el impacto de estos en el rendimiento del sistema, es decir, 

las políticas de planificación y los componentes de software que permiten realizarlas. Dichos 

parámetros, acciones y componentes se pueden ver desde la perspectiva del cómputo y las 

comunicaciones. 

Cómputo en tiempo real 

En un sistema de cómputo en tiempo real, el correcto comportamiento del sistema no solo 

depende de la respuesta correcta del mismo, también depende del tiempo en que las respuestas 

fueron obtenidas [21, 20]. Como se ha mencionado, este tipo de sistemas son utilizados en 

aplicaciones de control industrial, control de sistemas de vuelo, robótica, telecomunicaciones y 

sistemas espaciales; en este tipo de aplicaciones la respuesta debe tener un límite temporal, ya 

que una respuesta tardía puede llevar a una falla crítica del sistema. 

La unidad fundamental en el cómputo tiempo real es la tarea 𝜏; en un sistema de cómputo 

pueden estar ejecutándose de manera concurrente 𝑛 tareas, Τ = {𝜏1, 𝜏2 …𝜏𝑛}. Una tarea es una 

secuencia de instrucciones. Las tareas pueden ser clasificadas de acuerdo con su periodicidad, las 

cuales pueden ser periódicas, esporádicas o aperiódicas. El modelo de tiempo de una tarea o 

conjunto de ellas utilizado en este escrito es el mismo que en [22, 23]. El modelo de tiempo de la 
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tareas 𝜏𝐼 𝑖(𝑟, 𝐶, 𝐷, 𝛿𝐶) esta descrito por los parámetros temporales. Para la i-ésima tarea del I-

ésimo nodo 𝜏𝐼 𝑖  sus parámetros temporales son : el tiempo de liberación 𝑟( 𝜏𝐼 𝑖), inicio 𝑠( 𝜏𝐼 𝑖),  

finalización 𝑓( 𝜏𝐼 𝑖), completitud 𝐶( 𝜏𝐼 𝑖) y fin de plazo 𝐷( 𝜏𝐼 𝑖). El tiempo de completitud es 

susceptible a la variabilidad 𝛿𝐶( 𝜏𝐼 𝑖), es decir, no siempre se tiene los mismos tiempos, en cada 

tarea periódica. En el diseño del DRTS es necesario definir un límite en la variabilidad, para 

asegurar la respuesta adecuada del sistema. La variabilidad es en muchas ocasiones consecuencia 

de los tiempos de acceso a memoria. 

Las políticas de planificación permiten a los sistemas operativos en tiempo real (RTOS por 

sus siglas en inglés) manejar los recursos del sistema, por ejemplo, asignar tiempo de procesador 

y memoria a alguna tarea o proceso. Estas permiten que el tiempo de respuesta sea menor que el 

fin de plazo de la tarea. En general, la planificación de tareas depende de su tiempo de 

completitud, tiempo de inicio de la tarea, periodicidad y apropiación. 

Las políticas de planificación pueden tener dos categorías, la primera es fuera de línea, es 

decir, se define la asignación de tareas al procesador en tiempo de diseño, la segunda es en línea, 

en este caso, la asignación sucede en tiempo de ejecución. Cuando la política es en línea la 

planificación puede ser estática o dinámica, la planificación estática depende de parámetros 

invariantes, como es el periodo; mientras que la planificación dinámica depende de parámetros 

variantes en el tiempo, como puede ser la laxitud. También, tanto en la planificación dinámica 

como en la estática, se puede asignar a las tareas una prioridad, con ello se pueden apropiar del 

tiempo de procesador, es decir, la tarea que se encontraba en ejecución pasa a un estado de 

suspensión. 

Existen diversos RTOS algunos son libres como Linux-RT, FreeRTOS, etc. o comerciales 

VxWorks, Windows CE, entre otros. Por ejemplo, en Linux se puede tener planificación en tiempo 

real en dos formas, la primera es utilizar un parche al kernel para permitir la política de 

apropiación, la segunda es utilizar un kernel dual, como lo es RTAI o Xenomai [24, p. 360]. 

Comunicaciones en tiempo real 

Mientras que en el cómputo el procesador es el recurso compartido a asignar y la tarea lo 

que utiliza el recurso, en las comunicaciones, el recurso compartido es el canal de comunicación 

y quien lo utiliza es el mensaje entre el remitente 𝐼 y destinatario 𝐽 𝜇𝐽
𝐼

𝑖(𝑟, 𝐿, 𝛿𝐿). Los parámetro 

temporal de interés en las comunicaciones es el tiempo de liberación del mensaje 𝑟( 𝜇𝐽
𝐼

𝑖) y el 
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retardo o latencia 𝐿( 𝜇𝐽
𝐼

𝑖), es decir, el tiempo que tarda un mensaje en transferirse desde el nodo 

fuente 𝐼 hasta nodo 𝐽, en general la latencia dependerá de la capacidad o ancho de banda al 

momento de enviar el mensaje y del protocolo de comunicación [25, p. 472]. Al igual que el tiempo 

de completitud en las tareas, la latencia del mensaje es susceptible a la variabilidad 𝛿𝐿( 𝜇𝐽
𝐼

𝑖). 

En los sistemas de comunicación en tiempo real se define como la calidad de servicio a las 

políticas utilizadas para disminuir los efectos de latencia y aumentar la capacidad del canal. Los 

protocolos de planificación de mensajes se definen en la capa de control de acceso al medio (MAC 

por sus siglas en inglés) [26]. Los protocolos de acceso al medio pueden ser clasificados en tres 

formas: acceso por multiplexado, por acceso aleatorio o por multiplexado estadístico. En las 

comunicaciones inalámbricas el acceso aleatorio al medio es el más utilizado. 

El middleware es el componente de software que permite compartir información entre 

sistemas heterogéneos u homogéneos que se encuentran en una red de computadoras. El 

middleware permite la interacción entre nodos de la red mediante distintos métodos, estos 

pueden ser síncronos, como la llamada de proceso remoto; o asíncronos, como el paso de 

mensajes. Los métodos síncronos, en general, deterioran la respuesta en las comunicaciones de 

tiempo real, ya que dependen del tiempo de ejecución del proceso o tarea remota, sí el proceso 

o tarea remota falla en dar respuesta, también fallará la tarea que invoca. Los métodos asíncronos 

son muy utilizados en las comunicaciones en tiempo real. un ejemplo de ellos es la interacción 

publicador/subscriptor como es el caso de RT-CORBA, TAO y DDS [27]. 

2.4 Trabajos relacionados 

El problema de la fusión de mapas es la alineación de los mapas independientes de los 

robots para crear un único mapa global del entorno, con mayores características que los mapas 

individuales. En [28] proponen un sistema de dos robots, donde la estimación tanto de la pose 

como de los robots como de los puntos de referencia se realiza mediante el filtro extendido de 

Kalman (EKF por sus siglas en inglés). La fusión de mapas comienza procesando la distancia y 

orientación relativa entre los robots, así cuando los dos robots se encuentran dentro del rango de 

detección uno del otro, sucede la fusión. La transformación entre los dos mapas se calcula 

utilizando los parámetros mencionados, sí los mapas creados por los dos robots se superponen, 

se pueden identificar los puntos de referencia duplicados en el mapa fusionado. Una vez que los 

dos mapas se fusionan, los dos robots pueden continuar explorando de forma cooperativa su 
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entorno mientras expresan todas las nuevas medidas con respecto al marco de referencia común, 

es decir, a partir del marco global. Para reducir la complejidad computacional de fusionar dos 

mapas se realiza una búsqueda en un árbol kd. Este trabajo se puede extender para más de dos 

robots. Para este caso se utilizaron sensores laser para determinar las distancias y orientaciones 

de los puntos de referencia, y cámaras de color para detectar a los demás robots. 

En [29] se presenta una propuesta para SLAM distribuido, el cual presenta un algoritmo de 

estimación de estado descentralizado, el cual puede trabajar en redes de robots dinámicas, en el 

mismo se demuestra que el robot solo necesita conocer el estado de vecinos y no de la red en 

general. Por tanto, el algoritmo presenta un buen de rendimiento en diferentes configuraciones 

de conectividad de red, así como la capacidad de escalabilidad. 

2.5 Resumen 

En las secciones anteriores se presentó al sistema multi-robot como un sistema multi-agente 

cooperativo. Un sistema multi-robot es un ejemplo de implementación de un DRTS, ya que es un 

conjunto de sistemas autónomos que están en contacto con el ambiente físico, por tanto, se 

requiere en cada uno de ellos cómputo con capacidades en tiempo real, y son múltiples robots 

comunicados a través de una red de comunicación. 

La aplicación por realizar es la fusión de mapas locales de cada robot, en uno global. Esto se 

logra utilizado la fusión de datos, donde los mapas locales se representan mediante puntos de 

referencia (ver A.B). 
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Capítulo 3. Descripción del algoritmo 

FDIE-C 

El FDIE-C busca la fusión de mapas locales de múltiples robots móviles en uno global, cada robot 

tiene una versión parcial (local) del mapa explorado, conforme avanzan comparten esta 

información con sus pares, y crean un mapa global con mayor precisión y puntos de referencia, 

que los mapas locales. 

El FDIE-C consta de cuatro etapas, en la primera y segunda etapa se realiza la actualización 

de movimiento y de la observación, estos algoritmos se describen en A.A y A.B respectivamente. 

En estos algoritmos se actualiza la estimación del estado debido al movimiento del robot, mientras 

explora el ambiente y la actualización de estado por observación de los puntos de referencia. 

 

Breve descripción en Bayes del movimiento y la observación 

 

𝐹𝐷𝐼𝐸 − 𝐶 (𝐘(𝑘 − 1|𝑘 − 1), 𝒚̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1), 𝒙̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1), 𝒖(𝑘), 𝒛(𝑘))  

1 [𝐘(𝑘|𝑘 − 1), 𝒚̂(𝑘|𝑘 − 1), 𝒙̂(𝑘|𝑘 − 1)] 

= 𝑚𝑜𝑣𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜(𝐘(𝑘 − 1|𝑘 − 1), 𝒚̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1), 𝒙̂(𝑘|𝑘 − 1), 𝒖(𝑘)), 

Algoritmo 
A.1 

2 [𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘), 𝒙̂(𝑘|𝑘)] 

= 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑐𝑖ó𝑛(𝐘(𝑘|𝑘 − 1), 𝒚̂(𝑘|𝑘 − 1), 𝒙̂(𝑘|𝑘 − 1), 𝒛(𝑘)), 

Algoritmo 
A.2 

3 
[𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘)] = 𝐹𝐷𝐼𝐸(𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘)), 

Algoritmo 
3.1 

4 𝐢𝐟 (𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ) ≠ 𝒎𝟎( 𝑘𝐼 − 1))    

5 
      [𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘)] = 𝐹𝐶(𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘), 𝒙̂(𝑘|𝑘)), 

Algoritmo 
3.3 

6 𝐞𝐧𝐝  

return(𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘), 𝒙̂(𝑘|𝑘))  

Algoritmo 3.1 

En la tercera etapa se usa el filtro disperso de información extendida (FDIE por sus siglas), 

el cual es derivado del filtro información extendida (EIF por sus siglas en inglés), con EIF la 
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estimación del estado del robot (posición y mapa del robot) se representa mediante vector y 

matriz de información, esta representación permite que las nuevas observaciones de los robots 

se puedan agregar de manera aditiva. Al dispersar la matriz de información en FIE se puede 

actualizar tanto la posición y mapa locales con una complejidad 𝑂(𝑀) [5] [6]. Este algoritmo se 

presenta a mayor detalle en la siguiente sección  

La cuarta etapa del algoritmo es el filtro de consenso (-C), el cual los robots llegan a un 

consenso de los puntos de referencia, es decir la fusión de los mapas locales en uno global. Al 

tener las estimaciones del estado del robot en su forma de información, la fusión en el robot 𝐼 se 

logra mediante la adición de las estimaciones de los puntos de referencia de los robot vecinos 

(𝑁(𝐼)) [30, p. 501], este algoritmo tiene una complejidad 𝑂(𝑁(𝐼)𝑀) en cada nodo de la red de 

robots. El filtro de consenso es utilizado en redes de sensores, permite que la fusión de las 

estimaciones del estado de la red de sensores se pueda realizar de manera escalable, es decir, se 

pueden añadir nodos a la red conforme se realizan las estimaciones locales. También, con este 

filtro se logra la convergencia en la fusión de las estimaciones, aun cuando se presentan cambios 

en la topología y retrasos en la red [31]. 

3.1 Filtro disperso de información extendida 

El objetivo del FDIE es obtener una matriz de información dispersa, para lograr que la actualización 

de la estimación de estado se realice en tiempo lineal 𝑂(𝑀) , respecto al número de puntos de 

referencia, en lugar de un tiempo cuadrático 𝑂(𝑀2) comoen EKF. Para ello, se requiere eliminar 

relaciones dependencia condicional entre el estado del robot (𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎+( 𝑘𝐼 )) y aquellos 

puntos pasivos  pasivos 𝒎−( 𝑘𝐼 ), es decir puntos que ya han sido observados antes de 𝑘𝐼  , para 

realizarlo de forma secuencial, se elimina la dependencia de aquellos puntos que pasan de activos 

a ser pasivos 𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ), estos puntos en el futuro próximo pasan a formar parte de los puntos 

pasivos 𝒎−( 𝑘𝐼 ). Es decir: 

 𝒎𝟎( 𝑘𝐼 + 𝐾) 𝜖 𝒎−( 𝑘𝐼 ), 𝐾 > 0, (3.1) 

El procedimiento mostrado en los siguientes párrafos es similar al que se encuentra en 

modelos de redes probabilísticas  [32]. Para iniciar se define la siguiente notación: 

 𝒎( 𝑘𝐼 ) = 𝒎+( 𝑘𝐼 ) ∪ 𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ) ∪ 𝒎−( 𝑘𝐼 ). (3.2) 

En (3.2) los puntos de referencia 𝒎( 𝑘𝐼 ) son la unión de los puntos activos 𝒎+( 𝑘𝐼 ), activos 

a pasivos 𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ) y pasivos  𝒎−( 𝑘𝐼 ) en el instante 𝑘𝐼 ; utilizando el hecho que el filtro de 
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información extendido es un filtro de Bayes en un modelo oculto de Markov [5]. Se tiene lo 

siguiente. 

 𝑝 (𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎( 𝑘𝐼 )) = 𝑝(𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎+( 𝑘𝐼 ),𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ),𝒎−( 𝑘𝐼 )). (3.3) 

El primer paso es aplicar el teorema de Bayes en (3.3). 

𝑝 (𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎( 𝑘𝐼 )) = 𝑝(𝒓𝐼( 𝑘𝐼 )|𝒎+( 𝑘𝐼 ),𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ),𝒎−( 𝑘𝐼 )) 𝑝(𝒎+( 𝑘𝐼 ),𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ),𝒎−( 𝑘𝐼 ))  (3.4) 

Para eliminar las dependencias condicionales con 𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ) en (3.4), se puede realizar una 

marginalización de 𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ), con ello la información de estos puntos de referencia se almacena 

en las demás variables. 

 
𝑝 (𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎( 𝑘𝐼 )) ≈ ∫𝑝 (𝑟( 𝑘𝐼 ),𝒎+( 𝑘𝐼 ),𝒎𝟎( 𝑘𝐼 ),𝒎−( 𝑘𝐼 ))  𝑑𝒎𝟎, 

𝑝 (𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎( 𝑘𝐼 )) ≃ 𝑝(𝒓𝐼( 𝑘𝐼 )|𝒎+( 𝑘𝐼 ), 𝒎−( 𝑘𝐼 ))𝑝(𝒎+( 𝑘𝐼 ), 𝒎−( 𝑘𝐼 )). 

(3.5) 

Para simplificar aún más (3.5) podemos hacer el mismo procedimiento para los puntos 

pasivos, sin embargo, esto, ya se ha realizado en instantes menores a 𝑘𝐼 , como lo describe (3.1). 

Por lo tanto, podemos asignarle a esta variable cualquier valor. 

𝑝 (𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎( 𝑘𝐼 )) ≃ 𝑝(𝒓𝐼( 𝑘𝐼 )|𝒎+( 𝑘𝐼 ),𝒎−( 𝑘𝐼 ) = 𝟎)𝑝 (𝒎+( 𝑘𝐼 ), 𝒎−( 𝑘𝐼 )). (3.6) 

Para realizar un menor número de operaciones, como se demostrará más adelante, se 

utiliza de nuevo el teorema de Bayes, en el primer término del lado derecho (3.6).  

𝑝 (𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎( 𝑘𝐼 )) ≃
𝑝(𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎+( 𝑘𝐼 )|𝒎−( 𝑘𝐼 ) = 𝟎)

𝑝(𝒎+( 𝑘𝐼 )|𝒎−( 𝑘𝐼 ) = 𝟎)
𝑝 (𝒎+( 𝑘𝐼 ),𝒎−( 𝑘𝐼 )). 

(3.7) 

Cada uno de los tres términos del lado derecho representa el estado del robot mediante 

una distribución de probabilidad Gaussiana, esta distribución se define con los vectores y matriz 

de información [33]. 

𝑝(𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ), 𝒎+( 𝑘𝐼 )|𝒎−( 𝑘𝐼 ) = 𝟎) → 

𝒚̂1(𝑘|𝑘) = 𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚+] − 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚+][𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚0][𝑚0]}−𝟏𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑚𝟎], 

𝐘1(𝑘|𝑘) = 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚+][𝑟𝑚+]

− 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚+][𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚0][𝑚0]}−𝟏𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚0][𝑟𝑚+], 

(3.8) 

𝑝(𝒎+( 𝑘𝐼 )|𝒎−( 𝑘𝐼 ) = 𝟎)  → 

𝒚̂2(𝑘|𝑘) = 𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑚+] − 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+][𝑟𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚𝟎], 

𝐘2(𝑘|𝑘) = 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+][𝑚+]

− 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+][𝑟𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑚+], 

(3.9) 

𝑝 (𝒎+( 𝑘𝐼 ),𝒎−( 𝑘𝐼 ))  → (3.10) 
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𝒚̂3(𝑘|𝑘) = 𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑚+𝑚−]

− 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+𝑚−][𝑟𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚𝟎], 

𝐘3(𝑘|𝑘)

= 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+𝑚−][𝑚+𝑚−]

− 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+𝑚−][𝒓𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑚+𝑚−]. 

Dado que, La razón de descomponer el primer término del lado derecho de (3.6) como se 

muestra en (3.7), se debe a que la inversión de matriz es un proceso de cómputo con una 

complejidad cúbica, y como en general la cardinalidad de los puntos pasivos es mayor a la cantidad 

puntos activos, puntos de activos a pasivos y de pose de los robots 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝒎+) < 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝒎−),

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝒎𝟎) < 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝒎−), 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝒓𝐼) < 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝒎−), es preferente realizar la inversión de matrices 

con dimensiones menores como en {𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏 y {𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚0][𝑚0]}−𝟏, además 

{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏 se repite en dos operaciones, por tanto, ya no es necesario calcularlo 

nuevamente. 

[𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘)] = 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑒𝑟𝑠𝑖𝑜𝑛(𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘))  

1 𝒚̂1(𝑘|𝑘) = 𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚+] − 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚+][𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚0][𝑚0]}−𝟏𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑚𝟎], 

𝐘1(𝑘|𝑘) = 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚+][𝑟𝑚+] −
𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚+][𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚0][𝑚0]}−𝟏𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚0][𝑟𝑚+]. 

(3.8) 

2 𝒚̂2(𝑘|𝑘) = 𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑚+]

− 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+][𝑟𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚𝟎], 

𝐘2(𝑘|𝑘) = 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+][𝑚+]

− 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+][𝒓𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑚+], 

(3.9) 

3 𝒚̂3(𝑘|𝑘) = 𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑚+𝑚−]

− 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+𝑚−][𝑟𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏𝒚̂(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚𝟎], 

𝐘3(𝑘|𝑘) = 
𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+𝑚−][𝑚+𝑚−]

− 𝐘(𝑘|𝑘)[𝑚+𝑚−][𝒓𝑚0]{𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑟𝑚0]}−𝟏𝐘(𝑘|𝑘)[𝑟𝑚0][𝑚+𝑚−], 

(3.10) 

4 𝒚̂(𝑘|𝑘) = 𝒚̂1(𝑘|𝑘) − 𝒚̂2(𝑘|𝑘) + [𝒚̂3(𝑘|𝑘)], 
𝐘(𝑘|𝑘) = 𝐘1(𝑘|𝑘) − 𝐘2(𝑘|𝑘) + 𝐘3(𝑘|𝑘), 

 

 return(𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘)).  

Algoritmo 3.2 

3.2 Filtro de consenso 

Los algoritmos de consenso son métodos distribuidos para que un conjunto de agentes acuerde 

en un específico estado consensado 𝜉. En el filtro de conseso cada agente 𝐼 intercambia 
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información con los agentes de su vecindario 𝑁(𝐼), conforme pasa el tiempo, los agentes llegan a 

un acuerdo o consenso. En control cooperativo el consenso es usado para la coordinación y 

formación en sistemas multi agente [34].  

Para poder representar el algoritmo de consenso se utiliza teoría de grafos [35, pp. 14-33]. 

En cualquier instante de tiempo 𝑘, la topología de las comunicaciones entre los agentes se puede 

describir por un grafo 𝐺(𝑡) = 𝐺(𝑉, 𝐸(𝑘)), donde los nodos 𝑉 = {1,  … ,  𝑁} representan cada uno 

de los agentes y las aristas 𝐸(𝑘) son los enlaces de comunicación entre dos nodos. El protocolo 

de consenso promedio se representa mediante un sistema dinámico de primer orden 

 𝝃𝐼 ( 𝑘𝐼 ) = 𝝃𝐼 ( 𝑘𝐼 − 1) − κ ∑ ( 𝝃( 𝑘 − 1𝐼 )𝐼 − 𝝃
𝐽

( 𝑘 − 1𝐼 )) .

𝐽 𝜖 𝑁(𝐽)

 (3.11) 

Este protocolo busca el consenso o acuerdo entre los agentes, tal que: 
 lim

𝑘𝐼 → ∞
|| 𝝃𝐼 ( 𝑘𝐼 ) − 𝝃𝐼 ( 𝑘𝐼 − 1)|| = 0,     ∀ 𝐼, 𝐽 𝜖 𝑉. 

(3.12) 

Con las características anteriores el sistema descrito por (3.11) tiene la siguiente 
representación. 
 𝝃𝐼 ( 𝑘𝐼 ) = (𝑰 − 𝜅𝑳(𝐺)) 𝝃𝐼 (𝑘 − 1). (3.13) 

En (3.13) 𝑳(𝐺) es el laplaciano de la red de interacción (comunicación directa) entre los 

agentes. Con lo anterior es posible definir el comportamiento del sistema dinámico global. Para 

alcanzar la condición (3.12), el laplaciano de 𝐺, debe tener las siguientes caracteristicas: 

Todos los eigenvalores de (𝑰 − 𝜅𝑳(𝐺)) son no negativos 𝜆𝑠 ≤ 1,  es decir, la red esta 

conectada.  

Solo existe un eigenvalor λ1 = 1 con eigenvector derecho 𝒗1 = 𝟏 = [1,1, …1] 𝜖 ℝ𝑚, e 

izquierdo 𝒖1 = 𝟏/𝑚 

Para que las condiciones anteriores sucedan el valor de 𝜅 debe encontrarse en el siguiente 

rango 𝜅 𝜖 [0, 1/Δ], donde Δ se define como el grado máximo de un nodo en la red; 

Entonces la ecuación se puede representar como  

𝝃𝐼 (𝑘) = (𝜆1
𝑘𝒖1𝒗1

𝑇 + 𝜆2
𝑘𝒖2𝒗2

𝑇 …+ 𝜆𝑛
𝑘𝒖𝑛𝒗𝑛

𝑇) 𝝃𝐼 (0)  

Donde 𝝃𝐼 (0) son las condiciones iniciales de los agentes, 𝒖𝑠 y 𝒗𝑠 son los eigenvectores 

izquierdo y derecho respectivamente de cada eigenvalor λ𝑠. Dado que λ𝑖 < λ𝑗 para  ∀ 1 ≤ 𝑖 < 𝑗, 

entonces la ecuación (3.13) en tiempo infinito: 

 lim
𝑘→∞

𝝃𝐼 (𝑘) = lim
𝑡→∞

(𝜆1
𝑘𝒖1𝒗1

𝑇 + 𝜆2
𝑘𝒖2𝒗2

𝑇 …+ 𝜆𝑛
𝑘𝒖𝑛𝒗𝑛

𝑇) 𝝃𝐼 (0).      

lim
t→∞

𝝃𝐼 (𝑘) = 𝒖1𝒗1
𝑇 𝝃𝐼 (0) =

𝟏

𝑚
(𝟏𝑇 𝝃𝐼 (0)) =

1

𝑚
∑ 𝝃𝐼 (0)

𝐼 𝜖 𝑉

. 

(3.14) 

El término del lado derecho es el valor promedio de las condiciones iniciales de cada uno 

de los agentes. De este modo se obtiene el consenso descrito por (3.11).  La rapidez del consenso 
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dependerá en general del segundo eigenvalor del Laplaciano de 𝐺 [35]. La robustez a retardos en 

el tiempo y cambio en la topología en la red dependerán del parámetro de 𝜅, en [36] se propone 

𝜅 =
1

𝑁(𝐽)+1
, con este valor la ecuación (3.11), se puede expresar de forma más sencilla como. 

𝝃𝐼 ( 𝑘𝐼 ) =
1

𝑁(𝐽) + 1
( 𝝃𝐼 ( 𝑘𝐼 − 1) + ∑ 𝝃𝐽 ( 𝑘 − 1𝐼 )

𝐽 𝜖 𝑁(𝐽)

). 

(3.15) 

 En el caso de la fusión de los mapas el estado de consenso 𝝃𝐼 , son el vector de información 

y matriz de información de cada nodo 𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘). 

 
 [𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘)] =𝑓𝑢𝑠𝑖ó𝑛(𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘), 𝒙̂(𝑘|𝑘)),  

1 

𝒚̂(𝑘|𝑘)𝐼 =
1

𝑁(𝐽) + 1
( 𝒚̂(𝑘|𝑘)𝐼 + ∑ 𝒚̂(𝑘|𝑘)𝐽

𝐽 𝜖 𝑁(𝐼)

). 

(3.15) 

2 

𝐘(𝑘|𝑘)𝐼 =
1

𝑁(𝐽) + 1
( 𝐘(𝑘|𝑘)𝐼 + ∑ 𝐘(𝑘|𝑘)𝐽

𝐽 𝜖 𝑁(𝐼)

), 

(3.15) 

 
 return(𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘)).  

Algoritmo 3.3 
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Capítulo 4. Implementación y resultados 

Para la implementación se simularon cuatro robots, similar a un espacio de oficina como se 

muestra en la Figura 4.1. El código se desarrolló en Octave/Matlab con el objetivo de reutilizar 

este código en robots físicos con el uso de frameworks o middleware enfocados a robots móviles, 

como son ROS, Octave o Microsoft Robotic Studio. 

 

Figura 4.1 Espacio de Simulación 

El espacio de simulación está basado en el pasillo cercano al Laboratorio de Control del 

edificio del IIMAS, se modela un tramo de 1050 [cm] de largo por 200 [cm] de ancho, se colocaron 

dos obstáculos como se observa a la izquierda y derecha de la Figura 4.1. El sistema de 

coordenadas el mismo para todos los robots y el origen es la esquina inferior izquierda. 

En cada uno de los robots se simulan acciones, observaciones, estimaciones de estado, 

fusión de mapas. Cada robot se modela como un robot diferencial con 35 [cm] de diámetro, 

pueden alcanzar una velocidad máxima de 100 [cm/s]. El sensor modelado es un láser que puede 

medir un rango entre 50 [cm] y 500 [cm] con una resolución de 0.5 [cm], tiene una apertura de 

120 [°] con una resolución de 1 [°].  El estado del robot 𝐼 está definido por la pose del mismo, 

posición (𝑋𝐼  [𝑐𝑚], 𝑌𝐼[𝑐𝑚]) y orientación (𝜃𝐼[𝑟𝑎𝑑]), y 16 posiciones de los puntos del mapa 
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(𝑋𝑃 [𝑐𝑚], 𝑌𝑃[𝑐𝑚]) dando un total de 19 variables de estado. Los robots inician la simulación  

conociendo su pose inicial y final. La matriz de información se inicializa con valores cercanos a cero 

en el mapa y valores superiores a cero, respecto a la pose, debido a que se conoce con certeza 

desde el inicio; de manera similar el vector de información se inicializa en cero en sección del 

mapa. 

Dado que cada robot tiene su propio estado, su pose y un mapa local, por separado se 

almacenan el mapa fusionado, que se actualiza con la información propia y de los robots vecinos. 

En condiciones ideales con una red de comunicación siempre conectada se espera que todos los 

mapas sean idénticos, es decir, la fusión por consenso distribuido se comporta como una fusión 

por consenso centralizado.  

Respecto a la simulación de las comunicaciones, la topología de la red varía en cada instante 

de manera aleatoria, eliminado en cada instante del tiempo distintos enlaces de la red. Los 

eventos de comunicación entre los robots para compartir información en el consenso suceden 

cuando se cambian el conjunto de puntos de activo a pasivo, es decir, cuando sucede un cambio 

significativo en el vector información y la matriz de información.  

En los siguientes apartados se definen las tareas a realizar por cada robot, así como su 

prioridad, dependencia, periodicidad y complejidad del algoritmo. Posteriormente presentan los 

resultados de la simulación con ciertas condiciones específicas. 

4.1 Planificación de tareas en tiempo real 

Con el algoritmo FDIE-C se cubre el apartado de la fusión de mapas. Para definir cómo se resuelve 

dicho algoritmo en tiempo es necesario definir las tareas, estas se pueden resumir en dos 

actividades principales 

• Navegación autónoma 

• Fusión de modelos 

La navegación autónoma es local, es decir cada nodo (robot), tiene la capacidad de 

exploración, evasión de obstáculos, y percepción del mundo. Mientras que la fusión de modelos 

es distribuida, para obtenerla es necesario que cada robot estime su estado y lo comparta con los 

demás nodos. 
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Actividad Tarea Prioridad Dependencia Periodicidad Complejidad 

Navegación 
Autónoma 

Planeación de 
movimiento 
para evasión de 
obstáculos 

1 Extracción de 
puntos de 
referencia 

Periódica 𝑂(1) 

Navegación 
Autónoma 

Extracción de 
puntos de 
referencia 

2   Periódica 𝑂(𝑁𝑜𝑏𝑠 ln𝑁𝑜𝑏𝑠) 

Fusión de 
modelos 

Estimación 
local  

3 Extracción de 
puntos de 
referencia 

Periódica 𝑂(𝑀) 

Fusión de 
modelos 

Consenso 4 Estimación local No 
periódica 

 

4.2 Resultados 

Se definieron condiciones específicas de la simulación, con el objetivo de observar que la fusión 

de mapas mediante consenso es robusta a pesar de estas condiciones. El robot en rojo (ver Figura 

4.2 Simulación en instante t = 0[s]

Figura 

4.2) tiene una velocidad superior a los demás, con ello se espera que la información de su estado 

disminuya, además en un lapso de la simulación (6.80[s]-9.40[s]), no observa ningún punto del 

mapa, por tanto, la actualización de la medición no aumenta su información. El robot naranja ver 

Figura 4.2 Simulación en instante t = 0[s]
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Figura 

4.2) tiene una trayectoria, que le permite ver en casi toda la duración de la simulación observar 

los mismos puntos del mapa. Los robots azul y morado tienen trayectorias que casi no presentan 

periodos donde los robots no observen algún punto de referencia, además que pueden contener 

mapas locales similares. Cada uno de los puntos se inicializa con un valor de covarianza de 100 

[cm2], este valor indica que se tiene al principio de la simulación una incertidumbre de 10 [cm], sí 

lo comparamos con el diámetro del robot (35 [cm]), este valor se elijío experimentalmente, ya que 

en la teoría este valor debe ser inifinito, sin embargo al invertir este valor numéricamente no tiene 

significado, si el valor valor de covarianza de 100 [cm2] si se invierte, en la matriz de información 

da un valor inicial de 0.01 [cm-2], con este valor los cálculos al inicial la simulación no se ven 

afectados. 

Con las condiciones mencionadas anteriormente se desea observar el aumento del mapa 

del robot amarillo, a pesar de que el robot observa únicamente una región con pocos puntos del 

mapa, en la fusión de mapas obtenga información de otros puntos de mapa. Se espera que la 

matriz de información del robot rojo tenga valores más cercanos a cero, debido a incertidumbre 

generada por su rápido desplazamiento, además de no actualizar su matriz de información al no 

observar algún punto del mapa en un lapso considerable. Se espera que el consenso ayude a 

incrementar la información de su mapa fusionado. 

En la Figura 4.2 se muestran las poses iniciales de los robots, rojo, morado, azul y naranja, 

así como los primeros puntos observados en ese instante. En la Figura 4.3 se presentan las poses 

finales de los mismos.  
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Figura 4.2 Simulación en instante t = 0[s]

 

Figura 4.3 Simulación en instante t = 20[s] 

En la Figura 4.4 se observa tanto los mapas locales de cada robot, como los mapas 

fusionados por el consenso, se puede apreciar que en cada uno de ellos tiene un offset en la 

posición, sin embargo, en general conservan la forma del mapa, como se observa en el obstáculo 

derecho (puntos 9, 10, 11 y 12). Para entender el problema se utilizan las gráficas de la evolución 

de la fusión de los mapas, es decir, la evolución del consenso (Figura 4.5 y Figura 4.6). 
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Figura 4.4 Mapas locales y mapas globales de cada uno de los robots de la red 

Para la presentación de la evolución del consenso de algunos puntos específicos del mapa, 

se utiliza la estimación del vector de estados y la matriz de covarianza, en lugar del vector de 

información y la matriz de información, debido a que estos últimos no tienen representan una 

variable física del mundo, en este caso los puntos de referencia. Los puntos elegidos son los 

numerados 7, 11 y 12. El punto 7 corresponde a una esquina en la parte superior central del pasillo, 

se elige este punto ya que los robots rojo y naranja jamás los observan, pero a través de la fusión 

de la información de los mapas, lo adquieren. Los puntos 11 y 12 son parte del obstáculo derecho 

el punto 12 es observado por todos los robots, mientras que el punto 11 es solo observado por el 

robot naranja. 

En la Figura 4.5 se observa en cada color de los robots la evolución del consenso valor real 

del punto de referencia dibujado en verde. Del lado izquierdo se muestran los valores del consenso 

en la coordenada X, en el lado derecho se muestran los valores en la coordenada Y. Se puede 

observar que en general ninguno de los valores alcanza el valor correcto, sin embargo, casi todos 

los valores alcanzan asintóticamente un valor similar, cada uno tiene un error de estado estable 

[37, pp. 161-162].  
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Figura 4.5 Evolución de consenso en la estimación de los puntos 7, 11 y 12 

 

Figura 4.6 Evolución de consenso en la covarianza de los puntos 7, 11 y 12 

Un comportamiento similar es observado en la Figura 4.6 en este caso, como ya se 

mencionó anteriormente, se busca que la covarianza de los puntos se acerque lo más posible a 

cero, debido a que conforme se explora el mapa se obtiene más información. También se puede 

apreciar que la covarianza varía mucho al inicio de la simulación, esto se debe, a que los puntos 

no siempre son observados de manera ininterrumpida por el robot, como es el caso del punto 7, 

para los robots azul y morado, esto puede ser consecuencia de un desplazamiento rápido del robot 
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y/o errores en la extracción del punto de referencia. Los puntos 11 y 12 son observados más 

detenidamente por el robot naranja debido a su baja velocidad y por tanto el valor de la covarianza 

en ambos puntos desciende más rápidamente. 
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Capítulo 5. Conclusiones 

En esta tesis se presenta la coordinación en tiempo real de un conjunto de robots móviles, 

conectados a través de una red de comunicaciones. Este capítulo resume las metas más 

significativas alcanzadas en el trabajo, además de algunas sugerencias de trabajo futuro. 

5.1 Logros 

La motivación de este trabajo se debe a un incremento de la presencia de robots móviles 

autónomos en distintos aspectos de la vida humana, es decir, que son sistemas de cómputo con 

capacidades de observación, actuación y comunicación inmersos en el mundo físico. Al tener un 

conjunto de robots es necesario considerar la coordinación entre ellos, para que la ejecución de 

tareas asignadas se realice de manera segura, tanto para el sistema robótico, como para los 

usuarios en contacto con el mismo. Por la misma razón, es necesario que estos sistemas cumplan 

con las restricciones en su tiempo de respuesta, es decir, que su respuesta tiene que ser 

determinística, tanto en los objetivos de las tareas, como en tiempo.  

Uno de logros importantes a destacar es la conjunción de algoritmos de baja complejidad 

ya que esto es útil para cumplir con el tiempo real. En la planeación de movimientos se utilizan 

potenciales artificiales, que se pueden computar en tiempo constante. La extracción de los puntos 

de interés mediante el algoritmo de división y fusión (Split and merge en inglés [38]) que se puede 

lograr en tiempo 𝑂(𝑁𝑜𝑏𝑠 ln𝑁𝑜𝑏𝑠).  

El filtro para de estimación de estado se basa en modelos probabilísticos basados en grafos, 

este tipo de algoritmos son muy utilizados para reducir el número de variables de estado, 

mediante la eliminación por dependencia condicional, con ello ayuda a reducir la cantidad de 

espacio de memoria, así como el tiempo de respuesta del filtro. 

El filtro de consenso demostró ser estable a las variaciones de la topología de la red y 

retrasos en la misma, estos últimos son consecuencia de la no periodicidad al compartir 

información entre los robots. Los valores fusionados por el consenso son estables, sin embargo, 

no alcanzan el valor real, tienen un error de estado estable, se ha demostrado en [4], que es 

posible agregar un integrador al filtro de consenso para corregir este error, además el filtro se 
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vuelve robusto a las variaciones rápidas de los valores de la estimación y la varianza, como se 

observan en las Figura 4.5 y Figura 4.6 

5.2 Trabajo a futuro 

En este trabajo se enfocó el problema de la coordinación para la generación de mapa colectivo, es 

decir, fusionar la información individual en una global con mayores propiedades que las locales. 

Es decir, el enfoque fue crear una red robótica de información. Otro enfoque es de la coordinación 

de una red de robots para acciones, es decir un control colectivo, por ejemplo, mantener una 

formación de una cuadrilla o paralelizar tareas de manufactura en una fábrica, tanto para 

aumentar la producción o las características de algún producto. 

Cuando los robots trabajan en ambiente en un ambiente sin el conocimiento del número 

de puntos de referencia, es decir, que el número de variables de estado cambiará conforme se 

explora el mundo. Para mantener estas variables almacenadas en los equipos de cómputo, es 

necesario plantear el problema asociado al manejo de memoria dinámica, esto afecta al 

determinismo temporal en la tarea de actualización del estado. En el caso del control cooperativo  

las variables de estado del sistema se incrementan debido a que se requiere controlar 

simultáneamente las poses, velocidades y fuerzas de cada robot. Por tanto, es importante 

considerar el manejo de memoria dinámica en tiempo real. 

Desde el punto de vista de las comunicaciones en la coordinación de robots en tiempo real, 

un tema interesante a abordar es el de redes sin infraestructura, es decir, una red dinámica de 

robots [29]. Esto trae consigo distintos problemas asociados, como es la mayor cantidad de tráfico 

en la red, para conocer la topología de esta y, por tanto, es necesario considerar que cada nodo 

debe asignar tiempo de cómputo para cumplir con esta tarea, lo cual puede degradar el tiempo 

real del mismo. Por otro lado, los algoritmos de coordinación deben ser robustos al cambio en las 

variables de estado del sistema global. 
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A. Anexos 

En los anexos siguientes se detalla el marco teórico para la localización y mapeo de cada robot 

utilizando el modelo cinemático de los robots, la planificación y control de estos, mediante 

potenciales artificiales.  

A.A. Actualización de movimiento 

Para definir el modelo cinemático del robot Qbot2 se utiliza la Figura A.1, en la cual se 

representa en sistema de referencia global {𝑊} y un sistema de referencia acoplado al i-ésimo 

robot {𝐼}. Como se observa en la figura  

 

Figura A.1 Sistemas de referencia global {𝑾} y local del i-ésimo robot {𝑰} 

El estado de i-ésimo robot se compone de la pose del robot 𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ) y los puntos de 

referencia del que el robot va observando 𝒎( 𝑘𝐼 ) hasta el momento 𝑘𝐼 , la pose comprende la 

posición en 𝑋𝐼, 𝑌𝐼 y la orientación 𝜃𝐼 del robot. El mapa 𝒎𝑃( 𝑘𝐼 ) son el conjunto de puntos de 

referencia 𝑃 (𝑋𝑃 , 𝑌𝑝) que el robot ha observado desde 𝑘𝐼 = 0 hasta el instante 𝑘𝐼 .  
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𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ) = [

𝑋𝐼( 𝑘𝐼 )

𝑌𝐼( 𝑘𝐼 )

𝜃𝐼( 𝑘𝐼 )

] , 𝒎( 𝑘𝐼 ) =   [

⋮
𝑋𝑃( 𝑘𝐼 )

𝑌𝑃( 𝑘𝐼 )

⋮

] 

  

Así el estado del robot i-ésimo se define en (A.1) 

 
𝒙𝐼( 𝑘𝐼 ) = [

𝒓𝐼( 𝑘𝐼 )

𝒎( 𝑘𝐼 )
] 

(A.1) 

El modelo por odometría, Figura A.2, es utilizado para expresar la función de transición de 

la pose del i-ésimo robot. 

 

Figura A.2 Odometría para localización 

 𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ) = 𝒇 (𝒓𝐼( 𝑘 − 1𝐼 ), 𝒖𝐼 ( 𝑘 − 1𝐼 )) 

𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ) =

[
 
 
 
 𝑋𝐼( 𝑘𝐼 − 1) + Δ𝑑𝐼 ( 𝑘𝐼 ) cos (𝜃𝐼( 𝑘𝐼 − 1))

𝑌𝐼( 𝑘 − 1𝐼 ) + Δ𝑑𝐼 ( 𝑘𝐼 ) sin (𝜃𝐼( 𝑘𝐼 − 1))

𝜃𝐼( 𝑘𝐼 − 1) + Δ𝜃𝐼
𝐼 ( 𝑘𝐼 ) ]

 
 
 
 

 

𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ) = 𝒓𝐼( 𝑘 − 1𝐼 ) + 𝒈(𝒓𝐼( 𝑘 − 1𝐼 )) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 ) 

𝒈(𝒓𝐼( 𝑘 − 1𝐼 )) = [

cos (𝜃𝐼( 𝑘𝐼 − 1)) 0

sin (𝜃𝐼( 𝑘𝐼 − 1)) 0

0 1

] 

(A.2) 

Dado quelos valores dela entrada 𝒖𝐼 (𝑘),  Δ𝑑𝐼 (𝑘) y Δ𝜃𝐼 (𝑘) son suceptibles a errores 

δ𝑑𝐼 (𝑘), 𝛿𝜃𝐼 (𝑘), por tanto, el modelo (A.2) discreto es el siguiente: 

 𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ) = 𝒇 (𝒓𝐼( 𝑘𝐼 − 1), 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 ) + 𝛿𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )) 

𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ) = 𝒓𝐼( 𝑘 − 1𝐼 ) + 𝒈 (𝒓𝐼( 𝑘 − 1𝐼 )) { 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 ) + 𝛿𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )} 

(A.3) 

En (A.3) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 ) = [ Δ𝑑𝐼 ( 𝑘𝐼 ), Δ𝜃𝐼 ( 𝑘𝐼 )]
𝑇

 y  𝛿𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 ) = [ δ𝑑𝐼 ( 𝑘𝐼 ), 𝛿𝜃𝐼 ( 𝑘𝐼 )]
𝑇

. 

También la determinación del mapa es susceptible a errores 𝛿𝒎( 𝑘𝐼 ), así, el vector de estados 

tendrá la siguiente forma 
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𝒙𝐼( 𝑘𝐼 ) = [

𝒓𝐼( 𝑘 − 1𝐼 ) + 𝒈(𝒓𝐼( 𝑘 − 1𝐼 )) { 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 ) + 𝛿𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )}

𝒎( 𝑘𝐼 ) + 𝛿𝒎( 𝑘𝐼 )
] 

(A.4) 

De (A.4) se obtiene la estimación del vector de estado, para ello se utiliza las suposiciones 

del filtro de Kalman. 

 
𝒙𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) = [

𝒓̂𝐼 ( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 − 1)

𝒎̂ ( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼
)
] 

𝒙𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) = [
𝒓̂𝐼 ( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼

) + 𝒈(𝒓̂𝐼 ( 𝑘 − 1| 𝑘 − 1𝐼𝐼
)) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )

𝒎̂ ( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘𝐼 − 1)

] 

(A.5) 

La matriz de covarianza, así como su predicción se define como  

 
𝑷I( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ) = 𝐸 [(𝑥𝑰( 𝑘𝐼 ) − 𝑥𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ))

2
] 

𝑷𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )

= 𝒙( 𝑘𝐼 ),𝒙( 𝑘𝐼 −1) 𝑷𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) 𝒙( 𝑘𝐼 )
𝑇
,𝒙( 𝑘𝐼 −1)

+ 𝒙( 𝑘𝐼 ),𝒖( 𝑘𝐼 −1) 𝛿𝑼 𝒙( 𝑘𝐼 )
𝑇
,𝒖( 𝑘𝐼 −1) 

(A.6) 

Las matrices jacobianas en (A.6) se definen a manera de bloques en (A.7). 

 
𝒙( 𝑘𝐼 ),𝒙( 𝑘𝐼 −1) = [

𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒓( 𝑘𝐼 −1) 𝟎

𝟎 𝒎( 𝑘𝐼 ),𝒎( 𝑘𝐼 −1)

] 

𝒙( 𝑘𝐼 ),𝒖( 𝑘𝐼 ) = [
𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒖( 𝑘𝐼 ) 𝟎

𝟎 𝟎
]  

𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒓( 𝑘𝐼 −1) = [

1 0 − Δ𝑑𝐼 ( 𝑘𝐼 ) sin (𝜃𝐼( 𝑘𝐼 − 1))

0 1 Δ𝑑𝐼 ( 𝑘𝐼 ) cos (𝜃𝐼( 𝑘𝐼 − 1))

0 0 1

] 

𝒎( 𝑘𝐼 ),𝒎( 𝑘𝐼 −1) = 𝑰 

𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒖( 𝑘𝐼 ) =  𝒈 (𝒓̂𝐼( 𝑘 − 1| 𝑘 − 1𝐼𝐼 )) 

(A.7) 

Por último se calcula matriz de información (A.8), la cual es el inverso de la matriz de 

covarianza, se obtiene a partir de las matrices jacobianas (A.7), junto la simetría de la matriz y la 

dispersión de la misma, permite realizar la actualización de los valores en tiempo lineal [39, p. 

396].  

 𝒀𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ) = {𝚺𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 )}
−1
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𝒀𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) = [
𝜶 𝜷

𝜷𝑇 𝜸
] 

𝜶 = 𝒀𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )[𝑟][𝑟] 

𝜷 = 𝒀𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )[𝑟][𝑚] 

𝜸 = 𝒀𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )[𝑚][𝑚] 

𝑨 =  {𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒓( 𝑘𝐼 −1) }
−𝑇

𝜶 {𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒓( 𝑘𝐼 −1) }
−1

 

𝑩 = {{{𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒖( 𝑘𝐼 ) } 𝛿𝑼 {𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒖( 𝑘𝐼 ) }
𝑇
}

−1

+ 𝑨}

−1

 

𝑪 = {𝒓( 𝑘𝐼 ),𝒓( 𝑘𝐼 −1) }
−𝑇

 𝜷 

𝑫 = 𝜸 

𝒀𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) = [
𝜶 𝜷

𝜷𝑇 𝜸
] + [

𝑨 − 𝜶 𝑪 − 𝜷

𝑪𝑇 − 𝜷𝑇 𝟎
] − [

𝑨𝑩𝑨 𝑨𝑩𝑪
𝑪𝑇𝑩𝑨 𝑪𝑇𝑩𝑪

] 

 
𝒀𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) = 𝒀𝐼( 𝑘𝐼 − 1| 𝑘 − 1𝐼 ) + [

𝑨 − 𝜶 𝑪 − 𝜷

𝑪𝑇 − 𝜷𝑇 𝟎
]

− [
𝑨𝑩𝑨 𝑨𝑩𝑪
𝑪𝑇𝑩𝑨 𝑪𝑇𝑩𝑪

] 

(A.8) 

El desarrollo del vector de información se presenta en las siguientes líneas 

 𝒚̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ) = 𝒀𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 )𝒙̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ) 

𝒚̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) = 𝒀𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 − 1)𝒙̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 − 1) 

𝒚̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )

= 𝒀𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) [
𝒓̂𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) + 𝒈(𝒓̂𝐼( 𝑘 − 1| 𝑘 − 1𝐼𝐼 )) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )

𝒎̂( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘𝐼 − 1)
] 

𝒚̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) = 𝒀𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 − 1) {𝒙̂𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )

+ [𝒈(𝒓̂𝐼( 𝑘 − 1| 𝑘 − 1𝐼𝐼 )) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )

𝟎
]} 

Utilizando el resultado de (A.8) en la ecuación anterior se tiene 

 𝒚̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) = 𝒀𝐼( 𝑘𝐼 − 1| 𝑘 − 1𝐼 )𝒙𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )

+ {[
𝑨 − 𝜶 𝑪 − 𝜷

𝑪𝑇 − 𝜷𝑇 𝟎
] − [

𝑨𝑩𝑨 𝑨𝑩𝑪
𝑪𝑇𝑩𝑨 𝑪𝑇𝑩𝑪

]} 𝒙𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )

+ 𝒀𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 − 1) [
𝒈 (𝒓̂𝐼( 𝑘 − 1| 𝑘 − 1𝐼𝐼 )) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )

𝟎
] 
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 𝒚̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ) = 𝒚̂𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )

+ {[
𝑨 − 𝜶 𝑪 − 𝜷

𝑪𝑇 − 𝜷𝑇 𝟎
] − [

𝑨𝑩𝑨 𝑨𝑩𝑪
𝑪𝑇𝑩𝑨 𝑪𝑇𝑩𝑪

]} 𝒙𝐼( 𝑘 − 1𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 )

+ [
𝑨𝒈 (𝒓̂𝐼( 𝑘 − 1| 𝑘 − 1𝐼𝐼 )) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )

𝑪𝑇𝒈 (𝒓̂𝐼( 𝑘 − 1| 𝑘 − 1𝐼𝐼 )) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )
]

+ [
𝑨𝑩𝑨𝒈 (𝒓̂𝐼( 𝑘 − 1| 𝑘 − 1𝐼𝐼 )) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )

𝑪𝑇𝑩𝑨𝒈 (𝒓̂𝐼( 𝑘 − 1| 𝑘 − 1𝐼𝐼 )) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )
], 

(A.9) 

integrando las ecuaciones anteriores se obtiene el Algoritmo A.1, para la actualización de 

movimiento. 

𝑚𝑜𝑣𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 (𝐘(𝑘 − 1|𝑘 − 1), 𝒚̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1), 𝒙̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1), 𝒖(𝑘))  

1 

𝒓(𝑘),𝒓(𝑘) = [

1 0 − Δ𝑑𝐼 (𝑘) sin(𝜃𝐼(𝑘 − 1))

0 1 Δ𝑑𝐼 (𝑘) cos(𝜃𝐼(𝑘 − 1))

0 0 1

] 

𝒓(𝑘),𝒖(𝑘) =  𝒈(𝒓̂𝐼(𝑘 − 1|𝑘 − 1)) 

𝜶 = 𝐘(𝑘 − 1|𝑘 − 1)[𝒓][𝒓] 
𝜷 = 𝐘(𝑘 − 1|𝑘 − 1)[𝒓][𝒎] → 𝐘(𝑘 − 1|𝑘 − 1)[𝒓][𝒎+] 
𝜸 = 𝐘(𝑘 − 1|𝑘 − 1)[𝒎][𝒎] 

𝑨 = {𝒓(𝑘),𝒓(𝑘) }
−𝑇

𝜶{𝒓(𝑘),𝒓(𝑘) }
−1

 

𝑩 = {{{𝒓(𝑘),𝒖(𝑘) }𝛿𝑼{𝒓(𝑘),𝒖(𝑘) }
𝑇
}
−1

+ 𝑨}

−1

 

𝑪 = {𝒓(𝑘),𝒓(𝑘) }
−𝑇

𝜷 

𝑫 = 𝜸 

 

2 
𝐘(𝑘|𝑘 − 1) = 𝐘(𝑘 − 1|𝑘 − 1) + [

𝑨 − 𝜶 𝑪 − 𝜷

𝑪𝑇 − 𝜷𝑇 𝟎
] − [

𝑨𝑩𝑨 𝑨𝑩𝑪
𝑪𝑇𝑩𝑨 𝑪𝑇𝑩𝑪

] 
(A.8) 

3  𝒚̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1)
=  𝒚̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1)

+ {[
𝑨 − 𝜶 𝑪 − 𝜷

𝑪𝑇 − 𝜷𝑇 𝟎
] − [

𝑨𝑩𝑨 𝑨𝑩𝑪

𝑪𝑇𝑩𝑨 𝑪𝑇𝑩𝑪
]} 𝒙̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1)

+ [
𝑨𝒈(𝒓̂𝐼(𝑘 − 1|𝑘 − 1))𝒖(𝑘)

𝑪𝑇𝒈(𝒓̂𝐼(𝑘 − 1|𝑘 − 1))𝒖(𝑘)
]

+ [
𝑨𝑩𝑨𝒈(𝒓̂𝐼(𝑘 − 1|𝑘 − 1)) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )

𝑪𝑇𝑩𝑨𝒈(𝒓̂𝐼(𝑘 − 1|𝑘 − 1)) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )
] 

(A.9) 

4 
𝒙̂(𝑘|𝑘 − 1) = [

𝒓𝐼̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1) + 𝒈(𝒓𝐼̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1)) 𝒖𝐼 ( 𝑘𝐼 )

𝒎̂(𝑘 − 1|𝑘 − 1)
] 

(A.5) 

 return([𝒀(𝑘|𝑘 − 1), 𝒚̂(𝑘|𝑘 − 1), 𝒙̂(𝑘|𝑘 − 1)])  

Algoritmo A.1 
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A.B. Actualización de observación 

El ambiente que recorren los robots son pasillos de oficina, los puntos de referencia a detectar 

son la esquinas tanto los pasillos como de los interiores de las oficinas. Los obstáculos, mostrados 

en el centro del pasillo por dos rectángulos grises, también tienen esquinas en ángulos rectos 

como se muestra en Figura A.3. 

 

Figura A.3 Corredor 

Es necesario que los robots tengan la capacidad de detectar a otros robots, cuando un robot 

detecta a otros robots, este solicita que los demás envíen su posición para corroborar la detección 

y de este modo no agregarlos al mapa. 

𝒈𝐼 𝑚 (𝒙𝐼( 𝑘𝐼 ), 𝒙𝑚
𝐼 ( 𝑘𝐼 )) = [

𝑋𝐼( 𝑘𝐼 ) + 𝑟𝑚
I cos(𝜃𝐼(𝑘) + 𝛼𝑚

I )

𝑌𝐼( 𝑘𝐼 ) + 𝑟𝑚
I sin(𝜃𝐼(𝑘) + 𝛼𝑚

I )
] 

El modelo de la observación para los puntos de referencia es (A.10) 

 𝒛𝐼 𝑃( 𝑘𝐼 ) = 𝒉(𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎𝑃 ( 𝑘𝐼 )) 

𝒛𝐼 𝑃( 𝑘𝐼 ) = [
𝜌𝑃

I ( 𝑘𝐼 )

𝛼𝑃( 𝑘𝐼 )I ] 

Δ𝑋𝑃( 𝑘𝐼 ) = 𝑋𝑃( 𝑘𝐼 ) − 𝑋𝐼( 𝑘𝐼 ), Δ𝑌𝑃( 𝑘𝐼 ) = 𝑌𝑃( 𝑘𝐼 ) − 𝑌𝐼( 𝑘𝐼 )   

𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 ) = ((Δ𝑋𝑃( 𝑘𝐼 ))

2

+ (Δ𝑌𝑃( 𝑘𝐼 ))
2

)
𝟏/𝟐

 

𝛼𝑃( 𝑘𝐼 )I =  atan(
Δ𝑋𝑃( 𝑘𝐼 )

Δ𝑌𝑃( 𝑘𝐼 )
) − 𝜃𝐼 

(A.10) 

Del mismo modo que en el modelo de movimiento, el modelo de observación es susceptible 

a errores (A.10) 

 𝒛𝐼 𝑃( 𝑘𝐼 ) = 𝒉(𝒓𝐼( 𝑘𝐼 ),𝒎𝑃 ( 𝑘𝐼 )) + 𝛿𝒛𝐼
𝑃( 𝑘𝐼 ) (A.11) 

En (A.10) 𝛿𝒛𝐼
𝑃( 𝑘𝐼 ) = [ δ𝑟𝑃

𝐼 ( 𝑘𝐼 ), 𝛿𝛼𝑃
𝐼 ( 𝑘𝐼 )]

𝑇
. La matriz de covarianza de error de 

observación de punto de referencia 𝑃 del robot {𝐼} se muestra en  
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𝛿𝒁𝐼 ( 𝑘𝐼 ) = 𝐸 [( 𝛿𝒛𝑚
𝐼 ( 𝑘𝐼 ))

2
] 

(A.12) 

La matriz jacobiana de observación (A.13), se utiliza para la actualización del vector de 

información y matriz de información 

𝒛𝑃
𝑰 ( 𝑘𝐼 ),𝒙( 𝑘𝐼 −1)

=

[
 
 
 
 
 −

Δ𝑋𝑃( 𝑘
𝐼 )

𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 )

−
Δ𝑌𝑃( 𝑘

𝐼 )

𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 )

0

Δ𝑌𝑃( 𝑘
𝐼 )

( 𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 ))

2 −
Δ𝑋𝑃( 𝑘

𝐼 )

( 𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 ))

2 −1
⋯

Δ𝑋𝑃( 𝑘
𝐼 )

𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 )

Δ𝑌𝑃( 𝑘
𝐼 )

𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 )

−
Δ𝑌𝑃( 𝑘

𝐼 )

( 𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 ))

2

Δ𝑋𝑃( 𝑘
𝐼 )

( 𝜌𝑃
I ( 𝑘𝐼 ))

2

⋯

]
 
 
 
 
 

 

(A.13) 

 𝒚̂( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ) = 𝒚̂( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 − 1)

+ ∑{ 𝒛𝑃
𝑰 ( 𝑘𝐼 ),𝒙( 𝑘𝐼 −1) }

𝑇

𝑃

{ 𝛿𝒁𝐼 ( 𝑘𝐼 )}
−1

{ 𝒛𝐼 𝑃( 𝑘𝐼 )

− 𝒉(𝒓̂𝐼( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 − 1), 𝒎̂𝑃( 𝑘𝐼 | 𝑘 − 1𝐼 ))} 

𝒀( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 ) = 𝒀( 𝑘𝐼 | 𝑘𝐼 − 1)

+ ∑{ 𝒛𝑃
𝑰 ( 𝑘𝐼 ),𝒙( 𝑘𝐼 −1) }

𝑇

𝑃

{ 𝛿𝒁𝐼 ( 𝑘𝐼 )}
−1

{ 𝒛𝑃
𝑰 ( 𝑘𝐼 ),𝒙( 𝑘𝐼 −1) } 

(A.14) 

De este modo integrando las ecuaciones anteriores obtenemos el Algoritmo A.2, este es 

utilizado para la actualización por observación. 

 [𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘), 𝒙̂(𝑘|𝑘)] = 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑐𝑖ó𝑛(𝐘(𝑘|𝑘 − 1), 𝒚̂(𝑘|𝑘 − 1), 𝒙̂(𝑘|𝑘 − 1), 𝒛(𝑘)); 

1 

𝑨 =

[
 
 
 
 
 

Δ𝑋𝑃(𝑘)

𝜌𝑃
I (𝑘)

Δ𝑌𝑃(𝑘)

𝜌𝑃
I (𝑘)

−
Δ𝑌𝑃(𝑘)

( 𝜌𝑃
I (𝑘))

2

Δ𝑋𝑃(𝑘)

( 𝜌𝑃
I (𝑘))

2

]
 
 
 
 
 

;       𝑩 =  [𝑨 𝟎
−𝟏

] 

 

2 for each 𝒎𝒑 𝝐 𝒎
+  

3 𝒊[𝒓] = 𝒊[𝒓] + {𝑩𝑻}{ 𝛿𝒁𝐼 (𝑘)}
−1

{ 𝒛𝐼 𝑃(𝑘) − 𝒉(𝒓̂𝐼(𝑘|𝑘 − 1), 𝒎̂𝑃(𝑘|𝑘 − 1))}  

4 𝒊[𝒎] = 𝒊[𝒎] + {𝑨}{ 𝛿𝒁𝐼 (𝑘)}
−1

{ 𝒛𝐼 𝑃(𝑘) − 𝒉(𝒓̂𝐼(𝑘|𝑘 − 1), 𝒎̂𝑃(𝑘|𝑘 − 1))}  

5 𝑰[𝒓][𝒓] = 𝑰[𝒓][𝒓] + {𝑩𝑻}{ 𝛿𝒁𝐼 (𝑘)}
−1

{𝑩}  

6 𝑰[𝒓][𝒎] = 𝑰[𝒓][𝒎] + {𝑩𝑻}{ 𝛿𝒁𝐼 (𝑘)}
−1

{𝑨}  

7 𝑰[𝒎][𝒎] = 𝑰[𝒎][𝒎] + {𝑨}{ 𝛿𝒁𝐼 (𝑘)}
−1

{𝑨}  

8 end   

9 
𝒚̂(𝑘|𝑘) = 𝒚̂(𝑘|𝑘 − 1) + [

𝒊[𝒓]
𝒊[𝒎]

] 
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10 
𝒀(𝑘|𝑘) = 𝒀(𝑘|𝑘 − 1) + [

𝑰[𝒓][𝑟] 𝑰[𝒓][𝒎]

𝑰𝑻[𝒓][𝑚] 𝑰[𝒎][𝒎]
]  

 

return(𝐘(𝑘|𝑘), 𝒚̂(𝑘|𝑘), 𝒙̂(𝑘|𝑘))  

Algoritmo A.2 

A.C. Planificación de movimiento: potenciales artificiales 

Una de las virtudes de utilizar potenciales artificiales, es realizar la planeación de rutas tanto de 

robots móviles como manipuladores, en tiempo real [40]. Sin embargo, esta técnica es susceptible 

errores; por ejemplo, cuando se presentan mínimos locales, es decir, el robot no llega a destino, 

debido a que se queda atorado en el mínimo local. Para solucionar este problema se pueden 

emplear potenciales armónicos, ya que solo contienen un solo mínimo global [41].  

En la planificación de trayectorias por potenciales artificiales, se puede asociar el gradiente 

del potencial a la velocidad del robot, es como si el robot fuese afectado por una fuerza de cuerpo 

virtual [42, pp. 550, 551, 2]. Esta técnica de planificación se representa en (A.15). 

 
𝒖𝐼 = 𝑇 𝛁 𝜙𝐼 (𝑋𝐼( 𝑘𝐼 ), 𝑌𝐼( 𝑘𝐼 )) = Δ𝑡 [

𝑣𝐼

𝜔𝐼
] 

(A.15) 

La dimensión del gradiente 𝛁 𝜙𝐼  es dos, ya que solo depende de la posición del robot y no 

de la orientación, sin embargo, se puede relacionar el desplazamiento creado por el gradiente 

‖𝛁 𝜙𝐼 ‖ y el cambio de orientación, mediante la curvatura 𝜅𝐼  [30, p. 46].  

 𝜅𝐼 𝑣𝐼 = 𝜔𝐼  (A.16) 

También es posible calcular 𝜅𝐼 , utilizando derivadas parciales de los potenciales artificiales 

[43, pp. 35-43].  El potencial 𝜙𝐼  se puede descomponer en evasión de obstáculos y cumplimiento 

de objetivos.  

 𝜙𝐼 = 𝜙𝐼 𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒 + 𝜙𝐼 𝑠𝑖𝑛𝑘 + 𝜙𝐼 𝑟𝑜𝑏𝑜𝑡 + Φ  (A.17) 
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Figura A.4 Planificación y control 

Los potenciales para el cumplimiento de los objetivos se tiene un potencial de origen 

𝜙𝐼 𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒 y otro de destino 𝜙𝐼 𝑠𝑖𝑛𝑘, ambos se pueden representar como flujo de fuente y 

sumidero respectivamente (ver Figura A.5). La fuente es un máximo global, mientras que el 

sumidero es un mínimo global para el robot. 

 

Figura A.5 Flujo de fuente y sumidero (Basado en [44]) 

Los potenciales para evasión de obstáculos se dividen en dos, el primero es para evitar 

colisionar con otros robots 𝜙𝐼 𝑟𝑜𝑏𝑜𝑡, el cual se modela como un flujo doblete (Figura A.6). 
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Figura A.6 Flujo alrededor para evitar la colisión con otro robot (Basado en [44]) 

El segundo potencial para evitar colisiones es consecuencia de los puntos del mapa 𝜙, estos 

los puntos son las esquinas del pasillo y de los obstáculos. Es posible modelar los efectos de las 

esquinas con el flujo irrotacional de pared (A.18), en esta ecuación 𝑛 es el valor de la potencia del 

flujo de pared [44]. En la Figura A.7 se observan como cambia de dirección el flujo debida a la 

presencia de estos elementos.  

 ϕ = ∑𝐴𝑟𝑛 cos 𝑛𝛼 (A.18) 

 

Figura A.7 Flujo debido a una esquina en el pasillo o de un obstáculo (Basado en [44]) 
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