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Resumen

En esta tesis estudiamos los efectos que una vacancia ocasiona sobre el comportamiento
termodindmico de un gas ideal de bosones inmerso en un cristal unidimensional imper-
fecto.

Los cristales perfectos los generamos aplicando al gas un potencial externo del tipo
Kronig-Penney (KP) en el limite de deltas de Dirac. Para generar una imperfeccion
agregamos una delta més en la posicién de la delta central del cristal perfecto. La
imperfeccidn se convierte en una vacancia cuando la intensidad de la delta agregada es
de igual magnitud, pero de signo contrario al del resto de las deltas.

Empezamos calculando el espectro de energias de las particulas usando los métodos
de matrices de transferencia y de dispersion, asi como con el uso de la funcién de
Green. En el espectro de energias observamos que el efecto de tener una imperfeccion
en el cristal, es decir una delta diferente en el potencial KP, es producir una serie de
estados permitidos, conocidos como estados impuros, dentro de las bandas prohibidas
del espectro del cristal perfecto.

Reportamos la temperatura critica de condensacion Bose-Einstein (BEC) del gas
como funcion del parametro de red (separacion entre las deltas) y como funcion del factor
de impenetrabilidad de la delta diferente. Entre otras propiedades termodinamicas,
graficamos los calores especificos isocorico e isobérico, como funcién de la temperatura.
También, mostramos los potenciales termodinémicos.

Observamos que la presencia de una vacancia en el cristal genera una brecha ener-
gética entre el estado base y el primer estado excitado del espectro de energia. Esta
brecha tiene consecuencias inesperadas sobre la magnitud de la temperatura critica de
CBE tal como la existencia de CBE a temperatura finita para el gas de Bose dentro del
cristal unidimensional imperfecto lo cual no sucede cuando el cristal es perfecto o el gas
es libre. La transicién de fase se observa inequivocamente en los calores especifico iso-
corico e isobarico que muestran un salto en sus magnitudes al pasar por la temperatura
critica.

Generalizamos los célculos para describir los efectos de una imperfeccion estructural
cuando los gases bosonicos se encuentran dentro de estructuras periddicas imperfectas
bidimensionales tales como multicintas o multicuadros, y tridimensionales como multi-
planos, multitubos o multicubos.

Dado la intima conexién entre la CBE y el fenémeno de la superfluidez, esperamos
que los resultados aquf reportados inspiren y ayuden a los experimentalistas a encontrar
nuevos sistemas superfluidos con temperaturas criticas cada vez més altas.
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0. Nomenclatura

Nomenclatura

Simbolo Descripcién Dimensién

Capitulo 2

d Dimensién del sistema 1

k Vector de onda L1

k Norma del vector de onda Lt

m Masa de la particula M

s Exponente del vector de onda 1

€ Energia del sistema ML*T—?

€0 Energia del estado base ML*T—2

Cs Constante de proporcionalidad energia-momento generaliza- M L5727 2
da

A Brecha energética entre el estado base y el primer estado M L?*T 2
excitado

N Numero de particulas total 1

Ny Nuamero de particulas en el estado base 1

Ne Namero de particulas con energia e 1

7 Potencial quimico ML*T—?

B=1/kpT  Beta termodinamica M-1L=27?

T Temperatura e

L Longitud del sistema L

n = N/L? Densidad total de particulas L

I'(x) Funcion Gamma en x 1

In(z) Funcion logaritmo natural en x 1

gn(T) Funcion de Bose de orden n en x 1

T, Temperatura critica &)

Toc = Ag/kp  Temperatura critica cuando la brecha energética es Ag ©

Ao = kpToe Brecha energética a una temperatura critica Ty, ML?*T—2

z1 Fugacidad dependiente de la brecha energética A 1

20¢ = e_ﬁ Exponencial de —A/kgT, 1

T+ Limite por la derecha + (izquierda -) de la temperatura cri- ML*T—20~1
tica

P Presion MLA=2T72

V=1L Volumen L

U Energia Interna ML?*T—2

Cy Calor especifico a volumen constante por particula ML*T207!

F Energia libre de Helmholtz MIL*T—?

S Entropia ML*T207!

H Entalpia ML*T—2

G Energia libre de Gibbs ML*T—2
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KT Compresibilidad isotérmica
ACy Salto del calor especifico isocoérico MIL?T207!
Cp Calor especifico a presion constante por particula ML*T207!
ACp Salto del calor especifico isobérico MIL?*T207!
~v=Cp/Cy Coeficiente gamma termodindmico 1
Capitulo 3
x Posicién en el eje de abscisas L
V(zx) Potencial externo en x ML?T—2
) Intensidad de las deltas del cristal , energia por longi- M L3T 2
tud
0(x) Distribucion Delta de Dirac en x L'
a Longitud de separacion entre los dispersores delta L
dde Segunda derivada respecto a la posicién de las abscisas L2
E Energia, eigenvalor de Schrodinger ML?T—2
d(x — xo) Distribucion de delta de Dirac, centrada en x L1
K = 2;7|E‘ Momento entre h Lt
k Cuasimomento de Bloch L1
() Amplitud de probabilidad Lt
A; Amplitud de la onda desplazandose a la derecha L1
B; Amplitud de la onda desplazandose a la izquierda Lt
u(x) Funcion periodica de Bloch Lt
P Impermeabilidad de la delta 1
! Vaiable de posicién de abscisa distinta a x L
G(z, ) Funcion de Green L
G(K, ') Transformada de Fourier de la funcién de Green L
G(z, ) Funcion de Green L
K Variable momento de la transformada de Fourier Lt
z=z—x Diferencia de posicion L
n Nuamero de la celda 1
|z ] Funcion piso en z -
8 Matriz de dispersion —
Sij Componente {7, j} de la matriz de dispersion 8 1
1 Matriz identidad —
R Matriz de trasferencia de un solo dispersor —
R;; Componente {7, j} de la matriz de transferencia R 1
A?E Amplitud de la onda desplazandose a la izquierda des- 1
pués (antes) de cruzar la delta
BZTJE Amplitud de la onda desplazandose a la derecha des- 1
pués (antes) de cruzar la delta
T Matriz de traslacion —
P=R"17-1 Matriz de transferencia de una celda entre dos deltas —
&= 3Tr(P) Mitad de la traza de la matriz P 1
0 Intensidad de una delta distinta MIL3T2
v Onda de Kronig-Penney (KP), amplitud de probabili- L~!
dad solucién del potencial KP
Cc* Amplitud de la onda de KP desplazandose a la izquier- 1

da después (antes) de cruzar la delta
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0. Nomenclatura

D* Amplitud de la onda de KP desplazandose a la derecha des- 1
pués (antes) de cruzar la delta
P Impermeabilidad de la delta diferente 1
W (z) Wronskiano -
n Parte imaginaria del cuasimomento de Bloch L'
[ Nuamero de celdas unitarias que separan dos imperfecciones 1
M Matriz producto de M matrices de transferencia —
Capitulo 4
vo,j Intensidad de la j—ésima delta distinta MIL3T—?
P; Impermeabilidad de la j—ésima delta distinta 1
P Matriz de transferencia de una delta con impermeabilidad P; —
i Mitad de la traza de la matriz de transferencia P; 1
0 = cos~1(¢) Cuasimomento discreto de Bloch 1
Un(z) Polinomio de Chevyshev de segundo orden de grado N en z 1
M; ; Componente i, j de la matriz de transferencia M 1
P Impermeabilidad de la delta distinta 1
P’ Matriz de transferencia P de la delta con impermeabilidad P’ —
¢ Mitad de la traza de la matriz de transferencia P’ 1
N Numero de deltas antes de la delta imperfecta, 1
M Numero de deltas después de la delta imperfecta 1
Capitulo 5
Ty Temperatura critica de un gas de bosones en una caja tridi- ©
mensional
Ao Longitud de onda térmica en la temperatura critica Ty de un L
gas de bosones tridimensional
po=C (%) /A3 Densidad de un gas de bosones tridimensional L3
apg = a/Xo Razon entre la longitud de separacién entre las deltas ¢ y la 1
longitud de onda térmica Ag
Py = P/ay Impenetrabilidad de la delta sin dependencia en ag 1
Py =P /ag Impenetrabilidad de la delta imperfecta no dependiente de ag 1
Ny Numero total de bandas 1
en(k) Energia del momento k de la n-ésima banda ML?T~2
€In Energia del estado impuro n-ésima banda ML?*T—2
((z) Funcién zeta de Riemann en x 1
En,j Energia del estado j-ésimo de la n-ésima banda ML*T—2
Be Beta termodindmica en la temperatura critica M—1L=27?
Capitulo 6
Ty Temperatura critica de un gas de bosones en caja 3D O
x Componente x de la posicion L
Y Componente y de la posicién L
z Componente z de la posicion L
T4 Componente i-ésima de la posicién L
€ Energia solucién del hamiltoniano ML*T—2
€z Energia solucién del hamiltoniano eje x ML*T—?
Ey Energia solucién del hamiltoniano eje y ML*T—?
€z Energia solucion del hamiltoniano eje z ML*T—?
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>
N

Longitud de onda térmica a una temperatura 7'

L
ky Componente x del vector de onda L1
ky Componente y del vector de onda L=t
k, Componente y del vector de onda L1
Ly Longitud de la componente = de la caja L
L, Longitud de la componente y de la caja L
L, Longitud de la componente z de la caja L
M Niamero de deltas en el eje z de la misma intensidad 1
M’ Nuamero de deltas en el eje y de la misma intensidad 1
M Ntmero de deltas en el eje z de la misma intensidad 1
b Longitud de separaciéon entre deltas en el eje y L
bo = b/No Longitud entre deltas normalizada en el eje y 1
c Longitud de separacién entre deltas en el eje z L
co = ¢/ Ao Longitud entre deltas normalizada en el eje 2 1
i Indice de la i-ésima banda del espectro de energia e, 1
J Indice de la j-ésima delta en la caja 1
n Indice de la n-ésima banda del espectro de energia e, 1
m Indice de la m-ésima delta en la caja 1
P Indice de la p-ésima banda del espectro de energia e, 1
q Indice de la g-ésima delta en la caja 1
dr, Namero de dimensiones con energia de espectro libre 1
dip Niimero de dimensiones con energia de Kronig-Penney 1
Apéndice A
P Densidad de masa ML™3
m* Masa efectiva M
T\ Temperatura de transiciéon lambda C]
Pe Densidad de masa excitada ML™3
Pn Densidad del fluido normal ML™3
Apéndice C
Uy Factor de interacciéon entre particulas ML*HaT—2
a Longitud de dispersiéon L
ro=+/h/mwy Longitud caracteristica de la trampa L
wo Frecuencia de la trampa 71
(I):(wlwgwg)% Frecuencia promedio geométrica de la trampa T-!
R Region especial de la nube de la trampa L
II Parametro global de presion ML'T—2
v Parametro global de volumen L3
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Capitulo 1

Introducciéon

Existen diferentes sistemas en la naturaleza que exhiben macroscépicamente el com-
portamiento cudntico de las particulas microscépicas que conforman a dichos sistemas,
generalmente a temperaturas bajas. Las particulas se pueden clasificar en dos grupos
basicos debido al valor de su proyeccién de espin cuéntico: particulas con espin entero
conocidas como bosones y particulas con espin semientero llamadas fermiones.

Las particulas bosénicas tienen la propiedad de que dos a més pueden compartir
el mismo estado cuéntico, a diferencia de los fermiones que sélo uno o quizé otros que
tengan proyeccion de espin alineados de manera opuesta pueden ocupar el mismo estado.
Esta propiedad de la estadistica de bosones permite que a temperaturas bajas varias
particulas puedan ocupar de manera abrupta y macroscépica el estado mas bajo de
energia, fenémeno conocido como condensacion de Bose-Einstein.

En un gas tridimensional ideal homogéneo de particulas bosénicas existe una tem-
peratura critica de condensacion de Bose-Einstein T, diferente de cero, tal que por
debajo de dicha temperatura una fraccion de todas las particulas estan en el estado ba-
se, formando un condensado de Bose-FEinstein (BEC) [1]. Sin embargo, este fenémeno
no se presenta en gases ideales libres bidimensionales o unidimensionales espacialmente
homogéneos [2], [3].

Setenta anos después de que Einstein hiciera la predicciéon de la condensacién, en
1995, Cornell, Wiemann y colaboradores en el Joint Institute for Laboratory Astrophy-
sics (JILA), sintetizan el primer BEC de un gas diluido en atomos de rubidio 3’Rb
[4]. Unos cuantos meses después Ketterle del Massachusetts Institute of Technology
(MIT) crea un condensado con &tomos de sodio ?*Na [5]. En el 2001, Cornell, Wiemann
v Ketterle ganan el premio Nobel por su trabajo. Después de ellos varios grupos ex-
perimentales alrededor del mundo han sintetizado condensados de diferentes gases de
atomos alcalinos bosénicos y fermionicos.

Cabe mencionar que en México, en el LANMAC (Laboratorio Nacional de Materia
Ultrafria) del Instituto de Fisica, se han podido crear gases ultrafrios de fermiones (°Li)
que presentan condensacién.

Actualmente los sistemas BEC siguen en investigacion basica y sus aplicaciones en
la mayoria siguen confinadas a un laboratorio y no han sido explotados comercialmente.

Aln asi, existe un gran interés en mediciéon de precision, ya que estos sistemas son
sumamente sensibles a gradientes de gravedad por lo que son explotados para interfero-
metria atomica [6], incluso se afirma que la curvatura espacio-tiempo puede ocasionar
corrimientos de fase detectables en estos sistemas [7].
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También se plantea usar sistemas BEC para ser usados en relojes atémicos de alta
precision ya que estos superan el limite clasico en los interferometros atémicos [§],
usando redes 6pticas.

Una red éptica es una onda estacionaria de luz monocromatica formada por la inter-
ferencia de dos o mas haces laser contrapropagantes, creando un patrén de polarizacion
periodico [9]. Este arreglo peridédico unidimensional puede ser usado como potencial
de atrapamiento de gases frios, si se agregan mas haces se pueden formar estructuras
bi- o tridimensionales [10]. Estas redes se pueden simular tedricamente con potenciales
periodicos, como un cristal de estado sélido. Estas redes tienen la ventaja de que la
profundidad del potencial puede ser modulada, permitiendo jugar con la interaccién
entre los atomos [11].

Con el fin de hacer un estudio tedrico se modelan dichas redes como potenciales
periodicos en la ecuacion no lineal de Schrédinger, usando el modelo sencillo de Kronig-
Penney en lugar de potenciales sinusoidales [12]. Se ha presentado la deformacion de
la estructura de bandas y estudiado el espectro de excitaciones de estos sistemas in-
teractuantes [13]. Esta ecuacién no lineal se ha usado para hacer analogias en temas
de Gravitaciéon, Cosmologia y Materia Oscura. Por ejemplo se ha hecho analogias de la
ecuacion de Klein-Gordon que estudia la dindmica de un campo escalar con la ecuacién
no lineal de Gross-Pitaevskii [14].

Por otra parte, un fenémeno frecuentemente relacionado con BEC es la superfluidez.
Diversas teorias y técnicas experimentales han tratado de explicar la superfluidez helio
liquido, sus propiedades termodindmicas, y en particular la discontinuidad del calor
especifico a una temperatura critica conocida como transicién lambda.

W. H Keesom y A. P. Keesom [15] realizan en 1935 mediciones del calor especifico
bajo presién de vapor saturada y atribuyen la transicién con la interaccién entre dtomos
vecinos.

En 1937, H. Frohlich [16] propuso que se puede describir dicha singularidad del
calor especifico como una transicién de fase orden-desorden en la distribucién de los
dtomos de helio entre dos mallas cristalinas iguales interpenetradas de manera que a
bajas temperaturas solo una malla es ocupada por los atomos del helio y conforme se
incrementa la temperatura se presenta la transicién debido a que los Atomos ocupan la
otra malla de manera aleatoria hasta que su ntumero se divide entre ambas mallas.

En 1938, Allen, Jones y Misener estudian experimentalmente el flujo del helio liquido
con el fin de estudiar las propiedades de alta conductividad y el efecto fuente [17] y
simultaneamente estudian también la extrema baja viscosidad y capilaridad [18]. Ellos
se basan en el trabajo de Frohlich para explicar el transporte de calor debido al flujo de
desorden de los atomos ocupando la segunda malla debido a que tienen una longitud
larga de camino libre medio al fluir.

Incluso en ese ano de 1938, W. H Keesom junto a K.W.Taconis [19] explican que el
largo camino libre medio puede deberse a la estructura de forma hexagonal empaquetada
(en forma de diamante) de los atomos de helio. Mientras que F. London |20] observa que
la transicion de un gas ideal de bosones con densidad y masa molecular del helio liquido
es del mismo orden de magnitud que la del fenémeno de transiciéon lambda, por lo que
divide a las particulas condensadas con energfa cinética cero y las no condensadas con
energia cinética no cero, con la que obtiene un calor especifico que a bajas temperaturas




es proporcional a la potencia 3/2 con la temperatura.

Cabe mencionar a un importante personaje en este contexto, P. L. Kapitza, quien
estudia la anormal viscosidad del helio II bajo la transicién A, para ello mide la cafda
de presion del fluido entre dos discos. Mas adelante en agosto de 1941 [21] estudia la
transferencia de calor del helio I en capilares y atribuye que el fluido se comporta
termodindmicamente reversible a bajas temperaturas. Por su trabajo recibe admiracién
por parte del gobierno soviético y funda el Institute for Physical Problems, hasta que
pierde la condescendencia de Stalin cuando se niega a trabajar en la construccién de
armas nucleares. Tras la muerte de Stalin en 1955, lo restituyen como director del
Instituto. En 1978 fue galardonado con el Premio Nobel de Fisica.

En julio de 1941, A.Bijl, J. de Boer y A. Michels [22] adaptan la teoria de conden-
sacion de Bose-Einstein para explicar la superfluidez del helio liquido anadiendo una
energia de excitacion la cual permite a algunas particulas moverse y diferenciarlas de las
ya condensadas como en la teorfa de London, ademas que ésta es andloga a la conduc-
cién idnica en las mallas descritas en la teoria de Frohlich y Keesom. De esta manera,
la energia de la particula tiene la contribucién de la energia cinética proporcional al
cuadrado del momento de las particulas mas un término adicional que representa la
correccién debida a la energia de excitacion.

Incluso los trabajos de T. Matsubara [23] y M. Toda [24] de 1951, los cuales estudian
la teoria de un liquido con interaccién molecular, introducen la energfa de excitaciéon
como un término adicional al espectro de energia diferente al estado base y proponen
que esta excitacién toma un papel predominante en la transicién lambda.

En 1954 antes de morir, F. London publica un libro sobre superfluidez [25], en el
cual propone anadir una brecha energética entre la energia del estado base respecto a la
energia del primer estado excitado donde la energia tiene una dependencia cuadratica
respecto al momento, con lo cual las propiedades termodinamicas dependen de la mag-
nitud de esta brecha, exhibiendo una discontinuidad en el calor especifico y calculando
explicitamente el orden del salto del calor especifico, lo cual difiere con el comporta-
miento divergente observada en la temperatura critica de la transicién lambda, adn
asi obtiene que la temperatura critica de transicién es del orden de la temperatura de
transiciéon lamba del helio.

L. Tisza [26], ocupo la idea de London y propone un modelo de dos fluidos: una
componente superfluida hecha de dtomos condensados y una componente normal hecha
de 4tomos no condensados. Los 4tomos condensados al estar en el estado base, no contri-
buyen con intercambio de momento, en cambio los no condensados serian responsables
de la disipacién, ademas predice que el radio de concentraciéon superfluida obedece la
misma ecuaciéon que la fraccién de condensado, incrementandose cuando la temperatura
disminuye a cero (veasé apéndice A).

Cuatro aflos mas adelante, en 1959, Hugenholtz y Pines [27] estudian la deplecion
del estado base como una consecuencia de la interaccién entre particulas utilizando un
tratamiento de cudntica de campos, con lo que prueban que las bajas excitaciones no
poseen una brecha energética.

En la literatura [28| también se ha propuesto una relacion de dispersion, la energia en
funcién del momento, para las excitaciones y no para las particulas del helio superfluido
que depende de dos contribuciones: la fondnica y la roténica. De manera que a bajas
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energias la contribucién fondnica predomina, de forma que la energia proporcional al
momento. Sin embargo a energias ligeramente mas elevadas, la parte rotonica se presenta
con lo cual la energia depende de manera cuadrética con el momento més una brecha
energética, explicando el minimo local en la relacién de dispersion.

En trabajos recientes ha aumentado el interés en el estudio de superfluidez en di-
mensiones menores como en el *He en bulto, como el trabajo del 2013 de N. Wada y
colaboradores [29] han observado experimentalmente superfluidez del *He en laminas
delgadas bidimesionales y en nanotubos unidimensionales al observar un corrimiento de
fase en la frecuencia en un sistema de un oscilador torsional. El mismo grupo de N.
Wada, ya habia estudiado previamente en 2001 [30] fluidos bosénicos de *He en paredes
porosas unidimensionales con un diametro aproximado de 18 A y observa que el calor
especifico a bajas temperaturas se comporta lineal con la temperatura, lo que atribuye
al comportamiento fondnico.

Existen diferentes trabajos que establecen que no hay transicion de fase a una tem-
peratura finita en una o dos dimensiones en interacciones de corto alcance y potenciales
homogéneos, por ejemplo: el teorema de 1966 de Mermin-Wagner [31], el cual establece
la ausencia de (anti)ferromagnetismo en una o dos dimensiones; el argumento de 1958
de Landau-Lifshitz [32] que lo aplica a una malla unidimensional de L sitios los cuales
pueden escoger entre dos estados distintos; el teorema de 1950 de van Hove [33]| quien
estudia la no existencia de transiciéon de fase en modelos de fluidos homogéneos con
interaccién de esfera dura o el caso del trabajo de Heisenberg de 1967 [34| quien lo
aplico a sistemas de fermiones y bosones explotando las desigualdades de Bogoliubov
[35]. Una prueba bastante simple e interesante se expone en la tesis de Irsigler [36].

Sin embargo, en la literatura existen modelos unidimensionales que exhiben una
transicién de fase. Esto se debe a que los sistemas que presentan los autores anteriores
excluyen ciertos sistemas particulares como los modelos inhomogéneos, lo cual significa
que excluyen los sistemas aperiédicos.

En la literatura con frecuencia se estudian los sistemas unidimensionales, ya que
éstos son més amables de resolver mediante calculos analiticos usando el espectro de
energia y a partir de ellos en algunas ocasiones, se puede generalizar el problema a
mayores dimensiones. Al resolver el modelo de Ising unidimensional por medio de matriz
de transferencia se obtiene que existe un eigenvalor méximo y de multiplicidad uno
por lo que en el limite termodindmico este eigenvalor es mucho mayor que cualquier
otro por lo que no se presenta transicion. En el trabajo de 2004 de J. A. Cuesta y A.
Sénchez [37] se comparan distintos modelos unidimensionales que si presentan transicion
de fase como los modelos de Kittel [38] o el de Chui-Weeks y generalizan el teorema
de Perron-Frobenius que establece que una matriz no negativa e irreducible tiene un
tnico eigenvalor maximo (de multiplicidad uno) para determinar cuando se presenta
una transicién de fase.

Diversos autores han podido observar la aparicién de una brecha de energfa en el
espectro energético de las particulas sin interaccién debido a la asimetria de la estructura
de red compleja donde se encuentran. En ciertos sistemas se expone la presencia de una
brecha de energia entre el estado base y el primer excitado para bosones confinados,
por ejemplo: en el trabajo de Brunelli del 2001 que estudian una red 6ptica en forma de
estrella [39], o el trabajo de Vidal del 2011 que estudia un grafo de rueda infinitamente




ramificado y un grafo estelar infinitamente ramificado [40] en los cuales se observa una
transicién de fase en una temperatura finita no cero debido al sitio central que une a
todos los sitios de la periferia, o bien en el trabajo de Burioni del 2001 que estudia redes
compuestas por cadenas lineales interconectadas [41] o el trabajo de Oliveira del 2013,
el cual estudia una red apolinea [42].

Por otra parte en 2012, Mullin. W y Sakhel A.R. [43] discuten sobre una condensa-
cion de Bose generalizada (GBEC), la cual se observa en ciertos sistemas que presentan
un efecto de condensacién simultdnea en multiples estados y la clasifican en tres tipos:
en el tipo I existe un ntmero discreto de estados cuénticos con ocupacién macroscopica
como en el caso de un potencial de oscilador armoénico isotrépico; en el tipo 2 se tiene
condensacion en una banda continua de estados, cada uno con ocupacién macroscopica,
como en el caso de un potencial de canal (un potencial armoénico en una direccion y
libre en la direccion perpendicular); mientras que en el tipo 3 se tiene que una banda
entera de estados tiene un niimero macroscépico de particulas pero cada estado tiene
una ocupacién microscopica como en el caso de un prisma de Casimir (una caja de
longitud larga en comparacion a su area transversal).

Ademas, se sabe que los potenciales externos pueden cambiar la dimensionalidad
donde puede existir un condensado de Bose, asi como la magnitud de su temperatura
critica. Tal es el caso del trabajo de V. Bagnato [44] que obtiene analiticamente la tem-
peratura critica y la magnitud del salto del calor especifico para distintos potenciales
externos uniformes con dependencia lineal o cuadratica (oscilador) en distintas dimen-
siones, o bien como M. Grether [45] quien analiza las propiedades termodinamicas de
un gas de bosones o fermiones en d-dimensiones atrapado en potenciales mutuamente
perpendiculares de oscilador armoénico, o bien en sistemas bosénicos de redes dpticas
unidimensionales y bidimensionales [10].

En esta tesis proponemos describir las propiedades de un gas ideal de bosones dentro
de estructuras periédicas similares a una red éptica, al aplicar a las particulas del gas
en un potencial externo tipo Kronig-Penney [46]. Para facilitar el calculo analitico del
espectro de energia de las particulas, usamos el potencial en el limite de deltas de Dirac.
Aprovechamos el método de matrices de transferencia, como lo expone en 2001 D. J.
Griffiths [47], el cual usa este método para resolver la propagacion de una onda con la
ecuacién de Schrodinger en un medio periddico de N celdas idénticas. Analogamente se
expone en esta tesis el método seguido por D. S. Saxon y R. A. Hutner de 1971 [48]
quienes utilizan el método de matrices de transferencia, de traslaciéon y de dispersion
para resolver analiticamente el problema del peine de Dirac donde algunas de las deltas
tienen intensidad distinta a las otras. Saxon y Hutner [48] reportan el espectro usual
de bandas continuas de energia de Kronig-Penney, junto con la aparicién de estados
energéticos adicionales los cuales les llama estados impuros y a los cuales les corresponde
un cuasimomento de Bloch complejo como lo expone M. Steslicka [49] en un trabajo de
ese mismo ano.

En el caso de la remocién de una delta a nuestro sistema peridédico de deltas, el
estado base del sistema es el estado impuro de energia més baja. Por lo que se puede
aprovechar la brecha energética entre el estado base impuro y el primer estado excitado
que corresponde a la energia mas baja de la primera banda usual de Kronig-Penney, para
promover la condensacién de bosones a una temperatura finita no cero en un sistema




1. Introduccion

unidimensional. Asimismo, se puede aprovechar la combinaciéon de los espectros para
obtener sistemas de mayor dimension.

Como antecedente a continuacién mencionaremos algunos trabajos que se han rea-
lizado en nuestro grupo de Muchos Cuerpos Cuanticos. Por ejemplo, P. Salas y colabo-
radores [50], estudiaron un gas de bosones sin interaccién en multicapas de supercon-
ductores de cupratos, para ello propone un modelo en una estructura tridimensional
de multiplanos (multicapas) y obtuvieron la temperatura critica y la variacion de esta
respecto a la separacién entre las capas, ademés de encontrar expresiones explicitas para
el calor especifico isocorico.

Asimismo, dos anos después, P. Salas [51] reporta las propiedades termodinamicas de
un gas ideal de bosones confinado en una estructura en forma de tubos, donde el objetivo
fue explicar por ejemplo la absorcién de *He en canales intersticiales de nanotubos de
carbono o bien en cables superconductores de NbsSn. En otro trabajo [52] estudia el
modelo de superconductividad Bosén Fermién en superconductores de cuprato bajo
dopados usando un potencial similar y una mezcla de bosones con electrones apareados
y no apareados.

En 2013, el estudiante O. A. Rodriguez [53] expuso el problema de un gas de bosones
en una estructura de multibloques de ancho a y separados entre si una distancia b y
compara el comportamiento de la temperatura critica de su sistema con el caso de
multicapas.

En 2016, la estudiante G. Guijarro [55] reportéd el calor especifico de un gas de
bosones en una estructura finita de cables en forma de multitubos. En el trabajo discute
de que en el caso finito el méaximo exhibe un comportamiento suave a diferencia que en
el caso infinito el cual presenta un salto discontinuo.

En el mismo afio V. Barragan [54] discutié un gas de bosones en sistemas de es-
tructura multicapa tridimensional usando el modelo de peine de Dirac e introduce de
manera aleatoria imperfecciones obteniendo un aumento en la temperatura critica del
gas de bosones respecto al gas libre sin estructura.

En este trabajo uso un modelo de un cristal con una vacancia, cuyo espectro de
energia presenta una brecha energética entre la energia del estado base y el primer
estado excitado, con el fin de aumentar la temperatura critica de condensacion de Bose-
Einstein. Los resultados aqui reportados tienen la finalidad de inspirar a encontrar
nuevos sistemas experimentales superfluidos.

A continuacién, se expone la estructura de la tesis, ofreciendo ideas generales ex-
puestas en cada capitulo.

En el Capitulo 2 se calcula analiticamente la temperatura critica de condensacion
de Bose-Einstein de un gas d-dimensional de bosones de masa m y de espin cero con
energia proporcional al momento elevado a un exponente s > 0 con una brecha ener-
gética adicional entre la energia del estado base y la del primer estado excitado. Se
calculan analfticamente las propiedades termodinamicas como la longitud de onda tér-
mica, la entropfa, los potenciales termodindmicos: la energia interna, el gran potencial,
la entalpia y las funciones libres de Gibbs y Helmholtz. También se estudian los calores
especificos isocérico e isobdrico y sus respectivos saltos dependientes de los factores d,
sy de la brecha energética A.

En el Capitulo 3 se presenta el modelo de un cristal unidimensional con una imper-




feccion generado por un potencial externo estilo Kronig Penney en el limite de deltas
de Dirac, el cual presenta una brecha energética entre el estado mas bajo de energia y
el primer estado excitado. Aprovechamos los métodos de funcién de Green, asi como de
matrices de transferencia y dispersién para solucionar la ecuacién de Schrodinger, con el
fin de obtener la funcién de onda y el espectro de energia. Debido a la imperfeccion, en
el espectro aparecen una serie de valores discretos de la energfa en las bandas prohibidas
del espectro del cristal perfecto.

En el Capitulo 4 se calcula analiticamente el espectro de energias para una particula
en un cristal finito de M deltas iguales con una distinta usando la matriz de transferencia
e imponiendo condiciones de frontera periédicas y de Dirichlet. Se obtiene la energfa
como funcién del cuasimomento de Bloch y las funciones de onda correspondientes.

En el Capitulo 5 obtenemos las propiedades termodindmicas de un gas de bosones
dentro de una caja unidimensional a la cual se le ha agregado un potencial de deltas
con una imperfeccién en una caja. Ademas, se estudia la dependencia de la temperatura
critica y la brecha entre el estado mas bajo y el primer excitado como funcién de la
separacién de los dispersores.

En el Capitulo 6, se obtienen las temperaturas criticas y el calor especifico isocorico
en funcion de la temperatura para un gas de bosones no interactuante en estructuras
cristalinas bidimensionales con imperfecciones: estructura de multicintas y multicuadros;
v en las estructuras tridimensionales: multiplanos, multitubos y multicubos.

Se presentan nuestras conclusiones en el Capitulo 7. En el apéndice A, usamos los
resultados del Capitulo 2 para recuperar los casos limite del gas de bosones reportados
en la literatura: las propiedades termodinamicas de un gas sin brecha energética y la
propuesta de London para explicar la transicién lambda del helio. En el Apéndice B se
explica como obtener el espectro usual de Kronig Penney usando condiciones de conti-
nuidad. En el Apéndice C, se expone un gas de bosones débilmente interactuante con
una brecha energética, asimismo queremos que esto sirva para proponer las perspectivas
a futuro de este trabajo: anadir interacciones entre las particulas usando la ecuacion de
Gross Pitaevskii.







Capitulo 2
(Gas de bosones d—dimensional con relacion de
energia-momento generalizada € o< k* més una
brecha energética A # 0

En este capitulo se exponen las propiedades termodinamicas de un gas de N bosones
de masa m no interactuantes y sin espin, en d dimensiones (con d > 0) cuyas particulas
tienen una relacion energia-momento generalizada € = c;k® con s > 0 més una brecha
energética A entre la energia del estado base y la energia del estado excitado de méas
baja energia, correspondiente al limite por la derecha k = 0,

82{50+A+c5k8, E>0 2.1)
€0, k=20
donde A es la brecha energética entre el estado base g¢ y el primer estado excitado.

Esta expresion generaliza el modelo propuesto por V. C. Aguilera-Navarro, M. de
Llano y M. A. Solis [56], los cuales obtienen las propiedades termodindmicas de un gas
d-dimensional de bosones con una relacién de energfa-momento con exponente positivo
s > 0, asimismo este modelo incluye la brecha energética, propuesto por F. London [25].

Esta inclusiéon de una brecha energética es aplicado por London para explicar el
fenomeno de la transicion lambda en el He?, para mayores detalles, favor de revisar el
apéndice A.

En la figura 2.1 se muestra la relacion de energia-momento dispersién generalizada
€ x k® para s = 2, 1 més una brecha de energia A. En ambos casos el espectro energético
es un continuo de energfa, donde se tiene entre el estado més bajo de energia del espectro
continuo y el estado base se encuentra una brecha energética. El caso con s = 2 es el
usualmente reportado en la literatura, que expresa una relacién de energia proporcional
al cuadrado del momento y se reporta en el apéndice de éste trabajo.

En este capitulo demostraremos que este sistema sin interacciones con una brecha
energética adicional presenta una transicién de fase de segundo orden de condensacién
de Bose a una temperatura finita distinta de cero, incluso a dimensiones bajas. En el
Apéndice A se reproducen casos reportados en la literatura de Fisica Estadistica [2] y
el reportado por London [25]. El caso sin brecha se discute de manera amplia en ese
apéndice.

Usando la relacion de dispersion con la brecha (2.1) junto con la distribucion de




2. Gas de bosones d—dimensional con relacién de energia-momento generalizada
€ « k® méas una brecha energética A # 0
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Figura 2.1: Relacion de dispersion generalizada para s=2, 1 més una brecha de energia.

bosones se pueden encontrar las propiedades termodindmicas del gas como lo reporta
la literatura [2].

2.1. Condensacion de Bose-Einstein

2.1.1. Temperatura critica

Para calcular la temperatura critica de transicién se comienza a partir de la ecuacién
de namero de particulas bosénicas

N=No+ Y ne (2.2)
e#eo
donde Ny es el namero de particulas en el estado base, n. = 1/(efE=#) — 1) es la

distribucion de Bose. Donde 8 = 1/kpT, siendo kp la constante de Boltzmann, T la
temperatura y u el potencial quimico.

Suponga que el gas se encuentra en una caja d—dimensional cuya arista tiene longi-
tud L. En el limite termodinamico se tiene que tanto el nimero de particulas N — oo
como el volumen del sistema L? — oo son infinitamente grandes aunque la densidad
n=N/ L se mantiene constante, pero el nimero de estados accesibles para cada parti-
cula forma un espectro continuo, por lo que la suma se puede cambiar por una integral

sobre el espacio {2 de momentos d—dimensional, Zk#) — (%)d fQ dk.

L\ dk

donde la diferencial dk corresponde al elemento de area de la esfera d-dimensional de
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2.1 Condensacién de Bose-Einstein

momentos, al sustituir la ecuacion de energia-momento (2.1) e integrar se obtiene

LN\ 2792 > pd-lgg
N=No+ (5= . 2.4
0*(%) r<d/2>/o PER ) — 1 24)

En términos de la funciéon de Bose g, (z) = > 20, 2% /k"

LN\ 2792 (kpT)d/s
N=Not (g0) Tt Tt (25)

donde z; = eP(H=20=2) ¢g la fugacidad dependiente de la brecha energética A.

A una temperatura critica 7T, el potencial quimico p toma el valor de la energia del
estado base g y la fraccion de condensado Ny/N = 0, con ayuda de (2.5) se determina
dicha temperatura

s/d

T, — Cs s(2m)1T(d/2)n

A
ks 214/2T(d/s)gq (e_kBTc>

(2.6)

De la ecuacion (2.6) se observa que la temperatura critica es independiente del estado
base g, pero es dependiente del valor A, que difiere del caso usual con A = 0.

Debido a que los pardmetros A y T, debemos escoger una cantidad para normalizar
nuestras ecuaciones. Para analizar el caso en que 0 < d/s < 1 se debe escoger una
temperatura diferente de cero para normalizar a la temperatura critica T;, por lo que
se escoge una temperatura Tp. que sea la critica en el caso que A(Ty.) = Ag = kpToe.-

De la ecuacion (2.6), vemos que la Ty, cumple que

e [ seom@En \7
Toe = kg <2wd/21“(d/s) g (e1)> ' 27

Tomando el cociente entre ambas temperaturas (2.6) y (2.7) nos da una expresion valida
para d/s > 0.
s/d

el
e _ i S . (2.8)

T _ A Toe
0c ga | e FBT0c Te

S

En la figura 2.2 se muestra la gréfica de la temperatura critica como funcién de
d/s para diferentes valores de A/kpTp., se observa que para d > 1 (y/6 si s < 1)
el valor de la fraccion T,./Tp. ~ 1, por lo que la temperatura critica es independiente
de la brecha. Sin embargo, la temperatura critica se hace cero para valores d/s < 1 si
la brecha energética es cero A = 0, lo que indica que no hay condensacién de Bose a
temperatura finita distinta de cero, corroborandose el teorema de Mermin-Wagner [31].
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2. Gas de bosones d—dimensional con relacién de energia-momento generalizada
€ « k® méas una brecha energética A # 0

Te/Toc

Figura 2.2: Temperatura critica T./7Tp. como funcién de d/s para distintos valores de
A/kpThe .

2.1.1.1. Fracciéon de condensado
De la expresion (2.5) y (2.6) se puede escribir la fracciéon de condensado como

No/N =1-— <T>d/s & (2.9)

A
Tc ga <6_kBTC>

Se tiene entonces que para 1' > T, la fraccion de condensado Ny/N = 0 es cero. Para
temperaturas menores que la critica T' < T, el potencial quimico es igual a la energia
del estado base, por lo que

A
()
% =1—(T/T,)"* = (2.10)

A Y
gd <€ kBTC)
S

debido a que la fugacidad 21 (T < T,) = e BT

En la figura 2.3 se muestra que el comportamiento de la fracciéon del condensado
como funcion de la temperatura normalizada T'/7T, decrece monoténicamente en el in-
tervalo 0 < T'/T, < 1, salvo que no esté definido con A = 0 para d/s < 1. Observe que la
fraccion de condensado crece en su concavidad conforme d/s crece. Para temperaturas
mayores que la critica T'/Tc > 1, la fraccion Ny/N es cero.

12



2.1 Condensacién de Bose-Einstein

No/N

0.0

T[T,

Figura 2.3: Fraccion del condensado como funcién de la temperatura normalizada T'/T,.
con A = kgTy. para d/s = 3,2,3/2,1,1/2y 1/10.

2.1.2. Propiedades termodindmicas

En este apartado calculamos explicitamente las potenciales termodindmicos y los
calores especificos. Aunque en cualquiera de ellos se puede observar un comportamiento
peculiar en la temperatura critica T, por ejemplo en los potenciales termodinamicos
en funciéon de la temperatura son continuos en 7, pero con un cambio abrupto en la
derivada, lo que ocasiona que los calores especificos tengas un salto discontinuo en 7.

2.1.2.1. Ecuacion de estado

La ecuacién de estado relaciona las variables intensivas del gas como la presion y la
temperatura con las extensivas como el niimero de particulas, el potencial quimico y el
volumen. Esta ecuacién se puede obtener partiendo del ensamble gran canénico, en el
limite termodinamico la suma sobre las energias se vuelve una integral sobre el espacio
de momentos, obteniendo

(2.11)

LN\Y 2742 [oo ’
= — — 718(507!1‘) — _ *ﬁ(E*}L) d—1
In (1 © ) <27T> I'(d/2) /0 n (1 © ) R dk

resolviendo la integral por partes y ocupando la ecuacion de namero (2.4) obtenemos la
ecuaciéon de estado

In (1 — e—B(eo—H) /s ga, ,(21)
i nl-e )4 <T> Tk (2.12)

NkgT ~— N T. <_kAT>
ga|€e "Bc

s
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2. Gas de bosones d—dimensional con relacién de energia-momento generalizada
€ « k® méas una brecha energética A # 0

FEl primer término puede ser escrito en términos del nimero de particulas en el estado
base, Ng =1/ (65(50_“) - 1), de manera que

“In (1 - 6—5@0—#)) /N =1In(Np + 1)/N (2.13)

en el limite termodinamico N > 1, dicho término es despreciable, dejando

/s ga 4 (21)
_ NkpT <T> 411 (2.14)

p="2E (o) S T
vV T gd<e—kﬁn>

A altas temperaturas 7//T, >> 1 se recupera el limite clasico de la ecuacion de estado
de gas ideal P = NkgT/V.

Figura 2.4: Energia Interna (U — Neg)/NkgT como funcién de la temperatura norma-
lizada T'/T. con A/kgTy. = 1.

2.1.2.2. Longitud de onda térmica generalizada

La ecuacion de estado (2.14) puede ser escrita en términos de una longitud de onda
térmica A de De Broglie como

kT
P = vg%_i,-l(zl) (2.15)
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2.1 Condensacién de Bose-Einstein

donde el factor de longitud de onda térmica es

A= <X[g§(e‘k§n))i (?)1 (2.16)

que al sustituir la expresion de la temperatura critica (2.7) en funcion de la densidad
de particulas N/V = n, se obtiene una expresion sin dependencia de la brecha

A=2V7 (é}) : (2.17)

VD
==
EISHIV]IsH
+ |+
el R
N— | ~—
N——

aul

donde esta expresion es analoga a la obtenida por Z. Yan [57].

Esta altima expresion de la longitud de onda térmica es independiente de la brecha
A, aunque dependiente de los factores s y d, lo cual no ocurre con otras propiedades
termodindmicas.

Ademas se observa que en el caso de haber tenido una relacion de dispersion tal que
la energia es proporcional al cuadrado del momento s = 2, entonces se recupera el caso
A\ = 2./mca/kpgT = h/\/2wkgT, con cy = h?/2m, el cual es también independiente del
factor d de dimension.

2.1.2.3. Energia interna

La energia interna del sistema es la suma de las energias de cada particula

5

U = Noeo + E exng = Nogg + E 6(8_7]67 (2.18)

e k .U') —1
k20 k20

donde en el limite termodindmico se remplaza la suma sobre los momentos por la integral
sobre la energia y usando la relacion de dispersion (2.1), se obtiene

L\* ont o (E+60+A)6%_1d6
U = N()E() + <27T> ] / eﬁ(EJrEOJrA*,u) 1 s (219)
scsT(d)2) /0F

remplazando Ny por los términos de la ecuacion de namero (2.5) y siguiendo el dlgebra
correspondiente, la expresiéon anterior se reduce a

|

U_Ng()_ (T/Tc) d A
NkpT ( A) S94 (@) + pom9a(a)

(2.20)

ga e kBTc

s
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2. Gas de bosones d—dimensional con relacién de energia-momento generalizada
€ « k® méas una brecha energética A # 0

En términos del gran potencial PV (2.14) la expresion anterior se reescribe como

d Ny
EPV =U—-N [50 + (1 — N) A] . (2.21)
que generaliza el caso clasico.

En la figura 2.4 se grafica la energia Interna (U — Neg)/NkgT como funcion de la
temperatura normalizada T /T, con A/kgTy. = 1. En ella se observa que para T' < T, la
fraccion de energia (U —Neg)/(NkpT') crece hasta llegar a un pico en la temperatura de
transicién, lo cual no sucede cuando no hay brecha. En cambio para altas temperaturas
se recupera U — N(eg + A) — (d/s)NkpT el gas clasico.

2.1.2.4. Calor especifico isocérico

Hay que tener cautela para encontrar la calor especifico isocorico, debido a que
tenemos dos casos a temperatura menor que la critica 7' < T, y mayor o igual que la
critica T' > Tg.

Para T > T, la fracciéon de condensado Ny/N ~ 0 es despreciable y al derivar (2.5)
encontramos

J0ln(z1) o dl g%(zl)
< o >N,v__8ng_1(21)' (2.22)

Derivando la ecuacion (2.20) y sustituyendo (2.22) tenemos

Para temperaturas muy altas T' >> T, recuperamos el caso de un gas ideal clésico
Cy/Nkp =d/s.
En T < T, se cumple que el potencial quimico es igual a la energia del estado base
A

i =ep y tenemos que 21 = e *BT  por lo que derivando (2.20) respecto de T tenemos

__A

" <e kBT>

Cv _d <1_N0) <1+d> N/
s A

(2.24)

donde se observa que a temperaturas bajas T' << A/kpg, i.e., A/kgT > 1 la funcién
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2.1 Condensacién de Bose-Einstein

20 —T

- dfs=3
-—-djs=2 .
dls=32

Figura 2.5: Calor especifico isocorico Cy /Nkp como funciéon de T'/Ty.., para A/kpTy. =
lyd/s=0,1/2,1,3/2, 2 3.

__A __A
gd <e kBT> ~ e FBT para cualquier valor d/s, por lo que
AN 2+ 2A
S d kBT ]{BT

que significa que a bajas temperaturas decae de manera exponencial.

En la figura 2.5 se observa el calor especifico isocorico como funcion de T'/T, para
A/kpTo. = 1, se observa que comienza desde cero de manera exponencial y hace un
salto en T'/T, = 1, caracteristico de una transicion de fase de segundo orden. A altas
temperaturas tiende d/s al caso clésico.

~

Nkp ga (ekBATC>

S

Cy ii (T/TC)d/S
S

2.1.2.5. Salto del calor especifico isocoérico

En la seccién anterior mencionamos el comportamiento de la energfa libre de Gibbs
v del calor especifico isocérico con el fin de estudiar el tipo de transicién de fase. En
nuestro caso con brecha energética A ## 0 siempre se presenta un salto para cualquier
valor positivo de la razon d/s, a diferencia del caso sin brecha A = 0 en el que se
presenta un salto en el calor especifico isocérico siempre que la razon d/s > 2 [56]. De
hecho en el caso sin brecha A =0y con d/s > 2, la discontinuidad del calor especifico
en ese caso es proporcional a la derivada del potencial quimico como lo reporta Pethick
[3], sin embargo para el caso tridimensional d/s = 2 el calor especifico es continuo.

El salto ACYy en el calor especifico isocérico en la temperatura critica T, se obtiene
al restar la expresion (2.23) de la (2.24) evaluadas en 7' = T,. La expresion analitica del
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salto es

(2.26)

2
ACy _ Oy(T0) = Cy(r) _ 92God) [a - A 911 (Coo)
Nkp Nkpg 9d_4 (z0c) | s kBT: gd (20c) ’

__a
donde zp. = e *BTc.

La expresion anterior muestra que para d/s > 0 habra un salto del calor especifico
siempre que se cumpla que A > 0. Es més, cuando d/s — 0, el salto ACy/Nkp tiene
al valor e/(e — 1).

20—
Q
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Figura 2.6: Salto del calor especifico isocorico en T, como funcion de la razon d/s, para
diferentes valores de A/kgTy..

En la figura 2.6 se muestra el calor especifico isocérico en T, como funcién de la
razon d/s, para diferentes valores de A/kpgTy., €l salto es diferente de cero siempre que
d/s > 2, como es reportado en [56]. Como ya se menciono anteriormente, el salto en
este caso es proporcional a la derivada del potencial quimico como lo reporta Pethick
[3].

Para A # 0 existe un salto en el calor especifico para d/s > 0, el cual crece mo-
noétonamente como una funcion de d/s para A/kpTy. = 1,2, pero presenta un minimo
para bajos valores de d/s, como en el caso de A/kpTy. = 0.1. Para cualquier valor de
A/kpToe # 0 el salto tiende al valor e/(e — 1) conforme d/s tiende a cero.

En la figura 2.7 se muestra que el salto del calor especifico isocorico es mondétona-
mente creciente con A/kpTp. para cualquier valor de d/s > 0.
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2.1 Condensacién de Bose-Einstein
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Figura 2.7: Salto del calor especifico isocorico en T, como funciéon de A/kgTp., para
d/s =1/2,1,3/2,2 and 3.

2.1.2.6. Calor especifico isobarico

Para calcular el calor especifico a presiéon constante se utiliza la siguiente relacion
termodindmica

oP\?
= T — 2.2
Cp=Cy+TVkr <8T> x (2.27)

donde la variable k1 representa la compresibilidad isotérmica

1 [oV
RT = —V (aP>T’N . (228)

Para calcular la compresibilidad isotérmica se necesita conocer el valor de la parcial de
la presion respecto al volumen (9P/0V ), .

De la ecuacion de estado (2.14) tenemos a la presion como una funcién del volumen,
la temperatura y el potencial quimico P = P(V,T,u). Para obtener la dependencia
explicita de la presién con el nimero de particulas usaremos la regla de la cadena

oP oP oP 0ln 2y
— == . 2.2
<8V>T,N <8V>T,lnzl " <8lnzl>T,V ( ov >T7N (2:29)

De las ecuaciones (2.14) y (2.5) podemos deducir que (0P/0V )1, ., = 0.
Luego la compresibilidad isotérmica es

1 1
V(P[0 1)y (0Inz1/0V)

RT = (2.30)
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Para calcular (0P/0Inz;)p, se deriva implicitamente la presiéon de la ecuacion de
estado (2.14) para obtener

< oP > :ﬁkBT(T/TC)d/sﬂ_ (2.31)
TV

Oln 2, Vv g <6_k}3ATc)

Para calcular (0lnz;/0V ), y se usa la fraccién de condensado dada por (2.5). Para
T > T, la fraccién de condensado del estado base No/N =~ 0 es despreciable, mientras
que para T' < T, la fraccion Ny/N es constante cuando 7'y N son también constantes,
por lo que tendremos para toda T que

811121) 1 9a(z1)
- 2.32
( ' Jrn Vgg—1(zl) (232

Tras sustituir las ecuaciones (2.31) y (2.32) en la expresion (2.30) y usando la relacion
(2.9) podemos obtener la siguiente relacion para la compresibilidad isotérmica

1 v 914(21)
e (1 - NO/N> NEkpT ga(z1) (2:33)

Para calcular (0P/0T'),, 5 derivamos a la presién con respecto a la temperatura de la

expresion (2.21)
oPy  _1s
T ) n vy - Vd

Para T' > T, la fraccion de condensado Ny/N = 0 es despreciable y entonces se obtiene

oP _sCy
(o), =07 .

Finalmente sustituyendo las ecuaciones (2.35) y (2.33) en la expresion (2.27) tenemos
para el calor especifico isobérico para T > T,

oT

Cy + NA <8N0/N)NV] . (2.34)

(2.36)

Cp=Cy (1—|— <S)2cvg(si_1(21)> )

8 NkB gg(zl)
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2.1 Condensacién de Bose-Einstein

Para T' < T, se tiene de la expresion (2.9) que

__A
ge_, (e W)
T(aNO/N> :—(1—‘%) 4,8 — (2.37)
oT N,V N S kBT ga (@W)

con esta tltima expresion se puede obtener (9P/9T)y, y y al substituir (2.33) en (2.27)
se obtiene Cp para T < T..

A
T kpT
Cp _ Cy gf1<63)< 1 >[SCV

Nkg  Nkp 70 (6_@%> 1—No/N) |dNkgp
(2.38)

Figura 2.8: Calor especifico isobérico Cp/Nkp como funciéon de la temperatura nor-
malizada T'/Tj., para A/kgTo. =1y d/s = 0.1, 1/2,1,3/2, 2, 3.

En la figura 2.8 se muestra el calor especifico isobéarico Cp/Nkp como una funcién
de la temperatura T'/T, para A/kpTy. = 1 y diferentes valores de d/s. Se muestra que
el calor especifico isobarico tiene un salto en T = T, para todos los valores de d/s,
ademas el salto crece mientras la razon d/s decrece.
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Anélogamente como el calor especifico isocorico Cy, tiende a cero con un compor-
tamiento exponencial a bajas temperaturas.

Es importante mencionar que en el caso sin brecha A = 0, la capacidad calorifica
diverge [58] en el caso donde la razon 1 < d/s < 2 y para temperaturas menores o igual
a la critica, como se discute en el apéndice A, esto sucede debido al término gg/,_1(2).
Se observa que en caso de tener la brecha energética presente A # 0, siempre se tiene
un salto donde los limites por la derecha e izquierda de la capacidad isobarica toman
valores finitos.

2.1.2.7. Salto del calor especifico isobarico

El salto ACp en el calor especifico isobérico en T, se obtiene de la expresion (2.36)
menos la ecuacion (2.38), con lo que se obtiene

ACp _ CP(TC_) — CP(TC‘*‘) B 29%71 (ZOc) ACYy (1 f) g§+1 (ZOC)
Nkg d ga (20c)

Nkp NEkp B gd (20c)
<d> A - s A 9371 (20c) (1 N 3) 9§+1 (20c) gg (20¢)
S kBTc d kBTc gg (ZOC) d g% (ZOC) ggfl (ZOC) )

—A/kpT.

(2.39)

donde zp. = e

—_ 'd 2 T 3 T T T T T T T T T

60 |7~ e
|- -dis=2 e

50 {—ajs=3)2 /.,.—., |
feeedis=1 P

c

[Cp (T ") = Cp (T F)]Nkg

Figura 2.9: Salto del calor especifico isobérico [Cp(T) — Cp(TF)]/Nkp en la tempe-
ratura critica T, como funciéon de A/kpTy., para d/s =1, 3/2, 2 and 3.

En la figura 2.9 mostramos el calor especifico isobéarico como una funcion de A /kgTo.
para cuatro diferentes valores de d/s. El comportamiento de este salto isobarico ACp
crece de manera similar como el salto del calor especifico ACy. En la figura 2.10 se
muestra el salto del calor especifico como una funcion de d/s para A/kgTy. = 0, 0.1,
1 v 2. Estas graficas muestran que para A = 0.1, 1 y 2 el salto tiende al valor 5.65
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2.1 Condensacién de Bose-Einstein

0.0 05 1.0 15 20 25 30
d/s
Figura 2.10: Salto del calor especifico isobarico [Cp(T. ) — Cp(T;")]/Nkp en T, como
funcion de d/s, para A = kgTp. =0, 1y 2.

conforme d/s tiende a cero.

2.1.2.8. Coeficiente v = Cp/Cy

El coeficiente gamma termodinamico Cp/Cy para T > T, se obtiene directamente
de la expresion del calor especifico isobéarico (2.36) de la cual se obtiene

_Cr_, (3)2 Cy 94-1(21) (2.40)

d) Nkp ga(z1)

Para T' < T, el coeficiente gamma viene de la razon entre las ecuaciones (2.38) y
(2.24),

Cy s\29d_q(21) 1
frg 1 _— —_ S
LA (d) ga(z1) \I-No/N)”~

2 (-3) () (- () %)
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e ds= AJkgToe =1
ol dls=1/2
00 05 1.0 15 20 25 3.0
TT,
Figura 2.11: Coeficiente gamma v = Cp/Cy como una funcién de T/Tp. para

A/kpTy. = 1y diferentes valores de d/s.

donde sustituyendo Cy para T' < T, de la ecuacién (2.24), se obtiene

N 2
kT
gy 9dnle ) A
10 +9) 5 T ET
94(6 kBT
14 o A _ (2.42)

kT kT
oy 9dale BT gate BT A2
(1+§) _ A +kBT A +§<kBT)

91,1(6 kBT) 9471(6 kBT)
S S

__a
Para muy bajas temperaturas, de manera que A/kgT > 1 la funciéon de Bose ga (e ’“BT> ~

__A
e *BT para cualquier valor de d/s. Entonces, cuando la temperatura tiende a cero, de

la ecuacion (2.42) se observa que la razon ~ tiende al valor 2 para cualquier valor no
nulo de A/kpTp., es decir, el valor del calor especifico isobérico es el doble del isocorico
a extremas bajas temperaturas.

En la figura 2.11 se muestra el coeficiente gamma como funciéon de T/T. para
A/kpTo. = 1 y diferentes valores de d/s. Para la temperatura debajo de la tempe-
ratura el coeficiente v empieza con el valor de 2 en temperatura extremadamente baja
y se incrementa hasta alcanzar un valor finito en T' = T, donde se presenta el salto
caracteristico.

El salto y(T.F) — v(T7) es tal que para d >> s es salto es positivo y para s >> d la
magnitud del salto se vuelve negativa. Notamos que cuando d/s tiende a cero, el valor
del coeficiente gamma por la izquierda de T'c™ es 1+ (e + (1 —e) In(e — 1))? ~ 4.19742,
mientras que el valor del coeficiente por la derecha de T'c™ tiende a infinito.
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2.1 Condensacién de Bose-Einstein

Para temperaturas altas T > T, el coeficiente tiende al valor (s/d)(1 + d/s) usual
de un gas clasico.

2.1.2.9. Entropia

S/Nkg

Figura 2.12: Entropia S/kgT como funcién de la temperatura normalizada T'/Tj., para
A/kpTo. =1y d/s=0,1/2,1,3/2,2, 3.

Usamos la relacién de Euler U =TS — PV + uN, para obtener la entropia

S U+PV u U-Ne PV eo—un
_ _ _ 2.43
Nkp  NkpT  kgT  NkglT | NkgT '« kpT (243)

Sustituyendo (2.20), nos queda la relacion

S (T/T.)Y* d A €0 —
= Z+1 = .
Nks (e‘kBAT> A ’fBTg%(Zl) " kT (2.44)
d c

En la figura 2.12 se muestra la entropia como funcién de la temperatura para dife-
rentes valores de d/s y A/kpTy. = 1. En la figura se muestra como la entropia es una
funcién mondtona creciente, como se espera termodindmicamente, sin embargo, se ve
un cambio abrupto no suave, con derivada discontinua en la temperatura critica, carac-
teristico de una transicién de fase. Asimismo, se observa que conforme aumentamos la
razon d/s la tasa de crecimiento de la curva también se incrementa.
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2.1.2.10. Energia libre de Helmholtz

La energia libre de Helmholtz se obtiene de la expresion F = U — TS, usando las
expresiones (2.43) y (2.14), se obtiene

F K d/s g%+1(21)
NkgT — kgT (T/Te) < _kAT>' (2.45)
ga | e FBlc

s

En la figura 2.13 se grafica la energfa libre de Helmholtz como funcién de la temperatura

0.0+

-0.5+
-1.0+
-1.5+

-2.0+

-2.5+

-3.0 . . . . . .
00 05 1.0 1.5 20 25 30

Figura 2.13: Energia Libre de Helmholtz (F — Neg)/(NkgT) como funcion de la tem-
peratura T'/To., para A/kpTo. =1 and d/s =0, 1/2, 1, 3/2, 2, 3.

normalizada T'/Ty. para A/kpTy. = 1. Se observa como la energia libre de Helmhotz
empieza desde un miltiplo NV del estado base y luego decae un mondtonamente con la
temperatura, sin embargo, en esta energfa libre la curva siempre es suave, no tiene un
cambio abrupto en la temperatura critica y su derivada respecto a la temperatura es
continua. Ademas, que conforme la razoén d/s crece la caida de la curva es més abrupta.

2.1.2.11. Entalpia

La entalpia se calcula con la expresiéon termodinamica H = U + PV , obteniendo

H e (T [(d A
- ST — : 2.4
NksT kel ( e > ST 1) 900 + 5 maa () (2.46)
gda | € "B

En la figura 2.14 se muestra a la entalpia H/NkpT como funcién de T/T. for
A/kpTy. = 1. Existe un cambio no suave en la temperatura critica, ademas que para
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4_———d/s:2 ,

e

Figura 2.14: Entalpia como funcién de T'/T., para A/kpTy. = 1 y diferentes valores
d/s.

valores d/s bajos la curva es concava para temperaturas menores que la critica y es
convexa para d/s mayores para T > T.. La entalpia es similar a la energia interna, salvo
que tiene mayores valores debido al término PV.

2.1.2.12. Energia libre de Gibbs

0.0 —
——dfs=3
-0.51
--dls=2
&~ 100 —d/s=3)2
2
= s]dse
w4 =
£ . dis=1/2
llg |--djs=0
-2.54
| AlkgToe =1
'30 T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

T/T,

Figura 2.15: Energia Libre de Gibbs (G — Ne&g)/NkgT como funcién de T'/Ty., para
AJkpTo. =1y d/s=0,1/2,1,3/2,2, 3.

La energia libre de Gibbs esta dada por la expresion termodindmica G = U + PV —
TS = H—-TS = uN. En la figura 2.15 se muestra la energia libre de Gibbs para
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temperatura T/T, para A/kgTy. = 1. Observe que para T' < T, es cero y para T > T,
tiende menos infinito recuperando el limite clasico.

Ademas, como G = ulNV, se observa que antes de la temperatura critica el poten-
cial quimico se iguala al estado base y cuando sobrepasa la temperatura critica decae
mondtonamente.

En el siguiente capitulo se presenta un modelo cristalino con imperfecciones que pre-
senta una brecha entre el estado mas bajo de energia y el siguiente excitado, mostrando
los efectos en las propiedades termodinamicas que se han presentado hasta el momento.

En el apéndice A de este trabajo se expone lo reportado en la literatura [? | para el
caso de no tener brecha energética o en el caso de tener una relacién de energia propor-
cional con el cuadrado del momento en un sistema tridimensional. En dicho apéndice
se comparan las graficas entre el caso sin brecha con el caso con brecha reportado en
este capitulo.

En los dos capitulos siguientes, buscaremos mostrar de manera analitica un sistema
sencillo que simula una red éptica y cuyo espectro de energia, obtenido por medio de
la ecuacion de Schrodinger, sea andlogo al de la expresion (2.1) para una particula.
Mas adelante en el capitulo 5 obtendremos las propiedades termodindmicas del sistema,
mostrando que tienen un comportamiento similar a los mostrados en este capitulo.
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Capitulo 3
Espectro de energia para una particula en un

cristal unidimensional infinito

Existen diversos trabajos teéricos y experimentales que investigan condensados de
Bose-Einstein en redes opticas sinusoidales peridédicas. Por mencionar algunos trabajos,
experimentalmente se han estudiado condensados Bose-Einstein de rubidio en redes 6p-
ticas bidimensionales [10], paquetes de ondas de materia de condensados de 8"Rb [59] e
incluso estudian la inestabilidad de un condensado en una red 6ptica mévil unidimen-
sional [11].

Sin embargo para tratar de resolver el problema de manera teérica, se usa un poten-
cial que permite dar soluciones analiticas faciles de manipular. Autores como Seaman
[12] y Danshita [13] con el fin de simular una red éptica, plantean usar el potencial
periédico de Kronig Penney, que obedece el teorema de Bloch, para poder interpretar
mediante resultados analiticos el espectro de energfa y las propiedades termodindmicas
de una particula inmersa en un potencial peridédico.

En este capitulo y en el inmediato posterior se plantea encontrar analiticamente el
espectro de energia para una particula inmersa en un cristal periédico que se modela con
un potencial de Kronig-Penney [46]. En el camino, encontraremos expresiones analiticas
para el caso de una vacancia en la estructura y cuyo espectro energético lo conectaremos
con el expuesto en el capitulo previo.

3.1. Espectro de energia de una particula en un cristal
unidimensional perfecto

En primer lugar, modelamos el cristal unidimensional con la aplicacién de un poten-
cial externo estilo Kronig Penney en el limite de deltas, es decir, obtenemos el espectro
de energfas de una particula en un potencial externo

o0

V(z)= Y wd(z—na) (3.1)

n=—oo

donde vg es una cantidad con dimensiones de energia por longitud, mientras a representa
la separacién entre las deltas.
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3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

En este capitulo se usan diferentes métodos para obtener el espectro de energia y las
funciones de onda respectivas a partir de la ecuacién de Schrodinger. Nuestro interés
primordial es encontrar el espectro donde alguna de las deltas del potencial es de dife-
rente intensidad v(, # vp, mientras que las demés se mantienen con la misma intensidad
vg. Sin embargo para resolver dicho problema necesitaremos usar los siguientes métodos
aqui expuestos.

3.1.1. Solucién usando condiciones de continuidad y discontinuidad

Para obtener el espectro de energias para una particula dentro del potencial (3.1),
resolvemos la ecuacion de Schrédinger usando como primera técnica la relaciéon entre
los coeficientes de las funciones de onda antes y después de cruzar la primera delta.

Al considerar el intervalo —a < x < a tenemos, al sustituir el potencial (3.1) en la
ecuacion de Schrédinger nos queda solo una delta, es decir,

R? d*
- = FE. 2
S+ wd(w) = By (3:2)
Observe que para x # 0 se satisface la ecuacion Schrédinger para una particula libre
de potencial V(z) =0

R? d? h?k?
————==Fy =

2m dx? v

Y. (3.3)

2m

Por lo que para —a < x < 0, se obtiene como solucién
Y(z) = A1e" 4+ Bre T = ety (1) (3.4)

con la funcion ' '
uy(x) = Atk o B e—ilsth)z (3.5)

donde la variable k se le conoce como cuasimomento de Bloch. De hecho, como
se vera mas adelante, el teorema de Bloch, nos va a exigir que u;(x) sea una funciéon
periédica.

Analogamente se satisface que para 0 < z < a la solucién

P(x) = Age™™® 4 Boe T = eikzu2(:z:) (3.6)

con la funcién ' _
u2<$) _ A2ez(n—k)x + B2€—z(n+k)x (37)

donde k cumple (B.5).
La condicién de continuidad en la frontera de la delta en x = 0 cumple que

0=1(07) —9(07) = Ay + By — A, — By (3.8)
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3.1 Espectro de energia de una particula en un cristal unidimensional perfecto

En cambio, al integrar (3.3) en una vecindad de radio 7 en la frontera de la delta x = 0
se obtiene
B2 (M d%y n n
- — ——5dr + vo/ O(z)Y(x)dr = E/ Y(z)dx (3.9)
_pdz —n -

2m

donde el miembro derecho de la igualdad se anula y tras la integraciéon

R? ([ dy dy
_ - — (= = 1
s (0= ) ) () =0 (3.10)
tomando el limite 7 — 0 nos queda
dy dy, _ 2muyg
—(0") - ==(07) - 0) =
9 )

ik (Ao — By — Ay + By) — 7;;“0 (Ay+ B1) =0

y la condicion de periodicidad de la funciéon u(x) y su derivada u(z) = % se cumple si

Al +B=u (0_) = UQ((Z_) = A2ei(n—k)a + Bge_i(ﬁ+k)a (3.12)

i(k —k)A1 —i(k + k)By =ui(07) = uh(a™) =

j ; 3.13
i(k — k)AgeZ(”*k)“ —i(k + k)Bzefl(f-ﬁLk)a ( )

Resolviendo de manera simulténea las ecuaciones (3.8), (3.11), (3.12) y (3.13), nos da
la relacién de dispersién

cos(ka) = cos(ka) + Psm(ma) (3.14)
Ka
con el factor moa
P= 2 (3.15)

a esta cantidad adimensional se conoce como impermeabilidad de las deltas.

3.1.2. Solucién usando funcién de Green

El método anterior nos permite obtener de manera sencilla las energias en funciéon
del cuasimomento de Bloch para el potencial peridédico, sin embargo, para resolver las
eigenfunciones se necesitaria resolver cada coeficiente A; y B;. Uno de los métodos
comunes para resolver un problema de ecuaciones diferenciales lineales es proponer una
funciéon de Green e imponer condiciones iniciales sobre la misma para determinar dicha
funcién y finalmente mediante una transformacién obtener, la solucién a la ecuacién
diferencial. Saxon y Hutner [48] nos plantean en su articulo como aplicar este método
en un cristal unidimensional y con ello se puede obtener una expresién para la funcién
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3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

de onda que describe al sistema.
La ecuacion estacionaria de Schréodinger (B.2) se puede reescribir como

d? 9 2m
Definimos la funciéon de Green G = G(z, z') tal que

<88; + /{2> G=6z—2) (3.17)

De forma que aplicando la transformada de Fourier de esta tltima ecuacién se tiene

oo ) 82 oo . gl
—iKx 2 — —iKx o _ Kz 1
/ e <8x2 +K ) Gdx / e z—2x)dr=e (3.18)

—00 —00

El primer término de miembro izquierdo es

o 02G rea [(0G > -
—iKx _ Kz - _ 2
/ e = ( o +zKG> ' 2rK%G (3.19)

— 00 —00

donde G es la transformada de Fourier de la funcién de Green
~ / 1 > —iKx
G(K,x') = o Ge dx (3.20)
m — 0

que al sustituir (3.19) en (3.18) nos queda la ecuacién

e R (ZG - iKG) ‘ +2m (k% — K%) G = e K" (3.21)
€ —00
que nos da por solucién
G(K, ') = LLKI/ (3.22)
T o K2 — K2 ’

Invirtiendo (3.20) con la transformada de Fourier inversa y sustituyendo (3.23) nos
queda

! <~ N iKz 1 > 61K(m_m/)

— 00

La funcion vectorial G(z,2") se vuelve unidimensional G(z) con un cambio de variable

G(z,2") = G(2) z=z—1 (3.24)
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3.1 Espectro de energia de una particula en un cristal unidimensional perfecto

Esta integral puede resolverse con el teorema del residuo ya que

1 00 eiKz 1 00 eiKz 1 1
G(Z)_Qﬂ‘/ 7K2_K2dK——% - 2/{ (K—K_K+/{;>dK (325)

—0o0

tomando z > 0 tenemos un polo en k = K dentro del contorno, por lo que aplicando el
teorema del residuo tenemos

- IRZ

ie
G(z) = —2mi— K - =— 3.26
(2) or o K — H( ﬁ)‘K:H 2K ( )
Analogamente con z < 0 tenemos un polo en kK = —K dentro del contorno, por lo que
1 6Z'Kz 1 Z'e—mz
G(z) = 2mi— K =— 3.27
(2) or 2x KJFK( ) Ke—r 2K ( )
que nos da como resultado _
(2 ’
G / - Zlilx—$| 328
(5,2) = —5 e (3.28)
Observe que la funcién de Green, ya no es una funcion de dos variables, sino depende
tnicamente de la norma de la distancia |z| = |« — 2’|, haciendo con esto inmediata su
integracion.
Usaremos la segunda identidad de Green
o %G 0?1 ,

y sustituyendo (3.16) y (3.18) en la ecuacion anterior nos queda

e’} 2 2
0= / [w <g£ + H2G> — @xﬁ + m%) G] dx

) 9 (3.30)
_ /_ ) (¢(m’)5(1:’ —2) - gV(a@')w(x')G(x,x')) da’
Por lo que la funcién de onda en términos de la funcién de Green es
= 2m [T WV )G e, o) 3.31
U(@) =5 _Oow(:v) ()G (z,2')dx (3.31)

Hasta ahora, se ha deducido el método de Green para resolver cualquier potencial
arbitrario V' (x), sin embargo, a partir de ahora explotaremos que el potencial de interés
es periédico

V(z 4+ na) = V(x) (3.32)
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3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

y con el uso del teorema de Bloch

(x4 na) = eF%)(x) (3.33)

haremos que la funcién de onda 1 (x) sea periédica con el periodo de V(). Por lo que
la integral (3.31) escrita como la suma de las integrales sobre la celda unitaria es

m n+1
- Z / V(y)Glz, y)dy =

(3.34)

2m

Z / Y(2' + na)V (2’ + na)G(z,2" + na)dz’
Sustituyendo (3.32), (3.33) y (3.23) en (3.34) se tiene que
Z zkna/ m|:t: T fna|w( ) ( )
im [ L(@—a")/a] ‘ ) o0 . ' /
o ﬂ i @ZJ(CE’)V($,)( _Z: ez(k—ﬁ)naem(x—z ) + Z ez(k—l—ﬁ)nae—m(z—m )>d5L‘/
—— n=|(z—')/a] +1

(3.35)

donde |z] denota la funcién piso, la cual devuelve el méaximo entero menor a z. Tras
sumar, obtenermos

a i(k—k)a|(z—x')/a] jik(z—x")
_im NG e
i [ e (S e

ei(k«H@)a(\_(xfx’)/ajJrl)efm(a:fx’) )
, dx
1 — eilk+r)a

(3.36)

Haciendo el cambio de variable v’ = 2 — 2’ — a|(x — 2’)/a] nos queda una funcion de
onda

/ o el =

<ek Sm( - _a{( aw)J))_sin(H(m—fE’—a[m_TxIJ _a)>>dac'

cos(ka) — cos(ka)

(3.37)

pero este tltimo resultado comprueba el teorema de Bloch ya que la cantidad x — 2’ —
av—Tx/J es periddica con el mismo periodo de potencial.
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3.1 Espectro de energia de una particula en un cristal unidimensional perfecto

FEn el caso de que el potencial modelo sea el propuesto por Kronig Penney en limite
de deltas de Dirac como dispersores (3.1), la ecuacion se reduce al integrar sobre la
celda unitaria

vw) = =0 [Mvtanaet ]

h2k

i (3.38)

e sin(k(z — 2’ —a L(IZII)J )) —sin(k(x — 2’ —a V‘T"”/J —a)) ,
< cos(ka) — cos(ka) >d$

Integrando, nos queda

V(x) MU gl eF sin(k(x — a[%J)) — sin(k(z — a[%J —a))
»(0) _thge ol ( cos(ka) — cos(ka) > (3.39)

Esta es la funcion de onda que describe al sistema peridédico de una serie infinita de

deltas, la cual es periédica, con periodo a, justo como lo justifica el teorema de Bloch.
Observe que si ademés esto se cumple para toda x, en particular cuando z = 0, nos

dard una relacién entre el vector de onda de la energfa x y el de la onda de Bloch k.

¥ (0) mug sin(ka)
1= = - A4
(0) h2k \ cos(ka) — cos(ka) (340)
De donde obtenemos de nuevo la ecuacion (3.14)
sin(ka)
cos(ka) = cos(ka) + P (3.41)
Ka
Sustituyendo (3.40) en (3.42) obtenemos la ecuacion de onda
P(x) _ ika| ] e*sin(k(z —a| | )) —sin(k(z — a| Z| — a)) (3.42)
¥ (0) sin(ka)

El método de la funcién de Green, permite encontrar la funcién de onda del sistema
facilmente y en una seccién posterior la usaremos para resolver el sistema con una
vacancia.

3.1.3. Solucién usando matrices de traslaciéon, transferencia y de dis-
persion

En esta seccién analizaremos el sistema como un problema de dispersores, de forma
que la funcién de onda se deforma al atravesar cada dispersor. Al ser la ecuacién de
Schrédinger lineal, se pueden obtener ecuaciones lineales para describir los coeficientes
de la funcién de onda los cuales se pueden acomodar en forma de matrices.
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3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

En nuestro sistema, el potencial externo estd formado por una infinidad de disper-
sores delta de Dirac igualmente espaciadas.

Suponga por simplicidad el caso de un tunico dispersor descrito por una delta vyd(z)
situada en el origen x = 0 y para cualquier otra posicion x # 0 el potencial es cero.
Cuando el potencial es cero, que sucede en toda x # 0, la funcién de onda solucién de
Schrodinger es una combinacion lineal de dos ondas libres dirigida a la derecha y a la
izquierda, tal que podemos denominar con A, y Aar a los coeficientes que se relacionan
con la onda libre dirigida hacia la derecha del dispersor y por By y BS“ se relacionan
con la onda libre hacia la izquierda, mientras que el superindice — o + indica si los
coeficientes pertenecen a la onda antes o después de dispersor, respectivamente.

< 0) = Aje® 4 Bye ke
i )= A 0" (3.43)
Yz > 0) = Afe"™ + B e "

En la figura 3.1 se muestra el diagrama de un dispersor con forma de delta, se
muestran los coeficientes de la onda libre descritos por las ecuaciones (3.43), observe

que se puede interpretar a A(J)r y B, como los coeficientes de las ondas salientes y a Aj
y BJ los coeficientes de las ondas entrantes.

Figura 3.1: Diagrama de un dispersor delta, se muestran los coeficientes de la onda
libre

Como la ecuacion de Schriédinger es lineal, los coeficientes deben estar relacionados entre
si mediante ecuaciones lineales, existen dos matrices usualmente usadas en los cursos
bésicos de mecanica cuéntica, la matriz de dispersiéon y la de transferencia.

La matriz de dispersién relaciona los coeficientes de las ondas entrantes al dispersor
respecto de las salientes del mismo.

B(; = SllAa + SlgB(J)r

3.44
AL = S A; + SpBY (3.44)

o en forma matricial
Ba . 811 512 Aa . Aa
) - (o s () -0 319
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3.1 Espectro de energia de una particula en un cristal unidimensional perfecto

Utilizando las condiciones de continuidad de la funcién de onda
Ay + By = A + B (3.46)

y de la discontinuidad de la derivada de la funcién de onda en la posiciéon de la delta,
siguiendo el método analogo al de la ecuacion (3.11) se tiene

@ i _@ _ _2mvo -
0 g0 - 0= (3.47)
in (A3~ B — Ag + By) — (A5 +Bg) =0

Las ecuaciones (3.46) y (3.47) pueden escribirse en forma matricial como

1 -1 By \ _ -1 1 Ay
<1+2¢£ 1 ><A§>_<1—2i£ 1><BO+> (3.48)

Multiplicando por la matriz inversa, tenemos que la matriz de dispersiéon de una delta

es p

1 ik

§=— | Ttk 3.49
1+iLl ( 1 = ) (349

Un resultado importante en mecénica cuantica es que la matriz de dispersién es unitaria,
debido a la conservaciéon de probabilidad de la funcién de onda

88T =1 (3.50)

donde 8T representa la matriz transpuesta conjugada de la matriz 8 e I la matriz iden-
tidad.

Ademés, como la funcién de onda conjugada cumple la misma ecuaciéon de Schrodin-
ger, salvo que las amplitudes estan invertidas, se tiene que cumplir que 8 es simétrica,
por lo que la matriz 8 es simétrica y unitaria.

Existe otra matriz que relaciona los coeficientes de manera distinta, relaciona los
coeficientes antes y después de cruzar el dispersor.

AS_ = R11Aa + RlQBO_

3.51
B(—)"_ = R21A6 + RQQBO_ ( )

o en forma matricial

A(J{ > ( Ri1 Rio > < Ay ) ( Ay >
= 0 =21 0 3.52
(BO+ Ry1 Roo B; B; (3.52)

A esta matriz R se le conoce como matriz de transferencia.
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3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

A partir de las ecuaciones lineales (3.44) se puede llegar a una relacion entre ambas
matrices

Al — (S12 + S22)Bf = (S11 + S21)Ay — By

— A$ — (S12 — S22) By = (S11 — S21)4y — By . (3:53)
En forma matricial
( 1 —512—522><A9t):(511+521 —1><A9) (3.54)
-1 —Si2+ S22 B, Si1—8a1 —1 B,
Invirtiendo la matriz del miembro izquierdo y comparando con (3.58) nos queda
2 _
w=(mn mn) =5 (BT 59

Esta expresion para la matriz de transferencia es anédloga a la usada en [47], la cual
relaciona los coeficientes de las amplitudes de la funcién de onda antes y después de
cruzar un dispersor.

En particular para nuestro problema tenemos

1-4£2 L2
3%:( iﬂm 1+f;ap> (3.56)

Anéalogamente podemos tomar la matriz inversa

_ 1+4i2 L
g{ 1_ Ka Ka i

() (4)

Una tltima matriz es necesaria para completar la descripcion, la cual se denomina
matriz de traslacion.

Cuando se quiere obtener la amplitud de la onda en un sistema trasladado, las ampli-
tudes tan s6lo se ven modificadas por una fase respectiva. Si denominamos por A] y By
las amplitudes de las ondas, dirigidas hacia la derecha y la izquierda respectivamente,
antes de cruzar el dispersor situado en x = a, se cumple que

AT\ ([ Tu T AF Y Af
(3)-(n 2)(#)==(#)  a»

En nuestro caso, como en la regiéon 0 < z < a no hay potencial, la matriz de traslacién

Por lo que
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3.1 Espectro de energia de una particula en un cristal unidimensional perfecto

Figura 3.2: Diagrama de dos dispersores delta donde se muestran los coeficientes de la

onda libre

es diagonal y estd dada por
ei/@a 0
J= < 0 e—ina > (360)

En la figura 3.2 se muestra un diagrama de dos dispersores delta donde se muestran
los coeficientes de la onda libre, en la figura se observan los coeficientes Ay, By, Ag ,
BJ , correspondientes a los coeficientes antes y después de cruzar el primer dispersor
respectivamente y de manera anéloga los coeficientes A}, By, Af, Bf“ , correspondientes
a los coeficientes del segundo dispersor.

Con esto se puede expresar la funcién de onda en cada region entre las deltas,
en particular partiendo de (3.59) y (3.60) podemos relacionar los coeficientes que se

muestran el diagrama
Ag N\ g (AL Y _ [ Are™
< By ) =T U )T\ Brems (361)

sustituyendo en (3.43) el resultado de

Y(0 <z <a)=Afe"™™ + Bye " =

Al—em(xfa) + Bl—efm(mfa) (362)

Ahora se hace uso de estas dos dltimas matrices para determinar los siguientes coefi-

clentes N
Ay L AT L Ay
() (d)m(y) e

O bien, haciendo uso de la inversa del producto de matrices

() (8)o(l) o
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3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

donde se define la matriz de transferencia

(1 +Z’£)e—ma Z’ﬂema
P = < T (3.65)

Hae

que seré de bastante utilidad.
Se define la cantidad & como la mitad de la traza de la matriz P de forma que

P
Tr(P) = cos ka + — sin ka (3.66)
Ka

I
Il
DN

Hasta ahora, el procedimiento anterior ha sido lo bastante general, para incluir un
nimero finito de deltas como dispersores, separadas una distancia a.

Ahora consideremos el teorema de Bloch donde, en este caso, establece una conexién
entre los coeficientes, nos dice que la funciéon de onda estd desfasada a lo mas por una
onda libre caracterizada por el momento k de Bloch, en particular

(4) (%)

que comparando con la ecuacion matricial (3.64), nos queda una ecuacion de eigenvalores

e_um< gz‘ ) _ 9>< gz_ ) (3.68)

donde se tiene que satifacer la condicién
det(P — e~*a1) =0 (3.69)
O bien, para una matriz cuadrada de 2 x 2, es
0= e 2ika _o=tkay P 4 et P = e~ 2k _ 9¢7 ¢ 4 det P (3.70)

Pero una de las propiedades de las matrices R, T y P es que su determinante es uno.
Por lo que la ecuacion (3.70) se vuelve

P . e—Qika 4
cos ka + — sin ka = = ootk = cos(ka) (3.71)

que es la relacion de dispersion de Kronig-Penney (3.14).
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3.2 Cristal unidimensional infinito con una imperfeccién

Donde las amplitudes de la funcién de onda pueden obtenerse con

BQ_ e tha _ P
= 3.72
AQ_ Pis ( )

Al momento de diagonalizar la matriz P, nos damos cuenta que los eigenvalores cumplen
la ecuacion caracteristica,

M ATrP+1=0 (3.73)

dando por resultado

A=E+4/62 -1 =¢ttha (3.74)

Por lo que la matriz diagonalizada de P es
eika 0
T = < 0 e—ika ) (375)

pero esta matriz se puede interpretar como una matriz de traslacién sobre el espacio
del momento k de Bloch.

3.2. Ciristal unidimensional infinito con una imperfeccién

Supongamos ahora que hay una imperfeccién, que se modela como un dispersor
delta adicional en el cristal en la posicion z = 2/, tal que el potencial puede expresarse
como la suma del potencial periddico tipo peine de Dirac V(x) es dado por (3.1) més
la delta que describe la imperfeccion

V(x) + (v — vo)d(x — ') (3.76)

Observe que si 2’ = Na con N algin entero entonces una delta con intensidad v
sustituye una delta del potencial peridédico sirve como imperfeccion.

N-1 00
V(x)+(v)—vo)d(x—Na) = Z vod(z—na)+vid(z—Na)+ Z vod(x—na) (3.77)
n=—oo n=N+1

Al sustituir el potencial anterior para un valor arbitrario de 2’ en la ecuacion de
Schrodinger, la ecuacion (3.16) sufre una modificacion

2 m -
(chZ S 2th<@”>> V(@) = 25 (0h — )3z — (z) (3.78)

donde el potencial V (z) es dado por (3.1).
Observe que podemos tratar a la imperfeccién como el problema de un dispersor, ya
que para x # 2’ la ecuacion (3.78) satistace la ecuacion de Schrédinger (3.16), la cual

41



3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

tiene como solucion (3.39).

La solucién tiene el término de la onda con el vector de Bloch k, entonces tanto
la funcién de onda con k y —k satisface la ecuacion de Schrodinger (3.16), esto es
consecuencia de que la ecuacién diferencial es lineal, por lo que la funcién @ y su
conjugado 1~b son solucién, por lo que una combinacién lineal de ambas, también lo es.

Para x < 2/, la solucion es

+D- b(@) (3.79)

U(r)=C"

y si z > ', la solucion es

IR C) R [ C))
U(z)=C sy P ) (3.80)
c e
DD

Figura 3.3: Diagrama de un cristal infinito con dispersores delta iguales con excepcién

de una delta distinta donde se muestran los coeficientes de la onda de Bloch.

En la figura 3.3 se muestra el diagrama de un cristal infinito con dispersores delta
iguales con excepcién de una delta distinta, se muestran los coeficientes de la onda libre
descritos por las ecuaciones (3.79) y (3.80), observe que se puede interpretar a Ct y D~
como los coeficientes de las ondas salientes y a C~ y DT los coeficientes de las ondas
entrantes.

La condicion de continuidad en = 2’ de la funciéon de onda exige que

C +D =¥ )=¥(") =0+ Dt (3.81)

Integrando la ecuacion (3.78) alrededor de una vecindad x = 2’ nos queda

di 1+ @(:c“r) 9y _ @(f—)
c+a\t ) ptae\t ) o-ds - D =

@) 7 a@) () () (3.82)
2 a) — ) = 2 [+ 0] (€ + D),
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3.2 Cristal unidimensional infinito con una imperfeccién

donde
1siie i
Oij = { o (3.83)
Osii#j
representa la delta de Kronecker. En caso de que no existiera la imperfeccién, entonces
la condicién de discontinuidad de la derivada es
dip I+ dy, 2m /
E(x ) - %(x ) = ﬁvoﬁb@ )6w’,na (384)
y para su complejo conjugado
dp, o dd . 2m -
%(fﬁl ) — @(l‘, )= ﬁvoﬁﬁ(fﬁl)%',na (3.85)
Sustituyendo (3.84) y (3.85) en (3.82) nos queda
d( a+ @ 1+
(C-i- _ C—) dx(x, ) + (D-i- —D‘)& —
Y(a') P(') (3.86)
2m _ _ 2 _ _
= ﬁ(vo —v)(C™+ D7) = 5<Pl —P)(C™ +D7)
En forma matricial, la ecuacién se escribe como
dd 1 - di ’ D= —
v (3.87)
() 12 / ﬂ_(i/) < g:r >
_ dx ) _ dx
P(a’) a(P'=P) ED)
Por lo que la matriz de dispersién es
1 —2(P' — P W
a - 3.88
(0 o g (3:55)

S = _
W+ 2(P' — P)yy

donde W(z') = %w — %{p es el wronskiano de la ecuacion diferencial.
Para determinar el wronskiano se usa la ecuacion de la funcién de onda (3.42)

obtenida por el método de Green, lo que da
—2ik1p2(0) . —2ik*(0)
W(a") = sin?(ra) sin(ka) sin(ka) = sin(ra) sin(ka) (3.89)

43




3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

Y analogamente se obtiene el factor

wuﬂ&@ﬂzzﬁizg;[sm2<n@/—{iﬁ)>+ﬂm2<ﬁ@/—{iﬁ——@)

— 2cos(ka) sin (m(x’ — VZIJ )) sin (H(x' — VZ/J - a)) }

(3.90)

Obviamente como la impureza se localiza en alguna de las posiciones de una delta

x/

2’ = na, entonces el factor ' — LEJ = 0 se anula, quedando

(@) (a') = ¥*(0) (3.91)
Las componentes de la matriz de dispersiéon & son

(P — P)sinka
S11 = S22 —ikasinka + (P’ — P)sinka 52

—ikasin ka
Sio = So1 = 3.93
2 7 Cikasinka + (P" — P)sinka (3.93)
Justo la matriz 8§ presentara una divergencia si ocurre que

2 -
W (z") + E(Pl — P)p(z")p(z') =0 (3.94)

Sustituyendo (3.89) y (3.91) en (3.94), para obtener

- 2, .
— 2iksin(ka) + —(P' — P)sin(ka) =0 (3.95)

a

Se propone una k compleja de forma que su parte real siempre esté en el limite de
la primera zona de Brillouin, de la forma

k:m§+m (3.96)

con m algin valor entero y 7 un valor real, que es la parte imaginaria de k, que al ser
sustituido en (3.14), nos queda

P
(—1)™ cosh(na) = cos ka + — sin(ka) (3.97)
Ka
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3.3 Cristal unidimensional infinito con dos o més imperfecciones

Sustituyendo (3.96) en (3.95)

P -pP
Ka

(=1)™sinh(na) = — sin(ka) (3.98)

a estas ecuaciones se les conoce como relaciones de dispersién de Kronig Penney com-
plejas [49].
Utilizando la identidad pitagoérica en las dos anteriores ecuaciones nos queda

ka [ P2— (P — Py
= — 1 —
cot(ka) 5P ()2

(3.99)

o bien,
(ka)? + P

5 (3.100)

kacot(ka) =

A los factores P’ y P les llamaremos impermeabilidad de la imperfeccion e impermea-
bilidad del cristal, respectivamente.

Observe que en el caso particular de que P’ = 0, es decir, en el caso en que una de
las deltas fue removida del arreglo, la ecuacién se reduce a

katan(ka) = 2P (3.101)

3.3. Cristal unidimensional infinito con dos o mas
imperfecciones

A partir de las componentes de la matriz de dispersion (3.93) y (3.92) la cual une dos
ondas de Bloch mediante una imperfeccion, se puede construir la matriz de transferencia
usando (3.55), obteniéndose

1— . (P'—P)sinka __(P'=P)sinka
Y kasinka Kkasin ka
Ri = (3.102)
. (P'—P)sinka .(P'—P)sinka
t kasin ka L+ Kkasin ka

De hecho, uno puede obtener la matriz de dispersiéon a través de los elementos de la

1 —Ro1 1 )
S=— . 3.103
Rao ( Ri1Roo — R12Ro1 Rio ( )

Se observa que la matriz de dispersién es singular cuando Ray = 0.
Por ejemplo, en el caso de una sola imperfecciéon ocurre para

de transferencia

(P’ — P)sinka = ikasin ka (3.104)

que es la condicion (3.95).
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3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

En el caso més general, si tenemos una imperfeccion con factor P; entonces las
amplitudes de las ondas antes y después de cruzar la imperfeccién es

(5)-2(5)

Ahora, supongamos que nos trasladamos [ celdas unitarias se puede aprovechar el uso
de una traslacién sobre el espacio del momento de Bloch, al usar la matriz de traslacién
(3.75) y multiplicarlas [ veces

ilka
Tt = ( 60 e_g,m ) (3.106)
n
Gl e G|
DlHD]_ n n n DQH‘D;

j\_/kggjlkgkg jL

Figura 3.4: Diagrama de un cristal infinito con dispersores delta iguales y dos deltas

distintas donde se muestran los coeficientes de la onda de Bloch.

En la figura 3.4 se muestra un diagrama de un cristal infinito con dispersores delta iguales
y dos deltas distintas, se observan los coeficientes C|, Dy, Cfr , Df, correspondientes a
los coeficientes antes y después de cruzar el primer dispersor diferente respectivamente; y
de manera analoga los coeficientes C; , Dy, C; , D; , correspondientes a los coeficientes
del segundo dispersor diferente.

Con ello, se puede aprovechar para encontrar las amplitudes entre dos imperfecciones
de coeficientes Py y P, separados [y celdas unitarias de ancho a

c; Cy \ Lyt (€L )y, [ O
(%) enu (G ) mrt (G )mmrim (G)  oarm

En general para un numero de M imperfecciones separadas entre si un nimero [; de
celdas de ancho a entre si, para 1 < j < M — 1, se tiene

Cur ) _ Cr
(5)-(5)
con la matriz
M-—1
M=2Ry [[ 79%, (3.109)
7=1
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3.3 Cristal unidimensional infinito con dos o més imperfecciones

observe que la matriz de dispersién es singular cuando Moo = 0.
En el caso de que se tienen dos impurezas iguales de forma que Ry = Ro, se puede
determinar el termino diagonal My de la matriz M = Ry 71 R = R Th Ry

0= My = a2~k |22 4 940 — (1 — 62”1’“)} (3.110)

cuya solucién es A
x = —i(1 £ efhtka) (3.111)

donde -

ka sin ka

=—— 3.112
“ (P"— P)sinka ( )

o bien, sustituyendo (3.112) en (3.111) tenemos

isin ka sin ka

W — (P/ - P) G (3113)

Haciendo uso de la ecuacion (3.14) se observa que se puede escribir

P isink
COS Ka + P filzillia = coska (3.114)

Ahora imponiendo el momento de la onda de Bloch complejo ka = mm + ina sobre la
ecuacion (3.113) se obtiene.

(-1)™sinhna sin ka
Sty = P P (3.115)
En cambio si se impone sobre la ecuacion (3.114) se obtiene
P inh
coska = (—1)™ |coshna + el (3.116)

P —P1+ (—1)mhenha
Por otra parte, si se utiliza (3.97) y se sustituye en (3.113) se obtiene por ecuacion

(ka)? 4 (P — P)?(1 + (—1)™he—nha)2 — p2
2P

(3.117)

racot ka =

Observe de la ecuacién anterior que cuando l; — oo y n > 0, se obtiene la condiciéon
para una sola imperfeccion (3.95).

Esto se interpreta como, cuando dos imperfecciones estan lo suficientemente alejadas
una de otra, no hay acoplamiento entre los efectos de ambas, por lo que el espectro se
asemeja al de una sola imperfeccion.
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3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

En el caso de tener un defecto donde P’ = 0, las dos tltimas ecuaciones son

sinhna
coska = (—1)" <cosh na— T (_1)mllenl1a> (3.118)
2 P2 14+ (—1 mly fnl1a2_1
Ka cot Ka = (ra)” + P7I( (2P) ¢ ) ] (3.119)
Ocupando la ecuacién simultanea,
m P :
(—1)™ cosh(na) = cos ka + — sin(ka) (3.120)
Ka

Estos importantes resultados fueron obtenidos en el trabajo de Saxon y Hutner [48].

3.4. Matriz de transferencia para M imperfecciones
separadas igualmente

De la ecuacion (3.109), la cual describe la matriz de trasnferencia para un conjunto
de M vacancias se tiene que

M-1
M=Ry ] (ﬂljﬂzj) (3.121)
j=1

En el caso que suponemos que las imperfecciones son iguales la matriz de transferencia
de cada imperfeccion cumple que

Rj=R'" con j=1,2,.,M (3.122)
Si ademas las imperfecciones se encuentran igualmente espaciadas
li=1 con j=12,..,M (3.123)

A partir de ello, trabajemos con la diagonalizacion de la siguiente matriz

M M
=T (%‘Rj) - (9191') (3.124)

j=1

En forma explicita la matriz 'R’ es

R/ eilka /
lp! 11 12,
TR = ( R, = > (3.125)
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3.4 Matriz de transferencia para M imperfecciones separadas igualmente

Los eigenvalores resultantes de .7'R’ son

Ay = llledka + \/ ezlka —1 (3126)
donde

, 1
R(R, ) = coslka + — sinlka
r (3.127)

, 1
(R ™) = sinlka — - coslka

y « viene dado por la expresion (3.112).
FEn este caso, para determinar la divergencia de la matriz de dispersién, tenemos que
usar que la entrada diagonal es My = 0, que es equivalente a

My o =\My 2, (3.128)
que es equivalente a
A. — R eilka A M
- 11€ +

sustituyendo explicitamente

VO T — 1= 19 (Ry, )
VOREG T)7 = T+ i3(Riy )

A M (3.130)
§R( zlka) . \/(%(R/llezlka))Q -1
R(ER e5) -+ /(R(R )P — 1
O bien,
\/( R/ 6zlka —1— i%(R'Heilka))Q
(R zlka — (R(R' . eilka))2 1
S e (R 5 N P
= (R — R e - 1)
Counsideremos los siguientes factores
. 1 1
(R(RyeF))2 —1 = <x2 - 1> sin? lka — - sin 2lka (3.132)
(S(Rye™))2 — (R(Ry e )2 +1 =1+ <12 — 1) cos 2lka (3.133)
T
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3. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional infinito

Proponiendo un vector de Bloch complejo k = mm + na, donde m es un niimero entero,
en las expresiones (3.127) obtenemos que

, 1
R(R ey = (—1)™ <cosh Ina + — sinh lna)
x

) (3.134)
(R ) = (—1)™ (sinh Ina — = cosh lna)
x
y sustituyendo k compleja en los factores (3.132) nos queda
1 ilkay\2 1 ‘12 1
(R(Rye™)" = 1= —( — — 1] sinh”Ina — i—sinh 2Ina
x x
(3.135)

, . 1
(%(Rlllellka>)2 _ (%(Rllledka))Q + 1=1 + <2 — 1> cos 2[7”@
x
Fn el caso en que la separacién entre las deltas sea grande [ — oo tenemos que

) Ina
A ()

2 x
Sl ) (3.136)
Ox R/ ilka — 1 ml 1 -
(Ripe™) = (-1 (1~
y los factores se convierten en
. 1 2 2Ina
(%(Rllezlk}a)>2 1 - _ < + Z) € 4
x
(3.137)
SR a2 _ (R eithan2 11— 14 (L 4 e2ina
(S(Ry ™) = R +1 =14 (5 —1) 55
cuya solucién trivial es que
T =—1 (3.138)

la cual corresponde a la soluciéon de una sola imperfeccion (3.95), es decir cuando las
imperfecciones estan muy separadas entre si (I — 00), practicamente se degenera al caso
de una sola imperfeccién, ya que no hay acoplamiento entre imperfecciones.
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Capitulo 4
Espectro de energia para una particula en un

cristal unidimensional finito

En el capitulo anterior se expuso con detalle los métodos de funcién de Green, matriz
de transferencia y de dispersién para encontrar la solucién de un potencial de Kronig
Penney con una imperfecciéon en el caso de un nimero infinito de dispersores delta.

En este capitulo se propone estudiar el caso de un ntmero finito de dispersores
delta encerradas en una caja (condiciones de frontera de Dirichlet) o bien, en un anillo
simulando un cilindro que confine al gas (condiciones periédicas). Con esto queremos
confirmar que en el laboratorio pueden ser creados estos potenciales para simular el
limite termodinamico al usar un ntimero grande de dispersores.

En la figura 4.1a se muestra un potencial cosenoidal V(x) = cos?(z) en el que se
le superpuso un pulso gaussiano. El potencial periodico cosenoidal sin imperfeccion es
usado para simular una red optica [11].

Nuestra propuesta es que un pulso en superposiciéon con esta red anula una de las
crestas, creando la vacancia.

En la figura 4.1b se observa una aproximacién al sencillo modelo que proponemos,
tratando de simular los méaximos cosenoidales como pulsos gaussianos y la vacancia
como una remociéon de uno de estos pulsos. Se recuerda al lector que en el limite en que
su desviacién cuadratica tiende a cero, el pulso se convierte en una distribucién delta
de Dirac.

[] Il Il Il Il Il Il (] L L L L L
—3r —2r - T 2m 3m —3r -2 - 0 T 2m 3m

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Potencial unidimensional cos? que simula una red éptica con una super-

posicion de un pulso gaussiano y (b) potencial de pulsos gaussianos con una vacancia.
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4. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional finito

El potencial unidimensional con un nimero finito M de deltas igualmente espaciadas,
cada una con un coeficiente de normalizacién de energia por longitud vg ; para 1 < j <
M, es

M
V(z) = Zvoyjé(x — ja) (4.1)
j=1
En general, la funcién de onda entre dos deltas contiguas tiene por ecuacién
¢n($) _ Anem(z—na) + Bne—m(x—na) (42>
donde 0 < (n—1)a <z <na<L=DMa.
Comparando con la expresion de la funcion de onda (3.62), se puede aprovechar

el uso de (3.65) la matriz de transferencia P entre cada dispersor delta separado una
distancia a es

Py Py
B (1_’_24)6 1Ka Zijezrﬂz
g)j - ( _iﬁzfma (1 _H;'l&)ema (43>
Ka Ka
donde Mo
0,5
p, = (14)

en analogia con (3.15). Asi también, podemos definir
1 P;
& = §T7“(1Pj) = coska + /?(Jz sin ka (4.5)

Empecemos suponiendo un potencial formado por conjunto de N primeras deltas
iguales.
Por simplicidad para P; = P, definimos

14+ iﬂ)e—ina iﬂema
o _ < (I+ig)e waC (4.6)
—iLe iKa (1 _ Z@)ema

Utilizando la matriz de transferencia P (4.6) se tiene que

Ay N( ANt )
=P 4.7
( By > BN 11 (47)
Se define la cantidad 8 como

€= %Tr(fP) = coska + g sin ka = cos(0). (4.8)

Observe que el factor 0
0 = ka (4.9)
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4.1 Cristal con condiciones de frontera peri6dicas

es el producto del cuasimomento de Block k por la distancia de separaciéon a entre las
deltas.
Por otro lado, para cualquier matriz P (de 2 x 2) su ecuacion caracteristica es

A2 — AT (P) + det P = 0. (4.10)

Luego, por el teorema de Cayley-Hamilton el cual afirma que cualquier matriz cuadrada
satisface su propia ecuacién caracteristica se tiene para P la ecuacién

P2 2P +T1=0 (4.11)

donde se ha utilizado que det P =1y & = %Tr(ﬂ)).
De acuerdo con Mason [60], esto puede ser expresado en términos de los polinomios
de Chevyshev de segundo orden,

P2 = Uy(&)P — Up(€)1 (4.12)

donde Uy (&) son los polinomios de Chevyshev de segundo orden grado N en . De
manera que Up(§) =1y Uy (§) = 2¢£.
Usando la regla de recursion de los polinomios de Chevyshev

Un(§) =26Un_1(§) — Un—2(&) (4.13)

con n > 2, es posible mostrar por induccién que cualquier potencia de P puede
reducirse a una combinacién lineal de P y la matriz identidad I, asi

PN = PUN_1(€) — TUN_2(€). (4.14)
Los polinomios de Chevyshev se pueden expresar en su forma trigonomeétrica

sin [(N + 1)0]
sin 0 ’

Un(cosf) = (4.15)

4.1. Cristal con condiciones de frontera periédicas

En el caso de tener condiciones de frontera periddicas, se tiene una conexion entre
los coeficientes de la ultima funcion pr41(z) v la primera ¢ (x) de forma que

M M
Ay Anrg ) < Ay ) ( Ay >
_ P. - P. | P =M 4.16
< By ) H ! < Bt ]1:[1 ! By By (4.16)

Por lo que los coeficientes (Ap, By) es eigenvector de RP una ecuacion con eigenvalor
uno.
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4. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional finito

0.6 .

P/P=1

)/ —
150 F/P=1 o °]

0.4

100 4

[win)?

E/(W12ma®)
°

50

0 0 00
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R(0) = R(ka) Xx/a
(a)

Figura 4.2: (a) Espectro de energia y (b) densidad de probabilidad del estado base con

11 deltas iguales P’/P =1 con condiciones de frontera periddicas.

4.1.1. Cadena cerrada, todas las deltas iguales

En el caso de tener una cadena de N deltas con el mismo factor de impermeabilidad,
se tiene la siguiente condicién

(PNFL 1) ( gi ) =0 (4.17)

Usando la relacion de Cayley mostrada (4.14) y la relacién (4.8) junto con |Py1|? —
|P12|? = 1. La ecuacion secular de este problema se reduce a

UR(€) + (1 + Un-1(€))* = 26Un(§)(1 + Un-1(€)) = 0 (4.18)

Haciendo a la variable cos(f) = &, expresando a los polinomios de Chevyshev (4.15)
en su forma trigonométrica, excluyendo la raiz del denominador sin(f) = 0 y usando
diversas relaciones trigonomeétricas nos queda la siguiente ecuaciéon

2sin(0)[1 — cos((N +1)0)] = 0 (4.19)

Excluyendo el caso sin(f) = 0, las soluciones son
cos((N+1)0) =1 (4.20)

O bien,
2nm

9:
N+1

que en el caso limite de tener un gran nimero de deltas se vuelve al caso continuo de

con n€Z=1{0,+1,+2,...} (4.21)

Kronig-Penney.
En la figura 4.2a se muestra la relacion de dispersion, la energia E en funcién de
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4.1 Cristal con condiciones de frontera peri6dicas

la parte real del factor § = ka, para un anillo unidimensional de 11 deltas iguales. Se
observan valores discretos de energia, los cuales forman parte de las usuales bandas de
Kronig-Penney del cristal perfecto.

Estas energias discretas hacen que la funciones de onda cumplan Las condiciones
de frontera, en este caso, satisfacen la condicién de frontera periddica (4.16), ademés
tenemos tantas energias por cada banda como ntmero de deltas en el anillo tengamos,
por lo que cuando el namero de deltas crece la banda adquiere méas niveles de energia.
En el limite de tener una infinidad de dispersores delta, se recupera el caso del espectro
continuo de bandas de Kronig-Penney que modela a un cristal perfecto.

En la figura 4.2b se muestra la densidad de probabilidad del estado base con 11
deltas iguales P'/P =1 con condiciones de frontera periodicas. En ella se muestra que
la densidad de probabilidad es periédica con el mismo periodo del potencial, en este
caso, es la distancia a de separacién entre las deltas.

Observe que en las posiciones donde se encuentran las deltas, la densidad de pro-
babilidad alcanza minimos con derivada discontinua. En este caso de condiciones de
frontera periddicas la funcién de onda de la dltima celda se conecta con la primera.

4.1.2. Cadena cerrada, una delta diferente

En la figura 4.3 se muestra un esquema de una cadena cerrada de deltas con el
mismo factor de impenetrabilidad de color amarillo y una de impenetrabilidad diferente,
marcada con un color rojo.

Figura 4.3: Esquema de una cadena cerrada de deltas con una diferente.

Suponiendo que la tltima celda se conecta a la primer celda por medio de una delta
con diferente valor de impermeabilidad. La ecuacién para una delta diferente queda

AN\ _ [ AN+2
( By ) =\ By (4.22)
donde P’ es la matriz de transferencia para una delta dada por
(14 iB)eine  §Z e
9)/ = < 7@-36—1‘/«1 (1 . gﬂ)eiﬁa (423)
Kka Ka
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4. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional finito
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0

» R(0) = R(ka)
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0.8 4
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P'/P=0

X/a

(b)

(a)
Figura 4.4: (a) Espectro de energia y (b) densidad de probabilidad del estado base con
10 deltas iguales y una distinta con impenetrabilidad relativa P’/P = 0.

Por la simetria de la cadena tenemos que ocupar la matriz (M = P'PM) donde tene-
mos que la primera delta es la vacancia (delta distinta) y después todas las M deltas
siguientes son iguales. La ecuacién secular es

0= (M —1)(May2 — 1) — M2 Mo

X ) (4.24)
=1— (M1 + M) + |Mi1]° — | Mi2|

Debido a que la matriz es unimodular entonces se cumple que |[Mi1]? = 1 + |Mis|?.
Luego, la ecuacion se reduce a

M1 + Moy =2 (4.25)
Por otra parte, usando la relacién
P1/1P22 + Pégpu — P1/2P21 — P2,1P12 =2 (4.26)
Por lo que al sustituir (4.8) y (4.26) en (4.25) nos queda
My + Moy = (Py; P11 + Pag Pay + Py Po1 + Py Pia)Unr—1(€)
— (Piy + Py)Un—2(8) = (46€' — 2)Unr—1(€) — 26'Unr—2(€) (4.27)

= 28" (26Un-1(&) — Uni—2(8)) — 2Un-1(&) = 28'Uni (&) — 2Upn-1(8)

La cual sustituyendo en la ecuacion (4.25) y reduciendo mediante la relacion trigono-
meétrica (4.15) nos da

sin [0] = ¢ sin [(M + 1)0] — sin [M0) (4.28)

La cual en el caso particular en que & = &' = cos[f] nos regresa a la ecuacion (4.21)
con deltas iguales.
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4.1 Cristal con condiciones de frontera peri6dicas
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Figura 4.5: (a) Espectro de energia y (b) densidad de probabilidad del estado base con
10 deltas iguales y una distinta con impenetrabilidad relativa P’/P = 1/2 con condiciones

de frontera periédicas.

En la figura 4.4a se muestra la relacién de dispersion, la energia E en funcién de la
parte real del factor § = ka, para un anillo unidimensional de 11 deltas de la misma
impermeabilidad con excepto de una la cual se ha removido, es decir una delta distinta
con impenetrabilidad cero.

Se observan 10 valores discretos de energia por cada banda los cuales forman parte
de las usuales bandas de Kronig-Penney del cristal perfecto, sin embargo, unas energias
que no forman parte de las bandas permitidas del espectro usual del cristal perfecto.

Estas energias que no forman parte de las bandas permitidas del cristal perfecto les
corresponden un valor de 8 = ka complejo, tal que su parte real se encuentra en los
bordes de la primera zona de Brillouin, es decir, #(f) = mn con m un entero. Entonces,
estos estados corresponden a los estados impuros, descritos en el capitulo anterior.

En el limite de tener una infinidad de dispersores delta, se recupera el caso del
espectro continuo de bandas de Kronig-Penney que modela a un cristal perfecto, con
excepcion de unas energias discretas en las bandas prohibidas, las cuales le corresponden
un cuasimomento complejo.

En la figura 4.4b se muestra la densidad de probabilidad del estado base con 10 deltas
con impenetrabilidad igual P = 10 y una delta adicional removida con impenetrabilidad
P’ = 0 con condiciones de frontera periodicas. En ella se muestra que la densidad de
probabilidad se distorsiona respecto al caso del cristal perfecto, de hecho, la densidad de
probabilidad se concentra en la vacancia y decae exponencialmente fuera de la vacancia.

De manera analoga, en la figura 4.5a se muestra la relacién de dispersion, la energia
FE en funcién de la parte real del factor 8 = ka, para un anillo unidimensional de 11
deltas de la misma impermeabilidad P = 10 con excepcién de una, la cual tiene la mitad
del valor de impermeabilidad.

A pesar de la imperfeccion, se observan 10 valores discretos de energia por cada
banda del cristal perfecto, y débilmente separados, los valores discretos que no forman
parte de las bandas permitidas. Se necesita disminuir méas el valor de impenetrabilidad
para que se pueda observar la separacién de los estados impuros de las bandas.

En la figura 4.5b se muestra la densidad de probabilidad del estado base con 10 deltas
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4. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional finito

con impenetrabilidad igual P = 10 y una adicional con la mitad de la impenetrabilidad
de las deméas P’ = P/2 = 5 con condiciones de frontera periddicas. En ella se muestra
que la densidad de probabilidad se concentra cerca de las celdas que comparten la celda
imperfecta y decae exponencialmente en las demads celdas, difiere del caso de la delta
vacante, en que, en este caso al tener una delta de menor impenetrabilidad, también hay
un cambio no suave en la posicién de la delta, debido a la discontinuidad de la derivada
de la funcién de onda.

Es por esta razén que a P, se conoce como factor de impermeabilidad, debido a
que permite el paso de la densidad de probabilidad y entre mayor sea el valor de la
impenetrabilidad decae la probabilidad de que la particula atraviese el dispersor delta.

4.1.2.1. Limite de Dirichlet

Cuando la impenetrabilidad de la delta diferente tiende a infinito no hay transmisién
de la probabilidad, en este caso el sistema se interpreta como el problema de una pared
rigida. De la ecuacion (4.8) tenemos que cuando la impermeabilidad P’ de la delta
distinta es muy grande comparada con la intensidad de las otras deltas tenemos como
limite lfmpr .y, & = 20ka),

Dividiendo entre P’ la ecuacion secular (4.28) para la cadena cerrada y tomando el
limite anterior nos queda

sin(ka)

sin [(M +1)8] = 0 (4.29)

ra

Se obtiene la ecuacion trivial del caso de un pozo de potencial de ancho a con xk = %*.

Y la otra soluciéon con M deltas iguales en una caja

nm

6 =
M+1

(4.30)

con n un numero entero.

En la figura 4.6 se muestra la densidad de probabilidad para el estado base con deltas
iguales, donde la delta diferente que une el anillo periédico es altamente impenetrable
P’ — oo, por lo cual se observa como paredes impenetrables, lo que se convierte en un
problema con condiciones de frontera de Dirchlet.

En este caso la densidad de probabilidad se anula debido a la delta impenetrable,
como si fuera anédlogo al problema de una caja con paredes de potencial infinito.

4.1.3. Estados impuros

Usando la identidad trigonométrica sin(a) + sin(b) = 2sin((a + b)/2) cos((a — b)/2)
y sin(arccos(§)) = /1 — &2 se reduce la ecuacion (4.28) y eliminando el término
2sin((M +1)/2)6)
M-1

2 cos { 9] = 2¢ cos [M; 10] (4.31)
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4.1 Cristal con condiciones de frontera peri6dicas

0.4 ————1——T——

0.3 -

= 0.2 .

X/a
Figura 4.6: Densidad de probabilidad para el estado base con 11 deltas, 10 iguales y la

delta que une es altamente impenetrable, problema de Dirichlet.

Usando que sin(arccos(§)) = /1 — &2 entonces

cos [M — 10} = cos [M+ 19} cos(f) + sin [M+1

2 2

19] + /T &sin {M;le]

0} sin(0)
(4.32)

= £ cos [M—i_

Entonces sustituyendo la ecuacion (4.32) dentro de (4.31) dejandonos

(é—om{M;iﬂsz—ém{M;lﬂ (4.33)

Existen diversas formas de expresar esta ecuacion

M+1 §—¢
tan | = —= 4.34
[ 2 } V1-¢ 434
o [M+1 (& -9
2
= 4.
st [159) = e 4:35)
M+1 1—¢&2
2 0| = 4.
of 159 - et 430
De estas ecuaciones se siguen que cuando & = ¢’ se tiene que
1
M;_ 0 =nm con neZ={0,£1,£2,...} (4.37)
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4. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional finito

Vamos a ver que ocurre con las asintotas de las ecuaciones (4.36) y (4.35)
1-+(-¢%=0 (4.38)
que sustituyendo explicitamente en términos de P y P’ entonces

(Iia)2 + P/2

5P P’ (4.39)

kacot(ka) =

que es exactamente el resultado obtenido por Saxon y Steslicka [48], [49]. Esta nos
permite conocer las energias permitidas “impuras” entre las brechas antes prohibidas.
De hecho, sustituyendo cos(6) = £ en (4.38), nos queda

¢ = cos(f) +isin(h) = e (4.40)
Entonces tomando un 6 complejo, de manera que
0 = mm +1ina n>0 (4.41)

Usando que cos(f) = & entonces tenemos las ecuaciones de Kronig-Penney complejas
(3.98) y (3.97)

sin ka

& =cos ka+ P = (—=1)" coshna (4.42)
ra
— (P - P)22 (1) sinhina (4.43)
ra

que son las ecuaciones para la imperfeccion sustitucional.

1001 ‘ ‘ ‘ ‘ /,1
80
E 60f
(q\l [ e
~ [ //
& 40 el
m : el
20? ///’/
[ —eeee—se—”
07\__\_—\—‘\"\ n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n \7
0 2 4 6 8 10
6=Ka

Figura 4.7: Energia en funcién del momento de Bloch. En linea punteada (roja) es el
caso libre, en puntos (naranjas) los niveles en el caso de 10 deltas iguales y una vacancia,

en linea solida (azul) el espectro de Kronig-Penney.
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4.2 Cristal imperfecto con condiciones de frontera de Dirichlet

En la figura 4.7 se muestra la relacion de dispersion, es decir, la energia como funciéon
de la parte real del momento de Bloch. En linea punteada roja se muestra el espectro
libre con dispersién cuadratica, en puntos naranja los niveles en el caso de 10 deltas
iguales y una vacancia, en linea sélida azul el espectro de Kronig-Penney. De esta figura
se observa que los puntos que satisfacen (n — 1)7 < € < nzm cumplen la ecuaciéon
de Kronig-Penney, mientras que los puntos cuya parte real de 6 se encuentran en los
miultiplos de 7 representan a los estados impuros, que satisfacen la ecuacion (4.39).

Por lo que podemos decir que en el limite en el cual tenemos una infinidad de
deltas, donde una se ha removido, tendremos el espectro continuo de bandas de Kronig-
Penney, pero se anaden estados permitidos entre las brechas antes prohibidas, los cuales
satisfacen (4.39).

4.2. Cristal imperfecto con condiciones de frontera de
Dirichlet

Para un cristal unidimensional con una imperfeccién encerrado en una caja de po-
tencial de ancho L, modelado por el modelo de Kronig-Penney en el limite de deltas,
se propone un potencial con N primeras deltas con intensidad vg, una distinta con
intensidad v}, y otras M deltas con intensidad vy de la forma

N N+M+2

Zvﬁ(x—na)—i—véd(:v—(N+1)a)+ Z vod(x —na) si O0<zx <L
V(z)=( n=1 n=N+2

00 si x<06zxz>1L

(4.44)
donde L = (N + M 4 2)a y a es la separacion entre las deltas.

M N
[ : |

Vo

Figura 4.8: Esquema de potencial en funcién de la posicion, en el que se muestran el

peine de Dirac en un pozo de potencial.

La funcién de onda entre dos deltas contiguas, para el problema de dispersién dado
este potencial se puede escribir como
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4. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional finito

T I T I T I T I T
80 — f -
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0 6 10
R(ka)

Figura 4.9: Energia en funcién de la parte real del cuasimomento de Bloch para 51

deltas con la de enmedio removida, con condiciones de Dirchlet.

| u(z) = Ape@ETna) p B emin@mna) i (p —1)a <z < na
w(:v)—{ 0 si x<06x>1L (4.45)

conn=1,23 .., N+ M+2.
Utilizando matrices de transferencia para las N primeras deltas se tiene

Ay N[ Ant1 )

=P 4.46

< By > < By i1 (4-46)

donde P es la matriz de transferencia para una delta dada por (4.6) La ecuacion para

la delta diferente queda

AN+1 ) / ( AN+2 >

=P 4.47

< BNt Bn+2 (4.47)

donde P’ es la matriz de transferencia para una delta dada por (4.23)
La ecuacién para las tltimas M deltas es

( AN+2 > _ pM ( ANins2 > _ (4.48)

Bnio BNy 2

De esta forma la ecuacién matricial para todas las deltas queda

Ay ANt M2 )
=M 4.49
( By > < BNt M2 (+49)
donde M = PNP'PM eg una matriz 2 x 2.
Utilizando las condiciones de frontera 1(0) = e #%A; + "By = 0 y ¢(L) =
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4.2 Cristal imperfecto con condiciones de frontera de Dirichlet

ANtM+2 + By = 0 se tiene

efma eiﬁa 0 0 Al 0
-1 0 M11 M12 Bl 0
= , 4.50
0 —1 My My ANyM42 0 (4:50)
0 0 1 1 Bniaryo 0
con M;; las elementos de la matriz M donde 4, j =1, 2.
Para que exista solucién no trivial debe cumplirse
e—imz ei/—m 0 0
-1 0 My Mo
=0. 4.51

0 0 1 1

Realizando el determinante y usando que M es matriz de transferencia (M1 = M3,
y Mi2 = M3;) la condicion para que exista solucion no trivial es

& (e—ina(MH — Mlz)) = 0, (4.52)

donde (z) representa la parte imaginaria de z.
Para calcular el resultado de My, — M5 se resolverd la multiplicaciéon matricial por

partes.
Definiendo R = P'PM ge tiene

Ruy = Py [PnUn-1(§) — Un—2(8)] + Py PUn-1(8)

4.53
Rig = Py ProUpr—1(8) + Piy [P Un-1(§) — Un—2(6)] - (453)

De la misma forma M = PNYR y por tanto
Miy = Ryt [P11Un—1(§) — Un—2(§)] + RioP1aUn—1(§) (4.54)

M3 = Ri2 [P11UN-1(§) — Un—2(8)] + R} Pr2Un—-1(§).

Usando las ecuaciones (4.53) y (4.54) se obtiene

M1 — Mo = Upn—2(€) {UN—Q(E)F/ —Un-1(§) (P/Pn - F/*Pm)}
FUN_1(€) {UN_l(g) [Pn (P’HF - P’mﬁ*) — Py (P"{IF* - P';QP)} (4.55)
—Un—2(§) {Plnﬁ — PllQ?*} } ;
donde FI = P/n — P/12 y F = P11 — Plg.
De esta forma, usando la expresion anterior (4.8) podemos reescribir P y P’ como

= Py P ika .
f/_ (1 ;I_Z?a‘)e iKa __ Zaema — 25 — elka (456)
P = 2¢/ — v
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4. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional finito

con £ = cos ka + v’ sinc ka.
Luego, usando las expresiones (4.56) y después de un poco de algebra se tiene

PP —PaP =2P —1

o 2 - 457
PLP — PP" =2¢P — 1 (4:57)

Por otro lado, usando la siguiente relacion para los polinomios de Chebyshev

N
Un(©UN(E) =Y Uni—n1an(€), si M > N,
k=0

se puede demostrar facilmente que

Uni—2(§)Un—2(§) = Un—1(§)Un—-1(&) — Unr4n—2(§)
Unr—2(§)Un-1(§) = Unr—1(§)Un—2() + Unr—n-1(§)

Utilizando estas relaciones para los polinomios de Chebyshev y las expresiones (4.56)
y (4.57) la expresion (4.55) se reduce a

Miy = Miz =Unr1(Un-1(€) [P = P+ 2 26'P = 1)| + Uny-1(§)Un—2(€) | -26P — 26P +2]

— Untsn—2()P — Unr—n—1(€) (26'P - 1),
(4.58)

De esta expresion podemos usar la relacion de recurrencia (4.13), junto con la rela-
cion

Uv-1(Un(E) = Un—N-1(§) + Unr4n-1(8) + Unr—1(§)Un—2(§) (4.59)

para obtener

M1 = My =Upi—1(Un—1(8) [P = P| + Un—1(§)Un—2(8) |26'P — 2P|

!/

+ Unrn-1(§)(26'P = 1) = Unrtn—2(E) P,

(4.60)

Notemos que si P = P entonces P = Py £ = £, la expresion se reduce al caso
M = PN+M+L Jonde todas las deltas son iguales.

Sustituyendo las expresiones (4.56), (4.60) en (4.52) y realizando un poco de algebra
se obtiene

sin ka [26'Unryn (€) = Unipn—1(€) +2 (€ = €)Un-1(§)Un-1(6)] = 0, (4.61)
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4.2 Cristal imperfecto con condiciones de frontera de Dirichlet
1 T I T I T I T I T
0.8 —
o 0.6 —
=
= 0.4 -
0.2 + —
0 T I T I T I T I T
0 2 4 6 8 10
X/a
(a)

x/a

(b)
la de en medio removida en escala lineal (a) y en (b) escala logaritmica.
La solucién trivial a esta ecuacién es

4 6
Figura 4.10: Densidad de probabilidad del estado base con 9 deltas en una caja 1D con

ka=nm, n=0,%1,£2 ...

la cual corresponde a los estados de energfa para una caja vacia de ancho a.
Las soluciones no triviales estarian dadas por

28'Unin(€) = Unen-1(8) +2(€ = €)Un-1(§)Un-1(§) = 0
la siguiente ecuacion trascendental para 6

y expresando los polinomios de Chevyshev en su forma trigonométrica (4.15) se tiene

(4.62)

donde & = cos .

sin [(M + N)0) = 2¢'sin[(M + N + 1)6] +2(¢' —¢€)

sin(M6) sin(N0)

sin(0)

Para el caso de deltas iguales £’ = £ = cos 6 y usando la identidad

(4.63)

2cosfsin[(M + N 4+ 1)0] =sin[(M + N)6] +sin[(M + N + 2)0],
la expresion (4.63) se reduce a

sin(M + N +2)0 =0
cuya solucién es
nm

= =0,%1,£2,...
N+M+27 n ) ’ ’
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4. Espectro de energia para una particula en un cristal unidimensional finito

la cual lleva a la relacién de dispersiéon para N + M + 1 deltas iguales

P
cos(ka) + . sin(ka) = cos <N+T§wﬁ+2> . (4.64)

En la figura 4.9 se muestra tres bandas del espectro de la energia en funciéon de la
parte real del cuasimomento de Bloch para 51 deltas con la de en medio removida, en
una estructura con condiciones de Dirchlet. Por cada banda hay 50 valores de energia
discretos que forman parte de las bandas permitidas del espectro del cristal perfecto, sin
embargo, se observan los usuales estados impuros que les corresponden a cuasimomentos
de Bloch con la parte real miltiplo de 7 y con valores de energia real encontradas en
las bandas prohibidas del cristal perfecto. Se observa en particular que el estado més
bajo de energia, conocido como el estado base, corresponde al primer estado impuro.
Asimismo, con la ecuacién (4.63) se puede obtener numeéricamente los valores de las
energias correspondientes a los estados impuros.

En la figura 4.10a se muestra la densidad de probabilidad del estado base con 9
deltas en una caja 1D con la de enmedio removida en escala lineal y en escala logarit-
mica 4.10b. Se observa que la densidad de probabilidad se anula en las paredes debido
a las condiciones de frontera de Dirichlet. La densidad de probabilidad se concentra
fuertemente en la vacancia, de hecho, en la escala logaritmica se muestra que la densi-
dad de probabilidad es simétrica respecto a la vacancia y decae de manera exponencial,
por lo que se anula rapidamente fuera de la vacancia. A este efecto se le conoce como
localizacién fuerte y se ha observado previamente en la funcién de onda electrénica del
modelo de Anderson [61].

En el siguiente capitulo analizaremos las propiedades termodinamicas de un gas de
bosones en estas estructuras y se aprovechara que existe una brecha energética entre
la energia del estado base, correspondiente al primer estado impuro, y el primer estado
excitado, la energia mas baja de la primera banda permitida del cristal perfecto.
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Capitulo 5

Gas de Bose en un cristal unidimensional

En éste capitulo se exponen las propiedades termodindmicas de un gas ideal de
bosones de masa m no interactuantes sujetos en un potencial externo que modela una
estructura cristalina unidimensional, usando los espectros de energia para una particula
descritos en los dos capitulos anteriores.

Debido a que el espectro de un cristal con una vacancia discutido en capitulos previos
presenta una brecha de energia entre la energia del estado base y la del primer excitado,
este sistema unidimensional se puede aprovechar para obtener una condensacién de
bosones en el estado impuro de méas baja energia a una temperatura finita no cero, de
manera andloga al sistema mostrado en el Capitulo 2.

Con el propésito de analizar las propiedades de nuestro sistema de interés, se busca
adimensionalizar tres cantidades: la longitud, la energfa y la temperatura.

5.1. Espectro de energia como funciéon de la separacién
entre las deltas

Se toma como sistema de referencia el gas ideal de bosones libres cuyas propieda-
des estan reportadas usualmente en la literatura [2] y que presenta la condensacion
Bose-Einstein a una temperatura diferente de cero. La conexién entre nuestros sistemas
bosonicos y el gas ideal libre serd la densidad de particulas que consideraremos iguales
y que mantenemos constante.

Por lo que se ocupan como cantidades para normalizar a la temperatura critica
de un gas de bosones Ty en una caja tridimensional, la longitud de onda térmica del
gas asociada a dicha temperatura A\g y como energia el producto de la constante de
Boltzmann por la temperatura kgTp.

De esta forma, se define la variable ag como la razén entre el espaciamiento de la
delta y la longitud de onda térmica en la temperatura critica Tp, que cumple que su
cuadrado es

5 <a>2: 2mma? kgTh (5.1)

0=\ n2 dn?

Con esta cantidad se puede normalizar el factor de impermeabilidad (3.15) para
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

remover la dependencia en el valor de a.

muvg )\0
A2

P = P()a() con P() = (52)

Anélogamente se puede normalizar el factor de impenetrabilidad de una delta que
describa a una imperfecciéon como

muhAo
)

P' = Pjag con P} (5.3)

Con la normalizacion de los parametros se puede elegir un valor especifico de Py y Py,

90

80
70 -
60
50 -

40

E/(h?/2mad?)
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20 -
10

0 ! .
1 3 0

ag ; 1/ag

ol H

0

Figura 5.1: Espectro de energia en unidades de h%/2ma? como funcién de ag y 1/aq de

un cristal unidimensional infinito con Py = 10 y una vacancia Pj = 0.

en particular, para nuestras siguientes graficas se toma el valor Py = 10, que describe
al factor de impenetrabilidad normalizado de las deltas iguales.

5.1.1. Efecto de la separacion entre las deltas sobre el espectro de
energia

En la figura 5.1 se muestra el espectro de energia en unidades de A?/2ma? como
funcién de ag, donde se observan tres bandas en regiones coloreadas junto con sus
respectivos estados impuros para un cristal unidimensional infinito con una imperfeccién
con Py = 10, obtenidas por las ecuaciones (3.14) y (3.101). Se observa que el borde
superior de la n-ésima banda corresponde a la energfa (n7)? en unidades de h%/2ma?,
independientemente del valor de ag. En el limite ag — 0 se obtiene un espectro continuo
sin bandas, mientras que en el limite en que ag — oo cada ny-ésima banda se estrecha en
el mismo valor (n7)?, mientras que el n-ésimo estado impuro corresponde a ((n - %)7‘()2.
Observe que el intervalo de ag se divide en dos regiones: para ap < 1 se grafica la energia
en funcion de ap, mientras que para ap > 1 se grafica en funcién de 1/ag, cubriéndose
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5.1 Espectro de energia como funcién de la separacién entre las deltas

un intervalo de cero a infinito. Esta esquema generaliza las figuras obtenidas por G.
Guijarro [55].

A/R?/2ma®
'S

0 3 1 1 0

ag 1/ag

Figura 5.2: Brecha entre el estado base y el primer estado excitado en unidades de
h?/2ma? como funcién de ag y 1/ap de un cristal unidimensional infinito con Py = 10 y

una vacancia Pj = 0.

En la figura 5.2 se muestra la brecha A entre el estado base y el primer estado
excitado en unidades de h?/2ma? como funcién de ag y 1/ag de un cristal unidimensional
infinito con una imperfeccion para Py = 10. En el limite ag — 0 la brecha tiende a cero
de forma cuadratica A/h%/2ma? ~ (Pyag)? — 0, mientras que en el limite en que
ag — oo el valor de la brecha tiende a un valor finito A/A%/2ma® — 372,

Sin embargo, esta normalizacién no es conveniente para encontrar la dependencia
explicita de la energia como funcién de ag, ya que la normalizacion h?/2ma? depende
del valor de a. De esta manera se elige normalizar la energia en funcién de la energia
térmica kpTp de la siguiente forma

! < c >kBT0 (5.4)

°= 4rat \ h?/2ma?

La figura 5.3 muestra el espectro de energia en unidades de kpTp como funcién de ag.
donde se observan cuatro bandas en regiones coloreadas junto con sus respectivos estados
impuros para un cristal unidimensional infinito con una imperfeccion con Py = 10,
obtenidas por las ecuaciones (3.14), (3.101) y la normalizacion (5.4).

En el limite en que ag — oo la distancia entre las deltas es grande en comparacion
con la interaccion entre los bosones, por lo que tiene al espectro de energia de gas ideal
libre, lo cual se muestra con la unién de todas las bandas se colapsan en un punto.

En la figura 5.4 se muestra que la brecha entre el estado base y el primer estado
excitado en unidades de kgTy es decreciente como funcién de ag con Py = 10. En el
limite cuando ag — oo se tiene un espectro continuo de gas ideal libre donde la brecha
tiende a cero, en cambio se observa que cuando ay — 0, la brecha tiende a un valor
finito A/kgTy — P3/4n, en particular para Py = 10 el limite es 25/7.
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

E/kyTy

Figura 5.3: Espectro de energia en unidades de kT como funcién de ag y 1/a¢ de un

cristal unidimensional infinito con Py = 10 y una vacancia P} = 10.

AJkpTy

ap t 1 / Qg

Figura 5.4: Brecha A entre el estado base y el primer estado excitado en unidades de
kp/Ty como funciéon de ag y 1/ag de un cristal unidimensional infinito con Py = 10 y

una vacancia P} = 0.

5.1.2. Casos limite: separaciéon entre deltas estrecha y amplia

En la figura 5.5 se muestran dos limites en el sistema infinito de deltas, una donde la
separaciéon entre las deltas es muy estrecha ag — 0 y otra en donde la separacién es
muy grande ag — 0.

En el caso cuando ag — 0, la separacion entre las deltas disminuye, de manera que
los dispersores en forma de deltas se concentran densamente entre si de forma que queda
un potencial residual constante, salvo una de ellas que es la imperfeccion. Sin embargo,
la fisica del sistema no cambia si se le resta un potencial constante, de manera que si
se resta dicho potencial residual se anula la contribucién de todos los dispersores salvo
el de la imperfeccién, lo cual se convierte en el problema de un solo dispersor en forma
de delta atractiva (con una impermeabilidad negativa). Este es un problema clésico de
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5.1 Espectro de energia como funcién de la separacién entre las deltas

&
(a

*
)

(b)

Figura 5.5: Interpretacion de un sistema infinito de deltas donde la separacion (a) es

muy estrecha ag — 0 y (b) la separacion es muy grande ag — oo.

los libros de Cudntica [62] para tratar el problema de estados ligados.

El problema a tratar seria el de un potencial de la forma V(x) = —|vo|d(z), que re-
presenta un dispersor § de Dirac atractivo. El problema esta resuelto en diversos textos,
en los cuales dividen las soluciones para la energia en dos casos. Para £ > 0 se tienen
estados de dispersion en el que se puede tomar cualquier energia positiva (desde 0 hasta
infinita) y por las condiciones de frontera del dispersor se pueden obtener coeficientes
de reflexiéon y transmisién de tunelamiento. En cambio para el energia negativas E < 0,
se obtiene un 4nico estado ligado, al cual le corresponde una energia de

2

E—=—
2h2

(5.5)

v que en este caso seria el estado con energia méas baja, el estado base.

Debido a que la energia para el primer estado excitado es cero, entonces la brecha
energética serfa el valor absoluto de la energia ligada, esto justifica el valor finito de la
brecha en la figura 5.4 en el limite a — 0.

En el caso contrario, el limite nos conduce al espectro continuo de una particula
libre unidimensional, de manera que su energia es cuadratica respecto al momento de
la misma, este sistema corresponde a uno sin transicion de fase.

5.1.3. Temperatura critica de un gas de bosones como funcién de la
separaciéon entre deltas

A partir de este momento, nos concentraremos en obtener las propiedades termodi-
namicas de un gas de bosones sin interacciones en estructuras cuasiperiddicas descritas
por el modelo presentado en los capitulos anteriores.

La distribucién de Bose-Einstein expresa el niimero de bosones en cada estado ener-
gético. El ntmero total de particulas bosénicas en la estructura se obtiene sumando el
nimero de particulas en cada posible energia del espectro para cada banda desde la
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

primera hasta el nimero total de bandas N.

B 1 1 L d(ka)
N="w 1T Zl B —1 " 7a z—; /0 BEnl—m) _ 1 (5.6)

TC/TO

0 1/2 1 12 0

ay 1/a,

Figura 5.6: Temperatura critica T, en unidades de Tj como funcién de ag y 1/ag de un

cristal unidimensional infinito con una imperfeccién para Py, = 10.

Observe que en la suma separamos la contribucion de las energias correspondientes
a los estados impuros entre cada n-ésima banda (3.101) €7, de la suma de las integrales
sobre la primera zona de Brillouin (PZB) de los estados €, (k) con energia dada por la
relacion de Kronig Penney (3.14), y a su vez separamos la contribucion del estado base
correspondiente al primer estado impuro 7 1. Ademés en el tltimo término se encuentra
la longitud de nuestro sistema unidimensional L, por lo que por consistencia, podemos
normalizar la densidad unidimensional N/L con la densidad py de un gas tridimensional
de bosones )
N s C(3)s

L~ T

(5.7)

Por lo que la ecuacién de nimero se reduce a

Ny
b1 L 1 1 d(ka)
= Noem 1t N e 1 > | Femegog 69

Justo por encima de una temperatura, conocida como temperatura critica T, los dos
primeros términos son despreciables ya que las particulas prefieren estar en los estados
excitados correspondientes a las bandas de energia. Ademdas en esta temperatura el
potencial quimico alcanza su méximo y es igual numéricamente al estado base, en este
caso el estado impuro con energia méas baja ;1.
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5.2 Magnitud de la brecha energética como funciéon de la impermeabilidad de la
imperfeccién

d(ka) 1

1y
1=— . = 5.9
m¢(§)3ao Z_:l/o Feme 1 O =g 6

De esta ecuacién, como existe una brecha entre la energia del estado méas bajo de
la primera banda y el estado base correspondiente al primer estado impuro, entonces
tenemos una situacion similar al caso del segundo capitulo (2.5), el cual presentaba una
temperatura critica distinta de cero atn en sistemas dimensién menor a 3.

La figura 5.6 muestra la temperatura critica T, como funcién de ag para un cristal
unidimensional de impermeabilidad infinito Py = 10 con una vacancia con P} = 0. Se
muestra que es la temperatura critica es decreciente conforme ag crece, y alcanza un
valor finito para ag — 0, teniendo un comportamiento andlogo a la brecha energética
que se muestra en la figura 5.4.

W=

80 + —
70 - —
60 + .
50 - 8

40 4

E/h*/2ma®)

30 £ 1

20 F ~
10 -

0 . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

B

Figura 5.7: Espectro de energia en unidades de h?/2ma® como funcién del factor de
impermeabilidad de la imperfeccion Pj de un cristal unidimensional infinito con una

imperfeccién con Py = 10.

5.2. Magnitud de la brecha energética como funcién de la

impermeabilidad de la imperfeccién

En la seccién anterior calculamos las propiedades tomando que la imperfeccién, la
delta con factor de impermeabilidad P; diferente a la impermeabilidad del cristal Py,
es una vacancia, es decir Pj = 0.

Sin embargo, si se quiere generalizar el problema, se ocupa la ecuacién para los es-
tados impuros que depende del factor de impermeabilidad P} de la imperfeccion (3.100)
junto con el modelo estandar de Kronig-Penney (3.14) para determinar la dependencia
del espectro con respecto a la impermeabilidad P,

La figura 5.7 muestra el espectro de energia en unidades de h?/2ma? como funcién
del factor de impermeabilidad de la imperfeccion P > 0 de un cristal unidimensional
infinito con una imperfecciéon con Py = 10, el intervalo en la figura marca desde que
la razon de impermeabilidades P(/Py es cero hasta dos. Se observa que cuando las
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

ot

A/R?/2ma®

Figura 5.8: Brecha energética entre el estado base impuro y el primer estado excitado
en unidades de 7%/2ma? como funcién del factor de impermeabilidad de la imperfeccion

PJ de un cristal unidimensional infinito con una imperfecciéon con Py = 10.

0.8 4

0.4 i

T /Ty

0.2 4 i

0.0 T T T T

Figura 5.9: Temperatura critica 7. en unidades de T; como funcién del factor de
impermeabilidad de la imperfeccion Pj de un cristal de un cristal unidimensional infinito

con Py = 10 y una vacancia Pj = 0.

impermeabilidades son iguales P = Py entonces los estados impuros se pegan al borde
inferior de las bandas, es decir desaparecen estos estados impuros debido a que el cristal
se vuelve periédico nuevamente.

La figura 5.8 muestra la brecha energética entre el estado base impuro y el primer
estado excitado como funcion del factor de impermeabilidad de la imperfeccion P, se
muestra que alcanza un minimo justo cuando P} = Py, lo cual es logico, puesto que
desaparecen los estados impuros. Esta brecha se refleja en la figura 5.9, la cual muestra
la temperatura critica T, como funciéon de PJ, la cual presenta un minimo en el mismo
valor Pj = Py. Observe que la temperatura critica es cero justo en el momento en que
no hay imperfeccion, ya que se recupera el caso periédico unidimensional el cual no
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presenta transicion de fase.
Es por esta razén que nuestros calculos posteriores, sin perder generalidad, se utili-
zard de manera preferencial valores especificos de ag = 1y de Pj = 0.

5.3. Ciristal finito en comparacién con el cristal infinito

unidimensional con una imperfecciéon

Hasta ahora hemos analizado el comportamiento de la temperatura critica donde se
presenta la transicién de fase de condensacién en el caso de un cristal infinito, ya que el
cristal finito no presenta una transicion de fase de manera estricta, ya que su espectro
estd formado por niveles discretos de energia como se present6 en el capitulo anterior.
Sin embargo, el cristal infinito es una construccién teérica, por lo que en este capitulo
se muestra que en el limite de colocar una gran cantidad de dispersores en el sistema
finito podemos llegar a un comportamiento similar en las propiedades termodindmicas
de un sistema infinito.

5.3.1. Propiedades termodindmicas

El potencial quimico para un gas de bosones dentro del cristal infinito puede ob-
tenerse a partir de la ecuacién de nimero (5.6), de hecho en el caso infinito debido al
limite termodindmico, para temperaturas por debajo de la temperatura critica T < T,
el potencial quimico toma la energia més baja, en este caso la energia del primer estado
impuro. Mientras que para temperaturas mayores que la critica T' > T, se puede obtener
el potencial quimico se obtiene por medio de

v [ 610

donde se desprecian el namero de particulas correspondientes a los estados impuros. En
términos de la normalizacién se convierte

3

k:a
1: —_— / A an(k con T >T, (5.11)
a0 p=10

Mientras que para el sistema de un cristal finito con M deltas con misma impermea-
bilidad Py y espaciadas igualmente, més una vacancia centrada en medio de las mismas
con condiciones de frontera de Dirichlet, tenemos por ecuacién de ntmero

1 Ny 1 N, M+1 !
N:eﬁ(“’l"”—lJrZﬁﬂ(%—“)—lJerZzeﬁ(mw (5.12)
n— n=1 j=

Se denota por €, ; a la energfa del nivel discreto j-ésimo correspondiente a la n-ésima
banda obtenidos por la relacion de dispersion (4.28) del cristal finito. Las energias €1 ;
con j = 1,..., Ny denotan los niveles de energia que corresponden a los estados impuros,
los cuales no forman parte de las bandas del modelo de Kronig-Penney.
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Figura 5.10: Potencial quimico p/kpTy como funcion de la temperatura normalizada
T /Ty de un cristal unidimensional con una vacancia (Pj = 0) para ntmeros finitos de

deltas e infinito con Py =10y ag = 1.

Por cada banda de energia hay M + 1 niveles discretos de energia del cristal finito,
mientras mas dispersores se colocan dentro del cristal las bandas se poblan densamente
formando en el limite el comportamiento de un cristal infinito que obedece la relacién
de dispersién de Kronig-Penney, esto se debe reflejar en las propiedades termodinamicas
del cristal finito.

Nuevamente normalizaremos la densidad del sistema con la densidad py de un gas
tridimensional de bosones

1
N s C(3)3 (5.13)
(M+Da 0 = ) '
ya que consideramos que la longitud de nuestro sistema finito es (M + 1)a. Con lo
que la ecuacion de nimero (5.12) se reduce a

Ny Ny M+1

1 1 1 1
1= +2. B 1+ > 2 Bems—m _ 1

1 -
¢(3)3 (M +1)ag eferimr) —1 n=1 n=1 j=2

(5.14)

Con esta ecuacién podemos obtener el potencial quimico p para cada temperatura
T. Nuestro estado base g corresponde al primer nivel de energfa, por lo que denotamos
por simplicidad al estado base como

€0 =¢€1,1 (515)
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En la figura 5.10 se muestra el potencial quimico en funciéon de la temperatura
normalizada T'/Ty de un sistema cristalino unidimensional en diferentes condiciones.
En linea punteada color olivo se muestra el caso del cristal con un nimero infinito de
deltas perfecto (sin vacancias), en linea sélida color violeta se muestra el caso con una
infinidad de deltas con una removida (una vacancia), las otras curvas corresponden al
caso de un cristal con namero finito de deltas en una caja (condiciones de frontera de
Dirichlet).

Se observa que en el caso infinito sin vacancias, no hay condensacién, de hecho
siempre tiene un comportamiento monétono decreciente, partiendo desde la energia del
estado base correspondiente a la energia mas baja de la primera banda de energia de
Kronig Penney perfecto. En cambio para el caso infinito con una vacancia se observa el
cambio brusco de pendiente correspondiente a la transicion de fase en la temperatura
critica T/Tp ~ 0.82793. Para temperatura menor que la critica, el potencial quimico
toma el valor de la energfa del primer estado impuro, correspondiente al estado base.

En el caso del cristal con un nimero finito de deltas, el cual puede ser sintetizado en
un laboratorio, observamos que el potencial quimico parte desde la energia del primer
estado impuro y decrece lentamente, aunque el sistema en si no presenta una transicién
de fase, podemos aproximarnos al caso infinito con una imperfeccion.

0.7 . . T " T

%Sis‘tcma infinito con una vacancia |

0.6;
0.5;
0.4
03

02,

(U — Ng,) NkgT

0.1

Sistema infinito sin vacancias

0.0 : ‘ : ‘ : :
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

T/T,

Figura 5.11: Energia interna (U — Neg)/NkpT como funcion de la temperatura nor-
malizada T/Ty de un cristal unidimensional con una vacancia (P’ = 0) para nameros

finitos de deltas e infinito con Py =10y ag = 1.

5.3.1.1. Energia interna

La energfa interna menos el producto del nimero de particulas por el estado base
U — Negg en unidades de NkgT para el cristal finito usando la normalizacién anterior
queda como
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

U — Neg 1 S Bleng — )

o 5 €n,1 — 50
NkgT — ((3/2)/3(M + 1)a Z oBenam —1 " Z Z efleni—n) — 1

(5.16)

En el limite del cristal infinito, la contribucién del primer término correspondiente a
los estados impuros es despreciable en comparacién con el segundo término debido a que
las bandas se llenan densamente de niveles de energia formando una banda continua,
de manera que la suma sobre los niveles de energia por banda se vuelve una integral
sobre las energias de la relacion de dispersion de Kronig Penney (3.14).

U—Neo _ 1 Z T B sn(k)7— €0) (5.17)
NkgT ¢(3/2)3maq — Jo eBlen(k)—p) — 1

En la figura 5.11 se muestra la energia interna (U — Neg)/NkgT como funcion de
la temperatura de un cristal unidimensional con una imperfeccion. En esta grafica se
observa que a temperaturas bajas T/Tp — 0 la energia interna toma el multiplo del
numero de particulas por estado base U — Negg, luego la funcién es creciente conforme
la temperatura crece hasta llegar a un valor maximo en la temperatura critica T' = T..
Despties de cruzar la temperatura critica la funciéon decrece y a temperaturas altas
tiende a un valor constante 1/2 caracteristico de un gas ideal clasico unidimensional,
con un comportamiento similar a la figura 2.4.

5.3.1.2. Calor especifico isocérico

0.0 e ; .
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! A e 51
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\\ RN —mem201
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i —0.44 N N "\".\ = — —Sistema infinito —
W, . .
% S [N sin vacancias
\
b =~ ~ \.
~ \
~ R
—0.6 =~ d \»\ N i
.
S0
-0.8 : ‘ : : ‘ ‘ —
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

/T,

Figura 5.12: Derivada del potencial quimico Ou/kpdT como funcion de la temperatura
normalizada T'/T, de un cristal unidimensional con una vacancia (P = 0) para nimeros

finitos de deltas e infinito con Py =10y ag = 1.
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Con la finalidad de estudiar mas a detalle la transicién de fase, estudiamos el calor
especifico y para ello necesitamos la derivada del potencial quimico. El potencial quimico
del cristal infinito es continuo, pero no es suave en la temperatura critica, entonces su
derivada en discontinua en T' = T,.. En cambio, el potencial del cristal finito es siempre
suave y continuo.

Para encontrar la derivada del potencial quimico del cristal finito debemos derivar
implicitamente la ecuacion de nimero (5.14), luego su resultado es el cociente entre los
siguientes dos términos: el numerador

% Mil T By (5.18)
num = .
eB(En,j ) — )2
n=1 j=1
v el denominador
Nb M+1 B(E 'u)
e”\&n.j
den = Z Z 5 (5.19)
n=1 j=1 eB FngTH) — 1)
tal que la derivada del potencial quimico respecto a la temperatura es
1 op  num
i g 5.20
kp 0T den ( )

la cual es valida para toda temperatura.

1.2

T T T T T
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sin vacancias
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Figura 5.13: Calor especifico isocorico Cy /Nkp como funciéon de la temperatura nor-
malizada T'/Tp de un cristal unidimensional con una vacancia (Pj = 0) para un nimero

finito de deltas e infinito con Py =10y ag = 1.

En cambio en el caso del cristal infinito, para temperaturas menores que la critica el
potencial quimico toma la energia del estado base, ademés los términos (5.18) y (5.19)
se convierten en la suma de integrales.

79



5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

Al derivar implicitamente respecto a la temperatura podemos obtener la parcial del
potencial quimico respecto a la temperatura, la cual nos queda una divisién entre dos
factores, siendo

e/B en(k)—p) — ]_)2

el numerador y el factor

)—1)

den = 5.22
n= Z/ eﬂ 57L(k7) U — 1) ( )

el denominador, con lo que la derivada dal potencial quimico respecto a la tempe-
ratura queda como

(5.23)

1w [0 si T <T.
kgoT | o g T>T,

den

En la figura 5.12 se muestra la derivada del potencial quimico respecto a la tempe-
ratura normalizada.

En la figura se observa como esta funcién es siempre decreciente en el caso de un
numero finito de deltas. Se observa que el caso de un cristal sin vacancias la curva siempre
es concava, en cambio si se introduce una imperfeccién al sistema, la curva cambia de
concavidad en una vecindad de la temperatura critica, de hecho entra mayor namero
de deltas se coloque al sistema, la curva tendera a la caracteritica curva discontinua en
la temperatura critica T'c.

A partir de la derivada del potencial quimico respecto a la temperatura, se puede
obtener directamente el calor especifico a volumen constante, que es el resultado de
derivar la energia interna respecto a la temperatura

Cy 1 Ny eﬁ(an.,1—u)ﬁ(€n,1 —0)[B(ena — 1) + deT}
Nks "~ ((3/2)3 (M + Lag (=1 —1)?
No MAL oBEni =1 B(ep s — €0)[B(en — 1) + deT]

+ Z Z (eBleni—n) — 1)2

n=1 j=2

n=1

(5.24)

En el caso del cristal infinito el segundo término se convierte en la suma de integrales
sobre la primera zona de Brillouin.

(5.25)

Cy o 1 Ny /7r eﬁ(an(k)—ﬂ)ﬂ(gn(k‘) — 60)[ﬁ(en(k) ’u) + deT]
Nkp 4(3/2)%7”%0 0 (ePlen(k)=n) — 1)2

n=1
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En la figura 5.13 se observa el comportamiento del calor especifico isocorico Cy /Nkp
como funcién de la temperatura normalizada T'/Ty de un cristal unidimensional con
Py = 10 y ag = 1 formado por deltas con una de ellas representando vacancia, es
decir Pj = 0, para un namero finito de deltas: 11, 51, 101 y 201, ademéas se muestra
el caso de un nimero infinito de deltas. Las curvas del caso de un ndmero finito de
deltas tienden al caso de la curva discontinua de un ntmero infinito, ademés se observa
un cambio de concavidad en las curvas a temperaturas bajas, de hecho se presenta un
comportamiento similar al calor especifico mostrado en la figura 2.5 para d/s = 1/2. En
el caso de un namero infinito de deltas con una vacancia se presenta una discontinuidad
en una temperatura critica alrededor de T./Ty = 0.82 la cual no se presenta en el
caso de un cristal perfecto. A temperaturas muy altas las curvas tienden a d/s = 1/2,
representando el caso de un gas ideal unidimensional.

5.3.1.3. Gran potencial
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Figura 5.14: Gran potencial PV/NkgT como funcién de la temperatura normalizada
T /Ty de un cristal unidimensional con una vacancia (Pj = 0) para ntmeros finitos de

deltas e infinito con Py =10y ag = 1.

Otro potencial termodindmico de importancia en el ensamble gran canénico es el
gran potencial, en el caso de un cristal finito es

Ny M+1

PV ! -3 3 (1 - e*ﬁ(sw'*“)) (5.26)

NkgT ~ g(3/2)%(M+ Dao | w=1 =1
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en el caso de un cristal infinito se vuelve la suma de integrales

Ny
PV 1 /7r _ _
_ _}: In(1— e Blenk)—n) 597
NksT  ¢(3/2)3maq [ =Jo ( ) 20

Otros potenciales termodinamicos se pueden obtener a partir de los anteriores.

En la figura 5.13 se observa el comportamiento del gran potencial PV/NkgT como
funcién de la temperatura normalizada T'/T de un cristal unidimensional con ag = 1
formado por deltas con impermeabilidad Py = 10 y con una de ellas representando una
vacancia (P = 0) para un namero finito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un ntmero infinito
de deltas en el caso perfecto y con una de ellas distinta (con vacancia). Se observa un
comportamiento similar al de la energfa interna de la figura se presenta un cambio no
suave (con derivada discontinua) en una temperatura critica alrededor de T../Ty = 0.82.

5.3.1.4. Calor especifico isobarico

101

T 201
Sistema infinito
con una vacancia

2 - Sistema infinito

CpiNks

27N 4 AN sin vacancias a

0.0 ' 05 ' 10 ' 15 ' 2.0

/T,

Figura 5.15: Calor especifico isobarico Cp/Nkp como funcién de la temperatura nor-
malizada T/Ty de un cristal unidimensional con una vacancia (P} = 0) para nameros

finitos de deltas e infinito con Py =10y ag = 1.

La compresibilidad isotérmica k7 es

1 [0V

Con el fin de obtener la compresibilidad isotérmica, se usa primero la derivada de
la presién respecto al logaritmo de la fugacidad a temperatura y volumen constante, la
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cual se obtiene al derivar implicitamente la expresion (5.26), obteniéndose

Ny M+1

oP —Nk T
(5ms). - O D B S CE )
dln z; TV VC(3/2) (M + 1)ag 2= 1o e ni—H) — 1

La derivada del logaritmo de la fugacidad respecto al volumen a temperatura y nimero
de particulas constante, se obtiene al derivar implicitamente la expresion (5.12)

Z M+1 1
alnzl o 1 n=1 j=1 eﬁ(E'n,j*H)il
o Jrn V SN S ML _ i (5.30)
) n=1 jil (eﬁ<5n¢j7“‘)_1)2

Sustituyendo estas derivadas en la expresion (5.28) al usar regla de la cadena, se obtiene
ZNb M+1 ePlen,j—H)

n=1l£uj=1 ( Blen,j—n) )2
ePleng =i

NkgT ZNb M+1 1 2
n=1 7j=1 eB(En,j7“>_1

Wl

— ((3/2) (M + 1)ag

(5.31)

La derivada de la presién respecto a la temperatura a ntmero de particulas y volumen
constante, la cual se obtiene al derivar implicitamente la expresion (5.26), obteniéndose

Ny M+1
(57),., = vt i 2 2 e )
) nv V((3/2)8(M + 1)ag L, 5=

Ny M1 (5.32)

Blen; — 1) + =
_ZZ e M)_kfi T:|

n=1 j=1

Finalmente el calor especifico a presion constante se obtiene de sustituir las derivadas
anteriores en la siguiente expresion

Cp=Cy +TVkrp <g§> (5.33)

En la figura 5.15 se observa el comportamiento del calor especifico Cp/Nkpg como
funciéon de la temperatura normalizada T'/Ty de un cristal unidimensional con ag = 1
formado por deltas con impermeabilidad Py = 10 y con una de ellas representando una
vacancia (Pj = 0) para un namero finito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un namero
infinito de deltas en el caso perfecto y con una vacancia.

Se observa un cambio de concavidad a temperaturas bajas en el caso de tener una
estructura con una vacancia y de hecho el calor especifico isobarico tiene un crecimiento
més abrupto conforme tiende a la temperatura critica comparandola con su homéloga
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Figura 5.16: Entalpia H/NkgT como funciéon de la temperatura normalizada T'/T, de

un cristal unidimensional con una vacancia (P} = 0) para nameros finitos de deltas e

infinito con Py =10 y ag = 1.

isocdrica.

De hecho, esta curva es de mayor importancia, debido a que los autores experimen-
tales, prefieren usar el calor especifico a presién constante, como por ejemplo M. N.
Khlopkin [63] quien estudi6 la transicién en superconductores de Nb3Sn ante un campo

magnético intenso.
Se observa ademés que en el caso perfecto, a pesar de tener un maximo a tempera-
turas bajas, no se presenta una discontinuidad caracteristica de la transicién lambda,

que el caso infinito imperfecto con una vacancia si posee.

5.3.1.5. Entalpia

La entalpia se calcula con la expresiéon termodinamica H = U + PV , obteniendo

PV

H—NEQ +
NkgT

NkpT

U — Né‘o
NkgT

(5.34)

En la figura 5.16 se observa el comportamiento de la entalpia (H —Neg)/NkgT como
funcién de la temperatura normalizada T'/Tp de un cristal unidimensional con ayp = 1
formado por deltas con impermeabilidad Py = 10 y con una de ellas representando una
vacancia (P = 0) para un namero finito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un ndmero
infinito de deltas en el caso perfecto y con una vacancia.

La entalpia tiene un comportamiento similar a la energia interna de la figura 5.11.
En esta grafica se observa que a temperaturas extremadamente bajas T/Tp — 0 la
entalpfa toma el multiplo del ntimero de particulas por estado base H — Neg, luego la
funcién es creciente hasta llegar a un maximo en la temperatura critica T' = T,. Desptes
de cruzar la temperatura critica la funcién decrece y a temperaturas altas tiende a un
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imperfeccién
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Figura 5.17: Entropia S/Nkp como funcion de la temperatura normalizada T /Ty de

un cristal unidimensional con una vacancia (Pj = 0) para nimeros finitos de deltas e

infinito con Py = 10y ag

=1.

valor constante, con un comportamiento similar a la figura 2.14.

5.3.1.6. Entropia

Usamos la relacién de Fuler U = T'S — PV + ulN, para obtener la entropia

S _U+PV

_U-Ne . PV

+

€0 — M

(5.35)

Nkg  NkgT

kgT

NEkgT

NkgT

kpT

En la figura 5.17 se observa de la entropia S/Nkp como funciéon de la temperatura
normalizada T'/Ty de un cristal unidimensional con ay = 1 formado por deltas con
impermeabilidad Py = 10 y con una de ellas representando una vacancia (P = 0) para
un namero finito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un ndmero infinito de deltas en el caso
perfecto y con una vacancia.

La entropia tiene un comportamiento similar a la curva de entropia de la figura
2.12. Se observa un comportamiento monoténo creciente. En esta grafica se observa que
a temperaturas bajas hay un cambio de concavidad en la curva en las curvas corres-
pondientes al cristal con una imperfeccién, en cambio en el caso perfecto la funcién no
cambia de concavidad, siempre es concava. Ademaés la curva tiene un comportamiento no
suave, su derivada es dicontinua, en la temperatura critica en la curva correspondiente
al caso infinito con una imperfeccién, lo que caracteriza a la transicion de fase.
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

0.0 ‘
----- 11
N 51
! 101
~ —-0.4 \\ R 201 i
Q \ ; infinito ce
) Sistema infinito con
\ ]
% \ una vacancia
—~ \ R
v —0.8] \ " - = — = Sistema infinito
Z N ~ <o .. sinvacancias
| RN L
[, S
N =~ - -~ -
—1.2 S~ i
T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

/T,

Figura 5.18: Energia libre de Helmholtz (F' — Neg)/NkpT como funcion de la tempe-
ratura normalizada T/Ty de un cristal unidimensional con una vacancia (P} = 0) para

numeros finitos de deltas e infinito con Py =10y ag = 1.

5.3.1.7. Energia libre de Helmholtz

La energia libre de Helmholtz se obtiene de la expresion F' = U — T'S, se obtiene
con

F — N60 . U — Nﬁo S
NkgpT ~ NkgT Nkpg (5.36)

En la figura 5.18 se observa de la energia libre de Helmholtz (F' — Ney)/Nkp como
funcion de la temperatura normalizada T'/Ty de un cristal unidimensional con ag = 1
formado por deltas con impermeabilidad Py = 10 y con una de ellas representando una
vacancia (Pj = 0) para un namero finito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un namero
infinito de deltas en el caso perfecto y con una vacancia.

La energia libre de Helmholtz tiene un comportamiento similar a la curva de en-
tropia de la figura 2.13. Se observa un comportamiento monoténo decreciente, ademas
a temperaturas bajas hay un cambio de concavidad en la curva en las curvas corres-
pondientes al cristal con una imperfeccién, en cambio en el caso perfecto la funcién no
cambia de concavidad, siempre es convexa.

En temperaturas extremadamente bajas T/Ty — 0 la energia libre de Helmholtz
toma el miltiplo del nimero de particulas por estado base F' — Ney,

5.3.1.8. Energia libre de Gibbs

La energia libre de Gibbs estd dada por la expresion termodinadmica G = U + PV —
TS=H-TS = uN.
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5.4 Dependencia de las propiedades termodindmicas respecto con la impermeabilidad
de la imperfeccién

5.4. Dependencia de las propiedades termodinamicas
respecto con la impermeabilidad de la imperfeccién

T/T,
Figura 5.19: Potencial quimico p/kpTy como funcién de la temperatura normalizada

T /Ty de un cristal unidimensional con una imperfeccion de diferentes impermeabilidades

P} para Py =10y ag = 1.

En la figura 5.9 se observa la dependencia de la temperatura critica T, como funcién
del factor de impermeabilidad de la imperfeccion Pj al mantener fija la impermeabilidad
del cristal Py = 10. En esta secciéon se analizan las propiedades termodinamicas para
distintos valores de impermeabilidad de la imperfeccion P} con el fin de comparar el
comportamiento de las mismas alrededor de su temperatura critica.

Con el fin de que el andlisis sea breve, se escogen algunas propiedades termodina-
micas para analizar, en particular se escogen aquellas que tienen un cambio abrupto
alrededor de la temperatura critica.

En la figura 5.19 se muestra el potencial quimico p/kpTy como funcion de la tem-
peratura de un cristal unidimensional para diferentes valores de impermeabilidad P} de
la imperfeccion.

Debido a que para toda temperatura menor que la temperatura critica el potencial
quimico toma el valor de la energia del estado base, donde esta energia corresponde a la
energia del estado impuro mas bajo y cuyo comportamiento se evidencia en la figura 5.7,
mientras que para temperaturas mayores que la temperatura critica todas las curvas se
superponen.

Se observa que la energia del estado base es cada vez mayor conforma la impermeabi-
lidad de la imperfeccion se aproxima al del cristal, al mismo tiempo que la temperatura
critica disminuye, se lo cual se concluye que conforme el cristal se hace perfecto, la
temperatura critica es cero. A partir de la ecuacion (5.17) se puede obtener la ener-
gia normalizada U/NEkpT en funcion de la temperatura, como se muestra en la figura
5.20, la cual muestra la energia interna para diferentes valores de impermeabilidad P}
de la imperfeccion. Las curvas presentan un maximo abrupto para distintos valores de
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0.7

0.6 / S |

(U~ Ne))/NkgT

T/T,
Figura 5.20: Energia interna U/NkpTy como funcion de la temperatura normalizada
T/Ty de un cristal con Py = 10 unidimensional con una imperfeccion de diferentes

impermeabilidades Pj y ap = 1.

temperatura, correspondientes a su valor de temperatura critica. Se observa ademds
el comportamiento céncavo de la funcidon para temperaturas mayores que la critica y
como tienden a un valor asintotico a temperaturas altas,ademés que se obtienen valores
mayores de energia para valores menores de impermeabilidad Pj.

Cy/Nkg

T/T,

Figura 5.21: Calor especifico Cy/Nkp como funcion de la temperatura normalizada
T /Ty de un cristal unidimensional con una imperfeccion de diferentes impermeabilidades

P} para Py =10y ap = 1.

En estas figuras comparamos el comportamiento para diferentes valores de imper-
meabilidad Pj de la imperfeccion, entre 0 hasta el valor de Py, donde observamos que
la tempratura critica es mayor en el caso de tener Pj = 0, una vacancia. Por lo que
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5.5 Dependencia de las propiedades termodinamicas respecto a la razon ag

a partir de este momento, calcularemos las propiedades termodinamicas para sistemas
cristalinos con una vacancia.

2'5 T T T T T
........ N WU, |
mmay =174
""" a, =172
""" a, = 3/4
a, = 17
e a, =2
a, = 4
T T S
1.5 2.0 2.5 3.0

T/T,
Figura 5.22: Potencial quimico y en unidades de A%/2ma? como funcién de la tempe-
ratura normalizada T'/T; de un cristal unidimensional con una vacancia de Pj = 0 para

distintos valores de la razén ag con Py = 10.

5.5. Dependencia de las propiedades termodinamicas

respecto a la razoén q

En la figura 5.6 se muestra que la temperatura critica 7, es decreciente conforme la
razon de la separacién entre los dispersores entre la longitud de onda térmica de un gas
tridimensional ag, de hecho alcanza su valor maximo cuando ag — 0.

En esta seccién se analizan las propiedades termodinamicas del cristal unidimen-
sional infinito para distintos valores de ag para comparar el comportamiento de las
mismas alrededor de su temperatura critica. Como en la seccién previa, se escogen al-
gunas propiedades termodindmicas las cuales tienen un cambio abrupto alrededor de la
temperatura critica.

En la figura 5.22 se muestra el potencial quimico u/h?/2ma? como funcion de la
temperatura de un cristal unidimensional con una vacancia de P} = 0 en funcién de la
razon ag. Nuevamente a temperatura menor que la critica el potencial quimico toma el
valor de la energia del estado base del estado impuro mas bajo, el cual aumenta conforme
ap aumenta y cuyo comportamiento se muestra en la figura 5.1, donde se observa que
cuando ag — oo tiende a (g)Q, al mismo tiempo que la temperatura critica tiende a
cero.

Este comportamiento se observa en la figura, ya que para temperaturas mayores que
la critica la funcién del potencial quimico decae abruptamente conforme ag aumenta.
En el otro limite ayp — 0 la energia del estado base es cero, por lo que el potencial
quimico es cero para temperaturas menor que la critica, la cual es una temperatura
finita distinta de cero.
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Figura 5.23: Energia Interna U/NkgTy como funcion de la temperatura normalizada

T/Ty de un cristal unidimensional con una vacancia de P} = 0 para distintos valores de

ag con Py = 10.
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Figura 5.24: Calor especifico isocorico Cy /Nkp como funciéon de la temperatura nor-

malizada T'/T de un cristal unidimensional con una vacancia de Pj = 0 para distintos

valores de ag con Py = 10.

De la ecuacion (5.17) se obtiene la energia normalizada U/NkgT en funcién de la
temperatura, como lo muestra en la figura 5.23 como funcién de la razon ag. Las curvas
tienen su maximo abrupto a diferentes temperaturas criticas, la cual aumenta conforme
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5.5 Dependencia de las propiedades termodinamicas respecto a la razon ag

ag disminuye.

Se observa que las curvas tienen al mismo valor asintotico a temperaturas altas.
Sin embargo, observe que a valores mavores de ag para temperaturas mayores que la
critica la funcién cambia de concavidad debido a que tiene que crecer mas para alcanzar
el valor asintoético, a diferencia de valores menores de ag donde la funcién es siempre
decreciente para temperaturas mayores a la critica.

En la figura 5.24 se muestra el calor especifico como funcién de la temperatura de un
cristal unidimensional con una vacancia en funcién de la razon ag. Las cuervas tienden
al mismo valor asintdtico, sin embargo a diferencia de la figura 5.21, a temperaturas
mayores que la critica las curvas no coinciden.

A temperaturas menores que la critica se mantiene la misma concavidad en las
curvas, salvo que alcanza, valores mayores conforme ag decrece.

En estas figuras comparamos el comportamiento para diferentes valores de la razén
del espaciamiento de las deltas con respecto a la longitud de onda térmica del gas
tridimensional ag y se observa que las figuras mantienen su forma salvo que la transicién
del condensado ocurre a distintas temperaturas.

Por lo que, sin pérdida de generalidad, se elige un valor particular de la razén ag
para las figuras de la siguiente seccion para calcular las propiedades termodinamicas
para sistemas cristalinos con una vacancia en dimensiones mayores a uno.
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Capitulo 6
(Gas de Bose en estructuras cristalinas

bidimensionales y tridimensionales

y (um)

trap minimum.

X (nm)>

y (um)
y (um)

2 (um)

2 (um)

(€) 3D lattice—V, = 66E,. The maxi- (d) 3D lattice—Same as (¢) but here the
mum depth is 3  66E,. Isosurfaces are isosurfaces he
placed SOE, above the trap minimum trap minimum. Her,

the different sites *

Figura 6.1: Superficies de energia potencial de redes opticas 1D, 2D y 3D. Los poten-
ciales toman formas de una red 1D (a), cigarros en una red 2D (b), una red 3D cubica

simple (¢) y(d). Imagen extraida [65].

En este capitulo generalizamos el sistema unidimensional de un gas bosénico con
una vacancia a sistemas en dos y tres dimensiones. Sin pérdida de generalidad nos
enfocaremos por facilidad en sistemas cuyos potenciales de varias dimensiones sean se-
parables en sistemas unidimensionales, con ello el Hamiltoniano que describe al sistema
es separable y el espectro de energfas que describe al sistema es la suma de las energfas
obtenidas con la ecuacién lineal de Schrodinger unidimensional.

Estos potenciales externos pueden ser creados artificialmente por medio de haces de
laser que se interfieren entre si para formar una red periédica que atrapa a las parti-
culas por medio de efecto Stark, cominmente conocidos como redes 6pticas. Nuestra
propuesta es utilizar interferencia destructiva en algunos puntos de los picos sinusoi-
dales de las redes Opticas con el fin de crear vacancias en estas estructuras periddicas.
En la figura 6.1 se muestra diferentes superficies de energfa potencial de redes dpticas
unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales, que pueden ser creados por medio
de interferencia de haces laser, esta imagen es resultado de una simulaciéon a partir de
expresiones explicitas de la referencia [65].

Asimismo existen ciertas estructuras naturales como canales intersticiales de nano-
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

tubos de carbono [64], [66] o cables superconductores de NbgSn [63] que pueden crear
patrones en forma de tubos similares a los propuestos en este trabajo. O bien, en el
estudio de superconductividad de alta temperatura, por ejemplo un gas de bosones en
una estructura cristalina de superconductores de cuprato dopados [67], [68] los cuales
se pueden simular como planos paralelos periddicos.

Sin pérdida de generalidad, en todas las figuras de esta seccién tomaremos el caso
ap = a/Ao = 1, que se interpreta como el caso donde la separacion entre nuestros
dispersores es del orden la longitud de onda térmica de nuestras particulas bosénicas
e la temperatura critica de una caja tridimensional con espectro de energia continua.
Cualquier otro caso para esta razén ag puede ser explicado con lo expuesto en el capitulo
anterior 5.1.3 donde se menciona la dependencia de la temperatura critica de un gas de
bosones unidimensional con el espacio entre los dispersores.

En cuanto al factor de impenetrabilidad usado en los calculos es de Py = 10 para el
caso del cristal perfecto. Para el caso de una vacancia, se toma el factor de impenetra-
bilidad de la delta distinta como Pj = 0.

6.1. Estructura bidimensional de multicintas

Si el potencial externo bidimensional en coordenadas cartesianas es separable V (z,y) =
V(x) + V(y), entonces el Hamiltoniano que describe al sistema es separable, como en
nuestro caso, el espectro de energias que describe al sistema bidimensional es la suma
de las energfas obtenidas con la ecuacién lineal de Schrodinger unidimensional, entonces

e(ky, ky) =€z + &y (6.1)

En el caso de un gas de bosones en un potencial bidimensional en forma de lineas
equidistantes formando multicintas con un potencial externo descrito en la forma

M+1
V(z,y) = Z vond(x — na) (6.2)
n=1

En este caso los valores de energia que toma e, corresponden al espectro de bandas
de Kronig Penney, mientras que €, corresponde al espectro continuo correspondiente a
la relacién de dispersién cuadratica de una particula libre de potencial.

En la figura 77 se muestra un esquema de la estructura bidimensional periddica de
multicintas de ancho a, la linea central punteada representa la imperfecciéon del sistema.

La ecuacion de nimero de particulas se puede escribir en el limite termodinamico
como la suma de la contribucién al estado base Ny y la de los demés estados excitados
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6.1 Estructura bidimensional de multicintas

—a—

Figura 6.2: Esquema de una estructura periodica de multicintas.

N, como

N = No+an—No+Z / kz,ky D1
— Ly
a (aou_l Z/ azueﬁsy_l

y usando la expresion de la energia de una particula libre e, = thg /2m, se reduce a

L
_ y y _ -y
N=NotNo= ot Z,/Qh2 / el = Not o)

(6.4)
donde la fugacidad es z; = eﬁ(“_ax), la longitud de onda térmica es Ay = h/v/2mmkpgT
y gn(x) representa la funcién de Bose de orden n.

El area de nuestro sistema bidimensional es L, (M + 1)a,se puede normalizar utili-
zando la densidad pg de un gas tridimensional de bosones

wn

N _ 23 _ ¢(3)
Ly(M+1)a "0 A2

(6.5)

donde g es la longitud de onda térmica en Ty la temperatura critica del gas tridimen-
sional libre. Usando la normalizacién anterior, la ecuacion (6.4) se reduce a

1
0=-1 1/ 6.6
T BB+ ay ;91/2 #1) (6.6)

donde se supone que para temperaturas mayores que la critica No/N = 0.
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

La energfa interna U es

U= Ney+ = Z(Ea: —€0)g1/2(21) + # 293/2(»21) (6.7)

Ex Ex

Usando la normalizacion del area y dividiendo entre el factor 1/8 = kT

U — Ne 1 T 1
Nk‘BTO = C(3/2)2/3(M + Dag \/;0; [5(% - 80)91/2(21) + 293/2(21)] (6.8)

2 i i
s Sistema infinito s
con una linea vacante /
1.6 -
- J
=2
= 1.2+
—
N J
o
0.8
N Sistema infinito N
0.4 sin lineas vacantes
0 i i i i

0 04 08 12 1.6 2
T/To

Figura 6.3: Calor especifico isocorico de un gas de bosones en una estructura 2D de

multicintas equidistantes.

Derivando la dltima expresiéon para la energfa interna respecto a la temperatura, nos
queda el calor especifico isocérico

v 1 T 3 ' 1 (ex —e0) — (p —&z) iai
Nkp ~ ((3/2)3(M + D)ao \EZ [493(z1) a0l ( kT = a:r)

+9_1(21)B(ex — €0) <_M o o 8”) ]

kgT ' kgoT
(6.9)

donde la derivada del potencial quimico se obtiene al derivar implicitamente respecto a
la temperatura la ecuacion de niamero (6.4)
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1 op e, 9-1(2)Bn—e) = 3X. 9

1
I 2
T S0 (6.10)

En la figura 6.3 se muestra el calor especifico para una estructura bidimensional de
multicintas formadas por lineas equidistantes para el caso de un ntimero finito de ellas
(11, 51, 101 y 201) con la central removida. La curva continua violeta y la punteada de
color olivo muestran el caso de un niimero infinito de lineas con una vacante y sin lineas
vacantes respectivamente.

Se observa que conforme se va colocando un nimero mayor de deltas a la estructura
finita de multicintas con una linea vacante eventualmente tiende al caso infinito con
vacancia, el cual presenta una discontinuidad caracteristica de una transiciéon de fase a
una temperatura critica 1.26072 veces mayor que la temperatura critica de un gas de
bosones en una caja tridimensional con la misma densidad. Observe, sin embargo, que en
la estructura infinita sin vacancias (curva punteada de color olivo) no hay discontinuidad,
ni transicién de fase.

A altas temperaturas todas las curvas tienden al valor caracteristico del gas ideal
bidimensional 2/2 = 1.

6.2. Estructura tridimensional de multiplanos

En el caso de un gas de bosones en estructura tridimensional de multiplanos generado
por un potencial externo descrito en la forma

M+1
V(z,y,2z) =V(z) = Z vond (T — na) (6.11)
n=1

En la figura 6.4 se muestra la estructura tridimensional periédica de multiplanos
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

equidistantes a una distancia a. Se muestra en linea punteada el borde del plano que sirve
de imperfeccién en el sistema. En los célculos posteriores, dicho plano se ha removido.

Se pueden obtener las propiedades termodinamicas a partir de la ecuacion de niimero
de particulas en el limite termodindmico como la suma de la contribucién al estado base
Ny v la de los demés estados excitados N, como

- o LyL. [ [®  dkydks
N'=No+Ne= g1+ Z ﬂw/ /0 I

(6.12)

A oo
= Ng + / gi(z1e™Y yil/zdy
Z A%ﬁ 0 2 )

Ex
donde el area de nuestro sistema es A = L, L,, la fugacidad es 21 = efh—e2)  Usando

. . ! .
el desarrollo en serie de la funcién de Bose g, = >, 77> podemos resolver la integral
anterior

oo & Zl 00
/ g1(ze ¥y Pdy =>" zl/ Y27 dr =T (1/2) g1(21) (6.13)
o ? =1 0
con lo que nos da como resultado para la ecuacién de ntmero

A
N =No+ 1o > gi1(=1) (6.14)
T &,

El volumen de nuestro sistema tridimensional A(M +1)a puede normalizarse usando
la densidad pp de un gas tridimensional de bosones

N <)

= 6.15
A(M +1)a A3 (6.15)
Usando la normalizacion anterior, la ecuacion (6.14) se reduce a
1 T
0=-1+ — 21). 6.16
BT Dag Ty 210 (6:16)

Ademaés podemos obtener la energia interna

Lm m o0 71/2 Ly m o0 71/2 6z+€y+€z
U= Noeo+ 305 i | e e g [ e e
Ex

(6.17)
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6.2 Estructura tridimensional de multiplanos

que se puede simplificar a la expresion siguiente

U = Noeo + 2 Z ez 91(21) + kBT g2(21)] (6.18)

’I‘
con la ecuacion (6.14), se puede reducir de la manera siguiente

UN;]BV;O - <<3/2><Al4 +1)ao cfo 2Bz —cogi(a) + )] (6:19)

En el caso infinito tenemos que la ecuacién de ntiimero estéd dada por

_ —Beny (ke)—12)
N=No— 3/2 — TOZ/ (aks) ln ) (6.20)

En el caso de temperatura mayor que la critica tenemos que la razén Ny/N es despre-
ciable, por lo que la ecuacién de niimero es

1 T ”
l=—— = d(aky)In (1 — e PlEnalke)=n) 6.21
C(3/2)7TGOT0 ;/0 (a ) n( © ) ( )

por medio de esta ecuacion se obtiene nimericamente el potencial quimico para tempe-
raturas mayores que la critica.
La energia interna estd dada por la expresion

U—- Ne 1 T T
NkBTo _ P T %;/0 d(aky)(g2(z1) — B(en, (kz) —e0)In(l — z1)) (6.22)

El calor especifico isocorico se obtiene derivando la expresiéon de la energia interna
(6.22) anterior como funcién de de la temperatura

C(V . T/TO 8
Nks ~ ((3/2) moz/ (aks) <292 ) - 5<2Enz(kw>—6o—u+TaT>1n<1—z1>

B(en, (kz) — €o) >

+

B(Eny (k) —1) — 1
(6.23)

Estas expresiones del nimero de particulas bosénicas, energia interna y calor es-
pecifico en funcién de la temperatura son idénticas a la obtenidas por P. Salas y sus
colaboradores [50].

En la figura 6.5 se muestra el calor especifico para una estructura tridimensional de
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

4 |
Sistema infinito ]
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Figura 6.5: Calor especifico isocérico de un gas de bosones en una estructura 3D de

planos equidistantes

caja infinita con planos equidistantes donde se superponen las curvas para el caso de un
ndimero finito de lineas (11, 51 y 101) con el plano central removido, la curva continua
violeta y la punteada de color olivo muestran el caso de un numero infinito de planos
con uno vacante y sin planos vacantes respectivamente.

Se observa que conforme se va colocando un ntimero mayor de planos a la estructura
finita con un plano vacante eventualmente tiende al caso infinito con plano vacante, el
cual presenta una discontinuidad caracteristica de una transicién de fase a una tempe-
ratura critica 1.598627 veces mayor que la temperatura critica de un gas de bosones en
una caja tridimensional con la misma densidad.

Observe, sin embargo, que en la estructura infinita sin vacancias (curva punteada
de color olivo) la discontinuidad ocurre a una temperatura critica 0.873757 veces menor
que la temperatura critica de un gas de bosones en una caja tridimensional con la misma
densidad. A altas temperaturas todas las curvas tienden al valor caracteristico del gas
ideal tridimensional 3/2.

6.3. Estructura (d + 1)-dimensional: una cristalina y las
demas sin estructura

Se puede generalizar las ecuaciones anteriores para el caso de un gas de bosones
dentro de una estructura (d + 1)-dimensional donde una dimensién actia el potencial
externo Kronig Penney y las demés corresponden al potencial de una particula libre.
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6.3 Estructura (d + 1)-dimensional: una cristalina y las demés sin estructura

o0

V(z,r1,72, s 74-1,7a) = V(2) = Z vond(z — na) (6.24)

n=—oo

Las propiedades termodinamicas de este sistema se determinan a partir ecuacion de
nimero, el cual se obtiene al sumar la densidad de bosones para cada energia

LN\Y o5 [ kA1 dk L\
v Y (52) i [ e = o (1) Sowat) 029

_ K2k2

= 5, v la longitud de onda térmica

donde la fugacidad es z; = eP(#=22) | la energia ¢,
_ h
AT T V2mmkgT’
Podemos usar la normalizacion usual de igualar la densidad (d + 1)—dimensional
con la densidad de un gas tridimensional de bosones en la temperatura critica

N (B2
d - d
L Lx )\0+1

(6.26)

Con el fin de obtener el potencial quimico para temperatura mayor que la critica
utilizamos que Ny/N — 0 por lo que la ecuacién para determinar el potencial se reduce

1 T\?
vooi ¢(3/2) 5 (M + 1)ag <T0> ;gd”(“) (6:27)

derivando implicitamente la ecuacién anterior respecto a la temperatura, podemos ob-
tener la derivada del potencial quimico

1op  Xe Blu—ca)gay(z1) = § 3., 9a(21)

0T - SINEY 525)
La energia interna se obtiene con la ecuacién siguiente
d
UN_k:;V;O - C(3/2)d§11(M + Dag (;;) 2 ; [5(% - 50)9%(21) + gggﬂ(zl) (6.29)

Derivando la energia respecto a la temperatura obtenemos en calor especifico a volumen
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

—a—

Figura 6.6: Esquema de una estructura bidimensional de multicuadros.

constante

i ™ c<3/2)dﬁltM+ 1ag (%)dm; [(g) (Z i 1) 44 (21)

d 2, —cg—pu 1 Op p—e; 1 0p ]
3

+ 59;(731) (kBT + kgﬁT) +g%_1(21)6(5:p —€0) <— T + T 9T

(6.30)

En el caso infinito tenemos la ecuaciéon de namero

Ny

d ne T
M=o (AL) PN [T gyt k) (631)
T 1 (

2
Ngp= nz—l)g

y la energia se obtiene con la siguiente expresion

2 N s
U — Ngy 1 <T> 2 /nza ( d
= — B(en, (kz) —€0)ga(z1) + =ga, (2 d(aky
NkpT WC(3/2)d§1ao To 21 (na—1)< (Cnalle) = 0] ;l( ) 2 ‘§+1( 1) ) dlaks)

Ng=

(6.32)

6.4. Estructura bidimensional de multicuadros

En el caso de tener un gas de bosones en una estructura bidimensional de multicuadros
en forma de malla, donde el potencial externo que lo describe tiene la forma

M+1 M'+1
V(z,y) = Z Voznd(x — na) + Z Voy,md(y — mb) (6.33)
n=1 m=1

el cual se compone de lineas perpendiculares que forman una estructura de multi-
cuadros en un sistema bidimensional.
En la figura 6.6 se muestra la estructura bidimensional de multicuadros, formados
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6.4 Estructura bidimensional de multicuadros

por lineas perpendiculares entre si, donde las lineas horizontales se separan una distancia
b entre si y las verticales una distancia a. Se muestra en lineas punteadas las dos lineas
que sirven de imperfeccién en el sistema. En los calculos posteriores, las lineas punteadas
se remueven y los pardametros de red son iguales a = b.

La ecuacién de ntimero de particulas, se obtiene al sumar la densidad de bosones
para cada energia.

Ny Ny M+1

1
N NO + Z ns Z Z |:eﬁ 51‘ [ 1+€y n,1— ,U‘) + Z eﬁ(‘sz?i,]"‘rsy,n,l_u) — 1
e#eo i=1 n=1 =
(6.34)
M'+1 1 M+1 M'+1
+ Z eB(ET11+5ynm ,u) + Z Z eﬁ 5:c7j+51/nm .u) :|
m=2 j=2 m=2

Para normalizar la ecuacién anterior igualamos la densidad de nuestro sistema bi-
dimensional con la densidad de bosones en una caja tridimensional evaluada en su
temperatura critica.

N _CB3/2)5
(M +1)(M'+1)ab A3

(6.35)

Derivando implicitamente la ecuaciéon de ntmero respecto a la temperatura resolve-
mos para obtener la derivada del potencial quimico

Paijtey,nm—n)
e£<£z,i,j+fy¢nm1*#)_1)2

1 ou
gaiT == Z eﬁ(fz’iyj“‘gy,n,m—#) (636)
€ (eﬁ(ggy,@j"’sy,n,'m—ﬂ)71)2

Zg B(gas,i,j + Eymnm — :u) (

Como en los casos previos sumando para cada valor de energia, el producto de la
densidad de bosones por cada energia, obtenemos la energia interna del sistema

Ny N
U—NE(): 1 szz[ 5le+5yn1_51,1,1)
NEsT ((3/2)5 (M +1)(M' + Lagby 75y L eEmsrroni=i) —1

M+1

65xz,g+€yn1 5171,1 6€$21+5ynm_5111)
+ Z e/BEzzg+£yn1 u)_l + Z eﬁgzll—i-gynm “)—1 (637)

M+1 M'+1
+ Z Z /B 5:(:7,7] +5ynm_51,1,1)
5 2 eﬁfzzg+5ynm M)_l
] m=
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

El calor especifico a volumen constante viene dado por

Cv _ 1 B(Ew,ij + Eymm — €0)ePEeiateynm=h) y
Nkp  ¢(3/2)5(M + 1)(M’ + 1)agho 2 (eBemiitevmm—p) — 1)

1 du
<B(5x7i,j + Eynm — H) + kBaTv>

(6.38)

2.5 ‘ \ \
Sistema infinito
con dos lineas vacantes b
perpendiculares
2 - _

Q i
'§ 1.5 :::H 3131
i -8 .
\> 61X61 —pi
O 1
05 _ Sistema infinito —

sin lineas vacantes

0 \ \
1
T/To

Figura 6.7: Calor especifico isocorico de un gas de bosones en una estructura 2D de

multicuadros.

En la figura 6.7 se muestra el calor especifico para una estructura bidimensional
de rectangulo con dos familias de lineas equidistantes perpendiculares, formando una
estructura de multicuadros, donde se superponen las curvas para el caso de un ntimero
finito de lineas que forman multicuadros (11 x 11, 21 x 21, 31 x 31, 41 x 41 y 61 x 61)
con los ejes cartesianos centrales removidos, la curva continua violeta y la punteada de
color olivo muestran el caso de una malla de multicuadros infinita con los ejes vacantes
y sin ejes vacantes respectivamente.

Se observa que conforme se va colocando un nimero mayor de deltas a la estructura
finita con una vacancia eventualmente tiende al caso infinito con ejes vacantes, el cual
presenta una discontinuidad caracteristica de una transicion de fase a una temperatura
critica 1.6943745 veces mayor que la temperatura critica de un gas de bosones en una
caja tridimensional con la misma densidad.

Observe, sin embargo, que en la estructura infinita sin vacancias (curva punteada
de color olivo) no hay discontinuidad, ni transicion de fase. A altas temperaturas todas
las curvas tienden al valor caracteristico del gas ideal bidimensional 2/2 = 1.
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6.5 Estructura tridimensional de multitubos

Figura 6.8: Esquema de una estructura 3D de planos perpendiculares formando tubos.

6.5. Estructura tridimensional de multitubos

En el caso de tener un gas de bosones en un sitema tridimensional cartesiano en forma
de tubos, es decir el potencial externo que lo describe tiene la forma

M+1 M’+1
V(gj’ Y, Z) = Z vOaﬁ,j(S(gj - ]a) + Z 'UOy,m(;(y - mb) (639)
j=1 m=1

observe que el potencial es el mismo que el del sistema bidimensional de multicua-
dros en el plano xy, es decir se puede descomponer la energia total en la suma de las
energfas de espectros de Kronig-Penney (con una imperfeccion), mientras que la tercera
contribucién corresponde a una energia continua correspondiente a la dispersién cua-
dratica. Esta estructura generaliza la estructura expuesta por P. Salas [51] al agregar
vacancias a la estructura.

En la figura 7?7 se muestra un esquema de una estructura 3D de planos perpendi-
culares formando multitubos, formadas por la superposicién de dos familias de planos
perpendiculares separadas una distancia a y b respectivamente. Dos planos con bordes
punteados representan planos imperfectos, los cuales son removidos y ademas se cumple
que a = b, para efectuar los calculos termodinamicos.

El namero de particulas usando la normalizacion correspondiente se puede expresar
en términos del drea de nuestro sistema como

1 1
N~ C(3/2)(M + 1)(M' + 1)agbo

(6.40)
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales
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Figura 6.9: Calor especifico isocérico de un gas de bosones en una estructura 3D de

multitubos.

La ecuacion de ntimero tras la normalizacion correspondiente (6.40)
1 T Ny, M+1 Np M’'+1
— 14— ] Blu—(ea,ijteyn.m))
0=-1+ TOZZZZQ%(e i+eynm))) (6.41)

i=1 j=1 n=1 m=1

tras desarrollar la suma

1 T Ny Ny M4+1M'+1
1= N TO Z Z |:g; (e_B(Exﬁi,l‘f‘&‘y,n,l_M)) + Z g% (e_ﬂ(ax,i,j'f'&y,n,m_ﬂ))
i=1n=1 j=2 m=2
Ml Mg (6.42)
+ Z g% (e_ﬁ(ax,i,j"ray,n,l_ll)) + g% (e_ﬁ(ax,i,l+5y,n,m_ﬂ)):|
=2 m=2

En el limite termodindmico donde el ntumero de dispersores delta tiende a infinito
s6lo el ultimo sumando sobrevive convirtiéndose en una integral sobre la primera zona
de Brillouin para las energias de cada banda

) \/» N, N N nyT B( (kz)+ (ky)—p)
1 1 [T / / g1 e Pléng \Rz)Teny \Ry)—H)\ ] akx d(bk
= §(3/2) anbo Onz—lny—l (ng—1)m J(ny—1)m 2( ) ( ) ( y)
pn T 2 Z_ (6.43)
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6.5 Estructura tridimensional de multitubos

derivando implicitamente (6.41) respecto a la temperatura se obtiene la derivada del
potencial quimico respecto a la temperatura

1 8/1 Zem ﬁ(” - gﬂc)g
kpdT — Do G-

(6.44)

y la energia tiene por ecuaciéon

U-Ney _ ! 2 _ B(u—(ez+ey))
NkpT ‘<<3/2><M+1><M/+1>a0b0@22{5@*% 20)g1/2(e”H )

€z &y

1 B
+ Lgyale <ax+sy)>)]
(6.45)

Derivando la ecuacién de la energia respecto a la temperatura se obtiene el calor espe-
cifico a volumen constate

Jgkvs T CB/2)(M + 11)(M’+ 1 agbo\/z; [(i) 93(21

1 2ec —co—p 1 Op R A et R )
+2g§(zl)< kT +kBaT>+g§(Zl)B(5x 80)< koT | kg ol

(6.46)

la energia en el caso de un ntimero infinito de deltas es

U-Neo_ T/To /(n” /n d(bky) (@(gm )ten(ky)—eo g1(Z1)+;gg(z1))

Nk‘BT 2< 3/2 aobo (ny—1)7

(6.47)
Para el potencial gran candnico

Ny
- \/> / / " _
d(aky) d(bk Bleng (k) +eny (ky)—p)
NkgT — 3/2 aobo V' Ty T ny—l)( y)gs(e” )

ny=1

(6.48)
En la figura 6.9 se muestra el calor especifico para una estructura tridimensional de
caja infinita con dos familias de planos equidistantes perpendiculares entre si formando
una estructura de tubos, en la figura se superponen las curvas para el caso de un
nimero finito de planos (3 X3 x 3,5 x5 x5, 7Tx7x7,9x9x9y 11 x 11 x 11) con
dos planos perpendiculares removidos, la curva continua violeta y la punteada de color
olivo muestran el caso de un nuamero infinito de planos con uno vacante y sin planos

vacantes respectivamente.
Se observa que conforme se va colocando un nimero mayor de planos perpendi-
culares a la estructura finita eventualmente tiende al caso infinito con los dos planos

M\C/J
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

Figura 6.10: Esquema de un estructura 3D de planos perpendiculares formando cubos.

vacantes, el cual presenta una discontinuidad caracteristica de una transicién de fase a
una temperatura critica 1.926196 veces mayor que la temperatura critica de un gas de
bosones en una caja tridimensional con la misma densidad.

Observe, sin embargo, que en la estructura infinita sin vacancias (curva punteada de
color olivo) la discontinuidad ocurre a una temperatura critica 0.7406197 veces menor
que la temperatura critica de un gas de bosones en una caja tridimensional con la misma
densidad. A altas temperaturas todas las curvas tienden al valor caracteristico del gas
ideal tridimensional 3/2.

6.6. Estructura tridimensional de multicubos

En el caso de tener una famila de planos perpendiculares a los tres ejes cartesianos, el
cual se puede representar por el potencial externo

M+1 M'+1 M"+1
V(z,y,2) = Z Voz,;0(z — ja) + Z Voy,m0(y — mb) + Z V02,40(2 — qc)  (6.49)
7j=1 m=1 q=1

en el que se observa que es son tres familias de planos perpendiculares entre si,
formando un potencial de cubos.

En la figura 77 se observa un esquema de un estructura tridimensional de multicubos.
Esta estructura es formada por tres familias de planos perpendiculares con parametro
dered a, by crespectivamente. Tres planos con bordes punteados representan los planos
imperfectos. Para los calculos termodinamicos, los planos imperfectos son removidos y
se cumple que a = b = c.

Se utiliza la igualdad entre la densidad del sistema con la densidad py de un gas 3D
de bosones en Ty

N =B
(M + )(M' + 1)(M" + 1)abe _ ° =~ A3

(6.50)
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6.6 Estructura tridimensional de multicubos

donde consideramos que el volumen de nuestro sistema finito es (M +1)(M'+1)(M" +
1)abe. luego la ecuacion del namero de particulas se escribe como

Ny, Ny Ny M+1
N=YYY : D :
- eﬁ(ez,i,l+5y,n,l+52,p,17#) — 1 eﬁ(Ez,i,j+5y,n,1+52,p,17#) — 1
i=1 n=1p=1 =2
M'+1 M"+1
3 1 D :
eBEeiiteynmtezp1—p) _ 1 eB(exiiteynitezpq—r) — 1
m=2 q=2
M+1 M'+1 1 M'+1 M"+1 1
DD S DI
§=2 m=2 efEs i teymmbespi—n) — 1 m=2 q=2 ef(exil + Eymm + Ezpq —H) — 1
M+1 M"+1 1 M+1M+1M"+1 1
+ Z Z eﬂ(sw,i,j+€y,n71+5z,p,q_l‘) —1 . Z Z Z 95(592,1',.7‘+5y,n,m+5z,pyq_li) —1
j=2 q=2 j=2 m=2 q=2
(6.51)
donde el primer término de la suma es
Ny, Ny N,
Lt L eBlesinteynitezpi—p) _ 1 T oeBler ey 1te11—0)
i=1 n=1 p=
Ny ) N, N, )
6.52
T Z eBlez ey 0+ezp1—1) 1 T Z Z eBlesiteynitezpi—p) 1 ( )
p=2 n=2p=1
Ny, Ny Ny 1
+ z; z:l z; eﬂ(sz,i,1+5y,n,1+52,p,17,“4) — 1
=2 n=1 p=

Usando la anterior normalizacion (6.50) se puede escribir la ecuacién de ndmero

Ny M+1 Ny M/+1 Ny M7+1

1 1
1 N Z Z Z Z Z Z N AR T— (6.53)

i=1 j=1 n=1 m=1 p=1 g¢=1

de la cual se puede obtener niimericamente el potencial quimico. Donde la derivada del
potencial quimico respecto a la temperatura es

eﬁ(szyi,j+5y,n,m+ﬁz,p,q*M>

6 .. 6 6 [e—
O
gaT T Z Plez,ijtey.n.mtez,p,a—n) (654)
€ (eﬁ(ex’i,]‘+Sy,n,m+6z,p,q*k¢)71)2

2

donde la suma ) _ es la suma sobre los indices de las bandas y de las deltas
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

Ny M+1 Ny M/+1 Ny M7 +1
2722222 ) (6.55)
i=1 j=1 n=1 m=1 p=1 g=1

Para la ecuacién de energia en funciéon de la temperatura es

Ny M+1 Nj M/+1 N M/'+1
U _ NEO _ 1 B(€I7i7j + Eyvnvm + Ezmaq — 50) (6 56)

NkgT o N : a eBex,ijteynmtezpq—p) — 1

El calor especifico a volumen constante es

Z B(ewyij + Eynm + E2pg — £0)ePEniiteymmtespa—h) %

Nk;B - (eﬁ(sz,i,j“l’gy,n,m‘f’ez,p,q*H) _ 1)2 (6 57)
1 Ou .
B(ea,ij + Eymm + Ezpqg — 1) + kg OT

En el limite en que el nimero de dispersores delta tienda a infinito entonces la
energia es

U-Ney 1 Z // B(en, (kz) + €n, (ky) + en, (k) — e0)abe d*k
NkgT — m((3/2) aoboco,, .. enw(kr>+sny<ky)+enz(kz> w_q
(6.58)
donde la triple integral [[[ es la tres integraciones sucesivas sobre cada banda en las

tres direCCiOneS T T Ny T N,
T Yy z
/// / / / (6.59)
(ng—1)w J(ny—1)7 J (n.—1)7

El calor especifico a volumen constante es

// B gnT + Eny (ky) + €n, (kz) - 50)96(8”93 (ka)teny (ky)ten, (k2)—p)
X
NkB N Ny, 5 3/2 71—3@0[)060 ( (Enx(kx)—f—any(ky)+5nz (k2)—p) _ 1)2
1 Ju
</8(€nx (kz) + eny (ky) +en. (k) — p) + ]{;B(‘3T>
(6.60)
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6.6 Estructura tridimensional de multicubos
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Figura 6.11: Calor especifico isocérico de un gas de bosones en una estructura 3D de

multicubos.

donde la derivada del potencial quimico respecto a la temperatura es

Pleng (ka)teny (ky)ten; (kz)—p)

> SIS Blen, (ka) + en, (ky) + en. (k2) — 1) (

1 oy eﬁ(snz<kx>+sny(ky>+snz<kz>—u)_1)2
hpoT 5[] P ) G
(em%(kx>+any<ky>+%(kz>—u>_1)2

(6.61)
donde en las altimas tres ecuaciones se denota la suma sobre los niimeros de banda
€omo

Ny N, N, N
SEID D 3D I 3 (66
N, My, Nz ng=1ny=1n.=1

En la figura 6.11 se muestra el calor especifico para una estructura tridimensional
de caja infinita con tres familias de planos equidistantes perpendiculares entre si, en la
figura se superponen las curvas para el caso de un nimero finito de planos (5 x5 x 5,9 x
9x 9y 11 x 11 x 11) con los planos cartesianos centrales removidos, la curva continua
violeta y la punteada de color olivo muestran el caso de un ntimero infinito de planos
con uno vacante y sin planos vacantes respectivamente.

Se observa que conforme se va colocando un ntimero mayor de planos perpendiculares
a la estructura finita eventualmente tiende al caso infinito con los tres planos cartesianos
vacantes, el cual presenta una discontinuidad caracteristica de una transicién de fase a
una temperatura critica 2.2221356 veces mayor que la temperatura critica de un gas de
bosones en una caja tridimensional con la misma densidad.

Observe, sin embargo, que en la estructura infinita sin vacancias (curva punteada
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

de color olivo) la discontinuidad ocurre a una temperatura critica 0.609201 veces menor
que la temperatura critica de un gas de bosones en una caja tridimensional con la misma
densidad. A altas temperaturas todas las curvas tienden al valor caracteristico del gas
ideal tridimensional 3/2.

Estructura | d dp dxp p?;éej(z?co j:ja/gn;(;n
Libre 1D 1 1 0 0 -
Multilineas 1 0 1 0 0.82793
Libre 2D 2 2 0 0 -
Multicintas | 2 1 1 0 1.26072
Multicuadros| 2 0 2 0 1.69438
Libre 3D 3 3 0 1 -
Multiplanos | 3 2 1 0.87376 1.59863
Multitubos 3 1 2 0.74062 1.92620
Multicubos | 3 0 3 | 0.60920 2.22214

Tabla 6.1: Temperaturas criticas de un gas de bosones no interactuante en diferentes

estructuras d—dimensionales periodicamente perfectas y con vacancia con ag = 1.

La tabla 6.1 resume las temperaturas criticas de un gas de bosones no interactuan-
te en diferentes estructuras d—dimensionales periédicamente perfectas y con vacancia.
Dependiendo de la estructura, la vacancia puede ser un punto en la estructura unidi-
mensional, en las estructuras bidimensionales: una linea en la estructura de multicintas,
lineas perpendiculares en la estructura de multicuadros y en las estructuras tridimen-
sionales: un plano en la estructura de multiplanos o planos perpendiculares vacantes en
la de multitubos o multicubos.

En esta tabla d, representa el nimero de dimensiones con espectro libre (una relacion
de dispersion energia como el cuadrado del momento) y dxp representa el numero de
dimensiones ortogonales con espectro de Kronig-Penney en el limite de deltas, por lo
que d = d +dgp. Se observa que en el caso de una estructura perfecta periédica no hay
transicién de condensacién a una temperatura critica distinta de cero para dimensiones
menores a iguales a dos.

En el caso de una estructura con una vacancia, se observa que conforme la estructura
es mas complicada, la estructura se vuelve més entretejida como en el caso bidimensional
de multicintas a multicuadros o tridimensional de multiplanos a multitubos a multicu-
bos, la temperatura critica aumenta; en cambio la temperatura critica disminuye para
las estructuras periédicas entre mas complejas estas sean para el caso tridimensional.

Asimismo, observe que todas las temperaturas criticas se encuentran normalizadas
respecto a la temperatura critica del gas libre tridimensional.
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Capitulo 7

Conclusiones

En el Capitulo 2 de esta tesis hemos calculado analiticamente las propiedades ter-
modinamicas de un gas d-dimensional de bosones de masa m y de espin cero con una
relacion de energia proporcional al momento elevado a un exponente s > 0 més una
brecha energética entre la energia del estado base y la del primer estado excitado, ge-
neralizando el sistema discutido por V. Aguilera [56] al afnadir la brecha energética
propuesta por F. London [20)].

La presencia de esta brecha energética permite alcanzar una condensacién de Bose-
Einstein a una temperatura critica finita y no nula, para cualquier valor del factor
positivo d/s > 0. Para temperaturas menores que la critica el potencial quimico toma el
valor de la energia del estado base y se puede calcular de manera numérica el potencial
quimico para temperatura mayor que la critica. Por otra parte, si no hay brecha ener-
gética, la temperatura critica es diferente de cero sélo si ocurre que d/s > 1. Ademas,
para estos valores d/s > 1 la temperatura critica calculada sin brecha energética es
menor que con brecha A > 0, es decir, el efecto de la brecha energética es aumentar la
temperatura critica en todos los casos presentados.

En cuanto a las propiedades termodinamicas se tiene que el gran potencial y por
ende la ecuacion de estado (presion en funcion del volumen y numero de particulas) es
dependiente de los factores de dimensiéon d, exponente s y de la brecha energética A,
sin embargo, se puede reescribir la ecuacion de estado en términos de una longitud de
onda térmica independiente de la brecha como lo obtuvo Z. Yan [57].

En el caso de la energia interna y su homoéloga la entalpia como funcién de la
temperatura presenta un pico abrupto en la temperatura critica T, por lo que el calor
especifico isocorico sufre una discontinuidad en T, donde la magnitud del es creciente
como funcion del factor d/s. A temperaturas muy bajas el calor especifico isocorico decae
exponencialmente como funcién de la temperatura, mientras que a temperaturas muy
altas tiende al valor del gas ideal clésico d/s. Un comportamiento analogo experimenta
el calor especifico isobarico, el cual se puede escribir en términos del calor especifico
isocorico. Ademas, se tiene que el factor +, la razon entre los calores especificos isobarico
e isocorico toma el valor 2 a temperaturas cercanas a cero Kelvin.

Para cualquier valor de d/s la entropia crece mondtonamente en funcion de la tem-
peratura, pero tiene un cambio no suave en la temperatura critica. La energia libre de
Gibbs también experimenta un cambio no suave en 7, pero en cambio decrece con la
temperatura, ya que esta energia libre es proporcional al potencial quimico G = uN. El
potencial quimico p para valores de temperatura menores que la critica toma el valor

113



7. Conclusiones

del estado base y decrece sin limite para temperaturas mayores que la critica. La energia
libre de Helmholtz es decreciente también, sin embargo, tiene un comportamiento suave
para toda temperatura.

En el Capitulo 3 obtenemos el espectro de energia de una particula dentro de un
cristal unidimensional con una imperfeccion, el cual presenta una brecha energética
entre el estado més bajo de energia y el primer estado excitado. Primero, se calcula el
espectro de energias de una particula en un potencial externo de Kronig Penney [46]
en el limite de un peine de Dirac, es decir, en una estructura unidimensional de deltas
separadas una distancia a entre si. En el caso de un cristal perfecto, la estructura es
completamente periédica y se puede aprovechar el teorema de Bloch y los métodos de
matrices de transferencia y dispersion, asi como el uso de la funcién de Green para
solucionar la ecuacion de Schrédinger y con ello obtener la funcién de onda y la relacion
de dispersion, que es, la energia F en funcién de la magnitud del cuasimomento k de
Bloch. El espectro presenta una serie de bandas contintias permitidas separadas por
bandas prohibidas para la energia.

Sin embargo, para encontrar la relacion de dispersion de la estructura cristalina con
una imperfeccién, que en este trabajo se modela como una delta con factor de impene-
trabilidad P’ diferente a la de las demas deltas del cristal con impenetrabilidad P # P,
se aprovecha tratar a la delta diferente como un dispersor que une las funciones de
onda soluciones del cristal periddico perfecto antes y después del dispersor. La matriz
de dispersién tiene justo una divergencia para valores complejos del cuasimomento k,
los cuales forman una serie de valores discretos de la energia conocidos como estados
impuros, los cuales se encuentran en las bandas prohibidas del espectro del cristal per-
fecto. Aunque estos estados se conocen en la literatura desde hace tiempo no se habian
aprovechado en tratar de explicar el fenémeno de la condensaciéon de Bose-Einstein.

También se encuentra una ecuacién explicita para las energfas de los estados impuros
con dos imperfecciones separadas [ deltas del cristal perfecto, de la cual se observa que,
en este caso hay dos estados impuros en la banda prohibida, y ademas que si las dos
imperfecciones estan alejadas una de otra [ — 0o, no hay acoplamiento entre ellas y el
espectro se degenera al de una sola imperfeccién, lo cual es fisicamente esperado.

En el Capitulo 4 se calcula analiticamente el espectro de energias para una par-
ticula en un cristal imperfecto modelado con M deltas iguales méas una delta central
de intensidad diferente, usando la matriz de transferencia que resulta del producto de
las M matrices para cada delta. Con el fin de obtener el espectro, se aprovecha el teo-
rema de Cayley-Hamilton para reescribir el producto de matrices iguales en términos
de los polinomios de Chebychev evaluados en la traza de la matriz de transferencia y
posteriormente se imponen condiciones de frontera tanto periédicas como de Dirichlet.

En el espectro se obtienen ciertos valores discretos de energfa de las bandas del
cristal perfecto, debido a que sélo se escogen los valores de cuasimomento k y energia
FE que cumplan las condiciones de frontera, ademéas también se obtienen las energias
correspondientes a los estados impuros que les corresponden cuasimomentos complejos.

La densidad de probabilidad del estado base tiene derivada discontinua en la posicién
de las deltas. En el caso de un cristal sin vacancias la densidad de probabilidad es
periddica, sin embargo, se distorsiona en presencia de una imperfeccion, ya que conforme
el valor de la impenetrabilidad disminuye, la particula tiene mayor probabilidad de
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encontrarse dentro de la imperfeccion.

En el Capitulo 5 obtenemos las propiedades termodindmicas de un gas de bosones
dentro de una estructura unidimensional que simulamos aplicando a las particulas del
gas un potencial externo de deltas igualmente espaciadas en una caja. Los célculos se
realizaron usando el espectro de energias de la particula dentro del ntimero finito de
deltas con la central removida con condiciones de frontera de Dirichlet y comparandolo
con el espectro de un ntimero infinito de deltas con una de ellas removida.

Se normaliz6 la energia y la distancia entre las deltas con parametros conocidos de
un gas ideal tridimensional de bosones libre.

En la dependencia de la brecha energética en funcion de la separacion de las deltas,
se observa que cuando la separaciéon entre ellas es muy grande (ag = a/Ag — )
nos conduce a un espectro continuo de una particula libre unidimensional sin brecha
energética, la cual no presenta transiciéon de fase.

En cambio se observa que, cuando la separacién entre las deltas es mas estrecha
ap — 0, la brecha tiende a un valor finito A/kgTy — P2 /4w, en particular para Py = 10
el limite es % Esto se debe a que las deltas se concentran densamente entre si, el
sistema se vuelve anélogo al de un estado ligado de una delta atractiva (de intensidad
negativa), obteniéndose el maximo valor de la brecha energética, numéricamente igual
al valor absoluto de la energia del estado ligado.

La temperatura critica de CBE como funcién de la impermeabilidad de la delta
diferente y se observo que conforme el valor de la impermeabilidad es menor (o mayor)
respecto a la del cristal perfecto, la temperatura critica es cada vez mas alta y cuando
el cristal es perfecto la temperatura critica es cero [33].

Con el fin de obtener las propiedades termodindmicas se toma el valor ag = 1 y se
calcula numéricamente el potencial quimico. Se observa que, para el caso del espectro
discreto de un ntimero finito de deltas con una imperfeccién, las curvas de los potenciales
termodindmicos evidencian que no hay una transiciéon de fase, pero conforme se aumenta
el namero de deltas, se obtiene la transicién de fase a una temperatura critica T, ~ 0.82.

Los potenciales termodinamicos del cristal infinito imperfecto tienen un comporta-
miento muy similar al reproducido en el Capitulo 2: la energia interna y la entalpia
presentan un pico, el gran potencial y la entropia presentan un cambio no suave y los
calores especificos isocorico e isobdrico presentan una discontinuidad en la temperatura
critica, en cambio la energia libre de Helmholtz permanece suave como funciéon de la
temperatura.

En el Capitulo 6, se obtuvieron las temperaturas criticas de un gas de bosones
no interactuante en diferentes estructuras d—dimensionales: la vacancia puede ser un
punto en la estructura unidimensional; en las estructuras bidimensionales puede ser una
linea en la estructura de multicintas ¢ dos lineas perpendiculares en la estructura de
multicuadros; en las estructuras tridimensionales puede ser un plano en la estructura
de multiplanos o planos perpendiculares vacantes en la de tubos o cubos.

En el caso de una estructura perfecta periédica no hay transicién de condensacién
a una temperatura critica distinta de cero para dimensiones menores a iguales a dos,
al igual que en el caso del gas de bosones sin estructura. En el caso de una estructura
con una vacancia, ademas, conforme la estructura es més entretejida como en el caso
2D de lineas a malla o tridimensional de planos a tubos a cubos, la temperatura critica
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7. Conclusiones

aumenta; en cambio la temperatura critica disminuye para el gas de bosones dentro de
las estructuras periddicas perfectas tridimensionales entre mas entretejidas sean.

En recapitulacién, nuestra propuesta de la presencia de una brecha energética entre
la energia mas baja y la energia del primer estado excitado ocasiona una condensa-
cién en un gas ideal de bosones sin interaccién en sistemas de baja dimensién, o bien,
incrementa la temperatura critica respecto al caso sin brecha. Esto se interpreta intui-
tivamente, debido a que las particulas deben superar la brecha de energia para pasar
al nivel excitado. Esto puede ser interesante para buscar sistemas estables que alcancen
condensacién a temperaturas ligeramente méas elevadas.

Se ha mencionado que diversos autores plantean el uso de redes 6pticas periédicas
para confinar gases ultrafrios, nuestra propuesta de usar imperfecciones al superponer
pulsos en estas redes podria atraer nuevos efectos que pueden ser comparados con nues-
tros resultados ideales. De hecho, la presencia de una vacancia ocasiona que existe la
densidad de probabilidad de la particula se incremente en el lugar de la vacancia, por lo
que este modelo podria aprovechar las ventajas de una red 6ptica y las de un potencial
de atrapamiento, distinto al armoénico.

Por otra parte, este texto generaliza diferentes expresiones encontradas en los cursos
bésicos de Mecanica Estadistica, Termodinamica y Cudantica, por lo que puede servir
de base para otros estudiantes interesados en estos tépicos.

Sin embargo, el modelo que proponemos considera que la particula no se ve afectada
por la presencia de las demés, lo cual seria imposible, debido a que la vacancia sirve para
confinar las particulas, haciendo que su densidad aumente en esta region, ocasionando
que las interacciones se vuelvan determinantes.

En el apéndice C se exponen resultados de diversos autores sobre un gas con in-
teracciones. Aunque el objetivo de esta tesis fue resolver el caso ideal sin interacciones
ocupando métodos para resolver la ecuacién lineal de Scrodinger, se puede trabajar el
modelo propuesto con la ecuacion no lineal de Scrédinger, conocida como ecuacion de
Gross-Pitaevskii (GP). En este apéndice mostramos una correcciéon a primer orden de
la temperatura critica usando la brecha energética e interacciones en una trampa ar-
moénica y también se usa la aproximacion de Thomas-Fermi. En el espectro de energia
de la estructura de bandas del caso fuertemente interactuante de la ecuacion no lineal
(GP) aparecen “Swallowtails”, producto de la histéresis de un superfluido, cosa que en
nuestros resultados sin interacciones no aparecen, pero sirve de base para un proyecto
futuro.
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Apéndice A
Casos limite de gas de bosones reportados en la

literatura

En esta seccién del apéndice revisaremos algunos casos especificos reportados en
la literatura, evaluando algunos parametros en nuestras ecuaciones generalizadas del
primer capitulo de la tesis.

A.1. Gas de bosones en un sistema d > 0 dimensional con

relacidon de energia momento generalizada ¢ « k£° con
s > (0 con razén d/s > 1 y sin brecha energética A =0

Sustituyendo A = 0 en nuestras expresiones para las diferentes propiedades ter-
modinamicas del primer capitulo: la temperatura critica, la fraccién de condensado, la
energia interna, el calor especifico isocérico y su salto en la temperatura critica Tp para
d/s > 1. Tales expresiones ya han sido reportadas previamente [56].
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Figura A.1: (a) Potencial quimico y (b) fraccion del condensado como funcién de la
temperatura normalizada T'/Tj sin brecha para d/s = 13/10,3/2,2,5/2, 3.

Usaremos la notacién Ty para describir la temperatura critica del caso sin brecha
energética con el fin de no confundir con la temperatura 7, dependiente de la brecha
energética A # 0.

117



Casos limite de gas de bosones reportados en la literatura
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Figura A.2: (a) Energia interna y (b) calor especifico isocorico como funciéon de la
temperatura normalizada T'/T} sin brecha para d/s = 13/10,3/2,2,5/2, 3.
Ademés estas expresiones generalizan las obtenidas en el capitulo 13 del libro de
Pathria [2].

Temperatura critica
De la ecuacion (2.6), tenemos la expresion de la temperatura critica

)

Fraccion de condensado
Al sustituir A = 0 en la ecuacion (2.9) se obtiene que para toda T, la fraccién de
NO . < T )d/s gg (6/3(/4_50)) (A 2)
N Te ¢(d/s) '
de donde se satisface que p = g9 en T' < Tp. En la figura A.la se observa el com-
portamiento no creciente del potencial quimico respecto a la temperatura en el caso sin

brecha, observe que la caida es més abrupta cuando d/s crece. En la figura A.1b se
muestra que la fracciéon de condensado decrece monoténicamente de manera similar a

s(2m)T(d/2) n (A.1)

274/2T(d/s)¢ (d/s

Cs
To = —
o= (

)

condensado es

la figura 2.3.

Energia interna

Al sustituir A =0 en (2.20) se obtiene que la energia interna por particula es
d (T/To)Y*
d(T/T) gay (7070) (A.3)

U — NEO .
¢(d/s)

NkgT s

En la figura A.2a se muestra la energia interna en funcion de la temperatura para
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A.1 Gas de bosones en un sistema d > 0 dimensional con relacién de energia momento
generalizada € o< k* con s > 0 con razoén d/s > 1 y sin brecha energética A =0

distintos valores de la razon d/s, donde se observa que la funcion es siempre continua,
a bajas temperaturas tiende al valor del estado base con un comportamiento convexo y
que a altas temperaturas tiende al valor del gas ideal clasico U — Neg + (d/s)NkgT.

Calor especifico isocérico
De la ecuacion (2.23), tenemos para T > Tj que el calor especifico isocorico

Cv _d|(,, &\ % 7)) ray g2 () N
Nkg s < s) ga (Plu—e0)) (5) ga_, (ePlu—s0)) (A4)
y para T' < T de la ecuacion (2.24) el calor especifico es
Cy d 0/s d\ ¢(¢+1)
Nkg 5 /o) <1+ S) C(@7%) (A5)

En la figura A.2b se muestra el comportamiento del calor especifico isocérico como
funcién de la temperatura, se observa que a temperatura menor que la critica T < Ty
es creciente respecto a la temperatura, alcanzando un maximo en T' = T0 y para tem-
peratura mayor que la critica el comportamiento es decreciente.

Salto del calor especifico isocérico

En el caso sin brecha, se puede observar que para d/s < 2 el calor especifico isocorico
es continuo en la temperatura critica, sin embargo, como lo reportamos en el segundo
capitulo en la ecuacion (2.26) el salto del calor especifico isocorico

Ay (V<)
( > % /s> 2, (A.6)

Nis ~\s) C(E-1)

s
expresion que también presenta Pethick [3]. Observe que el calor especifico sin brecha
A.2b no siempre presenta un salto discontinuo, a diferencia del calor con brecha A # 0
de la figura 2.5 la cual siempre presenta un salto. FEste comportamiento tambien lo
muestra la figura del salto 2.6.

Calor especifico isobarico
Sustituyendo en la ecuacion (2.36) una brecha energética nula A =0, nos queda para
temperatura mayor que la critica T' > T la siguiente expresién

Cp ( d>292g+1(66(“‘5‘”)92—1(65 (ee) d(1+d) gay (P0m20))

Nkp g5 (eBlu—=0)) s g4 (eBu==0))
’ ‘ (A7)

De la ecuacion (2.38) el calor especifico isobérico para temperaturas menores a la critica

S S
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Figura A.3: (a) Calor especifico isobarico y (b) factor v como funcion de la temperatura

normalizada T /T} sin brecha para d/s = 13/10,3/2,2,5/2, 3.

T < Tp es la misma expresion anterior en el caso p = ¢o para d/s > 2 [58]. Sin
embargo, esta expresion diverge para el caso 1 < d/s < 2 por el factor gd_,4 (z — 1), cabe
mencionar que Pathria [2] usa esta condicion de divergencia para definir un exponente
critico, pero que en el caso con brecha A # 0 no existe tal divergencia debido a que el
salto siempre es finito (2.39).

En la figura (A.3a) se observa el calor especifico isobarico como funcién de la tem-
peratura, donde se muestra que para los casos con fraccion d/s < 2 el calor isobérico
diverge para temperatura menor a la critica, sin embargo el salto se mantiene finito
para d/s > 1 como se muestra en 2.10.

Coeficiente v = Cp/Cy
El coeficiente gamma Cp/Cy para T > T, se obtiene de la expresion (2.40)

=

v 1+ (5) L o) (A8)

Cv d/ Nkp ga(z1)

y para T < T, el coeficiente gamma diverge en el caso d/s < 2 y adquiere

s/ d\C(d+1)¢(d-1 d
fy—1+d(1+s) ( (ng)§2 ) cong>2 (A.9)

En la figura A.3b se muestra el factor gamma en funcién de la temperatura. Se
observa un comportamiento diferente al del caso con brecha 2.11, debido a que para
temperatura T' < Tj el caso sin brecha toma un valor constante o diverge, a diferencia
del caso con brecha el cual crece hasta llegar a un méximo en la temperatura critica

para cualquier valor de d/s.

Entropia
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A.1 Gas de bosones en un sistema d > 0 dimensional con relacién de energia momento
generalizada € o< k* con s > 0 con razoén d/s > 1 y sin brecha energética A =0
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Figura A.4: (a) Calor especifico isobarico y (b) factor v como funcion de la temperatura

normalizada T /T sin brecha para d/s = 13/10,3/2,2,5/2, 3.

De la ecuacion (2.44) la entropia viene dada por
(A.10)

Nkp — ((d/s)
En la figura A.4a se muestra la entropia en funcién de la temperatura, la cual crece
mondtonamente y es concava. Este comportamiento es similar al de la figura con brecha

S (T/Tp)"* Kf + 1) 94 (e

2.12.
Entalpia
De la ecuacion (2.46) la entalpia es
H__(T/T0)" L ga GWW“U + =0 (A.11)
¢(d/s) it kpT '

NkpT

En la figura A.4a se muestra que la entropia como funcién de la temperatura cre-

ce monodtonamente. Sin embargo tiene un comportamiento distinto al de la figura 2.12,
ya que estd ultima presenta un pico en la temperatura critica para cualquier valor de d/s.

Energia libre de Helmholtz
De la ecuacion (2.45) la energia libre de Helmholtz es
B(u—eo)
e
) (A.12)

4 (

S

F 14 dss 9
=~ (T/Ty)""
NkgT kT ¢(d/s)
En la figura A.5a se muestra la energia libre de Helmholtz en funciéon de la tempera-
tura, la cual decrece suave, convexa y monétonamente. Este comportamiento es similar
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Figura A.5: (a) Energia libre de Helmholtz y (b) de Gibbs como funcién de la tempe-
ratura normalizada T'/Ty sin brecha para d/s = 13/10,3/2,2,5/2, 3.

al de la figura con brecha 2.13.

Energia libre de Gibbs

La energia libre de Gibbs estd dada por G =U+ PV —TS =H —TS5 = uN. En la
figura A.5b se muestra que la energia libre de Gibbs en funcién de la temperatura no es
creciente y a pesar de ser continua, a valores d/s grandes tiene un cambio abrupto en
la temperatura critica. Este comportamiento es similar al de la figura con brecha 2.15.

A.2. Gas bosoénico tridimensional (d = 3) con energia
proporcional al cuadrado del momento s = 2

A.2.1. Gas ideal d = 3 de bosones con s = 2 con brecha energética

A>0

En el caso particular de sustituir los valores s = 2, d = 3 y A > 0 nuestras expre-
siones reproducen los resultados de M. A. Solis [69].

Ademas se obtienen adicionalmente el salto del calor especifico isobérico en la tem-
peratura critica Tg, la entropia, la entalpia y las expresiones de la energias libres de
Helmhotz y Gibbs.

Temperatura critica
De la ecuacion (2.6) tenemos que

2/3 2/3
co 813/2n, h2 N

T kel /-2 \ - A
i 3 (e_ kBTc> 2mmks Vgs <e_ kBTc)
2 2

(A.13)

Q
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A.2 Gas bosonico tridimensional (d = 3) con energia proporcional al cuadrado del
momento s = 2

donde se uso que co = h?/2xmkp.

Fracciéon de condensado
De la ecuacion (2.10) tenemos que la fraccién de condensado es

_a
()
No _ 1— (T/TC)3/2 N

N gs (ekBATC)
2

(A.14)

Energia Interna

Usando la ecuacion (2.20) obtenemos la energia interna por particula dada por
3
2

U-Ney  @T/T) §gg(zl) +

NkgT g <ekBAT> [2
2

Cpote]. (419

Calor especifico isocérico
Para temperaturas T > T,, usando (2.23) el calor especifico isocérico es dado por

oy 1595(21)  gg3(x)
v D _Z . (A.16)
Nkp 4 g%(zl) 49%(»’«’1)

En T < T, usando (2.24) se cumple

Nk

Oy —(1 NO) 1% <A) +< ; >2 : E> 132 A

S
<
wlw
7N
°© |
=
3 \»
H
N———
™
sy
~
Q
Njw

Salto del calor especifico isocérico
De la ecuacion (2.26) tenemos que el salto del calor especifico isocorico es

(20c) [3 A 9% (200)]2

N 5,
(ZOC) 2 kgT. g% (’ZOC)

(A.18)

Nkp g

o= [ofw

VN
donde zp. = e *BTc.
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A. Casos limite de gas de bosones reportados en la literatura

A.2.2. Propuesta de London para la superfluidez del He* [25].

London [20] propuso explicar el fenémeno de superfluidez del He? como un con-
densado de Bose Einstein. Se propone una ecuacién para el espectro de energia de la
forma

(o, k=l=n=0 (A.19)
€= A + 2’2;:* (B2 + 12 + nQ)V—g, en otro caso '

la cual es anéloga a la relacion de dispersion energia-momento (2.1). En este caso
mx* es una masa “efectiva” y A es el ancho de la brecha energética.

Para describir estadisticamente un liquido, se debe considerar fuerzas de interac-
cion, lo cual es una tarea dificil, por lo que se trabajan con modelos simplificados. El
modelo de Guggenheim y también mencionado por Bijl [22], trabaja con un “potencial
suavizado” el cual afiade una excitacién en forma de una brecha energética a la energia
cinética analoga al espectro (A.19) de una sola particula. La necesidad de esta brecha
se justifica al considerar que el volumen de un liquido a diferencia del gas depende poco
del cambio de temperatura y presion, en cambio depende fuertemente del tamano de
sus moléculas. La propuesta del modelo de un potencial suave remplaza al potencial de
fuerzas interactuantes de N moléculas por un promedio, el potencial suave, el cual sélo
depende del volumen molar del fluido y que se anade a la energfa cinética de excitacién
de cada particula.

Los pardmetros m* y A son determinados usando las condiciones experimentales: la
condensacién de Bose Einstein ocurre en T, = 2.186 K y que la entropia en T, coincide
con el valor de la entropia en la temperatura de la transicion lambda sy = 0.375cal /K /g.
De forma que la temperatura critica viene dado por la ecuacion (A.13).

La masa efectiva m™* se puede escribir en términos del ntimero de particulas N de

nuestro texto por medio de

m* = p% (A.20)

donde p expresa la densidad de masa.
Los valores experimentales requieren que A ~ 4kgTy donde T es la temperatura de

__A __A
la transiciéon lambda. Entonces en una aproximacion se tiene que g, | e kBT> ~e kBT,

En el caso del ntumero de particulas para T' < T, en el estado excitado de la ecuacién
(A.14) se obtiene

3/2
Pe NW (f) AT FRT (A.21)
1% c

e
Anélogamente de la ecuacion (A.15) se tiene que los limites de la energia interna en
la temperatura critica

T\?? A A A
U(T") ~ NkgT <T> (2 + kBT) ¢FBTEFpT (A.22)
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A.2 Gas bosonico tridimensional (d = 3) con energia proporcional al cuadrado del
momento s = 2

3 A
U ~ _ _

De las ecuaciones (A.16) y (A.17) se tiene que los limites del calor especifico isocorico
en la temperatura critica

_ 3/2 2
Cv(Ty) <T> (15 L3 A <A> ) BT FRT (A.24)

Nkp T, 4 kpT kpT
Cyv(TF) 3
~ = A2
Nkp 2 (A.25)
donde el salto de la discontinuidad viene dado por

ACy (3 A’
~|=+-— A.26

Nkp <2 + k BT) ( )

1L l
.!" 3
/ [
/ | ) )
05
B /
/ £ 4
y }:,' :7 ‘
/ % : e, ;"’, \
/”I leqj“;]:”’ WL
1.0 == 15 20 / [ Treadsr |
. [ paa— i N 10 15 20 25
T Ky ——
(a) (b)

Figura A.6: (a) Concentracion del fluido y (b) calor especifico isocérico del Het. En
linea punteada se muestra la curva teérica y en linea continua la curva experimental.

Figura extraida [25].

Experimentalmente se tiene un ajuste a la curva de la concentracion del fluido normal

T\? o _ a
Pn o124 x 10474 + = erBTx kBT, (A.27)
p Ty
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A. Casos limite de gas de bosones reportados en la literatura

London escoge para su ajuste los valores de la brecha y de la masa efectiva

A

= 88Ky m* =9.1mpge. (A.28)
Mientras que para el caso del calor especifico por gramo en el que se observa la

transicién lambda propone un ajuste

T\ %2 15 A A N2\ a2 _a
) =5.62 x 10372 +0.0547 [ — 243 = = FpTy  kpT
Cy(T,) 62 x + <T)\> ( 1 + T + <k3T> ekBTx kp

(A.29)

Cy(TF) = 5.62 x 1037 + 0.0819 (A.30)

El primer término de la concentracién que depende de la potencia cuarta de la tempe-
ratura y el primer término de la capacidad calorifica proporcial a la potencia triple de
la temperatura es debido al comportamiento fonénico.

Se observa que el ajuste tedrico del calor especifico no representa satisfactoriamente
la. curva experimental debido a que el salto es finito en el caso tedrico. Aun asi, cabe
mencionar que para T’ < T) las formulas son idénticas que las que propone Landau con
su modelo de excitaciones elementales, ya que él asume que el espectro de sus rotones
presenta una brecha. También otro aspecto a destacar es que este modelo propuesto
por London, retomando las ideas de Bijl [22], es un modelo simplificado el cual suaviza
las interacciones entre pares de moléculas y las remplaza con un campo constante, de
manera que aunque bastante simple, nos explica la transicién lambda y el mecanismo de
dos fluidos [26]. Nuestra propuesta en la tesis es crear un potencial externo que pudiera
replicar en el espectro de energfa la brecha propuesta por los autores mencionados.
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Apéndice B

Modelo de Kronig-Penney

Un modelo clasico para describir la estructura electrénica dentro de un cristal pe-
riddico unidimensional es el creado por R. Kronig y W.G.Penney. En este apéndice se
proponen tres distintas soluciones para resolver el modelo propuesto por ambos autores.

V(x)

— a —

Figura B.1: Potencial de Kronig-Penney.

Considerando un potencial periédico formado por una infinidad de escalones de
altura Vj de ancho b separados una distancia a entre si.

V($):{O sina<z<(n+1l)a—>b (B.1)

Vo si (n+la-b<z<(n+1a

con n un ndmero natural.

Explotaremos el uso del teorema de Bloch para resolver el problema, por lo que solo
nos concentraremos en el caso del primer periodo del potencial.

Sustituimos el potencial (B.1) dentro de la ecuacion de Schriédinger estacionaria
siguiente

R? d*y
- — =F B.2
2m da? V@) ¥, (B-2)
obtenemos los siguientes casos.
Para 0 <z < (a —b)

h? d*i
= B.3
2m dx? v (B.3)
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B. Modelo de Kronig-Penney

se obtiene como solucion

P(x) = A1 + Bre " (B.4)
donde o B
m
/{2 = ? (B5)

que es la norma al cuadrado del vector de onda asociado a la energia.
En cambio para —b <z <0

2 &2y

“om ez = (B V)Y (B.)
se obtiene como solucion A ‘
Y(z) = Cre'®” + Die™ " (B.7)
donde om(E — Vi)
m(E -V
¢ = 2 (B.8)

De acuerdo con el teorema de Bloch, la solucion a la ecuacion de Schrodinger (B.2)
de un potencial periodico se puede escribir como el producto de una funcién de onda
por una funcién periodica del mismo periodo que el potencial dado.

En nuestro caso tenemos que la funcién de onda se puede escribir como

Para0<zx <a-—b»

Y(x) = A1e™® + Bie " = ey (x) (B.9)

donde A A
u(z) = Ayl RT 4 B eilktk)e (B.10)

De manera anéloga para —b < x < 0 con funciéon de onda ¢(z) = e*u(z) se tiene
que

u(z) = Cpe!l=Rz 4 pemilath)z (B.11)

Ahora las condiciones de continuidad de la funcién de onda ¢ (z) y su derivada
respecto a la posicion ¢ (z) = % en el inicio de la barrera satisfacen

Ci+Di=9(07)=9¢(07) = A1+ B (B.12)

ig(C1 — D1) =9'(07) = ¢/ (0") = ix(A; — By) (B.13)

y por el teorema de Bloch, se tiene la periodicidad de la funcién u(x) y su derivada
u'(z) = %, por lo que

Cre kb 1 Dyl a+hb — oy (—b) = u(a — b)

— A,eili—k)(a=b) | B —ilktk)(a=b) (B.14)
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i(q — k)Cre "R (g 4 k) D1 TR = o/ (—b) = u/(a — b)

— Z(K, _ k)Alei(fi—k)(a—b) N ’L(/‘i + k’)Ble_i(HJ’_k)(a_b) (B15)

La solucién no trivial del sistema de cuatro ecuaciones (B.12), (B.13), (B.14) y (B.15)
satisface la relacién de dispersion

/<c2+q2

cos(ka) = cos(gb)cos(r(a — b)) — 2Kq

sin(gb) sin(k(a — b)) (B.16)

En el caso particular del limite de deltas de Dirac, las barreras se hacen muy altas
comparado a su ancho, es decir

b—0, Vo = o0 (B.17)
tal que Vb permanezca constante. Conservando solo términos a primer orden
sin(gb) — gb  cos(kb) — 1 (B.18)

La expresién queda de la manera mas compacta

cos(ka) = cos(ka) + Psmli(sa) (B.19)
con Vb
mVpba
P = e (B.20)

que es la solucién de un potencial tipo peine de Dirac.
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Apéndice C

Modelos de un gas de bosones con interacciones

En esta seccion del apéndice se calcula la fraccién del condensado y la temperatura
critica de un gas de bosones débilmente interactuante confinado en una trampa descrita
por un potencial genérico de ley de potencia.

Aunque el modelo que se utiliz6 durante todo el trabajo anterior, no es un potencial
de atrapamiento de potencia, de acuerdo con el capitulo 4, la densidad de particulas
se localiza fuertemente en la vacancia, por lo que se puede tratar el potencial de la
vacancia como un potencial de confinamiento, que en una analogia se puede tratar
como un potencial que obedece un potencial radial que va como ley de potencia.

C.1. Espectro semiclasico para gas diluido

En una primera aproximacién, a temperaturas bajas las interacciones se modelan
por una interaccion de contacto Upd(r — r’). Esto se justifica debido a que muy bajas
temperaturas la energia cinética y la densidad del gas son muy bajas.

El gas diluido puede entonces ser descrito por medio de la ecuacién de Gross-
Pitaevskii [70] d-dimensional para un potencial de simetria radial

0 h?
B = T2 1) + Ve, 0) + Dol 1) Pl 1) (eAY

ot 2m
donde m es la masa de los dtomos y ¥ (r,t) describe la funcién de onda dependiente
del tiempo t y la posicién radial r. Esta funcién de onda satisface la condicién de

normalizacién

N = /dv[z/z2. (C.2)

El término Uy representa la interacciéon entre las particulas y se puede escribir en
términos de la longitud de dispersién as; de onda s

2
Uy = dmh aS7 (C.3)
m
donde se supone que la longitud de dispersién ag es pequena en comparaciéon a la
distancia media entre los 4tomos. Si la longitud de dispersion es positiva la interaccién
es repulsiva y si es negativa es atractiva. Para 4tomos, la longitud de dispersiéon es del
orden de unos cuantos radios de Bohr, pero en algunos isotopos es mayor.
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C. Modelos de un gas de bosones con interacciones

En esta seccién nos interesa analizar el caso de interaccién repulsiva con el fin de
analizar la competencia con el término de la brecha discutido en el segundo capitulo.
Con el fin de discutir con resultados previos se propone un potencial radial dado por

r

V() = Lo <> (©.4)

To

donde 19 = \/h/mwy es una longitud caracteristica de normalizaciéon de la trampa.
Este potencial fue trabajado por Castellanos [71].

En la aproximacién semiclasica, se interpreta al cuadrado de la funciéon de onda
con la densidad espacial de particulas |1(r)|?> = n(r) de un gas de bosones diluido que
obedece un espectro tipo Hartree-Fock

e(r,p) =eo + ﬁ + A+ V(r)+ 2Upn(r) (C.5)

2m

el cual es anéloga al caso sin interaccion dado por la relacion de energia-momento (2.1)
para el caso s = 2.

C.2. Distribucion de Bose radial

En este caso la distribucién estadistica de los bosones es una funcién sobre el espacio

fase 2d-dimensional )

e —1 (C.6)

H(T, p) =

donde la condiciéon de normalizacion (C.2) nos exige que el nimero de particulas sea

N = /ddrn (C.7)

donde a su vez n(r) representa la distribucion radial, que se obtiene al integrar sobre
el momento la distribucion (C.6)

n(r) = [ dlm(r,p) = X~ gayp( 50 SV _ \dg VO

(C.8)
donde A es la longitud de onda térmica generalizada dada por (2.17). La fugacidad
z1 va se habia definido en el segundo capitulo como

21 = Ple0=4) (C.9)

Observe que la expresion de la distribucion radial (C.8) generaliza la ecuacion de
namero (2.5) del Capitulo 2.

Si la interaccién es débil, se puede desarrollar la expresiéon a primer orden en Uy,
dando por resultado
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C.3 Corrimiento de la temperatura critica

n(r) = no(r) <1 - %UTOA dggl(zleﬁw’")))) (C.10)

donde ng(r) es la distribucion radial sin interaccion (Uy = 0),
no(r) = A4 (217 PV M) (C.11)
2

Al integrar la condicién de normalizacion (C.7) se obtiene

1 Gada qa(2)
gd+ J() [1-2-2 23 (C.12)

N N+<kBT> a Q”F(
= 4V0

th

donde la funcién Gy, se expresa por medio de la serie

Glomp = ZZ HJ (C.13)

’Lljl

La temperatura critica de un gas de bosones Ty en el caso d/2 > 1 sin interaccion
entre las particulas y sin término de brecha, se obtiene de la ecuaciéon de namero (C.12),
obteniendo

_2

d n

22T (4 4+ 1)N 4

kBT0:m0< - (; )d y ) : (C.14)
2T (5 +1)¢(5+7)

esta expresion para la temperatura critica y la fraccién de condensado débilmente

interactuante (C.12) generalizan las expresiones (24) y (25) de Bagnato [44].
La expresiéon de la presion es

kpT\ 2+t 20T (2 +1) , Vo 1 Ga,yaa(z1)
P = d " gi+i+1(zl) 1- Nd 2w (C15)
Fuwg 25T (%+1) 2T kBT)\ d+n+1(21)

N \

2

C.3. Corrimiento de la temperatura critica

Para obtener el corrimiento de la temperatura critica debido a la interaccién débil
entre los 4tomos, seguimos el método propuesto por Salasnich [72], al hacer una desa-
rrollo de Taylor a primer orden en la expresion de namero (C.12) alrededor de p = &g,

133



C. Modelos de un gas de bosones con interacciones

T.=Tp, A=0y Uy = O:

ON ON
N(T, p, A, Up) =N (T, 0,0,0) + 87(%760, 0,0)(T" - Tp) + %(TO,EO,O,O)(AL — €0)

ON ON
— (T} A+ —(T,
+ 6A( 07507070) + an( 07607070)(]07

(C.16)

después de hacer el algebra correspondiente de la serie de Taylor (C.16), tenemos que
el corrimiento de la temperatura critica (en T' = T,) viene dado por la expresion

T. — 1Ty 1 1 d d 2Uy
= S 1) (p—eg—A) -2 1
T R ICETD e ) e Y e ga0)
(C.17)

Usando la condicién de gas débilmente interactuante, tenemos que a temperatura
critica de condensacién T, y para un ntmero grande de ntmero de particulas N, se
puede usar la aproximaciéon de campo medio para el potencial quimico de la forma

He = €9 + 2U0n0(7" = 0) (C.lS)

donde ng(r = 0, A = 0) =~ \;%¢ (4) en un primer orden de aproximacion de acuerdo
con (C.11) y sustituyendo en (C.17), nos da la expresion para el corrimiento de la
temperatura critica

T. — TO A _n_2 2U0 mwo % n d—2
= —F )" Ay, N dn+2 C.19
Th hwg hwo < 27Th> U ( )

donde rg = y/h/muwy, el coeficiente Aa es dependiente de los parametros d y n se define
como

Aa(dyn) = — Eld;ri— )d) (2"F(i:1) (§+ﬁ)>dn 2 (C.20)

(C.21)

De esta expresién se observa que la correcciéon de la brecha energética compite con
el término de la interaccion repulsiva (Uy > 0), es decir dependiendo del valor de la
brecha energética A, del exponente del potencial radial n, del parametro de interaccién
Up y de los fracciones d/2 y d/n, puede que la temperatura critica sea mayor o menor
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C.3 Corrimiento de la temperatura critica

que la del caso ideal, aiin con interacciones repulsivas.
En el caso en que d/2 > 1y d/n > 1 entonces

Tc_TO . A AA _%HZ _ 2U[) QiAUO gi;é
T hiwg rd
A . (C.22)
—n_2 2Uy mwg Uy nrm
:ANan - [ — 70N7L2
2 " (ﬁwg huwg (27Th) Aa ’ >

observe que si el nimero N es muy grande, el término acompanado de la interacciéon
se vuelve importante y predomina el término de la brecha energética, haciendo que la
temperatura critica sea menor que la del caso ideal T, < Tp, el corrimiento es negativo
como lo indica Castellanos [71]. Aun asi puede que el término de la brecha haga una
ligera correccién, en el caso en que la interaccién sea extremadamente pequenia, lo que
hace que la temperatura critica con brecha sea mayor que la del caso ideal.

En particular para el caso tridimensional d = 3 con energia proporcional al cuadrado
del momento s =2, cp = h%/2m, el corrimiento se convierte

T.—T, A as 23/2
- T = — AAN 3(n+2) _ 2
T(] hw() A To 7'(‘1/2

Ay, N7 (C.23)

_ mUg : : 2 —
donde a = ;2% es la longitud de dlspers.lon de onda Sy T = i/ muwg.
FEn el caso més usual, la ley de potencias es cuadratica n = 2, representando un
oscilador armonico

T. —Tp A 1 as23/2
€2 — T AAN

T o -2 Ay,N's (C.24)

con Aa = 0.485 y (232 /712 Ay, ~ 1.33.

Vemos que para un nimero muy grande de particulas, el término que contiene la
brecha no contrarresta significativamente el término con interaccién. En el caso de que
la brecha no estuviera presente, el término de interaccion repulsiva (Up > 0) decrece
la temperatura critica respecto al caso ideal, con la brecha energética apenas puede
competir para aumentar ligeramente la temperatura critica

Para hacer un calculo numérico simple, proponemos el caso del condensado repulsivo
8TRb con pardmetros a; = 109a¢ ~ 5.8 nm, w = 674.2 Hz, rg = 1.04um y N ~ 10°
[73], el error de la temperatura critica (C.24) da un error relativo de —5 %, en cambio
si se propone que la brecha sea en el maximo de los casos A =~ fwy, el error aumenta
apenas significativamente a —4 %.

El caso sin brecha ha sido estudiado previamente, de hecho Pethick p.294 [3] discute
que las interacciones repulsivas logran reducir la temperatura de transicién como conse-
cuencia de que ellas bajan la densidad central de la nube, como se muestra en la ecuacién
(C.12). Asimismo, Smith hace mediciones de precision para obtener las desviaciones de
la temperatura critica en trampas armonicas [74].
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C. Modelos de un gas de bosones con interacciones

C.4. Aproximacién de Thomas Fermi

Para nubes grandes se puede obtener una expresién analitica de la energfa y del
potencial quimico al despreciar la energia cinética de Gross-Pitaevskii (C.1), a esto se le
conoce como aproximaciéon de Thomas Fermi. Por simplicidad tomaremos que la energia
del estado base es cero ¢g = 0.

[A+V(r) + Uolgp(r)P] ¢h(r) = pp(r) (C.25)

donde p es el potencial quimico. Esto nos da una solucién para la densidad radial

n(r) = [¥(r)* = (n— A = V(r)) /Uy (C.26)

para la region espacial donde V(r) < p— Ay ¢(r) = 0 si no se cumple la condicion.
Por simplicidad, para comparar con la literatura, se propone el potencial de un oscilador
armonico tridimensional anisotrépico con una brecha

V(r)= % (wiz? + wiy? + w32?). (C.27)

Introducimos la longitud caracteristica y la frecuencia promedio geométrica

h
ro =4/ —— con Q:(wlwgwg)l/?’

— (C.28)

En esta aproximaciéon la regiéon espacial de la nube es un elipsoide de semiejes

R? = L}A) coni=1,2,3, (C.29)
mw;
donde se observa que el efecto aparente de esta brecha energética es disminuir la regién
espacial de la nube. Observe, sin embargo, que en la aproximacion TF el término de la
brecha también deberia ser despreciable respecto a la energia potencial y el potencial
quimico.
El nimero de particulas se puede obtener con la ecuacién de normalizacion (C.2),
obteniéndose

3 9 \32 (,_ AV 3 9 \3/2 5/2
N=2 — (n ) ~ o — La (C.30)
15 \ mw? Uy 15 \ mw? Uy
de la cual se puede obtener el potencial quimico
ho 2/5
p~ (15NC‘5> (C.31)
2 0

donde a es la longitud de dispersion (C.3). Como el cambio de la energia interna respecto
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=) n
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Figura C.1: Estructura de bandas para los casos de interaccion repulsiva: (a) débil-
mente interactuante Upn = Ey y (b) fuertemente interactuante Upn = 10Ey. Las lineas

punteadas muestran la estructura de bandas de KP. [12]

al namero de particulas p = OU/ON es el potencial quimico entonces

- 2/
% ~ 27 (15N“> . (C.32)

To

Por el teorema del virial [75] se tiene que la energia de interaccion Ejp; en términos
de la energia potencial es E,, = %Eim, ademés la energia total U en la aproximacion
TF donde la energia cinética es despreciable es entonces U =~ Ej,ot + Fipp = %Emt-

Experimentalmente se ocupan dos parametros, uno extensivo conocido como el pa-
rametro global de volumen y otro intensivo de presién

(C.33)

donde ocupando la aproximacion de la energia interna (C.32) se puede obtener

15520\ 2/5 7 N\ T/5
= (15 DAN (C.34)
21 \ m? v

esta ecuacion en el limite de temperatura cero reportada por Castilho y colaboradores
[76].

C.5. Ecuacién de Gross Pitaevskii con potencial de

Kronig Penney

En esta ultima seccion discutimos los resultados de los autores Seaman et al. [12]
y Danshita [13], los cuales reportan haber resuelto la ecuacion de Gross Pitaevskii
(GP) usando un potencial de Kronig Penney. Esta seccién no es de nuestra autoria,
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Figura C.2: (a) Energia en funcién del cuasimomento para: (en linea punteada) un
sistema libre no interactuante, (en linea punto-raya) un sistema periédico no interac-
tuante y (en linea solida) un sistema periédico fuertemente interactuante. (b) Analogia

magnética que explica la optimizacién de la energia y su relacién con la “Swallowtail”.

pero consideramos que sus resultados pueden servir de base para un proyecto futuro,
generalizando estos resultados al introducir una imperfeccion en el potencial KP. Para
mantener la discusién breve, s6lo mencionaré el caso de interacciones repulsivas.

De acuerdo con B. Seaman [12], realizando las normalizaciones Ey = h%/2md? y
d como parametro de red (en lugar de a que se usa en este escrito), obtiene que las
interacciones deforman el espectro usual de Kronig Penney.

En la figura C.1a se expone la grafica de la estructura de bandas en el caso débilmente
interactuante, se observa que las bandas son ligeramente desplazadas hacia arriba debido
a la interaccién repulsiva.

Sin embargo cuando la interaccién es mas fuerte, la estructura comienza a formar
ciclos en forma de cola de golondrina “Swallowtails” en los bordes de las zonas de
Brillouin (PZB) en las bandas impares y en el centro de la PZB para las bandas pares.

La presencia de estas colas se debe al comportamiento histérico de un condensa-
do superfluido. Para un sistema libre no interactuante la energia es cuadratica con el
momento como se muestra en linea punteada en la figura C.2a.

En este caso libre, como el sistema no cambia mediante una traslaciéon de 27 en
el momento, la dispersion cuadratica se repite en cada multiplo entero de 27. Cuando
se tiene un potencial periédico, por el teorema de Bloch, la energfa muestra bandas
oscilantes en funcién del momento al resolver la ecuacién de Schréodinger lineal B.2,
como lo muestra la curva punto-raya de la figura C.2a.

Sin embargo, un condensado interactuante, es un superfluido que apantalla el poten-
cial periédico y su banda de energia seré similar al de particula libre, hasta un momento
critico, determinado por la velocidad del sonido promedio. Cuando la velocidad del flui-
do excede esta velocidad critica, se pierde la habilidad de apantallar la red, se observa
que tras cruzar la PZB, existen estados que tienen el mismo cuasimomento del cristal
pero diferentes valores de energia, forméandose un ciclo “Swallowtail”.

Para entender esto Muller [77] hace una analogia con un sistema magnético. En
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la figura C.2b se observan tres graficas superiores de la energia en funcién de la mag-
netizacion M: en el caso (a) se tienen dos minimos locales y un maximo local, (b) se
tienen un punto de inflexiéon y un minimo, y en (¢) un minimo absoluto, donde el campo
magnético H controla el paso entre cada caso. En la figura C.2b inferior se muestra la
relacién de la energia con el campo, en el que se observa el “Swallowtail”, donde para
cada valor del campo se pueden tener un dnico, dos o tres valores de energfa. Observe
de la figura energia-magnetizacion, la presencia de dos minimos requiere la existencia
de un maximo, esto ocasiona que se forme una curva en forma de asiento, la existencia
de miltiples minimos indica histéresis en el sistema.

Volviendo a nuestro caso de red periédica, los dos minimos en la energia correspon-
den a que el fluido se mueve hacia la izquierda o derecha, pero corresponden al mismo
valor de cuasimomento.

Esto que se acaba de mencionar ha sido trabajado en una red periédica sin imper-
fecciones. Como perspectiva al futuro, se puede proponer resolver estos sistemas fuerte-
mente interactuantes y analizar que sucede con las colas “Swallowtails” en presencia de
imperfecciones.

También queda la pregunta, sobre que pasa con los estados impuros en este caso
interactuante, sin embargo, en este apéndice se han propuesto las bases para continuar
en esa direccién.

Es importante aclarar que el objetivo de esta tesis fue resolver el caso ideal sin
interacciones ocupando métodos para resolver la ecuacion lineal de Scrédinger, por lo
que estos métodos no serian aplicables en el caso no lineal GP. Aun asi, se pretende que
este trabajo sirva como teoria base para futuros proyectos.

Gracias.
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