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Resumen

En esta tesis estudiamos los efectos que una vacancia ocasiona sobre el comportamiento
termodinámico de un gas ideal de bosones inmerso en un cristal unidimensional imper-
fecto.

Los cristales perfectos los generamos aplicando al gas un potencial externo del tipo
Kronig-Penney (KP) en el límite de deltas de Dirac. Para generar una imperfección
agregamos una delta más en la posición de la delta central del cristal perfecto. La
imperfección se convierte en una vacancia cuando la intensidad de la delta agregada es
de igual magnitud, pero de signo contrario al del resto de las deltas.

Empezamos calculando el espectro de energías de las partículas usando los métodos
de matrices de transferencia y de dispersión, así como con el uso de la función de
Green. En el espectro de energías observamos que el efecto de tener una imperfección
en el cristal, es decir una delta diferente en el potencial KP, es producir una serie de
estados permitidos, conocidos como estados impuros, dentro de las bandas prohibidas
del espectro del cristal perfecto.

Reportamos la temperatura crítica de condensación Bose-Einstein (BEC) del gas
como función del parámetro de red (separación entre las deltas) y como función del factor
de impenetrabilidad de la delta diferente. Entre otras propiedades termodinámicas,
gra�camos los calores especí�cos isocórico e isobárico, como función de la temperatura.
También, mostramos los potenciales termodinámicos.

Observamos que la presencia de una vacancia en el cristal genera una brecha ener-
gética entre el estado base y el primer estado excitado del espectro de energía. Ésta
brecha tiene consecuencias inesperadas sobre la magnitud de la temperatura crítica de
CBE tal como la existencia de CBE a temperatura �nita para el gas de Bose dentro del
cristal unidimensional imperfecto lo cual no sucede cuando el cristal es perfecto o el gas
es libre. La transición de fase se observa inequívocamente en los calores especí�co iso-
córico e isobárico que muestran un salto en sus magnitudes al pasar por la temperatura
crítica.

Generalizamos los cálculos para describir los efectos de una imperfección estructural
cuando los gases bosónicos se encuentran dentro de estructuras periódicas imperfectas
bidimensionales tales como multicintas o multicuadros, y tridimensionales como multi-
planos, multitubos o multicubos.

Dado la íntima conexión entre la CBE y el fenómeno de la super�uidez, esperamos
que los resultados aquí reportados inspiren y ayuden a los experimentalistas a encontrar
nuevos sistemas super�uidos con temperaturas críticas cada vez más altas.
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0. Nomenclatura

Nomenclatura

Símbolo Descripción Dimensión

Capítulo 2
d Dimensión del sistema 1
k Vector de onda L−1

k Norma del vector de onda L−1

m Masa de la partícula M
s Exponente del vector de onda 1
ε Energía del sistema ML2T−2

ε0 Energía del estado base ML2T−2

cs Constante de proporcionalidad energía-momento generaliza-
da

MLs+2T−2

∆ Brecha energética entre el estado base y el primer estado
excitado

ML2T−2

N Número de partículas total 1
N0 Número de partículas en el estado base 1
nε Número de partículas con energía ε 1
µ Potencial químico ML2T−2

β = 1/kBT Beta termodinámica M−1L−2T 2

T Temperatura Θ
L Longitud del sistema L
n = N/Ld Densidad total de partículas L−d

Γ(x) Función Gamma en x 1
ln(x) Función logaritmo natural en x 1
gn(x) Función de Bose de orden n en x 1
Tc Temperatura crítica Θ
T0c = ∆0/kB Temperatura crítica cuando la brecha energética es ∆0 Θ
∆0 = kBT0c Brecha energética a una temperatura crítica T0c ML2T−2

z1 Fugacidad dependiente de la brecha energética ∆ 1

z0c ≡ e
− ∆
kBTc Exponencial de −∆/kBTc 1

T±c Límite por la derecha + (izquierda -) de la temperatura crí-
tica

ML2T−2Θ−1

P Presión MLd−2T−2

V = Ld Volumen Ld

U Energía Interna ML2T−2

CV Calor especí�co a volumen constante por partícula ML2T−2Θ−1

F Energía libre de Helmholtz ML2T−2

S Entropía ML2T−2Θ−1

H Entalpía ML2T−2

G Energía libre de Gibbs ML2T−2
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κT Compresibilidad isotérmica M−1L−1T 2

∆CV Salto del calor especí�co isocórico ML2T−2Θ−1

CP Calor especí�co a presión constante por partícula ML2T−2Θ−1

∆CP Salto del calor especí�co isobárico ML2T−2Θ−1

γ = CP /CV Coe�ciente gamma termodinámico 1

Capítulo 3
x Posición en el eje de abscisas L
V (x) Potencial externo en x ML2T−2

v0 Intensidad de las deltas del cristal , energía por longi-
tud

ML3T−2

δ(x) Distribución Delta de Dirac en x L−1

a Longitud de separación entre los dispersores delta L
d2

dx2 Segunda derivada respecto a la posición de las abscisas L−2

E Energía, eigenvalor de Schrödinger ML2T−2

δ(x− x0) Distribución de delta de Dirac, centrada en x0 L−1

κ =

√
2m|E|
~ Momento entre ~ L−1

k Cuasimomento de Bloch L−1

ψ(x) Amplitud de probabilidad L−1

Ai Amplitud de la onda desplazándose a la derecha L−1

Bi Amplitud de la onda desplazándose a la izquierda L−1

u(x) Función periódica de Bloch L−1

P Impermeabilidad de la delta 1
x′ Vaiable de posición de abscisa distinta a x L
G(x, x′) Función de Green L
G(K,x′) Transformada de Fourier de la función de Green L
G(x, x′) Función de Green L
K Variable momento de la transformada de Fourier L−1

z = x− x′ Diferencia de posición L
n Número de la celda 1
bxc Función piso en x −
S Matriz de dispersión −
Sij Componente {i, j} de la matriz de dispersión S 1
I Matriz identidad −
R Matriz de trasferencia de un solo dispersor −
Rij Componente {i, j} de la matriz de transferencia R 1
A±i Amplitud de la onda desplazándose a la izquierda des-

pués (antes) de cruzar la delta
1

B±i Amplitud de la onda desplazándose a la derecha des-
pués (antes) de cruzar la delta

1

T Matriz de traslación −
P = R−1T−1 Matriz de transferencia de una celda entre dos deltas −
ξ = 1

2Tr(P) Mitad de la traza de la matriz P 1
v0 Intensidad de una delta distinta ML3T−2

Ψ Onda de Kronig-Penney (KP), amplitud de probabili-
dad solución del potencial KP

L−1

C± Amplitud de la onda de KP desplazándose a la izquier-
da después (antes) de cruzar la delta

1
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0. Nomenclatura

D± Amplitud de la onda de KP desplazándose a la derecha des-
pués (antes) de cruzar la delta

1

P ′ Impermeabilidad de la delta diferente 1
W (x) Wronskiano −
η Parte imaginaria del cuasimomento de Bloch L−1

l Número de celdas unitarias que separan dos imperfecciones 1
M Matriz producto de M matrices de transferencia −
Capítulo 4
v0,j Intensidad de la j−ésima delta distinta ML3T−2

Pj Impermeabilidad de la j−ésima delta distinta 1
Pj Matriz de transferencia de una delta con impermeabilidad Pj −
ξj Mitad de la traza de la matriz de transferencia Pj 1
θ = cos−1(ξ) Cuasimomento discreto de Bloch 1
UN (x) Polinomio de Chevyshev de segundo orden de grado N en x 1
Mi,j Componente i, j de la matriz de transferencia M 1
P ′ Impermeabilidad de la delta distinta 1
P′ Matriz de transferencia P de la delta con impermeabilidad P ′ −
ξ′ Mitad de la traza de la matriz de transferencia P′ 1
N Número de deltas antes de la delta imperfecta 1
M Número de deltas después de la delta imperfecta 1

Capítulo 5
T0 Temperatura crítica de un gas de bosones en una caja tridi-

mensional
Θ

λ0 Longitud de onda térmica en la temperatura crítica T0 de un
gas de bosones tridimensional

L

ρ0 = ζ(3
2)/λ3

0 Densidad de un gas de bosones tridimensional L−3

a0 ≡ a/λ0 Razón entre la longitud de separación entre las deltas a y la
longitud de onda térmica λ0

1

P0 ≡ P/a0 Impenetrabilidad de la delta sin dependencia en a0 1
P ′0 ≡ P ′/a0 Impenetrabilidad de la delta imperfecta no dependiente de a0 1
Nb Número total de bandas 1
εn(k) Energía del momento k de la n-ésima banda ML2T−2

εI,n Energía del estado impuro n-ésima banda ML2T−2

ζ(x) Función zeta de Riemann en x 1
εn,j Energía del estado j-ésimo de la n-ésima banda ML2T−2

βc Beta termodinámica en la temperatura crítica M−1L−2T 2

Capítulo 6
T0 Temperatura crítica de un gas de bosones en caja 3D Θ
x Componente x de la posición L
y Componente y de la posición L
z Componente z de la posición L
ri Componente i-ésima de la posición L
ε Energía solución del hamiltoniano ML2T−2

εx Energía solución del hamiltoniano eje x ML2T−2

εy Energía solución del hamiltoniano eje y ML2T−2

εz Energía solución del hamiltoniano eje z ML2T−2
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λT Longitud de onda térmica a una temperatura T L
kx Componente x del vector de onda L−1

ky Componente y del vector de onda L−1

kz Componente y del vector de onda L−1

Lx Longitud de la componente x de la caja L
Ly Longitud de la componente y de la caja L
Lz Longitud de la componente z de la caja L
M Número de deltas en el eje x de la misma intensidad 1
M ′ Número de deltas en el eje y de la misma intensidad 1
M ′′ Número de deltas en el eje z de la misma intensidad 1
b Longitud de separación entre deltas en el eje y L
b0 = b/λ0 Longitud entre deltas normalizada en el eje y 1
c Longitud de separación entre deltas en el eje z L
c0 = c/λ0 Longitud entre deltas normalizada en el eje z 1
i Índice de la i-ésima banda del espectro de energía εx 1
j Índice de la j-ésima delta en la caja 1
n Índice de la n-ésima banda del espectro de energía εy 1
m Índice de la m-ésima delta en la caja 1
p Índice de la p-ésima banda del espectro de energía εz 1
q Índice de la q-ésima delta en la caja 1
dL Número de dimensiones con energía de espectro libre 1
dKP Número de dimensiones con energía de Kronig-Penney 1

Apéndice A
ρ Densidad de masa ML−3

m∗ Masa efectiva M
Tλ Temperatura de transición lambda Θ
ρe Densidad de masa excitada ML−3

ρn Densidad del �uido normal ML−3

Apéndice C
U0 Factor de interacción entre partículas ML2+dT−2

a Longitud de dispersión L

r0=
√
~/mω0 Longitud característica de la trampa L

ω0 Frecuencia de la trampa T−1

ω̄=(ω1ω2ω3)
1
3 Frecuencia promedio geométrica de la trampa T−1

R Región especial de la nube de la trampa L
Π Parámetro global de presión ML−1T−2

V Parámetro global de volumen L3
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Capítulo 1

Introducción

Existen diferentes sistemas en la naturaleza que exhiben macroscópicamente el com-
portamiento cuántico de las partículas microscópicas que conforman a dichos sistemas,
generalmente a temperaturas bajas. Las partículas se pueden clasi�car en dos grupos
básicos debido al valor de su proyección de espín cuántico: partículas con espín entero
conocidas como bosones y partículas con espín semientero llamadas fermiones.

Las partículas bosónicas tienen la propiedad de que dos a más pueden compartir
el mismo estado cuántico, a diferencia de los fermiones que sólo uno o quizá otros que
tengan proyección de espín alineados de manera opuesta pueden ocupar el mismo estado.
Esta propiedad de la estadística de bosones permite que a temperaturas bajas varias
partículas puedan ocupar de manera abrupta y macroscópica el estado más bajo de
energía, fenómeno conocido como condensación de Bose-Einstein.

En un gas tridimensional ideal homogéneo de partículas bosónicas existe una tem-
peratura crítica de condensación de Bose-Einstein Tc diferente de cero, tal que por
debajo de dicha temperatura una fracción de todas las partículas están en el estado ba-
se, formando un condensado de Bose-Einstein (BEC) [1]. Sin embargo, este fenómeno
no se presenta en gases ideales libres bidimensionales o unidimensionales espacialmente
homogéneos [2], [3].

Setenta años después de que Einstein hiciera la predicción de la condensación, en
1995, Cornell, Wiemann y colaboradores en el Joint Institute for Laboratory Astrophy-
sics (JILA), sintetizan el primer BEC de un gas diluido en átomos de rubidio 87Rb
[4]. Unos cuantos meses después Ketterle del Massachusetts Institute of Technology
(MIT) crea un condensado con átomos de sodio 23Na [5]. En el 2001, Cornell, Wiemann
y Ketterle ganan el premio Nobel por su trabajo. Después de ellos varios grupos ex-
perimentales alrededor del mundo han sintetizado condensados de diferentes gases de
átomos alcalinos bosónicos y fermionicos.

Cabe mencionar que en México, en el LANMAC (Laboratorio Nacional de Materia
Ultrafría) del Instituto de Física, se han podido crear gases ultrafríos de fermiones (6Li)
que presentan condensación.

Actualmente los sistemas BEC siguen en investigación básica y sus aplicaciones en
la mayoría siguen con�nadas a un laboratorio y no han sido explotados comercialmente.

Aún así, existe un gran interés en medición de precisión, ya que estos sistemas son
sumamente sensibles a gradientes de gravedad por lo que son explotados para interfero-
metría atómica [6], incluso se a�rma que la curvatura espacio-tiempo puede ocasionar
corrimientos de fase detectables en estos sistemas [7].
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1. Introducción

También se plantea usar sistemas BEC para ser usados en relojes atómicos de alta
precisión ya que estos superan el límite clásico en los interferómetros atómicos [8],
usando redes ópticas.

Una red óptica es una onda estacionaria de luz monocromática formada por la inter-
ferencia de dos o más haces láser contrapropagantes, creando un patrón de polarización
periódico [9]. Este arreglo periódico unidimensional puede ser usado como potencial
de atrapamiento de gases fríos, si se agregan más haces se pueden formar estructuras
bi- o tridimensionales [10]. Estas redes se pueden simular teóricamente con potenciales
periódicos, como un cristal de estado sólido. Estas redes tienen la ventaja de que la
profundidad del potencial puede ser modulada, permitiendo jugar con la interacción
entre los átomos [11].

Con el �n de hacer un estudio teórico se modelan dichas redes como potenciales
periódicos en la ecuación no lineal de Schrödinger, usando el modelo sencillo de Kronig-
Penney en lugar de potenciales sinusoidales [12]. Se ha presentado la deformación de
la estructura de bandas y estudiado el espectro de excitaciones de estos sistemas in-
teractuantes [13]. Esta ecuación no lineal se ha usado para hacer analogías en temas
de Gravitación, Cosmología y Materia Oscura. Por ejemplo se ha hecho analogías de la
ecuación de Klein-Gordon que estudia la dinámica de un campo escalar con la ecuación
no lineal de Gross�Pitaevskii [14].

Por otra parte, un fenómeno frecuentemente relacionado con BEC es la super�uidez.
Diversas teorías y técnicas experimentales han tratado de explicar la super�uidez helio
líquido, sus propiedades termodinámicas, y en particular la discontinuidad del calor
especí�co a una temperatura crítica conocida como transición lambda.

W. H Keesom y A. P. Keesom [15] realizan en 1935 mediciones del calor especí�co
bajo presión de vapor saturada y atribuyen la transición con la interacción entre átomos
vecinos.

En 1937, H. Fröhlich [16] propuso que se puede describir dicha singularidad del
calor especí�co como una transición de fase orden-desorden en la distribución de los
átomos de helio entre dos mallas cristalinas iguales interpenetradas de manera que a
bajas temperaturas solo una malla es ocupada por los átomos del helio y conforme se
incrementa la temperatura se presenta la transición debido a que los átomos ocupan la
otra malla de manera aleatoria hasta que su número se divide entre ambas mallas.

En 1938, Allen, Jones y Misener estudian experimentalmente el �ujo del helio líquido
con el �n de estudiar las propiedades de alta conductividad y el efecto fuente [17] y
simultáneamente estudian también la extrema baja viscosidad y capilaridad [18]. Ellos
se basan en el trabajo de Fröhlich para explicar el transporte de calor debido al �ujo de
desorden de los átomos ocupando la segunda malla debido a que tienen una longitud
larga de camino libre medio al �uir.

Incluso en ese año de 1938, W. H Keesom junto a K.W.Taconis [19] explican que el
largo camino libre medio puede deberse a la estructura de forma hexagonal empaquetada
(en forma de diamante) de los átomos de helio. Mientras que F. London [20] observa que
la transición de un gas ideal de bosones con densidad y masa molecular del helio líquido
es del mismo orden de magnitud que la del fenómeno de transición lambda, por lo que
divide a las partículas condensadas con energía cinética cero y las no condensadas con
energía cinética no cero, con la que obtiene un calor especí�co que a bajas temperaturas
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es proporcional a la potencia 3/2 con la temperatura.
Cabe mencionar a un importante personaje en este contexto, P. L. Kapitza, quien

estudia la anormal viscosidad del helio II bajo la transición λ, para ello mide la caída
de presión del �uido entre dos discos. Más adelante en agosto de 1941 [21] estudia la
transferencia de calor del helio II en capilares y atribuye que el �uido se comporta
termodinámicamente reversible a bajas temperaturas. Por su trabajo recibe admiración
por parte del gobierno soviético y funda el Institute for Physical Problems, hasta que
pierde la condescendencia de Stalin cuando se niega a trabajar en la construcción de
armas nucleares. Tras la muerte de Stalin en 1955, lo restituyen como director del
Instituto. En 1978 fue galardonado con el Premio Nobel de Física.

En julio de 1941, A.Bijl, J. de Boer y A. Michels [22] adaptan la teoría de conden-
sación de Bose-Einstein para explicar la super�uidez del helio líquido añadiendo una
energía de excitación la cual permite a algunas partículas moverse y diferenciarlas de las
ya condensadas como en la teoría de London, además que ésta es análoga a la conduc-
ción iónica en las mallas descritas en la teoría de Fröhlich y Keesom. De esta manera,
la energía de la partícula tiene la contribución de la energía cinética proporcional al
cuadrado del momento de las partículas más un término adicional que representa la
corrección debida a la energía de excitación.

Incluso los trabajos de T. Matsubara [23] y M. Toda [24] de 1951, los cuales estudian
la teoría de un líquido con interacción molecular, introducen la energía de excitación
como un término adicional al espectro de energía diferente al estado base y proponen
que esta excitación toma un papel predominante en la transición lambda.

En 1954 antes de morir, F. London publica un libro sobre super�uidez [25], en el
cual propone añadir una brecha energética entre la energía del estado base respecto a la
energía del primer estado excitado donde la energía tiene una dependencia cuadrática
respecto al momento, con lo cual las propiedades termodinámicas dependen de la mag-
nitud de esta brecha, exhibiendo una discontinuidad en el calor especí�co y calculando
explícitamente el orden del salto del calor especí�co, lo cual di�ere con el comporta-
miento divergente observada en la temperatura crítica de la transición lambda, aún
así obtiene que la temperatura crítica de transición es del orden de la temperatura de
transición lamba del helio.

L. Tisza [26], ocupo la idea de London y propone un modelo de dos �uidos: una
componente super�uida hecha de átomos condensados y una componente normal hecha
de átomos no condensados. Los átomos condensados al estar en el estado base, no contri-
buyen con intercambio de momento, en cambio los no condensados serían responsables
de la disipación, además predice que el radio de concentración super�uida obedece la
misma ecuación que la fracción de condensado, incrementándose cuando la temperatura
disminuye a cero (veasé apéndice A).

Cuatro años más adelante, en 1959, Hugenholtz y Pines [27] estudian la depleción
del estado base como una consecuencia de la interacción entre partículas utilizando un
tratamiento de cuántica de campos, con lo que prueban que las bajas excitaciones no
poseen una brecha energética.

En la literatura [28] también se ha propuesto una relación de dispersión, la energía en
función del momento, para las excitaciones y no para las partículas del helio super�uido
que depende de dos contribuciones: la fonónica y la rotónica. De manera que a bajas
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1. Introducción

energías la contribución fonónica predomina, de forma que la energía proporcional al
momento. Sin embargo a energías ligeramente más elevadas, la parte rotónica se presenta
con lo cual la energía depende de manera cuadrática con el momento más una brecha

energética, explicando el mínimo local en la relación de dispersión.
En trabajos recientes ha aumentado el interés en el estudio de super�uidez en di-

mensiones menores como en el 4He en bulto, como el trabajo del 2013 de N. Wada y
colaboradores [29] han observado experimentalmente super�uidez del 4He en láminas
delgadas bidimesionales y en nanotubos unidimensionales al observar un corrimiento de
fase en la frecuencia en un sistema de un oscilador torsional. El mismo grupo de N.
Wada, ya había estudiado previamente en 2001 [30] �uidos bosónicos de 4He en paredes
porosas unidimensionales con un diámetro aproximado de 18 Å y observa que el calor
especí�co a bajas temperaturas se comporta lineal con la temperatura, lo que atribuye
al comportamiento fonónico.

Existen diferentes trabajos que establecen que no hay transición de fase a una tem-
peratura �nita en una o dos dimensiones en interacciones de corto alcance y potenciales
homogéneos, por ejemplo: el teorema de 1966 de Mermin-Wagner [31], el cual establece
la ausencia de (anti)ferromagnetismo en una o dos dimensiones; el argumento de 1958
de Landau-Lifshitz [32] que lo aplica a una malla unidimensional de L sitios los cuales
pueden escoger entre dos estados distintos; el teorema de 1950 de van Hove [33] quien
estudia la no existencia de transición de fase en modelos de �uidos homogéneos con
interacción de esfera dura o el caso del trabajo de Heisenberg de 1967 [34] quien lo
aplicó a sistemas de fermiones y bosones explotando las desigualdades de Bogoliubov
[35]. Una prueba bastante simple e interesante se expone en la tesis de Irsigler [36].

Sin embargo, en la literatura existen modelos unidimensionales que exhiben una
transición de fase. Esto se debe a que los sistemas que presentan los autores anteriores
excluyen ciertos sistemas particulares como los modelos inhomogéneos, lo cual signi�ca
que excluyen los sistemas aperiódicos.

En la literatura con frecuencia se estudian los sistemas unidimensionales, ya que
éstos son más amables de resolver mediante cálculos analíticos usando el espectro de
energía y a partir de ellos en algunas ocasiones, se puede generalizar el problema a
mayores dimensiones. Al resolver el modelo de Ising unidimensional por medio de matriz
de transferencia se obtiene que existe un eigenvalor máximo y de multiplicidad uno
por lo que en el límite termodinámico este eigenvalor es mucho mayor que cualquier
otro por lo que no se presenta transición. En el trabajo de 2004 de J. A. Cuesta y A.
Sánchez [37] se comparan distintos modelos unidimensionales que si presentan transición
de fase como los modelos de Kittel [38] o el de Chui-Weeks y generalizan el teorema
de Perron-Frobenius que establece que una matriz no negativa e irreducible tiene un
único eigenvalor máximo (de multiplicidad uno) para determinar cuándo se presenta
una transición de fase.

Diversos autores han podido observar la aparición de una brecha de energía en el
espectro energético de las partículas sin interacción debido a la asimetría de la estructura
de red compleja donde se encuentran. En ciertos sistemas se expone la presencia de una
brecha de energía entre el estado base y el primer excitado para bosones con�nados,
por ejemplo: en el trabajo de Brunelli del 2001 que estudian una red óptica en forma de
estrella [39], o el trabajo de Vidal del 2011 que estudia un grafo de rueda in�nitamente
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rami�cado y un grafo estelar in�nitamente rami�cado [40] en los cuales se observa una
transición de fase en una temperatura �nita no cero debido al sitio central que une a
todos los sitios de la periferia, o bien en el trabajo de Burioni del 2001 que estudia redes
compuestas por cadenas lineales interconectadas [41] o el trabajo de Oliveira del 2013,
el cual estudia una red apolínea [42].

Por otra parte en 2012, Mullin. W y Sakhel A.R. [43] discuten sobre una condensa-
ción de Bose generalizada (GBEC), la cual se observa en ciertos sistemas que presentan
un efecto de condensación simultánea en múltiples estados y la clasi�can en tres tipos:
en el tipo I existe un número discreto de estados cuánticos con ocupación macroscópica
como en el caso de un potencial de oscilador armónico isotrópico; en el tipo 2 se tiene
condensación en una banda continua de estados, cada uno con ocupación macroscópica,
como en el caso de un potencial de canal (un potencial armónico en una dirección y
libre en la dirección perpendicular); mientras que en el tipo 3 se tiene que una banda
entera de estados tiene un número macroscópico de partículas pero cada estado tiene
una ocupación microscópica como en el caso de un prisma de Casimir (una caja de
longitud larga en comparación a su área transversal).

Además, se sabe que los potenciales externos pueden cambiar la dimensionalidad
donde puede existir un condensado de Bose, así como la magnitud de su temperatura
crítica. Tal es el caso del trabajo de V. Bagnato [44] que obtiene analíticamente la tem-
peratura crítica y la magnitud del salto del calor especí�co para distintos potenciales
externos uniformes con dependencia lineal o cuadrática (oscilador) en distintas dimen-
siones, o bien como M. Grether [45] quien analiza las propiedades termodinámicas de
un gas de bosones o fermiones en d-dimensiones atrapado en potenciales mutuamente
perpendiculares de oscilador armónico, o bien en sistemas bosónicos de redes ópticas
unidimensionales y bidimensionales [10].

En esta tesis proponemos describir las propiedades de un gas ideal de bosones dentro
de estructuras periódicas similares a una red óptica, al aplicar a las partículas del gas
en un potencial externo tipo Kronig-Penney [46]. Para facilitar el cálculo analítico del
espectro de energía de las partículas, usamos el potencial en el límite de deltas de Dirac.
Aprovechamos el método de matrices de transferencia, cómo lo expone en 2001 D. J.
Gri�ths [47], el cual usa este método para resolver la propagación de una onda con la
ecuación de Schrödinger en un medio periódico de N celdas idénticas. Análogamente se
expone en esta tesis el método seguido por D. S. Saxon y R. A. Hutner de 1971 [48]
quienes utilizan el método de matrices de transferencia, de traslación y de dispersión
para resolver analíticamente el problema del peine de Dirac donde algunas de las deltas
tienen intensidad distinta a las otras. Saxon y Hutner [48] reportan el espectro usual
de bandas continuas de energía de Kronig-Penney, junto con la aparición de estados
energéticos adicionales los cuales les llama estados impuros y a los cuales les corresponde
un cuasimomento de Bloch complejo como lo expone M. Steslicka [49] en un trabajo de
ese mismo año.

En el caso de la remoción de una delta a nuestro sistema periódico de deltas, el
estado base del sistema es el estado impuro de energía más baja. Por lo que se puede
aprovechar la brecha energética entre el estado base impuro y el primer estado excitado
que corresponde a la energía más baja de la primera banda usual de Kronig-Penney, para
promover la condensación de bosones a una temperatura �nita no cero en un sistema
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1. Introducción

unidimensional. Asimismo, se puede aprovechar la combinación de los espectros para
obtener sistemas de mayor dimensión.

Como antecedente a continuación mencionaremos algunos trabajos que se han rea-
lizado en nuestro grupo de Muchos Cuerpos Cuánticos. Por ejemplo, P. Salas y colabo-
radores [50], estudiaron un gas de bosones sin interacción en multicapas de supercon-
ductores de cupratos, para ello propone un modelo en una estructura tridimensional
de multiplanos (multicapas) y obtuvieron la temperatura crítica y la variación de esta
respecto a la separación entre las capas, además de encontrar expresiones explícitas para
el calor especí�co isocórico.

Asimismo, dos años después, P. Salas [51] reporta las propiedades termodinámicas de
un gas ideal de bosones con�nado en una estructura en forma de tubos, donde el objetivo
fue explicar por ejemplo la absorción de 4He en canales intersticiales de nanotubos de
carbono o bien en cables superconductores de Nb3Sn. En otro trabajo [52] estudia el
modelo de superconductividad Bosón Fermión en superconductores de cuprato bajo
dopados usando un potencial similar y una mezcla de bosones con electrones apareados
y no apareados.

En 2013, el estudiante O. A. Rodríguez [53] expuso el problema de un gas de bosones
en una estructura de multibloques de ancho a y separados entre sí una distancia b y
compara el comportamiento de la temperatura crítica de su sistema con el caso de
multicapas.

En 2016, la estudiante G. Guijarro [55] reportó el calor especí�co de un gas de
bosones en una estructura �nita de cables en forma de multitubos. En el trabajo discute
de que en el caso �nito el máximo exhibe un comportamiento suave a diferencia que en
el caso in�nito el cual presenta un salto discontinuo.

En el mismo año V. Barragán [54] discutió un gas de bosones en sistemas de es-
tructura multicapa tridimensional usando el modelo de peine de Dirac e introduce de
manera aleatoria imperfecciones obteniendo un aumento en la temperatura crítica del
gas de bosones respecto al gas libre sin estructura.

En este trabajo uso un modelo de un cristal con una vacancia, cuyo espectro de
energía presenta una brecha energética entre la energía del estado base y el primer
estado excitado, con el �n de aumentar la temperatura crítica de condensación de Bose-
Einstein. Los resultados aquí reportados tienen la �nalidad de inspirar a encontrar
nuevos sistemas experimentales super�uidos.

A continuación, se expone la estructura de la tesis, ofreciendo ideas generales ex-
puestas en cada capítulo.

En el Capítulo 2 se calcula analíticamente la temperatura crítica de condensación
de Bose-Einstein de un gas d-dimensional de bosones de masa m y de espín cero con
energía proporcional al momento elevado a un exponente s > 0 con una brecha ener-
gética adicional entre la energía del estado base y la del primer estado excitado. Se
calculan analíticamente las propiedades termodinámicas como la longitud de onda tér-
mica, la entropía, los potenciales termodinámicos: la energía interna, el gran potencial,
la entalpía y las funciones libres de Gibbs y Helmholtz. También se estudian los calores
especí�cos isocórico e isobárico y sus respectivos saltos dependientes de los factores d,
s y de la brecha energética ∆.

En el Capítulo 3 se presenta el modelo de un cristal unidimensional con una imper-
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fección generado por un potencial externo estilo Kronig Penney en el límite de deltas
de Dirac, el cual presenta una brecha energética entre el estado más bajo de energía y
el primer estado excitado. Aprovechamos los métodos de función de Green, así como de
matrices de transferencia y dispersión para solucionar la ecuación de Schrödinger, con el
�n de obtener la función de onda y el espectro de energía. Debido a la imperfección, en
el espectro aparecen una serie de valores discretos de la energía en las bandas prohibidas
del espectro del cristal perfecto.

En el Capítulo 4 se calcula analíticamente el espectro de energías para una partícula
en un cristal �nito deM deltas iguales con una distinta usando la matriz de transferencia
e imponiendo condiciones de frontera periódicas y de Dirichlet. Se obtiene la energía
como función del cuasimomento de Bloch y las funciones de onda correspondientes.

En el Capítulo 5 obtenemos las propiedades termodinámicas de un gas de bosones
dentro de una caja unidimensional a la cual se le ha agregado un potencial de deltas
con una imperfección en una caja. Además, se estudia la dependencia de la temperatura
crítica y la brecha entre el estado más bajo y el primer excitado como función de la
separación de los dispersores.

En el Capítulo 6, se obtienen las temperaturas críticas y el calor especí�co isocórico
en función de la temperatura para un gas de bosones no interactuante en estructuras
cristalinas bidimensionales con imperfecciones: estructura de multicintas y multicuadros;
y en las estructuras tridimensionales: multiplanos, multitubos y multicubos.

Se presentan nuestras conclusiones en el Capítulo 7. En el apéndice A, usamos los
resultados del Capítulo 2 para recuperar los casos límite del gas de bosones reportados
en la líteratura: las propiedades termodinámicas de un gas sin brecha energética y la
propuesta de London para explicar la transición lambda del helio. En el Apéndice B se
explica cómo obtener el espectro usual de Kronig Penney usando condiciones de conti-
nuidad. En el Apéndice C, se expone un gas de bosones débilmente interactuante con
una brecha energética, asímismo queremos que esto sirva para proponer las perspectivas
a futuro de este trabajo: añadir interacciones entre las partículas usando la ecuación de
Gross Pitaevskii.
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Capítulo 2

Gas de bosones d−dimensional con relación de

energía-momento generalizada ε ∝ ks más una

brecha energética ∆ 6= 0

En este capítulo se exponen las propiedades termodinámicas de un gas de N bosones
de masa m no interactuantes y sin espín, en d dimensiones (con d > 0) cuyas partículas
tienen una relación energía-momento generalizada ε = csk

s con s > 0 más una brecha
energética ∆ entre la energía del estado base y la energía del estado excitado de más
baja energía, correspondiente al límite por la derecha k = 0,

ε =

{
ε0 + ∆ + csk

s, k > 0
ε0, k = 0

(2.1)

donde ∆ es la brecha energética entre el estado base ε0 y el primer estado excitado.
Esta expresión generaliza el modelo propuesto por V. C. Aguilera-Navarro, M. de

Llano y M. A. Solís [56], los cuales obtienen las propiedades termodinámicas de un gas
d-dimensional de bosones con una relación de energía-momento con exponente positivo
s > 0, asimismo este modelo incluye la brecha energética, propuesto por F. London [25].

Esta inclusión de una brecha energética es aplicado por London para explicar el
fenómeno de la transición lambda en el He4, para mayores detalles, favor de revisar el
apéndice A.

En la �gura 2.1 se muestra la relación de energía-momento dispersión generalizada
ε ∝ ks para s = 2, 1 más una brecha de energía ∆. En ambos casos el espectro energético
es un continuo de energía, donde se tiene entre el estado más bajo de energía del espectro
continuo y el estado base se encuentra una brecha energética. El caso con s = 2 es el
usualmente reportado en la literatura, que expresa una relación de energía proporcional
al cuadrado del momento y se reporta en el apéndice de éste trabajo.

En este capítulo demostraremos que este sistema sin interacciones con una brecha
energética adicional presenta una transición de fase de segundo orden de condensación
de Bose a una temperatura �nita distinta de cero, incluso a dimensiones bajas. En el
Apéndice A se reproducen casos reportados en la literatura de Física Estadística [2] y
el reportado por London [25]. El caso sin brecha se discute de manera amplia en ese
apéndice.

Usando la relación de dispersión con la brecha (2.1) junto con la distribución de
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2. Gas de bosones d−dimensional con relación de energía-momento generalizada
ε ∝ ks más una brecha energética ∆ 6= 0

Figura 2.1: Relación de dispersión generalizada para s=2, 1 más una brecha de energía.

bosones se pueden encontrar las propiedades termodinámicas del gas como lo reporta
la literatura [2].

2.1. Condensación de Bose-Einstein

2.1.1. Temperatura crítica

Para calcular la temperatura crítica de transición se comienza a partir de la ecuación
de número de partículas bosónicas

N = N0 +
∑
ε6=ε0

nε (2.2)

donde N0 es el número de partículas en el estado base, nε = 1/(eβ(ε−µ) − 1) es la
distribución de Bose. Donde β = 1/kBT , siendo kB la constante de Boltzmann, T la
temperatura y µ el potencial químico.

Suponga que el gas se encuentra en una caja d−dimensional cuya arista tiene longi-
tud L. En el límite termodinámico se tiene que tanto el número de partículas N → ∞
como el volumen del sistema Ld → ∞ son in�nitamente grandes aunque la densidad
n ≡ N/Ld se mantiene constante, pero el número de estados accesibles para cada partí-
cula forma un espectro continuo, por lo que la suma se puede cambiar por una integral
sobre el espacio Ω de momentos d−dimensional,

∑
k 6=0 →

(
L
2π

)d ∫
Ω dk.

N = N0 +

(
L

2π

)d ∫
Ω

dk

eβ(ε−µ) − 1
, (2.3)

donde la diferencial dk corresponde al elemento de área de la esfera d-dimensional de
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2.1 Condensación de Bose-Einstein

momentos, al sustituir la ecuación de energía-momento (2.1) e integrar se obtiene

N = N0 +

(
L

2π

)d 2πd/2

Γ(d/2)

∫ ∞
0

kd−1dk

eβ(ε(k)−µ) − 1
. (2.4)

En términos de la función de Bose gn(x) =
∑∞

k=1 x
k/kn

N = N0 +

(
L

2π

)d 2πd/2(kBT )d/s

sc
d/s
s Γ(d/2)

Γ(d/s)g d
s
(z1) (2.5)

donde z1 ≡ eβ(µ−ε0−∆) es la fugacidad dependiente de la brecha energética ∆.
A una temperatura crítica Tc el potencial químico µ toma el valor de la energía del

estado base ε0 y la fracción de condensado N0/N ≈ 0, con ayuda de (2.5) se determina
dicha temperatura

Tc =
cs
kB

 s (2π)d Γ(d/2)n

2πd/2 Γ(d/s)g d
s

(
e
− ∆
kBTc

)

s/d

. (2.6)

De la ecuación (2.6) se observa que la temperatura crítica es independiente del estado
base ε0, pero es dependiente del valor ∆, que di�ere del caso usual con ∆ = 0.

Debido a que los parámetros ∆ y Tc debemos escoger una cantidad para normalizar
nuestras ecuaciones. Para analizar el caso en que 0 < d/s ≤ 1 se debe escoger una
temperatura diferente de cero para normalizar a la temperatura crítica Tc, por lo que
se escoge una temperatura T0c que sea la crítica en el caso que ∆(T0c) = ∆0 ≡ kBT0c.

De la ecuación (2.6), vemos que la T0c cumple que

T0c =
cs
kB

(
s(2π)dΓ(d/2)n

2πd/2Γ(d/s) g d
s

(e−1)

)s/d
. (2.7)

Tomando el cociente entre ambas temperaturas (2.6) y (2.7) nos da una expresión válida
para d/s > 0.

Tc
T0c

=

 g d
s

(
e−1
)

g d
s

(
e
− ∆
kBT0c

T0c
Tc

)

s/d

. (2.8)

En la �gura 2.2 se muestra la grá�ca de la temperatura crítica como función de
d/s para diferentes valores de ∆/kBT0c, se observa que para d � 1 (y/ó si s � 1)
el valor de la fracción Tc/T0c ≈ 1, por lo que la temperatura crítica es independiente
de la brecha. Sin embargo, la temperatura crítica se hace cero para valores d/s ≤ 1 si
la brecha energética es cero ∆ = 0, lo que indica que no hay condensación de Bose a
temperatura �nita distinta de cero, corroborándose el teorema de Mermin-Wagner [31].
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2. Gas de bosones d−dimensional con relación de energía-momento generalizada
ε ∝ ks más una brecha energética ∆ 6= 0

Figura 2.2: Temperatura crítica Tc/T0c como función de d/s para distintos valores de

∆/kBT0c .

2.1.1.1. Fracción de condensado
De la expresión (2.5) y (2.6) se puede escribir la fracción de condensado como

N0/N = 1−
(
T

Tc

)d/s g d
s
(z1)

g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) . (2.9)

Se tiene entonces que para T > Tc la fracción de condensado N0/N ≈ 0 es cero. Para
temperaturas menores que la crítica T < Tc el potencial químico es igual a la energía
del estado base, por lo que

N0

N
= 1− (T/Tc)

d/s
g d
s

(
e
− ∆
kBT

)
g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) , (2.10)

debido a que la fugacidad z1(T ≤ Tc) = e
− ∆
kBT .

En la �gura 2.3 se muestra que el comportamiento de la fracción del condensado
como función de la temperatura normalizada T/Tc decrece monotónicamente en el in-
tervalo 0 < T/Tc < 1, salvo que no está de�nido con ∆ = 0 para d/s < 1. Observe que la
fracción de condensado crece en su concavidad conforme d/s crece. Para temperaturas
mayores que la crítica T/Tc > 1, la fracción N0/N es cero.
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2.1 Condensación de Bose-Einstein

Figura 2.3: Fracción del condensado como función de la temperatura normalizada T/Tc

con ∆ = kBT0c para d/s = 3, 2, 3/2, 1, 1/2 y 1/10.

2.1.2. Propiedades termodinámicas

En este apartado calculamos explícitamente las potenciales termodinámicos y los
calores especí�cos. Aunque en cualquiera de ellos se puede observar un comportamiento
peculiar en la temperatura crítica Tc, por ejemplo en los potenciales termodinámicos
en función de la temperatura son continuos en Tc pero con un cambio abrupto en la
derivada, lo que ocasiona que los calores especí�cos tengas un salto discontinuo en Tc.

2.1.2.1. Ecuación de estado

La ecuación de estado relaciona las variables intensivas del gas como la presión y la
temperatura con las extensivas como el número de partículas, el potencial químico y el
volumen. Esta ecuación se puede obtener partiendo del ensamble gran canónico, en el
límite termodinámico la suma sobre las energías se vuelve una integral sobre el espacio
de momentos, obteniendo

PV

kBT
= −

∑
ε

ln
(

1− e−β(ε−µ)
)

= − ln
(

1− e−β(ε0−µ)
)
−
(
L

2π

)d 2πd/2

Γ(d/2)

∫ ∞
0

ln
(

1− e−β(ε−µ)
)
kd−1dk

, (2.11)

resolviendo la integral por partes y ocupando la ecuación de número (2.4) obtenemos la
ecuación de estado

PV

NkBT
= −

ln
(
1− e−β(ε0−µ)

)
N

+

(
T

Tc

)d/s g d
s

+1(z1)

g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) (2.12)
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2. Gas de bosones d−dimensional con relación de energía-momento generalizada
ε ∝ ks más una brecha energética ∆ 6= 0

El primer término puede ser escrito en términos del número de partículas en el estado
base, N0 = 1/

(
eβ(ε0−µ) − 1

)
, de manera que

− ln
(

1− e−β(ε0−µ)
)
/N = ln(N0 + 1)/N (2.13)

en el límite termodinámico N � 1, dicho término es despreciable, dejando

P =
NkBT

V

(
T

Tc

)d/s g d
s

+1(z1)

g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) . (2.14)

A altas temperaturas T/Tc >> 1 se recupera el límite clásico de la ecuación de estado
de gas ideal P = NkBT/V .

Figura 2.4: Energía Interna (U −Nε0)/NkBT como función de la temperatura norma-

lizada T/Tc con ∆/kBT0c = 1.

2.1.2.2. Longitud de onda térmica generalizada

La ecuación de estado (2.14) puede ser escrita en términos de una longitud de onda
térmica λ de De Broglie como

P =
kBT

λd
g d
s

+1(z1) (2.15)
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2.1 Condensación de Bose-Einstein

donde el factor de longitud de onda térmica es

λ =

(
V

N
g d
s
(e
− ∆
kBTc )

) 1
d
(
Tc
T

) 1
s

(2.16)

que al sustituir la expresión de la temperatura crítica (2.7) en función de la densidad
de partículas N/V = n, se obtiene una expresión sin dependencia de la brecha

λ = 2
√
π

(
cs
kBT

) 1
s

(
Γ(d2 + 1)

Γ(ds + 1)

) 1
d

. (2.17)

donde esta expresión es análoga a la obtenida por Z. Yan [57].
Esta última expresión de la longitud de onda térmica es independiente de la brecha

∆, aunque dependiente de los factores s y d, lo cual no ocurre con otras propiedades
termodinámicas.

Además se observa que en el caso de haber tenido una relación de dispersión tal que
la energía es proporcional al cuadrado del momento s = 2, entonces se recupera el caso
λ = 2

√
πc2/kBT = h/

√
2πkBT , con c2 = ~2/2m, el cual es también independiente del

factor d de dimensión.

2.1.2.3. Energía interna

La energía interna del sistema es la suma de las energías de cada partícula

U = N0ε0 +
∑
k 6=0

εknk = N0ε0 +
∑
k 6=0

εk
eβ(εk−µ) − 1

, (2.18)

donde en el límite termodinámico se remplaza la suma sobre los momentos por la integral
sobre la energía y usando la relación de dispersión (2.1), se obtiene

U = N0ε0 +

(
L

2π

)d 2π
d
2

sc
d
s
s Γ(d/2)

∫ ∞
0+

(ε+ ε0 + ∆)ε
d
s
−1dε

eβ(ε+ε0+∆−µ) − 1
, (2.19)

remplazando N0 por los términos de la ecuación de número (2.5) y siguiendo el álgebra
correspondiente, la expresión anterior se reduce a

U −Nε0

NkBT
=

(T/Tc)
d
s

g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) [d
s
g d
s

+1(z1) +
∆

kBT
g d
s
(z1)

]
. (2.20)
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2. Gas de bosones d−dimensional con relación de energía-momento generalizada
ε ∝ ks más una brecha energética ∆ 6= 0

En términos del gran potencial PV (2.14) la expresión anterior se reescribe como

d

s
PV = U −N

[
ε0 +

(
1− N0

N

)
∆

]
. (2.21)

que generaliza el caso clásico.
En la �gura 2.4 se gra�ca la energía Interna (U −Nε0)/NkBT como función de la

temperatura normalizada T/Tc con ∆/kBT0c = 1. En ella se observa que para T < Tc la
fracción de energía (U−Nε0)/(NkBT ) crece hasta llegar a un pico en la temperatura de
transición, lo cual no sucede cuando no hay brecha. En cambio para altas temperaturas
se recupera U −N(ε0 + ∆)→ (d/s)NkBT el gas clásico.

2.1.2.4. Calor especí�co isocórico

Hay que tener cautela para encontrar la calor especí�co isocórico, debido a que
tenemos dos casos a temperatura menor que la crítica T < Tc y mayor o igual que la
crítica T ≥ Tc.

Para T > Tc la fracción de condensado N0/N ' 0 es despreciable y al derivar (2.5)
encontramos (

∂ ln(z1)

∂T

)
N,V

= −d
s

1

T

g d
s
(z1)

g d
s
−1(z1)

. (2.22)

Derivando la ecuación (2.20) y sustituyendo (2.22) tenemos

CV
NkB

=
1

NkB

(
∂U

∂T

)
N,V

=
d

s

[(
1 +

d

s

) g d
s

+1(z1)

g d
s
(z1)

−
(
d

s

) g d
s
(z1)

g d
s
−1(z1)

]
. (2.23)

Para temperaturas muy altas T >> Tc, recuperamos el caso de un gas ideal clásico
CV /NkB = d/s.

En T ≤ Tc se cumple que el potencial químico es igual a la energía del estado base

µ = ε0 y tenemos que z1 = e
− ∆
kBT , por lo que derivando (2.20) respecto de T tenemos

CV
NkB

=
d

s

(
1− N0

N

)(1 +
d

s

) g d
s

+1

(
e
− ∆
kBT

)
g d
s

(
e
− ∆
kBT

)

+
s

d

(
∆

kBT

)ds +
∆

kBT

g d
s
−1

(
e
− ∆
kBT

)
g d
s

(
e
− ∆
kBT

)
+

∆

kBT

 ,
(2.24)

donde se observa que a temperaturas bajas T << ∆/kB, i.e., ∆/kBT � 1 la función
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2.1 Condensación de Bose-Einstein

Figura 2.5: Calor especí�co isocórico CV /NkB como función de T/T0c, para ∆/kBT0c =

1 y d/s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, 3.

g d
s

(
e
− ∆
kBT

)
' e−

∆
kBT para cualquier valor d/s, por lo que

CV
NkB

' d

s

(T/Tc)
d/s

g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) [(1 +
d

s

)
+
s

d

(
∆

kBT

)2

+
2∆

kBT

]
e
− ∆
kBT (2.25)

que signi�ca que a bajas temperaturas decae de manera exponencial.
En la �gura 2.5 se observa el calor especí�co isocórico como función de T/Tc para

∆/kBT0c = 1, se observa que comienza desde cero de manera exponencial y hace un
salto en T/Tc = 1, característico de una transición de fase de segundo orden. A altas
temperaturas tiende d/s al caso clásico.

2.1.2.5. Salto del calor especí�co isocórico

En la sección anterior mencionamos el comportamiento de la energía libre de Gibbs
y del calor especí�co isocórico con el �n de estudiar el tipo de transición de fase. En
nuestro caso con brecha energética ∆ 6= 0 siempre se presenta un salto para cualquier
valor positivo de la razón d/s, a diferencia del caso sin brecha ∆ = 0 en el que se
presenta un salto en el calor especí�co isocórico siempre que la razón d/s > 2 [56]. De
hecho en el caso sin brecha ∆ = 0 y con d/s > 2, la discontinuidad del calor especí�co
en ese caso es proporcional a la derivada del potencial quimico como lo reporta Pethick
[3], sin embargo para el caso tridimensional d/s = 2 el calor especí�co es continuo.

El salto ∆CV en el calor especí�co isocórico en la temperatura crítica Tc se obtiene
al restar la expresión (2.23) de la (2.24) evaluadas en T = Tc. La expresión analítica del
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2. Gas de bosones d−dimensional con relación de energía-momento generalizada
ε ∝ ks más una brecha energética ∆ 6= 0

salto es

∆CV
NkB

≡ CV (T−c )− CV (T+
c )

NkB
=

g d
s

(z0c)

g d
s
−1 (z0c)

[
d

s
+

∆

kBTc

g d
s
−1 (z0c)

g d
s

(z0c)

]2

, (2.26)

donde z0c ≡ e
− ∆
kBTc .

La expresión anterior muestra que para d/s > 0 habrá un salto del calor especí�co
siempre que se cumpla que ∆ > 0. Es más, cuando d/s → 0, el salto ∆CV /NkB tiene
al valor e/(e− 1).

Figura 2.6: Salto del calor especí�co isocórico en Tc como función de la razón d/s, para

diferentes valores de ∆/kBT0c.

En la �gura 2.6 se muestra el calor especí�co isocórico en Tc como función de la
razón d/s, para diferentes valores de ∆/kBT0c, el salto es diferente de cero siempre que
d/s > 2, como es reportado en [56]. Como ya se menciono anteriormente, el salto en
este caso es proporcional a la derivada del potencial quimico como lo reporta Pethick
[3].

Para ∆ 6= 0 existe un salto en el calor especí�co para d/s > 0, el cual crece mo-
nótonamente como una función de d/s para ∆/kBT0c = 1, 2, pero presenta un mínimo
para bajos valores de d/s, como en el caso de ∆/kBT0c = 0.1. Para cualquier valor de
∆/kBT0c 6= 0 el salto tiende al valor e/(e− 1) conforme d/s tiende a cero.

En la �gura 2.7 se muestra que el salto del calor especí�co isocórico es monótona-
mente creciente con ∆/kBT0c para cualquier valor de d/s > 0.
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2.1 Condensación de Bose-Einstein

Figura 2.7: Salto del calor especí�co isocórico en Tc como función de ∆/kBT0c, para

d/s = 1/2, 1, 3/2, 2 and 3.

2.1.2.6. Calor especí�co isobárico

Para calcular el calor especí�co a presión constante se utiliza la siguiente relación
termodinámica

CP = CV + TV κT

(
∂P

∂T

)2

V,N

(2.27)

donde la variable κT representa la compresibilidad isotérmica

κT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

. (2.28)

Para calcular la compresibilidad isotérmica se necesita conocer el valor de la parcial de
la presión respecto al volumen (∂P/∂V )T,N .

De la ecuación de estado (2.14) tenemos a la presión como una función del volumen,
la temperatura y el potencial químico P = P (V, T, µ). Para obtener la dependencia
explícita de la presión con el número de partículas usaremos la regla de la cadena(

∂P

∂V

)
T,N

=

(
∂P

∂V

)
T,ln z1

+

(
∂P

∂ ln z1

)
T,V

(
∂ ln z1

∂V

)
T,N

. (2.29)

De las ecuaciones (2.14) y (2.5) podemos deducir que (∂P/∂V )T,ln z1 = 0.
Luego la compresibilidad isotérmica es

κT = − 1

V

1

(∂P/∂ ln z1)T,V (∂ ln z1/∂V )T,N
. (2.30)
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2. Gas de bosones d−dimensional con relación de energía-momento generalizada
ε ∝ ks más una brecha energética ∆ 6= 0

Para calcular (∂P/∂ ln z1)T,V se deriva implícitamente la presión de la ecuación de
estado (2.14) para obtener

(
∂P

∂ ln z1

)
T,V

=
N

V
kBT (T/Tc)

d/s
g d
s
(z1)

g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) . (2.31)

Para calcular (∂ ln z1/∂V )T,N se usa la fracción de condensado dada por (2.5). Para
T > Tc la fracción de condensado del estado base N0/N ' 0 es despreciable, mientras
que para T ≤ Tc la fracción N0/N es constante cuando T y N son también constantes,
por lo que tendremos para toda T que

(
∂ ln z1

∂V

)
T,N

= − 1

V

g d
s
(z1)

g d
s
−1(z1)

. (2.32)

Tras sustituir las ecuaciones (2.31) y (2.32) en la expresión (2.30) y usando la relación
(2.9) podemos obtener la siguiente relación para la compresibilidad isotérmica

κT =

(
1

1−N0/N

)
V

NkBT

g d
s
−1(z1)

g d
s
(z1)

. (2.33)

Para calcular (∂P/∂T )V,N derivamos a la presión con respecto a la temperatura de la
expresión (2.21)

(
∂P

∂T

)
N,V

=
1

V

s

d

[
CV +N∆

(
∂N0/N

∂T

)
N,V

]
. (2.34)

Para T > Tc la fracción de condensado N0/N ≈ 0 es despreciable y entonces se obtiene

(
∂P

∂T

)
V,N

=
s

d

CV
V

(2.35)

Finalmente sustituyendo las ecuaciones (2.35) y (2.33) en la expresión (2.27) tenemos
para el calor especí�co isobárico para T > Tc

CP = CV

(
1 +

(s
d

)2 CV
NkB

g d
s
−1(z1)

g d
s
(z1)

)
. (2.36)
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2.1 Condensación de Bose-Einstein

Para T ≤ Tc se tiene de la expresión (2.9) que

T

(
∂N0/N

∂T

)
N,V

= −
(

1− N0

N

)ds +
∆

kBT

g d
s
−1

(
e
− ∆
kBT

)
g d
s

(
e
− ∆
kBT

)
 (2.37)

con esta última expresión se puede obtener (∂P/∂T )V,N y al substituir (2.33) en (2.27)
se obtiene CP para T ≤ Tc.

CP
NkB

=
CV
NkB

+

g d
s
−1

(
e
− ∆
kBT

)
g d
s

(
e
− ∆
kBT

) (
1

1−N0/N

)[
s

d

CV
NkB

− ∆

kBT

(
1− N0

N

)1 +
s

d

∆

kBT

g d
s
−1

(
e
− ∆
kBT

)
g d
s

(
e
− ∆
kBT

)



2 (2.38)

 

 

 

 

 

Figura 2.8: Calor especí�co isobárico CP /NkB como función de la temperatura nor-

malizada T/T0c, para ∆/kBT0c = 1 y d/s = 0.1, 1/2, 1, 3/2, 2, 3.

En la �gura 2.8 se muestra el calor especí�co isobárico CP /NkB como una función
de la temperatura T/Tc para ∆/kBT0c = 1 y diferentes valores de d/s. Se muestra que
el calor especí�co isobárico tiene un salto en T = Tc para todos los valores de d/s,
además el salto crece mientras la razón d/s decrece.
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Análogamente como el calor especí�co isocórico CV , tiende a cero con un compor-
tamiento exponencial a bajas temperaturas.

Es importante mencionar que en el caso sin brecha ∆ = 0, la capacidad calorí�ca
diverge [58] en el caso donde la razón 1 < d/s < 2 y para temperaturas menores o igual
a la crítica, como se discute en el apéndice A, esto sucede debido al término gd/s−1(z).
Se observa que en caso de tener la brecha energética presente ∆ 6= 0, siempre se tiene
un salto donde los límites por la derecha e izquierda de la capacidad isobárica toman
valores �nitos.

2.1.2.7. Salto del calor especí�co isobárico

El salto ∆CP en el calor especí�co isobárico en Tc se obtiene de la expresión (2.36)
menos la ecuación (2.38), con lo que se obtiene

∆CP
NkB

≡ CP (T−c )− CP (T+
c )

NkB
= 2

g d
s
−1 (z0c)

g d
s

(z0c)

{
∆CV
NkB

(
1 +

s

d

) g d
s

+1 (z0c)

g d
s

(z0c)

−
(
d

s

)
∆

kBTc

(
1 +

s

d

∆

kBTc

g d
s
−1 (z0c)

g d
s

(z0c)

) [(
1 +

s

d

) g d
s

+1 (z0c)

g d
s

(z0c)
−

g d
s

(z0c)

g d
s
−1 (z0c)

]}
.

(2.39)

donde z0c ≡ e−∆/kBTc .

Figura 2.9: Salto del calor especí�co isobárico [CP (T−c )− CP (T+
c )]/NkB en la tempe-

ratura crítica Tc como función de ∆/kBT0c, para d/s = 1, 3/2, 2 and 3.

En la �gura 2.9 mostramos el calor especí�co isobárico como una función de ∆/kBT0c

para cuatro diferentes valores de d/s. El comportamiento de este salto isobárico ∆CP
crece de manera similar como el salto del calor especí�co ∆CV . En la �gura 2.10 se
muestra el salto del calor especí�co como una función de d/s para ∆/kBT0c = 0, 0.1,
1 y 2. Estas grá�cas muestran que para ∆ = 0.1, 1 y 2 el salto tiende al valor 5.65
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2.1 Condensación de Bose-Einstein

Figura 2.10: Salto del calor especí�co isobárico [CP (T−c )−CP (T+
c )]/NkB en Tc como

función de d/s, para ∆ = kBT0c = 0, 1 y 2.

conforme d/s tiende a cero.

2.1.2.8. Coe�ciente γ = CP /CV

El coe�ciente gamma termodinámico CP /CV para T > Tc se obtiene directamente
de la expresión del calor especí�co isobárico (2.36) de la cual se obtiene

γ ≡ CP
CV

= 1 +
(s
d

)2 CV
NkB

g d
s
−1(z1)

g d
s
(z1)

. (2.40)

Para T ≤ Tc el coe�ciente gamma viene de la razón entre las ecuaciones (2.38) y
(2.24),

γ = 1 +
CV
NkB

(s
d

)2 g d
s
−1(z1)

g d
s
(z1)

(
1

1−N0/N

)
×

[
1− NkB

CV

(
1− N0

N

)(
∆

kBT

)(
d

s
+

(
∆

kBT

) g d
s
−1(z1)

g d
s
(z1)

)]2 (2.41)

23



2. Gas de bosones d−dimensional con relación de energía-momento generalizada
ε ∝ ks más una brecha energética ∆ 6= 0

 

 

 

 

 

Figura 2.11: Coe�ciente gamma γ = CP /CV como una función de T/T0c para

∆/kBT0c = 1 y diferentes valores de d/s.

donde sustituyendo CV para T ≤ Tc de la ecuación (2.24), se obtiene

γ = 1 +

s
d

(1 + d
s

) g d
s+1

(e
− ∆
kBT )

g d
s

(e
− ∆
kBT )

+ ∆
kBT

2

(
1 + d

s

) g d
s+1

(e
− ∆
kBT )

g d
s−1

(e
− ∆
kBT )

+ 2∆
kBT

g d
s

(e
− ∆
kBT )

g d
s−1

(e
− ∆
kBT )

+ s
d

(
∆
kBT

)2

. (2.42)

Para muy bajas temperaturas, de manera que ∆/kBT � 1 la función de Bose g d
s

(
e
− ∆
kBT

)
'

e
− ∆
kBT para cualquier valor de d/s. Entonces, cuando la temperatura tiende a cero, de

la ecuación (2.42) se observa que la razón γ tiende al valor 2 para cualquier valor no
nulo de ∆/kBT0c, es decir, el valor del calor especí�co isobárico es el doble del isocórico
a extremas bajas temperaturas.

En la �gura 2.11 se muestra el coe�ciente gamma como función de T/Tc para
∆/kBT0c = 1 y diferentes valores de d/s. Para la temperatura debajo de la tempe-
ratura el coe�ciente γ empieza con el valor de 2 en temperatura extremadamente baja
y se incrementa hasta alcanzar un valor �nito en T = Tc, donde se presenta el salto
característico.

El salto γ(T+
c )− γ(T−c ) es tal que para d >> s es salto es positivo y para s >> d la

magnitud del salto se vuelve negativa. Notamos que cuando d/s tiende a cero, el valor
del coe�ciente gamma por la izquierda de Tc− es 1 + (e+ (1− e) ln(e− 1))2 ' 4.19742,
mientras que el valor del coe�ciente por la derecha de Tc+ tiende a in�nito.
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2.1 Condensación de Bose-Einstein

Para temperaturas altas T � Tc, el coe�ciente tiende al valor (s/d)(1 + d/s) usual
de un gas clásico.

2.1.2.9. Entropía

Figura 2.12: Entropía S/kBT como función de la temperatura normalizada T/T0c, para

∆/kBT0c = 1 y d/s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, 3.

Usamos la relación de Euler U = TS − PV + µN , para obtener la entropía

S

NkB
=
U + PV

NkBT
− µ

kBT
=
U −Nε0

NkBT
+

PV

NkBT
+
ε0 − µ
kBT

(2.43)

Sustituyendo (2.20), nos queda la relación

S

NkB
=

(T/Tc)
d/s

g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) [(d
s

+ 1

)
g d
s

+1(z1) +
∆

kBT
g d
s
(z1)

]
+
ε0 − µ
kBT

. (2.44)

En la �gura 2.12 se muestra la entropía como función de la temperatura para dife-
rentes valores de d/s y ∆/kBT0c = 1. En la �gura se muestra como la entropía es una
función monótona creciente, como se espera termodinámicamente, sin embargo, se ve
un cambio abrupto no suave, con derivada discontinua en la temperatura crítica, carac-
terístico de una transición de fase. Asimismo, se observa que conforme aumentamos la
razón d/s la tasa de crecimiento de la curva también se incrementa.
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2. Gas de bosones d−dimensional con relación de energía-momento generalizada
ε ∝ ks más una brecha energética ∆ 6= 0

2.1.2.10. Energía libre de Helmholtz

La energía libre de Helmholtz se obtiene de la expresión F = U − TS, usando las
expresiones (2.43) y (2.14), se obtiene

F

NkBT
=

µ

kBT
− (T/Tc)

d/s
g d
s

+1(z1)

g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) . (2.45)

En la �gura 2.13 se gra�ca la energía libre de Helmholtz como función de la temperatura

Figura 2.13: Energía Libre de Helmholtz (F −Nε0)/(NkBT ) como función de la tem-

peratura T/T0c, para ∆/kBT0c = 1 and d/s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, 3.

normalizada T/T0c para ∆/kBT0c = 1. Se observa como la energía libre de Helmhotz
empieza desde un múltiplo N del estado base y luego decae un monótonamente con la
temperatura, sin embargo, en esta energía libre la curva siempre es suave, no tiene un
cambio abrupto en la temperatura crítica y su derivada respecto a la temperatura es
continua. Además, que conforme la razón d/s crece la caída de la curva es más abrupta.

2.1.2.11. Entalpía

La entalpía se calcula con la expresión termodinámica H = U + PV , obteniendo

H

NkBT
=

ε0

kBT
+

(T/Tc)
d/s

g d
s

(
e
− ∆
kBTc

) [(d
s

+ 1

)
g d
s

+1(z1) +
∆

kBT
g d
s
(z1)

]
. (2.46)

En la �gura 2.14 se muestra a la entalpía H/NkBT como función de T/Tc for
∆/kBT0c = 1. Existe un cambio no suave en la temperatura crítica, además que para
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2.1 Condensación de Bose-Einstein

Figura 2.14: Entalpía como función de T/Tc, para ∆/kBT0c = 1 y diferentes valores

d/s.

valores d/s bajos la curva es cóncava para temperaturas menores que la crítica y es
convexa para d/s mayores para T > Tc. La entalpía es similar a la energía interna, salvo
que tiene mayores valores debido al término PV .

2.1.2.12. Energía libre de Gibbs

Figura 2.15: Energía Libre de Gibbs (G − Nε0)/NkBT como función de T/T0c, para

∆/kBT0c = 1 y d/s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, 3.

La energía libre de Gibbs está dada por la expresión termodinámica G = U +PV −
TS = H − TS = µN. En la �gura 2.15 se muestra la energía libre de Gibbs para
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2. Gas de bosones d−dimensional con relación de energía-momento generalizada
ε ∝ ks más una brecha energética ∆ 6= 0

temperatura T/Tc para ∆/kBT0c = 1. Observe que para T < Tc es cero y para T ≥ Tc
tiende menos in�nito recuperando el límite clásico.

Además, como G = µN , se observa que antes de la temperatura crítica el poten-
cial químico se iguala al estado base y cuando sobrepasa la temperatura crítica decae
monótonamente.

En el siguiente capítulo se presenta un modelo cristalino con imperfecciones que pre-
senta una brecha entre el estado más bajo de energía y el siguiente excitado, mostrando
los efectos en las propiedades termodinámicas que se han presentado hasta el momento.

En el apéndice A de este trabajo se expone lo reportado en la literatura [? ] para el
caso de no tener brecha energética o en el caso de tener una relación de energía propor-
cional con el cuadrado del momento en un sistema tridimensional. En dicho apéndice
se comparan las grá�cas entre el caso sin brecha con el caso con brecha reportado en
este capítulo.

En los dos capítulos siguientes, buscaremos mostrar de manera analítica un sistema
sencillo que simula una red óptica y cuyo espectro de energía, obtenido por medio de
la ecuación de Schrödinger, sea análogo al de la expresión (2.1) para una partícula.
Más adelante en el capítulo 5 obtendremos las propiedades termodinámicas del sistema,
mostrando que tienen un comportamiento similar a los mostrados en este capítulo.
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Capítulo 3

Espectro de energía para una partícula en un

cristal unidimensional in�nito

Existen diversos trabajos teóricos y experimentales que investigan condensados de
Bose-Einstein en redes opticas sinusoidales periódicas. Por mencionar algunos trabajos,
experimentalmente se han estudiado condensados Bose-Einstein de rubidio en redes óp-
ticas bidimensionales [10], paquetes de ondas de materia de condensados de 87Rb [59] e
incluso estudian la inestabilidad de un condensado en una red óptica móvil unidimen-
sional [11].

Sin embargo para tratar de resolver el problema de manera teórica, se usa un poten-
cial que permite dar soluciones analíticas fáciles de manipular. Autores como Seaman
[12] y Danshita [13] con el �n de simular una red óptica, plantean usar el potencial
periódico de Kronig Penney, que obedece el teorema de Bloch, para poder interpretar
mediante resultados analíticos el espectro de energía y las propiedades termodinámicas
de una partícula inmersa en un potencial periódico.

En este capítulo y en el inmediato posterior se plantea encontrar analíticamente el
espectro de energía para una partícula inmersa en un cristal periódico que se modela con
un potencial de Kronig-Penney [46]. En el camino, encontraremos expresiones analíticas
para el caso de una vacancia en la estructura y cuyo espectro energético lo conectaremos
con el expuesto en el capítulo previo.

3.1. Espectro de energía de una partícula en un cristal
unidimensional perfecto

En primer lugar, modelamos el cristal unidimensional con la aplicación de un poten-
cial externo estilo Kronig Penney en el límite de deltas, es decir, obtenemos el espectro
de energías de una partícula en un potencial externo

V (x) =
∞∑

n=−∞
v0δ(x− na) (3.1)

donde v0 es una cantidad con dimensiones de energía por longitud, mientras a representa
la separación entre las deltas.
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

En este capítulo se usan diferentes métodos para obtener el espectro de energía y las
funciones de onda respectivas a partir de la ecuación de Schrödinger. Nuestro interés
primordial es encontrar el espectro donde alguna de las deltas del potencial es de dife-
rente intensidad v′0 6= v0, mientras que las demás se mantienen con la misma intensidad
v0. Sin embargo para resolver dicho problema necesitaremos usar los siguientes métodos
aquí expuestos.

3.1.1. Solución usando condiciones de continuidad y discontinuidad

Para obtener el espectro de energías para una partícula dentro del potencial (3.1),
resolvemos la ecuación de Schrödinger usando como primera técnica la relación entre
los coe�cientes de las funciones de onda antes y después de cruzar la primera delta.

Al considerar el intervalo −a < x < a tenemos, al sustituir el potencial (3.1) en la
ecuación de Schrödinger nos queda solo una delta, es decir,

− ~2

2m

d2ψ

dx2
+ v0δ(x)ψ = Eψ. (3.2)

Observe que para x 6= 0 se satisface la ecuación Schrödinger para una partícula libre
de potencial V (x) = 0

− ~2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ ≡ ~2κ2

2m
ψ. (3.3)

Por lo que para −a < x < 0, se obtiene como solución

ψ(x) = A1e
iκx +B1e

−iκx = eikxu1(x) (3.4)

con la función
u1(x) = A1e

i(κ−k)x +B1e
−i(κ+k)x (3.5)

donde la variable k se le conoce como cuasimomento de Bloch. De hecho, como
se verá más adelante, el teorema de Bloch, nos va a exigir que ui(x) sea una función
periódica.

Análogamente se satisface que para 0 < x < a la solución

ψ(x) = A2e
iκx +B2e

−iκx = eikxu2(x) (3.6)

con la función
u2(x) = A2e

i(κ−k)x +B2e
−i(κ+k)x (3.7)

donde κ cumple (B.5).
La condición de continuidad en la frontera de la delta en x = 0 cumple que

0 = ψ(0+)− ψ(0−) = A2 +B2 −A1 −B1 (3.8)
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3.1 Espectro de energía de una partícula en un cristal unidimensional perfecto

En cambio, al integrar (3.3) en una vecindad de radio η en la frontera de la delta x = 0
se obtiene

− ~2

2m

∫ η

−η

d2ψ

dx2
dx+ v0

∫ η

−η
δ(x)ψ(x)dx = E

∫ η

−η
ψ(x)dx (3.9)

donde el miembro derecho de la igualdad se anula y tras la integración

− ~2

2m

(
dψ

dx
(η)− dψ

dx
(−η)

)
+ v0ψ(0) = 0 (3.10)

tomando el límite η → 0 nos queda

dψ

dx
(0+)− dψ

dx
(0−)− 2mv0

~2
ψ(0) =

iκ (A2 −B2 −A1 +B1)− 2mv0

~2
(A1 +B1) = 0

(3.11)

y la condición de periodicidad de la función u(x) y su derivada u(x) = du
dx se cumple si

A1 +B1 = u1(0−) = u2(a−) = A2e
i(κ−k)a +B2e

−i(κ+k)a (3.12)

i(κ− k)A1 − i(κ+ k)B1 = u′1(0−) = u′2(a−) =

i(κ− k)A2e
i(κ−k)a − i(κ+ k)B2e

−i(κ+k)a
(3.13)

Resolviendo de manera simultánea las ecuaciones (3.8), (3.11), (3.12) y (3.13), nos da
la relación de dispersión

cos(ka) = cos(κa) + P
sin(κa)

κa
(3.14)

con el factor
P =

mv0a

~2
(3.15)

a esta cantidad adimensional se conoce como impermeabilidad de las deltas.

3.1.2. Solución usando función de Green

El método anterior nos permite obtener de manera sencilla las energías en función
del cuasimomento de Bloch para el potencial periódico, sin embargo, para resolver las
eigenfunciones se necesitaría resolver cada coe�ciente Ai y Bi. Uno de los métodos
comunes para resolver un problema de ecuaciones diferenciales lineales es proponer una
función de Green e imponer condiciones iniciales sobre la misma para determinar dicha
función y �nalmente mediante una transformación obtener, la solución a la ecuación
diferencial. Saxon y Hutner [48] nos plantean en su artículo como aplicar este método
en un cristal unidimensional y con ello se puede obtener una expresión para la función
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

de onda que describe al sistema.
La ecuación estacionaria de Schrödinger (B.2) se puede reescribir como

(
d2

dx2
+ κ2

)
ψ =

2m

~2
V (x)ψ (3.16)

De�nimos la función de Green G = G(x, x′) tal que

(
∂2

∂x2
+ κ2

)
G = δ(x− x′) (3.17)

De forma que aplicando la transformada de Fourier de esta última ecuación se tiene

∫ ∞
−∞

e−iKx
(
∂2

∂x2
+ κ2

)
Gdx =

∫ ∞
−∞

e−iKxδ(x− x′)dx = e−iKx
′

(3.18)

El primer término de miembro izquierdo es

∫ ∞
−∞

e−iKx
∂2G

∂x2
dx = e−iKx

(
∂G

∂x
+ iKG

) ∣∣∣∣∞
−∞
− 2πK2G̃ (3.19)

donde G̃ es la transformada de Fourier de la función de Green

G̃(K,x′) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Ge−iKxdx (3.20)

que al sustituir (3.19) en (3.18) nos queda la ecuación

e−iKx
(
∂G

∂x
+ iKG

) ∣∣∣∣∞
−∞

+ 2π
(
κ2 −K2

)
G̃ = e−iKx

′
(3.21)

que nos da por solución

G̃(K,x′) =
1

2π

e−iKx
′

κ2 −K2
(3.22)

Invirtiendo (3.20) con la transformada de Fourier inversa y sustituyendo (3.23) nos
queda

G(x, x′) =

∫ ∞
−∞

G̃(K,x′)eiKxdK =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiK(x−x′)

κ2 −K2
dK. (3.23)

La función vectorial G(x, x′) se vuelve unidimensional G(z) con un cambio de variable

G(x, x′) = G(z) z = x− x′ (3.24)
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3.1 Espectro de energía de una partícula en un cristal unidimensional perfecto

Esta integral puede resolverse con el teorema del residuo ya que

G(z) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiKz

κ2 −K2
dK = − 1

2π

∫ ∞
−∞

eiKz

2κ

(
1

K − κ
− 1

K + κ

)
dK (3.25)

tomando z > 0 tenemos un polo en k = K dentro del contorno, por lo que aplicando el
teorema del residuo tenemos

G(z) = −2πi
1

2π

eiKz

2κ

1

K − κ
(K − κ)

∣∣∣∣
K=κ

= − ie
iκz

2κ
(3.26)

Analogamente con z < 0 tenemos un polo en k = −K dentro del contorno, por lo que

G(z) = −2πi
1

2π

eiKz

2κ

1

K + κ
(K + κ)

∣∣∣∣
K=−κ

= − ie
−iκz

2κ
(3.27)

que nos da como resultado

G(x, x′) = − i

2κ
eiκ|x−x

′| (3.28)

Observe que la función de Green, ya no es una función de dos variables, sino depende
únicamente de la norma de la distancia |z| = |x − x′|, haciendo con esto inmediata su
integración.

Usaremos la segunda identidad de Green

∫ ∞
−∞

(
ψ
∂2G

∂x′2
−G∂

2ψ

∂x′2

)
dx′ = 0, (3.29)

y sustituyendo (3.16) y (3.18) en la ecuación anterior nos queda

0 =

∫ ∞
−∞

[
ψ

(
∂2G

∂x′2
+ κ2G

)
−
(
∂2ψ

∂x′2
+ κ2ψ

)
G

]
dx

=

∫ ∞
−∞

(
ψ(x′)δ(x′ − x)− 2m

~2
V (x′)ψ(x′)G(x, x′)

)
dx′

(3.30)

Por lo que la función de onda en términos de la función de Green es

ψ(x) =
2m

~2

∫ ∞
−∞

ψ(x′)V (x′)G(x, x′)dx′ (3.31)

Hasta ahora, se ha deducido el método de Green para resolver cualquier potencial
arbitrario V (x), sin embargo, a partir de ahora explotaremos que el potencial de interés
es periódico

V (x+ na) = V (x) (3.32)
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

y con el uso del teorema de Bloch

ψ(x+ na) = eiknaψ(x) (3.33)

haremos que la función de onda ψ(x) sea periódica con el periodo de V (x). Por lo que
la integral (3.31) escrita como la suma de las integrales sobre la celda unitaria es

ψ(x) =
2m

~2

∞∑
n=−∞

∫ (n+1)a

na
ψ(y)V (y)G(x, y)dy =

2m

~2

∞∑
n=−∞

∫ a

0
ψ(x′ + na)V (x′ + na)G(x, x′ + na)dx′

(3.34)

Sustituyendo (3.32), (3.33) y (3.23) en (3.34) se tiene que

ψ(x) = − im
~2κ

∞∑
n=−∞

eikna
∫ a

0
eiκ|x−x

′−na|ψ(x′)V (x′)dx′ =

− im

~2κ

∫ a

0
ψ(x′)V (x′)

( b(x−x′)/ac∑
n=−∞

ei(k−κ)naeiκ(x−x′) +
∞∑

n=b(x−x′)/ac+1

ei(k+κ)nae−iκ(x−x′)
)
dx′

(3.35)

donde bzc denota la función piso, la cual devuelve el máximo entero menor a z. Tras
sumar, obtenermos

ψ(x) = − im
~2κ

∫ a

0
ψ(x′)V (x′)

(
ei(k−κ)ab(x−x′)/aceiκ(x−x′)

1− e−i(k−κ)a
+

ei(k+κ)a(b(x−x′)/ac+1)e−iκ(x−x′)

1− ei(k+κ)a

)
dx′

(3.36)

Haciendo el cambio de variable u′ = x − x′ − ab(x− x′)/ac nos queda una función de
onda

ψ(x) = − m

~2κ

∫ a

0
ψ(x′)V (x′)e

ika
⌊
x−x′
a

⌋

(eika sin(κ(x− x′ − a
⌊

(x−x′)
a

⌋
))− sin(κ(x− x′ − a

⌊
x−x′
a

⌋
− a))

cos(κa)− cos(ka)

)
dx′

(3.37)

pero este último resultado comprueba el teorema de Bloch ya que la cantidad x− x′ −
a
⌊
x−x′
a

⌋
es periódica con el mismo periodo de potencial.
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3.1 Espectro de energía de una partícula en un cristal unidimensional perfecto

En el caso de que el potencial modelo sea el propuesto por Kronig Penney en límite
de deltas de Dirac como dispersores (3.1), la ecuación se reduce al integrar sobre la
celda unitaria

ψ(x) = −mv0

~2κ

∫ a

0
ψ(x′)δ(x′)e

ika
⌊
x−x′
a

⌋

(eika sin(κ(x− x′ − a
⌊

(x−x′)
a

⌋
))− sin(κ(x− x′ − a

⌊
x−x′
a

⌋
− a))

cos(κa)− cos(ka)

)
dx′

(3.38)

Integrando, nos queda

ψ(x)

ψ(0)
= −mv0

~2κ
eikab

x
ac
(
eika sin(κ(x− a

⌊
x
a

⌋
))− sin(κ(x− a

⌊
x
a

⌋
− a))

cos(κa)− cos(ka)

)
(3.39)

Esta es la función de onda que describe al sistema periódico de una serie in�nita de
deltas, la cual es periódica, con periodo a, justo como lo justi�ca el teorema de Bloch.

Observe que si además esto se cumple para toda x, en particular cuando x = 0, nos
dará una relación entre el vector de onda de la energía κ y el de la onda de Bloch k.

1 =
ψ(0)

ψ(0)
= −mv0

~2κ

(
sin(κa)

cos(κa)− cos(ka)

)
(3.40)

De donde obtenemos de nuevo la ecuación (3.14)

cos(ka) = cos(κa) + P
sin(κa)

κa
(3.41)

Sustituyendo (3.40) en (3.42) obtenemos la ecuación de onda

ψ(x)

ψ(0)
= eikab

x
ac
(
eika sin(κ(x− a

⌊
x
a

⌋
))− sin(κ(x− a

⌊
x
a

⌋
− a))

sin(κa)

)
(3.42)

El método de la función de Green, permite encontrar la función de onda del sistema
fácilmente y en una sección posterior la usaremos para resolver el sistema con una
vacancia.

3.1.3. Solución usando matrices de traslación, transferencia y de dis-

persión

En esta sección analizaremos el sistema como un problema de dispersores, de forma
que la función de onda se deforma al atravesar cada dispersor. Al ser la ecuación de
Schrödinger lineal, se pueden obtener ecuaciones lineales para describir los coe�cientes
de la función de onda los cuales se pueden acomodar en forma de matrices.
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

En nuestro sistema, el potencial externo está formado por una in�nidad de disper-
sores delta de Dirac igualmente espaciadas.

Suponga por simplicidad el caso de un único dispersor descrito por una delta v0δ(x)
situada en el origen x = 0 y para cualquier otra posición x 6= 0 el potencial es cero.
Cuando el potencial es cero, que sucede en toda x 6= 0, la función de onda solución de
Schrödinger es una combinación lineal de dos ondas libres dirigida a la derecha y a la
izquierda, tal que podemos denominar con A−0 y A+

0 a los coe�cientes que se relacionan
con la onda libre dirigida hacia la derecha del dispersor y por B−0 y B+

0 se relacionan
con la onda libre hacia la izquierda, mientras que el superíndice − o + indica si los
coe�cientes pertenecen a la onda antes o después de dispersor, respectivamente.

ψ(x < 0) = A−0 e
iκx +B−0 e

−iκx

ψ(x > 0) = A+
0 e

iκx +B+
0 e
−iκx (3.43)

En la �gura 3.1 se muestra el diagrama de un dispersor con forma de delta, se
muestran los coe�cientes de la onda libre descritos por las ecuaciones (3.43), observe
que se puede interpretar a A+

0 y B−0 como los coe�cientes de las ondas salientes y a A−0
y B+

0 los coe�cientes de las ondas entrantes.

B+
0

A−0 A+
0

B−0

Figura 3.1: Diagrama de un dispersor delta, se muestran los coe�cientes de la onda

libre

Como la ecuación de Schrödinger es lineal, los coe�cientes deben estar relacionados entre
sí mediante ecuaciones lineales, existen dos matrices usualmente usadas en los cursos
básicos de mecánica cuántica, la matriz de dispersión y la de transferencia.

La matriz de dispersión relaciona los coe�cientes de las ondas entrantes al dispersor
respecto de las salientes del mismo.

B−0 = S11A
−
0 + S12B

+
0

A+
0 = S21A

−
0 + S22B

+
0

(3.44)

o en forma matricial(
B−0
A+

0

)
=

(
S11 S12

S21 S22

)(
A−0
B+

0

)
= S

(
A−0
B+

0

)
(3.45)
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3.1 Espectro de energía de una partícula en un cristal unidimensional perfecto

Utilizando las condiciones de continuidad de la función de onda

A−0 +B−0 = A+
0 +B+

0 (3.46)

y de la discontinuidad de la derivada de la función de onda en la posición de la delta,
siguiendo el método análogo al de la ecuación (3.11) se tiene

dψ

dx
(0+)− dψ

dx
(0−)− 2mv0

~2
ψ(0) =

iκ
(
A+

0 −B
+
0 −A

−
0 +B−0

)
− 2mv0

~2
(A−0 +B−0 ) = 0

(3.47)

Las ecuaciones (3.46) y (3.47) pueden escribirse en forma matricial como

(
1 −1

1 + 2i Pκa 1

)(
B−0
A+

0

)
=

(
−1 1

1− 2i Pκa 1

)(
A−0
B+

0

)
(3.48)

Multiplicando por la matriz inversa, tenemos que la matriz de dispersión de una delta
es

S =
1

1 + i Pκa

(
−i Pκa 1

1 −i Pκa

)
(3.49)

Un resultado importante en mecánica cuántica es que la matriz de dispersión es unitaria,
debido a la conservación de probabilidad de la función de onda

SS† = I (3.50)

donde S† representa la matriz transpuesta conjugada de la matriz S e I la matriz iden-
tidad.

Además, como la función de onda conjugada cumple la misma ecuación de Schrödin-
ger, salvo que las amplitudes están invertidas, se tiene que cumplir que S es simétrica,
por lo que la matriz S es simétrica y unitaria.

Existe otra matriz que relaciona los coe�cientes de manera distinta, relaciona los
coe�cientes antes y después de cruzar el dispersor.

A+
0 = R11A

−
0 +R12B

−
0

B+
0 = R21A

−
0 +R22B

−
0

(3.51)

o en forma matricial(
A+

0

B+
0

)
=

(
R11 R12

R21 R22

)(
A−0
B−0

)
= R

(
A−0
B−0

)
(3.52)

A esta matriz R se le conoce como matriz de transferencia.
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

A partir de las ecuaciones lineales (3.44) se puede llegar a una relación entre ambas
matrices

A+
0 − (S12 + S22)B+

0 = (S11 + S21)A−0 −B
−
0

−A+
0 − (S12 − S22)B+

0 = (S11 − S21)A−0 −B
−
0 .

(3.53)

En forma matricial(
1 −S12 − S22

−1 −S12 + S22

)(
A+

0

B+
0

)
=

(
S11 + S21 −1
S11 − S21 −1

)(
A−0
B−0

)
(3.54)

Invirtiendo la matriz del miembro izquierdo y comparando con (3.58) nos queda

R =

(
R11 R12

R21 R22

)
=

1

S12

(
S2

12 − S11S22 S22

−S11 1

)
(3.55)

Esta expresión para la matriz de transferencia es análoga a la usada en [47], la cual
relaciona los coe�cientes de las amplitudes de la función de onda antes y después de
cruzar un dispersor.

En particular para nuestro problema tenemos

R =

(
1− i Pκa −i Pκa
i Pκa 1 + i Pκa

)
(3.56)

Análogamente podemos tomar la matriz inversa

R−1 =

(
1 + i Pκa i Pκa
−i Pκa 1− i Pκa

)
(3.57)

Por lo que (
A−0
B−0

)
= R−1

(
A+

0

B+
0

)
(3.58)

Una última matriz es necesaria para completar la descripción, la cual se denomina
matriz de traslación.

Cuando se quiere obtener la amplitud de la onda en un sistema trasladado, las ampli-
tudes tan sólo se ven modi�cadas por una fase respectiva. Si denominamos por A−1 y B−1
las amplitudes de las ondas, dirigidas hacia la derecha y la izquierda respectivamente,
antes de cruzar el dispersor situado en x = a, se cumple que

(
A−1
B−1

)
=

(
T11 T12

T21 T22

)(
A+

0

B+
0

)
= T

(
A+

0

B+
0

)
(3.59)

En nuestro caso, como en la región 0 < x < a no hay potencial, la matriz de traslación
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3.1 Espectro de energía de una partícula en un cristal unidimensional perfecto

a

B−0

A−0

B+
0

A+
0

B−1

A−1

B+
1

A+
1

Figura 3.2: Diagrama de dos dispersores delta donde se muestran los coe�cientes de la

onda libre

es diagonal y está dada por

T =

(
eiκa 0

0 e−iκa

)
(3.60)

En la �gura 3.2 se muestra un diagrama de dos dispersores delta donde se muestran
los coe�cientes de la onda libre, en la �gura se observan los coe�cientes A−0 , B

−
0 , A

+
0 ,

B+
0 , correspondientes a los coe�cientes antes y después de cruzar el primer dispersor

respectivamente y de manera análoga los coe�cientes A−1 , B
−
1 , A

+
1 , B

+
1 , correspondientes

a los coe�cientes del segundo dispersor.
Con esto se puede expresar la función de onda en cada región entre las deltas,

en particular partiendo de (3.59) y (3.60) podemos relacionar los coe�cientes que se
muestran el diagrama

(
A+

0

B+
0

)
= T−1

(
A−1
B−1

)
=

(
A−1 e

−iκa

B−1 e
iκa

)
(3.61)

sustituyendo en (3.43) el resultado de

ψ(0 < x < a) = A+
0 e

iκx +B−0 e
−iκx =

A−1 e
iκ(x−a) +B−1 e

−iκ(x−a)
(3.62)

Ahora se hace uso de estas dos últimas matrices para determinar los siguientes coe�-
cientes (

A−2
B−2

)
= T

(
A+

1

B+
1

)
= TR

(
A−1
B−1

)
(3.63)

O bien, haciendo uso de la inversa del producto de matrices

(
A−1
B−1

)
= R−1T−1

(
A−2
B−2

)
= P

(
A−2
B−2

)
(3.64)
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

donde se de�ne la matriz de transferencia

P =

(
(1 + i Pκa)e−iκa i Pκae

iκa

−i Pκae
−iκa (1− i Pκa)eiκa

)
(3.65)

que será de bastante utilidad.
Se de�ne la cantidad ξ como la mitad de la traza de la matriz P de forma que

ξ ≡ 1

2
Tr(P) = cosκa+

P

κa
sin κa (3.66)

Hasta ahora, el procedimiento anterior ha sido lo bastante general, para incluir un
número �nito de deltas como dispersores, separadas una distancia a.

Ahora consideremos el teorema de Bloch donde, en este caso, establece una conexión
entre los coe�cientes, nos dice que la función de onda está desfasada a lo más por una
onda libre caracterizada por el momento k de Bloch, en particular

(
A−1
B−1

)
= e−ika

(
A−2
B−2

)
(3.67)

que comparando con la ecuación matricial (3.64), nos queda una ecuación de eigenvalores

e−ika
(
A−2
B−2

)
= P

(
A−2
B−2

)
(3.68)

donde se tiene que satifacer la condición

det(P− e−ikaI) = 0 (3.69)

O bien, para una matriz cuadrada de 2× 2, es

0 = e−2ika − e−ika TrP + detP = e−2ika − 2e−ikaξ + detP (3.70)

Pero una de las propiedades de las matrices R, T y P es que su determinante es uno.
Por lo que la ecuación (3.70) se vuelve

cosκa+
P

κa
sin κa = ξ =

e−2ika + 1

2e−ika
= cos(ka) (3.71)

que es la relación de dispersión de Kronig-Penney (3.14).
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3.2 Cristal unidimensional in�nito con una imperfección

Donde las amplitudes de la función de onda pueden obtenerse con

B−2
A−2

=
e−ika − P11

P12
(3.72)

Al momento de diagonalizar la matriz P, nos damos cuenta que los eigenvalores cumplen
la ecuación característica

λ2 − λTrP + 1 = 0 (3.73)

dando por resultado
λ = ξ ±

√
ξ2 − 1 = e±ika (3.74)

Por lo que la matriz diagonalizada de P es

T =

(
eika 0

0 e−ika

)
(3.75)

pero esta matriz se puede interpretar como una matriz de traslación sobre el espacio
del momento k de Bloch.

3.2. Cristal unidimensional in�nito con una imperfección
Supongamos ahora que hay una imperfección, que se modela como un dispersor

delta adicional en el cristal en la posición x = x′, tal que el potencial puede expresarse
como la suma del potencial periódico tipo peine de Dirac V (x) es dado por (3.1) más
la delta que describe la imperfección

V (x) + (v′0 − v0)δ(x− x′) (3.76)

Observe que si x′ = Na con N algún entero entonces una delta con intensidad v′0
sustituye una delta del potencial periódico sirve como imperfección.

V (x)+(v′0−v0)δ(x−Na) =
N−1∑
n=−∞

v0δ(x−na)+v′0δ(x−Na)+
∞∑

n=N+1

v0δ(x−na) (3.77)

Al sustituir el potencial anterior para un valor arbitrario de x′ en la ecuación de
Schrödinger, la ecuación (3.16) sufre una modi�cación

(
d2

dx2
+ κ2 − 2m

~2
V (x)

)
ψ(x) =

2m

~2
(v′0 − v0)δ(x− x′)ψ(x) (3.78)

donde el potencial V (x) es dado por (3.1).
Observe que podemos tratar a la imperfección como el problema de un dispersor, ya

que para x 6= x′ la ecuación (3.78) satisface la ecuación de Schrödinger (3.16), la cual
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

tiene como solución (3.39).
La solución tiene el término de la onda con el vector de Bloch k, entonces tanto

la función de onda con k y −k satisface la ecuación de Schrödinger (3.16), esto es
consecuencia de que la ecuación diferencial es lineal, por lo que la función ψ y su
conjugado ψ̃ son solución, por lo que una combinación lineal de ambas, también lo es.

Para x < x′, la solución es

Ψ(x) = C−
ψ(x)

ψ(x′)
+D−

ψ̃(x)

ψ̃(x′)
(3.79)

y si x > x′, la solución es

Ψ(x) = C+ ψ(x)

ψ(x′)
+D+ ψ̃(x)

ψ̃(x′)
(3.80)

+-

- +

Figura 3.3: Diagrama de un cristal in�nito con dispersores delta iguales con excepción

de una delta distinta donde se muestran los coe�cientes de la onda de Bloch.

En la �gura 3.3 se muestra el diagrama de un cristal in�nito con dispersores delta
iguales con excepción de una delta distinta, se muestran los coe�cientes de la onda libre
descritos por las ecuaciones (3.79) y (3.80), observe que se puede interpretar a C+ y D−

como los coe�cientes de las ondas salientes y a C− y D+ los coe�cientes de las ondas
entrantes.

La condición de continuidad en x = x′ de la función de onda exige que

C− +D− = Ψ(x′−) = Ψ(x′+) = C+ +D+ (3.81)

Integrando la ecuación (3.78) alrededor de una vecindad x = x′ nos queda

C+
dψ
dx (x′+)

ψ(x′)
+D+

dψ̃
dx (x′+)

ψ̃(x′)
− C−

dψ
dx (x′−)

ψ(x′)
−D−

dψ̃
dx (x′−)

ψ̃(x′)
=

dψ

dx
(x′+)− dΨ

dx
(x′−) =

2m

~2

[
(v′0 − v0) + v0δx′,na

]
(C− +D−),

(3.82)
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3.2 Cristal unidimensional in�nito con una imperfección

donde

δi,j =

{
1 si i = j

0 si i 6= j
(3.83)

representa la delta de Kronecker. En caso de que no existiera la imperfección, entonces
la condición de discontinuidad de la derivada es

dψ

dx
(x′+)− dψ

dx
(x′−) =

2m

~2
v0ψ(x′)δx′,na (3.84)

y para su complejo conjugado

dψ̃

dx
(x′+)− dψ̃

dx
(x′−) =

2m

~2
v0ψ̃(x′)δx′,na (3.85)

Sustituyendo (3.84) y (3.85) en (3.82) nos queda

(C+ − C−)
dψ
dx (x′+)

ψ(x′)
+ (D+ −D−)

dψ̃
dx (x′+)

ψ̃(x′)
=

=
2m

~2
(v′0 − v0)(C− +D−) =

2

a
(P ′ − P )(C− +D−)

(3.86)

En forma matricial, la ecuación se escribe como −1 1
dψ̃
dx

(x′)

ψ̃(x′)
+ 2

a(P ′ − P ) −
dψ
dx

(x′)

ψ(x′)

( D−

C+

)
=

 1 −1

−
dψ
dx

(x′)

ψ(x′) −
2
a(P ′ − P )

dψ̃
dx

(x′)

ψ̃(x′)

( C−

D+

) (3.87)

Por lo que la matriz de dispersión es

S =
1

W + 2
a(P ′ − P )ψψ̃

(
− 2
a(P ′ − P )ψψ̃ W

W − 2
a(P ′ − P )ψψ̃

)
(3.88)

donde W (x′) = dψ̃
dxψ −

dψ
dx ψ̃ es el wronskiano de la ecuación diferencial.

Para determinar el wronskiano se usa la ecuación de la función de onda (3.42)
obtenida por el método de Green, lo que da

W (x′) =
−2iκψ2(0)

sin2(κa)
sin(ka) sin(κa) =

−2iκψ2(0)

sin(κa)
sin(ka) (3.89)
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

Y analogamente se obtiene el factor

ψ(x′)ψ̃(x′) =
ψ2(0)

sin2(κa)

[
sin2

(
κ(x′ −

⌊
x′

a

⌋
)

)
+ sin2

(
κ(x′ −

⌊
x′

a

⌋
− a)

)
− 2 cos(ka) sin

(
κ(x′ −

⌊
x′

a

⌋
)

)
sin

(
κ(x′ −

⌊
x′

a

⌋
− a)

)] (3.90)

Obviamente como la impureza se localiza en alguna de las posiciones de una delta
x′ = na, entonces el factor x′ −

⌊
x′

a

⌋
= 0 se anula, quedando

ψ(x′)ψ̃(x′) = ψ2(0) (3.91)

Las componentes de la matriz de dispersión S son

S11 = S22 =
(P ′ − P ) sinκa

−iκa sin ka+ (P ′ − P ) sinκa
(3.92)

S12 = S21 =
−iκa sin ka

−iκa sin ka+ (P ′ − P ) sinκa
(3.93)

Justo la matriz S presentará una divergencia si ocurre que

W (x′) +
2

a
(P ′ − P )ψ(x′)ψ̃(x′) = 0 (3.94)

Sustituyendo (3.89) y (3.91) en (3.94), para obtener

− 2iκ sin(ka) +
2

a
(P ′ − P ) sin(κa) = 0 (3.95)

Se propone una k compleja de forma que su parte real siempre esté en el límite de
la primera zona de Brillouin, de la forma

k = m
π

a
+ iη (3.96)

con m algún valor entero y η un valor real, que es la parte imaginaria de k, que al ser
sustituido en (3.14), nos queda

(−1)m cosh(ηa) = cosκa+
P

κa
sin(κa) (3.97)
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Sustituyendo (3.96) en (3.95)

(−1)m sinh(ηa) = −P
′ − P
κa

sin(κa) (3.98)

a estas ecuaciones se les conoce como relaciones de dispersión de Kronig Penney com-
plejas [49].

Utilizando la identidad pitagórica en las dos anteriores ecuaciones nos queda

cot(κa) =
κa

2P

[
1− P 2 − (P ′ − P )2

(κa)2

]
(3.99)

o bien,

κa cot(κa) =
(κa)2 + P ′2

2P
− P ′ (3.100)

A los factores P ′ y P les llamaremos impermeabilidad de la imperfección e impermea-
bilidad del cristal, respectivamente.

Observe que en el caso particular de que P ′ = 0, es decir, en el caso en que una de
las deltas fue removida del arreglo, la ecuación se reduce a

κa tan(κa) = 2P (3.101)

3.3. Cristal unidimensional in�nito con dos o más
imperfecciones

A partir de las componentes de la matriz de dispersión (3.93) y (3.92) la cual une dos
ondas de Bloch mediante una imperfección, se puede construir la matriz de transferencia
usando (3.55), obteniéndose

Ri =

 1− i (P ′−P ) sinκa
κa sin ka −i (P ′−P ) sinκa

κa sin ka

i (P ′−P ) sinκa
κa sin ka 1 + i (P ′−P ) sinκa

κa sin ka

 (3.102)

De hecho, uno puede obtener la matriz de dispersión a través de los elementos de la
de transferencia

S =
1

R22

(
−R21 1

R11R22 −R12R21 R12

)
. (3.103)

Se observa que la matriz de dispersión es singular cuando R22 = 0.
Por ejemplo, en el caso de una sola imperfección ocurre para

(P ′ − P ) sinκa = iκa sin ka (3.104)

que es la condición (3.95).
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

En el caso más general, si tenemos una imperfección con factor P1 entonces las
amplitudes de las ondas antes y después de cruzar la imperfección es

(
C+

1

D+
1

)
= R1

(
C−1
D−1

)
(3.105)

Ahora, supongamos que nos trasladamos l celdas unitarias se puede aprovechar el uso
de una traslación sobre el espacio del momento de Bloch, al usar la matriz de traslación
(3.75) y multiplicarlas l veces

T l =

(
eilka 0

0 e−ilka

)
(3.106)

la

D−1

C−1

D+
1

C+
1

D−2

C−2

D+
2

C+
2

Figura 3.4: Diagrama de un cristal in�nito con dispersores delta iguales y dos deltas

distintas donde se muestran los coe�cientes de la onda de Bloch.

En la �gura 3.4 se muestra un diagrama de un cristal in�nito con dispersores delta iguales
y dos deltas distintas, se observan los coe�cientes C−1 , D

−
1 , C

+
1 , D

+
1 , correspondientes a

los coe�cientes antes y después de cruzar el primer dispersor diferente respectivamente; y
de manera análoga los coe�cientes C−2 , D

−
2 , C

+
2 , D

+
2 , correspondientes a los coe�cientes

del segundo dispersor diferente.
Con ello, se puede aprovechar para encontrar las amplitudes entre dos imperfecciones

de coe�cientes P1 y P2 separados l1 celdas unitarias de ancho a

(
C+

2

D+
2

)
= R2

(
C−2
D−2

)
= R2T

l1

(
C+

1

D+
1

)
= R2T

l1R1

(
C−1
D−1

)
(3.107)

En general para un número de M imperfecciones separadas entre si un número lj de
celdas de ancho a entre sí, para 1 ≤ j ≤M − 1, se tiene

(
C+
M

D+
M

)
= M

(
C−1
D−1

)
(3.108)

con la matriz

M = RM

M−1∏
j=1

T ljRj (3.109)
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3.3 Cristal unidimensional in�nito con dos o más imperfecciones

observe que la matriz de dispersión es singular cuando M22 = 0.
En el caso de que se tienen dos impurezas iguales de forma que R1 = R2, se puede

determinar el termino diagonal M22 de la matriz M = R2T l1R1 = R1T l1R1

0 = M22 = x−2e−il1ka
[
x2 + 2ix− (1− e2il1ka)

]
(3.110)

cuya solución es
x = −i(1± eil1ka) (3.111)

donde

x ≡ κa sin ka

(P ′ − P ) sinκa
(3.112)

o bien, sustituyendo (3.112) en (3.111) tenemos

i sin ka

1± eil1ka
= (P ′ − P )

sinκa

κa
(3.113)

Haciendo uso de la ecuación (3.14) se observa que se puede escribir

cosκa+
P

P ′ − P
i sin ka

1± eil1ka
= cos ka (3.114)

Ahora imponiendo el momento de la onda de Bloch complejo ka = mπ + iηa sobre la
ecuación (3.113) se obtiene.

− (−1)m sinh ηa

1± (−1)ml1e−l1ηa
= (P ′ − P )

sinκa

κa
(3.115)

En cambio si se impone sobre la ecuación (3.114) se obtiene

cosκa = (−1)m
[
cosh ηa+

P

P ′ − P
sinh ηa

1± (−1)ml1e−ηl1a

]
(3.116)

Por otra parte, si se utiliza (3.97) y se sustituye en (3.113) se obtiene por ecuación

κa cotκa =
(κa)2 + (P ′ − P )2(1± (−1)ml1e−ηl1a)2 − P 2

2P
(3.117)

Observe de la ecuación anterior que cuando l1 → ∞ y η > 0, se obtiene la condición
para una sola imperfección (3.95).

Esto se interpreta como, cuando dos imperfecciones están lo su�cientemente alejadas
una de otra, no hay acoplamiento entre los efectos de ambas, por lo que el espectro se
asemeja al de una sola imperfección.
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

En el caso de tener un defecto donde P ′ = 0, las dos últimas ecuaciones son

cosκa = (−1)m
(

cosh ηa− sinh ηa

1± (−1)ml1e−ηl1a

)
(3.118)

κa cotκa =
(κa)2 + P 2[(1± (−1)ml1e−ηl1a)2 − 1]

2P
(3.119)

Ocupando la ecuación simultánea

(−1)m cosh(ηa) = cosκa+
P

κa
sin(κa) (3.120)

Estos importantes resultados fueron obtenidos en el trabajo de Saxon y Hutner [48].

3.4. Matriz de transferencia para M imperfecciones
separadas igualmente

De la ecuación (3.109), la cual describe la matriz de trasnferencia para un conjunto
de M vacancias se tiene que

M = RM

M−1∏
j=1

(
T ljRj

)
(3.121)

En el caso que suponemos que las imperfecciones son iguales la matriz de transferencia
de cada imperfección cumple que

Rj = R′ con j = 1, 2, ..,M (3.122)

Si además las imperfecciones se encuentran igualmente espaciadas

lj = l con j = 1, 2, ..,M (3.123)

A partir de ello, trabajemos con la diagonalización de la siguiente matriz

M =
M∏
j=1

(
T ljRj

)
=
(
T lR′

)M
(3.124)

En forma explícita la matriz T lR′ es

T lR′ =

(
R′11e

ilka R′12

R′21 R′22e
−ilka

)
(3.125)
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3.4 Matriz de transferencia para M imperfecciones separadas igualmente

Los eigenvalores resultantes de T lR′ son

λ± = <(R′11e
ilka)±

√
(<(R′11e

ilka))2 − 1 (3.126)

donde

<(R′11e
ilka) = cos lka+

1

x
sin lka

=(R′11e
ilka) = sin lka− 1

x
cos lka

(3.127)

y x viene dado por la expresión (3.112).
En este caso, para determinar la divergencia de la matriz de dispersión, tenemos que

usar que la entrada diagonal es M22 = 0, que es equivalente a

λM+ y+x− = λM− y−x+ (3.128)

que es equivalente a
λ+ −R′11e

ilka

λ− −R′11e
ilka

=

(
λ−
λ+

)M
(3.129)

sustituyendo explícitamente

−
√

(<(R′11e
ilka))2 − 1− i=(R′11e

ilka)√
(<(R′11e

ilka))2 − 1 + i=(R′11e
ilka)

=

(
<(R′11e

ilka)−
√

(<(R′11e
ilka))2 − 1

<(R′11e
ilka) +

√
(<(R′11e

ilka))2 − 1

)M (3.130)

O bien,

−
(
√

(<(R′11e
ilka))2 − 1− i=(R′11e

ilka))2

(=(R′11e
ilka))2 − (<(R′11e

ilka))2 + 1

=

(
<(R′11e

ilka)−
√

(<(R′11e
ilka))2 − 1

)2M
(3.131)

Consideremos los siguientes factores

(<(R′11e
ilka))2 − 1 =

(
1

x2
− 1

)
sin2 lka− 1

x
sin 2lka (3.132)

(=(R′11e
ilka))2 − (<(R′11e

ilka))2 + 1 = 1 +

(
1

x2
− 1

)
cos 2lka (3.133)
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3. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional in�nito

Proponiendo un vector de Bloch complejo k = mπ+ ηa, donde m es un número entero,
en las expresiones (3.127) obtenemos que

<(R′11e
ilka) = (−1)ml

(
cosh lηa+

1

x
sinh lηa

)
=(R′11e

ilka) = (−1)ml
(

sinh lηa− 1

x
cosh lηa

) (3.134)

y sustituyendo k compleja en los factores (3.132) nos queda

(<(R′11e
ilka))2 − 1 = −

(
1

x2
− 1

)
sinh2 lηa− i1

x
sinh 2lηa

(=(R′11e
ilka))2 − (<(R′11e

ilka))2 + 1 = 1 +

(
1

x2
− 1

)
cos 2lηa

(3.135)

En el caso en que la separación entre las deltas sea grande l→∞ tenemos que

<(R′11e
ilka) = (−1)ml

elηa

2

(
1 +

1

x

)
=(R′11e

ilka) = (−1)ml
elηa

2

(
1− 1

x

) (3.136)

y los factores se convierten en

(<(R′11e
ilka))2 − 1 = −

(
1

x
+ i

)2 e2lηa

4

(=(R′11e
ilka))2 − (<(R′11e

ilka))2 + 1 = 1 +

(
1

x2
− 1

)
e2lηa

2

(3.137)

cuya solución trivial es que
x = −i (3.138)

la cual corresponde a la solución de una sola imperfección (3.95), es decir cuando las
imperfecciones están muy separadas entre sí (l→∞), prácticamente se degenera al caso
de una sola imperfección, ya que no hay acoplamiento entre imperfecciones.
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Capítulo 4

Espectro de energía para una partícula en un

cristal unidimensional �nito

En el capítulo anterior se expuso con detalle los métodos de función de Green, matriz
de transferencia y de dispersión para encontrar la solución de un potencial de Kronig
Penney con una imperfección en el caso de un número in�nito de dispersores delta.

En este capítulo se propone estudiar el caso de un número �nito de dispersores
delta encerradas en una caja (condiciones de frontera de Dirichlet) o bien, en un anillo
simulando un cilindro que con�ne al gas (condiciones periódicas). Con esto queremos
con�rmar que en el laboratorio pueden ser creados estos potenciales para simular el
límite termodinámico al usar un número grande de dispersores.

En la �gura 4.1a se muestra un potencial cosenoidal V (x) = cos2(x) en el que se
le superpuso un pulso gaussiano. El potencial periódico cosenoidal sin imperfección es
usado para simular una red óptica [11].

Nuestra propuesta es que un pulso en superposición con esta red anula una de las
crestas, creando la vacancia.

En la �gura 4.1b se observa una aproximación al sencillo modelo que proponemos,
tratando de simular los máximos cosenoidales como pulsos gaussianos y la vacancia
como una remoción de uno de estos pulsos. Se recuerda al lector que en el límite en que
su desviación cuadrática tiende a cero, el pulso se convierte en una distribución delta
de Dirac.

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Potencial unidimensional cos2 que simula una red óptica con una super-

posición de un pulso gaussiano y (b) potencial de pulsos gaussianos con una vacancia.
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4. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional �nito

El potencial unidimensional con un número �nitoM de deltas igualmente espaciadas,
cada una con un coe�ciente de normalización de energía por longitud v0,j para 1 ≤ j ≤
M , es

V (x) =

M∑
j=1

v0,jδ(x− ja) (4.1)

En general, la función de onda entre dos deltas contiguas tiene por ecuación

ψn(x) = Ane
iκ(x−na) +Bne

−iκ(x−na) (4.2)

donde 0 ≤ (n− 1)a ≤ x ≤ na ≤ L = Ma.
Comparando con la expresión de la función de onda (3.62), se puede aprovechar

el uso de (3.65) la matriz de transferencia P entre cada dispersor delta separado una
distancia a es

Pj =

(
(1 + i

Pj
κa)e−iκa i

Pj
κae

iκa

−iPjκae
−iκa (1− iPjκa)eiκa

)
(4.3)

donde
Pj =

mv0,ja

~2
(4.4)

en analogía con (3.15). Así también, podemos de�nir

ξj =
1

2
Tr(Pj) = cosκa+

Pj
κa

sinκa (4.5)

Empecemos suponiendo un potencial formado por conjunto de N primeras deltas
iguales.

Por simplicidad para Pj = P , de�nimos

P =

(
(1 + i Pκa)e−iκa i Pκae

iκa

−i Pκae
−iκa (1− i Pκa)eiκa

)
(4.6)

Utilizando la matriz de transferencia P (4.6) se tiene que

(
A1

B1

)
= PN

(
AN+1

BN+1

)
(4.7)

Se de�ne la cantidad θ como

ξ =
1

2
Tr(P) = cosκa+

P

κa
sin κa ≡ cos(θ). (4.8)

Observe que el factor θ
θ = ka (4.9)
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4.1 Cristal con condiciones de frontera periódicas

es el producto del cuasimomento de Block k por la distancia de separación a entre las
deltas.

Por otro lado, para cualquier matriz P (de 2× 2) su ecuación característica es

λ2 − λTr(P) + detP = 0. (4.10)

Luego, por el teorema de Cayley-Hamilton el cual a�rma que cualquier matriz cuadrada
satisface su propia ecuación característica se tiene para P la ecuación

P2 − 2Pξ + I = 0 (4.11)

donde se ha utilizado que detP = 1 y ξ ≡ 1
2Tr(P).

De acuerdo con Mason [60], esto puede ser expresado en términos de los polinomios
de Chevyshev de segundo orden,

P2 = U1(ξ)P− U0(ξ)I (4.12)

donde UN (ξ) son los polinomios de Chevyshev de segundo orden grado N en ξ. De
manera que U0(ξ) = 1 y U1(ξ) = 2ξ.

Usando la regla de recursión de los polinomios de Chevyshev

UN (ξ) = 2ξUN−1(ξ)− UN−2(ξ) (4.13)

con n ≥ 2, es posible mostrar por inducción que cualquier potencia de P puede
reducirse a una combinación lineal de P y la matriz identidad I, así

PN = PUN−1(ξ)− IUN−2(ξ). (4.14)

Los polinomios de Chevyshev se pueden expresar en su forma trigonométrica

UN (cos θ) =
sin [(N + 1)θ]

sin θ
. (4.15)

4.1. Cristal con condiciones de frontera periódicas
En el caso de tener condiciones de frontera periódicas, se tiene una conexión entre

los coe�cientes de la última función ψM+1(x) y la primera ψ1(x) de forma que

(
A1

B1

)
=

M∏
j=1

Pj

(
AM+1

BM+1

)
=

 M∏
j=1

Pj

P

(
A1

B1

)
= M

(
A1

B1

)
(4.16)

Por lo que los coe�cientes (A1 , B1) es eigenvector de RP una ecuación con eigenvalor
uno.
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4. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional �nito

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Espectro de energía y (b) densidad de probabilidad del estado base con

11 deltas iguales P ′/P = 1 con condiciones de frontera periódicas.

4.1.1. Cadena cerrada, todas las deltas iguales

En el caso de tener una cadena de N deltas con el mismo factor de impermeabilidad,
se tiene la siguiente condición

(PN+1 − I)

(
A1

B1

)
= 0 (4.17)

Usando la relacion de Cayley mostrada (4.14) y la relación (4.8) junto con |P11|2 −
|P12|2 = 1. La ecuación secular de este problema se reduce a

U2
N (ξ) + (1 + UN−1(ξ))2 − 2ξUN (ξ)(1 + UN−1(ξ)) = 0 (4.18)

Haciendo a la variable cos(θ) = ξ, expresando a los polinomios de Chevyshev (4.15)
en su forma trigonométrica, excluyendo la raíz del denominador sin(θ) = 0 y usando
diversas relaciones trigonométricas nos queda la siguiente ecuación

2 sin(θ)2[1− cos((N + 1)θ)] = 0 (4.19)

Excluyendo el caso sin(θ) = 0, las soluciones son

cos((N + 1)θ) = 1 (4.20)

O bien,

θ =
2nπ

N + 1
con n ∈ Z = {0,±1,±2, . . .} (4.21)

que en el caso límite de tener un gran número de deltas se vuelve al caso continuo de
Kronig-Penney.

En la �gura 4.2a se muestra la relación de dispersión, la energía E en función de
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4.1 Cristal con condiciones de frontera periódicas

la parte real del factor θ = ka, para un anillo unidimensional de 11 deltas iguales. Se
observan valores discretos de energía, los cuales forman parte de las usuales bandas de
Kronig-Penney del cristal perfecto.

Estas energías discretas hacen que la funciones de onda cumplan Las condiciones
de frontera, en este caso, satisfacen la condición de frontera periódica (4.16), además
tenemos tantas energías por cada banda como número de deltas en el anillo tengamos,
por lo que cuando el número de deltas crece la banda adquiere más niveles de energía.
En el límite de tener una in�nidad de dispersores delta, se recupera el caso del espectro
continuo de bandas de Kronig-Penney que modela a un cristal perfecto.

En la �gura 4.2b se muestra la densidad de probabilidad del estado base con 11
deltas iguales P ′/P = 1 con condiciones de frontera periódicas. En ella se muestra que
la densidad de probabilidad es periódica con el mismo periodo del potencial, en este
caso, es la distancia a de separación entre las deltas.

Observe que en las posiciones donde se encuentran las deltas, la densidad de pro-
babilidad alcanza mínimos con derivada discontinua. En este caso de condiciones de
frontera periódicas la función de onda de la última celda se conecta con la primera.

4.1.2. Cadena cerrada, una delta diferente

En la �gura 4.3 se muestra un esquema de una cadena cerrada de deltas con el
mismo factor de impenetrabilidad de color amarillo y una de impenetrabilidad diferente,
marcada con un color rojo.

Figura 4.3: Esquema de una cadena cerrada de deltas con una diferente.

Suponiendo que la última celda se conecta a la primer celda por medio de una delta
con diferente valor de impermeabilidad. La ecuación para una delta diferente queda

(
AN+1

BN+1

)
= P′

(
AN+2

BN+2

)
(4.22)

donde P′ es la matriz de transferencia para una delta dada por

P′ =

(
(1 + iP

′

κa)e−iκa iP
′

κae
iκa

−iP ′κae
−iκa (1− iP ′κa)eiκa

)
(4.23)
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4. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional �nito

(a) (b)

Figura 4.4: (a) Espectro de energía y (b) densidad de probabilidad del estado base con

10 deltas iguales y una distinta con impenetrabilidad relativa P ′/P = 0.

Por la simetría de la cadena tenemos que ocupar la matriz (M = P′PM ) donde tene-
mos que la primera delta es la vacancia (delta distinta) y después todas las M deltas
siguientes son iguales. La ecuación secular es

0 = (M11 − 1)(M22 − 1)−M12M21

= 1− (M11 +M22) + |M11|2 − |M12|2
(4.24)

Debido a que la matriz es unimodular entonces se cumple que |M11|2 = 1 + |M12|2.
Luego, la ecuación se reduce a

M11 +M22 = 2 (4.25)

Por otra parte, usando la relación

P ′11P22 + P ′22P11 − P ′12P21 − P ′21P12 = 2 (4.26)

Por lo que al sustituir (4.8) y (4.26) en (4.25) nos queda

M11 +M22 = (P ′11P11 + P ′22P22 + P ′12P21 + P ′21P12)UM−1(ξ)

− (P ′11 + P ′22)UM−2(ξ) = (4ξξ′ − 2)UM−1(ξ)− 2ξ′UM−2(ξ)

= 2ξ′(2ξUM−1(ξ)− UM−2(ξ))− 2UM−1(ξ) = 2ξ′UM (ξ)− 2UM−1(ξ)

(4.27)

La cual sustituyendo en la ecuación (4.25) y reduciendo mediante la relación trigono-
métrica (4.15) nos da

sin [θ] = ξ′ sin [(M + 1)θ]− sin [Mθ] (4.28)

La cual en el caso particular en que ξ = ξ′ = cos[θ] nos regresa a la ecuación (4.21)
con deltas iguales.
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4.1 Cristal con condiciones de frontera periódicas

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Espectro de energía y (b) densidad de probabilidad del estado base con

10 deltas iguales y una distinta con impenetrabilidad relativa P ′/P = 1/2 con condiciones

de frontera periódicas.

En la �gura 4.4a se muestra la relación de dispersión, la energía E en función de la
parte real del factor θ = ka, para un anillo unidimensional de 11 deltas de la misma
impermeabilidad con excepto de una la cual se ha removido, es decir una delta distinta
con impenetrabilidad cero.

Se observan 10 valores discretos de energía por cada banda los cuales forman parte
de las usuales bandas de Kronig-Penney del cristal perfecto, sin embargo, unas energías
que no forman parte de las bandas permitidas del espectro usual del cristal perfecto.

Estas energías que no forman parte de las bandas permitidas del cristal perfecto les
corresponden un valor de θ = ka complejo, tal que su parte real se encuentra en los
bordes de la primera zona de Brillouin, es decir, <(θ) = mπ con m un entero. Entonces,
estos estados corresponden a los estados impuros, descritos en el capítulo anterior.

En el límite de tener una in�nidad de dispersores delta, se recupera el caso del
espectro continuo de bandas de Kronig-Penney que modela a un cristal perfecto, con
excepción de unas energías discretas en las bandas prohibidas, las cuales le corresponden
un cuasimomento complejo.

En la �gura 4.4b se muestra la densidad de probabilidad del estado base con 10 deltas
con impenetrabilidad igual P = 10 y una delta adicional removida con impenetrabilidad
P ′ = 0 con condiciones de frontera periódicas. En ella se muestra que la densidad de
probabilidad se distorsiona respecto al caso del cristal perfecto, de hecho, la densidad de
probabilidad se concentra en la vacancia y decae exponencialmente fuera de la vacancia.

De manera análoga, en la �gura 4.5a se muestra la relación de dispersión, la energía
E en función de la parte real del factor θ = ka, para un anillo unidimensional de 11
deltas de la misma impermeabilidad P = 10 con excepción de una, la cual tiene la mitad
del valor de impermeabilidad.

A pesar de la imperfección, se observan 10 valores discretos de energía por cada
banda del cristal perfecto, y débilmente separados, los valores discretos que no forman
parte de las bandas permitidas. Se necesita disminuir más el valor de impenetrabilidad
para que se pueda observar la separación de los estados impuros de las bandas.

En la �gura 4.5b se muestra la densidad de probabilidad del estado base con 10 deltas
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4. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional �nito

con impenetrabilidad igual P = 10 y una adicional con la mitad de la impenetrabilidad
de las demás P ′ = P/2 = 5 con condiciones de frontera periódicas. En ella se muestra
que la densidad de probabilidad se concentra cerca de las celdas que comparten la celda
imperfecta y decae exponencialmente en las demás celdas, di�ere del caso de la delta
vacante, en que, en este caso al tener una delta de menor impenetrabilidad, también hay
un cambio no suave en la posición de la delta, debido a la discontinuidad de la derivada
de la función de onda.

Es por esta razón que a P , se conoce como factor de impermeabilidad, debido a
que permite el paso de la densidad de probabilidad y entre mayor sea el valor de la
impenetrabilidad decae la probabilidad de que la partícula atraviese el dispersor delta.

4.1.2.1. Límite de Dirichlet

Cuando la impenetrabilidad de la delta diferente tiende a in�nito no hay transmisión
de la probabilidad, en este caso el sistema se interpreta como el problema de una pared
rígida. De la ecuación (4.8) tenemos que cuando la impermeabilidad P ′ de la delta
distinta es muy grande comparada con la intensidad de las otras deltas tenemos como
límite ĺımP ′→∞

ξ′

P ′ = sin(ka)
ka .

Dividiendo entre P ′ la ecuación secular (4.28) para la cadena cerrada y tomando el
límite anterior nos queda

sin(κa)

κa
sin [(M + 1)θ] = 0 (4.29)

Se obtiene la ecuación trivial del caso de un pozo de potencial de ancho a con κ = nπ
a .

Y la otra solución con M deltas iguales en una caja

θ =
nπ

M + 1
(4.30)

con n un número entero.
En la �gura 4.6 se muestra la densidad de probabilidad para el estado base con deltas

iguales, donde la delta diferente que une el anillo periódico es altamente impenetrable
P ′ →∞, por lo cual se observa como paredes impenetrables, lo que se convierte en un
problema con condiciones de frontera de Dirchlet.

En este caso la densidad de probabilidad se anula debido a la delta impenetrable,
como si fuera análogo al problema de una caja con paredes de potencial in�nito.

4.1.3. Estados impuros

Usando la identidad trigonométrica sin(a) + sin(b) = 2 sin((a+ b)/2) cos((a− b)/2)
y sin(arc cos(ξ)) =

√
1− ξ2 se reduce la ecuación (4.28) y eliminando el término

2 sin((M + 1)/2)θ)

2 cos

[
M − 1

2
θ

]
= 2ξ′ cos

[
M + 1

2
θ

]
(4.31)
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4.1 Cristal con condiciones de frontera periódicas

0 2 4 6 8 10
x/a

0

0.1

0.2

0.3

0.4

|ψ
(x)

|2

Figura 4.6: Densidad de probabilidad para el estado base con 11 deltas, 10 iguales y la

delta que une es altamente impenetrable, problema de Dirichlet.

Usando que sin(arc cos(ξ)) =
√

1− ξ2 entonces

cos

[
M − 1

2
θ

]
= cos

[
M + 1

2
θ

]
cos(θ) + sin

[
M + 1

2
θ

]
sin(θ)

= ξ cos

[
M + 1

2
θ

]
+
√

1− ξ2 sin

[
M + 1

2
θ

] (4.32)

Entonces sustituyendo la ecuación (4.32) dentro de (4.31) dejandonos

(ξ′ − ξ) cos

[
M + 1

2
θ

]
=
√

1− ξ2 sin

[
M + 1

2
θ

]
(4.33)

Existen diversas formas de expresar esta ecuación

tan

[
M + 1

2
θ

]
=

ξ′ − ξ√
1− ξ2

(4.34)

sin2

[
M + 1

2
θ

]
=

(ξ′ − ξ)2

1− ξ2 + (ξ′ − ξ)2
(4.35)

cos2

[
M + 1

2
θ

]
=

1− ξ2

1− ξ2 + (ξ′ − ξ)2
(4.36)

De estas ecuaciones se siguen que cuando ξ = ξ′ se tiene que

M + 1

2
θ = nπ con n ∈ Z = {0,±1,±2, . . .} (4.37)
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4. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional �nito

Vamos a ver que ocurre con las asíntotas de las ecuaciones (4.36) y (4.35)

1− ξ2 + (ξ′ − ξ)2 = 0 (4.38)

que sustituyendo explícitamente en términos de P y P ′ entonces

κa cot(κa) =
(κa)2 + P ′2

2P
− P ′ (4.39)

que es exactamente el resultado obtenido por Saxon y Steslicka [48], [49]. Esta nos
permite conocer las energías permitidas �impuras� entre las brechas antes prohibidas.

De hecho, sustituyendo cos(θ) = ξ en (4.38), nos queda

ξ′ = cos(θ) + i sin(θ) = eiθ (4.40)

Entonces tomando un θ complejo, de manera que

θ = mπ + iηa η > 0 (4.41)

Usando que cos(θ) = ξ entonces tenemos las ecuaciones de Kronig-Penney complejas
(3.98) y (3.97)

ξ = cos κa+ P
sin κa

κa
= (−1)m cosh ηa (4.42)

− (P ′ − P )
sin κa

κa
= (−1)m sinh ηa (4.43)

que son las ecuaciones para la imperfección sustitucional.
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Figura 4.7: Energía en función del momento de Bloch. En línea punteada (roja) es el

caso libre, en puntos (naranjas) los niveles en el caso de 10 deltas iguales y una vacancia,

en línea sólida (azul) el espectro de Kronig-Penney.
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4.2 Cristal imperfecto con condiciones de frontera de Dirichlet

En la �gura 4.7 se muestra la relación de dispersión, es decir, la energía como función
de la parte real del momento de Bloch. En línea punteada roja se muestra el espectro
libre con dispersión cuadrática, en puntos naranja los niveles en el caso de 10 deltas
iguales y una vacancia, en línea sólida azul el espectro de Kronig-Penney. De esta �gura
se observa que los puntos que satisfacen (n − 1)π < θ < nπ cumplen la ecuación
de Kronig-Penney, mientras que los puntos cuya parte real de θ se encuentran en los
múltiplos de π representan a los estados impuros, que satisfacen la ecuación (4.39).

Por lo que podemos decir que en el límite en el cual tenemos una in�nidad de
deltas, donde una se ha removido, tendremos el espectro continuo de bandas de Kronig-
Penney, pero se añaden estados permitidos entre las brechas antes prohibidas, los cuales
satisfacen (4.39).

4.2. Cristal imperfecto con condiciones de frontera de
Dirichlet

Para un cristal unidimensional con una imperfección encerrado en una caja de po-
tencial de ancho L, modelado por el modelo de Kronig-Penney en el límite de deltas,
se propone un potencial con N primeras deltas con intensidad v0, una distinta con
intensidad v′0 y otras M deltas con intensidad v0 de la forma

V (x) =


N∑
n=1

v0δ(x− na) + v′0δ(x− (N + 1)a) +
N+M+2∑
n=N+2

v0δ(x− na) si 0 < x < L

∞ si x ≤ 0 ó x ≥ L
(4.44)

donde L = (N +M + 2)a y a es la separación entre las deltas.

Figura 4.8: Esquema de potencial en función de la posición, en el que se muestran el

peine de Dirac en un pozo de potencial.

La función de onda entre dos deltas contiguas, para el problema de dispersión dado
este potencial se puede escribir como
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4. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional �nito





 

Figura 4.9: Energía en función de la parte real del cuasimomento de Bloch para 51

deltas con la de enmedio removida, con condiciones de Dirchlet.

ψ(x) =

{
ψn(x) = Ane

iκ(x−na) +Bne
−iκ(x−na) si (n− 1)a ≤ x ≤ na

0 si x ≤ 0 ó x ≥ L (4.45)

con n =1, 2, 3, ... , N +M + 2.
Utilizando matrices de transferencia para las N primeras deltas se tiene

(
A1

B1

)
= PN

(
AN+1

BN+1

)
(4.46)

donde P es la matriz de transferencia para una delta dada por (4.6) La ecuación para
la delta diferente queda (

AN+1

BN+1

)
= P′

(
AN+2

BN+2

)
(4.47)

donde P′ es la matriz de transferencia para una delta dada por (4.23)
La ecuación para las últimas M deltas es(

AN+2

BN+2

)
= PM

(
AN+M+2

BN+M+2

)
. (4.48)

De esta forma la ecuación matricial para todas las deltas queda(
A1

B1

)
= M

(
AN+M+2

BN+M+2

)
(4.49)

donde M = PNP′PM es una matriz 2× 2.
Utilizando las condiciones de frontera ψ(0) = e−iκaA1 + eiκaB1 = 0 y ψ(L) =
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4.2 Cristal imperfecto con condiciones de frontera de Dirichlet

AN+M+2 +BN+M+2 = 0 se tiene


e−iκa eiκa 0 0
−1 0 M11 M12

0 −1 M21 M22

0 0 1 1




A1

B1

AN+M+2

BN+M+2

 =


0
0
0
0

 , (4.50)

con Mij las elementos de la matriz M donde i, j =1, 2.
Para que exista solución no trivial debe cumplirse∣∣∣∣∣∣∣∣

e−iκa eiκa 0 0
−1 0 M11 M12

0 −1 M21 M22

0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (4.51)

Realizando el determinante y usando que M es matriz de transferencia (M11 = M∗22

y M12 = M∗21) la condición para que exista solución no trivial es

=
(
e−iκa(M11 −M12)

)
= 0, (4.52)

donde =(x) representa la parte imaginaria de x.
Para calcular el resultado de M11−M12 se resolverá la multiplicación matricial por

partes.
De�niendo R ≡ P′PM se tiene

R11 = P ′11 [P11UM−1(ξ)− UM−2(ξ)] + P ′12P
∗
12UM−1(ξ)

R12 = P ′11P12UM−1(ξ) + P ′12 [P ∗11UM−1(ξ)− UM−2(ξ)] .
(4.53)

De la misma forma M = PNR y por tanto

M11 = R11 [P11UN−1(ξ)− UN−2(ξ)] +R∗12P12UN−1(ξ)
M12 = R12 [P11UN−1(ξ)− UN−2(ξ)] +R∗11P12UN−1(ξ).

(4.54)

Usando las ecuaciones (4.53) y (4.54) se obtiene

M11 −M12 = UM−2(ξ)
{
UN−2(ξ)P

′ − UN−1(ξ)
(
P
′
P11 − P

′∗
P12

)}
+UM−1(ξ)

{
UN−1(ξ)

[
P11

(
P ′11P − P ′12P

∗
)
− P12

(
P ′∗11P

∗ − P ′∗12P
)]

−UN−2(ξ)
[
P ′11P − P ′12P

∗
]}

,

(4.55)

donde P
′ ≡ P ′11 − P ′12 y P ≡ P11 − P12.

De esta forma, usando la expresión anterior (4.8) podemos reescribir P y P
′
como

P = (1 + i Pκa)e−iκa − i Pκae
iκa = 2ξ − eiκa

P
′
= 2ξ′ − eiκa

(4.56)
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4. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional �nito

con ξ′ = cosκa+ v′ sincκa.
Luego, usando las expresiones (4.56) y después de un poco de algebra se tiene

P ′11P − P ′12P
∗

= 2ξP
′ − 1

P11P
′ − P12P

′∗
= 2ξ′P − 1

(4.57)

Por otro lado, usando la siguiente relación para los polinomios de Chebyshev

UM (ξ)UN (ξ) =

N∑
k=0

UM−N+2k(ξ), si M ≥ N,

se puede demostrar fácilmente que

UM−2(ξ)UN−2(ξ) = UM−1(ξ)UN−1(ξ)− UM+N−2(ξ)
UM−2(ξ)UN−1(ξ) = UM−1(ξ)UN−2(ξ) + UM−N−1(ξ)

.

Utilizando estas relaciones para los polinomios de Chebyshev y las expresiones (4.56)
y (4.57) la expresión (4.55) se reduce a

M11 −M12 =UM−1(ξ)UN−1(ξ)
[
P
′ − P + 2ξ(2ξ′P − 1)

]
+ UM−1(ξ)UN−2(ξ)

[
−2ξP

′ − 2ξ′P + 2
]

− UM+N−2(ξ)P
′ − UM−N−1(ξ)

(
2ξ′P − 1

)
,

(4.58)

De esta expresión podemos usar la relación de recurrencia (4.13), junto con la rela-
ción

UM−1(ξ)UN (ξ) = UM−N−1(ξ) + UM+N−1(ξ) + UM−1(ξ)UN−2(ξ) (4.59)

para obtener

M11 −M12 =UM−1(ξ)UN−1(ξ)
[
P
′ − P

]
+ UM−1(ξ)UN−2(ξ)

[
2ξ′P − 2ξP

′
]

+ UM+N−1(ξ)(2ξ′P − 1)− UM+N−2(ξ)P
′
,

(4.60)

Notemos que si P′ = P entonces P
′

= P y ξ = ξ′, la expresión se reduce al caso
M = PN+M+1, donde todas las deltas son iguales.

Sustituyendo las expresiones (4.56), (4.60) en (4.52) y realizando un poco de álgebra
se obtiene

sinκa
[
2ξ′UM+N (ξ)− UM+N−1(ξ

)
+ 2

(
ξ − ξ′)UM−1(ξ)UN−1(ξ)

]
= 0, (4.61)
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Figura 4.10: Densidad de probabilidad del estado base con 9 deltas en una caja 1D con

la de en medio removida en escala lineal (a) y en (b) escala logarítmica.

La solución trivial a esta ecuación es

κa = nπ, n = 0,±1,±2, . . .

la cual corresponde a los estados de energía para una caja vacía de ancho a.
Las soluciones no triviales estarían dadas por

2ξ′UM+N (ξ)− UM+N−1(ξ) + 2(ξ − ξ′)UM−1(ξ)UN−1(ξ) = 0 (4.62)

y expresando los polinomios de Chevyshev en su forma trigonométrica (4.15) se tiene
la siguiente ecuación trascendental para θ

sin [(M +N)θ] = 2ξ′ sin [(M +N + 1)θ] + 2(ξ′ − ξ)sin(Mθ) sin(Nθ)

sin(θ)
(4.63)

donde ξ = cos θ.
Para el caso de deltas iguales ξ′ = ξ = cos θ y usando la identidad

2 cos θ sin [(M +N + 1)θ] = sin [(M +N)θ] + sin [(M +N + 2)θ] ,

la expresión (4.63) se reduce a

sin(M +N + 2)θ = 0

cuya solución es
θ =

nπ

N +M + 2
, n = 0,±1,±2, . . .
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4. Espectro de energía para una partícula en un cristal unidimensional �nito

la cual lleva a la relación de dispersión para N +M + 1 deltas iguales

cos(κa) +
P

κa
sin(κa) = cos

(
nπ

N +M + 2

)
. (4.64)

En la �gura 4.9 se muestra tres bandas del espectro de la energía en función de la
parte real del cuasimomento de Bloch para 51 deltas con la de en medio removida, en
una estructura con condiciones de Dirchlet. Por cada banda hay 50 valores de energía
discretos que forman parte de las bandas permitidas del espectro del cristal perfecto, sin
embargo, se observan los usuales estados impuros que les corresponden a cuasimomentos
de Bloch con la parte real múltiplo de π y con valores de energía real encontradas en
las bandas prohibidas del cristal perfecto. Se observa en particular que el estado más
bajo de energía, conocido como el estado base, corresponde al primer estado impuro.
Asimismo, con la ecuación (4.63) se puede obtener numéricamente los valores de las
energías correspondientes a los estados impuros.

En la �gura 4.10a se muestra la densidad de probabilidad del estado base con 9
deltas en una caja 1D con la de enmedio removida en escala lineal y en escala logarit-
mica 4.10b. Se observa que la densidad de probabilidad se anula en las paredes debido
a las condiciones de frontera de Dirichlet. La densidad de probabilidad se concentra
fuertemente en la vacancia, de hecho, en la escala logarítmica se muestra que la densi-
dad de probabilidad es simétrica respecto a la vacancia y decae de manera exponencial,
por lo que se anula rápidamente fuera de la vacancia. A este efecto se le conoce como
localización fuerte y se ha observado previamente en la función de onda electrónica del
modelo de Anderson [61].

En el siguiente capítulo analizaremos las propiedades termodinámicas de un gas de
bosones en estas estructuras y se aprovechara que existe una brecha energética entre
la energía del estado base, correspondiente al primer estado impuro, y el primer estado
excitado, la energía más baja de la primera banda permitida del cristal perfecto.
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Capítulo 5

Gas de Bose en un cristal unidimensional

En éste capítulo se exponen las propiedades termodinámicas de un gas ideal de
bosones de masa m no interactuantes sujetos en un potencial externo que modela una
estructura cristalina unidimensional, usando los espectros de energía para una partícula
descritos en los dos capítulos anteriores.

Debido a que el espectro de un cristal con una vacancia discutido en capítulos previos
presenta una brecha de energía entre la energía del estado base y la del primer excitado,
este sistema unidimensional se puede aprovechar para obtener una condensación de
bosones en el estado impuro de más baja energía a una temperatura �nita no cero, de
manera análoga al sistema mostrado en el Capítulo 2.

Con el propósito de analizar las propiedades de nuestro sistema de interés, se busca
adimensionalizar tres cantidades: la longitud, la energía y la temperatura.

5.1. Espectro de energía como función de la separación
entre las deltas

Se toma como sistema de referencia el gas ideal de bosones libres cuyas propieda-
des están reportadas usualmente en la literatura [2] y que presenta la condensación
Bose-Einstein a una temperatura diferente de cero. La conexión entre nuestros sistemas
bosonicos y el gas ideal libre será la densidad de partículas que consideraremos iguales
y que mantenemos constante.

Por lo que se ocupan como cantidades para normalizar a la temperatura crítica
de un gas de bosones T0 en una caja tridimensional, la longitud de onda térmica del
gas asociada a dicha temperatura λ0 y como energía el producto de la constante de
Boltzmann por la temperatura kBT0.

De esta forma, se de�ne la variable a0 como la razón entre el espaciamiento de la
delta y la longitud de onda térmica en la temperatura crítica T0, que cumple que su
cuadrado es

a2
0 ≡

(
a

λ0

)2

=
2πma2

~2

kBT0

4π2
(5.1)

Con esta cantidad se puede normalizar el factor de impermeabilidad (3.15) para
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

remover la dependencia en el valor de a.

P = P0a0 con P0 ≡
mv0λ0

~2
(5.2)

Análogamente se puede normalizar el factor de impenetrabilidad de una delta que
describa a una imperfección como

P ′ = P ′0a0 con P ′0 ≡
mv′0λ0

~2
(5.3)

Con la normalización de los parámetros se puede elegir un valor especí�co de P0 y P ′0,





Figura 5.1: Espectro de energía en unidades de ~2/2ma2 como función de a0 y 1/a0 de

un cristal unidimensional in�nito con P0 = 10 y una vacancia P ′0 = 0.

en particular, para nuestras siguientes grá�cas se toma el valor P0 = 10, que describe
al factor de impenetrabilidad normalizado de las deltas iguales.

5.1.1. Efecto de la separación entre las deltas sobre el espectro de

energía

En la �gura 5.1 se muestra el espectro de energía en unidades de ~2/2ma2 como
función de a0, donde se observan tres bandas en regiones coloreadas junto con sus
respectivos estados impuros para un cristal unidimensional in�nito con una imperfección
con P0 = 10, obtenidas por las ecuaciones (3.14) y (3.101). Se observa que el borde
superior de la n-ésima banda corresponde a la energía (nπ)2 en unidades de ~2/2ma2,
independientemente del valor de a0. En el límite a0 → 0 se obtiene un espectro continuo
sin bandas, mientras que en el límite en que a0 →∞ cada nb-ésima banda se estrecha en
el mismo valor (nπ)2, mientras que el n-ésimo estado impuro corresponde a

(
(n− 1

2)π
)2.

Observe que el intervalo de a0 se divide en dos regiones: para a0 ≤ 1 se gra�ca la energía
en función de a0, mientras que para a0 > 1 se gra�ca en función de 1/a0, cubriéndose
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5.1 Espectro de energía como función de la separación entre las deltas

un intervalo de cero a in�nito. Esta esquema generaliza las �guras obtenidas por G.
Guijarro [55].

Figura 5.2: Brecha entre el estado base y el primer estado excitado en unidades de

~2/2ma2 como función de a0 y 1/a0 de un cristal unidimensional in�nito con P0 = 10 y

una vacancia P ′0 = 0.

En la �gura 5.2 se muestra la brecha ∆ entre el estado base y el primer estado
excitado en unidades de ~2/2ma2 como función de a0 y 1/a0 de un cristal unidimensional
in�nito con una imperfección para P0 = 10. En el límite a0 → 0 la brecha tiende a cero
de forma cuadrática ∆/~2/2ma2 ≈ (P0a0)2 → 0, mientras que en el límite en que
a0 →∞ el valor de la brecha tiende a un valor �nito ∆/~2/2ma2 → 3

4π
2.

Sin embargo, esta normalización no es conveniente para encontrar la dependencia
explícita de la energía como función de a0, ya que la normalización ~2/2ma2 depende
del valor de a. De esta manera se elige normalizar la energía en función de la energía
térmica kBT0 de la siguiente forma

ε =
1

4πa2
0

(
ε

~2/2ma2

)
kBT0 (5.4)

La �gura 5.3 muestra el espectro de energía en unidades de kBT0 como función de a0.
donde se observan cuatro bandas en regiones coloreadas junto con sus respectivos estados
impuros para un cristal unidimensional in�nito con una imperfección con P0 = 10,
obtenidas por las ecuaciones (3.14), (3.101) y la normalización (5.4).

En el límite en que a0 → ∞ la distancia entre las deltas es grande en comparación
con la interacción entre los bosones, por lo que tiene al espectro de energía de gas ideal
libre, lo cual se muestra con la unión de todas las bandas se colapsan en un punto.

En la �gura 5.4 se muestra que la brecha entre el estado base y el primer estado
excitado en unidades de kBT0 es decreciente como función de a0 con P0 = 10. En el
límite cuando a0 →∞ se tiene un espectro continuo de gas ideal libre donde la brecha
tiende a cero, en cambio se observa que cuando a0 → 0, la brecha tiende a un valor
�nito ∆/kBT0 → P 2

0 /4π, en particular para P0 = 10 el límite es 25/π.
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

Figura 5.3: Espectro de energía en unidades de kBT0 como función de a0 y 1/a0 de un

cristal unidimensional in�nito con P0 = 10 y una vacancia P ′0 = 10.

Figura 5.4: Brecha ∆ entre el estado base y el primer estado excitado en unidades de

kB/T0 como función de a0 y 1/a0 de un cristal unidimensional in�nito con P0 = 10 y

una vacancia P ′0 = 0.

5.1.2. Casos límite: separación entre deltas estrecha y amplia

En la �gura 5.5 se muestran dos límites en el sistema in�nito de deltas, una donde la
separación entre las deltas es muy estrecha a0 → 0 y otra en donde la separación es
muy grande a0 →∞.

En el caso cuando a0 → 0, la separación entre las deltas disminuye, de manera que
los dispersores en forma de deltas se concentran densamente entre sí de forma que queda
un potencial residual constante, salvo una de ellas que es la imperfección. Sin embargo,
la física del sistema no cambia si se le resta un potencial constante, de manera que si
se resta dicho potencial residual se anula la contribución de todos los dispersores salvo
el de la imperfección, lo cual se convierte en el problema de un solo dispersor en forma
de delta atractiva (con una impermeabilidad negativa). Este es un problema clásico de
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5.1 Espectro de energía como función de la separación entre las deltas

(a)

(b)

Figura 5.5: Interpretación de un sistema in�nito de deltas donde la separación (a) es

muy estrecha a0 → 0 y (b) la separación es muy grande a0 →∞.

los libros de Cuántica [62] para tratar el problema de estados ligados.
El problema a tratar sería el de un potencial de la forma V (x) = −|v0|δ(x), que re-

presenta un dispersor δ de Dirac atractivo. El problema está resuelto en diversos textos,
en los cuales dividen las soluciones para la energía en dos casos. Para E > 0 se tienen
estados de dispersión en el que se puede tomar cualquier energía positiva (desde 0 hasta
in�nita) y por las condiciones de frontera del dispersor se pueden obtener coe�cientes
de re�exión y transmisión de tunelamiento. En cambio para el energía negativas E < 0,
se obtiene un único estado ligado, al cual le corresponde una energía de

E = −mv
2
0

2~2
(5.5)

y que en este caso sería el estado con energía más baja, el estado base.
Debido a que la energía para el primer estado excitado es cero, entonces la brecha

energética sería el valor absoluto de la energía ligada, esto justi�ca el valor �nito de la
brecha en la �gura 5.4 en el límite a→ 0.

En el caso contrario, el límite nos conduce al espectro continuo de una partícula
libre unidimensional, de manera que su energía es cuadrática respecto al momento de
la misma, este sistema corresponde a uno sin transición de fase.

5.1.3. Temperatura crítica de un gas de bosones como función de la

separación entre deltas

A partir de este momento, nos concentraremos en obtener las propiedades termodi-
námicas de un gas de bosones sin interacciones en estructuras cuasiperiódicas descritas
por el modelo presentado en los capítulos anteriores.

La distribución de Bose-Einstein expresa el número de bosones en cada estado ener-
gético. El número total de partículas bosónicas en la estructura se obtiene sumando el
número de partículas en cada posible energía del espectro para cada banda desde la
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

primera hasta el número total de bandas Nb.

N =
1

eβ(εI,1−µ) − 1
+

Nb∑
n=1

1

eβ(εI,n−µ) − 1
+

L

πa

Nb∑
n=1

∫ π

0

d(ka)

eβ(εn(k)−µ) − 1
(5.6)

Figura 5.6: Temperatura crítica Tc en unidades de T0 como función de a0 y 1/a0 de un

cristal unidimensional in�nito con una imperfección para P0 = 10.

Observe que en la suma separamos la contribución de las energías correspondientes
a los estados impuros entre cada n-ésima banda (3.101) εI,n de la suma de las integrales
sobre la primera zona de Brillouin (PZB) de los estados εn(k) con energía dada por la
relación de Kronig Penney (3.14), y a su vez separamos la contribución del estado base
correspondiente al primer estado impuro εI,1. Además en el último término se encuentra
la longitud de nuestro sistema unidimensional L, por lo que por consistencia, podemos
normalizar la densidad unidimensional N/L con la densidad ρ0 de un gas tridimensional
de bosones

N

L
= ρ

1/3
0 =

ζ(3
2)

1
3

λ0
(5.7)

Por lo que la ecuación de número se reduce a

1 =
1

N

1

eβ(εI,1−µ) − 1
+

1

N

Nb∑
n=1

1

eβ(εI,n−µ) − 1
+

1

πζ(3
2)

1
3a0

Nb∑
n=1

∫ π

0

d(ka)

eβ(εn(k)−µ) − 1
(5.8)

Justo por encima de una temperatura, conocida como temperatura crítica Tc, los dos
primeros términos son despreciables ya que las partículas pre�eren estar en los estados
excitados correspondientes a las bandas de energía. Además en esta temperatura el
potencial químico alcanza su máximo y es igual numéricamente al estado base, en este
caso el estado impuro con energía más baja εI,1.
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1 =
1

πζ(3
2)

1
3a0

Nb∑
n=1

∫ π

0

d(ka)

eβc(εn(k)−εI,1) − 1
con βc ≡

1

kBTc
(5.9)

De esta ecuación, como existe una brecha entre la energía del estado más bajo de
la primera banda y el estado base correspondiente al primer estado impuro, entonces
tenemos una situación similar al caso del segundo capítulo (2.5), el cual presentaba una
temperatura crítica distinta de cero aún en sistemas dimensión menor a 3.

La �gura 5.6 muestra la temperatura crítica Tc como función de a0 para un cristal
unidimensional de impermeabilidad in�nito P0 = 10 con una vacancia con P ′0 = 0. Se
muestra que es la temperatura crítica es decreciente conforme a0 crece, y alcanza un
valor �nito para a0 → 0, teniendo un comportamiento análogo a la brecha energética
que se muestra en la �gura 5.4.





Figura 5.7: Espectro de energía en unidades de ~2/2ma2 como función del factor de

impermeabilidad de la imperfección P ′0 de un cristal unidimensional in�nito con una

imperfección con P0 = 10.

5.2. Magnitud de la brecha energética como función de la
impermeabilidad de la imperfección

En la sección anterior calculamos las propiedades tomando que la imperfección, la
delta con factor de impermeabilidad P ′0 diferente a la impermeabilidad del cristal P0,
es una vacancia, es decir P ′0 = 0.

Sin embargo, si se quiere generalizar el problema, se ocupa la ecuación para los es-
tados impuros que depende del factor de impermeabilidad P ′0 de la imperfección (3.100)
junto con el modelo estándar de Kronig-Penney (3.14) para determinar la dependencia
del espectro con respecto a la impermeabilidad P ′0.

La �gura 5.7 muestra el espectro de energía en unidades de ~2/2ma2 como función
del factor de impermeabilidad de la imperfección P ′0 > 0 de un cristal unidimensional
in�nito con una imperfección con P0 = 10, el intervalo en la �gura marca desde que
la razón de impermeabilidades P ′0/P0 es cero hasta dos. Se observa que cuando las
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

Figura 5.8: Brecha energética entre el estado base impuro y el primer estado excitado

en unidades de ~2/2ma2 como función del factor de impermeabilidad de la imperfección

P ′0 de un cristal unidimensional in�nito con una imperfección con P0 = 10.

Figura 5.9: Temperatura crítica Tc en unidades de T0 como función del factor de

impermeabilidad de la imperfección P ′0 de un cristal de un cristal unidimensional in�nito

con P0 = 10 y una vacancia P ′0 = 0.

impermeabilidades son iguales P ′0 = P0 entonces los estados impuros se pegan al borde
inferior de las bandas, es decir desaparecen estos estados impuros debido a que el cristal
se vuelve periódico nuevamente.

La �gura 5.8 muestra la brecha energética entre el estado base impuro y el primer
estado excitado como función del factor de impermeabilidad de la imperfección P ′0, se
muestra que alcanza un mínimo justo cuando P ′0 = P0, lo cual es lógico, puesto que
desaparecen los estados impuros. Esta brecha se re�eja en la �gura 5.9, la cual muestra
la temperatura crítica Tc como función de P ′0, la cuál presenta un mínimo en el mismo
valor P ′0 = P0. Observe que la temperatura crítica es cero justo en el momento en que
no hay imperfección, ya que se recupera el caso periódico unidimensional el cual no
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presenta transición de fase.
Es por esta razón que nuestros cálculos posteriores, sin perder generalidad, se utili-

zará de manera preferencial valores especí�cos de a0 = 1 y de P ′0 = 0.

5.3. Cristal �nito en comparación con el cristal in�nito
unidimensional con una imperfección

Hasta ahora hemos analizado el comportamiento de la temperatura crítica donde se
presenta la transición de fase de condensación en el caso de un cristal in�nito, ya que el
cristal �nito no presenta una transición de fase de manera estricta, ya que su espectro
está formado por niveles discretos de energía como se presentó en el capítulo anterior.
Sin embargo, el cristal in�nito es una construcción teórica, por lo que en este capítulo
se muestra que en el límite de colocar una gran cantidad de dispersores en el sistema
�nito podemos llegar a un comportamiento similar en las propiedades termodinámicas
de un sistema in�nito.

5.3.1. Propiedades termodinámicas

El potencial químico para un gas de bosones dentro del cristal in�nito puede ob-
tenerse a partir de la ecuación de número (5.6), de hecho en el caso in�nito debido al
límite termodinámico, para temperaturas por debajo de la temperatura crítica T < Tc
el potencial químico toma la energía más baja, en este caso la energía del primer estado
impuro. Mientras que para temperaturas mayores que la crítica T > Tc se puede obtener
el potencial químico se obtiene por medio de

N =
L

πa

Nb∑
n=1

∫ π

0

d(ka)

eβ(εn(k)−µ) − 1
(5.10)

donde se desprecian el número de partículas correspondientes a los estados impuros. En
términos de la normalización se convierte

1 =
1

πζ(3
2)

1
3a0

Nb∑
n=1

∫ π

0

d(ka)

eβ(εn(k)−µ) − 1
con T > Tc (5.11)

Mientras que para el sistema de un cristal �nito conM deltas con misma impermea-
bilidad P0 y espaciadas igualmente, más una vacancia centrada en medio de las mismas
con condiciones de frontera de Dirichlet, tenemos por ecuación de número

N =
1

eβ(ε1,1−µ) − 1
+

Nb∑
n=2

1

eβ(εn,1−µ) − 1
+

Nb∑
n=1

M+1∑
j=2

1

eβ(εn,j−µ) − 1
(5.12)

Se denota por εn,j a la energía del nivel discreto j-ésimo correspondiente a la n-ésima
banda obtenidos por la relación de dispersión (4.28) del cristal �nito. Las energías ε1,j

con j = 1, ..., Nb denotan los niveles de energía que corresponden a los estados impuros,
los cuales no forman parte de las bandas del modelo de Kronig-Penney.
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

/

Figura 5.10: Potencial químico µ/kBT0 como función de la temperatura normalizada

T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia (P ′0 = 0) para números �nitos de

deltas e in�nito con P0 = 10 y a0 = 1.

Por cada banda de energía hay M + 1 niveles discretos de energía del cristal �nito,
mientras más dispersores se colocan dentro del cristal las bandas se poblan densamente
formando en el límite el comportamiento de un cristal in�nito que obedece la relación
de dispersión de Kronig-Penney, esto se debe re�ejar en las propiedades termodinámicas
del cristal �nito.

Nuevamente normalizaremos la densidad del sistema con la densidad ρ0 de un gas
tridimensional de bosones

N

(M + 1)a
= ρ

1/3
0 =

ζ(3
2)

1
3

λ0
(5.13)

ya que consideramos que la longitud de nuestro sistema �nito es (M + 1)a. Con lo
que la ecuación de número (5.12) se reduce a

1 =
1

ζ(3
2)

1
3 (M + 1)a0

 1

eβ(ε1,1−µ) − 1
+

Nb∑
n=1

1

eβ(εn,1−µ) − 1
+

Nb∑
n=1

M+1∑
j=2

1

eβ(εn,j−µ) − 1


(5.14)

Con esta ecuación podemos obtener el potencial químico µ para cada temperatura
T . Nuestro estado base ε0 corresponde al primer nivel de energía, por lo que denotamos
por simplicidad al estado base como

ε0 ≡ ε1,1 (5.15)
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En la �gura 5.10 se muestra el potencial químico en función de la temperatura
normalizada T/T0 de un sistema cristalino unidimensional en diferentes condiciones.
En línea punteada color olivo se muestra el caso del cristal con un número in�nito de
deltas perfecto (sin vacancias), en línea sólida color violeta se muestra el caso con una
in�nidad de deltas con una removida (una vacancia), las otras curvas corresponden al
caso de un cristal con número �nito de deltas en una caja (condiciones de frontera de
Dirichlet).

Se observa que en el caso in�nito sin vacancias, no hay condensación, de hecho
siempre tiene un comportamiento monótono decreciente, partiendo desde la energía del
estado base correspondiente a la energía más baja de la primera banda de energía de
Kronig Penney perfecto. En cambio para el caso in�nito con una vacancia se observa el
cambio brusco de pendiente correspondiente a la transición de fase en la temperatura
crítica T/T0 ≈ 0.82793. Para temperatura menor que la crítica, el potencial químico
toma el valor de la energía del primer estado impuro, correspondiente al estado base.

En el caso del cristal con un número �nito de deltas, el cual puede ser sintetizado en
un laboratorio, observamos que el potencial químico parte desde la energía del primer
estado impuro y decrece lentamente, aunque el sistema en sí no presenta una transición
de fase, podemos aproximarnos al caso in�nito con una imperfección.

)

)

Figura 5.11: Energía interna (U − Nε0)/NkBT como función de la temperatura nor-

malizada T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia (P ′ = 0) para números

�nitos de deltas e in�nito con P0 = 10 y a0 = 1.

5.3.1.1. Energía interna

La energía interna menos el producto del número de partículas por el estado base
U − Nε0 en unidades de NkBT para el cristal �nito usando la normalización anterior
queda como
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

U −Nε0

NkBT
=

1

ζ(3/2)1/3(M + 1)a0

 Nb∑
j=1

β(εn,1 − ε0)

eβ(εn,1−µ) − 1
+

Nb∑
n=1

M+1∑
j=2

β(εn,j − ε0)

eβ(εn,j−µ) − 1


(5.16)

En el límite del cristal in�nito, la contribución del primer término correspondiente a
los estados impuros es despreciable en comparación con el segundo término debido a que
las bandas se llenan densamente de niveles de energía formando una banda continua,
de manera que la suma sobre los niveles de energía por banda se vuelve una integral
sobre las energías de la relación de dispersión de Kronig Penney (3.14).

U −Nε0

NkBT
=

1

ζ(3/2)1/3πa0

(
Nb∑
n=1

∫ π

0

β(εn(k)− ε0)

eβ(εn(k)−µ) − 1

)
(5.17)

En la �gura 5.11 se muestra la energía interna (U −Nε0)/NkBT como función de
la temperatura de un cristal unidimensional con una imperfección. En esta grá�ca se
observa que a temperaturas bajas T/T0 → 0 la energía interna toma el múltiplo del
número de partículas por estado base U → Nε0, luego la función es creciente conforme
la temperatura crece hasta llegar a un valor máximo en la temperatura crítica T = Tc.
Despúes de cruzar la temperatura crítica la función decrece y a temperaturas altas
tiende a un valor constante 1/2 característico de un gas ideal clásico unidimensional,
con un comportamiento similar a la �gura 2.4.

5.3.1.2. Calor especí�co isocórico

Figura 5.12: Derivada del potencial químico ∂µ/kB∂T como función de la temperatura

normalizada T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia (P ′0 = 0) para números

�nitos de deltas e in�nito con P0 = 10 y a0 = 1.
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Con la �nalidad de estudiar más a detalle la transición de fase, estudiamos el calor
especí�co y para ello necesitamos la derivada del potencial químico. El potencial químico
del cristal in�nito es continuo, pero no es suave en la temperatura crítica, entonces su
derivada en discontinua en T = Tc. En cambio, el potencial del cristal �nito es siempre
suave y continuo.

Para encontrar la derivada del potencial químico del cristal �nito debemos derivar
implícitamente la ecuación de número (5.14), luego su resultado es el cociente entre los
siguientes dos términos: el numerador

num = −
Nb∑
n=1

M+1∑
j=1

eβ(εn,j−µ)β(εn,j − µ)(
eβ(εn,j−µ) − 1

)2 (5.18)

y el denominador

den =

Nb∑
n=1

M+1∑
j=1

eβ(εn,j−µ)(
eβ(εn,j−µ) − 1

)2 (5.19)

tal que la derivada del potencial químico respecto a la temperatura es

1

kB

∂µ

∂T
=
num

den
(5.20)

la cual es válida para toda temperatura.

Figura 5.13: Calor especí�co isocórico CV /NkB como función de la temperatura nor-

malizada T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia (P ′0 = 0) para un número

�nito de deltas e in�nito con P0 = 10 y a0 = 1.

En cambio en el caso del cristal in�nito, para temperaturas menores que la crítica el
potencial químico toma la energía del estado base, además los términos (5.18) y (5.19)
se convierten en la suma de integrales.
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5. Gas de Bose en un cristal unidimensional

Al derivar implícitamente respecto a la temperatura podemos obtener la parcial del
potencial químico respecto a la temperatura, la cual nos queda una división entre dos
factores, siendo

num = −
Nb∑
n=1

∫ π

0

eβ(εn(k)−µ)β(εn(k)− µ)(
eβ(εn(k)−µ) − 1

)2 (5.21)

el numerador y el factor

den =

Nb∑
n=1

∫ π

0

eβ(εn(k)−µ)(
eβ(εn(k)−µ) − 1

)2 (5.22)

el denominador, con lo que la derivada dal potencial químico respecto a la tempe-
ratura queda como

1

kB

∂µ

∂T
=

{
0 si T ≤ Tc
num
den si T > Tc

(5.23)

En la �gura 5.12 se muestra la derivada del potencial químico respecto a la tempe-
ratura normalizada.

En la �gura se observa como esta función es siempre decreciente en el caso de un
número �nito de deltas. Se observa que el caso de un cristal sin vacancias la curva siempre
es concava, en cambio si se introduce una imperfección al sistema, la curva cambia de
concavidad en una vecindad de la temperatura crítica, de hecho entra mayor número
de deltas se coloque al sistema, la curva tendera a la caracterítica curva discontinua en
la temperatura crítica Tc.

A partir de la derivada del potencial químico respecto a la temperatura, se puede
obtener directamente el calor especí�co a volumen constante, que es el resultado de
derivar la energía interna respecto a la temperatura

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)
1
3 (M + 1)a0

(
Nb∑
n=1

eβ(εn,1−µ)β(εn,1 − ε0)[β(εn,1 − µ) + dµ
kBdT

]

(eβ(εn,1−µ) − 1)2

+

Nb∑
n=1

M+1∑
j=2

eβ(εn,j−µ)β(εn,j − ε0)[β(εn,j − µ) + dµ
kBdT

]

(eβ(εn,j−µ) − 1)2

 (5.24)

En el caso del cristal in�nito el segundo término se convierte en la suma de integrales
sobre la primera zona de Brillouin.

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)
1
3πa0

(
Nb∑
n=1

∫ π

0

eβ(εn(k)−µ)β(εn(k)− ε0)[β(εn(k)− µ) + dµ
kBdT

]

(eβ(εn(k)−µ) − 1)2

)
(5.25)
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En la �gura 5.13 se observa el comportamiento del calor especí�co isocórico CV /NkB
como función de la temperatura normalizada T/T0 de un cristal unidimensional con
P0 = 10 y a0 = 1 formado por deltas con una de ellas representando vacancia, es
decir P ′0 = 0, para un número �nito de deltas: 11, 51, 101 y 201, además se muestra
el caso de un número in�nito de deltas. Las curvas del caso de un número �nito de
deltas tienden al caso de la curva discontinua de un número in�nito, además se observa
un cambio de concavidad en las curvas a temperaturas bajas, de hecho se presenta un
comportamiento similar al calor especí�co mostrado en la �gura 2.5 para d/s = 1/2. En
el caso de un número in�nito de deltas con una vacancia se presenta una discontinuidad
en una temperatura crítica alrededor de Tc/T0 = 0.82 la cual no se presenta en el
caso de un cristal perfecto. A temperaturas muy altas las curvas tienden a d/s = 1/2,
representando el caso de un gas ideal unidimensional.

5.3.1.3. Gran potencial

Figura 5.14: Gran potencial PV/NkBT como función de la temperatura normalizada

T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia (P ′0 = 0) para números �nitos de

deltas e in�nito con P0 = 10 y a0 = 1.

Otro potencial termodinámico de importancia en el ensamble gran canónico es el
gran potencial, en el caso de un cristal �nito es

PV

NkBT
=

1

ζ(3/2)
1
3 (M + 1)a0

− Nb∑
n=1

M+1∑
j=1

ln
(

1− e−β(εn,j−µ)
) (5.26)
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en el caso de un cristal in�nito se vuelve la suma de integrales

PV

NkBT
=

1

ζ(3/2)
1
3πa0

[
−

Nb∑
n=1

∫ π

0
ln
(

1− e−β(εn(k)−µ)
)]

(5.27)

Otros potenciales termodinámicos se pueden obtener a partir de los anteriores.
En la �gura 5.13 se observa el comportamiento del gran potencial PV/NkBT como

función de la temperatura normalizada T/T0 de un cristal unidimensional con a0 = 1
formado por deltas con impermeabilidad P0 = 10 y con una de ellas representando una
vacancia (P ′0 = 0) para un número �nito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un número in�nito
de deltas en el caso perfecto y con una de ellas distinta (con vacancia). Se observa un
comportamiento similar al de la energía interna de la �gura se presenta un cambio no
suave (con derivada discontinua) en una temperatura crítica alrededor de Tc/T0 = 0.82.

5.3.1.4. Calor especí�co isobárico

Figura 5.15: Calor especí�co isobárico CP /NkB como función de la temperatura nor-

malizada T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia (P ′0 = 0) para números

�nitos de deltas e in�nito con P0 = 10 y a0 = 1.

La compresibilidad isotérmica κT es

κT =
1

V

(
∂V

∂P

)
T

(5.28)

Con el �n de obtener la compresibilidad isotérmica, se usa primero la derivada de
la presión respecto al logaritmo de la fugacidad a temperatura y volumen constante, la
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cual se obtiene al derivar implícitamente la expresión (5.26), obteniéndose

(
∂P

∂ ln z1

)
T,V

=
−NkBT

V ζ(3/2)
1
3 (M + 1)a0

Nb∑
n=1

M+1∑
j=1

1

eβ(εn,j−µ) − 1
(5.29)

La derivada del logaritmo de la fugacidad respecto al volumen a temperatura y número
de particulas constante, se obtiene al derivar implicitamente la expresión (5.12)

(
∂ ln z1

∂V

)
T,N

=
1

V

∑Nb
n=1

∑M+1
j=1

1

e
β(εn,j−µ)−1∑Nb

n=1

∑M+1
j=1

e
β(εn,j−µ)(

e
β(εn,j−µ)−1

)2

(5.30)

Sustituyendo estas derivadas en la expresión (5.28) al usar regla de la cadena, se obtiene

κT = ζ(3/2)
1
3 (M + 1)a0

V

NkBT

∑Nb
n=1

∑M+1
j=1

e
β(εn,j−µ)(

e
β(εn,j−µ)−1

)2(∑Nb
n=1

∑M+1
j=1

1

e
β(εn,j−µ)−1

)2 (5.31)

La derivada de la presión respecto a la temperatura a número de partículas y volumen
constante, la cual se obtiene al derivar implícitamente la expresión (5.26), obteniéndose

(
∂P

∂T

)
N,V

= − NkB

V ζ(3/2)
1
3 (M + 1)a0

[ Nb∑
n=1

M+1∑
j=1

ln(1− e−β(εn,j−µ))

−
Nb∑
n=1

M+1∑
j=1

β(εn,j − µ) + 1
kB

∂µ
∂T

eβ(εn,j−µ) − 1

] (5.32)

Finalmente el calor especí�co a presión constante se obtiene de sustituir las derivadas
anteriores en la siguiente expresión

CP = CV + TV κT

(
∂P

∂T

)2

(5.33)

En la �gura 5.15 se observa el comportamiento del calor especí�co CP /NkB como
función de la temperatura normalizada T/T0 de un cristal unidimensional con a0 = 1
formado por deltas con impermeabilidad P0 = 10 y con una de ellas representando una
vacancia (P ′0 = 0) para un número �nito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un número
in�nito de deltas en el caso perfecto y con una vacancia.

Se observa un cambio de concavidad a temperaturas bajas en el caso de tener una
estructura con una vacancia y de hecho el calor especí�co isobárico tiene un crecimiento
más abrupto conforme tiende a la temperatura crítica comparándola con su homóloga
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Figura 5.16: Entalpía H/NkBT como función de la temperatura normalizada T/T0 de

un cristal unidimensional con una vacancia (P ′0 = 0) para números �nitos de deltas e

in�nito con P0 = 10 y a0 = 1.

isocórica.
De hecho, esta curva es de mayor importancia, debido a que los autores experimen-

tales, pre�eren usar el calor especí�co a presión constante, como por ejemplo M. N.
Khlopkin [63] quien estudió la transición en superconductores de Nb3Sn ante un campo
magnético intenso.

Se observa además que en el caso perfecto, a pesar de tener un máximo a tempera-
turas bajas, no se presenta una discontinuidad característica de la transición lambda,
que el caso in�nito imperfecto con una vacancia si posee.

5.3.1.5. Entalpía

La entalpía se calcula con la expresión termodinámica H = U + PV , obteniendo

H −Nε0

NkBT
=
U −Nε0

NkBT
+

PV

NkBT
(5.34)

En la �gura 5.16 se observa el comportamiento de la entalpía (H−Nε0)/NkBT como
función de la temperatura normalizada T/T0 de un cristal unidimensional con a0 = 1
formado por deltas con impermeabilidad P0 = 10 y con una de ellas representando una
vacancia (P ′0 = 0) para un número �nito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un número
in�nito de deltas en el caso perfecto y con una vacancia.

La entalpía tiene un comportamiento similar a la energía interna de la �gura 5.11.
En esta grá�ca se observa que a temperaturas extremadamente bajas T/T0 → 0 la
entalpía toma el múltiplo del número de partículas por estado base H → Nε0, luego la
función es creciente hasta llegar a un máximo en la temperatura crítica T = Tc. Despúes
de cruzar la temperatura crítica la función decrece y a temperaturas altas tiende a un
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5.3 Cristal �nito en comparación con el cristal in�nito unidimensional con una
imperfección

Figura 5.17: Entropía S/NkB como función de la temperatura normalizada T/T0 de

un cristal unidimensional con una vacancia (P ′0 = 0) para números �nitos de deltas e

in�nito con P0 = 10 y a0 = 1.

valor constante, con un comportamiento similar a la �gura 2.14.

5.3.1.6. Entropía

Usamos la relación de Euler U = TS − PV + µN , para obtener la entropía

S

NkB
=
U + PV

NkBT
− µ

kBT
=
U −Nε0

NkBT
+

PV

NkBT
+
ε0 − µ
kBT

(5.35)

En la �gura 5.17 se observa de la entropía S/NkB como función de la temperatura
normalizada T/T0 de un cristal unidimensional con a0 = 1 formado por deltas con
impermeabilidad P0 = 10 y con una de ellas representando una vacancia (P ′0 = 0) para
un número �nito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un número in�nito de deltas en el caso
perfecto y con una vacancia.

La entropía tiene un comportamiento similar a la curva de entropía de la �gura
2.12. Se observa un comportamiento monotóno creciente. En esta grá�ca se observa que
a temperaturas bajas hay un cambio de concavidad en la curva en las curvas corres-
pondientes al cristal con una imperfección, en cambio en el caso perfecto la función no
cambia de concavidad, siempre es concáva. Además la curva tiene un comportamiento no
suave, su derivada es dicontinua, en la temperatura crítica en la curva correspondiente
al caso in�nito con una imperfección, lo que caracteriza a la transición de fase.
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Figura 5.18: Energía libre de Helmholtz (F −Nε0)/NkBT como función de la tempe-

ratura normalizada T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia (P ′0 = 0) para

números �nitos de deltas e in�nito con P0 = 10 y a0 = 1.

5.3.1.7. Energía libre de Helmholtz

La energía libre de Helmholtz se obtiene de la expresión F = U − TS, se obtiene
con

F −Nε0

NkBT
=
U −Nε0

NkBT
− S

NkB
(5.36)

En la �gura 5.18 se observa de la energía libre de Helmholtz (F −Nε0)/NkB como
función de la temperatura normalizada T/T0 de un cristal unidimensional con a0 = 1
formado por deltas con impermeabilidad P0 = 10 y con una de ellas representando una
vacancia (P ′0 = 0) para un número �nito de deltas: 11, 51, 101 y 201 y un número
in�nito de deltas en el caso perfecto y con una vacancia.

La energía libre de Helmholtz tiene un comportamiento similar a la curva de en-
tropía de la �gura 2.13. Se observa un comportamiento monotóno decreciente, además
a temperaturas bajas hay un cambio de concavidad en la curva en las curvas corres-
pondientes al cristal con una imperfección, en cambio en el caso perfecto la función no
cambia de concavidad, siempre es convexa.

En temperaturas extremadamente bajas T/T0 → 0 la energía libre de Helmholtz
toma el múltiplo del número de partículas por estado base F → Nε0,

5.3.1.8. Energía libre de Gibbs

La energia libre de Gibbs está dada por la expresión termodinámica G = U +PV −
TS = H − TS = µN.
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5.4 Dependencia de las propiedades termodinámicas respecto con la impermeabilidad
de la imperfección

5.4. Dependencia de las propiedades termodinámicas
respecto con la impermeabilidad de la imperfección

Figura 5.19: Potencial químico µ/kBT0 como función de la temperatura normalizada

T/T0 de un cristal unidimensional con una imperfección de diferentes impermeabilidades

P ′0 para P0 = 10 y a0 = 1.

En la �gura 5.9 se observa la dependencia de la temperatura crítica Tc como función
del factor de impermeabilidad de la imperfección P ′0 al mantener �ja la impermeabilidad
del cristal P0 = 10. En esta sección se analizan las propiedades termodínamicas para
distintos valores de impermeabilidad de la imperfección P ′0 con el �n de comparar el
comportamiento de las mismas alrededor de su temperatura crítica.

Con el �n de que el análisis sea breve, se escogen algunas propiedades termodiná-
micas para analizar, en particular se escogen aquellas que tienen un cambio abrupto
alrededor de la temperatura crítica.

En la �gura 5.19 se muestra el potencial químico µ/kBT0 como función de la tem-
peratura de un cristal unidimensional para diferentes valores de impermeabilidad P ′0 de
la imperfección.

Debido a que para toda temperatura menor que la temperatura crítica el potencial
químico toma el valor de la energía del estado base, donde esta energía corresponde a la
energía del estado impuro más bajo y cuyo comportamiento se evidencía en la �gura 5.7,
mientras que para temperaturas mayores que la temperatura crítica todas las curvas se
superponen.

Se observa que la energía del estado base es cada vez mayor conforma la impermeabi-
lidad de la imperfección se aproxima al del cristal, al mismo tiempo que la temperatura
crítica disminuye, se lo cual se concluye que conforme el cristal se hace perfecto, la
temperatura crítica es cero. A partir de la ecuación (5.17) se puede obtener la ener-
gía normalizada U/NkBT en función de la temperatura, como se muestra en la �gura
5.20, la cual muestra la energía interna para diferentes valores de impermeabilidad P ′0
de la imperfección. Las curvas presentan un máximo abrupto para distintos valores de
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Figura 5.20: Energía interna U/NkBT0 como función de la temperatura normalizada

T/T0 de un cristal con P0 = 10 unidimensional con una imperfección de diferentes

impermeabilidades P ′0 y a0 = 1.

temperatura, correspondientes a su valor de temperatura crítica. Se observa además
el comportamiento cóncavo de la función para temperaturas mayores que la crítica y
como tienden a un valor asíntotico a temperaturas altas,además que se obtienen valores
mayores de energía para valores menores de impermeabilidad P ′0.

Figura 5.21: Calor especí�co CV /NkB como función de la temperatura normalizada

T/T0 de un cristal unidimensional con una imperfección de diferentes impermeabilidades

P ′0 para P0 = 10 y a0 = 1.

En estas �guras comparamos el comportamiento para diferentes valores de imper-
meabilidad P ′0 de la imperfección, entre 0 hasta el valor de P0, donde observamos que
la tempratura crítica es mayor en el caso de tener P ′0 = 0, una vacancia. Por lo que
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5.5 Dependencia de las propiedades termodinámicas respecto a la razón a0

a partir de este momento, calcularemos las propiedades termodínamicas para sistemas
cristalinos con una vacancia.

/

/

Figura 5.22: Potencial químico µ en unidades de ~2/2ma2 como función de la tempe-

ratura normalizada T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia de P ′0 = 0 para

distintos valores de la razón a0 con P0 = 10.

5.5. Dependencia de las propiedades termodinámicas
respecto a la razón a0

En la �gura 5.6 se muestra que la temperatura crítica Tc es decreciente conforme la
razón de la separación entre los dispersores entre la longitud de onda térmica de un gas
tridimensional a0, de hecho alcanza su valor máximo cuando a0 → 0.

En esta sección se analizan las propiedades termodinámicas del cristal unidimen-
sional in�nito para distintos valores de a0 para comparar el comportamiento de las
mismas alrededor de su temperatura crítica. Como en la sección previa, se escogen al-
gunas propiedades termodinámicas las cuales tienen un cambio abrupto alrededor de la
temperatura crítica.

En la �gura 5.22 se muestra el potencial químico µ/~2/2ma2 como función de la
temperatura de un cristal unidimensional con una vacancia de P ′0 = 0 en función de la
razón a0. Nuevamente a temperatura menor que la crítica el potencial químico toma el
valor de la energía del estado base del estado impuro más bajo, el cual aumenta conforme
a0 aumenta y cuyo comportamiento se muestra en la �gura 5.1, donde se observa que
cuando a0 → ∞ tiende a (π2 )2, al mismo tiempo que la temperatura crítica tiende a
cero.

Este comportamiento se observa en la �gura, ya que para temperaturas mayores que
la crítica la función del potencial químico decae abruptamente conforme a0 aumenta.
En el otro límite a0 → 0 la energía del estado base es cero, por lo que el potencial
químico es cero para temperaturas menor que la crítica, la cual es una temperatura
�nita distinta de cero.
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Figura 5.23: Energía Interna U/NkBT0 como función de la temperatura normalizada

T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia de P ′0 = 0 para distintos valores de

a0 con P0 = 10.

Figura 5.24: Calor especí�co isocórico CV /NkB como función de la temperatura nor-

malizada T/T0 de un cristal unidimensional con una vacancia de P ′0 = 0 para distintos

valores de a0 con P0 = 10.

De la ecuación (5.17) se obtiene la energía normalizada U/NkBT en función de la
temperatura, como lo muestra en la �gura 5.23 como función de la razón a0. Las curvas
tienen su máximo abrupto a diferentes temperaturas críticas, la cual aumenta conforme
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5.5 Dependencia de las propiedades termodinámicas respecto a la razón a0

a0 disminuye.
Se observa que las curvas tienen al mismo valor asíntotico a temperaturas altas.

Sin embargo, observe que a valores mavores de a0 para temperaturas mayores que la
crítica la función cambia de concavidad debido a que tiene que crecer más para alcanzar
el valor asintótico, a diferencia de valores menores de a0 donde la función es siempre
decreciente para temperaturas mayores a la crítica.

En la �gura 5.24 se muestra el calor especí�co como función de la temperatura de un
cristal unidimensional con una vacancia en función de la razón a0. Las cuervas tienden
al mismo valor asintótico, sin embargo a diferencia de la �gura 5.21, a temperaturas
mayores que la crítica las curvas no coinciden.

A temperaturas menores que la crítica se mantiene la misma concavidad en las
curvas, salvo que alcanza valores mayores conforme a0 decrece.

En estas �guras comparamos el comportamiento para diferentes valores de la razón
del espaciamiento de las deltas con respecto a la longitud de onda térmica del gas
tridimensional a0 y se observa que las �guras mantienen su forma salvo que la transición
del condensado ocurre a distintas temperaturas.

Por lo que, sin pérdida de generalidad, se elige un valor particular de la razón a0

para las �guras de la siguiente sección para calcular las propiedades termodínamicas
para sistemas cristalinos con una vacancia en dimensiones mayores a uno.
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Capítulo 6

Gas de Bose en estructuras cristalinas

bidimensionales y tridimensionales

Figura 6.1: Super�cies de energía potencial de redes ópticas 1D, 2D y 3D. Los poten-

ciales toman formas de una red 1D (a), cigarros en una red 2D (b), una red 3D cúbica

simple (c) y(d). Imagen extraída [65].

En este capítulo generalizamos el sistema unidimensional de un gas bosónico con
una vacancia a sistemas en dos y tres dimensiones. Sin pérdida de generalidad nos
enfocaremos por facilidad en sistemas cuyos potenciales de varias dimensiones sean se-
parables en sistemas unidimensionales, con ello el Hamiltoniano que describe al sistema
es separable y el espectro de energías que describe al sistema es la suma de las energías
obtenidas con la ecuación lineal de Schrödinger unidimensional.

Estos potenciales externos pueden ser creados arti�cialmente por medio de haces de
láser que se inter�eren entre sí para formar una red periódica que atrapa a las partí-
culas por medio de efecto Stark, comúnmente conocidos como redes ópticas. Nuestra
propuesta es utilizar interferencia destructiva en algunos puntos de los picos sinusoi-
dales de las redes ópticas con el �n de crear vacancias en estas estructuras periódicas.
En la �gura 6.1 se muestra diferentes super�cies de energía potencial de redes ópticas
unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales, que pueden ser creados por medio
de interferencia de haces láser, esta imagen es resultado de una simulación a partir de
expresiones explícitas de la referencia [65].

Asimismo existen ciertas estructuras naturales como canales intersticiales de nano-
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

tubos de carbono [64], [66] o cables superconductores de Nb3Sn [63] que pueden crear
patrones en forma de tubos similares a los propuestos en este trabajo. O bien, en el
estudio de superconductividad de alta temperatura, por ejemplo un gas de bosones en
una estructura cristalina de superconductores de cuprato dopados [67], [68] los cuales
se pueden simular como planos paralelos periódicos.

Sin pérdida de generalidad, en todas las �guras de esta sección tomaremos el caso
a0 = a/λ0 = 1, que se interpreta como el caso donde la separación entre nuestros
dispersores es del orden la longitud de onda térmica de nuestras partículas bosónicas
e la temperatura crítica de una caja tridimensional con espectro de energía continua.
Cualquier otro caso para esta razón a0 puede ser explicado con lo expuesto en el capítulo
anterior 5.1.3 donde se menciona la dependencia de la temperatura crítica de un gas de
bosones unidimensional con el espacio entre los dispersores.

En cuanto al factor de impenetrabilidad usado en los cálculos es de P0 = 10 para el
caso del cristal perfecto. Para el caso de una vacancia, se toma el factor de impenetra-
bilidad de la delta distinta como P ′0 = 0.

6.1. Estructura bidimensional de multicintas
Si el potencial externo bidimensional en coordenadas cartesianas es separable V (x, y) =

V (x) + V (y), entonces el Hamiltoniano que describe al sistema es separable, como en
nuestro caso, el espectro de energías que describe al sistema bidimensional es la suma
de las energías obtenidas con la ecuación lineal de Schrödinger unidimensional, entonces

ε(kx, ky) = εx + εy (6.1)

En el caso de un gas de bosones en un potencial bidimensional en forma de líneas
equidistantes formando multicintas con un potencial externo descrito en la forma

V (x, y) =

M+1∑
n=1

v0,nδ(x− na) (6.2)

En este caso los valores de energía que toma εx corresponden al espectro de bandas
de Kronig Penney, mientras que εy corresponde al espectro continuo correspondiente a
la relación de dispersión cuadrática de una partícula libre de potencial.

En la �gura ?? se muestra un esquema de la estructura bidimensional periódica de
multicintas de ancho a, la línea central punteada representa la imperfección del sistema.

La ecuación de número de partículas se puede escribir en el límite termodinámico
como la suma de la contribución al estado base N0 y la de los demás estados excitados
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6.1 Estructura bidimensional de multicintas

Figura 6.2: Esquema de una estructura periódica de multicintas.

Ne, como

N = N0 +
∑
k

nk = N0 +
∑
εx

Ly
π

∫ ∞
0

dky

eβ(ε(kx,ky)−µ) − 1

=
1

eβ(ε0−µ) − 1
+
Ly
π

∑
εx

∫ ∞
0

dky

eβ(εx−µ)eβεy − 1

(6.3)

y usando la expresión de la energía de una partícula libre εy = ~2k2
y/2m, se reduce a

N = N0+Ne =
1

eβ(ε0−µ) − 1
+
Ly
π

∑
εx

√
m

2~2

∫ ∞
0

ε
−1/2
y dεy

eβ(εx−µ)eβεy − 1
= N0+

Ly
λT

∑
εx

g1/2(z1)

(6.4)
donde la fugacidad es z1 = eβ(µ−εx), la longitud de onda térmica es λT = h/

√
2πmkBT

y gn(x) representa la función de Bose de orden n.
El área de nuestro sistema bidimensional es Ly(M + 1)a,se puede normalizar utili-

zando la densidad ρ0 de un gas tridimensional de bosones

N

Ly(M + 1)a
= ρ

2/3
0 =

ζ(3
2)

2
3

λ2
0

(6.5)

donde λ0 es la longitud de onda térmica en T0 la temperatura crítica del gas tridimen-
sional libre. Usando la normalización anterior, la ecuación (6.4) se reduce a

0 = −1 +
1

ζ(3/2)2/3(M + 1)a0

√
T

T0
×
∑
εx

g1/2(z1) (6.6)

donde se supone que para temperaturas mayores que la crítica N0/N ≈ 0.
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La energía interna U es

U = Nε0 +
Ly
λT

[∑
εx

(εx − ε0)g1/2(z1) +
kBT

2

∑
εx

g3/2(z1)

]
(6.7)

Usando la normalización del área y dividiendo entre el factor 1/β = kBT

U −Nε0

NkBT
=

1

ζ(3/2)2/3(M + 1)a0

√
T

T0

∑
εx

[
β(εx − ε0)g1/2(z1) +

1

2
g3/2(z1)

]
(6.8)

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
0

0.4

0.8

1.2

1.6

2

C V
/N

k B

T/T0

Sistema infinito
con una línea vacante

Sistema infinito
sin líneas vacantes

201

11
51

101

Figura 6.3: Calor especí�co isocórico de un gas de bosones en una estructura 2D de

multicintas equidistantes.

Derivando la última expresión para la energía interna respecto a la temperatura, nos
queda el calor especí�co isocórico

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)2/3(M + 1)a0

√
T

T0

∑
εx

[
3

4
g 3

2
(z1) +

1

2
g 1

2
(z1)

(
(εx − ε0)− (µ− εx)

kBT
+

1

kB

∂µ

∂T

)
+ g− 1

2
(z1)β(εx − ε0)

(
−µ− εx

kBT
+

1

kB

∂µ

∂T

)]
(6.9)

donde la derivada del potencial químico se obtiene al derivar implícitamente respecto a
la temperatura la ecuación de número (6.4)
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6.2 Estructura tridimensional de multiplanos

Figura 6.4: Esquema de una estructura tridimensional de multiplanos equidistantes.

1

kB

∂µ

∂T
=

∑
εx
g− 1

2
(z1)β(µ− εx)− 1

2

∑
εx
g 1

2
(z1)∑

εx
g− 1

2
(z1)

(6.10)

En la �gura 6.3 se muestra el calor especí�co para una estructura bidimensional de
multicintas formadas por líneas equidistantes para el caso de un número �nito de ellas
(11, 51, 101 y 201) con la central removida. La curva continua violeta y la punteada de
color olivo muestran el caso de un número in�nito de líneas con una vacante y sin líneas
vacantes respectivamente.

Se observa que conforme se va colocando un número mayor de deltas a la estructura
�nita de multicintas con una línea vacante eventualmente tiende al caso in�nito con
vacancia, el cual presenta una discontinuidad característica de una transición de fase a
una temperatura crítica 1.26072 veces mayor que la temperatura crítica de un gas de
bosones en una caja tridimensional con la misma densidad. Observe, sin embargo, que en
la estructura in�nita sin vacancias (curva punteada de color olivo) no hay discontinuidad,
ni transición de fase.

A altas temperaturas todas las curvas tienden al valor característico del gas ideal
bidimensional 2/2 = 1.

6.2. Estructura tridimensional de multiplanos
En el caso de un gas de bosones en estructura tridimensional de multiplanos generado
por un potencial externo descrito en la forma

V (x, y, z) = V (x) =
M+1∑
n=1

v0,nδ(x− na) (6.11)

En la �gura 6.4 se muestra la estructura tridimensional periódica de multiplanos
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equidistantes a una distancia a. Se muestra en línea punteada el borde del plano que sirve
de imperfección en el sistema. En los cálculos posteriores, dicho plano se ha removido.

Se pueden obtener las propiedades termodinámicas a partir de la ecuación de número
de partículas en el límite termodinámico como la suma de la contribución al estado base
N0 y la de los demás estados excitados Ne, como

N = N0 +Ne =
1

eβ(ε0−µ) − 1
+
∑
εx

Ly
π

Lz
π

∫ ∞
0

∫ ∞
0

dkydkz

eβ(ε(kx,ky)−µ) − 1

= N0 +
∑
εx

A

λ2
T

√
π

∫ ∞
0

g 1
2
(z1e

−y)y−1/2dy

(6.12)

donde el área de nuestro sistema es A = LxLy, la fugacidad es z1 = eβ(µ−εx). Usando
el desarrollo en serie de la función de Bose gν =

∑∞
l=1

zl

lν , podemos resolver la integral
anterior

∫ ∞
0

g 1
2
(z1e

−y)y−1/2dy =
∞∑
l=1

zl1
l

∫ ∞
0

x−1/2e−xdx = Γ (1/2) g1(z1) (6.13)

con lo que nos da como resultado para la ecuación de número

N = N0 +
A

λ2
T

∑
εx

g1(z1) (6.14)

El volumen de nuestro sistema tridimensional A(M+1)a puede normalizarse usando
la densidad ρ0 de un gas tridimensional de bosones

N

A(M + 1)a
=
ζ(3

2)

λ3
0

(6.15)

Usando la normalización anterior, la ecuación (6.14) se reduce a

0 = −1 +
1

ζ(3/2)(M + 1)a0

T

T0

∑
εx

g1(z1). (6.16)

Además podemos obtener la energía interna

U = N0ε0 +
∑
εx

Lx
π

√
m

2~2

∫ ∞
0

ε−1/2
y dεy

Ly
π

√
m

2~2

∫ ∞
0

ε−1/2
z dεz

εx + εy + εz

eβ(εx+εy+εz−µ) − 1

(6.17)
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6.2 Estructura tridimensional de multiplanos

que se puede simpli�car a la expresión siguiente

U = N0ε0 +
A

λ2
T

∑
εx

[εx g1(z1) + kBT g2(z1)] (6.18)

con la ecuación (6.14), se puede reducir de la manera siguiente

U −Nε0

NkBT
=

1

ζ(3/2)(M + 1)a0

T

T0

∑
εx

[β(εx − ε0)g1(z1) + g2(z1)] (6.19)

En el caso in�nito tenemos que la ecuación de número está dada por

N = N0 −
1

ζ(3/2)πa0

T

T0

∑
nx

∫ π

0
d(akx) ln

(
1− e−β(εnx (kx)−µ)

)
(6.20)

En el caso de temperatura mayor que la crítica tenemos que la razón N0/N es despre-
ciable, por lo que la ecuación de número es

1 = − 1

ζ(3/2)πa0

T

T0

∑
nx

∫ π

0
d(akx) ln

(
1− e−β(εnx (kx)−µ)

)
(6.21)

por medio de esta ecuación se obtiene númericamente el potencial químico para tempe-
raturas mayores que la crítica.

La energía interna está dada por la expresión

U −Nε0

NkBT
=

1

ζ(3/2)πa0

T

T0

∑
nx

∫ π

0
d(akx)(g2(z1)− β(εnx(kx)− ε0) ln(1− z1)) (6.22)

El calor especí�co isocórico se obtiene derivando la expresión de la energía interna
(6.22) anterior como función de de la temperatura

CV
NkB

=
T/T0

ζ(3/2)πa0

∑
nx

∫ π

0
d(akx)

(
2g2(z1)− β

(
2εnx(kx)− ε0 − µ+ T

∂µ

∂T

)
ln(1− z1)

+
β(εnx(kx)− ε0)

eβ(εnx (kx)−µ) − 1

)
(6.23)

Estas expresiones del número de partículas bosónicas, energía interna y calor es-
pecí�co en función de la temperatura son idénticas a la obtenidas por P. Salas y sus
colaboradores [50].

En la �gura 6.5 se muestra el calor especí�co para una estructura tridimensional de
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales
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Figura 6.5: Calor especí�co isocórico de un gas de bosones en una estructura 3D de

planos equidistantes

.

caja in�nita con planos equidistantes donde se superponen las curvas para el caso de un
número �nito de líneas (11, 51 y 101) con el plano central removido, la curva continua
violeta y la punteada de color olivo muestran el caso de un número in�nito de planos
con uno vacante y sin planos vacantes respectivamente.

Se observa que conforme se va colocando un número mayor de planos a la estructura
�nita con un plano vacante eventualmente tiende al caso in�nito con plano vacante, el
cual presenta una discontinuidad característica de una transición de fase a una tempe-
ratura crítica 1.598627 veces mayor que la temperatura crítica de un gas de bosones en
una caja tridimensional con la misma densidad.

Observe, sin embargo, que en la estructura in�nita sin vacancias (curva punteada
de color olivo) la discontinuidad ocurre a una temperatura crítica 0.873757 veces menor
que la temperatura crítica de un gas de bosones en una caja tridimensional con la misma
densidad. A altas temperaturas todas las curvas tienden al valor característico del gas
ideal tridimensional 3/2.

6.3. Estructura (d + 1)-dimensional: una cristalina y las
demás sin estructura

Se puede generalizar las ecuaciones anteriores para el caso de un gas de bosones
dentro de una estructura (d + 1)-dimensional donde una dimensión actúa el potencial
externo Kronig Penney y las demás corresponden al potencial de una partícula libre.

100



6.3 Estructura (d+ 1)-dimensional: una cristalina y las demás sin estructura

V (x, r1, r2, ..., rd−1, rd) = V (x) =
∞∑

n=−∞
v0,nδ(x− na) (6.24)

Las propiedades termodinámicas de este sistema se determinan a partir ecuación de
número, el cual se obtiene al sumar la densidad de bosones para cada energía

N = N0+
∑
εx

(
L

2π

)d 2π
d
2

Γ(d/2)

∫ ∞
0

kd−1dk

eβ((εx+εk)−µ) − 1
= N0+

(
L

λT

)d∑
εx

gd/2(z1) (6.25)

donde la fugacidad es z1 = eβ(µ−εx), la energía εk = ~2k2

2m y la longitud de onda térmica
λT = h√

2πmkBT
.

Podemos usar la normalización usual de igualar la densidad (d + 1)−dimensional
con la densidad de un gas tridimensional de bosones en la temperatura crítica

N

LdLx
=
ζ(3/2)

d+1
3

λd+1
0

(6.26)

Con el �n de obtener el potencial químico para temperatura mayor que la crítica
utilizamos que N0/N → 0 por lo que la ecuación para determinar el potencial se reduce
a

0 = −1 +
1

ζ(3/2)
d+1

3 (M + 1)a0

(
T

T0

) d
2 ∑
εx

gd/2(z1) (6.27)

derivando implicitamente la ecuación anterior respecto a la temperatura, podemos ob-
tener la derivada del potencial químico

1

kB

∂µ

∂T
=

∑
εx
β(µ− εx)g d

2
−1(z1)− d

2

∑
εx
g d

2
(z1)∑

εx
g d

2
−1(z1)

(6.28)

La energía interna se obtiene con la ecuación siguiente

U −Nε0

NkBT
=

1

ζ(3/2)
d+1

3 (M + 1)a0

(
T

T0

) d
2 ∑
εx

[
β(εx − ε0)g d

2
(z1) +

d

2
g d

2
+1(z1)

]
(6.29)

Derivando la energía respecto a la temperatura obtenemos en calor especí�co a volumen
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

Figura 6.6: Esquema de una estructura bidimensional de multicuadros.

constante

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)
d+1

3 (M + 1)a0

(
T

T0

)d/2∑
εx

[(
d

2

)(
d

2
+ 1

)
g1+ d

2
(z1)

+
d

2
g d

2
(z1)

(
2εx − ε0 − µ

kBT
+

1

kB

∂µ

∂T

)
+ g d

2
−1(z1)β(εx − ε0)

(
−µ− εx

kBT
+

1

kB

∂µ

∂T

)]
(6.30)

En el caso in�nito tenemos la ecuación de número

N = N0 +

(
L

λT

)d Lx
π

Nb∑
nx=1

∫ nx
π
a

(nx−1)π
a

g d
2
(e−β(εnx (kx)−µ))d(akx) (6.31)

y la energía se obtiene con la siguiente expresión

U −Nε0

NkBT
=

1

πζ(3/2)
d+1

3 a0

(
T

T0

) d
2

Nb∑
nx=1

∫ nx
π
a

(nx−1)π
a

(
β(εnx(kx)− ε0)g d

2
(z1) +

d

2
g d

2
+1(z1)

)
d(akx)

(6.32)

6.4. Estructura bidimensional de multicuadros
En el caso de tener un gas de bosones en una estructura bidimensional de multicuadros
en forma de malla, donde el potencial externo que lo describe tiene la forma

V (x, y) =

M+1∑
n=1

v0x,nδ(x− na) +

M ′+1∑
m=1

v0y,mδ(y −mb) (6.33)

el cual se compone de líneas perpendiculares que forman una estructura de multi-
cuadros en un sistema bidimensional.

En la �gura 6.6 se muestra la estructura bidimensional de multicuadros, formados
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6.4 Estructura bidimensional de multicuadros

por líneas perpendiculares entre si, donde las líneas horizontales se separan una distancia
b entre sí y las verticales una distancia a. Se muestra en líneas punteadas las dos líneas
que sirven de imperfección en el sistema. En los cálculos posteriores, las líneas punteadas
se remueven y los parámetros de red son iguales a = b.

La ecuación de número de partículas, se obtiene al sumar la densidad de bosones
para cada energía.

N = N0 +
∑
ε 6=ε0

nε =

Nb∑
i=1

Nb∑
n=1

[
1

eβ(εx,i,1+εy,n,1−µ) − 1
+

M+1∑
j=2

1

eβ(εx,i,j+εy,n,1−µ) − 1

+

M ′+1∑
m=2

1

eβ(εx,i,1+εy,n,m−µ) − 1
+

M+1∑
j=2

M ′+1∑
m=2

1

eβ(εx,i,j+εy,n,m−µ) − 1

] (6.34)

Para normalizar la ecuación anterior igualamos la densidad de nuestro sistema bi-
dimensional con la densidad de bosones en una caja tridimensional evaluada en su
temperatura crítica.

N

(M + 1)(M ′ + 1)ab
=
ζ(3/2)

2
3

λ2
0

(6.35)

Derivando implicitamente la ecuación de número respecto a la temperatura resolve-
mos para obtener la derivada del potencial químico

1

kB

∂µ

∂T
= −

∑
ε β(εx,i,j + εy,n,m − µ) e

β(εx,i,j+εy,n,m−µ)(
e
β(εx,i,j+εy,n,m−µ)−1

)2∑
ε

e
β(εx,i,j+εy,n,m−µ)(

e
β(εx,i,j+εy,n,m−µ)−1

)2

(6.36)

Como en los casos previos sumando para cada valor de energía, el producto de la
densidad de bosones por cada energia, obtenemos la energía interna del sistema

U −Nε0

NkBT
=

1

ζ(3/2)
2
3 (M + 1)(M ′ + 1)a0b0

Nb∑
i=1

Nb∑
n=1

[
β(εx,i,1 + εy,n,1 − ε1,1,1)

eβ(εx,i,1+εy,n,1−µ) − 1

+

M+1∑
j=2

β(εx,i,j + εy,n,1 − ε1,1,1)

eβ(εx,i,j+εy,n,1−µ) − 1
+

M ′+1∑
m=2

β(εx,i,1 + εy,n,m − ε1,1,1)

eβ(εx,i,1+εy,n,m−µ) − 1

+
M+1∑
j=2

M ′+1∑
m=2

β(εx,i,j + εy,n,m − ε1,1,1)

eβ(εx,i,j+εy,n,m−µ) − 1

]
(6.37)
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

El calor especí�co a volumen constante viene dado por

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)
2
3 (M + 1)(M ′ + 1)a0b0

∑
ε

β(εx,i,j + εy,n,m − ε0)eβ(εx,i,j+εy,n,m−µ)(
eβ(εx,i,j+εy,n,m−µ) − 1

)2 ×(
β(εx,i,j + εy,n,m − µ) +

1

kB

∂µ

∂T

)
(6.38)
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Figura 6.7: Calor especí�co isocórico de un gas de bosones en una estructura 2D de

multicuadros.

En la �gura 6.7 se muestra el calor especí�co para una estructura bidimensional
de rectángulo con dos familias de líneas equidistantes perpendiculares, formando una
estructura de multicuadros, donde se superponen las curvas para el caso de un número
�nito de líneas que forman multicuadros (11× 11, 21× 21, 31× 31, 41× 41 y 61× 61)
con los ejes cartesianos centrales removidos, la curva continua violeta y la punteada de
color olivo muestran el caso de una malla de multicuadros in�nita con los ejes vacantes
y sin ejes vacantes respectivamente.

Se observa que conforme se va colocando un número mayor de deltas a la estructura
�nita con una vacancia eventualmente tiende al caso in�nito con ejes vacantes, el cual
presenta una discontinuidad característica de una transición de fase a una temperatura
crítica 1.6943745 veces mayor que la temperatura crítica de un gas de bosones en una
caja tridimensional con la misma densidad.

Observe, sin embargo, que en la estructura in�nita sin vacancias (curva punteada
de color olivo) no hay discontinuidad, ni transición de fase. A altas temperaturas todas
las curvas tienden al valor característico del gas ideal bidimensional 2/2 = 1.
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6.5 Estructura tridimensional de multitubos

Figura 6.8: Esquema de una estructura 3D de planos perpendiculares formando tubos.

6.5. Estructura tridimensional de multitubos
En el caso de tener un gas de bosones en un sitema tridimensional cartesiano en forma
de tubos, es decir el potencial externo que lo describe tiene la forma

V (x, y, z) =
M+1∑
j=1

v0x,jδ(x− ja) +
M ′+1∑
m=1

v0y,mδ(y −mb) (6.39)

observe que el potencial es el mismo que el del sistema bidimensional de multicua-
dros en el plano xy, es decir se puede descomponer la energía total en la suma de las
energías de espectros de Kronig-Penney (con una imperfección), mientras que la tercera
contribución corresponde a una energía continua correspondiente a la dispersión cua-
drática. Esta estructura generaliza la estructura expuesta por P. Salas [51] al agregar
vacancias a la estructura.

En la �gura ?? se muestra un esquema de una estructura 3D de planos perpendi-
culares formando multitubos, formadas por la superposición de dos familias de planos
perpendiculares separadas una distancia a y b respectivamente. Dos planos con bordes
punteados representan planos imperfectos, los cuales son removidos y además se cumple
que a = b, para efectuar los cálculos termodinámicos.

El número de partículas usando la normalización correspondiente se puede expresar
en términos del área de nuestro sistema como

1

N
=

1

ζ(3/2)(M + 1)(M ′ + 1)a0b0
(6.40)
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Figura 6.9: Calor especí�co isocórico de un gas de bosones en una estructura 3D de

multitubos.

La ecuación de número tras la normalización correspondiente (6.40)

0 = −1 +
1

N

√
T

T0

Nb∑
i=1

M+1∑
j=1

Nb∑
n=1

M ′+1∑
m=1

g 1
2
(eβ(µ−(εx,i,j+εy,n,m))) (6.41)

tras desarrollar la suma

1 =
1

N

√
T

T0

Nb∑
i=1

Nb∑
n=1

[
g 1

2
(e−β(εx,i,1+εy,n,1−µ)) +

M+1∑
j=2

M ′+1∑
m=2

g 1
2
(e−β(εx,i,j+εy,n,m−µ))

+
M+1∑
j=2

g 1
2
(e−β(εx,i,j+εy,n,1−µ)) +

M ′+1∑
m=2

g 1
2
(e−β(εx,i,1+εy,n,m−µ))

] (6.42)

En el límite termodinámico donde el número de dispersores delta tiende a in�nito
sólo el último sumando sobrevive convirtiéndose en una integral sobre la primera zona
de Brillouin para las energías de cada banda

1 =
1

ζ(3/2)π2a0b0

√
T

T0

Nb∑
nx=1

Nb∑
ny=1

∫ nxπ

(nx−1)π

∫ nyπ

(ny−1)π
g 1

2
(e−β(εnx (kx)+εny (ky)−µ))d(akx)d(bky)

(6.43)
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6.5 Estructura tridimensional de multitubos

derivando implicitamente (6.41) respecto a la temperatura se obtiene la derivada del
potencial químico respecto a la temperatura

1

kB

∂µ

∂T
=

∑
εx
β(µ− εx)g− 1

2
(z1)− 1

2

∑
εx
g 1

2
(z1)∑

εx
g− 1

2
(z1)

(6.44)

y la energía tiene por ecuación

U−Nε0

NkBT
=

1

ζ(3/2)(M + 1)(M ′ + 1)a0b0

√
T

T0

∑
εx

∑
εy

[
β(εx + εy − ε0)g1/2(eβ(µ−(εx+εy)))

+
1

2
g3/2(eβ(µ−(εx+εy)))

]
(6.45)

Derivando la ecuación de la energía respecto a la temperatura se obtiene el calor espe-
cí�co a volumen constate

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)(M + 1)(M ′ + 1)a0b0

√
T

T0

∑
εx

[(
3

4

)
g 3

2
(z1)

+
1

2
g 1

2
(z1)

(
2εx − ε0 − µ

kBT
+

1

kB

∂µ

∂T

)
+ g− 1

2
(z1)β(εx − ε0)

(
−µ− εx

kBT
+

1

kB

∂µ

∂T

)] (6.46)

la energía en el caso de un número in�nito de deltas es

U−Nε0

NkBT
=

√
T/T0

π2ζ(3/2)a0b0

Nb∑
nx,ny

∫ nxπ

(nx−1)π
d(akx)

∫ nyπ

(ny−1)π
d(bkx)

(
β(εnx(kx)+εny(ky)−ε0)g 1

2
(z1)+

1

2
g 3

2
(z1)

)
(6.47)

Para el potencial gran canónico

PV

NkBT
=

1

π2ζ(3/2)a0b0

√
T

T0

Nb∑
nx,ny=1

∫ nxπ

(nx−1)π
d(akx)

∫ nyπ

(ny−1)π
d(bky)g 3

2
(e−β(εnx (kx)+εny (ky)−µ))

(6.48)
En la �gura 6.9 se muestra el calor especí�co para una estructura tridimensional de

caja in�nita con dos familias de planos equidistantes perpendiculares entre sí formando
una estructura de tubos, en la �gura se superponen las curvas para el caso de un
número �nito de planos (3× 3× 3, 5× 5× 5, 7× 7× 7, 9× 9× 9 y 11× 11× 11) con
dos planos perpendiculares removidos, la curva continua violeta y la punteada de color
olivo muestran el caso de un número in�nito de planos con uno vacante y sin planos
vacantes respectivamente.

Se observa que conforme se va colocando un número mayor de planos perpendi-
culares a la estructura �nita eventualmente tiende al caso in�nito con los dos planos
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

Figura 6.10: Esquema de un estructura 3D de planos perpendiculares formando cubos.

vacantes, el cual presenta una discontinuidad característica de una transición de fase a
una temperatura crítica 1.926196 veces mayor que la temperatura crítica de un gas de
bosones en una caja tridimensional con la misma densidad.

Observe, sin embargo, que en la estructura in�nita sin vacancias (curva punteada de
color olivo) la discontinuidad ocurre a una temperatura crítica 0.7406197 veces menor
que la temperatura crítica de un gas de bosones en una caja tridimensional con la misma
densidad. A altas temperaturas todas las curvas tienden al valor característico del gas
ideal tridimensional 3/2.

6.6. Estructura tridimensional de multicubos
En el caso de tener una famila de planos perpendiculares a los tres ejes cartesianos, el
cual se puede representar por el potencial externo

V (x, y, z) =
M+1∑
j=1

v0x,jδ(x− ja) +
M ′+1∑
m=1

v0y,mδ(y −mb) +
M ′′+1∑
q=1

v0z,qδ(z − qc) (6.49)

en el que se observa que es son tres familias de planos perpendiculares entre sí,
formando un potencial de cubos.

En la �gura ?? se observa un esquema de un estructura tridimensional de multicubos.
Esta estructura es formada por tres familias de planos perpendiculares con parámetro
de red a, b y c respectivamente. Tres planos con bordes punteados representan los planos
imperfectos. Para los cálculos termodinámicos, los planos imperfectos son removidos y
se cumple que a = b = c.

Se utiliza la igualdad entre la densidad del sistema con la densidad ρ0 de un gas 3D
de bosones en T0

N

(M + 1)(M ′ + 1)(M ′′ + 1)abc
= ρ0 =

ζ(3
2)

λ3
0

(6.50)
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6.6 Estructura tridimensional de multicubos

donde consideramos que el volumen de nuestro sistema �nito es (M + 1)(M ′+ 1)(M ′′+
1)abc. luego la ecuación del número de partículas se escribe como

N =

Nb∑
i=1

Nb∑
n=1

Nb∑
p=1

[
1

eβ(εx,i,1+εy,n,1+εz,p,1−µ) − 1
+

M+1∑
j=2

1

eβ(εx,i,j+εy,n,1+εz,p,1−µ) − 1

+

M ′+1∑
m=2

1

eβ(εx,i,1+εy,n,m+εz,p,1−µ) − 1
+

M ′′+1∑
q=2

1

eβ(εx,i,1+εy,n,1+εz,p,q−µ) − 1

+

M+1∑
j=2

M ′+1∑
m=2

1

eβ(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,1−µ) − 1
+

M ′+1∑
m=2

M ′′+1∑
q=2

1

eβ(εx,i,1 + εy,n,m + εz,p,q − µ)− 1

+

M+1∑
j=2

M ′′+1∑
q=2

1

eβ(εx,i,j+εy,n,1+εz,p,q−µ) − 1
+

M+1∑
j=2

M+1∑
m=2

M ′′+1∑
q=2

1

eβ(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,q−µ) − 1

]
(6.51)

donde el primer término de la suma es

Nb∑
i=1

Nb∑
n=1

Nb∑
p=1

1

eβ(εx,i,1+εy,n,1+εz,p,1−µ) − 1
=

1

eβ(εx,1,1+εy,1,1+εz,1,1−µ) − 1

+

Nb∑
p=2

1

eβ(εx,1,1+εy,1,1+εz,p,1−µ) − 1
+

Nb∑
n=2

Nb∑
p=1

1

eβ(εx,1,1+εy,n,1+εz,p,1−µ) − 1

+

Nb∑
i=2

Nb∑
n=1

Nb∑
p=1

1

eβ(εx,i,1+εy,n,1+εz,p,1−µ) − 1

(6.52)

Usando la anterior normalización (6.50) se puede escribir la ecuación de número

1 =
1

N

Nb∑
i=1

M+1∑
j=1

N ′b∑
n=1

M ′+1∑
m=1

N ′′b∑
p=1

M ′′+1∑
q=1

1

eβ(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,q−µ) − 1
, (6.53)

de la cual se puede obtener númericamente el potencial químico. Donde la derivada del
potencial químico respecto a la temperatura es

1

kB

∂µ

∂T
= −

∑
ε β(εx,i,j + εy,n,m + εz,p,q − µ) e

β(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,q−µ)(
e
β(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,q−µ)−1

)2∑
ε

e
β(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,q−µ)(

e
β(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,q−µ)−1

)2

(6.54)

donde la suma
∑

ε es la suma sobre los índices de las bandas y de las deltas
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

∑
ε

=

Nb∑
i=1

M+1∑
j=1

N ′b∑
n=1

M ′+1∑
m=1

N ′′b∑
p=1

M ′′+1∑
q=1

(6.55)

Para la ecuación de energía en función de la temperatura es

U −Nε0

NkBT
=

1

N

Nb∑
i=1

M+1∑
j=1

N ′b∑
n=1

M ′+1∑
m=1

N ′′b∑
p=1

M ′′+1∑
q=1

β(εx,i,j + εy,n,m + εz,p,q − ε0)

eβ(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,q−µ) − 1
(6.56)

El calor especí�co a volumen constante es

CV
NkB

=
1

N

∑
ε

β(εx,i,j + εy,n,m + εz,p,q − ε0)eβ(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,q−µ)(
eβ(εx,i,j+εy,n,m+εz,p,q−µ) − 1

)2 ×(
β(εx,i,j + εy,n,m + εz,p,q − µ) +

1

kB

∂µ

∂T

) (6.57)

En el límite en que el número de dispersores delta tienda a in�nito entonces la
energía es

U−Nε0

NkBT
=

1

π3ζ(3/2)a0b0c0

Nb∑
nx,ny ,nz

∫∫∫
β(εnx(kx) + εny(ky) + εnz(kz)− ε0)abc d3k

eβ(εnx (kx)+εny (ky)+εnz (kz)−µ) − 1

(6.58)
donde la triple integral

∫∫∫
es la tres integraciones sucesivas sobre cada banda en las

tres direcciones ∫∫∫
=

∫ nxπ

(nx−1)π

∫ nyπ

(ny−1)π

∫ nzπ

(nz−1)π
(6.59)

El calor especí�co a volumen constante es

CV
NkB

=

Nb∑
nx,ny ,nz

∫∫∫
β(εnx(kx) + εny(ky) + εnz(kz)− ε0)eβ(εnx (kx)+εny (ky)+εnz (kz)−µ)

ζ(3/2)π3a0b0c0

(
eβ(εnx (kx)+εny (ky)+εnz (kz)−µ) − 1

)2 ×

(
β(εnx(kx) + εny(ky) + εnz(kz)− µ) +

1

kB

∂µ

∂T

)
(6.60)
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6.6 Estructura tridimensional de multicubos
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Figura 6.11: Calor especí�co isocórico de un gas de bosones en una estructura 3D de

multicubos.

donde la derivada del potencial químico respecto a la temperatura es

1

kB

∂µ

∂T
= −

∑∫∫∫
β(εnx(kx) + εny(ky) + εnz(kz)− µ) e

β(εnx (kx)+εny (ky)+εnz (kz)−µ)(
e
β(εnx (kx)+εny (ky)+εnz (kz)−µ)−1

)2∑∫∫∫
e
β(εnx (kx)+εny (ky)+εnz (kz)−µ)(

e
β(εnx (kx)+εny (ky)+εnz (kz)−µ)−1

)2

(6.61)
donde en las últimas tres ecuaciones se denota la suma sobre los números de banda

como ∑
=

Nb∑
nx,ny ,nz

=

Nb∑
nx=1

Nb∑
ny=1

Nb∑
nz=1

. (6.62)

En la �gura 6.11 se muestra el calor especí�co para una estructura tridimensional
de caja in�nita con tres familias de planos equidistantes perpendiculares entre sí, en la
�gura se superponen las curvas para el caso de un número �nito de planos (5×5×5,9×
9× 9 y 11× 11× 11) con los planos cartesianos centrales removidos, la curva continua
violeta y la punteada de color olivo muestran el caso de un número in�nito de planos
con uno vacante y sin planos vacantes respectivamente.

Se observa que conforme se va colocando un número mayor de planos perpendiculares
a la estructura �nita eventualmente tiende al caso in�nito con los tres planos cartesianos
vacantes, el cual presenta una discontinuidad característica de una transición de fase a
una temperatura crítica 2.2221356 veces mayor que la temperatura crítica de un gas de
bosones en una caja tridimensional con la misma densidad.

Observe, sin embargo, que en la estructura in�nita sin vacancias (curva punteada
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6. Gas de Bose en estructuras cristalinas bidimensionales y tridimensionales

de color olivo) la discontinuidad ocurre a una temperatura crítica 0.609201 veces menor
que la temperatura crítica de un gas de bosones en una caja tridimensional con la misma
densidad. A altas temperaturas todas las curvas tienden al valor característico del gas
ideal tridimensional 3/2.

Estructura d dL dKP
Tc/T0

perfecto
Tc/T0 con
vacancia

Libre 1D 1 1 0 0 �
Multilíneas 1 0 1 0 0.82793

Libre 2D 2 2 0 0 �
Multicintas 2 1 1 0 1.26072
Multicuadros 2 0 2 0 1.69438

Libre 3D 3 3 0 1 �
Multiplanos 3 2 1 0.87376 1.59863
Multitubos 3 1 2 0.74062 1.92620

Multicubos 3 0 3 0.60920 2.22214

Tabla 6.1: Temperaturas críticas de un gas de bosones no interactuante en diferentes

estructuras d−dimensionales periodicamente perfectas y con vacancia con a0 = 1.

La tabla 6.1 resume las temperaturas críticas de un gas de bosones no interactuan-
te en diferentes estructuras d−dimensionales periódicamente perfectas y con vacancia.
Dependiendo de la estructura, la vacancia puede ser un punto en la estructura unidi-
mensional, en las estructuras bidimensionales: una línea en la estructura de multicintas,
líneas perpendiculares en la estructura de multicuadros y en las estructuras tridimen-
sionales: un plano en la estructura de multiplanos o planos perpendiculares vacantes en
la de multitubos o multicubos.

En esta tabla dL representa el número de dimensiones con espectro libre (una relación
de dispersión energía como el cuadrado del momento) y dKP representa el número de
dimensiones ortogonales con espectro de Kronig-Penney en el límite de deltas, por lo
que d = dL+dKP . Se observa que en el caso de una estructura perfecta periódica no hay
transición de condensación a una temperatura crítica distinta de cero para dimensiones
menores a iguales a dos.

En el caso de una estructura con una vacancia, se observa que conforme la estructura
es más complicada, la estructura se vuelve más entretejida como en el caso bidimensional
de multicintas a multicuadros o tridimensional de multiplanos a multitubos a multicu-
bos, la temperatura crítica aumenta; en cambio la temperatura crítica disminuye para
las estructuras periódicas entre más complejas estas sean para el caso tridimensional.

Asimismo, observe que todas las temperaturas críticas se encuentran normalizadas
respecto a la temperatura crítica del gas libre tridimensional.
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Capítulo 7

Conclusiones

En el Capítulo 2 de esta tesis hemos calculado analíticamente las propiedades ter-
modinámicas de un gas d-dimensional de bosones de masa m y de espín cero con una
relación de energía proporcional al momento elevado a un exponente s > 0 más una
brecha energética entre la energía del estado base y la del primer estado excitado, ge-
neralizando el sistema discutido por V. Aguilera [56] al añadir la brecha energética
propuesta por F. London [20].

La presencia de esta brecha energética permite alcanzar una condensación de Bose-
Einstein a una temperatura crítica �nita y no nula, para cualquier valor del factor
positivo d/s > 0. Para temperaturas menores que la crítica el potencial químico toma el
valor de la energía del estado base y se puede calcular de manera numérica el potencial
químico para temperatura mayor que la crítica. Por otra parte, si no hay brecha ener-
gética, la temperatura crítica es diferente de cero sólo sí ocurre que d/s > 1. Además,
para estos valores d/s > 1 la temperatura crítica calculada sin brecha energética es
menor que con brecha ∆ > 0, es decir, el efecto de la brecha energética es aumentar la
temperatura crítica en todos los casos presentados.

En cuanto a las propiedades termodinámicas se tiene que el gran potencial y por
ende la ecuación de estado (presión en función del volumen y número de partículas) es
dependiente de los factores de dimensión d, exponente s y de la brecha energética ∆,
sin embargo, se puede reescribir la ecuación de estado en términos de una longitud de
onda térmica independiente de la brecha como lo obtuvo Z. Yan [57].

En el caso de la energía interna y su homóloga la entalpía como función de la
temperatura presenta un pico abrupto en la temperatura crítica Tc, por lo que el calor
especí�co isocórico sufre una discontinuidad en Tc, donde la magnitud del es creciente
como función del factor d/s. A temperaturas muy bajas el calor especí�co isocórico decae
exponencialmente como función de la temperatura, mientras que a temperaturas muy
altas tiende al valor del gas ideal clásico d/s. Un comportamiento análogo experimenta
el calor especí�co isobárico, el cual se puede escribir en términos del calor especí�co
isocórico. Además, se tiene que el factor γ, la razón entre los calores especí�cos isobárico
e isocórico toma el valor 2 a temperaturas cercanas a cero Kelvin.

Para cualquier valor de d/s la entropía crece monótonamente en función de la tem-
peratura, pero tiene un cambio no suave en la temperatura crítica. La energía libre de
Gibbs también experimenta un cambio no suave en Tc pero en cambio decrece con la
temperatura, ya que esta energía libre es proporcional al potencial químico G = µN . El
potencial químico µ para valores de temperatura menores que la crítica toma el valor
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7. Conclusiones

del estado base y decrece sin límite para temperaturas mayores que la crítica. La energía
libre de Helmholtz es decreciente también, sin embargo, tiene un comportamiento suave
para toda temperatura.

En el Capítulo 3 obtenemos el espectro de energía de una partícula dentro de un
cristal unidimensional con una imperfección, el cual presenta una brecha energética
entre el estado más bajo de energía y el primer estado excitado. Primero, se calcula el
espectro de energías de una partícula en un potencial externo de Kronig Penney [46]
en el límite de un peine de Dirac, es decir, en una estructura unidimensional de deltas
separadas una distancia a entre sí. En el caso de un cristal perfecto, la estructura es
completamente periódica y se puede aprovechar el teorema de Bloch y los métodos de
matrices de transferencia y dispersión, así como el uso de la función de Green para
solucionar la ecuación de Schrödinger y con ello obtener la función de onda y la relación
de dispersión, que es, la energía E en función de la magnitud del cuasimomento k de
Bloch. El espectro presenta una serie de bandas continúas permitidas separadas por
bandas prohibidas para la energía.

Sin embargo, para encontrar la relación de dispersión de la estructura cristalina con
una imperfección, que en este trabajo se modela como una delta con factor de impene-
trabilidad P ′ diferente a la de las demás deltas del cristal con impenetrabilidad P 6= P ′,
se aprovecha tratar a la delta diferente como un dispersor que une las funciones de
onda soluciones del cristal periódico perfecto antes y después del dispersor. La matriz
de dispersión tiene justo una divergencia para valores complejos del cuasimomento k,
los cuales forman una serie de valores discretos de la energía conocidos como estados
impuros, los cuales se encuentran en las bandas prohibidas del espectro del cristal per-
fecto. Aunque estos estados se conocen en la literatura desde hace tiempo no se habían
aprovechado en tratar de explicar el fenómeno de la condensación de Bose-Einstein.

También se encuentra una ecuación explícita para las energías de los estados impuros
con dos imperfecciones separadas l deltas del cristal perfecto, de la cual se observa que,
en este caso hay dos estados impuros en la banda prohibida, y además que si las dos
imperfecciones están alejadas una de otra l →∞, no hay acoplamiento entre ellas y el
espectro se degenera al de una sola imperfección, lo cual es físicamente esperado.

En el Capítulo 4 se calcula analíticamente el espectro de energías para una par-
tícula en un cristal imperfecto modelado con M deltas iguales más una delta central
de intensidad diferente, usando la matriz de transferencia que resulta del producto de
las M matrices para cada delta. Con el �n de obtener el espectro, se aprovecha el teo-
rema de Cayley-Hamilton para reescribir el producto de matrices iguales en términos
de los polinomios de Chebychev evaluados en la traza de la matriz de transferencia y
posteriormente se imponen condiciones de frontera tanto periódicas como de Dirichlet.

En el espectro se obtienen ciertos valores discretos de energía de las bandas del
cristal perfecto, debido a que sólo se escogen los valores de cuasimomento k y energía
E que cumplan las condiciones de frontera, además también se obtienen las energías
correspondientes a los estados impuros que les corresponden cuasimomentos complejos.

La densidad de probabilidad del estado base tiene derivada discontinua en la posición
de las deltas. En el caso de un cristal sin vacancias la densidad de probabilidad es
periódica, sin embargo, se distorsiona en presencia de una imperfección, ya que conforme
el valor de la impenetrabilidad disminuye, la partícula tiene mayor probabilidad de
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encontrarse dentro de la imperfección.
En el Capítulo 5 obtenemos las propiedades termodinámicas de un gas de bosones

dentro de una estructura unidimensional que simulamos aplicando a las partículas del
gas un potencial externo de deltas igualmente espaciadas en una caja. Los cálculos se
realizaron usando el espectro de energías de la partícula dentro del número �nito de
deltas con la central removida con condiciones de frontera de Dirichlet y comparándolo
con el espectro de un número in�nito de deltas con una de ellas removida.

Se normalizó la energía y la distancia entre las deltas con parámetros conocidos de
un gas ideal tridimensional de bosones libre.

En la dependencia de la brecha energética en función de la separación de las deltas,
se observa que cuando la separación entre ellas es muy grande (a0 = a/λ0 → ∞)
nos conduce a un espectro continuo de una partícula libre unidimensional sin brecha
energética, la cual no presenta transición de fase.

En cambio se observa que, cuando la separación entre las deltas es más estrecha
a0 → 0, la brecha tiende a un valor �nito ∆/kBT0 → P 2

0 /4π, en particular para P0 = 10
el límite es 25

π . Esto se debe a que las deltas se concentran densamente entre sí, el
sistema se vuelve análogo al de un estado ligado de una delta atractiva (de intensidad
negativa), obteniéndose el máximo valor de la brecha energética, numéricamente igual
al valor absoluto de la energía del estado ligado.

La temperatura crítica de CBE como función de la impermeabilidad de la delta
diferente y se observó que conforme el valor de la impermeabilidad es menor (o mayor)
respecto a la del cristal perfecto, la temperatura crítica es cada vez más alta y cuando
el cristal es perfecto la temperatura crítica es cero [33].

Con el �n de obtener las propiedades termodinámicas se toma el valor a0 = 1 y se
calcula numéricamente el potencial químico. Se observa que, para el caso del espectro
discreto de un número �nito de deltas con una imperfección, las curvas de los potenciales
termodinámicos evidencian que no hay una transición de fase, pero conforme se aumenta
el número de deltas, se obtiene la transición de fase a una temperatura crítica Tc ≈ 0.82.

Los potenciales termodinámicos del cristal in�nito imperfecto tienen un comporta-
miento muy similar al reproducido en el Capítulo 2: la energía interna y la entalpía
presentan un pico, el gran potencial y la entropía presentan un cambio no suave y los
calores especí�cos isocórico e isobárico presentan una discontinuidad en la temperatura
crítica, en cambio la energía libre de Helmholtz permanece suave como función de la
temperatura.

En el Capítulo 6, se obtuvieron las temperaturas críticas de un gas de bosones
no interactuante en diferentes estructuras d−dimensionales: la vacancia puede ser un
punto en la estructura unidimensional; en las estructuras bidimensionales puede ser una
línea en la estructura de multicintas ó dos líneas perpendiculares en la estructura de
multicuadros; en las estructuras tridimensionales puede ser un plano en la estructura
de multiplanos o planos perpendiculares vacantes en la de tubos o cubos.

En el caso de una estructura perfecta periódica no hay transición de condensación
a una temperatura crítica distinta de cero para dimensiones menores a iguales a dos,
al igual que en el caso del gas de bosones sin estructura. En el caso de una estructura
con una vacancia, además, conforme la estructura es más entretejida como en el caso
2D de líneas a malla o tridimensional de planos a tubos a cubos, la temperatura crítica
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aumenta; en cambio la temperatura crítica disminuye para el gas de bosones dentro de
las estructuras periódicas perfectas tridimensionales entre más entretejidas sean.

En recapitulación, nuestra propuesta de la presencia de una brecha energética entre
la energía más baja y la energía del primer estado excitado ocasiona una condensa-
ción en un gas ideal de bosones sin interacción en sistemas de baja dimensión, o bien,
incrementa la temperatura crítica respecto al caso sin brecha. Esto se interpreta intui-
tivamente, debido a que las partículas deben superar la brecha de energía para pasar
al nivel excitado. Esto puede ser interesante para buscar sistemas estables que alcancen
condensación a temperaturas ligeramente más elevadas.

Se ha mencionado que diversos autores plantean el uso de redes ópticas periódicas
para con�nar gases ultrafríos, nuestra propuesta de usar imperfecciones al superponer
pulsos en estas redes podría atraer nuevos efectos que pueden ser comparados con nues-
tros resultados ideales. De hecho, la presencia de una vacancia ocasiona que existe la
densidad de probabilidad de la partícula se incremente en el lugar de la vacancia, por lo
que este modelo podría aprovechar las ventajas de una red óptica y las de un potencial
de atrapamiento, distinto al armónico.

Por otra parte, este texto generaliza diferentes expresiones encontradas en los cursos
básicos de Mecánica Estadística, Termodinámica y Cuántica, por lo que puede servir
de base para otros estudiantes interesados en estos tópicos.

Sin embargo, el modelo que proponemos considera que la partícula no se ve afectada
por la presencia de las demás, lo cual sería imposible, debido a que la vacancia sirve para
con�nar las partículas, haciendo que su densidad aumente en esta región, ocasionando
que las interacciones se vuelvan determinantes.

En el apéndice C se exponen resultados de diversos autores sobre un gas con in-
teracciones. Aunque el objetivo de esta tesis fue resolver el caso ideal sin interacciones
ocupando métodos para resolver la ecuación lineal de Scrödinger, se puede trabajar el
modelo propuesto con la ecuación no lineal de Scrödinger, conocida como ecuación de
Gross-Pitaevskii (GP). En este apéndice mostramos una corrección a primer orden de
la temperatura crítica usando la brecha energética e interacciones en una trampa ar-
mónica y también se usa la aproximación de Thomas-Fermi. En el espectro de energía
de la estructura de bandas del caso fuertemente interactuante de la ecuación no lineal
(GP) aparecen �Swallowtails�, producto de la histéresis de un super�uido, cosa que en
nuestros resultados sin interacciones no aparecen, pero sirve de base para un proyecto
futuro.
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Apéndice A

Casos límite de gas de bosones reportados en la

literatura

En esta sección del apéndice revisaremos algunos casos especí�cos reportados en
la literatura, evaluando algunos parámetros en nuestras ecuaciones generalizadas del
primer capítulo de la tesis.

A.1. Gas de bosones en un sistema d > 0 dimensional con
relación de energía momento generalizada ε ∝ ks con
s > 0 con razón d/s > 1 y sin brecha energética ∆ = 0

Sustituyendo ∆ = 0 en nuestras expresiones para las diferentes propiedades ter-
modinámicas del primer capítulo: la temperatura crítica, la fracción de condensado, la
energía interna, el calor especí�co isocórico y su salto en la temperatura crítica T0 para
d/s > 1. Tales expresiones ya han sido reportadas previamente [56].

(a) (b)

Figura A.1: (a) Potencial químico y (b) fracción del condensado como función de la

temperatura normalizada T/T0 sin brecha para d/s = 13/10, 3/2, 2, 5/2, 3.

Usaremos la notación T0 para describir la temperatura crítica del caso sin brecha
energética con el �n de no confundir con la temperatura Tc dependiente de la brecha
energética ∆ 6= 0.
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A. Casos límite de gas de bosones reportados en la literatura

(a) (b)

Figura A.2: (a) Energía interna y (b) calor especí�co isocórico como función de la

temperatura normalizada T/T0 sin brecha para d/s = 13/10, 3/2, 2, 5/2, 3.

Además estas expresiones generalizan las obtenidas en el capítulo 13 del libro de
Pathria [2].

Temperatura crítica
De la ecuación (2.6), tenemos la expresión de la temperatura crítica

T0 =
cs
kB

(
s(2π)dΓ(d/2)n

2πd/2 Γ(d/s)ζ (d/s)

)s/d
. (A.1)

Fracción de condensado
Al sustituir ∆ = 0 en la ecuación (2.9) se obtiene que para toda T , la fracción de

condensado es
N0

N
= 1−

(
T

Tc

)d/s g d
s
(eβ(µ−ε0))

ζ(d/s)
, (A.2)

de donde se satisface que µ = ε0 en T < T0. En la �gura A.1a se observa el com-
portamiento no creciente del potencial químico respecto a la temperatura en el caso sin
brecha, observe que la caída es más abrupta cuando d/s crece. En la �gura A.1b se
muestra que la fracción de condensado decrece monotónicamente de manera similar a
la �gura 2.3.

Energía interna
Al sustituir ∆ = 0 en (2.20) se obtiene que la energía interna por partícula es

U −Nε0

NkBT
=
d

s

(T/T0)d/s

ζ(d/s)
g d
s

+1

(
eβ(µ−ε0)

)
. (A.3)

En la �gura A.2a se muestra la energía interna en función de la temperatura para
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distintos valores de la razón d/s, donde se observa que la función es siempre continua,
a bajas temperaturas tiende al valor del estado base con un comportamiento convexo y
que a altas temperaturas tiende al valor del gas ideal clásico U → Nε0 + (d/s)NkBT .

Calor especí�co isocórico
De la ecuación (2.23), tenemos para T > T0 que el calor especí�co isocórico

CV
NkB

=
d

s

(1 +
d

s

) g d
s

+1

(
eβ(µ−ε0)

)
g d
s

(
eβ(µ−ε0)

) − (d
s

) g d
s

(
eβ(µ−ε0)

)
g d
s
−1

(
eβ(µ−ε0)

)
 (A.4)

y para T ≤ T0 de la ecuación (2.24) el calor especí�co es

CV
NkB

=
d

s
(T/T0)d/s

[(
1 +

d

s

)
ζ
(
d
s + 1

)
ζ(d/s)

]
(A.5)

En la �gura A.2b se muestra el comportamiento del calor especí�co isocórico como
función de la temperatura, se observa que a temperatura menor que la crítica T < T0

es creciente respecto a la temperatura, alcanzando un máximo en T = T0 y para tem-
peratura mayor que la crítica el comportamiento es decreciente.

Salto del calor especí�co isocórico
En el caso sin brecha, se puede observar que para d/s ≤ 2 el calor especí�co isocórico

es continuo en la temperatura crítica, sin embargo, como lo reportamos en el segundo
capítulo en la ecuación (2.26) el salto del calor especí�co isocórico

∆CV
NkB

=

(
d

s

)2 ζ
(
d
s

)
ζ
(
d
s − 1

) con d/s > 2, (A.6)

expresión que también presenta Pethick [3]. Observe que el calor especi�co sin brecha
A.2b no siempre presenta un salto discontinuo, a diferencia del calor con brecha ∆ 6= 0
de la �gura 2.5 la cual siempre presenta un salto. Este comportamiento tambien lo
muestra la �gura del salto 2.6.

Calor especí�co isobárico
Sustituyendo en la ecuación (2.36) una brecha energética nula ∆ =0, nos queda para

temperatura mayor que la crítica T > T0 la siguiente expresión

CP
NkB

=

(
1 +

d

s

)2 g2
d
s

+1

(
eβ(µ−ε0)

)
g d
s
−1

(
eβ(µ−ε0)

)
g3
d
s

(
eβ(µ−ε0)

) − d

s

(
1 +

d

s

) g d
s

+1

(
eβ(µ−ε0)

)
g d
s

(
eβ(µ−ε0)

) .

(A.7)
De la ecuación (2.38) el calor especí�co isobárico para temperaturas menores a la crítica
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(a) (b)

Figura A.3: (a) Calor especí�co isobárico y (b) factor γ como función de la temperatura

normalizada T/T0 sin brecha para d/s = 13/10, 3/2, 2, 5/2, 3.

T ≤ T0 es la misma expresión anterior en el caso µ = ε0 para d/s > 2 [58]. Sin
embargo, esta expresión diverge para el caso 1 < d/s ≤ 2 por el factor g d

s
−1 (z → 1), cabe

mencionar que Pathria [2] usa esta condición de divergencia para de�nir un exponente
crítico, pero que en el caso con brecha ∆ 6= 0 no existe tal divergencia debido a que el
salto siempre es �nito (2.39).

En la �gura (A.3a) se observa el calor especí�co isobárico como función de la tem-
peratura, donde se muestra que para los casos con fracción d/s < 2 el calor isobárico
diverge para temperatura menor a la crítica, sin embargo el salto se mantiene �nito
para d/s > 1 como se muestra en 2.10.

Coe�ciente γ = CP /CV
El coe�ciente gamma CP /CV para T > Tc se obtiene de la expresión (2.40)

γ ≡ CP
CV

= 1 +
(s
d

)2 CV
NkB

g d
s
−1(z1)

g d
s
(z1)

. (A.8)

y para T ≤ Tc el coe�ciente gamma diverge en el caso d/s < 2 y adquiere

γ = 1 +
s

d

(
1 +

d

s

)
ζ
(
d
s + 1

)
ζ
(
d
s − 1

)
(ζ
(
d
s

)
)2

con
d

s
> 2 (A.9)

En la �gura A.3b se muestra el factor gamma en función de la temperatura. Se
observa un comportamiento diferente al del caso con brecha 2.11, debido a que para
temperatura T < T0 el caso sin brecha toma un valor constante o diverge, a diferencia
del caso con brecha el cual crece hasta llegar a un máximo en la temperatura crítica
para cualquier valor de d/s.

Entropía
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(a) (b)

Figura A.4: (a) Calor especí�co isobárico y (b) factor γ como función de la temperatura

normalizada T/T0 sin brecha para d/s = 13/10, 3/2, 2, 5/2, 3.

De la ecuación (2.44) la entropía viene dada por

S

NkB
=

(T/T0)d/s

ζ(d/s)

[(
d

s
+ 1

)
g d
s

+1

(
eβ(µ−ε0)

)]
+
ε0 − µ
kBT

. (A.10)

En la �gura A.4a se muestra la entropía en función de la temperatura, la cual crece
monótonamente y es cóncava. Este comportamiento es similar al de la �gura con brecha
2.12.

Entalpía
De la ecuación (2.46) la entalpía es

H

NkBT
=

(T/T0)d/s

ζ(d/s)

[(
d

s
+ 1

)
g d
s

+1

(
eβ(µ−ε0)

)]
+

ε0

kBT
. (A.11)

En la �gura A.4a se muestra que la entropía como función de la temperatura cre-
ce monótonamente. Sin embargo tiene un comportamiento distinto al de la �gura 2.12,
ya que está última presenta un pico en la temperatura crítica para cualquier valor de d/s.

Energía libre de Helmholtz
De la ecuación (2.45) la energía libre de Helmholtz es

F

NkBT
=

µ

kBT
− (T/T0)d/s

g d
s

+1

(
eβ(µ−ε0)

)
ζ(d/s)

. (A.12)

En la �gura A.5a se muestra la energía libre de Helmholtz en función de la tempera-
tura, la cual decrece suave, convexa y monótonamente. Este comportamiento es similar
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(a) (b)

Figura A.5: (a) Energía libre de Helmholtz y (b) de Gibbs como función de la tempe-

ratura normalizada T/T0 sin brecha para d/s = 13/10, 3/2, 2, 5/2, 3.

al de la �gura con brecha 2.13.

Energía libre de Gibbs
La energía libre de Gibbs está dada por G = U +PV − TS = H − TS = µN. En la

�gura A.5b se muestra que la energía libre de Gibbs en función de la temperatura no es
creciente y a pesar de ser continua, a valores d/s grandes tiene un cambio abrupto en
la temperatura crítica. Este comportamiento es similar al de la �gura con brecha 2.15.

A.2. Gas bosónico tridimensional (d = 3) con energía
proporcional al cuadrado del momento s = 2

A.2.1. Gas ideal d = 3 de bosones con s = 2 con brecha energética

∆ > 0

En el caso particular de sustituir los valores s = 2, d = 3 y ∆ > 0 nuestras expre-
siones reproducen los resultados de M. A. Solís [69].

Además se obtienen adicionalmente el salto del calor especí�co isobárico en la tem-
peratura crítica Tc, la entropía, la entalpía y las expresiones de la energías libres de
Helmhotz y Gibbs.

Temperatura crítica
De la ecuación (2.6) tenemos que

Tc =
c2

kB

 8π3/2n

g 3
2

(
e
− ∆
kBTc

)


2/3

=
h2

2πmkB

 N

V g 3
2

(
e
− ∆
kBTc

)


2/3

(A.13)
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donde se uso que c2 = h2/2πmkB.

Fracción de condensado
De la ecuación (2.10) tenemos que la fracción de condensado es

N0

N
= 1− (T/Tc)

3/2
g 3

2

(
e
− ∆
kBT

)
g 3

2

(
e
− ∆
kBTc

) . (A.14)

Energía Interna
Usando la ecuación (2.20) obtenemos la energía interna por partícula dada por

U −Nε0

NkBT
=

(T/Tc)
3
2

g 3
2

(
e
− ∆
kBTc

) [3

2
g 5

2
(z1) +

∆

kBT
g 3

2
(z1)

]
. (A.15)

Calor especí�co isocórico
Para temperaturas T > Tc, usando (2.23) el calor especí�co isocórico es dado por

CV
NkB

=
15

4

g 5
2
(z1)

g 3
2
(z1)

− 9

4

g 3
2
(z1)

g 1
2
(z1)

. (A.16)

En T ≤ Tc usando (2.24) se cumple

CV
NkB

=

(
1− N0

N

)15

4

g 5
2

(
e
− ∆
kBT

)
g 3

2

(
e
− ∆
kBT

) +

(
∆

kBT

)2

g 1
2

(
e
− ∆
kBT

)
g 3

2

(
e
− ∆
kBT

)
+ 3

∆

kBT

 . (A.17)

Salto del calor especí�co isocórico
De la ecuación (2.26) tenemos que el salto del calor especí�co isocórico es

∆CV
NkB

=
g 3

2
(z0c)

g 1
2

(z0c)

[
3

2
+

∆

kBTc

g 1
2

(z0c)

g 3
2

(z0c)

]2

, (A.18)

donde z0c ≡ e
− ∆
kBTc .
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A.2.2. Propuesta de London para la super�uidez del He4 [25].

London [20] propuso explicar el fenómeno de super�uidez del He4 como un con-
densado de Bose Einstein. Se propone una ecuación para el espectro de energía de la
forma

ε =

{
0, k = l = n = 0

∆ + ~2

2m∗ (k
2 + l2 + n2)V −

2
3 , en otro caso

(A.19)

la cual es análoga a la relación de dispersión energía-momento (2.1). En este caso
m∗ es una masa �efectiva� y ∆ es el ancho de la brecha energética.

Para describir estadísticamente un líquido, se debe considerar fuerzas de interac-
ción, lo cual es una tarea dí�cil, por lo que se trabajan con modelos simpli�cados. El
modelo de Guggenheim y también mencionado por Bijl [22], trabaja con un �potencial
suavizado� el cual añade una excitación en forma de una brecha energética a la energía
cinética análoga al espectro (A.19) de una sola partícula. La necesidad de esta brecha
se justi�ca al considerar que el volumen de un líquido a diferencia del gas depende poco
del cambio de temperatura y presión, en cambio depende fuertemente del tamaño de
sus moléculas. La propuesta del modelo de un potencial suave remplaza al potencial de
fuerzas interactuantes de N moléculas por un promedio, el potencial suave, el cual sólo
depende del volumen molar del �uido y que se añade a la energía cinética de excitación
de cada partícula.

Los parámetros m∗ y ∆ son determinados usando las condiciones experimentales: la
condensación de Bose Einstein ocurre en Tc = 2.186K y que la entropía en Tc coincide
con el valor de la entropía en la temperatura de la transición lambda sλ = 0.375 cal/K/g.
De forma que la temperatura crítica viene dado por la ecuación (A.13).

La masa efectiva m∗ se puede escribir en términos del número de partículas N de
nuestro texto por medio de

m∗ = ρ
V

N
(A.20)

donde ρ expresa la densidad de masa.
Los valores experimentales requieren que ∆ ≈ 4kBTλ donde Tλ es la temperatura de

la transición lambda. Entonces en una aproximación se tiene que gn

(
e
− ∆
kBT

)
≈ e−

∆
kBT .

En el caso del número de partículas para T < Tc en el estado excitado de la ecuación
(A.14) se obtiene

ρe
ρ
≈ Ne

N
=

(
T

Tc

)3/2

e
∆

kBTc
− ∆
kBT . (A.21)

Análogamente de la ecuación (A.15) se tiene que los límites de la energía interna en
la temperatura crítica

U(T−c ) ≈ NkBT
(
T

Tc

)3/2(3

2
+

∆

kBT

)
e

∆
kBTc

− ∆
kBT (A.22)
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U(T+
c ) ≈ NkBT

(
3

2
+

∆

kBT

)
(A.23)

De las ecuaciones (A.16) y (A.17) se tiene que los límites del calor especí�co isocórico
en la temperatura crítica

CV (T−c )

NkB
≈
(
T

Tc

)3/2
(

15

4
+ 3

∆

kBT
+

(
∆

kBT

)2
)
e

∆
kBTc

− ∆
kBT (A.24)

CV (T+
c )

NkB
≈ 3

2
(A.25)

donde el salto de la discontinuidad viene dado por

∆CV
NkB

≈
(

3

2
+

∆

kBT

)2

(A.26)

(a) (b)

Figura A.6: (a) Concentración del �uido y (b) calor especí�co isocórico del He4. En

línea punteada se muestra la curva teórica y en línea continua la curva experimental.

Figura extraída [25].

Experimentalmente se tiene un ajuste a la curva de la concentración del �uido normal

ρn
ρ
≈ 1.24× 104T 4 +

(
T

Tλ

)3/2

e
∆

kBTλ
− ∆
kBT . (A.27)
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London escoge para su ajuste los valores de la brecha y de la masa efectiva

∆

k
= 8.8K y m∗ = 9.1mHe (A.28)

Mientras que para el caso del calor especí�co por gramo en el que se observa la
transición lambda propone un ajuste

CV (T−c ) = 5.62× 103T 3 + 0.0547

(
T

Tλ

)3/2
(

15

4
+ 3

∆

kBT
+

(
∆

kBT

)2
)
e

∆
kBTλ

− ∆
kBT

(A.29)

CV (T+
c ) = 5.62× 103T 3 + 0.0819 (A.30)

El primer término de la concentración que depende de la potencia cuarta de la tempe-
ratura y el primer término de la capacidad calorí�ca proporcial a la potencia triple de
la temperatura es debido al comportamiento fonónico.

Se observa que el ajuste teórico del calor especí�co no representa satisfactoriamente
la curva experimental debido a que el salto es �nito en el caso teórico. Aún así, cabe
mencionar que para T < Tλ las fórmulas son idénticas que las que propone Landau con
su modelo de excitaciones elementales, ya que él asume que el espectro de sus rotones
presenta una brecha. También otro aspecto a destacar es que este modelo propuesto
por London, retomando las ideas de Bijl [22], es un modelo simpli�cado el cual suaviza
las interacciones entre pares de moléculas y las remplaza con un campo constante, de
manera que aunque bastante simple, nos explica la transición lambda y el mecanismo de
dos �uidos [26]. Nuestra propuesta en la tesis es crear un potencial externo que pudiera
replicar en el espectro de energía la brecha propuesta por los autores mencionados.
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Apéndice B

Modelo de Kronig-Penney

Un modelo clásico para describir la estructura electrónica dentro de un cristal pe-
riódico unidimensional es el creado por R. Kronig y W.G.Penney. En este apéndice se
proponen tres distintas soluciones para resolver el modelo propuesto por ambos autores.

Figura B.1: Potencial de Kronig-Penney.

Considerando un potencial periódico formado por una in�nidad de escalones de
altura V0 de ancho b separados una distancia a entre sí.

V (x) =

{
0 si na ≤ x ≤ (n+ 1)a− b
V0 si (n+ 1)a− b ≤ x ≤ (n+ 1)a

(B.1)

con n un número natural.
Explotaremos el uso del teorema de Bloch para resolver el problema, por lo que solo

nos concentraremos en el caso del primer periodo del potencial.
Sustituimos el potencial (B.1) dentro de la ecuación de Schrödinger estacionaria

siguiente

− ~2

2m

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ = Eψ, (B.2)

obtenemos los siguientes casos.
Para 0 < x < (a− b)

− ~2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ (B.3)
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se obtiene como solución
ψ(x) = A1e

iκx +B1e
−iκx (B.4)

donde
κ2 =

2mE

~2
(B.5)

que es la norma al cuadrado del vector de onda asociado a la energía.
En cambio para −b < x < 0

− ~2

2m

d2ψ

dx2
= (E − V0)ψ (B.6)

se obtiene como solución
ψ(x) = C1e

iqx +D1e
−iqx (B.7)

donde

q2 =
2m(E − V0)

~2
(B.8)

De acuerdo con el teorema de Bloch, la solución a la ecuación de Schrödinger (B.2)
de un potencial periódico se puede escribir como el producto de una función de onda
por una función periodica del mismo periodo que el potencial dado.

En nuestro caso tenemos que la función de onda se puede escribir como
Para 0 < x < a− b

ψ(x) = A1e
iκx +B1e

−iκx = eikxu(x) (B.9)

donde
u(x) = A1e

i(κ−k)x +B1e
−i(κ+k)x (B.10)

De manera análoga para −b < x < 0 con función de onda ψ(x) = eikxu(x) se tiene
que

u(x) = C1e
i(q−k)x +D1e

−i(q+k)x (B.11)

Ahora las condiciones de continuidad de la función de onda ψ(x) y su derivada
respecto a la posición ψ(x) ≡ dψ

dx en el inicio de la barrera satisfacen

C1 +D1 = ψ(0−) = ψ(0+) = A1 +B1 (B.12)

iq(C1 −D1) = ψ′(0−) = ψ′(0+) = iκ(A1 −B1) (B.13)

y por el teorema de Bloch, se tiene la periodicidad de la función u(x) y su derivada
u′(x) ≡ du

dx , por lo que

C1e
−i(q−k)b +D1e

i(q+k)b = u(−b) = u(a− b)
= A1e

i(κ−k)(a−b) +B1e
−i(κ+k)(a−b) (B.14)
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i(q − k)C1e
−i(q−k)b − i(q + k)D1e

i(q+k)b = u′(−b) = u′(a− b)
= i(κ− k)A1e

i(κ−k)(a−b) − i(κ+ k)B1e
−i(κ+k)(a−b) (B.15)

La solución no trivial del sistema de cuatro ecuaciones (B.12), (B.13), (B.14) y (B.15)
satisface la relación de dispersión

cos(ka) = cos(qb)cos(κ(a− b))− κ2 + q2

2κq
sin(qb) sin(κ(a− b)) (B.16)

En el caso particular del límite de deltas de Dirac, las barreras se hacen muy altas
comparado a su ancho, es decir

b→ 0, V0 →∞ (B.17)

tal que V0b permanezca constante. Conservando solo términos a primer orden

sin(qb)→ qb cos(κb)→ 1 (B.18)

La expresión queda de la manera más compacta

cos(ka) = cos(κa) + P
sin(κa)

κa
(B.19)

con

P =
mV0ba

~2
(B.20)

que es la solución de un potencial tipo peine de Dirac.
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Apéndice C

Modelos de un gas de bosones con interacciones

En esta sección del apéndice se calcula la fracción del condensado y la temperatura
crítica de un gas de bosones débilmente interactuante con�nado en una trampa descrita
por un potencial genérico de ley de potencia.

Aunque el modelo que se utilizó durante todo el trabajo anterior, no es un potencial
de atrapamiento de potencia, de acuerdo con el capítulo 4, la densidad de partículas
se localiza fuertemente en la vacancia, por lo que se puede tratar el potencial de la
vacancia como un potencial de con�namiento, que en una analogía se puede tratar
como un potencial que obedece un potencial radial que va como ley de potencia.

C.1. Espectro semiclásico para gas diluido
En una primera aproximación, a temperaturas bajas las interacciones se modelan

por una interacción de contacto U0δ(r − r′). Esto se justi�ca debido a que muy bajas
temperaturas la energía cinética y la densidad del gas son muy bajas.

El gas diluido puede entonces ser descrito por medio de la ecuación de Gross-
Pitaevskii [70] d-dimensional para un potencial de simetría radial

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ(r, t) + V (r)ψ(r, t) + U0|ψ(r, t)|2ψ(r, t) (C.1)

donde m es la masa de los átomos y ψ(r, t) describe la función de onda dependiente
del tiempo t y la posición radial r. Esta función de onda satisface la condición de
normalización

N =

∫
dv|ψ|2. (C.2)

El término U0 representa la interacción entre las partículas y se puede escribir en
términos de la longitud de dispersión as de onda s

U0 =
4π~2aS
m

, (C.3)

donde se supone que la longitud de dispersión aS es pequeña en comparación a la
distancia media entre los átomos. Si la longitud de dispersión es positiva la interacción
es repulsiva y si es negativa es atractiva. Para átomos, la longitud de dispersión es del
orden de unos cuantos radios de Bohr, pero en algunos isotopos es mayor.
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En esta sección nos interesa analizar el caso de interacción repulsiva con el �n de
analizar la competencia con el término de la brecha discutido en el segundo capítulo.

Con el �n de discutir con resultados previos se propone un potencial radial dado por

V (r) =
1

2
~ω0

(
r

r0

)n
, (C.4)

donde r0 =
√
~/mω0 es una longitud característica de normalización de la trampa.

Este potencial fue trabajado por Castellanos [71].
En la aproximación semiclásica, se interpreta al cuadrado de la función de onda

con la densidad espacial de partículas |ψ(r)|2 = n(r) de un gas de bosones diluido que
obedece un espectro tipo Hartree-Fock

ε(r, p) = ε0 +
p2

2m
+ ∆ + V (r) + 2U0n(r) (C.5)

el cual es análoga al caso sin interacción dado por la relación de energía-momento (2.1)
para el caso s = 2.

C.2. Distribución de Bose radial
En este caso la distribución estadística de los bosones es una función sobre el espacio

fase 2d-dimensional
n(r, p) =

1

eβ(ε(r,p)−µ) − 1
(C.6)

donde la condición de normalización (C.2) nos exige que el número de partículas sea

N =

∫
ddr n(r) (C.7)

donde a su vez n(r) representa la distribución radial, que se obtiene al integrar sobre
el momento la distribución (C.6)

n(r) =

∫
ddp n(r, p) = λ−dgd/2(eβ(µ−ε0−∆−V (r)−2U0n(r))) = λ−dgd/2(z1e

−β(V (r)+2U0n(r)))

(C.8)
donde λ es la longitud de onda térmica generalizada dada por (2.17). La fugacidad

z1 ya se había de�nido en el segundo capítulo como

z1 ≡ eβ(µ−ε0−∆) (C.9)

Observe que la expresión de la distribución radial (C.8) generaliza la ecuación de
número (2.5) del Capítulo 2.

Si la interacción es débil, se puede desarrollar la expresión a primer orden en U0,
dando por resultado
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n(r) = n0(r)

(
1− 2U0

kT
λ−dg d

2
−1(z1e

−βV (r)))

)
(C.10)

donde n0(r) es la distribución radial sin interacción (U0 = 0),

n0(r) = λ−dg d
2
(z1e

−βV (r)) (C.11)

Al integrar la condición de normalización (C.7) se obtiene

N = N0+

(
kBT

~ω0

) d
2

+ d
n 2

d
nΓ
(
d
n + 1

)
2
d
2 Γ
(
d
2 + 1

) g d
2

+ d
n

(z1)

[
1− 2

U0

kBT

1

λd

G d
2
, d
2
−1, d

n
(z1)

g d
2

+ d
n

(z1)

]
(C.12)

donde la función Gl,m,p se expresa por medio de la serie

Gl,m,p =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

zi+j

iljm(i+ j)p
. (C.13)

La temperatura crítica de un gas de bosones T0 en el caso d/2 > 1 sin interacción
entre las partículas y sin término de brecha, se obtiene de la ecuación de número (C.12),
obteniendo

kBT0 = ~ω0

(
2
d
2 Γ
(
d
2 + 1

)
N

2
d
nΓ
(
d
n + 1

)
ζ
(
d
2 + d

n

))
n
d

2
n+2

. (C.14)

esta expresión para la temperatura crítica y la fracción de condensado débilmente
interactuante (C.12) generalizan las expresiones (24) y (25) de Bagnato [44].

La expresión de la presión es

P =

(
kBT

~ω0

) d
2

+ d
n 2

d
nΓ
(
d
n + 1

)
2
d
2 Γ
(
d
2 + 1

) g d
2

+ d
n

+1(z1)

[
1− 2

U0

kBT

1

λd

G d
2

+1, d
2
, d
n

(z1)

g d
2

+ d
n

+1(z1)

]
(C.15)

C.3. Corrimiento de la temperatura crítica
Para obtener el corrimiento de la temperatura crítica debido a la interacción débil

entre los átomos, seguimos el método propuesto por Salasnich [72], al hacer una desa-
rrollo de Taylor a primer orden en la expresión de número (C.12) alrededor de µ = ε0,
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Tc = T0, ∆ = 0 y U0 = 0:

N(T, µ,∆, U0) ≈N(T0, ε0, 0, 0) +
∂N

∂T
(T0, ε0, 0, 0)(T − T0) +

∂N

∂µ
(T0, ε0, 0, 0)(µ− ε0)

+
∂N

∂∆
(T0, ε0, 0, 0)∆ +

∂N

∂U0
(T0, ε0, 0, 0)U0,

(C.16)

después de hacer el álgebra correspondiente de la serie de Taylor (C.16), tenemos que
el corrimiento de la temperatura crítica (en T = Tc) viene dado por la expresión

Tc − T0

T0
= − 1

kBT0

1(
d
2 + d

n

)
ζ
(
d
2 + d

n

) [ζ (d
2

+
d

n
− 1

)
(µ− ε0 −∆)− 2U0

λd0
G d

2
, d
2
−1, d

n
(1)

]
.

(C.17)
Usando la condición de gas débilmente interactuante, tenemos que a temperatura

crítica de condensación Tc y para un número grande de número de partículas N , se
puede usar la aproximación de campo medio para el potencial químico de la forma

µc ≈ ε0 + 2U0n0(r = 0) (C.18)

donde n0(r = 0,∆ = 0) ≈ λ−d0 ζ(d2) en un primer orden de aproximación de acuerdo
con (C.11) y sustituyendo en (C.17), nos da la expresión para el corrimiento de la
temperatura crítica

Tc − T0

T0
=

∆

~ω0
Λ∆N

−n
d

2
n+2 − 2U0

~ω0

(mω0

2π~

) d
2

ΛU0N
n
d
d−2
n+2 (C.19)

donde r0 =
√
~/mω0, el coe�ciente Λ∆ es dependiente de los parámetros d y n se de�ne

como

Λ∆(d, n) ≡
ζ
(
d
2 + d

n − 1
)(

d
2 + d

n

)
ζ
(
d
2 + d

n

) (2
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nΓ
(
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)
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(
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)
2
d
2 Γ
(
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) )n
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2
n+2

(C.20)

y análogamente el coe�ciente ΛU0 es

ΛU0(d, n) ≡
ζ
(
d
2

)
ζ
(
d
2 + d

n − 1
)
−G d

2
, d
2
−1, d

n
(1)(

d
2 + d

n

)
ζ
(
d
2 + d

n

) (
2
d
2 Γ
(
d
2 + 1

)
2
d
nΓ
(
d
n + 1

)
ζ
(
d
2 + d

n

))
n
d
d−2
n+2

.

(C.21)

De esta expresión se observa que la corrección de la brecha energética compite con
el término de la interacción repulsiva (U0 > 0), es decir dependiendo del valor de la
brecha energética ∆, del exponente del potencial radial n, del parámetro de interacción
U0 y de los fracciones d/2 y d/n, puede que la temperatura crítica sea mayor o menor
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que la del caso ideal, aún con interacciones repulsivas.
En el caso en que d/2 > 1 y d/n > 1 entonces

Tc − T0

T0
=

∆

~ω0
Λ∆N

−n
d

2
n+2 − 2U0

~ω0

2
d
2

rd0
ΛU0N

n
d
d−2
n+2

= Λ∆N
−n
d

2
n+2

(
∆

~ω0
− 2U0

~ω0

(mω0

2π~

) d
2 ΛU0

Λ∆
N

n
n+2

) (C.22)

observe que si el número N es muy grande, el término acompañado de la interacción
se vuelve importante y predomina el término de la brecha energética, haciendo que la
temperatura crítica sea menor que la del caso ideal Tc < T0, el corrimiento es negativo
como lo indica Castellanos [71]. Aún así puede que el término de la brecha haga una
ligera corrección, en el caso en que la interacción sea extremadamente pequeña, lo que
hace que la temperatura crítica con brecha sea mayor que la del caso ideal.

En particular para el caso tridimensional d = 3 con energía proporcional al cuadrado
del momento s = 2, c2 = ~2/2m, el corrimiento se convierte

Tc − T0

T0
=

∆

~ω0
Λ∆N

− 2n
3(n+2) − as

r0

23/2

π1/2
ΛU0N

n
3(n+2) (C.23)

donde a = mU0
4π~2 es la longitud de dispersión de onda s y r0 ≡

√
~/mω0.

En el caso más usual, la ley de potencias es cuadrática n = 2, representando un
oscilador armónico

Tc − T0

T0
=

∆

~ω0
Λ∆N

− 1
3 − as

r0

23/2

π1/2
ΛU0N

1
6 (C.24)

con Λ∆ ≈ 0.485 y (23/2/π1/2)ΛU0 ≈ 1.33.
Vemos que para un número muy grande de partículas, el término que contiene la

brecha no contrarresta signi�cativamente el término con interacción. En el caso de que
la brecha no estuviera presente, el término de interacción repulsiva (U0 > 0) decrece
la temperatura crítica respecto al caso ideal, con la brecha energética apenas puede
competir para aumentar ligeramente la temperatura crítica

Para hacer un cálculo numérico simple, proponemos el caso del condensado repulsivo
87Rb con parámetros as = 109a0 ≈ 5.8 nm, ω = 674.2 Hz, r0 = 1.04µm y N ≈ 105

[73], el error de la temperatura crítica (C.24) da un error relativo de −5 %, en cambio
si se propone que la brecha sea en el máximo de los casos ∆ ≈ ~ω0, el error aumenta
apenas signi�cativamente a −4 %.

El caso sin brecha ha sido estudiado previamente, de hecho Pethick p.294 [3] discute
que las interacciones repulsivas logran reducir la temperatura de transición como conse-
cuencia de que ellas bajan la densidad central de la nube, como se muestra en la ecuación
(C.12). Asimismo, Smith hace mediciones de precisión para obtener las desviaciones de
la temperatura crítica en trampas armónicas [74].
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C.4. Aproximación de Thomas Fermi
Para nubes grandes se puede obtener una expresión analítica de la energía y del

potencial químico al despreciar la energía cinética de Gross-Pitaevskii (C.1), a esto se le
conoce como aproximación de Thomas Fermi. Por simplicidad tomaremos que la energía
del estado base es cero ε0 = 0.[

∆ + V (r) + U0|ψ(r)|2
]
ψ(r) = µψ(r) (C.25)

donde µ es el potencial químico. Esto nos da una solución para la densidad radial

n(r) = |ψ(r)|2 = (µ−∆− V (r)) /U0 (C.26)

para la región espacial donde V (r) ≤ µ−∆ y ψ(r) = 0 si no se cumple la condición.
Por simplicidad, para comparar con la literatura, se propone el potencial de un oscilador
armónico tridimensional anisotrópico con una brecha

V (r) =
m

2

(
ω2

1x
2 + ω2

2y
2 + ω2

3z
2
)
. (C.27)

Introducimos la longitud característica y la frecuencia promedio geométrica

r0 =

√
~
mω̄

con ω̄ = (ω1ω2ω3)1/3 . (C.28)

En esta aproximación la región espacial de la nube es un elipsoide de semiejes

R2
i =

2(µ−∆)

mω2
i

con i = 1, 2, 3, (C.29)

donde se observa que el efecto aparente de esta brecha energética es disminuir la región
espacial de la nube. Observe, sin embargo, que en la aproximación TF el término de la
brecha también debería ser despreciable respecto a la energía potencial y el potencial
químico.

El número de partículas se puede obtener con la ecuación de normalización (C.2),
obteniéndose

N =
8π

15

(
2

mω̄2

)3/2 (µ−∆)5/2

U0
≈ 8π

15

(
2

mω̄2

)3/2 µ5/2

U0
, (C.30)

de la cual se puede obtener el potencial químico

µ ≈ ~ω̄
2

(
15N

as
r0

)2/5

(C.31)

donde a es la longitud de dispersión (C.3). Como el cambio de la energía interna respecto
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(a) (b)

Figura C.1: Estructura de bandas para los casos de interacción repulsiva: (a) débil-

mente interactuante U0n = E0 y (b) fuertemente interactuante U0n = 10E0. Las líneas

punteadas muestran la estructura de bandas de KP. [12]

al número de partículas µ = ∂U/∂N es el potencial químico entonces

U

N
≈ 5

7

~ω̄
2

(
15N

as
r0

)2/5

. (C.32)

Por el teorema del virial [75] se tiene que la energía de interacción Eint en términos
de la energía potencial es Epot = 3

2Eint, además la energía total U en la aproximación
TF donde la energía cinética es despreciable es entonces U ≈ Epot + Eint = 5

2Eint.
Experimentalmente se ocupan dos parámetros, uno extensivo conocido como el pa-

rámetro global de volumen y otro intensivo de presión

V =
1

ω̄3
Π =

Eint
3V

(C.33)

donde ocupando la aproximación de la energía interna (C.32) se puede obtener

Π =
m

21

(
15~2a

m2

)2/5(
N

V

)7/5

, (C.34)

esta ecuación en el límite de temperatura cero reportada por Castilho y colaboradores
[76].

C.5. Ecuación de Gross Pitaevskii con potencial de
Kronig Penney

En esta última sección discutimos los resultados de los autores Seaman et al. [12]
y Danshita [13], los cuales reportan haber resuelto la ecuación de Gross Pitaevskii
(GP) usando un potencial de Kronig Penney. Esta sección no es de nuestra autoría,
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(a) (b)

Figura C.2: (a) Energía en función del cuasimomento para: (en línea punteada) un

sistema libre no interactuante, (en línea punto-raya) un sistema periódico no interac-

tuante y (en línea sólida) un sistema periódico fuertemente interactuante. (b) Analogía

magnética que explica la optimización de la energía y su relación con la �Swallowtail�.

pero consideramos que sus resultados pueden servir de base para un proyecto futuro,
generalizando estos resultados al introducir una imperfección en el potencial KP. Para
mantener la discusión breve, sólo mencionaré el caso de interacciones repulsivas.

De acuerdo con B. Seaman [12], realizando las normalizaciones E0 = ~2/2md2 y
d como parámetro de red (en lugar de a que se usa en este escrito), obtiene que las
interacciones deforman el espectro usual de Kronig Penney.

En la �gura C.1a se expone la grá�ca de la estructura de bandas en el caso débilmente
interactuante, se observa que las bandas son ligeramente desplazadas hacía arriba debido
a la interacción repulsiva.

Sin embargo cuando la interacción es más fuerte, la estructura comienza a formar
ciclos en forma de cola de golondrina �Swallowtails� en los bordes de las zonas de
Brillouin (PZB) en las bandas impares y en el centro de la PZB para las bandas pares.

La presencia de estas colas se debe al comportamiento histérico de un condensa-
do super�uido. Para un sistema libre no interactuante la energía es cuadrática con el
momento como se muestra en línea punteada en la �gura C.2a.

En este caso libre, como el sistema no cambia mediante una traslación de 2π en
el momento, la dispersión cuadrática se repite en cada múltiplo entero de 2π. Cuando
se tiene un potencial periódico, por el teorema de Bloch, la energía muestra bandas
oscilantes en función del momento al resolver la ecuación de Schrödinger lineal B.2,
como lo muestra la curva punto-raya de la �gura C.2a.

Sin embargo, un condensado interactuante, es un super�uido que apantalla el poten-
cial periódico y su banda de energía será similar al de partícula libre, hasta un momento
crítico, determinado por la velocidad del sonido promedio. Cuando la velocidad del �ui-
do excede esta velocidad crítica, se pierde la habilidad de apantallar la red, se observa
que tras cruzar la PZB, existen estados que tienen el mismo cuasimomento del cristal
pero diferentes valores de energía, formándose un ciclo �Swallowtail�.

Para entender esto Muller [77] hace una analogía con un sistema magnético. En
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la �gura C.2b se observan tres grá�cas superiores de la energía en función de la mag-
netización M : en el caso (a) se tienen dos mínimos locales y un máximo local, (b) se
tienen un punto de in�exión y un mínimo, y en (c) un mínimo absoluto, donde el campo
magnético H controla el paso entre cada caso. En la �gura C.2b inferior se muestra la
relación de la energía con el campo, en el que se observa el �Swallowtail�, donde para
cada valor del campo se pueden tener un único, dos o tres valores de energía. Observe
de la �gura energía-magnetización, la presencia de dos mínimos requiere la existencia
de un máximo, esto ocasiona que se forme una curva en forma de asiento, la existencia
de múltiples mínimos indica histéresis en el sistema.

Volviendo a nuestro caso de red periódica, los dos mínimos en la energía correspon-
den a que el �uido se mueve hacía la izquierda o derecha, pero corresponden al mismo
valor de cuasimomento.

Esto que se acaba de mencionar ha sido trabajado en una red periódica sin imper-
fecciones. Como perspectiva al futuro, se puede proponer resolver estos sistemas fuerte-
mente interactuantes y analizar que sucede con las colas �Swallowtails� en presencia de
imperfecciones.

También queda la pregunta, sobre que pasa con los estados impuros en este caso
interactuante, sin embargo, en este apéndice se han propuesto las bases para continuar
en esa dirección.

Es importante aclarar que el objetivo de esta tesis fue resolver el caso ideal sin
interacciones ocupando métodos para resolver la ecuación lineal de Scrödinger, por lo
que estos métodos no serían aplicables en el caso no lineal GP. Aún así, se pretende que
este trabajo sirva como teoría base para futuros proyectos.

Gracias.
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