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Introduccion

La teoria de graficas es la rama de las matematicas que tiene sus fundamen-
tos en las matematicas discretas. Esta requiere herramientas de diversas
areas, como combinatoria, algebra, probabilidad, geometria de poligonos,
aritmética y topologia. Actualmente ha tenido mayor influencia en el cam-
po de la informatica, las ciencias de la computaciéon y telecomunicaciones;
debido a la gran cantidad de aplicaciones en la optimizacion de recorridos,
procesos, flujos, algoritmos de busquedas, entre otros.

Por ejemplo, en la Figura 1, podemos observar como la red ferroviaria de
Espaina de 1872 puede ser modelada por una grafica; en la cual las ciudades
son representadas por vértices y las vias férreas por aristas. Observemos
que entre todo par de vértices de la grafica existe una tnica trayectoria; lo
que nos indica que la grafica es conexa. A estas graficas se les conoce como
arboles.

Figura 1: Red ferroviaria de Espana en 1872
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Al conectar todas las ciudades de Espana con una tnica trayectoria, se utiliza
el minimo niimero de aristas, en esto radica la importancia del estudio de los
arboles. Un arbol es generador de una grafica conexa G, si este es subgrafica
de G y contiene a todos los vértices de G. Podemos decir que el arbol que
aparece en la Figura 1; es un arbol generador de la grafica conexa de las
ciudades principales de Espana. Hallar un arbol generador en una grafica
conexa ha sido un problema de estudio de mucha relevancia para la teoria
de graficas. Hoy en dia sabemos que toda grafica conexa G tiene un arbol
generador.

Una clase especial de arboles son los k-arboles, con k£ un entero mayor o
igual que 2, los cuales son aquellos arboles que tienen grado maximo a lo
mas igual a k. Lo natural seria preguntarse si toda grafica tiene un k-arbol
generador.

El primer resultado que encuentra un 2-arbol generador aparece en 1971;
cuando Chvatal y Erdos dan el resultado siguiente: Sean n > 1 un entero y
G una grdfica n-conexa. Si a(G) < n+1, entonces G tiene una trayectoria
hamiltoniana, donde a(G) es el nimero de independencia; el cual cumple
que o(G) = max{|S| : S es un conjunto independiente}. Este teorema aparece
en el articulo “A mnote on hamiltonian circuits” [9]. Observemos que una
trayectoria hamiltoniana es un 2-arbol generador.

Posteriormente M. Las Vergnas se pregunté qué condiciones debe tener una
grafica n-conexa (G para que tenga un arbol generador con al menos [ vértices
finales [15].

En 1979; S. Win en el articulo “On a conjeture of Las Vergnas concentring
certain spanning trees in graphs” [15] plantea el resultado siguiente como
solucién a la pregunta anterior: Sea G una grdfica n-conexa. Si o(G) <
n+10—1, entonces G tiene un drbol generador de G con l-hojas.

Mas adelante en 1988 Victor Neumann Lara y Eduardo Rivera Campo pre-
sentan los siguientes resultados:

» Sean G una grafica n-conezxa con nimero de independencia o(G), s y ¢ dos enteros
tales que 3 < s y0<c<k. Sia(G) <1+k(s—1)+c, entonces G tiene un drbol
generador con grado mdzimo a lo mds s + 1 que contiene a lo mds c vértices de
grado s + 1.
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» Sea G wuna grifica n-conera con numero de independencia «(G). Si
a(G@) < 14 ns para algin entero positivo s, entonces G tiene un drbol generador
con grado maximo a lo mds s + 1.

Estos teoremas son una generalizacion al enunciado de Chvatal y Erdoés,
que permiten encontrar un (s + 1)-arbol generador en una grafica n-conexa
con un nimero de independencia dado. Dichos resultados se encuentra en
el articulo “Spanning tree with bounded degrees” [13].

Por otro lado, ademas de tener k-arboles generadores, también contamos
con los k-arboles m-dominantes; un k-arbol 7' m-domina a G, si cumple que
T es subgréfica de G y para todo v € V(G) se tiene que dg(v,T) < m.

Broersma postulé que en una grafica n-conexa con invariante
a2(m+1)<G> <n+ 1

contiene una trayectoria P que m-domina a G [5]. Observemos que P es un
2-arbol que m-domina a (. Esto también resulta ser una generalizacién al
resultado propuesto por Chvatal y Erdos [9], pues si se da el caso para m =0
se halla un 2-arbol generador de G.

Luego en 2014, Mikio Kano, Kenta Ozeki, Masao Tsugaki y Guiying Yan
averiguaron que se puede hallar un k-arbol m-dominante en una grafica n-
conexa con invariante o>V (G) < (k — 1)n + 1. Este resultado aparece en el
articulo “m-dominanting k-trees of graphs” [12] y es presentado como una
generalizacién a los teoremas propuestos por Broersma, V. Neumann Lara
y E. Rivera Campo.

En esta tesis nos centraremos en hacer el estudio de los resultados propues-
tos por Chvatal, Erdoés, V. Neumann Lara, E. Rivera Campo, Mikio Kano,
Kenta Ozeki, Masao Tsugaki y Guiying Yan.

A lo largo del primer capitulo nos enfocaremos en establecer las definiciones
y teoremas que daran sustento al estudio de los k-arboles. A la par de esto
se hara la revision del resultado que aparece en el articulo “A note on
hamiltonian circuits” [9], donde se obtiene un 2-arbol generador.

En el segundo capitulo se estudiard al (s 4+ 1)-arbol a través del articulo
“Spanning tree with bounded degrees” [13].
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En el tercer capitulo se dara la demostracion del teorema para encontrar
un k-arbol m-dominante en una grafica n-conexa que aparece en el articulo
“m-dominanting k-trees of graphs” [12]. Posteriormente proponemos un
algoritmo para encontrar un k-arbol m-dominante, en una grafica que cumpla
las condiciones del teorema probado en este capitulo; deducido a partir de
dicha demostracion. Por iltimo se da una posible soluciéon al problema de
distribucién de agua en una red pequena, usando k-arboles m-dominantes.



Capitulo 1

Conceptos elementales y primeros
resultados

Comenzaremos con un poco de historia para visualizar como se produjo el
primer acercamiento a lo que hoy se conoce como teoria de graficas. De igual
manera a lo largo de este capitulo sentaremos las definiciones y resultados
que daran sustento a los objetivos de estudio de este trabajo.

1.1. Grafica: definicién y ejemplos

En el ano de 1736, se le planteé al matematico Leonhard Euler el "Proble-
ma de los puentes de Konigsberg". El cual consistia en encontrar un paseo
dominical, que comenzara y finalizara en el mismo sitio, después de recorrer
los siete puentes de la ciudad, sin pasar dos o mas veces por ninguno de
ellos. En la Figura 1.1 podemos observar como se ve la ciudad dividida en
islas y los puentes entre los segmentos de tierra.

Figura 1.1: Dibujo de la ciudad de Konigsberg

10
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Euler realiz6 un modelo matematico del problema, en el cual considero como
puntos a las partes de tierra y como lineas a los puentes entre los puntos, lo
que derivo en la representacion de la Figura 1.2.

Figura 1.2: Representacién propuesta por Euler

Observéo que cuando llegamos a uno de los puntos por un puente, solo se
puede salir del punto a través de otro puente. En otras palabras, el niimero
de veces que entras en un punto es igual al nimero de veces que sales de
él; es decir, que deben llegar un niimero par de puentes a cada punto para
que cada puente sea atravesado exactamente una vez. Sin embargo, cuatro
de los puntos en el problema son tocados por un nimero impar de puentes,
por lo que, el no repetir puentes es imposible.

El trabajo de Euler, el cual fue publicado el 26 de agosto de 1736, es consi-
derado el primero en el campo de la teoria de graficas.

Este modelo realizado por Euler se conoce como grafica, por lo que podemos
ahora dar nuestra primera definicion.

Definicién. Una grdfica G es un par ordenado (V(G), A(G)) donde V(G) es un
conjunto finito y no vacio de objetos, al que llamaremos conjunto de vértices
de GG, y A(G) es un conjunto de pares no ordenados de vértices distintos, al
que llamaremos conjunto de aristas de G.
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Diremos que una gréfica es simple si en ella no hay aristas miltiples (observe
que en la Figura 1.2 entre los vértices A y B hay una arista multiple) entre
dos vértices y no tiene lazos. Como nota senalaremos que para este trabajo
trabajaremos con graficas simples.

Dada una grafica G, la cardinalidad de V (G) es el orden de G y la cardinalidad
de A(G) es el tamario de G. El orden de cualquier grafica es al menos uno.

Dada una grafica G y dos vértices u 'y v en G, si {u,v} en A(G) diremos que:
u'y v son vértices adyacentes, vy v son los extremos de la arista {u,v}; la
arista {u,v} incide en u e incide en v. La forma de denotar la arista {u,v}
de una grafica sera uv.

Definicién. Sean G una grafica, u un vértice en G y U un subconjunto de
vértices de G tal que u ¢ U. Decimos que u es adyacente a U si u es adyacente
a uno o mas vértices de U, por lo que podemos decir que existe al menos
una ul -arista.

Sean U y B dos subconjuntos de vértices de G, decimos que existe una UB-
arista si tenemos un vértice u en U tal que existe al menos una uB-arista.

Ejemplo. Sea G = (V(G), A(G)) una grafica, con V(G) = {x1, 29,23, 24,25} ¥
A(G) ={f = z122, g = 1123, 1| = Toxy ,j = T324, h = x375}.

La representacion geométrica de una grafica resulta de dibujar en el plano
puntos asociados a los vértices y lineas entre dos puntos si los vértices corres-
pondientes son adyacentes, la Figura 1.3 representa la grafica del ejemplo
anterior.

Figura 1.3: Ejemplo de una grafica
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Cuando una grafica G consiste de un sélo vértice, se dice que G es trivial.

Las representaciones que aparecen en la Figura 1.4 son algunos ejemplos de
graficas.

Figura 1.4: Diferentes graficas

1.2. Grado y vecindad de un vértice

Definicién. Sean G una grafica y v un vértice de G, diremos que el grado de
v es el nimero de aristas que inciden en él o también lo podemos ver como
el niimero de vértices adyacentes a él. Lo denotaremos por J¢g (v).

Notemos que podemos tener en una grafica vértices con grado cero; es decir,
no tienen aristas que incidan en ellos.

Definicién. El grado mdzimo A(G) de una grafica G es:
A(G) = mazx{oc(v)| v e V(G)}.
Definicién. El grado minimo 6(G) de un grafica G es:

d(G) = min{og(v)| v € V(G)}.

Definicién. Dada una grafica G y un vértice v de G, al conjunto de vértices
adyacentes a v se le llama la vecindad de v en G y se denota por Ng(v).

Notemos que en una grafica G para todo vértice v de GG, se cumple que:

éc(v) = [Ng(v)|.
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Veamos el primer teorema de esta tesis.

Teorema 1.2.1. Si G es una grdfica de tamano q, entonces se cumple que

Z (5@(1)) = 2q.

veV(G)

Demostracion. Sea G una grafica de orden p y tamano q. Haremos la demostracién por
induccién sobre el tamano de G. Supongamos que V(G) = {vy1,va, ..., v, }.

Base. Cuando ¢ = 0, G no tendréa ninguna arista. Por otro lado, se cumple que para
toda i en {1,2,...,p} dg(v;) = 0. Por lo que

Z (5@(1),‘) = 0.

v; €V (G)

Cuando g = 1, G tiene exactamente una arista. Por lo tanto, existiran exactamente
dos vértices cuyo grado sea igual a uno y el resto tendra grado cero. Por lo tanto,
tenemos que

> balv) =1+1=2(1) =2¢.
v; €V (G)

Hipoétesis de induccién. Sean p’ y ¢ dos ntmeros enteros positivos, tales que
1 < ¢ < ¢y supongamos que para toda grafica G’ de orden p’ y tamano ¢’ se cumple
que para toda i en {1,2,...,p'}

Z 5@/(1)1') = 2q,.

v; €V(G)

Paso inductivo. Consideremos una grafica G' de orden p y tamafio q. Ya que ¢ > 1
tomemos una arista e en A(G). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
e = v1vy. Ahora construiremos una nueva grafica G’ que satisfaga la hipotesis de induc-
cién con V(G') =V (G) y A(G') = A(G) \ e.

Notemos que el orden de G’ es p y su tamano es ¢ = ¢ — 1. Ademads tenemos lo
siguiente

5@/(1}1) = 5@(U1) - 1,
dcr(v2) = dg(v2) — 1,
dcr(vi) = dg(v;) para toda i en {3,4,...,p}.
Por hipoétesis de induccion y al sustituir las equivalencias previas, tenemos que
Z 5G/ (Uz) = 2q,7
U»;EV(G’)
p

(0c(v1) — 1) + (9 (v2) — 1) + > _da(vi) = 2/,

=3
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p

(5@(1}1) + 5@(1}2) + 2(50(1)1) = 2(], + 2,

=3

(5@(@1) + 5@(1}2) + Zi:ég(vl) = 2(q/ + 1),

p

> da(vi) = 2¢.

=1

1.3. Algunos tipos de graficas

En esta seccion definiremos algunos tipos de graficas con las que trabajare-
mos en esta tesis.

Definicién. Decimos que una grafica GG es isomorfa a una grafica H si existe
f:V(G) — V(H) una funcién biyectiva con regla de correspondencia f(v) =/,
tal que xy € A(G) siy solo si 2/y en A(H). Y se denota como G = H.

I3 Ty

x Ty T Ty

Figura 1.5: Gréficas isomorfas

Definicién. Sea G una grafica. Una particion de V(G), estd dada por
{V1,Va,-+-,V,} donde cada V; es un subconjunto de vértices de G, tal que:

» Para cada i € {1,2,...,n} tenemos que V; CV(G) y V; # @.
» Para cada par i # j con 4,j € {1,2,...,n}, se cumple V;NV, = @.

» Parai e {1,2,...,n} tenemos que U Vi = V(G).
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Definicién. Diremos que G es una grdfica bipartita si existe una particion del
conjunto de vértices en dos conjuntos de vértices I y U, tal que las aristas
de G tienen un extemo en el conjuto de / y otro extemo en el conjunto U.

Definicién. Diremos que G es una grafica k-regular si todos los vértices de
G tienen grado k.

Si cada par de vértices tiene un arista entre ellos tenemos la siguiente grafica:

Definicién. Una grafica G se dice que es completa si cualquier par de sus
vértices son adyacentes; es decir, para todo v en V(G) se tiene que 6(v) = p—1.
Se denota por K, donde n es el niimero de vértices de G.

Las graficas de la Figura 1.6 son graficas completas que a su vez son también
graficas (p — 1)-regulares.

- AA W

K K, K, K, K,

Figura 1.6: Graficas completas

1.4. Subgraficas

De manera intuitiva, una subgrafica es una grafica que vive dentro de otra
grafica. Asi, tenemos la siguiente definicion.

Definicién. Dada una grafica G, diremos que H es una subgrdfica de G si H
cumple que V(H) CV(G) y A(H) C A(G). Lo denotamos como H < G.

Note que toda grafica G es subgrafica de si misma.
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Si H es subgréfica de G, pero V(H) C V(G), decimos que H es una subgrdfica
propia de G.

Adicionalmente, tenemos dos clases especiales de subgraficas con las que
trabajaremos.

Definicién. Dada una grafica G y S un subconjunto de los vértices de G,
la subgrdfica inducida por S en G, denotada como G[S] o (S),, tiene por
conjunto de vértices a S y dos vértices en G[S]| son adyacentes si y solo si
son adyacentes en G.

Definicién. Sea GG una grafica. H es una subgrdfica generadora de G si y solo
si V(H) =V(G).

A continuacién se muestra un ejemplo de una grafica G (Figura 1.7) y una
subgrafica generadora de G.

X

5 X5

x

X3
X %4

Figura 1.7: Grafica G y H su subgrafica greneradora

1.5. Caminos en graficas

Definicién. Sea G una gréafica. Un camino: C = (z9, 21, -+ ,Tp_1,%,), €S UNa
sucesion de vértices de G que cumple que ¢; = z;x;.; en A(G) con 0 <i <n—1.
Definimos su longitud como n y se denota por [(C) = n. Llamaremos un zyx,, -
camino a un camino que inicia en z; y finaliza en z,.
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Definicién. Sea G una grafica, para todo par de vértices distintos de G,
decimos que la distancia en G de r a y es igual a la minima longitud de los
ry-caminos. Lo denotamos como dg(z,vy).

Iy

Figura 1.8: dg(z,y) = 2

Para dos subconjuntos de vértices X y Y de G, la distancia de X a Y se
define como sigue:

de(X,Y) = min{dg(z,y) : e XyyeY}

Si tenemos que dg(X,Y) = 0, entonces quiere decir X NY = &.

Definicién. Sea G una grafica, un camino C = (zg, z1,...,%,_1,Z0) es cerrado
si el vértice inicial y el vértice final son iguales.

Definicién. Sea GG una grafica, un camino en el que no se repiten aristas se
llama paseo.

Definicién. Sea G una grafica, un camino en el que no se repiten vérti-
ces se llama trayectoria. Denotaremos a las trayectorias como sigue P =
(20, 21,9, ...,%y), diremos que P es una (zg, r,,)-trayectoria. Una subtrayec-
toria de P que va de z; a z;, como P’ = (z;,P,z;); es decir, (z;,P,z;) =

(T Tig1, oy Tjo1, T5).

Si P = (u= x,%,....,2, = v) es una (u,v)-trayectoria, entonces P~! = (v =
Ty Tp_1,..., T2, 01 = u) es la (v,u)-trayectoria; es decir, que se recorre la tra-
yectoria P en sentido contrario.
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Decimos que dos (u,v)-trayectorias 7'y Y son internamente ajenas cuando
se cumple que V(T)NV(Y) = {u,v}; es decir, que comparten tinicamente los
vértices inicial y final.

Ty = (x1,25,23) ¥y Ty = (21,24, 73) son dos (z1,x3)-trayectorias internamente
ajenas en la grafica que muestra en la Figura 1.9, ya que se cumple que:
V(Tl) N V(Tg) = {1‘1, 1’3}.

X

) 3

Figura 1.9: Trayectorias internamente ajenas

Definicién. Sea GG una grafica, un camino cerrado:
P = (.1'1,1’2, cey Tp—1,Tp = -Tl)a

con [(P) > 3, que no repite vértices excepto el vértice final y el vértice inicial;
es decir, r1 = r, lo llamaremos ciclo.

Sabiendo estas definiciones, podemos ahora dar los siguientes resultados.

Teorema 1.5.1. Sean G una grifica, u y v dos vértices distintos de G. Si G tiene un
uv-camino de longitud l, entonces G tiene una (u,v)-trayectoria de longitud a lo mds .

Demostracion. Sean G una gréafica y C' = (xg,z1,...,2-1,27;) un camino en G de
longitud  con xy = u y 2; = v. Por demostrar que tenemos una (u, v)-trayectoria P tal
que [(P) < I. Haremos la demostracién sobre el hecho de que la longitud del camino es
finita.
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Si en C no se repiten vértices, entonces C' es una trayectoria de longitud /. Si tenemos
que x; = x; para ¢ distinto de j, entonces supongamos sin pérdida de generalidad que
1 < 7; es decir, podemos ver a C' como:

C=(vo, 21, ., i1, = Ljy Litly -y Lj—1,Lj = Lj Ty, - - ,T1),
entonces si quitamos los vértices (@41, Tiy2, ..., Tj_2,T;_1), entonces obtenemos el si-
guiente camino Cy = (xo,...,%-1,%; = Tj, Tj+1,...,2;) tal que [(Cy) < I. Sien C4

no se repiten vértices, entonces es una (zg,x;)-trayectoria de longitud menor que I.
Supongamos que en C tenemos nuevamente un vértice repetido z,, = x,,, con n < m:

C = (ZEO;xla -5 Tn=1,Tn = Tmy Tntly - - -y Tm—1,Tn = Tmy, Tm41, - - - 7'171)7

entonces si quitamos los vértices (Z,41, Tnio, .-, Lm_2, Tm_1), €ntonces obtenemos a Cy
un camino tal que

C'2 - (x(]?xh vy Ip—1,Tn = Tmy Tm+1, - - - 7‘7;[)7

por lo que Cy C C; C C. Si Cy no repite vértices, entonces tenemos una (g, x;)-
trayectoria tal que [(Cy) > 1(Cy). Si en Cy se repite un vértice, digamos
T, =, con k < p, entonces

C’2 = (.To, L1y oy Th—1, Lk = Tpy Lh415 -+ - s Lp—1, Lk = Tp, Tp1y- - - 7[L'l),
y al quitar los vértices (zj41, Tpt2, ..., Tp—2, Tp—1) Obtenemos un camino:
Cg = (LU(),.CUl, ey L1, T = q:p, e ,Qll),

tal que [(Cy) > I(C3) y ademdas C5 C Cy C C C C.

Como el nimero de vértices de G es finito y K5 es una trayectoria, continuando con
este procedimiento existe un numero positivo p tal que encontraremos a
C, = (u = g, 1,...2-1,7 = v) un camino que ya no repite vértices, por lo tan-
to, C, es una (u,v)-trayectoria tal que [(C,) <ly C,C...C Cy C C.

Por lo tanto, concluimos G tiene una (u,v)-trayectoria de longitud a lo més [, lo
que concluye la demostracion. O]

Proposicién 1.1. Si §(G) = k, entonces existe en G una trayectoria de longitud al
menos k.

Demostracion. Sea P = (ug,uq, U, ..., uy,) una trayectoria de longitud maxima en G.
Por demostrar que m > k. Afirmamos que Ng(ug) C V(P). Si ug fuera adyacente a al-
gin v € V(G) \ V(P), entonces se tendria una trayectoria
P = (v,ug,uy,ug, ..., uy,) de longitud mayor que la trayectoria P, lo que contradi-
ce la eleccién de P. Ahora como N(up) € V(P) tenemos que d(ug) < m, luego como
k=6(G) < d(up) < m, se tiene que P es de longitud al menos k. O
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Lema 1.1. Sean G una gréfica y {u, v} un subconjunto de V(G). Si existen Py ) dos
(u, v)-trayectorias distintas, entonces G tiene un ciclo.

Demostracion. Sean Py @ dos  (u,v)-trayectorias.  Consideremos a
C = (u, P,v) U (v,Q %, u) un camino cerrado.

Por demostrar que C' tiene un ciclo.

Haremos la demostraciéon por induccién sobre la longitud de C'.

Base de la induccion. [(C') = 3.

Como la longitud del camino es igual a 3 entonces tenemos los siguientes dos casos
posibles.

Caso 1. El camino cerrado es C' = (u,x,v,u), el cual estd formado de la siguiente
manera: C' = (u, P,v) U (v,Q~*,u). Como x es adyacente a v tenemos que x # v.

Caso 2. El camino cerrado es C' = (u,v,y,u), el cual estd formado de la siguiente
manera: C' = (v, P,u) U (u, Q',v). Como v es adyacente a y tenemos que v # y.

En ambos casos C' es un ciclo.

Hipoétesis de induccién. Si P’y @ son dos (u/,v')-trayectorias distintas en G y
C' = (W,P,v)U (W, Q1) es un camino cerrado tal que I(C’) < n, entonces C’
contiene un ciclo.

Paso inductivo. Sean {u,v} un subconjunto de V(G) y C = (u, P,v) U (v,Q ™, u)
un camino cerrado con [(C') = n donde,

P=(u=xg,21,...,0s =),

Q:(u:y07y17"-7ymzv>y5+m:n.

Por demostrar que C' contiene un ciclo.

Caso 1. Si Py @ son tales que V(P) = V(Q) y A(P) # A(Q), entonces para algin
iyjen{l,2,...,s} coni# jyken{l,2 ..., m} tenemos que z; = Yr ¥ T; = Yp+1,
entonces podemos obtener el ciclo (z; = Y1, P,z = yx) U (Yk, Yrt1)-

Caso 2. Si P # @, entonces existe un z; en la secuencia de vértices (z1, xa, ..., Ts) que
no estd en la secuencia vértices (yi, Y2, ..., Ym) O existe un y; en la sucesiéon de vértices
(Y1,Y2, ---, Ym) que no esté en la secuencia de vértices (1, xg, ..., Ts).

Supongamos sin pérdida de generalidad que existe un z; en la secuencia de vértices
(x1,T9,...,x5) que no estd en la secuencia de vértices (yi,y2,...,Ym). Sea
k=min{i : z; € V(P)yx; ¢ V(Q)}, entonces tenemos lo siguientes casos:

Caso 2.1. k # 1.

Para k = min{i : z; € V(P)y x; ¢ V(Q)}, entonces xx_1 en (V(P)NV(Q)), asi
tenemos las siguientes trayectorias P’ = (zy_1,zx) U (2, P,v) v Q' = (25_1,Q,v) las
cuales son dos (zj_1,v)-trayectorias distintas y

C, = (.%k,l,wk) U (xlm P7 U) U (U, Qilvxkfl) = Pl U (,07 Qlila xk*l)u

es un camino cerrado contenido en C'.
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Entonces {(C") < [(C) = n.

Por hipétesis de induccion C” tienen un ciclo 7 tal que v C C" C C, entonces v C C.

Caso 2.2. k = 1.

Sea h = max{i : x; € V(P)yx; ¢ V(Q)}, por la eleccién de h se tiene que zj41
en (V(P)NV(Q)).

Asi tenemos a las trayectorias siguientes:

P" = (u, P,xp) U (ah, The1) y Q" = (u,Q, Thy1)

las cuales son dos (u, xp1)-trayectorias distintas.

C// - (U’? P7 xh) U (Ih, xh—i—l) ) (‘rh—‘rl? Q_17 U) - P// U (xh—i-la Q“_la U),

es un camino cerrado contenido en C'y por construccién C” es un ciclo.
Por lo tanto, C' contiene un ciclo. O

1.6. Graficas conexas

Definicién. Una grafica G es conezxa si y solo si para cualquier par de vértices
de (G existe una trayectoria que los une.

Decimos que G es una grafica inconexa si G es no conexa.

Son graficas conexas las graficas K,, para toda n en N, los ciclos y las trayec-
torias de cualquier longitud.

Otras condiciones equivalentes a la definicion de grafica conexa pueden es-
tablecerse a través de los siguientes teoremas.

Teorema 1.6.1. Una grdfica G con |V (G)| > 2 es conexa si y solo si para cualquier
particion {Vi,Va} de V(G) eziste una ViVa-arista.

Demostracion. (=) Sean G una grafica conexa, {V}, V4} una particién de V(G), u € V}
y w € V, Como G es conexa existe una (u,w)-trayectoria en G. Sean
P = (u = xy,21,...,%4...,x, = w) dicha trayectoria y z; el primer vértice de la
sucesion xy, ..., T, tal que x; en Vs, dicho vértice existe ya que x,, € V(P) N V4. Por lo
tanto, x;_1 € Vi; es decir, tenemos una V;V5-arista.

(<) Demostraremos que G es conexa. Sea {u,w} un subconjunto de V(G), por
demostrar que existe una (u,w)-trayectoria en G. Sea {Vi, Vo} una particién de V(G)
tal que V; = {u} y Vo = V(G) — V;. Por hipétesis sabemos que existe una arista wz
tal que z; € V5. Si 21 = w, entonces tenemos un ww-camino. Si z; # w, entonces
tomamos una nueva particion de V(G): Vi' = {u, 2z} y V3 = V(G) — V1. Sabemos
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por hipétesis que existe un arista con extremos en V' y Vi, sea 2, en V3!, tal que 2
es un vértice extremo de dicha arista. Si z3 = w entonces podemos encontrar un uw-
camino. Si z # w, entonces tomamos la particién {V32, V2} tal que V2 = {u, 21, 20}
y Vi = V(G) — V2. Por hipétesis tenemos una arista con extremos en V32 y en V7,
sea zz en V2 uno de los vértices extremo de dicha arista. Si z3 = w, entonces podemos
encontrar un uw-camino. Si z3 # w, entonces continuando con este procedimiento, como
G es finita, entonces para una n en N, tenemos una particion {V*, V;'} de V(G) tal que
existe una V" z,-arista con 2z, = w y 2, en V;'. Por lo tanto, tenemos un ww-camino, y
por el Teorema 1.5.1 tenemos una (u, w)-trayectoria.

Por lo tanto, G' es una grafica conexa. O

Definicién. Sea G una grafica. Las componentes conexas de una grafica G
son las subgraficas de G que son maximas por contencién con respecto a la
propiedad de ser conexas. Denotaremos por ¢(G) al nimero de componentes
conexas de G.

Observacion. Si G es coneza, entonces ¢(G) = 1. Si ¢(G) > 1, entonces G es inco-
nexa. Ademds si G tiene p vértices, entonces ¢(G) < p.

1.7. Algunas operaciones en graficas

Definicién. Sea G una grafica, si a« € A(G), entonces definimos a la grafica
G—acomoV(G—a)=V(G)y A(G—a) = AG) —{a}.

Analogamente, tenemos la operaciéon de quitar un vértice de la grafica y se
define como sigue.

Definicién. Sea G una grafica, si v € V(G), entonces definimos a la grafica
G —vcomo V(G —v)=V(G)—{v}y A(G—v) =A(G) —{vx | v € Ng(v)}.

Ty Iy T4 T3

G T2 G — 9

I

Iy

Figura 1.10: Ejemplo de G y G — x5
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Definicién. Sea G una grafica y S un subconjunto de vértices de G. Decimos
que la grafica

G—S5=(V(@G)\SAG) —{uwec AG) : ueSyveV(G)\S}),

esta resulta de restar un subconjunto S de vértices a G.

Ty Ty T4 P e 3
G-S

G g

I T .

Figura 1.11: Ejemplo de G y G — S, donde S = {z1, 25}

Definicién. Sea G una grafica y H una subgrafica de GG. Definimos a la grafica
G—H = (V(G\V(H), A(G)\(A(H)U{uv € A(G) :u e V(H) y v e V(G)\V(H)})),
esta resulta de restar una subgrafica H de G.

Ty T3 Ty g o I3

G T2 I

T x5 Tie ;.

Figura 1.12: Ejemplode Gy G — H
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Por otro lado, tenemos las operaciones para agregar vértices o aristas segun sea
necesario, sin embargo, cabe observar que la operacién de agregar una arista solo agrega
una arista entre dos vértices no adyacentes de G; es decir, si G es una graficay a ¢ A(G),
entonces la grafica G + a cumple con:

V(G+a)=V(G)y A(G+a) = A(G) U{a},

por lo que esta operacion solo aplica para graficas no completas.

Agregar un vértice v a una grafica G para efectos de esta tesis: consiste en
hacer adyacente a dicho vértice a cada uno de los vértices de G; es decir,
V(G+v)=V(G)U{v}y A(G+v)=A(G)U{vz : z € V(G)}.

Teorema 1.7.1. Sean G una grifica conezxa y a en A(G). Si a € C tal que C es un
ciclo de G, entonces G — a es conexa.

Demostracion. Sean G una grafica conexa y a en A(G) con a en C tal que C es un ciclo
de Gya=uwv.

Consideremos a la grafica G — a. Por demostrar que para todo subconjunto {z,y}
de V(G — a) existe una (z,y)-trayectoria.

Ahora como V(G —a) = V(G), entonces {z,y} C V(G) y como G es conexa sabemos
que debe existir al menos una (z, y)-trayectoria

P =(xy,29,...,2,),

por ello tenemos los siguientes casos.

Caso 1. a no esta en P.

Entonces P es una (z,y)-trayectoria en G — a.

Caso 2. a esta en P

Supongamos sin pérdida de generalidad que para alguna i en {1,2,...,n}
se cumple que v = x;, v = x;11 vy ademas C' empieza en x; y termina con la
arista a = z;,1x;, entonces encontramos el siguiente xy-camino

C=(x,Pu=x;)U(u=2x,Cv=urxi1)U(v=umr1,Py)

contenido en G — a, el cual por el Teorema 1.5.1 contiene una zy-trayectoria en G — a.
Por lo tanto, concluimos que G — a es conexa. O]
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1.8. Vértices de corte, aristas de corte y bloques

Definicién. Dada una grafica GG, un vértice v es vértice de corte si cumple
que ¢(G —v) > ¢(G), por lo que, para una gréfica conexa, v es un vértice de
corte de G si la grafica G — v es inconexa.

Observe que en la Figura 1.13 tenemos un ejemplo donde v es un vértice de
corte pues tenemos que ¢(G —v) =2y ¢(G) = 1.

1

3 5

Figura 1.13: v es un vértice de corte

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias y suficientes para
que un vértice v sea de corte.

Teorema 1.8.1. Sea G una grifica conexa. Un vértice v es de corte si y solo si existen
dos vértices u y w tal que v esta en toda (u,w)-trayectoria de G.

Demostracion. (=) Sean G una gréafica conexa y v un vértice de corte. Como G — v
no es conexa, entonces tiene al menos dos componentes conexas. Tomemos a u y w en
componentes distintas de G — v, entonces no existen (u,w)-trayectorias en G — v. Sin
embargo, como G es conexa, hay al menos una (u,w)-trayectoria. Por lo tanto, toda
trayectoria entre u y w en GG debe contener a v.

(<) Sean u y w dos vértices de G. Como por hipétesis sabemos que el vértice v
estd en toda (u,w)-trayectoria de GG, entonces tenemos que en la grafica G — v no existe
trayectoria alguna entre los vértices u y w, lo que implica que G — v es inconexa. Por
lo tanto, como G es conexa se sigue que v es vértice de corte en G. O
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Definicién. Dada una grafica G y a € A(G), se dice que a es una arista de
corte o un puente de G si y solo si ¢(G — a) > ¢(G).

Teorema 1.8.2. Sea G una grifica conexa. Una arista a es un puente de G si y solo
st a no pertenece a un ciclo de G.

Demostracion. (=) Probaremos por contrapositiva. Supongamos que a estd en un ciclo
de G. Por demostrar que a no es un puente de G. Como G es conexa y a estd en un
ciclo de G, por el Teorema 1.7.1 tenemos que G — a es conexa. Por lo tanto, a no es
puente de la gréafica G.

(<) Demostraremos por contradiccién. Supongamos ahora, que a = zy es una arista
de G que no esta en un ciclo de G y que a no es un puente, esto quiere decir, que G —a
es conexa y por lo tanto existe una (z,y)-trayectoria T'en G —a. La union de a y G —a
produce el siguiente ciclo C' = (y,x) U (z,T,y) el cual contiene a a y esto contradice la
hipétesis, concluyendo asi el teorema.

Observe la Figura 1.14. O

Figura 1.14: a pertenece a un ciclo G

Observacion. Al quitar un puente a de una grdfica G quedan exactamente dos com-
ponentes conexas distintas en G — a.

La existencia de un puente implica la existencia de un vértice de corte si
|[V(G)| > 2, esto se demuestra a continuacion.
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Teorema 1.8.3. Sea G una grifica conexa de orden al menos 3. Si G tiene un puente,
entonces G tiene al menos un vértice de corte.

Demostracion. Sean G una grafica conexa con |V(G)| > 2 y a € A(G) un puente con
extremos u y v. Como a es un puente, G — a es inconexa. Por la observacién anterior
G — a tiene dos componentes conexas H; y Hs, supongamos sin pérdida de generalidad
que u € V(Hy) y v € V(H,). Como G tiene al menos 3 vértices, entonces existe w en
V(G — a) tal que w es distinto de u y w es distinto de v. Si w ¢ V(H;), entonces en
G —u C G —a no existen (w, u)-trayectorias. Andlogamente, si w ¢ V(H,), entonces en
G —v C G —a no hay (w, v)-trayectorias, con lo cual concluimos que G — u es inconexa
o G — v es inconexa, esto implica que u o v es un vértice de corte de G (Ver Figura
1.15). 0

Figura 1.15: G con a un puente en GG

Lema 1.2. Si G es una grdfica conexa, v € V(G) tal que v es vértice de corte, entonces
5@(’0) 2 2.

Demostracion. Sea v un vértice de corte y G1, G, ..., Gy ) las componentes conexas
de G—v, con ¢(G) > 2. En G v es adyacente al menos a un vértice en cada componente
conexa de G, pues G es conexa.

Por lo tanto, se cumple que dg(v) > 2. O

1.9. Arboles

Los arboles constituyen una de las clases mas importantes de las graficas.
Intuitivamente, un arbol es una grafica que en su trazo se asemeja a un arbol
con su ramificacion hacia abajo, formalmente su definicién es:
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Definicién. Una grafica que es conexa y que no tiene ciclos recibe el nombre
de arbol, y la denotamos con 7.

En la Figura 1.16 tenemos un ejemplo de un arbol.

Figura 1.16: Arbol

Los vértices de grado uno de un arbol son llamados hojas o vértices termi-
nales. Al conjunto de vértices de grado uno de un arbol 7 lo denotaremos
como Hojas(T).

Decimos que B es un bosque, si las componentes conexas de la grafica B son
arboles; es decir, B es una grafica que no tiene ciclos; es decir, B es aciclica.

Los siguientes resultados seran nuestras herramientas para realizar las de-
mostraciones de algunos teoremas que seran revisados en los capitulos si-
guientes.

Teorema 1.9.1. Sea G una grifica conexa, G es un drbol si y solo si toda arista de G
es un puente.

Demostracion. (=) Sean G un arbol y a en A(G). Como G no tiene ciclos por definicién
de arbol, a no esta en un ciclo de GG y por el Teorema 1.8.2 sabemos que cualquier arista
que no pertenece a un ciclo es un puente, entonces a es un puente de G.

(<) Por otro lado, si G es conexa y toda arista a en A(G) es un puente, significa
que toda arista de G no esta en un ciclo por el Teorema 1.8.2, por lo que G es aciclica
y conexa. Por lo tanto, es un arbol. O]
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Teorema 1.9.2. Si T es un drbol con al menos dos vértices, entonces T tiene al menos
dos hojas.

Demostracion. Sean T un arbol y P = (uq,us,...,u,) una trayectoria de longitud
maxima.

Afirmamos que el vértice inicial y el vértice final de P son de grado uno.

Si en P el vértice final no es de grado uno; es decir, d7(u,,) > 2, entonces existe un
w € V(T) tal que w # u,—1 y w es adyacente a u,,, por ello tenemos los siguientes
casos:

Caso 1. w ¢ V(P).

En este caso obtenemos la siguiente trayectoria P’ = (uy, P, ty,) U (ty,, w) que es
de longitud mayor que P, pero esto contradice la eleccion de P, pues P es de longitud
maxima en 7.

Caso 2. w € V(P).

Para algin i en {1,2,3,...,m — 2} se tiene que w = wu;. Con lo que obtenemos el
siguiente ciclo C' = (u;, P, up,) U (U, u;), lo que contradice el hecho de que T" es arbol.

Por lo tanto, la afirmacion se sostiene para el vértice final de P, de manera analoga
se demuestra para el vértice inicial de P.

Por lo tanto, en T' tenemos al menos dos hojas. O]

Teorema 1.9.3. Sea T' un drbol. Si para un x € V(T') se tiene que or(x) = 1, entonces
T — x es drbol.

Demostracion. Sea x en V(T) tal que dr(z) = 1. Por demostrar que T'— = es conexa y
no tiene ciclos.

Como T — x < T, entonces T' — x no tiene ciclos.

Por demostrar que T es conexa.

Supongamos por contradiccion que 7' — x es inconexa, como 1" es conexa entonces
x es vértice de corte de T, por el Lema 1.2 sabemos que el dr(x) > 2, lo que contradice
la hipétesis, pues dr(xz) = 1. Por lo tanto, T' — = es conexa. ]

El siguiente teorema relaciona el orden y el tamano de un arbol.

Teorema 1.9.4. Si T es un drbol, entonces g =p — 1, donde q es el tamano deT" y p
es el orden de T.

Demostracion. Demostraremos por induccién sobre el nimero de vértices p.

Base de induccién. Si p = 1, entonces T' = K por lo que T no tiene aristas; es decir,
g=1-1=0,

Sip=2 entonces T = Ky, porloqueg=p—1=2—-1=1.

Hipoétesis de induccién. Si 77 es un arbol con p’ vértices y ¢ aristas tal que p’ < p,
entonces ¢ =p' —1yp > 1.
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Paso inductivo. Sea T un arbol con p vértices y ¢ aristas tal que con p > 2. Por el
Teorema 1.9.2 podemos ver que existe un x en V(7T') tal que dr(x) = 1. Consideremos a
T — z, por el teorema anterior 1" — x es un arbol y por hipotesis de induccion tenemos
que se cumple que |A(T — z)| = |V(T — x)| — 1, entonces

=AM =1AT —2)|+1=|V(T —2)|-14+1=|V(T)|-1=p—1.
Por lo tanto:
qg=p—1
Lo que concluye la demostracion. O

Corolario 1.1. Si G es un bosque con p vértices y q aristas, entonces ¢ =p — c¢(QG).

Demostracion. Sea G un bosque tal que tiene las siguientes componentes conexas:
Gl, GQ, c. 7GC(G)'

Para i en {1,2,...,¢(G)}, cada G; es conexa y aciclica, entonces toda G; es un &r-
bol. Sabemos ahora por el resultado demostrado en el Teorema 1.9.4 que para i en
{1,2,...,¢(G)} se cumple que ¢; = p; — 1, con p; el nimero de vértices y ¢; el nimero
de aristas de cada componente Gj;.

Para obtener el niimero de aristas del bosque tenemos lo siguiente:

c(G)
q = Z di,
=1
c(G) c(G)
doai=) (ni—1)
=1 =1
c(G) c(G)
Z(Pz‘ - 1) = sz‘ - C(G),
=1 =1

(@)
Z pi — c(G) =p —c(Q).
i=1
Por lo tanto, tenemos que p — ¢(G) = q. O

Teorema 1.9.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es un arbol.

2. Entre cualesquiera dos vértices u y v de T eziste una unica (u,v)-trayectoria en
T.

3. T es conexa y para cualquier arista a en A(T) tenemos que T' — a es inconeza.

4. T es aciclica y'T + uv contiene un unico ciclo, para cualesquiera dos vértices no
adyacentes u y v en T
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Demostracion. Vamos a demostrar el ciclo de implicaciones (1) = (2) = (3) = (4) =
(1).

Por demostrar que (1) = (2). Sean u y v en los vértices de T', como T es co-
nexa existe una (u,v)-trayectoria. Por demostrar que es unica. Demostraremos esta
implicacién por contradiccion. Supongamos por contradiccién que existen Py y P, dos
(u, v)-trayectorias distintas en 7. Por el Lema 1.1 sabemos que P; U P, contiene un
ciclo. Esto contradice que T sea arbol. Por lo tanto, entre todo par de vértices en T’
existe una tunica trayectoria.

Por demostrar que (2) = (3). Por demostrar que 7" es conexa. Como entre cuales-
quiera dos vértices de T existe una unica trayectoria, entonces T' es conexa. Si xy es
cualquier arista de 7', entonces por 2 sabemos que zy es la inica (z, y)-trayectoria, por
lo tanto, en T' — xy no existen (x, y)-trayectorias; es decir, T' — zy es inconexa.

Por demostrar que (3) = (4). Por demostrar que T es una grafica aciclica.
Supongamos por contradiccion que T no es aciclica. Sea
v = (xg, 1, T2, ..., T, = To) un ciclo en T, por el Teorema 1.8.2 sabemos que T' — x5
es conexa, lo cual contradice (3). Por lo tanto, 7" es una gréfica aciclica.

Por demostrar que T" + uv contiene un ciclo. Como T es conexa, entonces entre
cualquier par de vértices no adyacentes u y v en T existe P = (u,uy, ..., Uy, V) una
(u, v)-trayectoria. Por lo tanto, C'= P U (v,u) es un ciclo en T 4 uv.

Por demostrar que C' es tinico en 1"+ uv. Supongamos por contradiccién que C' no
es unico en T + uv, entonces implica que existe un ciclo C' = (u, P',v) U (v, u), como
T no tiene ciclos y T + uw si tiene ciclos, entonces uv € A(G). Supongamos sin pérdida
de generalidad que C” empieza en u y termina con la arista uv. Asi, si P' = (u, C',v),
entonces como C' y C’ son distintos se sigue que P’y P son dos (u,v)-trayectorias
distintas en T, lo que es una contradiccién, ya que P es la tnica (u,v)-trayectoria en
T. Por lo tanto, T tiene un tnico ciclo.

Por demostrar que (4) = (1). Sea T" una grafica aciclica, tal que, T+ uv contiene un
unico ciclo para cualesquiera u y v dos vértices no adyacentes en T'. Por demostrar que
T es conexa. Supongamos por contradiccién que 7' no es conexa. Sean x, y dos vértices
en componentes conexas distintas de 7', entonces no existe ninguna trayectoria entre
x v vy, lo que implica que en T' + zy existe una tnica (z,y)-trayectoria, por lo que no
podemos formar un ciclo, esto contradice la hipdtesis que dice que T' 4+ uv tienen un
ciclo para cualesquiera dos vértices u y v no adyacentes en T'. Por lo tanto, T" es conexa
y asi T" es arbol. O]

Lema 1.3. Sea G una grdafica conexa con un unico ciclo C', tal que G 22 C. Si P es
una (u,v)-trayectoria contenida en C' tal que los vértices de P tienen grado 2 en G,
entonces G — P es un arbol.

Demostracion. Sean GG una gréafica conexa con un unico ciclo C, tal que G 2 C'y
P = (u = ug,uy, ug, ..., Up_1,u, = v) una (u,v)-trayectoria contenida en el ciclo C' tal
que los vértices de P tienen grado 2 en G.
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Observemos que como G 22 C'y es conexa, entonces existe al menos un vértice z en
C' tal que dg(z) > 3.

Haremos la demostracion por induccion sobre el nimero de vértices de P.

Base de induccién. Si |[V(P)| = 1; es decir, u = v con dg(u = v) = 2. Tomemos a w
un vértice del ciclo C' tal que es adyacente al vértice u. Consideremos a G' = G — wu
donde wu en A(G), entonces como wu esta contenida en C, tenemos que G — wu es
conexa y aciclica. Ahora como tenemos que el dg/(u) = 1, por el Teorema 1.9.3 y como
observamos que existe un vértice z tal que dg(z) > 3 tenemos que G” = G’ — u es un
arbol y G” es isomorfa a G — P.

Si |V(P)| = 2, entonces tenemos que P = (u,v) con dg(u) = dg(v) = 2. Como la
arista uv pertenece al ciclo en GG, podemos considerar a G’ = G—uw, entonces obtenemos

que G’ es conexa y aciclica. Ahora como tenemos que
der(u) = dg(v) = 1, entonces por el Teorema 1.9.3 y como observamos que existe
un vértice z tal que dg(2z) > 3 tenemos que G” = G’ —u es un arbol y G = G" — v es
un arbol y ademés G” es isomorfa a G — P.

Si |V(P)| = 3, entonces P = (u = ug,us,uy = v) con dg(u;) = 2 para i en
{0,1,2}. Tomemos a P’ = (u = wug,u;) una subtrayectoria de la trayectoria P, con

|[V(P")| = 2, por el caso anterior tenemos que G’ = G — P’ es un arbol. Consideremos a
G" = G’ — uy, entonces por el Teorema 1.9.3 y como observamos que existe un vértice
z tal que dg(z) > 3 sabemos que G” es un arbol. Por lo tanto, G — P es un arbol como
se puede ver en la Figura 1.17.

Uy

uy

L ]

\ Usg

Figura 1.17: G — P

Hipdtesis de induccion. Si P! = (u = ug, Uy, Ug, ..., Up_1, Up—1 = v) €S una trayectoria
tal que para todo vértice u; en P con i en {0,1,2,...,n — 1}, se tiene que dg(u;) = 2.
Entonces, G’ = G — P es un arbol.
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Paso inductivo. Sea P = (u = ug, uy, U, ..., Up_1, U, = v) una trayectoria en G tal
que dg(u;) = 2 para toda i en {0,1,2,..,n}. Tomemos los primeros n vértices de P, los
cuales forman una subtrayectoria P’ de P. Por hipétesis de induccién como |V (P')| = n
tenemos que G’ = G— P’ es un arbol y ademas sabemos que g (u,,) = 1. Por el Teorema
1.9.3 y la observacién sabemos que G” = G’ — u,, es un arbol como se muestra en la
Figura 1.18. O

———

Figura 1.18: G = G' — u,

Ahora, conociendo la definicién de arbol y los resultados anteriores, defini-
mos una clase particular de arboles con la que trabajaremos mas adelante.

Definicién. Decimos que 71" es un k-drbol si el grado maximo en 7 es k.

Dada una grafica G conexa, un problema importante es encontrar una sub-
grafica G', de modo que G’ sea un arbol que contenga todos los vértices de

G.

Definicién. Decimos que T es un drbol generador de una grafica conexa G,
si T es una subgrafica generadora de GG que es arbol.

Teorema 1.9.6. Toda grifica conexa tiene un arbol generador.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre m, donde m es el niimero
de ciclos en G.
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Base. Si m = 0, entonces GG no tiene ciclos y es conexa. Por lo tanto, G es un arbol
y cumple que es un arbol generador.

Sim = 1, entonces G tiene un ciclo C. Sea a en A(C) consideremos la grafica G — a.
Sabemos por el Teorema 1.8.2 que G — a es conexa y sin ciclos, por lo que cumple con
la definicién de ser un arbol. Los vértices de G — a son iguales a los de GG. Por lo tanto,
G — a es un arbol generador de G.

Hipoétesis de induccién. Toda gréfica conexa con m/ ciclos tal que m’ < m tiene un
arbol generador.

Paso inductivo. Sean G una grafica conexa con m > 2 ciclos y a una arista en un
ciclo de GG. Consideremos a G — a, por el Teorema 1.8.2 G —a es conexa y ademas G —a
tiene un nimero menor de ciclos que G, por hipétesis de induccion G'— a tiene un arbol
generador T, por ello tenemos que V(T') = V(G — a) = V(G). Por lo tanto, T es un
arbol generador de G. O

Observemos que por el Teorema 1.9.5, ahora que tenemos el primer resultado
sobre arboles generadores, podemos notar que en G una grafica conexa y T
un arbol generador de G, si a € A(G) \ A(T'), entonces T'U a tiene un ciclo y
este es Unico.

Teorema 1.9.7. G es un arbol si y solo si G es aciclica y q=1p — 1.

Demostracion. (=) Como G es un arbol, entonces por definicién de drbol G es conexa
y aciclica, por el Teorema 1.9.4 tenemos que ¢ = p — 1.

(<=) Supongamos que G es una grafica aciclicay ¢ =p — 1.

Por demostrar que G es conexa. Supongamos que G, . .., G son las componentes
conexas de G, tal que ¢(G) > 1. Note que para cada i en {1,2,...,¢(G)} G; es un arbol
pues GG no tiene ciclos.

Como G es un bosque, entonces por el Corolario 1.1 tenemos que: ¢; = p; — ¢(G).

Pero sabemos por hip6tesis que ¢ = p— 1. Por lo tanto, ¢(G) = 1, lo que implica que
tenemos una unica componente conexa. Asi, G' es conexa y por la definicién de arbol,

G es arbol. O

Lema 1.4. Sean T' un drbol de orden n > 2 y x un vértice de T', entonces
(T —z)=(0p(x) — 1)+ 1.

Demostracion. Sean T' un arbol de orden n > 2 y z un vértice de 7. Haremos la
demostracion por inducccién sobre el grado del vértice x.

Base. Si d7(z) = 1, entonces sabemos que 7' — x es un arbol y ¢(T" — z) = 1. Por
otro lado tenemos:

(T —{z})=0+1=(1-1)+1=1(0p(x) — 1) + 1.
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Hipotesis de induccién. Si 77 es un arbol de orden n > 2 y 2’ un vértice de 1", con

o (x") = r, entonces
o(T—2")y=(6r(z")—1)+1=r.

Paso inductivo. Sea T" un arbol de orden n > 2 y x un vértice de T tal que op(z) =
r+1 con r > 1. Por demostrar que ¢(T' — x) = (dr(z) — 1) + 1.

Consideremos a ' un vértice en T' que es adyacente a x, quitamos la arista zz’ a T.
Por el Teorema 1.9.1 sabemos que toda arista de un arbol es un puente y al quitar dicha
arista por la Observacién 1.8 tenemos dos componentes conexas 7"y T”, las cuales son
conexas y aciclicas por lo que son arboles. Supongamos sin pérdida de generalidad que
x € v(T) y =z € V(T"), entonces dpn(x) = roy
(ST(SC) = (ST//<JJ> + 1.

Asi tenemos lo siguiente

(T —z)=c(T"—2z)+1.

Por hipdtesis de induccion sabemos que
co(T" —z) = (6gn(z) — 1) + 1.

Por lo que

o(T—z)=cT"—2)+1

= (0p(z)+1—-1)+1
= (0p(z) — 1)+ 1.
O

Corolario 1.2. Sean T un drbol y x un vértice de T. Si dp(x) = k, entonces T tiene
al menos k hojas.

Demostracion. Sean T un arbol y « un vértice de grado k en T'. Por el Lema 1.4 sabemos
que
(T —z)=(0p(x)—1)+1
Como o7(x) = k, se tiene que
(T—x)=(k—-1)+1=kF.

Cada componente obtenida de T'— z es conexa y aciclica por lo que cada una de
ellas es un arbol. Observemos que tenemos dos casos:

Caso 1. Las componentes conexas de T' — x son de orden uno. Entonces son hojas
de T.

Caso 2. No todas las componentes de T — x son de orden que uno. Entonces para
componente de orden al menos dos por el Teorema 1.9.2 sabemos que esta tiene al
menos dos vértices de grado uno, por lo que cada una de las componentes de T' — x
tiene al menos una hoja de T

Por lo tanto, T tiene al menos k& hojas. O]
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Definicién. Sea G una grafica. Decimos que S un subconjunto de V(G) es
un conjunto independiente, si para todo par de vértices de S estos no son
adyacentes.

Lema 1.5. Sean T un drbol de ordenn > 2 y X un conjunto independiente de vértices
en T, entonces

a) el nimero de hojas de T es igual a Y ew(or(v) — 2) + 2, donde
W ={veV(T):or(v) >3},

b) el nimero de componentes coneras de T — X es > cx(dr(z) — 1) + 1.

Demostracion. a) Sean T un arbol y Hojas(T) el conjunto de hojas de T'. Haremos la
demostracion por induccion sobre n el nimero de vértices T
Base de induccion. Sea T" un arbol de orden 2, entonces el grado de cada vértice de T’
es igual a 1. Por lo tanto, W = &. Notemos que si W = @, entonces Y, ¢y (0r(v) —2) =
0. Asi tenemos que
d (br(v) —2)+2=0+2=2.
veW
Si T es de orden 3, entonces en 1" tenemos exactamente un vértice de grado 2 y dos
vértices de grado 1. Por lo tanto, nuevamente se cumple W = @& y asi tenemos que

S (Gr(v) —2)+2=0+2=2.

veW

Sea T un arbol de orden n = 4. Tenemos dos casos.
Caso 1. Si T' no tiene vértices de grado 3, entonces tenemos que W = &, por lo que
T tiene exactamente dos vértices de grado 2 y dos vértices de grado 1, por lo que se
cumple
> (6r(v) —2)+2=0+2=2=|Hojas(T)|.
veW

Caso 2. Si T tiene exactamente 3 vértice de grado uno, entonces tenemos lo siguiente
Svew (0r(v) =2) +2=(3—-2)+2=3=|Hojas(T)].

Hipétesis de induccién. Si 7”7 es un éarbol de orden n — 1 'y
W' ={veV(T): op(v) > 3}, entonces > e (9 (v) —2) + 2 = |Hojas(T")|.

Paso inductivo. Sea T" un arbol de orden n con n > 5, por el Teorema 1.9.2 sabemos
que T tiene al menos dos hojas. Sabemos por el Teorema 1.9.3 que si a T' le quitamos un
vértice de grado uno la grafica obtenida sigue siendo un arbol, entonces tomemos a 1"
el arbol obtenido a partir de quitar un vértice h de grado uno a T'; es decir, T =T — h.
Por demostrar que T' cumple con el inciso (a). Supongamos que h es adyacente a un
vértice g en T', entonces tenemos tres casos posibles.

Caso 1. Si d7(g) > 3, entonces d7/(g) > 3 por lo que W = W' ademds por hipétesis
de induccién tenemos que |Hojas(T")| = 3 ew (07 (v) — 2) + 2.
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Como en T el vértice h es de grado uno y 7" =T — h tenemos lo siguiente

|Hojas(T)| = |Hojas(T")| +1= > (ép/(v) —2) +2+1
veW’

= > (Opr(w)—2)+2+1+0pr(9) — 2,
veW\{g}

sabemos que d7/(g) + 1 = d7(g) y como tenemos que dr(g) > 3 se cumple que g € W.
Por lo anterior tenemos que,

Yo (6r(v) —2) +2+ (1 + 67:(g)) — 2
veW\{g}

= > (6r(v) —2)+2+0dr(g) —2= D (5r(v) — 2) +2.
veW\{g} veW

Caso 2. Si 07(g) = 3, entonces r/(g) = 2y W' = W\ {g} y por hipdtesis de
induccion tenemos que

|Hojas(T")| = > (67 —2) + 2.

veW’

Como en T el vértice h es de grado uno y 7" =T — h tenemos lo siguiente

|Hojas(T)| = [Hojas(T")| +1= > (ép(v) —2) +2+1,
veW’

como d7+(g) = 2 sumamos el cero siguiente d7/(g) — 2

> (Or(v) =2) + 2+ (0rr(g) —2) +1
veW’

= > (Or(v) =2)+2+ 0r(9) +1) -2,
veW’
como d7(g) = 3 = dr(g) + 1, entonces g esta en W, por lo que tenemos que

D (0r(v) =2) + 2+ (orr(g) +1) =2

veW’

= > (0r(v)=2)+2+0r(g) — 2= (6r(v) — 2) +2.

veW\{g} vew

Caso 3. Si d7(g) = 2, entonces d7/(g) = 1 y como los vértices con los que se estd
trabajando son de grado menor que 3, W y W' son iguales, ademds por hipdtesis de
induccién tenemos que |Hojas(T")| = Y pew (07 (v) — 2) + 2.
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Como do7(g) = 2, W = W y como ¢ se convierte en hoja en T’; tenemos que
dr(g) = 1, por lo que se cumple lo siguiente
|Hojas(T)| = |Hojas(T")] = Y_ (6r(v) —2) +2= > (0r(v) — 2) + 2.

veW’ veW

Con lo que finalizamos el inciso (a).

b) Sean T' un &rbol de orden n > 2 y X un conjunto independiente de vértices en
T. Por demostrar que ¢(T — X) = > cx(o7(x) — 1) + 1.

Haremos la demostracion por inducién sobre el niimero de vértices del conjunto X.

Base. Sean T un arbol de orden n > 2 y X = {z} un conjunto independiente de
vértices de T'. Por el Lema 1.4 tenemos: ¢(T — X ) = ¢(T — {z}) = (6r(z) — 1) + 1.

Hipotesis de induccién. Si 1" es un arbol de orden n > 2 y X’ un conjunto indepen-
diente de vértices de T" tal que |X'| = r, con r > 1, entonces

o(T'=X')= > (Op()—1)+1.
z'eX’

Paso inductivo. Sean T un arbol de orden n > 2 y X un conjunto independiente de

vértices de T tal que | X| =r + 1, con r > 1. Por demostrar que

oT—X)=> (6p(z) — 1)+ 1.
zeX
Sea x un vértice en el conjunto X. Consideremos a X’ = X — {z} el cual es un
conjunto independiente de vértices de T' tal que |X’| = r, por hip6tesis de induccién
tenemos que ¢(T — X') = > ex/(0p(2’) — 1) + 1.
Sea C, una componente conexa de T'— X', tal que z estd en C,. Por lo que:
a) c((T—X")—=V(Cy))=c(T-X")—1=Cpex/(0p(z')—1)+1) — 1.
Nr(X) C T — X', pues X es un conjunto independiente. Asi, d7(z) = d¢, (z). Por
el Lema 1.4 tenemos que:
b) ¢(C, —z) = (6r(z)—1)+ 1.

Por la hipotesis de induccién, por (a) y (b) y como X = X' U {z} es un conjunto
independiente, tenemos que:

(T—X)=e¢T— (X' U{a})=c((T-X")—2)=(c(T—X")—1) + ¢(Cp — x)
=(( X (or@) =D +1) = 1)+ (Or(x) - 1) + 1

z’'eX’

= > (0r(@) = 1)+ Or(z) = 1)+ 1= > (67(x) — 1) + L.

z’'eX’ zeX
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1.10. Graficas hamiltonianas

El matematico William Rowan Hamilton inventé un juego, que consistia en
recorrer las ciudades mas importantes de Europa; sin repetir alguna, volvien-
do a la ciudad de partida. Este juego se propuso en un dodecaedro regular
de madera con veinte clavos (cada uno insertado en una esquina del sélido)
y un trozo de cuerda. A cada clavo se le asigné el nombre de una ciudad y
el objetivo era encontrar una ruta a través de las aristas del dodecaedro que
pasara por todas las ciudades exactamente una vez, y que ademas terminara
en la ciudad que se habia iniciado el recorrido. Para recordar que ciudades
ya habian sido visitadas, se utilizaba la cuerda para conectar los clavos en el
orden correspondiente. La grafica que representa un dodecaedro en el plano
se puede ver en la Figura 1.19.

Figura 1.19: Grafica del dodecaedro y su ciclo hamiltoniano

No se tienen indicios de que el juego haya tenido gran éxito popular, pero
en cambio, entre los matematicos qued6 un recuerdo permanente.

Del juego anterior nace la siguiente definicién.

Definicién. Sea G una grafica, un ciclo hamiltoniano de G es un ciclo que
pasa por todos los vértices de G.

Una grdfica hamiltoniana es aquella que contiene un ciclo hamiltoniano.

Definicién. Sea G una grafica. P es una trayectoria hamiltoniana en G si
pasa por todos los vértices de G.
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En la Figura 1.19 podemos encontrar un ciclo hamiltoniano del dodecaedro.

A continuacion daremos un resultado clasico para las graficas hamiltonianas.

Teorema 1.10.1. S7 G es hamiltoniana, entonces para cualquier subconjunto propio
no vacio S de los vértices de G, ¢(G — S) < |S].

Demostracion. Sean G una grafica hamiltoniana y S un subconjunto propio de los
vértices de G' no vacio.

Consideremos a G — S y sean G'1, Gy, . .., Gog-s) las componentes conexas de G —S.
Por demostrar que ¢(G — 5) < [S|.

Como G es hamiltoniana, entonces G tiene un ciclo C tal que V(C) = V(G), por lo
que C pasa por todos los vértices de cada G; y de S.

Paraien {1,2,...,¢(G —S)} consideremos a u; el Gltimo vértice de la componente
G, por el que pasa C, afirmamos que para cada i en {1,2,...,¢(G — S)} u; es adya-
cente a un v; en S en C. Si v; no es adyacente a u;, entonces u; es adyacente a un
u; € V(G;) NV (Git1), lo que contradice que sean componentes distintas en G. esta en
una componente conexa distinta a G; en G. Por lo que, en S hay al menos ¢(G — S)
vértices; pues para cada G; hay un vértice en S.

Por lo tanto, ¢(G — S) < |S|. O

1.11. Conexidad puntual

Definicién. Sea G una grafica, la conexidad puntual de G es el minimo ni-
mero de vértices que se deben quitar a G para obtener una grafica inconexa
o una grafica igual a K;. Se denota por K(G).

Como ejemplo tenemos que:
1. Para la gréafica trivial Ky, K(K;) = 0.
2. Para la grafica completa K,,, K(K,) =n — 1.
3. Para cualquier ciclo C, K(C) = 2.
4. Para cualquier arbol T' de orden p, con p > 1, K(T') = 1.

5. Para toda grafica inconexa G, K(G) = 0.

Definicién. Sea G una grafica conexa no completa, un corte puntual de G es
un subconjunto S de V(G), tal que G — S es inconexa.
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Observacién. Para una grafica conexa no completa G, con p > 3 tenemos que
K(G) =min{|S| : S es un corte puntual}.

Ahora con esta definicion podemos dar lugar a la siguiente:
Definicién. Una grafica G es n-conexa si y solo si K(G) > n.

Todas las graficas conexas no triviales son 1-conexas.

Observaciéon 1.1. Observemos que para cualquier grifica G se cumple que

K(G) < 5(G).

Demostracion. Sean G una grafica y v € V(G) tal que dg(v) = 6(G). Consideremos a
S = {v1,v2, ..., V55 } €l conjunto de los vecinos de v, entonces v es un vértce aislado

en G — S. Por lo tanto, £(G) < §(G). O

Definicién. Sean G una grafica, u y v en V(G) tal que u no es adyacente a v
y S C V(G). Decimos que S es un uv-conjunto separador de G, si se cumple
que u y v estan en componentes conexas distintas de G — S. Decimos que S
es un uv-conjunto separador minimo de G si

|S| = min{|U| : U es un uv-conjuto separador y uv ¢ A(G)}.

Ahora enunciaremos el teorema de Menger y varios resultados que son con-
secuencia de este, algunos no seran demostrados en esta tesis.

Teorema. (Menger[5]) Sean G una grifica, u y v dos vértices no adyacentes de G. Si
S es un uv-conjunto separador minimo de G, entonces la cardinalidad de S es igual al
mdzimo numero de (u,v)-trayectorias internamente ajenas en G.

Teorema 1.11.1. /5] Sea G una grdfica de ordenn > 2, G es n-conexa si y solo si para
todo par de vértices u y v existen al menos n (u,v)-trayectorias internamente ajenas
en G.

Demostracion. (=) Sea G una grafica n-conexa y supongamos por contradiccion que
existen dos vértices u y v tal que el maximo niimero de trayectorias internamente ajenas
entre ellos en G es [, donde | < n. Si uv no esta en el conjunto de aristas de G, por el
Teorema de Menger tenemos que el nimero de vértices que separan a u y v es [, por la
definicién de conexidad puntual tenemos que K(G) < I. Por lo que, K£(G) < n, lo cual
contradice la hipotesis. Si uv estd en las aristas de GG, entonces el maximo niimero de
(u, v)-trayectorias internamente ajenas en G — uv es [ — 1. Por el teorema de Menger
tenemos que el nimero de vértices que separan a u y v en G—uv es [—1, por la definicién



1.11. CONEXIDAD PUNTUAL 43

de conexidad puntual tenemos que K(G —uv) <[ — 1. Por lo que, K(G —uv) <n — 1.
Por lo tanto, existe un subconjunto U de V(G — uwv) con cardinalidad menor que n — 1
tal que (G —uv) — U es una grafica inconexa o la grafica trivial. Por ello al menos una
de las siguientes graficas G — (UU{u}) y G — (U U {v}) es inconexa lo que implica que
K(G) < n lo que también es una contradiccion, pues G es n-conexa.

(<) Demostraremos por contradiccién. Supongamos que G es una grafica no trivial
tal que no es n-conexa, pero que para todo par de vértices distintos existen al menos n
trayectorias internamente ajenas entre ellos. Claramente, G no es completa.

Como G no es n-conexa, entonces (G) < n. Sea W un conjunto con KC(G) vértices
de G es decir, [W| < n, tal que G — W es inconexa. Tomemos a u y v en componentes
distintas de G — W. Los vértices u y v son no adyacentes por estar en componentes
distintas de G — W; por hipdtesis hay n trayectorias internamente ajenas entre ellos.
Por el teorema de Menger tenemos que, u y v no pueden ser separados por menos de n
vértices, lo que es una contradiccion puesto que estamos separando a u y a v con W, el
cual es cardinalidad menor que n. O

Lema 1.6. [5] Sean G una grifica n-conera, S = {uq,us,...,u,} un subconjunto de
vértices de G de cardinalidad n y v ¢ V(G). Si

G =V (G)U{v}, AG)U{uw : u; € S},
entonces G' es n-coneza.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre n.

Base de induccién. Sea n = 1. Como G es 1-conexa, entonces GG es conexa. Si
S = {u;}, entonces por construccion G’ es conexa. Por lo tanto, G’ es 1-conexa.

Hipétesis de induccién. Si H es una grafica (n — 1)-conexa, S C V(G) tal que
|IS| =n—-1yv ¢ V(G), entonces H = (V(H) U {v},A(H)U{wv : u; € S}) es
(n — 1)-conexa.

Paso de induccién. Sean G una grafica mn-conexa con n @ > 1,
S = A{uy,ug,...,u,} un subconjunto de vértices de G, v ¢ V(G) vy
G' = (V(G)U{v}, A(G)U{uv : u; € S}). Sea {x,y} un subconjunto de V(G").

Por demostrar que entre todo par de vértices z y y de G’ existen al menos n (z,y)-
trayectorias internamente ajenas.

Si {z,y} un subconjunto de V(G), entonces G es n-conexa pues tenemos que existen
al menos n (z,y)-trayectorias internamente ajenas.

Si v en {z,y}, entonces supongamos sin pérdida de generalidad que v = y. Consi-
deremos los siguientes casos:

Caso 1. x ¢ S; es decir, z € V(G) — S.

Entonces zv ¢ A(G'). Por lo que, S es un zv-conjunto separador minimo de car-
dinalidad n en G’, entonces por el Teorema de Menger sabemos que en G’ existen al
menos n (x,v)-trayectorias internamente ajenas.
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Caso 2. z € S.

Entonces zv € A(G'). Consideremos el conjunto S* = S — {z} y a
G" = G — xzv. Como G es n-conexa, entonces en particular G es (n — 1)-conexa. Como
G" = H', donde H' = (V(G) U {v}, A(G) U{uw : u; € S'}), por hipdtesis de induc-
cién tenemos que G” es (n — 1)-conexa, por el Teorema 1.11.1 tenemos al menos n — 1
(x,v)-trayectorias internamente ajenas en G”. Como zv € A(G’), entonces tenemos en
G’ al menos n (x,v)-trayectorias internamente ajenas.

Por el Teorema 1.11.1 tenemos que G’ es n-conexa. O

Teorema 1.11.2. [5] Si G es una grifica n-coneza y {v,v1,vs,...,v,} un subconjunto
con n + 1 vértices distintos en G, entonces para 1 < i < n existen (v,v;)-trayectorias
tales que {(v,v;)-trayectorias : i € {1,...,n}} es un conjunto de trayectorias interna-
mente ajenas.

Demostracion. Dada una grafica G n-conexa y {v, v, vs, ..., v,} es un conjunto de n+1
vértices distintos en (G, podemos construir una nueva grafica H a partir de G al agregar
un nuevo vértice u a G junto con todas las aristas uv; con i en {1,2,...,n}; es decir,
H =V (G)U{u}, A(G)U{uv; : i€ {1,2,...,n}}). Por el lema anterior H es n-conexa.
Por el Teorema 1.11.1 sabemos que existen al menos n trayectorias internamente ajenas

entre v y u en H, sabemos que u es adyacente a cada v; con i en {1,2,...,n}, entonces
para cada (v, u)-trayectoria en H tenemos una (v, v;)-trayectoria con i en {1,2,...,n}
en G. O

Teorema 1.11.3. /5] Sea G una grdfica n-conexa con n > 2, entonces cualesquiera n
vértices de G pertenecen a un ciclo comun.

Lema 1.7. Si G es n-coneza, entonces G+ x es (n+ 1)-conezxa, con x ¢ V(G).

Demostracion. Por demostrar que G + x es (n + 1)-conexa. Sean u y v dos vértices
de G + x. Por demostrar que existen al menos n + 1 (u,v)-trayectorias internamente
ajenas. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. u y v estan en V(G).

Entonces como G es n-conexa, por el Teorema 1.11.1 sabemos que en G existen al
menos n (u, v)-trayectorias internamente ajenas. Ademés por construccion de G + x el
vértice x es adyacente a todo vértice de G; asi que entre u y v existe la trayectoria
(u,z) U (z,v) la cual pasa por z en G + z, por ello tenemos entre todo par de vértices
de G al menos n + 1 trayectorias internamente ajenas en G + x.

Caso 2. u=xo0v=ux.

Supongamos sin pérdida de generalidad que u = z, tomemos a vy, va, ..., v, n vértices
de distintos G, tal que para toda i en {1,2,...,n} v; # v. Por el Teorema 1.11.2 como G
es n-conexa hay al menos n (v, v;)-trayectorias internamente ajenas, denotadas por T,
paraien {1,2,...,n}. Como z es adyacente a todo vértice de G tenemos las siguientes
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n trayectorias en G + x, para i en {1,2,...,n} (x,v;) UT,,, y con la arista zv tenemos
al menos n + 1 trayectorias internamente ajenas en G + x.
Por lo tanto, G 4+ x es (n + 1)-conexa. O

1.12. Independencia.
Ya que en los resultados centrales de esta tesis se pide que las graficas sean

n-conexas y ademas tengan cierta condicion de independencia, es necesario
presentar las siguientes definiciones.

Recordemos la definicién de conjunto independiente. Sea G una grafica. De-
cimos que S un subconjunto de V(G) es un conjunto independiente, si para
todo par de vértices de S estos no son adyacentes.

Teniendo la definicién de un conjunto independiente de vértices en G ahora
podemos definir el nimero de independencia como sigue:

Definicién. Sea GG una grafica. El nimero de independencia de G, denotado
por a(G), es a(G) = maz{|S| : S es un conjunto independienteenG}. A continua-
cién en la Figura 1.20, se muestra un conjunto indepeniente S = {z, 24, 9}
de G. Observemos que {x129, 124, Tazo} € A(G).

To I3
T

Ty

Figura 1.20: S = {x1, 24,29} es un conjunto independiente
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1.13. Teorema Chvatal-Erdos

Veamos un teorema que simplificara la demostracion del resultado propuesto
por Chvatal y Erdos.

Teorema 1.13.1. Sea G una grdfica con al menos 3 vértices. Si para algin n > 2,
G es n-conexa y no contiene subconjuntos independientes de cardinalidad mayor a n,
entonces G tiene un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. Sea GG una grafica con al menos 3 vértices, tal que para un n > 2 entero,
G es n-conexa. Como n > 2 por el Teorema 1.11.3 G tiene al menos un ciclo. Sea C un
ciclo de longitud maxima en G. Por el Teorema 1.11.3 la longitud de C es mayor o igual
que n.

Supongamos que G no contiene ciclos hamiltonianos, entonces hay un vértice =,
tal que x no esta en el ciclo C. Ya que GG es n-conexa existen n trayectorias interna-
mente ajenas que inician en x y terminan en n vértices de C (Teorema 1.11.2). Sean
T, Ta, ..., T, los vértices finales de estas trayectorias, denotamos por T, a la (z,z;)-
trayectoria. Para cada i en {1,2,...,n} sea y; el vértice sucesor del vértice x; en C, en
un orden fijo de los vértices de C.

Con esto tenemos dos casos posibles:

Caso 1. Existe para un vértice y;, con i en {1,2,...n} tal que es adyacente a z.

Supongamos sin pérdida de generalidad que C empieza y termina en x;. Entonces
el ciclo C" = (y;,C — xyi, %) U (x5, T2, ) U (x,y;) es de longitud mayor a la longitud
de C ya que contiene a los vértices de C y a x, lo que es una contradiccién (ver Figura
1.21).

Figura 1.21: ¢’
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Caso 2. Para toda i en {1,2,...,n} se cumple que y; no es adyacente a z.

Consideremos el conjunto formado por los vértices y; y el vértice x un subconjunto
de cardinalidad n + 1 de V(G), por las hipdtesis del teorema no puede ser un conjunto
independiente, por lo cual existen dos vértices y; y y; que son adyacentes en G' con
{i,7} € {1,2,...n}, i # j. Tomamos a x; y x; los respectivos vértices antecesores de
y; ¥y y; en C. Supongamos sin pérdida de generalidad que C empieza y termina en x;.
Tomemos el ciclo

C" = (x;, T;.} 2) U (x, Toa, ) U (25,C7" = 2595, 9:) U (yi, y;) U (y;,C — 3, ;)

TxTi?

(ver Figura 1.22).

Figura 1.22: C”

El cual es de longitud mayor a la longitud de C, esto nuevamente es una contradic-
cion.
Por lo tanto, GG tiene un ciclo hamiltoniano. O

Con el teorema recién demostrado podemos ahora revisar el teorema pro-
puesto por Chvatal y Erdos.

Teorema 1.13.2. [9] (Chvdtal, P. Erdés 1972) Sean n > 1 un entero y G una grdfica
n-conera. Si a(G) < n+ 1, entonces G tiene una trayectoria hamiltoniana.

Demostracion. Caso 1. G es una grafica n-conexa y a(G) < n + 1.

Como G satisface las hipotesis del Teorema 1.13.1 ya que no tiene conjuntos inde-
pendientes de mas de n vértices, entonces G tiene un ciclo hamiltoniano y por ello G
tiene una trayectoria hamiltoniana.

Caso 2. G es una grafica n-conexa y a(G) =n + 1.
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Consideremos la grafica G 4+ x obtenida a partir de GG al agregar un nuevo vértice

x adyacente a todos los vértices de G. Por el Lema 1.7 G 4+ z es (n + 1)-conexa y no

tiene un conjunto independiente de més de n + 1 vértices. Por lo que G + x cumple las

hipotesis del Teorema 1.13.1 para n+1; pues no puede tener conjuntos independientes de

cardinalidad n+2. Por lo tanto, por el Teorema 1.13.1 G+« tiene un ciclo hamiltoniano;
por lo cual GG tiene una trayectoria hamiltoniana.

O

Recordemos que el objetivo de esta tesis es el estudio de los k-arboles en
graficas, para k = 2 tenemos que un 2-arbol es una trayectoria. Entonces el
Teorema 1.13.2 nos da condiciones para obtener un 2-arbol generador de G.

1.14. Dominacién en graficas

Definicién. Sea GG una gréafica, S C V(G) es un conjunto dominante de G si
para todo v en V(G) — S, v es adyacente a algiin vértice u, con u € S.

<L

Figura 1.23: Conjunto dominante S

Un conjunto S de GG es un conjunto dominante de tamano minimo, si S es
un conjunto dominante de G y para cualquier otro conjunto dominante S’
se verifica que |S| < |5').

Definicién. Sean GG una grafica, m > 0 un entero y X un subconjunto de vérti-
ces de G. Entonces el conjunto m-dominante de X, denotado por Domi™(X),
se define como el siguiente conjunto de vértices:

Domi™(X) ={v e V(G) : dg(v,X) <m}.
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Si los vértices de un subconjunto o una subgrafica Y de G estan incluidos
en Domi™(X), entonces decimos que X m-domina Y. Por lo tanto, una H
subgrafica de G 0-domina a G si y solo si H es grafica generadora de G.

Ejemplo. Sea X = {13,714, 715, 716} un conjunto 2 dominante de G, entonces
.2 _
Domi (X) - {x1,$27.r3,x4,$57$67CC'7,$8,$97I'107$117[E12}.

g s

Figura 1.24: Domi*(X)

1.15. Digraficas

Definicién. Una digrdfica D es un par ordenado (V (D), F (D)), donde V(D)
es un conjunto finito no vacio de objetos, al que llamaremos conjunto de
vértices de D, y F (D) es una coleccién de pares ordenados de vértices de D,
al que llamaremos conjunto de flechas de D.

Por como se define F(D) se permiten flechas del tipo (v,v) a las cuales lla-
maremos lazos. Ahora, observemos que entre dos vértices distintos v y v de
V(D) podemos tener dos o mas flechas entre ellos de la forma (u,v), en este
caso diremos que son multiflechas y que la digrafica D es una multidigrdfica.

Definicién. Decimos que una digrafica D es simple si no admite lazos ni mul-
tiflechas. En esta tesis al hablar de digraficas estaremos haciendo referencia
a digraficas simples salvo que se indique lo contrario.
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Dada una digrafica D, la cardinalidad de V(D) es el orden de D y la car-
dinalidad de F(D) es el tamano de D. El orden de cualquier digrafica es al
menos uno.

Definicién. Sea D una digrafica, diremos que u es adyacente a v si (u,v) en
F(D) o (v,u) en F(D). Si (u,v) en F(D), diremos que u es vértice inicial y v
es vértice final de la flecha (u,v), respectivamente. Con esto para una flecha
(u,v) en F(D) decimos que el vértice u es adyacente hacia el vértice v, y que
el vértice v es adyacente desde el vértice u.

La representacion geométrica en el plano de una digrafica consiste en poner
a los vértices como puntos y a las flechas como un arco que tiene una punta
de flecha hacia el vértice final de la flecha, como se muestra en la Figura
1.25.

Figura 1.25: Representacién geométrica de una digrafica

Definicién. Sean D una digrafica y = en V(D). Decimos que NT(z) es la
vecindad exterior de r si N*(z) = {v € V(D) : (z,v) € F(D)}. Decimos que
N~ (z) es la vecindad interior de z si N~ (x) ={v e V(D): (v,x) € F(D)}.

Definicién. El ingrado de un vértice v de la digrafica D es el namero de
flechas que tienen como vértice final a v y lo denotaremos por d,(v). El
exgrado de un vértice v de la digrafica D es el nimero de flechas que tienen
como vértice incial al vértice v y se denota por §5(v).

Teniendo la definicion de ingrado y exgrado de un vértice podemos dar la
definiciéon de grado.
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Definicién. El grado de un vértice v en una digrafica D es la suma del exgrado
y el ingrado del vértice, el cual es denotado por dp(v); es decir,

dp(v) = 05 (v) +dp(v).

Definicién. Un camino dirigido en una digrafica D es una sucesion de vértices
C' = (ug, u, ug, ..., u,) tal que para toda i en {0,1,....n — 1} (u;,u;11) en F(D) y
se define a su longitud como n.

Definicién. Un camino no dirigido en una digrafica es una sucecion de vérti-
ces C = (zg, 21,2, ..., T,) tal que para i en {0, 1,...,n—1} se cumple que (z;, ;1)
en F(D) o (z;41,x;) en F(D).

Definicién. Una trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite
vértices.

Definicién. Un camino dirigido cerrado es un camino dirigido que inicia y
termina en el mismo vértice.

Definicién. Un ciclo dirigido C = (zo, x1, 22, ...,x, = To) €s un camino dirigido
cerrado que no repite vértices, salvo el primero y el altimo y su longitud es
mayor o igual que 2. Un ciclo no dirigido es un camino no dirigido cerrado
que no repite vértices, salvo por el primero y el ultimo y su longitud es
mayor o igual que 2.

Definicién. Decimos que una digrafica D es conexa si entre todo par de
vértices de D existe un camino no dirigido.

Ahora definamos lo que conoceremos como un arbol dirigido en esta tesis.

Definicién. A una digrafica que es conexa y no tiene ciclos dirigidos ni ciclos
no dirigidos la llamaremos drbol dirigido, y la denotaremos por

Diremos que r es un vértice raiz de 7, si el ingrado de r cumple que 5%@) =0

y ademas 5%(%) > 1. Decimos que x un vértice de ? es una hoja de ? si
cumple que 63 (z) = () = 1.
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Definicion. Sea ? un arbol dirigido, diremos que ? es un drbol exterior
dirigido si este tiene raiz r y para todo vértice = distinto de la raiz se
cumple que 5%(;1:) =1y 5%(1’) > 0.

Por ejemplo en la Figura 1.26, podemos observar un arbol ? dirigido, donde
r es la raiz, se cumple que A~ (7)) =1y A+(?) = 2. Las flechas se dirigen a
los vértices de grado uno saliendo del vértice raiz r ya que se cumple que
0=(r) =0, 65(r) > 1; para i = 1,2,...,9 tenemos que 0= (z;) = 1y 61 (z;) > 0.

Figura 1.26: 7 arbol exterior dirigido con raiz r



Capitulo 2

Arboles generadores con grados
acotados

Examinamos en el capitulo anterior el resultado propuesto por Chvatal y
Erdos; el cual nos permite encontrar en una grafica n-conexa con a(G) < n+1
un 2-arbol generador. A partir de este teorema M. Las Vergnas se pregunta
si toda grafica n-conexa G con a(G) < n+1[— 1 contiene un arbol generador
con a lo mas [ vértices finales.

En 1979 S. Win da una prueba a la pregunta anterior; su resultado establece
que toda gréafica n-conexa con ntimero de independencia «(G) < n+c contiene
un arbol generador con a lo mas ¢ + 1 vértices terminales.

Por otro lado, en 1988 Victor Neumann Lara y Eduardo Rivera Campo
presentan dos resultados que buscan dar una generalizacion a la propuesta
de Chvatal y Erdos. Los cuales son los siguientes:

1. Sea G wuna grdfica n-conexa con nimero de independencia «o(G). Si
a(G) < 1+ ns para algin entero positivo s, entonces G tiene un drbol gene-
rador con grado mdximo a lo mds s+ 1.

2. Sean G una grdfica n-conexa con nimero de independencia o(G), s y c
dos enteros tales que 3 < s y0<c<n. Si a(G) <1+n(s—1)+c, entonces
G tiene un drbol generador T con grado mdximo a lo mds s+ 1 y que no
contiene mads de c vértices de grado s+ 1.

El primer resultado en términos de k-arbol para k = s+ 1 es; Sea G una
grdfica n-conexa con nimero de independencia o(G). Si o(G) < 1+n(k—1)

23
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para algin entero positivo k, entonces GG tiene un k-drbol generador. Por
lo que en el segundo resultado tendremos un k-arbol generador y que no
contiene mas de ¢ vértices de grado k, al que denotamos como (k, ¢)-subérbol
generador.

Comenzaremos este capitulo con un lema de apoyo que nos servira para
demostrar los resultados de V. Neumann Lara y E. Rivera Campo.

Sera necesario tener presentes los conceptos de arbol exterior dirigido con
raiz y las operaciones de agregar y quitar vértices a una grafica, asi como
también tener en cuenta los teoremas vistos para arboles y para graficas
n-conexas en el capitulo 1.

2.1. Lema de apoyo

Definicién. Sean D una digrafica y v € V(D), decimos que un vértice v~ de
V(D) es un vértice antecesor de v si tenemos la flecha (v—,v) en D.

Para realizar la demostracion del resultado principal de este capitulo, es
necesario primero revisar el siguiente lema.

Lema 2.1. [13] Sean 7 un arbol exterior dirigido, R y B dos subconjuntos ajenos
de V(T) tal que (RU B) N (Hojas(T)) = @ y NT(RU B) N R = @&. Para cada
b € B, sean x;, un vértice fijo en N*(B) y X(B) = {z, : b € B}. Existe una funcién
¢ : NT(R)U (Nt(B)\ X(B)) — Hojas(T) U N~ (R) que satisface las siguientes
condiciones.

1. Siu € NT(R)U (NT(B) \ X(B)), entonces existe Ty4(,) tal que esta es una
(u, ¢(u))-trayectoria dirigida en 7.

2. Si Tyupu) ¥ Tve(w) son trayectorias dirigidas ajenas por vértices, entonces u # v.

3. Si u # v, entonces al menos uno de los vértices v~ y u~ es un vértice de Ti(u)g(v)-

4. El rango de ¢ (NT(R) U (N*(B) \ X(B))) es un conjunto independiente en T

Demostracion. Sean Y = {(b,a) € F(?) :b € By a # xp}. Definimos a H como
la grafica tal que V(ﬁ) = V(?) —Ry F(ﬁ) = F(? — R) —Y) una nueva grafica
obtenida a partir de ?, por definicién de Y y T' las componentes conexas de H son
arboles exteriores dirigidos. Més agl, cada vértice u € NT(R)U (NT(B) — X(B)) es
raiz de la componente conexa de H, de ﬁ; la cual contiene a u, ademas los vértices

terminales en H, son vértices que estan en Hojas(T) o estan en N~ (R), por lo que
podemos definir a

¢: NT(R)U(NT(B)\ X(B)) — Hojas(T)U N~ (R)
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tal que para u un vértice en NT(R)U(NT(B)\ X(B)) ¢(u) es un vértice en Hojas(T)U
N~ (R).

Primero veamos que ¢ es funcion. Por demostrar que si u = wv, entonces
o(u) = gb( ). Supongamos por contradiccién que ¢(u) # ¢(v), entonces tenemos que

—>
H, # HU, lo que implica que u # v, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, ¢ es

funciéon. Veamos que ¢ es inyectiva. Por demostrar que si ¢(u) = ¢(v), entonces u = v.

Supongamos por contradiccién que u # v, entonces tenemos H, # H,, lo que implica
que ¢(u) # ¢(v), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, ¢ es inyectiva.

Demostremos la condicién 1. Sabemos que entre todo par de vértices de Z existe
una unica trayectoria, entonces T),4(,) €s una trayectoria dirigida en H,, como H, C

entonces T,4(,) €s una trayectoria dirigida de ?

La cond1c10n 2 s€ § satisface pues si tomamos a u # v tenemos dos componentes H
y H tal que H N H = &, por lo tanto, las trayectorias Typ) ¥ Toe(v) cumplen que
V(Tugw)) NV (Typw)) = 9; es decir, son ajenas por vértices.

Ahora demostraremos la condicion 3. Sean r la raiz de 7 v 'y v dos
vértices distintos en N*(R) U (N*(B) — X(B)) v Tr¢w) ¥ Trew) dos trayectorias
dirigidas que inician en la raiz de T Sea w € V(Trpwy) N V(Trpw)) tal que
Tyu)sv) = Twepu) U Twe(wy- Por la condicion 2 sabemos que Tyg(u) ¥ Tog(v) SON ajenas por
vértices, lo que nos da los siguientes casos:

Caso 1. Si w = ¢(u), entonces v~ € V(Tyu)p(v))-
Caso 2. Si w = ¢(v), entonces u~ € (Tyw)pw))-

Caso 3. Si ¢(v) # w o ¢(u) # w, entonces como {w} € V(T4w)) NV (Tr4(s)) tenemos
que v~ en V(Tygw)) y u™ en (Tugw))-

Por lo tanto, la condicién 3 se satisface.

Por ultimo demostraremos que se satisface la condicién 4. Supongamos por contra-
diccién que Hojas(T)U N~ (R) no es un conjunto independiente, entonces tenemos una
flecha de ¢(u) a ¢(v) en F(T'). Como Typw)y ¥ Tuew) son ajenas por vértices tenemos
que v = ¢(v), por lo tanto, tenemos que v~ = ¢(v). Por construccién sabemos que
v” estd en RU B y ¢(v) estd en Hojas(T) U N~ (R) pero por hipétesis tenemos que
(RUB)N (Hojas(T)) = @, por lo que tenemos una contradiccion.

Por lo tanto, Hojas(T') U N~(R) es un conjunto independiente. O
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2 x3 d(as)

Ejemplo de ? y ﬁ

2.2. Arboles generadores con grado acotado

Teorema 2.2.1. [13] Sean G una grifica n-conezxa con nimero de independencia a(G),
s y ¢ dos enteros tales que 3 < s y0<c<n. S a(G) <1+n(s—1)+c, entonces G
tiene un arbol generador con grado mdzrimo a lo mas s+ 1 y que contiene a lo mads c
vértices de grado s + 1.

Demostracion. Llamamos a T un (s + 1,c¢)—subarbol de G, si es un arbol de G que
cumple que A(T) < s+ 1y el nimero de vértices de grado s 4+ 1 es menor o igual a c.

Sea T un (s + 1, ¢)-subarbol de G con el maximo nimero de vértices posibles de G.

SiT esun (s+1, ¢)-subarbol drbol generador de G, entonces la demostracion finaliza.

Supongamos por contradiccién que 71" no es un arbol generador de GG, entonces po-
demos escoger un vértice w de G que no estd en T'. Para i # j con {i,j} C{1,2,...,1},
sea P = {Il},Il,,...,1I;} la coleccion maxima de trayectorias de w a T  en G, tal que
II; N II; = {w} y |II; N V(T)| = 1. Para cada i, sea r; el tnico vértice de II; en T
Supongamos sin pérdida de generalidad, que d7(r;) < dp(r2) < ... < dp(ry). Por la
eleccién de T', T' cumple lo siguiente:

1. El grado maximo de T" es s + 1.

2. T tiene a lo mas c vértices de grado s + 1.

3. T tiene el mayor nimero de vértices posibles bajo las condiciones 1 y 2.

Por (1) tenemos que para todo vértice u € V(7T') se cumple que dr(u) < s+ 1, por lo
que tenemos que o7 (r;) < s+ 1. Por otro lado, afirmamos que s < d7(r1). Si d7(ry) < s,
entonces T' junto con la trayectoria I1; seria un 7" subarbol de G con mas vértices que
T que satisface las condiciones (1) y (2), pues tenemos que o7 (r1) = op(r;) +1 < s+1
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y O (u) = dp(u) < s+ 1 para todo vértice u de T” distinto de 7 lo que constituye una
contradiccion a la eleccion de T

Por el Teorema 1.11.1 sabemos que [ es al menos n pues GG es n-conexa.

Llamamos R a el conjunto de todos los vértices r;; es decir, R = {ry,rq,...,r}. Sea
t el nimero de vértices en R con grado s en T. Sea B = {by,by,...,b,} el conjunto de
vértices en V(T') — R que tienen grado s+ 1 en T'. Como ¢ es el nimero de vértices de
grado s + 1 en T" tenemos que ¢ > m + [ —t de lo que podemos obtener m < ¢ —1[ +t.
Esto nos lleva a dos casos.

Caso 1. Si t > 0, entonces d7(r;) = s y entonces T'U IT; es un subédrbol que tiene
grado a lo mas s + 1. Como T es un (s + 1, ¢)-subédrbol y es méximo en cantidad de
vértices de GG con grado s + 1, por lo que T contiene exactamente ¢ vértices de grado
s + 1 de lo contrario podemos obtener a 7" = T'U II; con mas vértices de grado s + 1,
lo que contradice que T sea maximo; por lo tanto, tenemos que m =c¢ — [ + t.

Caso 2. Sit =0, entonces dr(r1) = s+ 1 parai=1,2,....[, por lo que ¢ > [, pero
sabemos que [ > n > ¢, por lo tanto, m = [ = n, por lo que B es vacio; es decir, m = 0.

Consideremos a ? el arbol exterior dirigido con raiz r y B # @. Observe que como
B € V(I') — R, entonces R y B son dos conjuntos ajenos, ademé&s
(RUB)N Hojas(T) = @ pues todo vértice de Hojas(T) es de grado uno. Demostrare-
mos ahora que N*(RU B) N R = @. Para esto, supongamos que N*(RUB)N R # &,
lo que implica considerar los siguientes dos casos.

Caso 1. Sir; en NT(R)N R, entonces tenemos a (r;,7;) una flecha de ?, por lo que
tenemos a H = T'U II; U II; con un tnico ciclo

T= (ria Hla’w) U (w? Hj7rj) U (Tj,?“i),

ahora bien por el Lema 2.1 7" = (T — (r;,r;)) U II; U II; es un arbol de G. Como
or(r;) = (1) y 0r(r;) = 6 (r;) implica que 7" es un (s + 1, ¢)-subarbol de G' con
mas vértices que 1" lo que es una contradiccion.

Caso 2. Sir; en N*(B)N R, entonces tenemos a (b;, ;) una flecha de 7, por lo que
tenemos a H = T'U Iy U II; con un unico ciclo

T = (Ti, Hz,w) U (w, H17T1> U (Tl’Trlbj)bj) U (bj,’f’l)

donde T, es la trayectoria que une a r; y a b; en T, ahora bien por el Lema 2.1
T"= (T — (bj,r;)) Ul UII; es un arbol de G. Como tenemos que dr(b;) = dr(b;) — 1,
or(r1) = op:(r1) + 1y dr(r;) = d1(r;) implica que 77 es un (s+ 1, ¢)-subéarbol de G con
mas vértices que 7', lo que es una contradiccién.

Por lo tanto, tenemos que N"(RUB)N R = &.

Como NT(RUB)N R =@ con Ry B dos conjuntos ajenos y ademds tenemos que
(RUB)N Hojas(T) = @, tomemos a X(B) ={x, € N*(B) : be B}y

¢ : N*(R)U(N*(B) — X(B)) — N~(R) U Hojas(T)
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donde W = NT(R)U (N*(B) — X(B)). Por el Lema 2.1 ¢ es una funcién uno a uno,
entonces [W| = |NT(R)U(N*(B) — X(B))|.

Observemos que como 7' es un arbol exterior dirigido con raiz y por el Lema 2.1,
no contamos a las flechas en ? que van de R a B, por lo que el grado de R se reduce
en uno. Ademés para los vecinos de B estamos quitando también a X (B), por lo que
el grado de B se reduce en 2. También notemos que como para todo vértice v en
tenemos que 6 (v) < 1, entonces INT(R)N(NT(B) — X(B))| =0.

Por lo tanto, tenemos que:

(W= |NT(R)| + [(N"(B) — X(B))|
= (#t(s)+ (I —t)(s+ 1)+ (c—L+1)(s+1)
>1+ts—1)+{U—1t)s)+(c—=1+1t)(s—1)
=1l+ts—t+ls—ts+(c—1+t)(s—1)
=1+ls—t+l—1l+(c—1+t)(s—1)
=14+l(s=1)+{U—-t)+(c—1+1t)(s—1)

>14+1(s—1)+c.

Como tenemos que [ > n, entonces:
1+i(s—1)+c>1+n(s—1)+c.

Por lo tanto, [W|>1+4+n(s—1)+¢

Como a(G) < 1+n(s—1)+ ¢, entonces W U {w} no puede ser un conjunto inde-
pendiente, por lo que tenemos una arista dg en A(G) con ambos vértices en W U {w}.
Ademés, como P = {II},Il5,...,II;} es el conjunto maximo de trayectorias de w a
T, si a es un vértice que estd en 7'y es adyacente a w en G, entonces a esta en R
pues en caso contrario aw seria una trayectoria de w a T que no esta en P. Si w = d
o w = g, entonces afirmamos que d y g estan en W, es decir que, d # w y g # w.
Supongamos sin pérdida de generalidad que d = w, entonces tenemos una wW -arista
en G. Como W estd en los vértices de T'y P = {IIy, Il5, ..., II;} es el conjunto maximo
de trayectorias ajenas de w a T', afirmamos que el vértice g estd en W que a su vez esta
en R, pues en caso contrario wg seria una trayectoria ajena distinta a las II; para i en
{1,2,...,1} que no estd en P. Por lo tanto ¢ € RN W, pero por el Lema 2.1 tenemos



2.2. ARBOLES GENERADORES CON GRADO ACOTADO 29

que RNW C RN (Hojas(T)U N~ (R)) = &, lo que implica que RNW = & lo que es
una contradiccién. Por lo tanto d y g estan en W. Por el lema anterior sabemos que W
es independiente, por lo tanto, dg € A(G) — A(T).

Tomemos dos vértices v y v en NT(R) U (NT(B) — X(B)) tal que ¢(u) = d y
¢(v) = g. Por la condicién 3 del Lema 2.1 tenemos un vértice

p(d,g) en {u", v} NV (Ty,).

Probaremos que a partir de 7" podemos construir un nuevo arbol 7" que contiene a
los vértices de T y el vértice w. Para obtener este nuevo arbol 7" borraremos algunas
aristas de T y uniremos las componentes obtenidas de borrar las aristas de T" por medio
de la arista dg y algunas de las trayectorias que estan en P = {II}, Il5, ... I];}.

Queremos que el nuevo arbol T” sea de la forma (s + 1, c¢)-subédrbol para llegar a
una contradiccién, pues T es un (s + 1, ¢)-subarbol con el mayor niimero de vértices
posibles de GG. Buscaremos que al momento de quitar y agregar aristas, 7" cumpla con
tener ¢ vértices de grado s + 1 y que el grado méximo de 7" sea s + 1. Esto nos lleva a
considerar los siguientes casos.

Caso 1. Si se agrega una arista a un vértice u € V(7') tal que 1 < dr(u) < s, no hay
problema pues no se altera el grado maximo ni el niimero de vértices de grado s + 1.

Caso 2. Si se agrega una arista a un vértice u € V(7T') tal que ér(u) = s+ 1, entonces
deberemos borrar una arista que incida en u para asi conservar el grado maximo igual
as+1.

Caso 3. Si se agrega una arista a un vértice u que es de grado s en T haremos a
u=ryyqued(p(d, g)) = s+1, entonces se obtendra un nuevo vértice de grado s+ 1, por
lo que ahora tendremos ¢+ 1 vértices de grado s+ 1, por lo tanto deberemos quitar un
arista que esté en Ty que incida en un vértice de grado s+ 1, sin pérdida de generalidad
quitaremos una arista que incida en el vértice p(d,g) para asi obtener nuevamente ¢
vértices de grado s + 1.

En cualquiera de los tres casos debemos tener cuidado de obtener nuevamente un
arbol.

Por lo tanto, podremos concluir que 7”7 cumplird con las condiciones de ser (s+1, ¢)-
subarbol de G al igual que T'.

Ahora bien analizaremos los casos posibles que se tienen para obtener el arbol T” a
partir de 7.

Consideremos las siguientes observaciones.

Observacion 1. La grafica T' 4 dg tiene un tnico ciclo C'y ademés (T + dg) — ac con
ac € A(C) — dg es un arbol.

Demostracion. Ya que T es un arbol y {d,g} C V(T) tal que dg ¢ A(T), enton-
ces por el Teorema 1.9.5 sabemos que T + dg tiene un unico ciclo C. Si tomamos una
arista ac € A(C) — dg, entonces (T + dg) — ac es conexa y aciclica puesto que le esta-
mos quitando un arista al inico ciclo de T'+dg, por lo tanto, (T'+dg) —ac es un arbol. ¢
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Observacion 2. Para cualquier i en {1,2,... 1}, la grafica T'U II; es un &rbol.

Demostracion. Como T es un arbol y II; es una trayectoria de 7" a w tal que
T N II; = r;, por lo tanto, podemos concluir que 7' U II; es aciclica y ademés por
el Teorema 1.9.5 concluimos que para toda i en {1,2,...,(} T'U II; es un arbol. ¢

Sea h un vértice en V(T,,) adyacente a p(d, g) y para cada n € N~ (R) sea i(n) tal

que 775, es una flecha en 7.

Caso 1. Cuando {d, g} C Hojas(T).

1.1) Si p(d, g) en R, entonces tomemos a p(d, g) = r; para alguna i en {1,2,...,1}.
Definimos a 7" = ((T' + dg) — r;h) U II;. Por la observaciéon 1 y 2 sabemos que es un
arbol.

Veamos que 7" cumpla con ser un (s + 1, ¢)-subarbol. Sabemos que

opi(r;) = or(ri) +1—-1=s+1,
5pi(d) = 60(d) +1 =2,
or(g) = or(g) +1=2y

(5T<h) < 5T/(h) <s+1.

Por lo tanto, no se afecta la cantidad de vértices de grado s + 1. Por lo que 7" es un
(s + 1, ¢)-subarbol como se muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: T".
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1.2) Si p(d, g) en B, entonces tomemos a p(d, g) = b; para alguna i en {1,2,...,m}.
Definimos a
T' = ((T + dg) — b;h) U I1;.

Por las observaciones 1 y 2 cumple con ser un arbol.
Veamos que 7" es un (s + 1, ¢)-sub arbol. Sabemos que para b; y 71 se cumple que:

or(b)) =s+ 1y or(r) =s,
entonces tenemos por construccién de 7" que:
or/(r1) = 0r(r1) + 1,
O (b;) = 0p(bi) — 1 =,
or(d) = or(d) + 1,
ori(g) =or(g) +1y

(5T/(h) < 5T(h) < s+ 1.

Por lo tanto, tenemos ¢ vértices de grado s + 1 en T’. Por lo que 7" es un
(s + 1, ¢)-subarbol como se muestra en la Figura 2.2.

T

Figura 2.2: T".
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Caso 2. d € Hojas(T) y g € N™(R).
2.1) Siryg) en V(Tyy) v dr(rig)) = s+ 1, entonces definimos a

T' = ((T + dg) — grig)) U i)

Por las observaciones 1y 2, 7" cumple con ser un arbol.
Veamos que 7" es un (s + 1, ¢)-subarbol. Por construccién de 7" tenemos que:

5T’(7ni(g)> = (ST(T'i(g)) +1-1, (ST/(d) = 5T(d) +1=2y 5T(g) < (5T/(g) < s+ 1.

Por lo tanto, 7" es un (s + 1, ¢)-subarbol pues no se altera el grado méximo s + 1 ni el
numero de vértices de grado s + 1 (Figura 2.3).

. T .
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d g
Figura 2.3: T".

2.2) Sirig) ¢ V(Tay), entonces tenemos que p(d, g) en R o p(d, g) en B.

2.2.a) Si p(d, g) en R, entonces p(d, g) = r; para alguna j en {1,2,...,l}. Definimos
aT' = (((T'+dg)—rjh) —grig))UIl; UIlg). Por las observaciones 1y 2 7" es un arbol.

Como p(d, g) = r; sabemos que 7(r;) = s+ 1. Por construccion de 7" tenemos que

op/(rj) = 0r(r;) +1 =1, 6p(d) = 07(d) + 1 =2, dr(g) <0or(g) <s+1y
(5T/(h) < 5T(h) <s+ 1.

Por lo que nuevamente tenemos ¢ vértices de grado s+ 1. Por lo tanto, 7" es un (s+1, ¢)-
subarbol como se muestra en la Figura 2.4.
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Figura 2.4: T".
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2.2.b) Sip(d, g) en B, entonces tenemos que p(d, g) = b; para alguna jen {1,2, ..., m}.
Definimos a

T" = (T + dg) — bjh) — grigy) U I U I).

Por las observaciones 1 y 2 T” es un arbol.
Veamos que 7" es un (s + 1, ¢)-subarbol. Sabemos que para p(d,g) = b; y 71 se
cumple que 67(bj) = s+ 1y dr(r1) = s. Por construccion de 7" tenemos que:

6T/<bi) = (ST(bJ) —1= S,

Op/(r) =0r(r) +1=s+1,
or(d) = or(d) + 1,
or(g) < dor(g9) <s+1y
drr(h) < or(h) <s+1.

Por lo que el nimero de vértices de grado s+ 1 es igual a ¢ y el grado maximo de 7" es
s+ 1. Por lo tanto, 7" es un (s + 1, ¢)-subarbol como se muestra en la Figura 2.5.
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Figura 2.5: T".
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Caso 3. d€ N~ (R) y g € Hojas(T), en este caso T" se construye de forma anéloga
al caso 2 al intercambiar a d por g y a g por d.

Caso4.de N“(R)y g € N (R).

4.1) Si ri(q) ¥ Ti(g) estan en V(Tq,), entonces definimos a
T = (T + dg) — dria)) — gri(g)) U igay U I

el cual por las observaciones 1 y 2 y por la definicién de las trayectorias del conjunto
P es un arbol.

Veamos que T” es un (s + 1, ¢)-subarbol. Observemos que por la construccién de 7"
dr(d) =0r(d)+1—1<s+1yquedpr(g) =dr(g)+1—1< s+ 1. Ademds tenemos
que:

o (i) = Or(riay) +1 —1,
01 (ri(g)) = 0r(ri(g) + 1 — 1,
or(g) <or(g) <s+1y
dr(d) < op/(d) < s+ 1.

Por lo que tenemos c¢ vértices de grado s + 1 en T’. Por lo tanto, 7" es un
(s 4+ 1, ¢)-subarbol como se muestra en la Figura 2.6.
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Figura 2.6: T".
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42) Ti(d) §é V(ng) y ri(d) gé V(ng)
2.a) Si p(d, g) en R, entonces p(d, g) = r, para alguna ¢ en {1,2,...,1}. Definimos
T" = (T + dg) = rgh) = gri(g)) — dri(a)) U 1l U i) U I(g).

Por las observaciones 1, 2 y la definicién de las trayectorias en P sabemos que 7" es un
arbol.
Veamos que 7" es un (s + 1, ¢)-subarbol. Como p(d, g) en R, entonces

or(rq) = s+ 1.

Por construccién de 7" tenemos que 1 (r,) = or(r,) + 1 — 1. También quitamos las
aristas drjy y gri(g), por lo que:

5T/<d7”2 ) (ST(dT’Z ) +1- ].

5T’(grz g)) 5T(9T2(g ) -1
5p(h) < 5(h)<s+1
5T(d) < (5T/(d) <s+1 y
5T<g) < 6T/<g) <s+1.

De esta manera no se altera el nimero de vértices de grado s+ 1. Por lo que concluimos
que 7" es un (s + 1, ¢)-subarbol como se muestra en la Figura 2.7.
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Figura 2.7: T".
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4.2.b) Sip(d, g) en B, entonces tenemos que p(d, g) = b, para algunagen {1,2, ..., m}.
Definimos a

T" = (T + dg) — bgh) — gri(g)) — driay) U Iy U gy U Iigg).

Por las observaciones 1, 2 y la definiciéon de las trayectorias del conjunto P sabemos
que T es un arbol.

Veamos que 1" es un (s + 1, ¢)-subdarbol. Como p(d,g) = b, en B, b, cumple que
or(by) = s+ 1y r; esde grado s en T. Por construccién de 7" tenemos que 67+(b,) =
dr(bg) ¥ 0p/(11) = dp(r1) + 1, también al quitar las aristas dryq) y gri(g) tenemos que:

6T’(dri(d)) = 5T(drz(d)) +1-— 1,
o7 (gricg)) = or(grig)) +1—1,
5T/(h) < T(h) < s41,
5T(d) < 5T/(d) <s4+1ly
5T(g) < 5T/(g) <s+ 1.

Por lo tanto, 7" es un (s + 1, ¢)-subérbol como se muestra en la Figura 2.8.
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Estos casos cubren todas las combinaciones posibles y en cada uno de los casos
obtenemos un 7" que es un (s + 1,c¢)-subarbol de G' con més vértices que T', esto
contradice la eleccion de T

Por lo tanto, T" es un (s + 1, ¢)-subéarbol generador. O

Las condicién del teorema anterior son justas en el sentido que para cada n, s
yccon(0<n,3<sy0<c<n,lagrafica completa bipartita I' = K, 5 (s—1)+c
es n-conexa, con numero de independencia

a(G)=2+n(s—1)+c

y no tiene un (s + 1, c)-subarbol generador. Como F' es una grafica bipartita
completa el subconjunto independiente maximo es el de cardinalidad 2 +
n(s —1) + c¢. Lo que nos da dos casos a analizar.

a) Si ¢ < n, entonces todo arbol generador de F' tiene grado maximo s+ 1y
ademas contiene c+ 1 vértices de grado s+ 1.

b) Si ¢ = n, entonces todo arbol generador de F tiene al menos un vértice
de grado mayor que s+ 1.

Teorema 2.2.2. Sea G una grifica n-conexa con nimero de independencia «(G). Si
a(G) < 1+ ns para algin entero positivo s, entonces G tiene un drbol generador con
grado mdzimo a lo mas s + 1.

Demostracion. Por el teorema anterior y el resultado de Chvatal y Erdos solo es nece-
sario hacer la demostracion para cuando s = 2.

Sea T un arbol de G con grado maximo menor que 4; que contenga la mayor cantidad
de vértices posibles de G. Siguiendo el mecanismo de la demostracion del teorema
anterior, supongamos que 7" no es un arbol generador de GG, por lo que existe un vértice
wen G—T. Sea P = {II1,II,...,II}} la coleccién méxima de trayectorias de w a
T, tal que para toda {i,j5} en {1,2,...,{}, con i # j se tiene que II; N II; = {w};
para cualquier trayectoria en P se cumple que |V(T') NV (II;)| = 1. Para cada i sean

r; el inico vértice de II; en T'y R = {ry,7q,...,r;} el conjunto de vértices r;. Por el
teorema de Menger sabemos que [ > n y por la eleccién de T para toda ¢ = {1,2,...,1}
5T(ri) =3.

Sea t el nimero de vértices en R con grado s en T. Sea B = {by,by,...,b,} el

conjunto de vértices en V(T') — R que tienen grado s+ 1 en 7. Si aplicamos el Lema 2.1

para B = @ y tomamos a T' un arbol exterior dirigido con raiz r;. Podemos como en el
teorema anterior encontrar una arista a € A(G)— A(T') con sus extremos en el conjunto
W = ¢[NT(R)]. Por ello tenemos nuevamente 4 casos, tal que son andlogos a los casos
1, 2, 3 y 4 de la demostracion del Teorema 2.2.1 donde en cada uno se encuentra un
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T" con mas vértices que T, tal que d7/(u) < 3 para toda u € V(T") y V(T) U{w} y
V(T)U{w} C V(T).

Lo que conduce a una contradiccion. Por lo tanto, T es un (s + 1)-arbol generador
de G. [l

Las condiciones del Teorema 2.2.2 son justas en el sentido que para cada n y
scon 0 <ny 3 <s,lagrafica completa bipartita F' = K,, 5., €s n-conexa, con
nimero de independencia a(G) = 2+ns y no tiene un s+1-subarbol generador.
Como F' es una grafica bipartita completa el subconjunto independiente
maximo es el de cardinalidad 2 + ns. Por lo que todo arbol generador de F
tiene al menos un vértice de grado mayor que s + 1.



Capitulo 3

k-arboles m-dominantes en graficas

Después de 26 anos de que Victor Neumann Lara y Edurardo Rivera Campo
presentaran el resultado visto en el capitulo 2 que permite encontrar un
k-arbol generador. En 2014, Mikio Kano, Kenta Ozeki, Masao Tsugaki y
Guiying Yan proponen una generalizacion para dicho resultado; en cual se
obtiene un k-arbol m-dominante. Un k-arbol m-dominante 7" de G, es una
subgrafica de G que es un k-arbol y que ademas cumple que para todo
v € V(G) se tiene que dg(v,T) < m. Este resultado es el siguiente:

Teorema 3.2.1. Sean k > 2, m > 0, n > 1 tres numeros enteros positivos y
G una grdfica n-conexa. Si o> V(G) < (k — 1)n + 1, entonces G tiene un
k-arbol que m-domina a G.

Este resultado también generaliza el teorema de Broersma:

Teorema 3.0.1. [5] Seanm > 0 yn > 1 dos nimeros enteros positivos y G una grifica
n-coneza. Si o™ V(G) < n+ 1, entonces G tiene una trayectoria que m-domina a G.

La demostracion de este teorema la podemos encontrar en el articulo “ Fxis-
tence of Ak-cycles and Ak-paths” [5]. Observemos que si se obtiene una
trayectoria que m-domina a (G, podemos decir que encontramos un 2-arbol
que m-domina a G.

En este capitulo se da la demostraciéon del Teorema 3.2.1. Posteriormente
proponemos un algoritmo para encontrar un k-arbol m-dominante, en una
grafica que cumpla las condiciones del Teorema 3.2.1; deducido a partir de
dicha demostracion. Por dltimo se da una posible soluciéon al problema de
distribucién de agua en una red pequena, usando k-arboles m-dominantes.

69
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Para comenzar este capitulo enunciaremos algunas definiciones necesarias
junto con algunos lemas que apoyaran la demostracién del teorema central
de este capitulo. También debemos tener presentes los resultados vistos para
arboles y graficas n-conexas, asi como las definiciones vistas para digraficas
y conjuntos dominantes en el capitulo 1.

3.1. Definiciones y primeros resultados

Comenzaremos recordando algunas definiciones y notaciones necesarias para
el desarrollo de este capitulo.

Sea T un arbol, denotaremos por Pr(u,v) a la tnica trayectoria en T que
conecta a los vértices uy v en T.

Definicién. Sean GG una grafica, m > 0 un entero y X un subconjunto de vérti-
ces de GG. Entonces el conjunto m-dominante de X, denotado por Domi™(X),
se define como el siguiente conjunto de vértices:

Domi™(X) ={v e V(G) : dg(v,X) <m}.

Si los vértices de un subconjunto o una subgrafica Y de G estan incluidos
en Domi™(X), entonces decimos que X m-domina a Y. Por lo tanto, una H
subgrafica de G 0-domina a G si y solo si H es una grafica generadora de G.

Sean ? un arbol exterior dirigido y v un vértice en ?; decimos que u es

vértice sucesor de v si (v,u) en F(T), el nimero de sucesores de v es igual a
07 (v) — 1. Denotamos al conjunto de vértices sucesores de v como Hijos(v).

Sea (G una grafica. Para un entero | > 2, el invariante o!(G) de una grafica
G se define como sigue:

A (G) =maz{|S| : SCV(Q), da(z,y) > para todo {x,y} C S, = # y}.
Observemos que el nimero de independencia o(G) es igual a o?(G).

Veamos un ejemplo para [ = 3.
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Figura 3.1: Gréafica G con o?(Q).

Veamos los casos posibles para calcular o®(G). Sea S C V(G) tal que cumple
que dg(z,y) > 3 para todo {z,y} C S con z £y y |S| = ?(G).

Caso 1. Si el vértice v; esta en S, entonces dg(v1,v;) < 2 para i en {2,3,4}, por
lo que los vértices v, v3 ¥ v4 no pueden estar en S. Ademas, si v; esta en 5,
entonces v no esta en S. Es analogo si vs esta en S por ser adyacente a vs.

Caso 2. Si vy estd en S, entonces dg (v, v;) < 2 para i en {1,3,4}, por lo que los
vértices v, v3 y v4 no pueden estar en S. Ademas, si v5 esta en S, entonces
vg no esta en S. Es analogo si v esta en S por ser adyacente a vs.

Caso 3. Si v3 esta en S, entonces dg(vy,v;) < 2 para ¢ en {1,2,4}, por lo que
los vértices v, v5 y v4 no pueden estar en S. Ademas, v esta en S ya que es
el tnico vértice que cumple que dg(vs,vg) > 3.

Caso 4. Si v, estd en S, entonces v, es el tinico vértices que puede estar en
S, pues la dg(vg,v;) < 2 para i en {1,2,3,5,6}.

Caso 5. Si v5 estd en S, entonces dg(vs,v;) < 2 para i en {3,4,6}, por lo que los
vértices v3, 14 y 16 no pueden estar en S. Ademas, si v; esta en S, entonces
vy no esta en S. Es analogo si v, esta en S por ser adyacente a v;.
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Caso 6. Si vg esta en S, entonces dg(vg,v;) < 2 para i en {4,5}, por lo que
los vértices v; y vs no pueden estar en S. Ademas, si v; esta en S, entonces
vy y vz no estan en S. Es analogo si v, 0 vz estid en S por estar en el ciclo
03 = (Ul,Ug,’Ug).

En los seis casos obtuvimos que |S| = 2, por lo tanto, o*(G) = 2.

Ahora, veamos una serie de lemas que seran necesarios para la demostraciéon
del teorema central de este capitulo.

Lema 3.1. Sean m > 1 un entero, G una grdafica conexa, H un subconjunto de vértices
de G, y1 y yo dos vértices distintos de Domi™(H) — H. Supongamos que existen dos
conjuntos de vértices ajenos S(y1) y S(y2) de (H)g tal que:

1. Para i en {1,2} se cumple que dg(yi,S(yi)) = moy
de(yi, (H)e — S(yi)) =2 m+1,

2. No existe una (S(y1), S(y2))-trayectoria en G tal que sus vértices internos estdn
contenidos en G — H, en particular no hay aristas entre S(y1) y S(y2),

entonces dg(y1,y2) > 2(m + 1).

Demostracion. Haremos la demostracion por contradiccion.

Supongamos que dg(y1,y2) < 2m+ 1. Sean P la (y1, y»)-trayectoria mas corta en G
que une a y; con yo y P! la (y;, S(y;))-trayectoria mas corta en G que une al conjunto
S(y;) con el vértice y; para i en {1,2}. Afirmamos que los vértices interiores de P! estan
contenidos en G— H, ya que si esto no pasa tendriamos un vértice v € V((H)g)—S(y;) y
por (1), tenemos que dg(yi, (H)e—S(yi)) > m+1, lo que contradice que dg(y;, S(y;)) =
m.

Afirmamos que la (yi, yo)-trayectoria pasa por (H)g. Supongamos por contradiccién
que la (y1, y2)-trayectoria no pasa por (H)q, entonces el camino

(S(y1), Piyya) U (y1, Poya) U (y2, Py, S(y2))

contiene a una (S(y1), S(y2))-trayectoria, la cual sus vértices internos estan contenidos
en G — H, lo que contradice (2), por lo tanto, P pasa por (H).

Sean z1 y z dos vértices en la trayectoria P tal que z; es el primer vértice y 2o el
ultimo vértice que estdn en (H)g y que pertenecen a P, entonces por (1), sabemos que
para i en {1,2} se tiene que dg(z;, y;) > m, por lo que debemos considerar los siguientes
casos.

Caso a) z1 # 2. Tenemos que dg(y1, y2) = da(y1, 21) + dg(z1, 22) + dg(z2, y2), sabe-
mos que dg(yi,z) > m y dg(z1,22) > 1, por lo que tenemos que
de(y1,z1) + da(z1, 22) + dg(z2,y2) > 2m + dg(z1, 22) > 2m + 1, por lo que dg(y1,y2) >
2m + 1 pero tenemos que dg(yi,y2) < 2m + 1, por lo tanto,
da(y1,y2) = 2m + 1. Esto implica que dg(z1,22) = 1, dg(y1,21) = m y
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dg(y2, 22) = m, por lo que por (1) z; en S(y;1) v 22 en S(y) con z; y 29 adyacen-
tes en G, lo que contradice la hipdtesis (2).

Caso b) Supongamos que z; = z3. Tenemos dos subcasos.

Caso b.l) Si 2z en S(y;) entonces tenemos el siguiente camino
(z1, P{,y2) U (Yo, P3, S(y2)) que contiene una (S(y1), S(ys))-trayectoria cuyos vértices
interiores estdn en G — H, lo que contradice (2).

Caso b.2) Si zo ¢ S(y1), entonces z; € V((H)g) — S(y1) v por (1) tenemos que
de(y1,z1) > m + 1. Debido a esto sabemos que 2o ¢ S(y2), entonces
2z € V((H)g) — S(y2) v por (1) da(y1,21) > m + 1 Si z9 estuviera en S(yq) seria
analogo al caso (b.1), por lo tanto, z; = 22 ¢ S(y1) U S(y2), por (1) sabemos que
da(y1,21) > m+ 1y dg(ye, 22) > m + 1. Por lo tanto, tenemos que

da(y1,12) = da(y1, 21) + da(z2,y2) > 2(m 4+ 1),
lo que nuevamente es una contradiccion. O

Lema 3.2. Sean m > 1 un entero positivo, G una grifica conexa, H una subgrdfica
de G, y € Domi"™(H) —V(H) yw € V(G) — Domi™(H) dos vértices. Si existe un
conjunto de vértices S(y) C V(H) tal que

1. dg(y,S(y)) =m y daly, (H)c —S(y)) =2m+1;y

2. no existe una (w,S(y))-trayectoria cuyos vértices internos estén contenidos en
G —H,

entonces dg(w,y) > 2(m + 1).

Demostracion. Sea P la (w,y)-trayectoria més corta que une a w con y en G. Por (1),
existe una trayectoria P’ de longitud m con vértice inicial y y vértice final y, € S(y).
Ademas, los vértices internos de P’ estdn contenidos en G — H, ya que si tuviera un
vértice z en (H)g — S(y) se tiene que dg(y, x) < m, lo cual contradice que dg(y, (H)g —
S(y)) > m + 1. Por lo tanto, los vértices interiores estan contenidos en G — H.

Afirmamos que la (w, y)-trayectoria pasa por (H)g. Supongamos por contradiccién
que la  (w,y)-trayectoria no pasa por (H)g, entonces el camino
(w, P,y) U (y, P',y,) contiene una (w, S(y))-trayectoria cuyos vértices internos estan
contenidos en G — H, lo que contradice (2). Por lo tanto, P pasa por (H)g.

Sean z; y 2o dos vértices en la (w,y)-trayectoria tal que z; es el primer vértice
de la trayectoria que esta en H y 25 el ultimo vértice de la trayectoria que esta en H.
Observemos que z; estd en (H)g—S(y), pues es el primer vértice de la (w, y)-trayectoria
que estd en H y por (2) sabemos que no existe una (w, S(y))-trayectoria cuyos vértices
internos estén en G — H.

Entonces tenemos dos casos.

Caso a) 21 # 2. Tenemos que dg(w,y) = dg(w, 21) + dg(z1, 22) + dg(z2,y). Como
observamos que z; en (H)g — S(y), por (1) tenemos que dg(w,z1) > m + 1. Ademas,
como z; # 2o, dg(z1,22) > 1y por (1) tenemos que dg(z2,y) > m. Por lo tanto,
da(w,y) > 2(m+1).
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Caso b) 23 = z3. Tenemos que dg(w,y) = dg(w, 21) + da(21,y). Como observamos
que z; en (H)g — S(y) tenemos que z; = zz en (H)g — S(y). Por (1), dg(w,z) > m+1
y da(z1,y) > m+ 1. Por lo tanto, dg(w,y) > 2(m + 1). O

3.2. k-arboles m-dominantes en graficas

A continuacién, haremos la demostraciéon del teorema para los k-arboles
m~dominantes en graficas n-conexas.

Veremos en la primera parte de dicha demostraciéon que efectivamente el
siguiente teorema es una generalizacién para el teorema de Broersma 3.0.1
y el teorema de arboles generadores con grados acotados propuesto por V.
Neumann y E. Rivera 2.2.1.

Teorema 3.2.1. [12] Sean k > 2, n > 1, m > 0 tres enteros positivos y G una grifica
n-coneza. Si o (G) < (k— 1)n + 1, entonces G tiene un k-drbol que m-domina a

G.

Demostracion. Observemos que la condicién del Teorema 3.2.1 es
2 (@) < (k= 1D)n + 1.

Si m = 0, entonces o*(G) < (k — 1)n + 1, como sabemos que a?(G) es igual al niimero
de independencia tenemos la condiciéon del Teorema 2.2.1 propuesto por V. Neumann
y E. Rivera. Como vimos anteriormente se encuentra un s + 1-arbol generador de G,
que O-domina a G.
Si k = 2, entonces
aXm(G) <+ 1,

esta condicion es la que se tiene en el Teorema 3.0.1 propuesto por Broersma; en el que
se encuenta una trayectoria m-dominante en G; la cual es un 2-arbol que m-domina a
G.

Por lo tanto, supongamos que m > 1y k > 3.

Sea GG una grafica n-conexa que satisface la condiciéon del Teorema 3.2.1.

Demostraremos por contradiccién, supongamos que G no tiene un k-arbol que m-
domine a G.

Como G es n-conexa, por la Observaciéon 1.1 tenemos que n < K(G) < §(G), por
lo que el grado minimo en G es al menos n; por esto y por la Proposiciéon 1.1 sabemos
que en GG tenemos una trayectoria de longitud al menos n — 1. La cual es un 2-arbol.

Sea T" un k-arbol de G, que no m-domina a G, por lo anterior |V (T")| > n.

Como 7" no m-domina a G, existe un vértice w en G — Domi™(T"). Ahora como
G es n-conexa por el Teorema 1.11.2 sabemos que existen en G al menos n (w,T")-
trayectorias distintas, a las cuales denotaremos de la siguiente forma @)1, Qs, ..., @, tal
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que para i en {1,2,...,n} cada @Q); conecta a w con v; un vértice de 7", para toda i # j
se tiene que ;N Q; = {w} y para toda i se cumple que Q; NT" = {v;}, denotemos por
V* ={vy,vg,...,v,} al conjunto de vértices v; en T".

Domi™(T")

Figura 3.2: Visualizaciéon de las (w, V*)-trayectorias en G

Sean D1, D,, ..., D; las componentes conexas obtenidas de la grafica 7" — V* y
D ={Dy,Ds,...,D}.

Definimos a 19T/( ;) ={veV* : v e Np(D;)} para cada D; en ©. Por ello
U7(D;) consiste de vértices de V* que son adyacentes a D; en T".

Sean

D =D ={De®: |[9p(D) =1}, DY =Dy ={D € D : [9p(D)| =2}y
DL, =Ds3={DeD : [Vr(D)| > 3}.

Figura 3.3: @7, ©1" y @gg
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Como no existe confusién abreviamos la notacién DI como D,.

De todos los k-arboles posibles que no m-dominan a G tomemos a T un k-arbol,
w ¢ Domi™(T) un vértice y n (w,T')-trayectorias Q1, Qa, . .., Q, tal que:

(a) |Domi™(T')| sea maximo,

(b) |DT U DL,| sea minimo, sujeto a (a),

(¢) |Hojas(T)| sea minimo, sujeto a (b), y

(d) |V(T)| sea tan pequenio como sea posible, sujeto a (c).

Por la eleccion de T por (a), podemos obtener la siguiente afirmacién.

Afirmacién 3.2.1. ir(v) = k para todo v € V*.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que 7 (v) < k — 1 para algtn vértice
ve V.

Tomemos a () la trayectoria més corta que une a w con 7', dicha trayectoria existe
por la n-conexidad de G. Como v € V* tenemos que la trayectoria ) cumple lo si-
guiente Q N'T = {v}, por ello la grafica T'+ @ es un arbol, como o7 g(v) < k y el
grado maximo en T + ) es a lo mas k, entonces T 4 @) es un k-arbol (observemos la
Figura 3.4). Entonces Domi™(T) U{w} C Domi™(T + @) lo que contradice a (a), pues
|Domi™(T)| es maximo.

Por lo tanto, dr(v) = k para todo v € V*. {

Figura 3.4: T+ Q)
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Afirmacién 3.2.2. (i) Todo par de vértices en V* son no adyacentes en T
(i) [D] = (k= Dn+1 y [D7] = (k = 2)n + Eopeor, ([V7(D)| - 2) +2.

Demostracion. (i) Supongamos por contradicciéon que dos vértices v, y v, de V*
son adyacentes en T'. Observemos que las trayectorias ), v ) que conectan a w con
v, ¥ Up respectivamente, forman un ciclo @, U Qp U v,v,. Por lo que en la grafica
T =T+ Q4 + Qp — vav tenemos un unico ciclo y se aumenta en uno el grado de los
vértices v, y v, por el Teorema 1.9.5 al quitar la arista v,v, se rompe el ciclo tnico
de T" y se reduce el grado en uno en ambos vértices. Por lo tanto, 17" es una gréfica
aciclica, conexa y de grado méximo k, por lo que 7" es un k-arbol de G que satisface
Domi™(T)U{w} € Domi™(T") lo que es contradice a (a). Por lo tanto, se cumple ().

(77) Por (i) sabemos que V* es un conjunto independiente de 7', del Lema 1.5 (i7)
se tienen que:

o(T—=V*)= > (6r(v)—1)+1

veV*

y de la Afirmacién 3.2.1 tenemos que para todo v € V* drp(v) = k, entonces
(T -V )=19|=(k—1)n+1.

Por otro lado, si contraemos cada una de las componentes de ® a un tnico vértice y
lo hacemos adyacente con V* se obtiene un arbol de componentes conexas Ty a partir
de T. Entonces V(Tp) = V*U D] UD] U DL, donde cada componente de Df; por
definicién, corresponde a una hoja de Tp.

Figura 3.5: Ejemplo de un arbol T, componentes conexas ® y el arbol de componentes
conexas 1o
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Por el Lema 1.5 el nimero de hojas de Ty es:

|Hojas(To)| = > (or(v) —=2)+2, W={veV(T) : ér(v) > 3}.

Por la Afirmacién 3.2.1 sabemos que para todo v vértice en V* dr(v) = k, como
k>3y @gg; tenemos que:

Dil= > (0r(D)—2)+2

@6953

=k=2)n+ > (67(D)—2)+2

Sl

=k-2n+ > (|9r(®)-2)+2.0

9eD?,

Afirmacion 3.2.3. Para todo vértice x de grado 1 en T, existe un vértice
Yz en Domi™(T) tal que dg(Yz, ) =m y dg(y., T —x) > m+ 1.

Demostracion. Sean x una hojade T'y W ={y € V(G) : dg(y,z) = m}.

Supongamos por contradiccién que W = & o dg(y,T — z) < m para toda y € W.
Si W = @, entonces no existe algin vértice y, en Domi™(T'), por lo que se cumple que
Domi™(T) = Domi™(T — x).

Como z es una hoja de T', x ¢ V*. Por demostrar que ({z}) no es una componente
conexa en ®. Supongamos por contradiccién que si es una componente conexa de D.
Sean v; el vértice en V* tal que x es adyacente a v; y Q; la (w, v;)-trayectoria, entonces
T' = (T — z) + Q; es un k-arbol en G pues se tiene que d7/(v;) = or(v;) + 1 — 1, como
se muestra en la Figura 3.6, con Domi™(T) U {x} C Domi™(T"), esto contradice a (a),
por lo que ({z}) no es una componente conexa en .

Figura 3.6: 7" =T — x + Q;
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Supongamos que x € ®; con 1 <[ < n. Entonces por el Teorema 1.9.3 sabemos que
T — x es un k-arbol, como en G no tenemos un k-arbol que m-domine a G, entonces
tenemos un vértice w ¢ Domi™(T — z). Tomemos a Qq,Q2,...,Q, las (w,T — x)-
trayectorias y {9, — {z}} U{D; : 1 <i<n, i# 1} el conjunto de las componentes de
(T —z) — V*. Por lo tanto, DT UDL,| = D] “UDL;*|, |Hojas(T)| > |Hojas(T — )|
y |V(T)| > |[V(T) — {x}], lo que contradice (¢) y (d). Por lo tanto, existe un y, en W
tal que dg(y,, T —x) >m+1. 0

De la Afirmacion 3.2.3, se obtiene la siguiente afirmacion.

Afirmacion 3.2.4. Para todo par de hojas distintas x1 y x4 de T se tiene que Yz, # Yu, -

Demostracion. Supongamos por contradiccion que y,, = Y, con xry # xs.

Por la Afirmacién 3.2.3 tenemos que dg(Yu,, 1) = m y dg(Yz,, v2) = m. Ademés
dg(Yz,, 1) > m+ 1, como xo € V(T) — x1, dg(Yz, = Yup, T2) > m + 1, lo que es una
contradiccién pues dg(Ya,, Ta) = m.

Por lo tanto, y,, # y., (observemos la Figura 3.7). ¢

Domi™(T)

Figura 3.7: dg(Yzy, 1) = m ¥ dg(Yuy, T2) = m

Sea Yuojas = {ys 1+ © € Hojas(T)}, para cada y € Yp,jes definimos a S(y) como
S(y) = {x € Hojas(T) : y. = y}; el cual por la afirmacion anterior consiste de un
vértice x € Hojas(T).

Por la eleccién de T' y la condicién (a) obtenemos la siguiente afirmacién.
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Afirmacién 3.2.5. Para todo vértice y € Yi,jas no existe P una (w, S(y))-trayectoria
en G, tal que los vértices internos de P estén contenidos en G — T

Demostracion. Supongamos por contradiccion que existe P una (w, S(y))-trayectoria
cuyos vértices interiores estén contenidos en G — T. Sabemos que como
w € V(G) — Domi™(T), entonces podemos obtener a 7" = T + P. Por demostrar
que T" es un k-arbol. Como P NT = {x}, pues los vértices interiores de P estan con-
tenidos en G — T', d7(x) = 2 y el grado de los vértices en P es menor o igual que 2,
entonces 7" es un k-arbol. Ademds 7" cumple que |[Domi™(T)| < |Domi™(T")|, lo que
es una contradiccién a (a).

Por lo tanto, los vértices internos de la (w, S(y))-trayectoria no pueden estar conte-

nidosen G —T. $

Figura 3.8: 7" =T+ P

Afirmacién 3.2.6. Para todo par de vértices distintos y1 y Y2 en Yrojas {w} se cumple
que dg(y1,y2) > 2(m +1).

Demostracion. Como y; y Yo estan en Yp,j.s U {w} tenemos dos casos:

Caso 1) Si y; = w, entonces por la Afirmacién 3.2.5 sabemos que no existe una
(w, S(y))-trayectoria cuyos vértices interiores estén contenidos en G — T' y de la Afir-
macion 3.2.3 sabemos que dg(w,T — S(y)) > m + 1, por ello se tienen las condiciones
del Lema 3.2, por lo tanto, dg(y1 = w,y2) > 2(m + 1).

Caso 2) Si y; y y2 son dos vértices en Yp,jqs, entonces veremos que se cumplen las
condiciones (i) y (ii) del Lema 3.2.

Primero veamos que para i en {1,2}. Sea S(y;) = {x;}, entonces por la Afirmacién
3.2.3 dg(yi, ;) =my dg(y;, T — x;) > m+ 1. Por lo que se cumple (i) del Lema 3.2.

Ahora veamos que se cumple la condicién (i7) del Lema 3.2. Por demostrar que no
existe en G una (z1,xs)-trayectoria cuyos vértices interiores estén contenidos en G —
T. Supongamos por contradiccién que existe P una (xy, z5)-trayectoria cuyos vértices
interiores estan contenidos en G — T'.
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Veamos primero que para 1 < ¢ < n P no intersecta a ;. Supongamos por contra-
diccion que Q); intersecta a P. Sea u el primer vértice de P que intersecta a (Q;, entonces
podemos obtener la siguiente trayectoria (x1, P,u) U (u, Q;, w).

La cual es una (w, S(y))-trayectoria tal que sus vértices interiores estan contenidos
en G — T, lo que es una contradiccion a la Afirmacion 3.2.5.

Ahora observemos que por el Teorema 1.9.5 existe en T, una tnica (x1, x5 )-trayectoria,
a la que llamaremos P’, lo que implica los siguientes casos PPNV* =g o PPNV* £ @.

Caso 2.1) Si PP NV* # @, entonces existe al menos un v, en P’ N V*; tal que en
la grafica T'— V* se tienen que para i en {1,2} existen Dy, Dy en ©; tal que x; en D;.
Entonces T+ P contiene un tnico ciclo C' que pasa por el vértice v, de V*. Sean e una
arista de C' que incide en el vértice v,, por el Teorema 1.9.5 T'4+ P — e es conexa y
aciclica.

Consideremos a la trayectoria ), que une a T con el vértice v,. Tomemos a
T"'=T+ P+ Q, — e, el cual por lo anterior es un arbol. Por demostrar que 7" es
una k-arbol. Por definiciéon de V* sabemos que Q, NT = {v,}, por lo que dr(v,) = k
y en T’ se agrega la trayectoria (Q, y se quita la arista e, entonces se cumple que
dr/(vg) = 0r(ve) = k, por lo tanto, T" es un k-arbol como se puede ver en la Figura 3.9.
Como 7" es un k-arbol que Domi™(T) U {w} C Domi™(T") se contradice la condicion
(a). Pues Domi™(G) C Domi™(T"), lo que implica que |Domi™(T)| < |Domi™(T")|.

Figura 3.9: T7"=T+ P+ Q, — ¢
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Caso 2.2) Si P'NV* = @, entonces existe una componente conexa D € ® tal que
{1,722} C V(D). Entonces la grafica D + P contiene un ciclo C' formado por Py P'.
Ahora construiremos a 1" un k-arbol a partir de 7'+ P al borrar una arista en C' que
incide en un vértice de grado al menos 3 en T, dicho vértice existe pues x; y x2 no son
adyacentes, por lo que P’ tiene al menos tres vértices. Tomemos a x un vértice en P’
con x # 11y x # T, asi se cumple que dr(x) > 3 pues se tiene la (x, V*)-trayectoria.
Como e incide en v con d7(z) > 3y se cumple que dp(x) > 2, T es un k-arbol, como se
muestra en la Figura 3.10. Sea D' = D + P — e. Sabemos que w ¢ Domi™(T"), por ello
se tiene que |Domi™(T)| < |[Domi™(T")|. Si se tiene que |Domi™(T)| < |[Domi™(T")|,

entonces se contradice a (a). Si se tiene que |[Domi™(T)| = |Domi™(T")|, entonces como
las Q1, @2, . .., @y son (w, T")-trayectorias y que D' = (D — {D}) U{D'} es el conjunto
de componentes conexas de T —V*, se cumple que [D| = |D’|. Por lo tanto, tenemos que

DT UDL,| = 19T UDL| y |Hojas(T)| > |Hojas(T")|. Esto dltimo contradice a (c).

Figura 3.10: 7" =T+ P+ Q, — ¢

Por lo tanto, no existe en G una (x1, z3)-trayectoria cuyos vértices estén contenidos
en G — T. Asi tenemos que también se cumple el inciso (i) del Lema 3.2.
Por lo tanto, por el Lema 3.2 se cumple que dg(y1,y2) > 2(m +1). O
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Afirmacién 3.2.7. Existe una componente D* en ©1 tal que para todo x € V(D*) se
cumple que ér(z) <k —1.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que para todo z € V(D) no existe
D € D, tal que ér(z) < k — 1. Entonces, toda componente D € ®; tiene al menos un
vértice de grado igual a k£ en T. Por el Corolario 1.2, D tiene al menos k hojas de T,
pues existe un vértice z en D tal que ér(z) = k, como D € D4, entonces tenemos al
menos k — 1 hojas de T" en D.

De la Afirmacién 3.2.6 sabemos que para {y1,y2} C Yrojas da(y1,y2) > 2(m + 1),
por lo que a2(m+l)<G) > |YHojas|‘

De la Afirmacién 3.2.4 sabemos que para cada z; y x5 hojas distintas de T se tiene
que y; # Yo, por lo que |Yuojas| = [Hojas(T)|.

Ahora, como sabemos que Hojas(T) NV (D) C Hojas(T), se tiene que

|Hojas(T)| > DZ% |Hojas(T) NV (D).

Como D tiene al menos k — 1 hojas de 7" tenemos que

S |Hojas(T) NV(D)] > [D4](k - 1).

De®D;

De la Afirmacion 3.2.2 sabemos que |D;| = (k — 2)n + 2, entonces

D1k =1) = ((k =2)n+2)(k = 1)

(k=2m+2)(k—1)> (n+2)(k—1)> (k—D)n+2.

Por lo que, o®™*)(G) > (k — 1)n + 2.
Lo que es una contradiccion a la hipotesis para a2(m+1)(G) del Teorema 3.2.1. ¢

De las afirmaciones anteriores, podemos suponer sin pérdida de generalidad, que
D* = Dy y {v1} = 97(D;). Ahora veamos a T como un &rbol con raiz en v;. Para cada
D € ®, sean rp la raiz de la componente D y r;, = vp en V* el vértice antecesor de
rp, donde la raiz de D no tiene vértice antecesor en D; es decir,

dg(vi,rp) < dg(vy,x) con z € D\ {rp}.

Como V* C T — Dy tenemos que el orden de T'— Dy es mayor o igual que n. Como
G es n-conexa, por el Teorema 1.11.2 sabemos que existen al menos n (Dy,T — Dy)-
trayectorias Ry, R, ..., R, en GG tal que toda trayectoria R; conecta un vértice de D,
con T'— Dy, por el Teorema 1.11.2 para i # j los vértices finales de R; y R; son distintos
enT — Dj.
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Observacion. Los vértices interiores de cada R; estan contenidos en G —T.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que R; N (T — Dy) # @. Sabemos que
como 1" es arbol, por el Teorema 1.9.5 existe una tnica trayectoria entre todo par de
vértices de T'. Entonces T'+ R; contiene un tnico ciclo. Sea z el primer vértice de R; en la
interseccién. Si quitamos una arista adyacente a x en T obtenemos a T’ = T+ R; —xx ™,
la cual es una grafica aciclica y conexa, como podemos observar en la Figura 3.11. Como
en D todos los vértices son de grado a lo mas k& — 1 al agregarle la trayectoria R; a lo
mas obtendriamos un nuevo vértice de grado k en T”, por lo tanto, T” es un k-arbol que
cumple que |Domi™(T')| = |Domi™(1")|. Por otro lado al unir la trayectoria R; a D,
tenemos que en 7" D; en D,. Por lo que |97 N DL,| < DT N DZL,|, lo que contradice

a (b). O

Domi™(T")

Figura 3.11: 7" =T+ R; — xx~

En particular, R;NR; C V(D) y paratodaien {1,2,...,n} |R;ND;| = 1. Observe-
mos que puede suceder que algin R. consista de una arista 7p,v;. Para
1 < i < n, sea U* el conjunto de los vértices finales de R;, los cuales estan conte-
nidos en 7' — Dy, por lo que |U*| = n.

Afirmacién 3.2.8. No existe una (w, Dy)-trayectoria tal que sus vértices interiores
estan contenidos en G — T. En particular, para toda 1 < i y j < n tenemos que

V(Qi) NV (R)) € {vi}.

Demostracion. Supongamos por contradiccidén que existe () una (w, Dq)-trayec- toria
tal que sus vértices interiores estan contenidos en G—T. Sea T = T'+() como se muestra
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en la Figura 3.12. Como los vértices interiores de @ estén en G — T |QNT| =1y para
todo v € Dy el grado de v es a lo mas k — 1 (Afirmacién 3.2.7), entonces 7" es un
k-arbol que satisface que Domi™(T) U {w} C Domi™(T"), lo que es una contradiccién
a (a). Pues Domi™(G) C Domi™(T"), lo que implica que |Domi™(T)| < |Domi™(T")|.

Figura 3.12: 7" =T+ Q

Observemos que para toda 1 < iy j < n tenemos que V(Q;) NV (R;) C {v;}. Su-
pongamos por contradiccién que |V(Q;) NV (R;)| > 2, entonces tenemos una (w, Dy)-
trayectoria formada por (v, R;,x) U (z,Q;,w) para v € Dy y con = # v; el primer
vértice de R; en la interseccién con @);, lo que es una contradiccién a la Afirmacién

3.2.8, pues la (w, Dy)-trayectoria obtenida tiene vértices contenidos en G — T'. Por lo
tanto, V(Q;) NV (R;) C {v;}. ¢

Afirmacién 3.2.9. Para todo w € U* se cumple que op(u) = k.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que para algin u € U* se cumple que
dr(u) < k — 1. Sea R, la trayectoria que conecta a Dy con u para 1 < a < n. Por la
afirmacién 3.2.1 sabemos que para toda v € V* dr(v) = k, por lo que u # vy, pues
or(u) < k — 1. Tomemos a T" = (T + Q1 + R,) — virp,. Por demostrar que 7" es un
k-arbol. Por la Afirmacién 3.2.7 sabemos que todo vértice en D; es de grado a lo méas
k—1, por lo que al agregar la trayectoria R, se tiene a lo mas un nuevo vértice de grado
a lo mas k. Ahora, por la Afirmacion 3.2.1 sabemos que dr(vy) = k, por lo que al agrega
la trayectoria )1 tenemos que el grado de vy es k+ 1, pero tambien estamos quitando la
arista v;7p,, por lo tanto, tenemos que d77(v1) = k. Por la construccién de R, y por la
Afirmacién 3.2.8 sabemos que R, N Q1 C {v;} y que no existe una (w, D;)-trayectoria
que tenga vértices interiores en G — T'; T" es conexa y aciclica, como podemos observar
en la Figura 3.13.
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Figura 3.13: 7" = (T + Q1 + R,) — virp,

Por lo tanto, 7" es un k-arbol tal que Domi™(T)U{w} C Domi™(T"), esto contradice
a (a). O

Afirmacioén 3.2.10. Para toda D € D>3 = DL, se tiene que U* N I7(D) C {vp}.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que para alguna D € ®>3 existe un
vértice u € U* N (Or(D) — {vp}). Sea R, la trayectoria que conecta a D; con u para
1<a<mn.SeaT = (T+R,)—uu" una nueva grafica y consideremos a la componente
D} = Dy + (R, —{u}). Por el Teorema 1.9.5 7" es conexa y aciclica y por la Afirmacion
3.2.7 para x € Dy dr(x) < k — 1, entonces para z € D] se cumple que oy (z) < k, por
lo tanto 7" es un k-arbol como se muestra en la Figura 3.14.

Figura 3.14: 7" = (T + R,) — uu~

Por la eleccién de T, por (a), w ¢ Domi™(T"). Sabemos por la Afirmacién 3.2.8
que las (w,T")-trayectorias Q1, @2, ...,Q, cumplen que R, N Q; C {v;} para i en
{1,2,...n} 'y D}, Dy ....,D; son componentes conexas de T’ — V*. Por
lo tanto, tenemos que |Domi™(T)| < |Domi™(T")|. Si se tiene que

|Domi™(T)] < |Domi™(T")|, entonces se contradice (a). Si se cumple que
|Domi™(T)| = |Domi™(T")| y como se tiene que, |97 (D)) = |[97(D1)| +1 = 2,
|19T/(D)| = |19T(D)| —1 > 2 y |19T’<Dz)| = |19T(Dz)| para todo Dz en » — {Dl,D},
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entonces |[D] UDL,| < |DT" UDZL,], lo que es una contradiccién a (b). ¢

Afirmacién 3.2.11. [V*UU*| > |V*|+ Xpeo.,(Vr(D) — 1).

Demostracion. Primero debemos construir un nuevo arbol a partir de 7" al que
llamaremos 7. Quitemos de T" todas las componentes de ©;, como Vr(D) = 1 para
D € D, tenemos que T/ = T — D es conexa y aciclica, como se muestra en la siguiente
Figura 3.15.

Figura 3.15: 7" =T — ©; con {Dq, Do, D3, ..., D;} C D,

Sea |Ds| = [. Para toda componente D; en ©5 consideramos a 7" = T' — Dy U S
con S = Up,en, "p,5p, €l conjunto de aristas entre los vértices {rp ,sp,} € Jr(D;)
para toda i en {1,2,...,l}, como tenemos una arista que une a r, con sp para cada
componente en Do, T es conexa y aciclica, como se observa en la siguiente Figura 3.16.

Figura 3.16: 7" =T" — ©, U .S donde S = Up,ep, 'p,Sp, €s el conjunto de aristas entre
los vértices {rp,,sp,} € Ur(D;) para toda i en {1,2,..., [}
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Sea |D>3| = p. En el d&rbol T” para toda i en {1,2,...,p} contraemos a cada com-
ponente D; en >3 a un vértice d; tal que tenemos las aristas d;v; con v; en ¥r(D;)
que cumplen que |V (D;)| = d7+(d;) para toda i en {1,2,...,p}. Llamamos a este nuevo
arbol como T, por construccion T™ es conexa y aciclica como se muestra en la siguiente
Figura 3.17.

Figura 3.17: T* donde {vp,, vp,,vp,,vp,} € V*

Usemos la misma notaciéon del conjunto de componentes ®-3 para conjunto de
vértices d;. Entonces el conjunto de vértices de T es V* U ®>3. Consideremos a 1™
como un arbol con raiz en v;. Entonces para todo vértice d;, tenemos |d(d;)| — 1
vértices hijos de d; en T™*. Por la Afirmacion 3.2.10, estos vértices hijos de d; estan
contenidos en V* — (U*NV*). Como |U*| = |V*| = n, tenemos que:

U = (V' nU) = [V' =@ nV)[= > (@r(D)-1).

DeD>3

Por lo tanto, tenemos que:

VOUr | =V + U = (V' nU) = [V[+ > (0r(D)—1). 0
DeD>y
Ahora, para facilitar la demostracién es necesario introducir notaciéon adicional.
Denotamos por P[s,t] una trayectoria en T' que conecta a dos vértices s y t y por:
1. P(s,t) a la subtrayectoria de P[s,t] tal que {s,t} € V(P(s,t)).
2. Pls,t) a la subtrayectoria de P[s,t] tal que s € V(P][s,t)) y t ¢ V(P]s,t)).
3. P(s,t] a la subtrayectoria de P[s,t] tal que s ¢ V(P[s,t)) y t € V(P[s,t)).

Para cada D € ©,, sea (D) = {vp =rp, sp}, donde rp es la raiz de D.
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Si D € ©, posee alguna de las siguientes tres propiedades, entonces D sera llamada
componente pseudotrayectoria:

(e) rp = sp, D ={rp}y or(sp =rp) = 2.

(f) D es una trayectoria, rp # s, y dr(rp) = dr(sp) = 2.

(g9) Existe un vértice zp en P[rp, sp| tal que zp en U* y dr(z) = 2 para todo vértice
z € P(zp, spl, donde P(zp,sp| =@ si rp = sp.

Sea D' ={D € ®, =T : D es componente pseudotrayectoria}.

Afirmacién 3.2.12. Si D € DI, entonces existe un vértice xp en Plrp,sp| que satis-
face las siguientes dos propiedades, donde P(xp,sp| = @.

(i) 6r(2) = 2 para todo vértice z € Plxp, sp].

(ii) Domi™(Plxp,sp|) € Domi™(T — Plxp,sp)).

Demostracion. Si op(sp) = 2, entonces tomemos p = sp, por lo que dr(z) =2
para toda z € Plzp, sp] = {sp}; es decir, que se cumple (7).

Como P(xp,sp| = &, entonces Domi™(P[xp, sp]) € Domi™(T — P(xp,sp)). Por
lo tanto, se cumple (i7).

Observemos que si D € DF tal que cumple con (e), entonces tenemos que d7(sp) = 2
y si D € DE tal que cumple con (f), entonces dr(sp) = 2.

Por lo que asumimos que D satisface (¢g) y como Plzp,sp] = @ tenemos que
zp = sp. Tomemos a Q- la (rp, w)-trayectoria, Qs, la (sp,w)-trayectoria y R.,
la (Dy, zp)-trayectoria. Por la Afirmacién 3.2.8 se cumple que R,, N Q,, = @y
R., NQs, = 2. Consideremos a 7" = (T'+ Q,, + Qs,) — rprp, por el Teorema 1.9.5
es conexa y acilcica, por lo que es un arbol. Ademads, observemos que como {r,} C V*
y en 1" se agregan las trayectorias QTB y s, ¥ se quita la arista rprp, se tiene que,
or/(rp) =k 'y dr(sp) =k + 1. Ahora consideremos a 7" = (T" 4+ R.,) — spSp, €l cual
nuevamente por el Teorema 1.9.5 es un arbol. Finalmente debemos demostrar que 7"
es un k-arbol; como zp en U* por la Afirmacion 3.2.9; dr(zp) = k, por otro lado te-
nemos que orn(zp) = or(zp) +1—1=k+1—1, d7u(sp) = o1 (sp) — 1 =k y por la
Afirmacién 3.2.7 tenemos que para todo vértice x € D; dr(x) < k — 1, por lo que
drn(x) < k. Por lo tanto, 7" es un k-arbol como se muestra en la Figura 3.18, que
Domi™(T) U {w} € Domi™(T"), lo que es una contradiccién a (a). ¢

Figura 3.18: 7" = (T" + R.,) — spSp
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Para cada D € DI tomemos un vértice zp en Plzp, sp| tal que satisface las pro-
piedades de la Afirmacién 3.2.12 de modo que el orden de Plxp,sp] sea tan grande
como sea posible.

Afirmacién 3.2.13. Si D € DI, entonces existe un vértice yp tal que:
da(yp, Plxp,sp]) =m y da(yp, T — Plxp, spl) > m+ 1.

Demostracion. Sea W = {y € V(G) : dg(y, Plrp, sp]) = m}. Supongamos por con-
tradiccion que o bien W = & o que para toda y € W tenemos que
dg(y, T — Plxp,sp]) < m. Tomemos a Q,- la (rp,w)-trayectoria y Qs, la (sp,w)-
trayectoria.

Primero, supongamos que D que cumple con la condicién (e). Consideremos a
T + Q’”B + @s,, la cual contiene un tunico ciclo, por el Teorema 1.9.5
T =T+ QTB + s, — spsp es un arbol, como se muestra en la Figura 3.19. Como
op(rp = sp) = or(rp = sp) — 1 = 2 — 1, entonces por el Teorema 1.9.3
T" =T — (rp = sp) es un arbol, como podemos observar en la Figura 3.19. Ade-
mas, se cumple que o7/ (rp) = or(rp) + 1 — 1y dr(sp) = 0r(sp) + 1 — 1, por lo que T”
es un k-arbol que satisface Domi™(T) U {w} C Domi™(T"), lo que contradice a (a).

Figura 3.19: T, T" =T + Qpe + Qs ¥ T" =T — (rp = sp)
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Ahora supongamos que D satisface la condicién (f). Si xp # rp, entonces el
vértice x, cumple que dr(r,) = 2 pues D es una trayectoria y satisface las pro-
piedades (i) y (i7) de la Afirmacion 3.2.12, lo que contradice la eleccién de zp pues
tenemos que |V (P[zp,spl)| > |V(P[xp,sp])|. Por lo tanto, zp = rp. Tomemos a
T = (T + Q-+ Qs,) — P[rp, sp]. Sabemos que como {rp, sp} C V*y como Plrp, sp|] =
D se cumple que para todo v en V(P[rp,sp]) dr(v) = 2 ép(rp) = 6r(rp) +1 -1y
dr/(sp) = 0r(sp) + 1 — 1, por lo tanto, 7" es un k-arbol (ver Figura 3.20) que satisface
Domi™(T) U {w} € Domi™(T"), lo que contradice a (a).

Finalmente supongamos que D satisface la condicién (g). Sizp ¢ Hijos(zp), enton-
ces el vértice x, cumple que dr(z) = 2; pues todo v en la subtrayectoria V(P (zp, sp))
cumple que d7(v) = 2, por lo que x, satisface las propiedades de la Afirmacion 3.2.12,
lo que contradice la eleccién de xp, pues tenemos que |V (P|xp, spl)| > |V (P|xp, sp))|-
Por lo tanto, zp en Hijos(zp). Tomemos a R, la (zp, D;)-trayectoria. Consideremos
al =(T+Q,- +Qs,) —rprp, por el teorema 1.9.5 T es un drbol (ver Figura 3.20)
y ademds tenemos que o7/ (rp) = dr(rp) +1 — 1y é(sp) = 0r(sp) + 1. Tomemos a
T" = (T + R.,) — Plzp, sp), el cual por el Lema 1.3 es un arbol como se muestra en
la Figura 3.20, ya que 7" tiene un tinico ciclo y tenemos que todo = € V(Plxp, sp)]) se
cumple que dr(z) = 2. Sabemos que dr~(sp) = d07(sp) — 1 = k y por la Afirmacién
3.2.7 tenemos que para todo vértice x € Dy dr(z) < k — 1, por lo que o7+ (z) < k. Por
lo tanto, 7" es un k-arbol que Domi™(T)U{w} C Domi™(T"), lo que contradice a (a).

Figura 3.20: T = (T'+ Q,- + @s,) —rprp y T" = (T'+ R.,,) — Plzp, sp]

Por lo tanto, existe yp en W tal que dg(yp,Plzp,sp]) = m y
dg<yD,T — P[LUD,SB]) >m+ 1. <>
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Sea Yproy = {yp : D € 5‘35} Para cada y € Yp,4,, tomamos a D € @5 tal que
yp =y y sea S(y) = V(P[zp, sp)).

Afirmacion 3.2.14. Yi,jos N Y10y = @ y para {Dy, Dy} C D se tiene que yp, # yp, -

Demostracion. Supongamos por contradiccion que Yiojas N Yrrey 7 &. Sea y el vérti-
ce en YiojasNY 1 ray. Por definicion de Yoo, paray € Yo, existe un S(y) = V/(P[zp, sp)),
por la Afirmacién 3.2.12 para todo vértice z en V(P[xp, sp]) se cumple que d7(z) = 2,
por la Afirmacion 3.2.13 sabemos que
de(y, Plzp,sp)) =my dag(y,T — Plzp,sp]) > m+ 1. Como y € Yp,jas por definicion
de Yiojas y por la Afirmacién 3.2.3 existe un vértice  en Hojas(T) tal que dg(y, ) =m
y dg(y, T — x) > m+ 1. Veamos los siguientes dos casos:

Caso 1) Si D cumple (f) o (g), entonces se tiene lo siguiente: Como
x € Hojas(T) se cumple que z ¢ V(P|xp,sp]). Por lo tanto, z € T — V(P|xp, sp)).
Por la Afirmacién 3.2.3 tenemos que dg(y,T — Plzp,sp]) < da(y,x) = m, lo que es
una contradiccion.

Caso 2) Si D cumple (e), entonces se tiene lo siguiente: Como = € Hojas(T) se
cumple que x # rp. Por lo tanto, € T'—rp. Entonces por la Afirmacién 3.2.3 tenemos
que dg(y, T —rp) < dg(y,z) = m, lo que es una contradiccién.

Por lo tanto,

YHojas N YTray =J.

Por demostrar que yp, # yp, para {D;, Do} C DF. Supongamos por contradiccién
que yp, = Yp, para Dy # Dy. Nuevamente tenemos dos casos:

Caso 1) Si D cumple (f) o (g), entonces se cumple lo siguiente:
Como {yp, = yp,} C Yrray, por la Afirmacién 3.2.13

de(yp,, T — Plrp,,sp,]) > m+1

y como tenemos que V(P[rp,,sp,]) €T -V (P[rp,,sp,]) llegamos a una contradiccién
pues dg(yp,, Plzp,,sp,]) = m.
Caso 2) Si D cumple (e), entonces se tiene lo siguiente:

Por la Afirmacién 3.2.13 tenemos que dg(yp,,rp) > m + 1; pero se cumple que
V(Plxp,,sp,]) € T—rp,lo que es una contradiccion pues sabemos que d¢(yp, , PlTp,, sp,]) =
m.

Por lo tanto yp, # yp,. ¢
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Afirmacion 3.2.15. Para y € Yr,qy los siguientes enunciados son verdaderos:

(i) No existe una (w, S(y))-trayectoria cuyos vértices interiores estén contenidos en
G-T.

(i) No eziste una (D1, S(y))-trayectoria cuyos vértices interiores estén contenidos
en G—T.

Demostracion. (i) Por demostrar que no existe una (w, S(y))-trayectoria cuyos vér-
tices interiores estén contenidos en G — T'. Supongamos por contradiccién que existe ()
una (w, S(y))-trayectoria cuyos vértices interiores estan contenidos en G —T'. Tomemos
a D € DF y una trayectoria (sp, w)-trayectoria Q,,, tal que yp =y y sp en Q.

Afirmamos que la componente D cumple la condicién (g) ya que si satisface (e)
o (f) se tiene que T + @ es un k-arbol, ver la Figura 3.21, donde se cumple que
Domi™(T) U {w} € Domi™(T + @) y esto es una contradiccion a (a).

Figura 3.21: T 4+ @

Sea z el vértice final de la trayectoria @ tal que estd en S(y). Tomemos un vértice
wp en QN Qs, tal que es el vértice de ) N (), mas cercano a z en ). Consideremos a
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T = (T + Qs,, + Qwo, 2]) — P(z, sp]. Por la Afirmacién 3.2.12, la eleccién de wy, por
el Teorema 1.9.5 y el Lema 1.3 7" es conexa y aciclica, por lo tanto, 7" es un arbol,
observemos la Figura 3.22. Como dr/(sp) = d7(sp)+1—1y o (sp) = dr(sp)+1 = 2+1,
entonces el grado méximo en T” es k. Por lo tanto, T” es un k-arbol que cumple que
Domi™(T) U {w} € Domi™(T"), lo que contradice a (a).

Figura 3.22: 7" = (T + Qs, + Q[wo, z]) — P(z, sp]

(ii) Supongamos por contradiccion que existe ) una (Dy, S(y))-trayectoria cuyos
vértices interiores estan contenidos en G — T. Tomemos a D € DY y las trayec-
torias Q.- y Qs,, tal que yp = y, 7 en QTB y sp en (,,. Notemos que por la
Afirmaciéon  3.2.8 () no intersecta a QTB ni a s, Consideremos a
T" = (T'+ Q- + Qsp + Q) — rprp — spsp, el cual por el Teorema 1.9.5 y el Le-
ma 1.3 es conexa y aciclica, por lo tanto, 7" es un arbol, veamos la Figura 3.23. Como
or/(sp) =6r+1—1, op(rp) = dr(rp) + 1 — 1 y por la Afirmacién 3.2.7 sabemos que
dr(x) < k 4+ 1 para todo vértice x € Dy, por lo que se tiene que dp/(z) < k para todo
xz € V(T"). Por lo tanto, 7" es un k-arbol tal que Domi™(T') U {w} C Domi™(1"), lo
que contradice a (a). ¢
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Figura 3.23: 7" = (T + Qpe + Qsp + Q) —rprp — SpSp

Afirmacién 3.2.16. Para dos vértices distintos {y1,y2} C Yrojas U Yrray U {w}, se
cumple que da(y1,y2) > 2(m + 1).

Demostracion. Para i en {1,2}, si vy en Yggas U Yy, entonces
de(yi, S(yi)) = m y por las Afirmacién 3.2.3 sabemos que si y; en Y, qs, entonces
tenemos que dg(y;, T'— S(y;)) > m + 1. Por la afirmacién 3.2.13 para i en {1,2}, si y;
en Yrpqy tenemos que de(y;, T — S(y;)) > m+ 1.

Supongamos que y; = w. Por la Afirmacién 3.2.5 sabemos que si y2 en Ypjas,
entonces no existe una (w, S(y,))-trayectoria tal que sus vértices estén contenidos en
G — T y por la Afirmacion 3.2.15 si yo en Yy, entonces no existe una (w, S(y2))-
trayectoria tal que sus vértices estén contenidos en G — T'. Por lo anterior tenemos las
condiciones (i) y (ii) del Lema 3.2, por lo que se tiene que dg(w,y2) > 2(m + 1).

Por lo tanto, supongamos que {y1,¥2} € Yrojas U Yrray. Por lo visto al inicio de
estd demostracién ya contamos con la condicion (i) del Lema 3.1, por lo que basta con
probar que no existe una (S(y1), S(y2))-trayectoria tal que sus vértices interiores estén
contenidos en G — T'; la cual es la condicién (ii) del Lema 3.1. Por lo que debemos
considerar los siguientes tres casos:
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Caso (a) {y1,y2} C Yhojas- Este caso ya se demostré en la Afirmacion 3.2.6.

Caso (b) y1 en Yigjas ¥ Y2 €0 Y.

Tomemos un vértice x € Hojas(T) y una componente D € DI de modo que
S(y1) = {x} y S(y2) = V(P[xp, sp]). Supongamos por contradiccion que existe una
(S(y1), S(y2))-trayectoria @ tal que sus vértices interiores estan contenidos en G — 7.
Sea z el vértice final de @ en S(y2). Tomemos ahora a Q’“B y a s, dos trayectorias

tales que rp, en er3 y sp en @s,. Por la Afirmacion 3.2.8, sabemos que () no intersecta
a Q’”B nia Qs,.

Supongamos en primer lugar que x € V(D). Si D satisface (e) o (f), D no tie-
ne vértices de grado uno en 7', entonces D satisface la propiedad (g). Tomemos la
(Dy, T — Dy)-trayectoria R, tal que zp en R, . Por la Afirmacién 3.2.8, R,, no inter-
secta a QTB ni a s,. Por la Afirmacién 3.2.15, R, tampoco intersecta a (). Conside-
remos a T’ = (T+Qr5 +Qs, +Q+R.,)— P(zp,sp) —rprp —zpz*; donde zpz* es una
arista de la trayectoria Pr(zp,z). Por el Lema 1.3 y el teorema 1.9.5, T" es un arbol
como se muestra en la Figura 3.24. Como tenemos que 07/ (zp) = ér(zp) +1 =241,
or/(rp) = o (rp) + 1 — 1, d(sp) = d7(sp) + 1 — 1 y por la Afirmacién 3.2.7 sabe-
mos que para todo vértice v € D; se tiene que dp(v) < k — 1, por lo que, se tiene
que 677(v) < k para todo v € V(T"). Por lo tanto, 7" es un k-arbol que cumple que
Domi™(T) U {w} € Domi™(T"), lo que contradice a (a).

\ .
|
i
i
¢ 3 @of ]
A Domi™(T) ,-'QTE'!

i
i
!
4

Figura 3.24: 7" = (T + Q’”B +Qsp +Q+ R.,) — P(zp,sp) —rprp — z2pz*
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Supongamos ahora que x ¢ V(D), entonces construimos a 7" a partir de 7" de la
siguiente manera 7" = (T + QTB + Qsp + Q) — P(zp,sp) — rprp, el cual por el Lema
1.3 y el Teorema 1.9.4 es un arbol, como se observa en la Figura 3.25. Ademéas tenemos
que:

or(zp) = 0r(2p) + 1 =241,
5T/(7“B) = 5@(7‘5) +1-1

y 5T’<3D) = 5T(5D> +1-—1.

Por lo tanto, 7" es un k-arbol tal que Domi™(T) U {w} C Domi™(T"), lo que
contradice a (a).

Figura 3.25: T" = (T + Qur +Qsp + Q) — P(zp,sp) —rpTp
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Caso (¢) {y1,y2} € Yrray-

Tomemos dos componentes {D,, Dy} C DF tal que yp, =11 vy yp, = 42 y a Qsp, »
QsDb y Q"B tres trayectorias tales que sp, en Qs _, sp, en QSD,, y rp, en Q"B .

Primero supongamos por contradiccion que existe @ una (S(yy), S(y2))-trayectoria
tal que sus vértices internos estdn contenidos en G — T. Sean z, en S(y,) y 2 en
S(yp) dos vértices tal que son vértices finales de Q). Si D, satisface (e) o (f), entonces
consideremos a

T'=T+Qsp, +Q,p +Qsp, +Q—P(2,5D,) = $0,5p, = D, "Da
el cual por el Lema 1.3 y el Teorema 1.9.5 es un arbol, como se observa en la Figura
3.26. Ademas cumple que:
o7 (sp,) = or(sp,) +1—1,
dr(sp,) = 0r(sp,) +1—1
y Or(rp,) = or(rp,) +1—1.

Por lo tanto, 7" es un k-arbol que cumple que Domi™(T) U {w} C Domi™(T"), lo
que contradice a (a).

YTray
\
Domi™(T)
1

Figura 3.26: T" = T + Qsp, + Q,- + Qsp, + @ — P(20,5p,) = 5p,5p, = rp, "D,
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Supongamos ahora que D, y D, satisfacen (g). Tomemos a ) una trayectoria tal
que |V(P(za,5p,))| + |V (P (2, $p,))| sea tan pequena como sea posible.

Consideremos un vértice w €  Domi™(P(z,, $p,) U P(z,5p,)) tal que
u ¢ Domi™(T — (P(%a, sp,) U P(2, $p,))), dicho vértice existe pues tenemos la trayec-
toria que une a Y7,q, con 7. Sabemos que existe una (u, P(z,, sp, ))-trayectoria cuyos
vértices interiores estan contenidos en (G —T') U P(zp, sp,) o existe una (u, P(z, Sp,))-
trayectoria cuyos vértices interiores estan contenidos en
(G — T) U P(z4,8p,). Por lo que, V(Plussp,]) C  V(Plza,sp,]) ©
V(Plu, sp]) C V(P[zp,,Sp,]), lo que implica que existe una (P(zq4, sp,), P (2, Sp,))-
trayectoria (u, Plu, 24, 24) U (24, @, 25) 0 (u, Plu, 2], 25) U (23, @, z4) cuyos vértices in-
teriores estan contenidos en G' — T, lo que contradice el hecho de que @ sea tan
pequena como sea posible. Por lo tanto, por la Afirmacién 3.2.12 (ii) tenemos que
Domi™(P(z4, $p,)) U P(2, sp,) € Domi™(T — (P (24, Sp,) U P(2, 5p,)))-

Consideremos a

T'=T+Qp, +Qp, +Q,- +Q— P(a,5p,) — Plzp,. $p,) = rp,"D

por el Lema 1.3 y el Teorema 1.9.5 7" es un arbol. Ademds se cumple que
5T’(3Da) = 5T(5Da> + 1-— ]_, 5T’(5Db> = 5T<3Db) + 1-— ]_, 5T/<T5a) = 5T(r5a) + 1-1 y
por el hecho anterior concluimos que T’ es un k-darbol tal que
Domi™(T) U {w} € Domi™(T"); observemos la Figura 3.27, lo que contradice a (a).

Figura 3.27: 7" =T + Qp, + Qp, + Q’“B +@Q — P(%, sp,) — P(2p,,5D,) — Tp,TD,
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Por lo tanto, para los casos (a), (b) y (¢) tenemos que se cumple el inciso (ii) del

Lema 3.1.
Por lo tanto, para dos vértices distintos {y1,y2} € Yuojas U Yrray U {w}, se cumple

que dg(y1,y2) > 2(m +1). O

Afirmacién 3.2.17. (i) Si D € DY, entonces |Hojas(T)NV (D)| > (k—2)|U*NV (D).
(ii) Si D € Dy — DE | entonces |Hojas(T) NV (D)| > (k—2)|U* NV (D)| + 1.
(iii) |[Hojas(T) N Upen, V(D) = (k = 2)|U" N Upeo, V(D) + (k = 2)[V7| +

Ypens; ([Vr(D)|=2) +2.
(iv) Si D € >3, entonces |Hojas(T) NV (D)| > (k—2)|[U*NV(D)|+ |9r(D)| + 2.

Demostracion. Observemos lo siguiente:
(I) Por un lado tenemos que:

Hojas(T)NV(D ={v e V(T) : or(v) =1} n{V(D)} ={ve V(D) : or(v) =1}.
Por otro lado tenemos que:
Hojas(T) N Hojas(D) ={v e V(T) : ér(v)=1}n{ve V(D) : op(v)=1}
={veV(D) : or(v)=1yop)=1} ={ve V(D) : or(v) =1}.
Por lo tanto, Hojas(T) NV (D) = Hojas(T) N Hojas(D).
(IT) Por el Lema 1.5 sabemos que:

|Hojas(D)| = > (6p(v) —2) + 2, donde W = {v € V(D) : dp(v) > 3},
veW

> (bpv)=2)+2= > max{ép(v) — 2,0} +2

veW veV(D)
= > max{ép(v) —2,0} +2+ > maz{op(v) —2,0}.
veV(D)\U* veV(D)NU*

Ahora, procedamos a la demostracion de cada inciso.
(i) Sea D € D¥. Si D cumple con (e) o (f), entonces

U'NV(D)=@y Hojas(T)NV (D) = @,
por lo tanto, tenemos que:
0 = |Hojas(T) NV(D)| > (k —2)|U* N V(D)| = 0.

Si D cumple con (g), entonces existe un vértice z € V(D) N U*, por lo que tenemos
que V(D) NU* # @. Por la observacién (I) tenemos que:

|Hojas(T) NV (D)| = |Hojas(T) N Hojas(D)].
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Ademaés sabemos que:

Si sp, en Hojas(D), entonces dr(sp) = 2, por lo que s, ¢ Hojas(T).
Tenemos dos casos; rp en Hojas(D) o rp ¢ Hojas(D).

Sirp en Hojas(D), entonces dr(rp) = 2; por lo tanto, rp ¢ Hojas(T).
Por la observacion (I) y (II) tenemos que:

|Hojas(T) N Hojas(D)| = |Hojas(D)| —2> > max{dp(v) — 2,0} + 2,
veV(D)NU*
por lo que [Hojas(T) NV(D)| 2 Xpev(pynu-(r(v) = 2) = (k = 2)[U" N V(D)].
Sirp ¢ Hojas(D), entonces d7(rp) > 3, por lo tanto, rp ¢ Hojas(T).
Por la observaciéon (b) tenemos lo siguiente:

|Hojas(T) NV (D)| = |Hojas(D)| —1= >  maz{dp(v) — 2,0} +1

veV(D)NU*
> > max{dr(v) —2,0}+1-10> > (ér(v) —2) = (k—2)|U*NV(D)|.
veV(D)NU* veV(D)NU*
(i) Sea D € Dy — DY
Si D es una trayectoria con rp = sp, y como para todo v € U* se cumple que dr(v) > 3,
entonces UNV(D) =@ 6 |[U*NV(D)|={rp}.
Si U*N V(D) = o, entonces tenemos lo siguiente:

|Hojas(T)NV(D)| > (k—2)|[U"NV(D)| + 1.

Si U* n V(D) = {rp}, entonces debemos considerar la grafica
T =T + er—) + Qs, + R, — rprp — spsp, la cual por el Teorema 1.9.5 es un ar-
bol, como se muestra en la Figura 3.28. Ademas como 7, en QTB’ spen Qs, vy 2=17p
en R, tenemos que dr/(rp) = o7(rp) +1—1y dr(sp) = ér(sp) + 1 — 1 por lo que T”
es un k-arbol tal que Domi™(T) U {w} C Domi™(T"), lo que es una contradiccién (a).
Por lo tanto, el caso para U* NV (D) = {rp} no es posible.

Figura 3.28: 7" =T + Q-+ Qsp + R. —rprp — spsp
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Si D no es trayectoria, entonces existe un vértice z en Plrp, sp) tal que dr(z) > 3.
Entonces, todo vértice de P(z,sp) tiene grado igual a 2 en T. Si z € U*, entonces D
satisface la condicion (g), por lo que se cumple que D € DL’ lo que contradice el hecho
de que D € D, — DY Por lo tanto, z ¢ U*.

Por la Afirmacién 3.2.9 sabemos que para todo vértice u en U* se cumple que
dr(u) = k y ademés por la observacion (I) y (II) obtenemos lo siguiente:

|Hojas(D)| = Y maxz{dp(v) —2, 0} +2

veV (D)
> max{dr(v) — 2, 0} = |Hojas(T) NV (D)|
veV (D)
> > max{dr(v) =2, 0} + 67(2) — 2> (k—2)|U" NV(D)| + 1.
veV(D)NU*

(iii) Para demostrar este inciso construyamos un nuevo arbol Ty_ ; a partir del arbol
T como a continuacién sigue: Reemplacemos cada una de las componentes D de ®, por
una arista que une a su respectivo r con sp. Contraemos cada una de las componentes
de © >3 en un vértice, siguiendo la misma construccion realizada en la Afirmacién 3.2.11.
Entonces el nimero de hojas de T' contenidas en Upego, D es igual al nimero de hojas
de To,; es decir, |[Hojas(T) NUpep, D)| = [Hojas(Ts.,)|. Como todo vértice D € D3
tiene grado igual a |J7(D)| en To,, por el Lema 1.5 y la observacién (I) tenemos que:

|Hojas(T)N | V(D)| = |Hojas(To,)| = >, maz{ép(v) —2, 0} +2.

DD UET@>3

Para todo v € V*UU* UUp., V(D) tenemos que dr,_ (v) > 3, por lo que:

> maz{op(v) —2, 0} +2 >

YD (br(w) =20+ > (br(v)=2)+ Y (Wr(D)]—2)+2
vEV* veU*mUD691 DeD>3
>k =2)V+k=2)U"n U VD)|+ > (|9r(D)]—2)+2.

DeD, DeD> 3

(iv) Sea D € ®>j3. Consideremos a D' = T[V (D) U Y7(D)], entonces el nimero
de hojas de T contenidas en D es igual al nimero de hojas contenidas en D’ menos
|97 (D)|; es decir,

|Hojas(T) NV (D)| = |Hojas(D"\ 97(D))].
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Por lo tanto, del Lema 1.5 y de lo anterior se cumple lo siguiente:

|Hojas(D")| = Y. maz{dp(v) —2, 0} + 2 — [J7(D)|

veV (D)

> maz{op(v) — 2, 0} +2 — [97(D)| + 2

veV (D)

> (0p(v) = 2) = |97 (D) +2 = (k=2)|U NV (D)| — [9r(D)|+ 2. O
veV(D)NU*

Afirmacién 3.2.18. |Hojas(T)| > |D| — |D¥].

Demostracion. Por la Afirmacién 3.2.17 incisos (i) y (ii) sabemos que:

| U (Hojas(T)nV(D))| = (k= 2)[U"n |J V(D) +[D2] - |D5].

DeDo DeDg

Por la Afirmacién 3.2.17 inciso (iii) sabemos que:

| U (Hojas(T)NV(D))| = (k=2)[U"n |J V(D)= > (19r(D)|-2) +2.

De® DeDy DE@zg

Por la Afirmacién 3.2.17 inciso (iv) sabemos que:

| U Hojas(T)nV(D)| = (k=2)|U"n U V(D)= > [Wr(D)|+2[D=3.

DED>; DeD> 3 DED >3
Sabemos que:

|Hojas(T)| > | U (Hojas(T)NV(D))| + | U (Hojas(T) NV (D))|+

DeD, DED,
+ U (Hojas(T)NV(D))|.
DeD>3

Sustituyendo se obtiene lo siguiente:

|Hojas(T)| > (k=2)[U*N |J V(D)|+]®2| =05 [+(k=2)[U*N |J V(D)|+(k=2)|[V*[+
De®Dsy De®,

£ D) -+ 2+ k=20 U VDI - X [02(D)] + 2005 (31)
D€®>3 Degzg Degzg
Sabemos que:

(k=2)U*n |J VD) + (k=2)|U*n |J V(D)|+
De®D- DeDy
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+k=2)U'n |J V(D)|+ (k—2)|V*|>

DGng
> (k—2)[U" UV,

Ademas tenemos que:

> 19r(D)] =2Dz5] = Y ([9r(D)| —2).

DED> 5 DeD>;y
Por lo que de la ecuacién 3.1 y de lo anterior obtenemos:
|Hojas(T)| > (k—2)|[V*UU*| + D] — |DF] + 2. (3.2)
Por la Afirmacién 3.2.11 sabemos que:

(k=2)V" ol = (k=2 |+ (k=-2) > (9z(D)]-1).

DeD>3

Por lo que de la ecuacién 3.2 obtenemos lo siguiente:

|Hojas(T)| > (k= 2)[V*| + (k—2) > (97(D) —1)+ D] — |95 +2.  (3.3)

DeD>3

Como Y pep., ([90(D)|=1=1)+|Dx3] = Y pen., ([9r(D)]| —1), entonces al sustituir
|[V*| = n y lo anterior en la ecuacién 3.3 tenemos lo siguiente:

[Hojas(T)| > (k=2)n+ 3 ([02(D)] = 2) + [Dzs] + [Dof — D[ +2.  (34)

DeD>3
De la Afirmacién 3.2.2 parte (ii) sabemos que:

D1 =(k=2)n+ > (Wr(D)|-2)+2,

DeD>3
por lo que de la ecuacion 3.4 tenemos lo siguiente:

|Hojas(T)| > |D1] + |Dss] + [Ds] — D] (3.5)

Ademéds sabemos que |D| > |Dq| + [D>3| + |Dal.
Por lo tanto, de la ecuacién 3.5 obtenemos que |Hojas(T) > |D| — |DF]. ¢

De la afirmacién 3.2.16 tenemos lo siguiente o™ (G) > |Yirjas U Yoray U {w}].
Por la Afirmacién 3.2.14 sabemos que Yiojas N Yrray = @

|YHojas U YTray U {w}| - |YHojas| + |YT'ray| + 1.
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Por la Afirmacion 3.2.4 sabemos que para dos vértices x1 y xo distintos en Hojas(T)
tenemos que Yy, # Yz, €0 Yiojas, POr lo que tenemos que |Yiojes| = [Hojas(T)|.
Nuevamente por la Afirmacién 3.2.14 sabemos que para D; # D, en D% tenemos dos
vértices yp, v yp, distintos en Yr,qy, por lo que |Yrq,| = |D5|. Por lo que, tenemos que

Yitojas| + |Yrray| + 1 = |Hojas(T)| + |95 + 1.
Por la Afirmacién 3.2.18 sabemos que
|Hojas(T)| = |D] — D3],
asi tenemos que
|Hojas(T)| + |95 +1 > D] — |98 + |95+ 1 = |D] + 1.

De la Afirmacién 3.2.2 sabemos que: ||+ 1= (k—1)n + 2.

Por lo tanto, o?™m*V(G) > (k — 1)n + 2.

Por hipétesis del Teorema 3.2.1 tenemos que o?™+)(G) < (k — 1)n + 1.
Por lo que (k — 1)n+ 1 > 2™ (G > (k — 1)n + 2,

(k—1n+1>(k—1)n+2.

Esto es una contradiccion.
Por lo tanto, G tiene un k-arbol que m-domina a G. O

Probaremos que efectivamente las condiciones del Teorema 3.2.1 son justas
en el entendido de que existe una familia de graficas G que satisface la
condicién o?™+Y(G) = (k — 1)n + 2, pero no tiene un k-arbol que m-domina a

G.
Para esto construiremos una grafica G como sigue a continuacién:

Sean k> 2, m > 1y n > 1 tres enteros positivos, tomemos a D; 1, D;»,..., D
como las copias de gréficas completas de orden n, donde 1 <i < (k—1)n + 2,
tal que paracada 1 <i < (k—1n+2y 1 < j < m—1 unimos todos los
vértices de D, ; con todos los vértices de D, ;,;; es decir, D, ; + D, ;. Para
cada 1 <i < (k—1)n + 2, agregamos v; un nuevo vértice y lo unimos a todos
los vértices de D, ,,. Anadimos H una grafica de orden n, tal que para cada
1 <i < (k—1)n+2 hacemos adyacente a cada vértice de H con cada vértice
de D;;. Con esto obtenemos G la grafica deseada como se muestra en la
siguiente Figura.
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[ ] v .
+ +  vaDes2
+ o
. Dgtim+2m
+
D pjn+2,2

+ +
D1im+2.1

Figura 3.29: Construccion de G

Ahora notemos que G es una grafica n-conexa. Demostraremos que para
todo par de vértices en G existen al menos n trayectorias internamente
ajenas entre dicho par de vértices.

Sean r; y xo dos vértices de (G. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1) Si {z1,22} C H o {x1,22} C D;; paraien {1,2,....,(k—1)n+2} y j en

{2,...,m}.

Caso 1.1) Si {z1,22} C H, entonces podemos construir las n trayectorias
internamente ajenas entre z; y z, pasando por D;; como a continuacién se
muestra: como |D171\ = n tomemos a z; en D;; y construimos la trayectoria
T, = (%1, 2, 22) para l en {1,2,...,n}.

Caso 1.2) Si {z;,z2} C D;; para j en {2,3,...,n}, entonces como todos los
vértices de D; ; son adyacentes a los vértices de D, ;1 y |D; ;1| = n, tomemos
aw en D;; ; para l en {1,2,...,n} y construimos las n (x,,x;)-trayectorias
internamente ajenas de la forma siguiente: 7; = (z1, w;, z5). Para j = 1 sabemos
por la construccién de G que todos los vértices de H son adyacentes a todos
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los vértices de la componente D;; y tenemos que |D; | = n, entonces tomemos
a h en V(H) con | en {1,2,....,n} y construimos las n (z;,xs)-trayectorias
internamente ajenas de la siguiente forma: T; = (xy, hy, z3).

Caso 2) Si xy estAien D, ; y ©3 estaen D;; paraiy len {1,2,...,(k—1)n+ 2},
con 1 fijo y | # i, entonces consideremos los siguientes subcasos:

Caso 2.1) Si 2, € V(D) y x2 € V(D;j—1) para i en {1,2,...,(k—1)n+2} y j
en {2,3,...,m}, entonces como z; es adyacente a cada uno de los n vértices
de D, ;1 y como D;; ; es completa tenemos que 7, es adyacente a todos los
vértices en V(D; ;1) \ {z2}, por lo que tenemos n (x;,z;)-trayectorias inter-

namente ajenas.
Dw “

i

Caso 2.2) Sizy € V(Dy;) y x2 € V(Djpw) paraien {1,2, ..., (k—1)n+2} y {m’, j}

en {1,2,...m}, con j#m', j—1#m'y j>m/, entonces tomemos a ul(l’p)

V(D;,) para toda m' < p < j con [ en {1,2,...,n}, como ul(i’p)

en

es adyacente a
p—1 -1 . o

u""V con u{"*"V € V(D;,_,), podemos construir n (x1,z,)-trayectorias inter-

. : D) (i NN
namente ajenas como sigue (xl,ul(” ),ul(” ),...,ul(zm ),mg), para toda para

ie{l,2,..,(k—1)n+2}, je{l,2,..m},m' <p<jyle{l,2 ..n}
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Caso 3) Si zy € V(D,;) y x2 € V(Dp ) para {i,k'} C {1,2,...,(k—1)n+2} y
{m/;j} € {1,2,...m}, con i # k' y j # m/, entonces por el caso (2) encon-
tramos al menos n (z;,u')-trayectorias, por otro lado tenemos n (xg,uf/’l)—
trayectorias para [ en {1,2,...,n}. Como los vértices de H son adyacentes
a todos los vértices de D,; y Dj; tomemos a h; un vértice en H con [ en
{1,2,...,n}, que es adyacente a ul(i’l) y a ul(k/’l). Por lo tanto, tenemos n (x1, z5)-
trayectorias internamente ajenas en G obtenidas de la siguiente manera:

(x1, ul(i’j_l), ul(i’j_Q), ey ul(i’l), hi) U (hy, ul(k ’1), ey T2),

para toda paralen {1,2,...,n}, {i, K’} en {1,2, ... (k—1)n+2} y {m’, j} en {1,2,...,m},
coni £k yj#m.
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Caso4) v1=v; y 2o € V(D;;) conien {1,2,....,(k—1)n+2} y jen {1,2,...,m}.

Caso 4.1) Si zy =v; y 23 € V(D, ;) para j = m, entonces como el vértice v; es
de grado n podemos construir como en el caso (2.1) las n (v;, x2)-trayectorias
internamente ajenas.

BN

Cas04.2)Sizy =v;yxe € V(D;j)conien{l,2, .., (k—1)n+2} y jen {1,2,...,m—
1}, entonces como el vértice v; es de grado n podemos construir como en el
caso (2.2) las n (v;, x2)-trayectorias internamente ajenas.
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Caso 5) Si y = v; y 9 = hy en V(H) con i en {1,2,...,(k—1)n+2} y | en
{1,2,...,n}, entonces como el vértice v; es de grado n podemos construir
como en el caso (3) las n (v;, h))-trayectorias internamente ajenas.

000 O

Caso 6) Siz; =v; y 3 € V(Dy,) para {i,k} en {1,2, ..., (k—1)n+2} y {m/,j} C
{1,2,....m}, con i # k' y j # m/, entonces como el vértice v; es de grado
n podemos construir como en los casos (3) y (5) las n (v;, x2)-trayectorias
internamente ajenas pasando por H.
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Caso 7) Si z1 = v; y 23 = v, para {i,k} C {1,2,...,(k — 1)n + 2} con i # K/,

entonces como el vértice v; es de grado n podemos construir como en los
casos (3) y (5) las n (v;, vg)-trayectorias internamente ajenas pasando por H.

L9 = VU
Dk.m’ @

Por los casos anteriores concluimos que GG es n-conexa.
Lema 3.3. La grdfica bipartita K, (y—1yns2 no tiene un k-drbol generador.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que K, (;—1)n42 tiene un k-arbol genera-
dor T. Como T es arbol se cumple que |[A(T)| =p—1y comop = (k—1)n+2+n,
entonces |[A(T)|=(k—1)n+2+n—1=(k)n+ 1.

Ya que K, (,—1)n42 €s una gréfica bipartita, tenemos una particion P = (V;,V5) de
V(K (k—1)n+2) tal que [Vi| = ny |Va| = (k—1)n+2. Como T es k-arbol generador tene-
mos que Vi C V(T), por lo que se tiene que dpp,1(x) < k para todo x en T'[V4], entonces
|A(T)| < (k)n. Por lo tanto, |A(T)| = (k)n +1 < (k)n lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, K, (x—1)n4+2 no tiene un k-arbol generador. O

Veamos que G no tiene un k-arbol m-dominante. Supongamos por contra-
diccién que G tiene un k-arbol m-dominante 7. Para que 7' sea m-dominante
se debe cumplir que existe un z; en D;; para toda j en {1,2,...,(k —1)n+ 1}
que esta en V(7'), supongamos por contradiccién que no existe un vértice z;
en D;; que este en V(T'), entonces d;(v;,T) > m lo que contradice que 17" m-
domine a G 6 T es inconexa. Como no existen aristas entre D, y D,_; para
toda j en {2,3,...,(k — 1)n + 1}, entonces es necesario para que 7' sea conexa
tener al menos una arista de cada D, ; a H para toda jen {1,2, ..., (k—1)n+1}.
Como el nimero de vértices de H es igual a n y por lo visto anteriormen-
te son necesarias al menos (k — 1)n + 1 aristas entre H y las D;; para j en
{2,3,...,(k — 1)n + 1}, tenemos como subgrafica de G a la grafica bipartita
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K, (k—1)n+2, la cual por el lema anterior no tiene un k-arbol generador. Por
lo tanto, G no tiene un k-arbol m-dominante.

Por otro lado, recordemos que:

A (G) =maz{|S| : S CV(GQ) dg(z,y) >1conx#yy{z,y} CS}.
Afirmamos que: o*™*)(G) = maz|{v; : 1 <i < (k—1)n+ 2} = (k- 1)n + 2.

Recordemos que los vértices v; en V(G), son los vértices adyacentes a los
vértices de la componente D,,,, con i en {1 < i < (k—1)n +2}. Sea S =
{vi + 1 <i < (k—1)n+ 2}. Para los vértices v; en S, como se tiene que
dg(vi, H) = m + 1 para cada uno de ellos, entonces si tomamos dos a dos
estos vértices resulta que se tiene dg(v;,v;—1) > 2(m + 1) y ademas tenemos
exactamente (kK — 1)n + 2 vértices v;. Ahora como cada una de las D, ; son
completas, entonces tenemos que: o>+ (G) = |S|.

Con esto se prueba que efectivamente las condiciones del Teorema 3.2.1 son
justas.

A partir de la demostracion del Teorema 3.2.1 se puede deducir un algoritmo
a seguir para obtener un k-arbol m dominante en una grafica n-conexa que
cumple con las hipétesis del Teorema 3.2.1.

A continuacion presentamos dicho algoritmo:

Paso 1) Sea G una grafica n-conexa que cumple que o?™+)(G) < (k—1)n+ 1. Tomar
un arbol T tal que T'< G y |V/(T')| = n.

Paso 2) Si T" m-domina a G, entonces el proceso finaliza. Si 7' no m-domina a G,
entonces existe un vértice w en V(G) — Domi™(T'). Tomar las Q1,Qa, ..., Qx
(w, T')-trayectorias internamente ajenas tales que para toda ¢ en {1,2,..n}
{v;} =V (Q:) NV(T) y {v1,vg,...,v,} = V* (conjuntos definidos en la demos-
tracién del Teorema 3.2.1). Ir al paso siguiente.

Paso 3) Si dr(v;) < k — 1 para algin v; en V*, entonces considerar el siguiente arbol:
T'~T+Q;

e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.1). Si esto no se cumple, entonces para todo
vértice v; en V* dp(v;) =k con ¢ en {1,2,....,n}. Ir al paso siguiente.
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Paso 4)

Paso 5)

Paso 6)

Paso 7)

Paso 8)

Paso 9)

Si existe una arista v;v; en A(T) con v; # v;, entonces considerar el arbol:
!
T ~T+Qy + Qu —viv;

e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.2). Si esto no se cumple, entonces para todo
{i,7} € {1,2,...,n} con i # j vyv; ¢ A(T). Ir al paso siguiente.

Si para un vértice x en Hojas(T') se cumple que Domi™(T') = Domi™(T — x)
y « es adyacente a algin v; en V(T'), entonces considerar el arbol siguiente:

T'~T—x+Q,

e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.3). Si esto no se cumple, entonces para todo
vértice x en Hojas(T') x no es adyacente a algtin vértice v; con i en {1,2,...,n}
6 Domi™(T) O Domi™(T — x). Ir al siguiente paso.

Si x € Hojas(T), y. en Domi™(T) — V(T) con dg(y.,w) < m y P es una
(x,w)-trayectoria 6 una (x,y,)-trayectoria con V(P) \ {z} C V(G) — V(T),
entonces considerar el arbol:

T"~T+P

eir al paso 2 (Afirmacion 3.2.5). Si esto no se cumple, entonces para todo vértice
z en Hojas(T), y, en Domi™(T) — V(T) se cumple que dg(y., w) > m 6 no
existe P una (z,w)-trayectoria 6 una (z,y,)-trayectoria con vértices interiores
contenidos en G — T'. Ir al paso siguiente.

Six € Hojas(T) y Domi™(T — x) = Domi™(T"), entonces considerar el arbol
siguiente:
T'~T—x

e ir al paso 2 (por la Afirmacion 3.2.3). Si esto no se cumple, entonces tomar
a Yiojas = {ys © x € Hojas(T)} y S(y) = {x € Hojas(T) : y, =y}. Ir al
paso siguiente.

Si para {z1,22} C Hojas(T) existe P una (zi,zs)-trayectoria con vértices
interiores en G —T', P’ la (x1, x9)-trayectoria en T'y e € A(P’) tal que e incide
en un vértice v, en V* para alguna a en {1,2,...,n}, entonces considerar el
arbol siguiente:

T"~T+P+Q,—e¢

e ir al paso 2 (por la Afirmacién 3.2.6). Si esto no se cumple, entonces P'/NV* =
. Ir al paso siguiente.

Si para {z1,25} C Hojas(T) existe P una (x1,xs)-trayectoria con vértices
interiores en G — T', P’ la (x1, xq)-trayectoria en T, PPN V* = @ y e € A(P')
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Paso 10)

Paso 11)

Paso 12)

Paso 13)
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una arista que incide en un vértice en P’ de grado mayor o igual que 3, entonces
considerar el arbol siguiente:

T"~T+P—c¢

e ir al paso 2 (por la Afirmacién 3.2.6). Si esto no se cumple, entonces tomar
a: @1 = {D €D ’ﬂT(D)l = ]_}, @2 = {D eED |19T(D)’ = 2} y
Ds3 = {D € ® : [9r(D)| > 3} los conjuntos de componentes conexas de
T—V* donde ¥7(D) es el conjunto de vecinos de D en T' (conjuntos definidos en
la demostracién del Teorema 3.2.1). Tomar a Dy una componente de T'— V* tal
que ¥p(Dq) = {v1} y Ar([Dy]) < k—1. Tomar a Ry, Rs, ..., R, las (D1, T— D, )-
trayectorias con vértices interiores en G — T y vértices finales {uy, ug, ..., u,} =
U* (dos conjuntos definidos en la demostracién del Teorema 3.2.1). Ir al paso
siguiente.

Si existe P una (w, D;)-trayectoria, entonces considerar al arbol:
T'~T+P

e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.8). Si esto no se cumple, entonces no existe
una (w, D )-trayectoria. Tomar a rp el vértice raiz de la componente D, 1, el
vértice antecesor en 1" del vértice rp, sp, el vértice final de la componente D,
sp el vértice sucesor en T' del vértice s, y Q1 la (vy, w)-trayectoria. Ir al paso
siguiente.

Si 0r(u) < k, para algin vértice u € U* y R, es una (D;,T — D;)-trayectoria,
entonces considerar el siguiente arbol:

T'~(T+ Ry+ Q1) —rp,7p,

e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.9). Si esto no se cumple, entonces dr(u) = k para
todo vértice u € U*. Ir al paso siguiente.

Si para D € ®>3 existe un vértice u € U* NYI7p(D — rp), entonces considerar
el arbol siguiente:

T ~T+ R, —uu~

e ir al paso 2 (por Afirmacién 3.2.10). Si esto no se cumple, entonces |91 UD >3]
es minimo y tomar a D € ©% una componente pseudotrayectoria (conjunto
definido como en el Teorema 3.2.1). Ir al paso siguiente.

Si D € DY, entonces considerar los siguientes casos:
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Paso 14)

13.1)

13.2)

13.3)

Si D € ©% cumple que rp = s, v D = {rp} (de acuerdo con la pro-
piedad (e) de la demostracién del Teorema 3.2.1), entonces considerar el
siguiente arbol:

T'~T+Q,-+Qsp =70
e ir al paso 2 (Afirmacion 3.2.12).

Si D € D% cumple que D es una trayectoria con rp # sp, (de acuerdo
con la propiedad (f) de la demostracién del Teorema 3.2.1), entonces
considerar el arbol siguiente:

T ~ T+ QT‘B + Qs, — Plrp, sp)

e ir al paso 2 (Afirmacion 3.2.12).

Si D € D% cumple que existe un vértice zp en P(rp,sp], tal que para
todo vértice z € P(zp, sp] se tiene que dr(z) = 2 (de acuerdo con la
propiedad (g) de la demostracion del Teorema 3.2.1), entonces considerar
el siguiente arbol:

T ~ T+QT]3 +Qsp + R., — D, T — SDSDH

e ir al paso 2 (Afirmacion 3.2.12).

Si esto no se cumple, entonces tomar a W = {y € V(G) : dg(y, Plzp,sp|) =
m}. Ir al paso siguiente.

Si

W =2 6dg(y, T — Plxp,sp]) <m

para toda y € W, entonces considerar los siguientes casos:

14.1)

14.2)

Si D € ©% cumple que rp = s, y D = {rp} (de acuerdo con la pro-
piedad (e) de la demostracién del Teorema 3.2.1), entonces considerar el
siguiente arbol:

T/NT+QTB+QSD - D

e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.13).

Si D € ©% cumple que D es una trayectoria con rp # s, (de acuerdo
con la propiedad (f) de la demostraciéon del Teorema 3.2.1), entonces
considerar el siguiente arbol:

T'~T+Q,- +Qs, — Plrp, spl,

e ir al paso 2 (Afirmacion 3.2.13).
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Paso 16)
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14.3) Si D € D% cumple que existe un vértice zp en P(rp, sp], tal que para
todo vértice z € P(zp, sp]| se tiene que dr(z) = 2 (de acuerdo con la
propiedad (g) de la demostracién del Teorema 3.2.1), entonces considerar
el siguiente arbol:

T/ ~T + QTB + QSD + RzD - P(ZD7 SD) - ’I"D’I"B,
e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.13).

Si esto no se cumple, entonces tomar a @ una (w, S(y))-trayectoria con vértices
interiores en G — T', donde S(y) = V(Plzp, sp)). Ir al paso siguiente.

Si D € D} y existe @ una (w, S(y))-trayectoria con vértices interiores en G —T
para S(y) C D, entonces considerar los siguientes casos:

15.1) Si D € @4 cumple que rp = sy D = {rp} (de acuerdo con la propiedad
(e) de la demostracion del Teorema 3.2.1), entonces considerar el drbol:

T ~T+Q

e ir al paso 2 (Afirmacion 3.2.15).

15.2) Si D € ©% cumple que D es una trayectoria con rp # s, (de acuerdo
con la propiedad (f) de la demostracién del Teorema 3.2.1), entonces
considerar el arbol:

T ~T+Q
e ir al paso 2 (Afirmacion 3.2.15).

15.3) Si D € D% cumple que existe un vértice zp en P(rp, sp], tal que para
todo vértice z € P(zp, sp] se tiene que dr(z) = 2 (de acuerdo con la
propiedad (g) de la demostracién del Teorema 3.2.1), entonces para wy
el primer vértice en (), N () considerar el arbol:

T ~T + QSD + Q[’U](), Z] - P(Z7 SD)
e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.15).

Si esto no se cumple, entonces existe () una (Dy, S(y))-trayectoria con vértices
interiores en G — 7', donde S(y) = V(P[zp, sp)). Ir al paso siguiente.

Si D € DF y existe @ una (D1, S(y))-trayectoria con vértices interiores en
G — T para S(y) C D, entonces considerar el arbol:

T’NT—FQTB—FQSD—FQ—rDrf,—sBsD

e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.15). Si esto no se cumple, entonces ir al paso
siguiente.
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Paso 17) Si D € @4, Q una (S(y1), S(y2))-trayectoria con vértices interiores conteni-
dos en G =T, {S(y1),S(y2)} C Dy S(y1) # S(y2), entonces considerar los
siguientes casos:

17.1) Si{y1, 92} € YHojas, entonces se procede como en el paso 8.

17.2) Siyi en Yiojas ¥ Y2 €n Y4y, entonces considerar los siguientes subcasos:

17.2.a)

17.2.b)

Si S(y1) en Hojas(T)ND, S(y;) = 'y D cumple que existe un vértice
zp en P(rp,sp|, tal que para todo vértice z € P(zp, sp] se tiene que
dr(z) = 2 (de acuerdo con la propiedad (g) de la demostracién del
Teorema 3.2.1), entonces considerar el drbol:

T ~ (T+Qr5+Q8D+RzD+Q)—P(2D,SD)—TBTD—ZDZ*a

donde z* en P(zp,z). Ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.16).

Si S(y2) en Hojas(T') y ademés S(y2) ¢ V (D), entonces considerar el
arbol:

T/N(T+QTB+Q5D+Q)_P(ZD75D)_TBTD

e ir al paso 2 (Afirmacion 3.2.16).

17.3) Si {y1,y2} C Y14y, entonces considerar lo siguiente:

17.3.a)

17.3.b)

Si D, en ©% y ademds cumple que rp = s, y D = {rp} 6 cumple
que D es una trayectoria con rp # sp, (de acuerdo con las propiedades
(e) 6 (f) de la demostracién del Teorema 3.2.1), entonces considerar el
arbol:

T ~ (T + Q’"E) + QSDa + QSDb + Q) - P(ZDb7 SDb) - TBGTDa - SDaSBa

e ir al paso 2 (Afirmacion 3.2.16).

Si{D,, Dy} C DYy ademas existe un vértice zp, en P(rp,, sp, ], tal que
para todo vértice z € P(zp,,Sp_,] se tiene que d7(z) = 2 y existe un
vértice zp, en P(rp,, sp,], tal que para todo vértice z € P(zp,, sp_;) se
tiene que d7(z) = 2 (de acuerdo con la propiedad (g) de la demostraciéon
del Teorema 3.2.1) cumplen con la propiedad (g), entonces considerar
el arbol T" siguiente:

(T + Qrga + QsDa + QsDb + Q) - P(ZDM SDa) - P(ZDb7 SDb) - rBarDa

e ir al paso 2 (Afirmacion 3.2.16).
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Si esto no se cumple, entonces tomar a D € Dy — D% una componente conexa
de T'— V*; que es una trayectoria con rp = sp. Ir al paso siguiente.

Paso 18) Si D € ®, — D} es una trayectoria con rp = s, D contiene una hoja de Ty
U*N D = {rp}, entonces consideramos a:

T ~ (T + Q’"B +Qsp + Rrp) —rprp — SHSD-

e ir al paso 2 (Afirmacién 3.2.17).

Con este ultimo paso del algoritmo cubrimos todas las posibilidades para
encontrar un k-arbol m-dominante en una grafica G n-conexa que cumpla
las hipétesis del Teorema 3.2.1.

3.3. Aplicacién sobre una red de distribuciéon de
agua potable

En esta secciéon implementaremos el algoritmo a una grafica. La cual la
obtendremos a partir de un problema en una red de distribucion de agua
potable.

Deseamos mejorar la distribucién de agua potable en el cuadro central del
centro histérico de la ciudad de Oaxaca de Juarez (Figura 3.30). Para lograr
esto se desea que en todos los puntos de la red el agua llegue con una presiéon
minima establecida. Con este objetivo se busca implementar la infraestruc-
tura necesaria sobre un ramal principal, en el cual se tenga alta presion y
estaciones de rebombeo para satisfacer la demanda de una presién minima
en todos los puntos de la red. En nuestro cuadro la topografia es plana.

Figura 3.30: Red de distribucion de agua potable.
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Dicho cuadro de la ciudad tiene conFiguracién de una reja, entonces puede
ser modelado por una grafica G, donde los vértices representan las intersec-
ciones de las cuadras y las aristas las tuberias a lo largo de las calles, como
se muestra en la Figura 3.31.

Figura 3.31: Gréfica obtenida a partir de la red de distribucién de agua potable.

Para garantizar que el servicio llegue con una presion minima deseada es
necesario entender lo siguiente:

= Para mantener una presiéon minima en todos los puntos es necesario identificar
los vértices candidatos a ser estaciones de rebombeo, los cuales deberan estar
localizados sobre el ramal de alta presion.

= A partir de la salida del agua del ramal de alta presion, la presién comien-
za a disminuir, de acuerdo con el “Manual de Agua Potable, alcantarillado y
saneamiento" sabemos que a distancia 2 del ramal de alta presién se tiene la pre-
sién minima deseada [8], por lo que los puntos de la red deberan estar a distancia
menor o igual que 2 del ramal de alta presion.
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Entonces encontrar el ramal de alta presion se traduce en buscar en G una
subgrafica que sea conexa y sin ciclos, tal que la distancia de los vértices de
G a la subgrafica obtenida sea menor o igual a 2, lo que permite tener una
presion minima en todos lo vértices de G.

Por lo anterior una posible solucién es encontrar un arbol que 2-domine
a la grafica (G. Pues la 2-dominacién nos determina la distancia maxima
en la que la presién minima del agua se tiene, entendiendo que al exceder
dicha distancia se tendra una presion menor a la presion minima deseada.
Cualquier vértice del arbol solucion sera candidato a ser una estacion de
rebombeo.

Se puede obtener una solucién usando el resultado visto en este capitulo, el
cual nos permite encontrar un k-arbol que 2-domine a (G, observemos que
al variar el valor de k es posible encontrar varias soluciones de las cuales
escogeremos la que tenga menos vértices de G.

De acuerdo con el Teorema 3.2.1 sabemos que para que G tenga un k-arbol
2-dominante, G debe cumplir la condicién o>™*2(G) < (k — 1)n + 1.

Observemos que como G es conexa y no tiene vértices de corte, tenemos que
K(G) > 2, por lo que G es 2-conexa, por lo tanto, n = 2. Como buscamos que
se 2-domine a G tenemos que m = 2. Por dltimo como el grado maximo de
G es igual a 4, entonces podemos encontrar tres posibles soluciones para los
valores k en {2,3,4}.

Encontraremos para m = 2 cual es el valor de o?**)(G) = o%(G). Por la
definicién del invariante tenemos que:

Q23(G) = maz{|S| : S CV(Q), dal(e,y) >2(2+1) para {z,y} C S},

entonces debemos encontrar el subconjunto maximo de vértices S que cum-
pla que todo par de vértices de S estén a distancia mayor o igual que 6.

Sea S C V(G) tal que S = {z1, z2, x4} como se muestra en la Figura 3.32.
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Figura 3.32: S = {x1, xa, 4}

Afirmamos que entre todo par de vértices de S tenemos que dg(z;,z;) > 6
coni#jy{ij} C{1,2,4}. Podemos observar que:

dg (71, 72) = 6, dg(v1,74) = 9y dg(22,74) = 7.
Por lo que, o®(G) > 3.

Supongamos que existe un S’ C V(G) tal que |S'| = a5(G) > 3. Si z; en ',
entonces sea N.;(z1) la vecindad del vértice z; que esta a distancia menor o
igual que 5 de z;; por lo que los vértices de N<5(z1) no pueden estar en S'.
Consideremos a G’ = G\ N¢5(z1) como se muestra en la Figura 3.33. Sabemos
que |V(G)| =42 y |[N<s(z1)| < 21. Entonces:

V(G| < [V(G)] =21, [V(E)] < 21.

Figura 3.33: G' = G\ N<s(21).
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Tomemos a x5 y x3 dos vértices de GG, los cuales por la conFiguracion de G’
son candidatos a estar en S’. Supongamos sin pérdida de generalidad z; en
S’, entonces sea N<j(z2) la vecindad del vértice =, que esti a distancia menor
o igual que 5 de z5; por lo que los vértices de N<5(z2) no pueden estar en S'.
Consideremos la grafica G” = G'\ N<;(z2) como se muestra en la Figura 3.34.
Sabemos que |[V(G')] < 21 y |N<s(x9)| < 15. Entonces |V (G")| < |V(G')| — 15,
[V(G")] <6.

5

*

Figura 3.34: G" = G’ \ N<;s(x9).

Tomemos a z; y z; dos vértices de G”, los cuales por la conFiguracién de G”
son candidatos a estar en S’. Supongamos sin pérdida de generalidad que
x4 en S’, entonces sea N<;(z4) la vecindad del vértice 2, que esta a distancia
menor o igual que 5 de z4; por lo que los vértices de N.;(z4) no pueden estar
en S'. Pero como todo vértice de G’ esta a distancia menor que 5 de x4,
entonces no es posible tomar otro vértice que esté en S’. Por lo tanto, si x;
en S’, entonces |S'| = 3.

Si z; ¢ S’, entonces para todo par de vértices {y,z} C V(G — x;) tenemos que
dg(z,y) < 10, como la distancia maxima en G es 11, entonces con dos vértices
uy v tal que dg_,, (u,v) > 6 tendriamos que el resto de los vértices de G estian
a distancia menor o igual que 5 de u o de v. Por lo tanto, |S'| = 2.

Por lo tanto, a5(G) = 3.
Ahora podemos proceder con las soluciones donde observaremos que la con-

dicién del Teorema 3.2.1 se cumple para los tres valores de k antes de poder
aplicar el algoritmo.
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Solucioén 1.- Veamos la solucion para m = 2, n = 2y k = 2. Como vimos an-
teriormente se tiene lo siguiente para la condiciéon del Teorema 3.2.1
?22H(G) = of(G) =3 < (2-1)2+ 1 = 3, por lo tanto, G tiene
un 2-arbol 2-dominante, el cual lo encontraremos mediante el algoritmo.

Paso 1) Tomamos a 7" un arbol de orden 2 en G como se muestra en la
Figura 3.35.

Figura 3.35: T" de orden 2.

Paso 2) Como T no 2-domina a G, entonces existe un vértice w en
V(G)—Domi*(T) y consideremos a V* = {vy,v5} tal que V* C V(T
como se muestra en la Figura 3.36.

Figura 3.36: T" de orden 2.
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Paso 3) Como  dr(vy) = dr(vy) =1, entonces tomemos a @2 la
(vg, w)-trayectoria y consideremos a T} ~ T + )2, como se muestra
en la Figura 3.37, el cual es un 2-drbol pues se tiene que Ag(77) = 2.

*r—9 L ] L ] L ] L ]
w

L ] L ] L ] L ] L ] L ]

T Q2

L ] L ] L ] L ] L ] L ]
*r—=e L ] L ] L ] L ]
vy Vg

L ] L ] L ] L ] L ] L ]
L ] L ] L ] L ] L ] L ]
L] L] L] L] L] L]

Figura 3.37: T} ~ T + Q5.

Paso 2) Como 77 no 2-domina a (G, entonces existe un vértice w; en
V(G) — Domi*(Ty) y consideramos a V¥ = {v},vi} tal que
Vi C V(T1) como se muestra en la Figura 3.38.

— o . . . .
vy

. . . . . .

Ty

. . . . . .
vl
1

— o . . . .

. . . . . .

. . . . . .

w;
. . . . . .

Figura 3.38: T}.
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Paso 3) Como 67, (vi) = 7, (vl) = 2, entonces pasamos al paso siguiente.

Paso 4) Como viv ¢ A(T}), entonces debemos pasar al paso siguiente.

Paso 5) Como v es adyacente a una hoja de Ty, podemos considerar el

siguiente 2-arbol T, ~ T7 — x 4+ ()2, como se muestra en la Figura
3.39, donde Q es una (v, wy)-trayectoria.

. .
v}

. 3 . . [ .

T
. y . . < .
Q2

— o . . [ .
1
vy

. . . . q .

. . . . ‘ .

wy
. . . . L .

Figura 3.39: Tp ~ T} — 2 + Q.

Paso 2) Como Ty no 2-domina a (G, entonces existe un vértice wy en
V(G) — Domi*(Ty) y consideremos a Vy = {v? v3} tal que
V5t C V(Ty) como se muestra en la Figura 3.40.

° .
2 2
vy vj
o ’ o 3 L .
Ty
° ’ ° 3 L ]
——+o 3 3 L .
° 3 ° 3 L ]
3 3 3 3 L .
wy
o . o . L .

Figura 3.40: T5.
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Paso 3) Como 67, (v?) = 7, (v3) = 2, entonces pasamos al paso siguiente.
Paso 4) Como v?v3 ¢ A(Ty), entonces debemos pasar al paso siguiente.

Paso 5) Como ninguna hoja de T, es adyacente a algun vértice de V*, en-
tonces pasamos al paso siguiente.

Paso 6) Como Domi*(Ty — x) C Domi*(Ty) con x € Hojas(Ty), entonces
consideramos el 2-arbol siguiente:

T3NT2+P,

como se muestra en la Figura 3.41, donde P es una (z, ws)-trayectoria
tal que z € Hojas(T3).

. . * . .
) 2
vy U3
T
. ) . . ) .
. ) . . . .
— o . . . .
. . . . . .
. . . . . .
2
(105} F
. . * . z °

Figura 3.41: T5 ~ Ty, + P.

Paso 2) Como T3 es un 2-arbol que 2-domina a G; el proceso termina.

Entonces T3 es el 2-arbol que 2-domina a GG, por lo que se garantiza que el
servicio de distribuciéon de agua potable mantiene la presiéon minima para
todos los usuarios, pues en cada vertice del ramal se coloca una bomba
de agua.
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Solucioén 2.- Veamos la solucion para m = 2, n = 2y k = 3. Como vimos an-
teriormente se tiene lo siguiente para la condiciéon del Teorema 3.2.1:
?2H(G) < (3= 1)2 + 1, por lo que a(G) = 3 < 5. Por lo tanto,
G tiene un 3-arbol 2-dominante, el cual lo encontraremos mediante el
algoritmo.

Paso 1) Tomamos a 7" un arbol de orden 2 en G como se muestra en la
Figura 3.42.

Figura 3.42: T" de orden 2.

Paso 2) Como T no 2-domina a G, entonces existe un vértice w en
V(G) — Domi*(T) y consideremos a V* = {vj, v} tal que
V* C V(G) como se muestra en la Figura 3.43.

w
. . . . . .

Figura 3.43: T
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Paso 3) Como  dr(vy) =dr(va) =1, entonces tomemos a Q2 la
(ve, w)-trayectoria y consideremos a 17 ~ T + ()3 como se muestra
en la Figura 3.44, el cual es un 2-arbol pues se tiene que Ag(T3) = 2.

L] L] L] Ll L] Ll
. 0 . . . .
L] L] L] Ll L] Ll
(0 v

——¢ . . . .

41
. 4 . . ) .
@2

. 4 . . . .
w

-~ ¢ . . ) .

Figura 3.44: T} ~ T + Q.

Paso 2) Como 77 no 2-domina a (G, entonces existe un vértice w; en
V(G) — Domi*(Ty) y consideremos a Vi* = {vi,vi} tal que
V" C V(T1) como se muestra en la Figura 3.45.

. . . 3 . 3
[} ° [} 3 [} 3
wy
. . . 3 . 3
*——9 !
v} . 3 . 3
T
. 4 . 3 . 3
. 4 ] 3 . 3
1
Ui
-— ¢ . 3 . °

Figura 3.45: Tj.
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Paso 3) Como dr, (v]) = o7, (v4) = 2 < 3, entonces tomemos a Q la (v3, w)-
trayectoria y consideremos a Ty ~ T} + Q3 como se muestra en la
Figura 3.46, el cual es un 3-arbol pues se tiene que Ag(7T3) = 3.

. . . . ° .
. o . ° .
w
Q2
. '3 . . . .
—¢ !
vl . . ° .
1y
. '3 . . . .
. . . . .
ih
-— ¢ . . 3 .

Figura 3.46: To ~ T + Q5.

Paso 2) Como T» no 2-domina a (G, entonces existe un vértice wy en
V(G) — Domi*(Ty) y consideremos a Vy = {v? v3} tal que
Vy: C V(T,) como se muestra en la Figura 3.47.

L] L] Ll L] L] L]
. ——o . . .
. . . . . .
o , ° . . .
v
T
L] L] Ll L] L] L]
wy
. v2 . . . .
-— o . . . .

Figura 3.47: T5.
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Paso 3) Como d7,(v?) = 3y 0p,(v3) = 2 < 3, entonces tomemos a Q- la
(v3, wy)-trayectoria y consideremos a Ty ~ Ty + @, como se muestra
en la Figura 3.48, el cual es un 3-drbol pues se tiene que Ag(7Ts) = 3.

. . . . . .
. *——o . . .
. . . . . .
——9,2 . . . .
1
T;

. . . . . .
Q2 ws

9

. v2
-— o . . . .

Figura 3.48: T3 ~ T2 + QQ.

Paso 2) Como T3 no 2-domina a (G, entonces existe un vértice ws en
V(G) — Domi*(T3) y consideremos a V3 = {v? v3} tal que
Vyf € V(T3) como se muestra en la Figura 3.49. Ademds tenemos
un vértice y, en Yp,jqas que cumple de(y,, w) < 2.

. . . . . .
. *——o . . .
T Yz ws
. . . . 3 .
3
Ui
s, J . . ° .
T
. * ) . 3 .
° . .
3
Uy
—¢ . . . .

Figura 3.49: Ts.
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Paso 3) Como dr,(v3) = 3y d7,(v3) = 3, entonces pasamos al paso siguiente.
Paso 4) Como v3vs ¢ A(T3), entonces pasamos al paso siguiente.

Paso 5) Como zv} ¢ A(Ts) parai € {1,2} y alguna x € Hojas(T3), entonces
pasamos al paso siguiente.

Paso 6) Como Domi?(Ty — {z}) C Domi*(T3) con x € Hojas(T3), entonces
existe un vértice y, en Yp,jqs que cumple dg(y,, w) < 2, por lo que
por el paso 6 del algoritmo tomamos a P la (z,y,)-trayectoria y
consideremos a:

T4NT3+P

como se muestra en la Figura 3.50, el cual es un 3-arbol pues se
tiene que Ag(7y) = 3.

L * L ] L] [ ] L ]
L ] L » L L ]
r Y
L [ ] [ ] L] [ ] L]
B
1
*r-— L ] L ] L L ]
T,
L ] L ] L] L] L] L]
° . ° o °
o
—o N . . .

Figura 3.50: T} ~T5 + P.

Paso 2) Como T, 2-domina a G; el proceso termina.

Entonces T es un 3-arbol que 2-domina a G, garantizando que de este
modo la presién minima se mantenga en todos los vértices de G, pues se
coloca una bomba de agua en cada vértice del ramal.



132 CAPITULO 3. K-ARBOLES M-DOMINANTES EN GRAFICAS

Solucioén 3.- Veamos la solucion para m = 2, n = 2y k = 4. Como vimos an-
teriormente se tiene lo siguiente para la condiciéon del Teorema 3.2.1
?2H(G) < (4—1)2+1, a% = 3 < 7. Por lo tanto, G tiene un 4-arbol
2-dominante, el cual lo encontraremos mediante el algoritmo.

Paso 1) Tomamos a 7" un arbol de orden 2 en G como se muestra en la

Figura 3.51.

Figura 3.51: T" de orden 2.

Paso 2) Como T no 2-domina a G, entonces existe un vértice w en
V(G) — Domi*(T) y consideremos a V* = {v;,v} tal que
V* C V(T) como se muestra en la Figura 3.52.

. . . . . ]
. . . . . .
. . . ] . .
T

—o . . . .
vy vy

. . . . . ]
] . . ] . .

Figura 3.52: T
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Paso 3) Como dr(vy) = d7(v2) = 1, entonces tomamos a Q2 la (vy, w)-trayectoria
y consideramos a 77 ~ T+ ()5 un arbol como se muestra en la Figura

. . . . .
w
L] L] L] L] L]
Q2
. . . . .
Ti

. . . .
T 1 i"l
[ ] L ] L ] [ ] L ] L ]
[ ] L ] L ] [ ] L ] L ]
. . . . . .

Figura 3.53: T1 ~ T + Qs.

Paso 2) Como 77 no 2-domina a (G, entonces existe un vértice w; en
V(G) — Domi*(Ty) y consideremos a Vi = {v},vi} tal que
V¥ € V(T1) como en la Figura 3.54.

[ ] [ ] L ] L ]
. . . . .
Q2
. . . . .
Ty
L] [ ] L ] L ]
1 ol
11 J‘Z
. . . . . .
. . . . . .
[ ] L ] L ] [ ] L ] L ]

w1

Figura 3.54: T.
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Paso 3) Como dr(vi) =1y dr(vd) = 2, entonces tomamos a @y la (vi, w,)-
trayectoria y consideramos a Ty ~ T} + () un arbol como se muestra
en la Figura 3.55.

L] L] L] L]
. . . . .
T,
L] L] L] L] L]
1
vy
L] L] L] L]
v}
. . . . .
@2
L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L]

w1

Figura 3.55: To ~ T + )s.

Paso 2) Como Ty no 2-domina a G, entonces existe un vértice wy en
V(G) — Domi*(Ty) y consideremos a Vy = {v? v3} tal que
VyF € V(Ty) como se muestra en la Figura 3.56.

. . . o .
L] () L] o .
T
] . ] ] [
. . o .
2 2 w
v} U3 2
. . . o .
. . . ] .
. . . o .

Figura 3.56: T5.
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Paso 3) Como dr,(v?) = 1y dr,(v3) = 3, entonces tomamos Qs la (v3, ws)-
trayectoria y consideramos a T3 ~ T5+ ()5 un arbol como se muestra
en la Figura 3.57.

L] L] L] L]
. . . . .
L] L] L] L] L ]
T
L]
2 w

v? v Q. 2
. . . . .
L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L]

Figura 3.57: T3 ~ Ty + )s.

Paso 2) Como T3 no 2-domina a G, entonces existe un vértice ws en
V(G) — Domi*(T3) y consideremos a V3 = {v? v3} tal que
VyF € V(T3) como se muestra en la Figura 3.58.

. . . ) .
ws
. . . . .
L] * L] L] *
3
T; vy
. . ° °
3
Ui
. . . . .
L] * L] L] *
. . . ) .

Figura 3.58: Tj.
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Paso 3) Como dr,(v3) = 4 ya no podemos agregarle una arista adicional
sin exceder el grado maximo deseado para el drbol y por otro lado
tenemos que dr, (v?) = 2, entonces tomamos a Ty ~ T3+ @Q; un drbol
como se muestra en la Figura 3.59.

L] L] *r—0
ws
. . . .
@
. ) .
T, 3
4 Uy
L]
3
vy
. . . ) .
L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L]

Figura 3.59: Ty ~ T3 + ).

Paso 2) Como T, no 2-domina a (G, entonces existe un vértice w, en
V(G) — Domi*(Ty) y consideremos a V; = {vf,vj} tal que
Vo C V(T,) como se muestra en la Figura 3.60.

. N . -
. . . .
L] L] L]

4

T vy
o o .

vl

. . . . .
L] L] L] L] L]
. . . oy, ®

Figura 3.60: T}.
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Paso 3) Como 67, (v3) = 4, no es posible agregar una trayectoria que incida

en vy sin exceder el grado méximo deseado, por otro lado dr, (v]) = 3,

entonces tomamos a T5 ~ Ty + ()1 un arbol como se muestra en la

Figura 3.61.
. [ . o
L L L] L] L
L ] L L] L
Iy vy
) ] .
il
L L] L] .
(o
L ] L] L L] L
wy

L ] L L] L

Figura 3.61: T5 ~ T, + Q1.

Paso 2) Como T5 2-domina a G} el proceso termina.

Entonces T es un 4-arbol que 2-domina a G, con lo que se garantiza que
la presion minima se mantenga en todos los vértices de la grafica G, pues
se coloca una bomba de agua en cada vértice del ramal.

De las soluciones 1, 2 y 3 obtuvimos arboles que 2-dominan a G, por lo que
se distribuye el agua con la presion minima deseada en todos los puntos de
nuestra grafica G. Observemos que en la primera soluciéon el 2-arbol encon-
trado tiene 18 vértices de GG, en la segunda el 3-arbol tiene 15 y por tltimo el
4-arbol tiene 21, por lo que el 3-arbol es la solucion que se recomienda por
ser la que tiene menos vértices de (G. Sabiendo esto colocaremos una bom-
ba en cada vértice del ramal de alta presiéon para garantizar la distribucién
minima en toda la red.



Conclusiones

A lo largo de esta tesis estudiamos a los k-arboles como subgréficas de graficas n-
conexas con ciertas condiciones de independencia. Primero observamos que para encon-
trar un 2-arbol generador en una gréafica n-conexa esta debia cumplir que a(G) < n+1.

Seguido de esto, examinamos en el capitulo 2, que para tener un
k-drbol  generador de una grafica n-conexa, esta debe cumplir que;
a(G) <1+n(k—1).

Posteriormente a lo largo del capitulo 3, notamos que para encontrar un k-arbol
m-dominante en una grafica n-conexa; esta satisface que; a?™+)(G) < (k — 1)n + 1.

Finalmente, de la prueba del capitulo 3 se construyo un algoritmo para encontrar un
k-arbol m-dominante en una gréafica n conexa con o™+ (G) < (k—1)n+1; queda por
analizar si este algoritmo es eficiente. Luego, dimos una posible solucion al problema de
distribucién de agua en una red pequena, queda por resolver; si el k-arbol m-dominante
encontrado es una solucion éptima.

Algunos puntos por estudiar a futuro son:
s ;Cémo podemos encontrar un k-arbol m-dominante de cardinalidad minima?

» ;Cuéntos k-arboles m-dominantes distintos hay en GG una grafica n-conexa con
a2 )(G) < (k — 1)n + 1 para una misma k?
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