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Tensor rapidez de deformacion [1/s]

Campo eléctrico generado por los electrodos [N]
Fuerza Eléctrica [N]

Aceleracion de la gravedad [m/s?]

Densidad de flujo de materia [kg/m?s]

Velocidad [m/s]

Tensor gradiente de velocidad [1/s]

Transpuesta del tensor gradiente de velocidad [1/s]
Tensor de esfuerzos [Pa]

Concentracion en el sistema [kg/m?3]
Coeficiente difusivo [m?/s]

Carga elemental

Flujo volumétrico [m?/s]

Gradiente de presion en la direccion x [Pa/m]
Gradiente de presién modificado en la direccion x [Pa/m]
Mddulo elastico [Pa]

Distancia de separacion de la rendija [m]
Longitud axial caracteristica del sistema [m]
Tiempo [s]

Primera diferencia de esfuerzos normales [Pa]
Componente x del vector de velocidad [m/s]
Anchura de la rendija [m]

Densidad del liquido [kg/m?]

Densidad volumétrica de carga [C/m?3]

Permitividad en el vacio [C?/Nm?]

Constante de Boltzman [JJ/K

Tiempo de relajacion de Maxwell [s]

Tiempo de relajacion asociado a la transferencia de
masa [s]

Tiempo de proceso asociado a la transferencia de masa
por efecto de los cambios espaciales del tensor de
esfuerzos [s].

Potencial en la pared [V/c]

Rapidez de deformacién [1/s]

Viscosidad a corte bajo [Pas]
Viscosidad newtoniana [Pas]



FLUJO ELECTRO-OSMOTICO DE UN FLUIDO

GOxy
O'xx
Gyy
Ozz

VISCOELASTICO

Componente xy del tensor de esfuerzos [Pa]
Componente xx del tensor de esfuerzos [Pa]
Componente yy del tensor de esfuerzos [Pa]
Componente zz del tensor de esfuerzos [Pa]
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Relacion entre los mecanismos eléctricos y térmicos
Relacion entre los mecanismos viscoelasticos

Relacién entre los mecanismos de transferencia de masa
asociados a la difusion, con respecto a los procesos
difusivos por relajacion.

Relacion entre los mecanismos difusivos y de relajacion
en el sistema.

Producto vectorial [1]

Determinante [1]
Diferente de cero [1]

Producto punto y doble producto punto [1]
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Operador gradiente [1/m]
Operador laplaciano [1/m, 1/m?]
Derivada material [1/s]

Derivada convectiva superior del tensor de esfuerzos
[Pa/s]
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Resumen

En este trabajo se estudia el flujo combinado gradiente de presion constante
y electro-osmotico en un sistema de placas paralelas separadas a una distancia
2H. El eje de coordenadas se coloca en el centro del sistema, de tal manera que
este, equidista en H y -H unidades lineales. Los mecanismos gravitacionales son
despreciables, y el fluido es cortado irreversiblemente debido a la acciébn combinada
de los mecanismos antes mencionados.

Para caracterizar la reologia y la transferencia de momento en el sistema, se
utiliza un modelo el cual, es una extension de la ecuacion codeformacional de
Maxwell. Suponiendo que los procesos de relajacion del flux de masa son
despreciables y que la concentracion en el sistema es constante, se obtiene una
ecuacion convectiva superior-difusiva de Maxwell.

Asumiendo proceso isotérmico (Temperatura constante), estacionario
(Ninguna propiedad o caracteristica intrinseca del sistema depende del tiempo), los
efectos rotacionales son despreciables, flujo unidireccional y coordenadas
rectangulares. Los mecanismos inerciales son despreciables y que el operador
advectivo de la ecuacion de momento se anula por ser flujo cortante, se obtiene un
balance entre la divergencia del tensor de esfuerzos, gradiente de presion y fuerzas
electro-osmoticas. La distribucion de cargas se obtiene, suponiendo un potencial
simétrico en las placas cargadas debido a los procesos de fisi-adsorcion,
discontinuidad y porosidad del material.

El efecto de las cargas en la superficie del material induce una primera y
segunda capa eléctrica. Se supone, que la pelicula que forman estas, es de un
espesor pequefio del orden de la aproximacion de Debye-Huckell. Se tiene un
electrolito simétrico, i.e., el nUmero de cargas positivas y negativas son las mismas,
por lo que el sistema se encuentra eléctricamente neutro. A partir de las ecuaciones
de Nernst-Planck y suponiendo que los efectos eléctricos son pequefios en
comparacion con los térmicos, se obtiene una expresion analitica para la
distribucion de cargas.

Una vez que se sustituye la distribucion de cargas en la ecuacion de
momento, se obtienen expresiones analiticas para la distribucion de cargas, perfil
de velocidades, flujo volumétrico, primera y segunda diferencia de esfuerzos
normales respectivamente.

Para simplificar el analisis de los diferentes mecanismos, se introduce un
conjunto de variables adimensionales con el fin de obtener 4 grupos
adimensionales que describen la fisica del sistema asociada a los procesos
viscoelasticos, eléctricos, térmicos y difusivos en el sistema. Los resultados
muestran que los efectos eléctricos, térmicos difusivos modifican el perfil de
velocidades, volumétrico y los mecanismos viscoelasticos solamente a la primera
diferencia de esfuerzos normales a través de los esfuerzos normales.La extension
natural de este trabajo es un fluido viscoelastico no lineal en el régimen de altas
deformaciones.

Palabras claves:
Fluido electro-osmoético, doble capa eléctrica, ecuacién constitutiva, difusion
inducida por corte, electrélito, ecuaciones de Nernst-Planck.
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1. Introduccién
1.1 Definicién de flujo electro-osmoético

El flujo electro-osmético es el movimiento de un fluido con un electrolito (un
fluido que contiene iones disueltos) a través de un micro canal o un capilar muy
delgado, por el cual, es aplicado un campo eléctrico (Reuss 1809; Arulanandam y
Li 2000; Bruus 2008; Das y Chakraborty 2006; Afonso et al. 2009, 2011, 2012, 2013;
Arulanandam y Li 2000; Chopin 2012). Al aplicar el campo eléctrico, el exceso de
cationes del bulto (capa mévil), establece un flujo neto de migracion del polo positivo
(anodo) hacia el polo negativo (catodo), generando el flujo electro-osmaético que
refiere a la migracion de un liquido (solucién amortiguada, i.e. con ph constante)
respecto de una superficie cargada (pared capilar) al aplicar un campo eléctrico
(Chopin 2012).

Este tipo de sistemas, es complicado en su descripcion matematica y fisica,
debido a que existen varios fendbmenos presentes, (i) la interaccion de la geometria
con el fluido (Bruus 2008), (ii) La distribuciéon de cargas en el bulto y la interaccion
con el campo eléctrico (Bruus 2008) y (iii) la transferencia de momento y mecéanica
de fluidos, del fluido en contacto con el electrélito (Afonso et al. 2009, 2011-2013;
Ferras et al. 2014, 2016, 2018; Levine et al.1975; Berli y Olivares 2018).

1.1.1 En la interfase sélido-fluido

a) Se presenta una discontinuidad en los dipolos internos del material, por
lo que, en la frontera entre la placa superior y el fluido, se induce una
carga positiva 0 negativa respectivamente (Bruus 2008; Chopin 2012 )

b) Cuando las cargas en las placas son iguales se genera un potencial
simétrico y de otra manera, una positiva y negativa se genera un
potencial asimétrico (Burgeen y Nakache 1964; Afonso et al. 2009,
2011-2013)

1.1.2 Distribucién de cargas y campo eléctrico

a) Elfluido entre las dos placas (bulto) se encuentra eléctricamente neutro,
es decir, existe la misma distribucion de cargas positivas y negativas
(Dutta y Beskok 2001)

14
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1.1.3 Fluido (Bulto)

a) Las propiedades del fluido son caracterizadas por la ecuacion
constitutiva con la que describa la dinamica lineal y no lineal en el
sistema (Alves et al. 2001; Cruz y Pinho 2004, Cruz et al. 2005 )

b) Las primeras aproximaciones que se propusieron fueron de liquidos
newtonianos (Alves et al. 2009), no newtonianos: (i) inelasticos vy (ii)
viscoelasticos: (a) lineales y (b) no lineales (Bird et al. 1977; Alves
et al. 2009, 2011-2013)

c) Estos sistemas presentan comportamientos reoldgicos en estado

estacionario en funcién de las propiedades materiales. El objetivo de

las investigaciones es entender la interaccion fluido-distribucion de

cargas en flujo inducidos por: (i) Gradiente de presion, (ii) flujo electro-

osmotico y (iii) una combinacion de todos estos (Afonso et al. 2009,

2011-2013; Ferras et al. 2014, 2016, 2018; Dhinakaran et al. 2010).

1.2 Aplicaciones del flujo electro-osmético

El efecto del campo eléctrico en fluido newtoniano y no newtoniano con una
distribucion de cargas (electrdlito) ha sido empleado en diferentes areas de la
ciencia y aplicaciones bioldgicos (Chakraborty 2007; Bruus 2008; Herrera-Valencia
et al. 2017; Moyers-Gonzalez et al. 2008).

Una de las aplicaciones mas importantes de este sistema, es la electroforesis
capilar, la cual es una técnica analitica utilizada en: (i) biotecnologia, (ii) farmacia,
(i) medicina (dialisis) y (iv) bioquimica para la separacion de macromoléculas y
purificacion y en dispositivos de micro-fluidos (Chakraborty 2005; Bruus 2008;
Chopin 2012; Jendrejack et al. 2003; Kostal et al. 2008; Stone et al. 2004).

Los bio-fluidos son sistemas que presentan cadenas muy largas y que por
forma natural y peso molecular presentan caracteristicas de fluidos no Newtonianos
(Chakraborty 2007; Bruus 2008; Jendrejack et al. 2003). Dichos fluidos son
encontrados en dispositivos y micro-dispositivos que son utilizados para analisis
quimicos y biolégicos (Jendrejack et al. 2003; Chakkraborty 2005; Sourav y
Sirshendu 2013).
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1.3 Reologia y flujo

El analisis tedrico del flujo electro-osmético en fluidos newtonianos y no
newtonianos en micro canales (Afonso et al. 2009, 2011-2013; Arulanandam vy Li
2000; Berli y Olivares 2008) y capilares muy delgados (Burgreen 1964; Bruus 2008;
Ferras et al. 2014) ha sido objeto de estudio por diferentes grupos de investigacion
a nivel mundial (Afonso et al. 2009, 2011-2013; Bruss 2008; Jendrejack et al. 2003).

El flujo electro-osmotico ha sido modelado sin incluir el gradiente de presion
(Afonso et al. 2012) y con lainclusién del gradiente de presion (Dutta y Beskov 2001;
Afonso et al. 2009). En general, la descripcion matematica de este fenbmeno, se ha
centrado en ecuaciones de conservacion (ecuacion de continuidad y carga),
transporte (momento) y reoldgica (Berli y Olivares 2008; Bruss 2008; Dhinakaran et
al. 2010; Afonso et al. 2009, 2011-2013).

En la mayoria de los trabajos se ha supuesto que el liquido de estudio combinado
con el electrolito es un liquido incompresible, i.e. la densidad es constante. El
proceso es isotérmico, la naturaleza reoldgica del fluido puede ser (i) Newtoniano
(Afonso et al. 2009), (ii) No-Newtoniano inelastico (Berli y Olivares 2008), (iii)
Viscoelastico lineal (Dutta y Beskok 2001), (iv) Viscoelastico no-lineal (Afonso et al.
2009; Afonso et al. 2011-2013; Dhinakaran et al. 2010).

La interaccion del fluido con el electrdlito, induce en las paredes del sistema
(rectangular o cilindrico), una carga en las paredes por efecto de los procesos
interfaciales, la porosidad el material y los procesos de fisi-adsorcion (Afonso et al.
2009, 2011-2013, Bruss 2008; Chopin 2012; Ferras et al. 2016, 2018).

En la mayoria de los trabajos de flujo electro-osmoético y combinado
(gradiente de presion y flujo electro-osmético), se busca modelar matematicamente:
(i) El esfuerzo cortante, (ii) Esfuerzos normales, (iii) Velocidad axial, (iv) Flujo
volumétrico en funcion de las propiedades materiales del sistema: (i) eléctricas, (ii)
geométricas y (iii) materiales asociadas al flujo (Afonso et al. 2009; 2011-2013;
Bruss 2008; Chopin 2012; Ferras et al. 2016, 2018).

La suposicién basica en la mayoria de los trabajos, parten de linealizar la

ecuacién de Boltzmann, con el fin de obtener una expresion analitica para la

16



FLUJO ELECTRO-OSMC:)TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

distribucion de cargas en el medio (Ver apéndice A al final del capitulo, Afonso et
al. 2009; 2011-2013; Chopin 2012; Ferras et al. 2016, 2018).

Fisicamente, esta simplificacion matemética implica que los mecanismos

eléctricos son pequefios comparados con los térmicos, se obtiene una distribucion
de cargas en funcién de los parametros eléctricos y propiedades del medio, la cual
es conocida como aproximacion de “Debye-Huckel” (Afonso et al. 2009; 2011-2013;
Bruss 2008; Chopin 2012; Ferras et al. 2016, 2018).

Desde el punto de vista de la mecanica de fluidos, se ha centrado en resolver
el flujo electro-osmotico en micro-canales rectangulares, empleando las ecuaciones
de Navier-Stokes y Poisson-Boltzmann (Arulanandam y Li et al. 2000).

La ventaja del modelo de Newton es su sencillez matematica (Bird et al.
1977), es el de obtener expresiones analiticas para: (i) el esfuerzo cortante, (i) perfil
de velocidades Yy (iii) flujo volumétrico que pueden servir como punto de partida y
como casos limites en fluidos caracterizados con ecuaciones reolégicas mas
complejas (Alves et al. 2001, Bird et al. 1977; Cruz y Pinho 2004; Cruz et al. 2005).
En el caso de fluidos viscoelasticos, se ha incorporado los efectos del solvente,
adelgazamiento al corte y obtener informacion de la elasticidad del material a través
de la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales (Alves et al. 2001, Bird et
al. 1977; Cruz y Pinho 2004; Cruz et al. 2005).

Suponiendo como primera aproximacion en el sistema, que se cumple la
condicién de adherencia en las paredes del sistema cartesiano (rendija 0 micro
canal), se han obtenido expresiones analiticas para describir el perfil de velocidades
y el flujo volumétrico en el sistema, para flujo combinado (gradiente de presion y
flujo electro-osmatico), y electro-osmético puro en coordenadas cartesianas (Afonso
et al. 2009; 2011-2013; Arulanadam y Lie et al. 2001; Bruss 2008; Chopin 2012;
Ferras et al. 2016, 2018; Wang et al. 2007; Yang et al. 1997).

Otros estudios se han centrado en describir el flujo electro-osmaético en
coordenadas cilindricas (Ferras et al. 2014, 2016) y en geometrias cuadradas (Dutta
y Beskok 2001), bajo diferentes tipos de potenciales en la interfase entre el solido
(micro-canal) y el bulto (liquido i6nico) (Afonso et al. 2011). La contribucion del

solvente y de las propiedades viscoelasticas del bulto en el flujo electro-osmético
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puro (Ferras et al.2018), también ha sido estudiado mediante una ecuacion

constitutiva viscoelastica no lineal (Cruz et al. 2005, Dhinakaran et al. 2010; Ferras
et al. 2016, 2018). Bajo estas suposiciones de tipo geométrico, flujos, propiedades
reoldgicas del fluido y flujos eléctricos, se han obtenido soluciones analiticas,
asintoticas y numéricas en la descripcion de estos tipos de sistemas fisicos (Afonso
et al. 2009, 2011, 2012, 2013; Arulanandam y Li 2009; Berli y Olivares 2008; Bruus
2008; Burgreen y Nakache 1964; Ferras et al. 2016, 2018; Levine et al. 1975; Park
y Lee 2008; Pimenta y Alves 2018; Rice y Whitehead 1965; Sousa et al. 2011).
Mecanismos acoplados de transferencia de momento, energia y masa en el
flujo electro-osmatico, suponiendo que la ecuacién de Poisson-Boltzmann ha sido
linealizada (Das y Chakraborty 2006; Mala et al. 1997; Sourav y Sirshendu 2013).

Las conclusiones mas importantes concernientes a fluidos viscoelasticos son

las siguientes:

a) Los perfiles de velocidades muestran un frente homogéneo de
velocidades debido al incremento de los mecanismos eléctricos (Afonso
et al. 2009, 2011-2013)

b) Fisicamente, el frente homogéneo se genera por un efecto de
alineamiento de las particulas cargadas en el bulto. La zona de la meseta
del perfil de velocidades puede aumentar o disminuir dependiendo de las
propiedades materiales del sistema (Afonso et al. 2009, 2011-2013)

c) Dependiendo de la ecuacion constitutiva con la que se caracterice el
fluido, el flujo volumétrico total puede ser la suma del flujo volumétrico de
Poiseuille, la contribucion del flujo electro-osmoético y la del flujo
volumétrico asociado al solvente (Afonso et al. 2011-2013)

d) El signo del gradiente de presion que se emplee puede contribuir al flujo
electro-osmotico o puede desfavorecerlo debido a la competencia entre
los mecanismos. Esta, se hace mas evidente en las paredes del sistema
del flujo en donde se llevan a cabo los procesos viscoso-elasticos y de la
primera y segunda capa eléctrica (Ferras et al. 2014, 2016, 2018)

A pesar de todos los esfuerzos que se han realizado en la descripcion del

flujo electro-osmatico, pocos trabajos han incluido el efecto de la difusién por efecto
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de la transferencia de momento. Precisamente, esta investigacion se centra en la

descripcion de este tipo de fenGmenos y por lo tanto es una primera aproximacion
para modelos constitutivos en el régimen lineal y extendidos al no lineal. Las
preguntas que se hacen en este contexto, son formuladas a continuacion:
a) ¢Como se genera la distribucién de cargas en el sistema geométrico, y de
que depende?
b) ¢Como es el perfil de velocidades para fluidos newtonianos y viscoelésticos
lineales? ¢ Cual es el efecto del campo eléctrico y gradiente de presion en el
flujo?
c) ¢Qué efecto tiene el incorporar un término difusivo inducido por corte, en la
ecuacion constitutiva reolégica?, ¢ de qué depende?
d) ¢Qué grupos adimensionales dominan los principales mecanismos
involucrados en el sistema, y como se modifican a través de las propiedades
materiales?
Para contestar estas preguntas, se platean los siguientes objetivos.
1.4 Objetivos de la tesis

El objetivo general y los objetivos particulares de la presente investigacion
son mencionados a continuacion:
General: Estudiar el flujo en una rendija debido al flujo combinado gradiente de
presion y electro-osmotico de un liquido incompresible viscoelastico en estado
estacionario.
Particular-1: Calcular las funciones materiales y dinamicas del sistema como son:
funcién viscosidad, primera y segunda diferencia de esfuerzos normales, perfil de
velocidades, velocidad promedio y flujo volumétrico.

Particular_2: Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de

obtener los grupos adimensionales que permitan describir el sistema fisico.
Particular 3: Aplicar los modelos matematicos y algoritmos deducidos en un fluido

complejo y describir su comportamiento complejo.
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1.5 Hipétesis de la tesis:
Si_los parametros materiales del sistema de estudio afectan el flujo
combinado electro-osmdético/gradiente de presion, entonces este, podra ser

cuantificados a través de los grupos adimensionales caracteristicos en el sistema.

1.5 Distribucién del material de este proyecto de tesis de licenciatura

El material de este proyecto de investigacion se ha dividido de la siguiente
manera: En el capitulo 1 se define el flujo electro-osmatico, aplicaciones e
investigaciones previas de este sistema fisico. En el capitulo 2, se discuten los
conceptos basicos de la electrodinamica basica que rige el sistema y se deduce las
expresiones basicas del flujo electro osmaético para un fluido newtoniano. En el
capitulo 3, se plantea el sistema fisico de esta tesis de licenciatura, ecuaciones de
transporte y reoldgica convectiva-difusiva superior de Maxwell que describen la
transferencia de momento y reologia en el sistema. En el capitulo 4, se desarrollan
los resultados tedricos del perfil de velocidades, flujo volumétrico y primera
diferencia de esfuerzos normales con el modelo convectivo superior y convectivo
superior de Maxwell. En el capitulo 5, se presentan las simulaciones respectivas
junto con el analisis de las ecuaciones a través de los grupos adimensionales y
estos son alimentados con datos reométricos provenientes de la literatura y sus
respectivas simulaciones. En el capitulo 6, se dan las soluciones finales,
conclusiones y trabajo futuro de este proyecto de licenciatura. Finalmente, en los
apéndices A-F se presentan el tratamiento matematico a detalle de los resultados

tedricos empleados en este trabajo.
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En este capitulo se discutiran los fundamentos de los fenomenos

superficiales que se presentan en la interaccion entre dos fases, una liquida que
contiene un electrdlito y otra solida (metal).
2.1 Fenémenos superficiales e interfaciales presentes en el flujo osmético

La interaccién de un fluido que contiene un electrolito(sal) produce que las placas
gue lo contienen queden cargadas en la pared, debido a los procesos superficiales,
y discontinuos debido a la naturaleza del material, porosidad, etc (Bruus 2008).
Estas cargas fijas sobre el sustrato atraen las cargas libres en la solucion de signo
contrario debido a mecanismos eléctricos o de Coulomb y repelen aquellas del
mismo signo (las cargas libres en la solucion, son productos de disociacion iénica
de la molécula del agua por si misma, asi como iones de sal contenidos a un en
agua pura) (Chopin 2012) .Lo anterior resulta en la formacion de una region cargada
delgada en el soluto que se encuentra en contacto en la superficie, la cual se conoce

como capa de Debye o doble capa eléctrica (Afonso et al. 2009; 2011-2013).
¥ : Potencial

b 4 €0: Superficie metalica
@ ; £1: Primera capa eléctrica: Stern
© @ @ @ &2: Segunda capa eléctrica:
:._g @ @@@ &3: E2+ £2: Longitud de Debye
2 ON
;.E Bulto ® ¥, : Potencial en la pared
(=} 1
3 e ) . ¥ : Potencial de Stern
® ®
0 B L
a ¢ : Posicion

Figure 2.1. Descripcion del potencial zeta en funcién de la distancia de
separacion de la superficie.

En la presencia de un campo eléctrico externo, el fluido en esta capa de Debye
experimenta una fuerza de cuerpo y por lo tanto adquiere momento, el cual se

transmite a capas adyacentes de fluido debido a los mecanismos viscosos (Afonso
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et al. 2009, 2011-2013). Evidentemente el efecto causa un movimiento relativo entre

el soluto y el substrato, esto puede resultar en un flujo del liquido resultante (si la
fase solida es inmovil) o el transporte de particulas si la fase liquida es inmovil, o el
movimiento de ambas fases (Ferras et al. 2014, 2016, 2018). La Fig. 2.1 ilustra este
mecanismo. Un numero de efectos fisicos se encuentran muy relacionados al flujo
electro-osmotico los cuales de manera global se les conoce como fendbmenos
electro-cinéticos. Estos mecanismos son los siguientes:

1. Electro-6smosis es el movimiento de un liquido ionizado relativo a una
superficie cargada y estacionaria mediante la aplicacion de un campo
eléctrico (Afonso et al. 2009; 2011-2013).

2. Electroforesis es el movimiento de una superficie cargada y macromoléculas
relativo a un liquido en reposo mediante la aplicacion de un campo eléctrico
(Chopin et al. 2012).

3. Potencial eléctrico se genera por el movimiento de un fluido ionizado a lo
largo de una superficie cargada y estacionaria (Ferras et al. 2014, 2016,
2018).

Una manera de cuantificar la interaccion entre el campo eléctrico estatico de la
capa doble eléctrica en el limite entre el grano y el fluido (plano de corte), es a través
del potencial zeta, el cual, describe la intensidad del campo eléctrico estatico en el
sistema grano-fluido (Fig. 3) (Bruus 2008; Das y Chakraborty 2006).

El potencial Z es una medida de la magnitud de la repulsion o atraccion entre el
sélido y la primera y segunda capa de Debye respectivamente (Chopin 2012).
2.2 Distribucion de cargas

La distribucién de cargas en el sistema es de suma importancia en la
descripcion del flujo electro-osmético (Afonso et al. 2009, 2011-2013). La primera
aproximacion que se hizo, fue la de suponer que el sistema es saturado, i.e. la
distribucion de cargas es independiente de la posicién (Bruss 2008). La mayoria de
las aplicaciones de interés, no contiene soluciones saturadas, i.e. existe una
distribucion de cargas en donde existe una competencia entre los mecanismos
térmicos y eléctricos (Bruus 2008; Afonso et al. 2009, 2011-2013). Si suponemos

que la distribucion de cargas es de un electrolito asimétrico, la densidad de carga
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toma la forma analitica (Ver Apéndices A y B para la descripcion matematica de la
Ec. 2.1)

, Cosh [ay]

Cosh[aH] 2.1)

_80( ¢H)

La distribucion de cargas depende de a la cual, tiene la siguiente estructura

matematica;
2 1/2 i 3 i
o 2n,(ez) /&, _ Mecanl_s;mos-ellectr_lcos (2.2)
kT Mecanismos-termicos

En donde “e” es la carga del electron, z es la valencia, k es la constante de

Boltzmann, T es la temperatura del sistema, €o es la permitividad en el vacio y ¢,

es el potencial eléctrico en la pared del sistema (Bruus 2008).

2.3. Flujo electro-osmoético de un fluido newtoniano
En esta seccion se estudia el flujo combinado gradiente de presion y electro-

osmoético de un fluido newtoniano en una rendija (Afonso et al. 2009, 2011-2013).

Y 1pared cargada negativamente

® O®Oe ® 0e® ®

+—f—. X =
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-H |eeoc0e 0066 6006 T, |
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Vzp #0 Pared cargada negativamente
Vzo #0

Figura 2.1. llustra el sistema de flujo combinado gradiente de presiony
electro-osmético de un fluido newtoniano. Las paredes se cargan
negativamente por el electrolito y se forman la primera y segunda capa
eléctrica. El fluido es newtoniano y el fluido es incompresible.
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Los resultados presentados se basan en casos limite de investigaciones en

flujos no-newtonianos, electro-osmaticos y flujos combinados, gradiente de presion
y electro-osmoticos (Afonso et al. 2009, 2011-2013; Sousa et al. 2011; Ferras et al.
2016). La descripcion del fluido newtoniano, nos permitira extender este principio al
fluido viscoelastico caracterizado con la ecuacion constitutiva convectiva superior
de Maxwell y convectiva-difusiva superior de Maxwell (Bird et al. 1977, 2012).
2.3.1 Analisis de proceso
El sistema de flujo bésico de estudio se ilustra en la Fig. (2.1).
A. Propiedades geométricas: Micro canal
Se tienen dos placas paralelas separadas a una distancia 2H. El sistema de
coordenadas es cartesiano (X, y), el cual es colocado en el centro del sistema. El
eje coordenado “x” coincide con la direccion de la velocidad, el eje “y” con la
transferencia de momento (Ver por ejemplo las Figs. 1 de Afonso et al. 2009 y Ferras
et al. 2016). Las dos placas del micro-canal de altura 2H, longitud L y anchura W,
conWyL>>2H.
B. Condiciones de proceso
El proceso se lleva a cabo en estado estacionario, i.e. ninguna variable
dindmica del sistema depende del tiempo y por lo tanto, las derivadas parciales
temporales en las ecuaciones de movimiento y constitutiva son cero (Bird et al.
1977; 2012). El proceso es isotérmico, es decir la temperatura es constante y no es
necesario incluir el balance energético (Bird et al. 2012, Cap. 11, Ec. 11.2-2).
C. Propiedades del medio: Fluido
El fluido es incompresible, i.e. la densidad no depende de la posicién y del
tiempo, por lo que es una constante y su derivada material es cero, i.e. Dp/Dt = 0.
El sistema es newtoniano, i.e. no importa como sea deformado, su viscosidad
permanece constante (Bird el al 2012, Ec. 1.2-7). En el bulto (fluido) se encuentra
un electrolito simétrico es decir que existe la misma cantidad de iones positivos y
negativo en el sistema (Afonso et al. 2009; 2011-2013). La direccién de flujo en la
Fig. (2.1) es del catodo al anodo (derecha a izquierda), pero esta se puede cambiar
si se modifica la polaridad de las paredes o de los electrodos que se colocan al inicio
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D. Fendmenos superficiales

Las dos placas del micro-canal, atraen iones con cargas opuestas por mecanismos
eléctricos formando capas de iones con cargas opuestas cerca de las paredes
(Capa eléctrica y doble capa eléctrica) (Bruus 2008). Las cargas cercanas a la
pared, repelen a los iones de similar carga, manteniéndolos en el bulto (Afonso et
al. 2009, Ferras et al. 2016; Burgreen y Nakache 1964). Finalmente, en estas capas,
también se presentan procesos difusivos por transporte molecular (difusion) y
convectivos (velocidades de los iones, Afonso et al. 2009). Globalmente, el sistema
flujo viscoelastico/electrolito y la primera y segunda capa eléctrica permanecen
eléctricamente neutras (Ferras et al. 2009).
2.4 Modelado matematico del flujo electro-osmético en un fluido newtoniano.
Ecuaciéon de continuidad

Para describir el flujo y la reologia del sistema, partimos de las ecuaciones
de continuidad (conservacion de la masa) y transferencia de momento (segunda ley
de newton aplicada a un medio contino). Bajo las consideraciones anteriores, estado
estacionario, fluido es incompresible y flujo unidireccional, i.e., el vector velocidad
solo tiene un componente diferente de cero: V = [VX, 0, 0], la ecuaciéon de
continuidad toma la forma:
dVvx
S

La Ec. (2.3) describe que la componente x del vector de velocidad no depende de

0 (2.3)

e ({3}

X, Si no de las coordenadas “y” y “z” respectivamente. En este punto, utilizamos la
hipétesis que la longitud caracteristica W, es mucho mayor que la longitud
caracteristica 2B, i.e. W >> 2B, el flujo se desarrolla primariamente en la direccion
x (Ver por ejemplo Cap. 2, problema 2B). Por lo tanto, el campo de velocidades en
“x”, depende solamente de la coordenada “y”, i.e. Vx = Vx (y). Notese, que si las
longitudes caracteristicas del sistema, fueran del mismo orden de magnitud, i.e. 2B
= W, se tendria que considerar la dependencia del vector velocidad con los ejes
coordenados (y, z), lo que aumentaria la complejidad de las soluciones matematicas

(Véase Apéndice |; Mufioz-Gardufio 2017).
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A. Vectores y tensores cinematicos y dinamicos

Las condiciones cinematicas del sistema se pueden expresar de la siguiente
manera, asumiendo lo discutido anteriormente. El vector velocidad en este sistema

puede ser descrito de la siguiente forma:
V=(Vx(y), 0 0) (2.4)

El tensor espacial gradiente de velocidad VV se obtiene a partir del vector velocidad
(Ec. 2.2),

w000
VV:%lOO (2-5)
Y10 0 o

El tensor rapidez de deformacion D se construye a partir de la Ec. (2.5) por lo que

matematicamente se expresa en forma matricial:

o OV
dy
1 ry 1] dvx
0 0 0

Fisicamente D describe la rapidez de deformacién con la que es deformado un
elemento de control en el sistema (Bird et al. 1977; 2012). El tensor de esfuerzos o

para el campo el tensor rapidez de deformacién (Ec. 2.6)

GXX O cSXZ
= 0 G,y 0 (2.7)
o 0 o

Fisicamente, el tensor de esfuerzos describe las fuerzas tangenciales y normales
gue actuan en un elemento de control. La ecuacion constitutiva tensorial que
describe al fluido newtoniano, puede expresarse como:

c =2uD (2.8)

En la Ec. (2.8) o y D son los tensores de esfuerzo y rapidez de deformacion los
cuales fueron descritos en las Ecs. (2.6) y (2.7) respectivamente (Bird et al. 1977,

2012). La propiedad material u se conoce como viscosidad y se puede interpretar
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como una medida de la resistencia a fluir de un liquido (Bird et al. 2012). Al sustituir

los tensores de las Ecs. (2.6) y (2.7), en la Ec. (2.8), y posteriormente desacoplando,

se encuentran los elementos de las mismas:

dVx
ny = HW (2.9)
dVx
ny :HW (2.10
o,, =0 (2.11)
0, =0 (2.12)
0, =0 (2.13)

Las Ecs. (2.9) y (2.10) son iguales por lo que, oxy = oyx. LOS elementos cortantes de
la matriz del tensor de esfuerzos (Ec. 2.7) es simétrico. Las componentes normales
(Ecs. 2.9-2.11) son cero, por lo que el fluido es inelastico (Ver Cap. 8, Fig. 8.2-1y
Ecs. 8.2-1 a 8.2-3) (Bird et al. 1977, 2012).
B. Balance de cantidad de movimiento

De las hipoétesis planteadas al inicio de este capitulo, i.e. el sistema se
encuentra en estado estacionario, mecanismos gravitacionales despreciables, el
fluido es deformado por una combinacibn de dos mecanismos asociados al
gradiente de presion y al flujo electro-osmoético. De la ecuaciéon de movimiento
(Cap. 3, Tabla 3.5-1 (B), Bird et al. 2012), se analiza solamente la componente en
x debido a que el flujo se desarrolla en esta direccion por lo que, las componentes

([l “y N

en “X” y “y” no son tomadas en cuenta para su analisis.
do, dp dp d¢
Xy:_+Fe - - I 214
dy dx 7 dx P () dx (2.14)
La Ec. (2.14) representa un balance entre los cambios espaciales de la componente
xy del tensor de esfuerzos, gradiente de presiéon dp/dx y la fuerza eléctrica Fex =
pe(Y)(-d¢/dx). Es importante resaltar, que la distribucion de cargas pe(y) cambia

puntualmente con la coordenada rectangular “y” en donde se transmite el momento
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(Afonso et al. 2009) y y finalmente d¢/dx es el gradiente del potencial eléctrico

aplicado en el sistema por los electrodos, al inicio y al final del micro-canal (Afonso
et al. 2016). La deduccién matematica a detalle de la distribucion de cargas se

puede consultar en el apéndice A al final de este trabajo.

do,, dp .\ , Cosh[ay] dg

dy dx ot Cosh[aH] dx

(2.15)

Y el parametro a. se definio en la Ec. (2.2). Este, relaciona los mecanismos térmicos
y eléctricos en el sistema respectivamente. Separando variables e integrando la Ec.
(2,15) con respecto a la coordenada “y” se obtiene una constante C, la cual debe
ser determinada mediante una condicidén de frontera. En este punto, aplicamos la
condicion de frontera de Afonso et al. (2009) y Ferras et al. (2016), de que el
esfuerzo es cero en el eje coordenado X, i.e., en 'y = 0, la componente oxy = 0
(Afonso et al. 2009). Una vez que se hace el algebra, se obtiene que la constante

de integracion es cero, por lo que, la componente xy del esfuerzo toma la forma:

dp d¢ Senh[ay] 216
=g+ bk il S .
D = ax Y €ofu @ dx Cosh|[oH] ( )

La Ec. (2.16) describe que el esfuerzo cortante se induce en el sistema debido a
dos contribuciones. La primera de ellas es por efecto de un gradiente de presion
constante en la direccion x y varia linealmente con la coordenada y, el segundo se
debe a la distribucion de cargas en el medio inducidas por el campo eléctrico. En la
Ec. (2.16) dp/dx y d¢/dx son las fuerzas motrices que deforman continua e
irreversiblemente al sistema. Un caso limite importante de la Ec. (2.16) es cuando
el pardmetro o es menor, i.e. a<< 1, por lo que, las funciones hiperbdlicas de la Ec.
(2.16) pueden ser desarrolladas hasta primer orden mediante una serie de Taylor,
i.e., Senh[ay]/ Cosh[ay] = ay, por lo que la presion modificada por los efectos

eléctricos de la distribucion de cargas Pe, permite expresar el esfuerzo cortante xy,

d dp
Oy =d—x(soa2¢H¢+p)y= dxe y (2.17)

Cuando los mecanismos eléctricos son despreciables con respecto a los térmicos,

el esfuerzo cortante xy (Ec. 2.16) es una funcién lineal de la coordenada “y”.
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Expresiones similares a la Ec. (2.16), han sido obtenidas en sistemas de flujo que

combinan mecanismos gravitacionales y gradientes de presion (Ver Cap. 2,
Problema 2.B.3, ecuaciones 2B.3-1, 2B.3-2, Bird et al. 2012).

C. Perfil de velocidades y flujo volumétrico

EL perfil de velocidades se obtiene al igualar las Ecs. (2.9) y (2.16)

dvx(y) _ dp dg Senh(ay)

dy  dx’ B Cosh (aH)

(2.18)

Si suponemos gue no existe deslizamiento en la pared, i.e. Vx (y=H) =0, se cumple
la condicion de adherencia en la pared, la Ec. (2.17) puede ser integrada con

respecto a la coordenada y, obteniéndose el perfil newtoniano

) e 0] B

Si los mecanismos eléctricos son despreciables con respecto a los térmicos, i.e.

a<< 1, la Ec. (2.19) se reduce al clasico perfil newtoniano estudiado en placas
paralelas (Ver Cap. 2, problema 2.B.3; Bird et al. 2012).

_HE(_dPe)l, (v 2.20
=523 =
A patrtir del perfil de velocidades (Ec. 2.20) se obtendra el flujo volumétrico en el

sistema, mediante una doble integracion del perfil de velocidades y el area de

seccion transversal:

+

H

Q= j Vx(y) dy dz = Wf: Vx(y)dy (2.21)

o'—.s

Al sustituir el perfil de velocidades en el sistema, se tiene la siguiente expresion para

el flujo
o :gWHS( dpj + 2WH 80(_¢H)(d_¢j|:1_iw:| (2.22)
3 p | dx mn dx oH Cosh (aH)

Esta expresion describe el flujo volumétrico debido a dos contribuciones. La primera
de ellas, relacionada al flujo electro-osmético (Qe) y la segunda al flujo inducido por

un gradiente de presion constante (Qp), i.e. Q = Qe + Qp.

30



FLUJO ELECTRO-OSMC:)TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

Al suponer que el parametro adimensional aH es pequefio, i.e., aH <<1, el flujo

volumétrico se transforma en la de Hagen y Pouseuille con un gradiente de presion

modificado por el campo eléctrico.

2 WH? dPe
i _= 2.23
Q-2¥ ( dxj (2.23)

En donde Pe es la presion modificada definida en la Ec. (2.17).

D. Efectos elasticos:
Primera y segunda diferencia de esfuerzos normales

Finalmente, la contribucion elastica se calcula a través de los esfuerzos
normales N1 y N2 del sistema (Ver Cap 8., Ecs. 8.2-1-3), los cuales se definen en
términos de los esfuerzos normales { oxx, oyy, 62z }. La primera y segunda diferencias

de esfuerzos normales, se definen a continuacion:

N,=c,-0,, =0 (2.24)
Y
N,=c,-0, =0 (2.25)

Para un fluido newtoniano, las dos diferencias de esfuerzos normales son cero, i.e.
el fluido de Newton no captura las componentes elasticas de fluido viscoelastico
(Bird et al. 1977; 2012).

En la siguiente seccion se presenta el sistema fisico de estudio, restricciones

y modelo reolégico.
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3.1Sistema de estudio
A) Flujo combinado gradiente de presiéon-electro-osmético de un
liquido viscoelastico
En esta seccion, se presenta el sistema de flujo, condiciones de proceso y

atributos reoldgicos del fluido. El diagrama que se presenta en la Fig. 3.1 se basa
en los trabajos de Afonso et al. (2009, 2011-2013). Para describir el sistema de
estudio, las siguientes hipotesis relacionadas con la geometria y el fluido fueron
propuestas.

A.1 Geométricas

El sistema de flujo consiste en una rendija de separacion 2H y longitud L y
ancho W con la restriccion de que L, W >> 2H (Afonso et al. 2009).

El sistema de coordenadas se coloca en el centro de la rendija de tal manera
que el origen equidista H unidades a la placa superior y -H unidades a la placa
inferior (Afonso et al. 2011-2013).

El eje principal de coordenadas es el eje x, el cual corresponde a la velocidad
del sistema, el eje y corresponde al del gradiente de velocidad y el eje neutro z al
de la vorticidad (Ferras et al. 2016, 2018).

A.2 Proceso

El sistema se lleva en régimen permanente o estado estacionario, i.e.
ninguna de las variables dinamicas del sistema, dependen del tiempo (Bird et al.
1977)

El proceso se lleva a cabo a temperatura constante (isotérmico) por lo que
no es necesario el balance de transferencia de energia en el sistema (Bird et al
2012).

El fluido se deforma continua e irreversiblemente debido a la accion
combinada de un gradiente de presion y el capo eléctrico aplicado en el eje
coordenado asociado a la velocidad (eje x) (Afonso et al. 2009).

El campo eléctrico se lleva a cabo por una diferencia de potencial del catodo
(placa negativa) al anodo (placa positiva), por longitud como se observa en la Fig.
3.1 (Afonso et al. 2009, Berli y Olivares 2008).

Los mecanismos gravitacionales son tomados en cuenta en el balance de

cantidad de movimiento (Bruus 2008).
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En este trabajo no se modela la migracion de las especies quimicas, del

catodo al anodo en el sistema. Ademas, en este trabajo, no tomamos en cuenta los
procesos de oxidacion y reduccién de las especies quimicas, por lo que no lo
consideramos un sistema electroquimico (Ver Ortega et al 2018 y referencias ahi
citadas)
A.3 Bulto

El fluido de estudio es un liquido viscoelastico e incompresible, es decir tiene
componentes viscosas-elasticas y su densidad es constante (no hay cambios en el
volumen) (Bird et al. 1977, 2012).
A.4 Fenémenos eléctricos y superficiales

En el fluido viscoelastico se encuentra distribuido un electrolito simétrico, es
decir, existe la misma cantidad de cargas positivas y negativas en el sistema (Bruus
2008). Por efecto del electrolito en el liquido viscoelastico, la placa superior e inferior
se encuentra cargada con una carga negativa debido a que en la interface entre la
placa y el liquido existe una discontinuidad y la carga no se anula, por lo que se
forma una capa de electrones como se observa en la Fig.3.1 (Afonso et al. 2009,
2011-2013, Park y Lee 2008). Por otra parte, esta capa de electrones se puede
explicar a las fuerzas de Vander Walls que actian en la superficie. Esta primera
capa se conoce como de Stern ( Bruus 2008, Sousa et al. 2011, Sourav y Sirshendu
2013). A partir de esta capa, se forma una segunda capa de cargas negativas las
cuales se atraen debido a fuerzas de tipo eléctricas (Coulomb), es decir por
atraccion electrostatica (Bruus 2008, Afonso et al. 2009, 2011-2013; Estas dos
capas de electrones forman un espesor conocido como el espesor de Debye Huckell
y que sera punto de partida en la simplificacion de las ecuaciones diferenciales que
describen la fisica y dinAmica del sistema (Afonso et al. 2009, 2011-2013, Chopin
2012). Finalmente, las demas cargas se encuentran dispersas en el medio conocido
como bulto y el sistema se encuentra eléctricamente neutro, es decir, se supone
que se tiene el mismo numero de cargas positivas y negativas en el sistema (Chopin
2012).
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A.5 Transferencia de momento, reologia y masa en el sistema

Mediante un flujo combinado gradiente de presion y un campo eléctrico en la
direccion x, el fluido es deformado continua e irreversiblemente. Suponiendo estado
estacionario (las variables dinamicas no dependen del tiempo) y fluido

incompresible (densidad constante, i.e. no depende de la posicion ni del tiempo),

(a)

L.W>>2H
Flow
b |
(b) E,
Negatively charged wall
® 2 85 065 8 5 5 080 %55 85600 5585855858 858585 5858
o0 -8 9—‘0‘—‘03 o—-0000-pP -0+ 60
Co.6° o o-0-0%eidl ® o o0
@ o i o @ — 4@ Yy @
Viscoelastuc fuid flow 2” e P— e
@ —p) ;
> 5 ® r ® [——1 -
@ ® el [5)
@ ® @ © 1, @
.-‘.-‘.-‘.i....é...'.w'é‘” " . .A...Q.wnw..é.-o--w-g--. b c :
-2 o2 o0-0 00° 0202 ® 02 g—pliD

C 9 0 00 090 0 0 0 9 00 00 9 90 09 09 0 0 399

Negatively charged wall

Figura 3.1. llustra el sistema de estudio. Dos placas paralelas separadas a una
distancia 2 B y Longitud L respectivamente y tiene una particula de polvo en
el fluido. Al cual se le induce un campo eléctrico (Afonso et al. 2009, 2011-
2013).

3.2 Ecuacién generales

A. Ecuaciones de continuidad y transporte
Las ecuaciones basicas en la descripcion del problema son: (i) continuidad,
(i) momento, y (iii) constitutiva. La ecuacion de continuidad bajo las hipotesis de

flujo incompresible toma la forma simplificada de:

35



FLUJO ELECTRO-OSMC:)TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

V.-V=0 (3.1)

En la Ec. (27) V-, es el operador divergencia del calculo vectorial (Marsden y
Tromba 2004). La Ec. (3.1) significa que los cambios espaciales del vector velocidad
son cero, i.e. flujo es solenoidal (Marsden y Tromba 2004). La ecuacién de momento
en estado estacionario, para un fluido incompresible, efectos gravitacionales
despreciables y modificada por los efectos eléctricos, toma la forma:
V-6=Vp—Fe=Vp+p VO (3.2
Enla Ec. (3.2) V es el operador espacial nabla, o es el tensor de esfuerzos y Fe es
la fuerza eléctrica en el sistema (Bird et al. 1977; Afonso et al. 2009). La fuerza
eléctrica en el sistema, se describe como el producto de la densidad de cargas pe,
multiplicada por el negativo del gradiente del potencial eléctrico en el sistema (-V®)
(Bird et al. 1977; Afonso et al. 2009).

B) Ecuacion reolégicas convectiva superior-difusiva de Maxwell

El flujo y la transferencia de masa fue caracterizado por sistema acoplado de
ecuaciones diferenciales que acopla la transferencia de momento y masa por efecto
del corte (Castillo et al. 2014). Los sistemas acoplados momento y masa son
importantes en soluciones liquidas poliméricas compresibles (Ver apéndice A, Ecs.
A.1-A.3; Rasouli and Rey 2013) y han sido utilizados en la descripcién de algunos
sistemas reolégicos mas complejos que describen inestabilidades de flujo y efectos
difusivos por electo del flujo (Castillo et al. 2014; Rasouli and Rey 2013). Es claro
que, estos ultimos temas quedan fuera del enfoque de los alcances de esta tesis de
licenciatura y se podran abordar en temas de posgrado (Ver por ejemplo, Castillo y
Wilson 2018 y referencias ahi citadas). Para describir la reologia y el flujo del
sistema se propone el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas reologia y de

transferencia de masa respectivamente:
\Y
6+ 6 =21,D+DVI =1, (VV+VV" )+ DVJ (3.3)

Enla Ec. (3.3) o es el tensor de esfuerzos viscoelasticos, D es el tensor rapidez de
deformacion en el sistema, el cual es la parte simétrica del tensor gradiente espacial

de velocidades VV. En la Ec. (3.3) J es el vector de flux de masa. La Ec. (3.3)

contiene tres propiedades materiales {ko,no, D} . La primera de estas, es el tiempo
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de relajacién de Maxwell Lo el cual, es una medida de la viscoelasticidad en el

sistema. Si Ao = 0, el fluido es viscoso, mientras que si Ao—, este se comporta
como elastico. El caso viscoelastico se obtiene cuando Ao = 1. La segunda

propiedad material es la viscosidad no la cual, es una medida de la resistencia al

\%
flujo (Bird et al. 1977). La derivada convectiva del tensor de esfuerzos ¢, se puede
expresar como la diferencia de la derivada material de tensor de esfuerzos y los
productos no lineales de los tensores de esfuerzo y gradiente de velocidad.

;ZE—{VVT-6+6-VV}28—6+V~V6—{VVT-G+G-VV} (3.4)
Dt ot

El primer término del miembro derecho de la Ec. (3.10) es la derivada material del

tensor de esfuerzos que describe los cambios temporales y espaciales del tensor
de esfuerzos en direcciobn de la velocidad. Los productos {VVT -c+o-VV} ,

representan los efectos no lineales en el sistema y estan asociados con la
elasticidad (Castillo et al. 2014). Finalmente, D es la difusividad, asociada los
procesos de transferencia de masa por efecto del flujo.

La ecuacion reolégica (Ec. 3.4), esta dinamicamente acoplada con la

siguiente ecuacioén de transferencia de masa Castillo et al. (2014)
v
J+X,J=-DVc+A V.o (3.5)

En la Ec. (3.5) {LJ, A} SON tiempos caracteristicos del material, relacionados a los

procesos de relajacion y por efecto de los cambios espaciales del tensor de

v
esfuerzos, c es la concentracion del sistema (Castillo et al. 2014) y J es la deriva
codeformacional del vector de flux de masa, la cual puede ser escrita como:

3:E—{VVT-J+J-VV}:Q+V-VJ—{VVT-J+J-VV} (3.6)
Dt at

El modelo acoplado de las Ecs. (3.4 y 3.6) es un caso particular de ecuaciones
reologicas que describen la transferencia de masa por efecto del corte (Ver Castillo

et al. 2014, Apéndice B). En estado estacionario, flujo cortante Castillo et al. (2014)

propusieron que el tiempo de relacidon A; es pequefio con respecto a los mecanismos

37



FLUJO ELECTRO-OSMC:)TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

moleculares y por corte, por lo que puede ser despreciable y manteniendo la

concentracion constante, la Ec. (3.5) se reduce a la siguiente expresion analitica:
J=AV-6=2 (Vp-Fe)=1 (Vp+p, VD) (3.7)
La Ec. (3.7) implica que el flux de masa es una consecuencia del producto de un

tiempo caracteristico { As} por la divergencia del tensor de esfuerzos. Substituyendo

la expresion del flux de masa en la ecuacion reolégica:

v
6+X4,6=ny(VV+VV')+ DA V[V-0] (3.8)
Del calculo vectorial se sabe que el gradiente de la divergencia se puede escribir
como la suma del operador de Laplace y del doble rotacional (Marsden y Tromba
2012).
V[V ]=V*+VxVx (3.9)
Al combinar las Ecs. (3.9) y (3.10), sin tomar en cuenta los mecanismos rotacionales
y considerando solamente los efectos difusivos

6+K0{%+V'V6—(VVT -G+G-VV)}:110 (VV+VVT)+2 DV’e (3.10)

La Ec. (3.10) es el modelo que se utilizara en la descripcion reoldgica del flujo
electro-osmotico. Notese que la Ec. (3.10) contiene varios casos particulares: Si (i)
As =0, la Ec. (3.10) se reduce al modelo convectivo superior de Maxwell (Bird et al
1977), Si el tiempo viscoelastico es cero, i.e. Ao = 0, el sistema se reduce al modelo
de Newton, modificado por los mecanismos difusivos. Por altimo, siAo =0y As =0,
la Ec. (3.10) se reduce al modelo newtoniano o = no(VV + VVT), (Bird et al. 1977,
2012).

Finalmente, la Ec. (3.10) es punto de partida en la descripcion de la
transferencia de momento y reoldgica de esta tesis de licenciatura. En el siguiente
capitulo, se presenta el modelado matematico del sistema combinado gradiente de

presion y flujo electro-osmatico.
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4.1. Fluido viscoelastico
A. Ecuacion codeformacional de Maxwell (MCM)

En esta seccion, se obtiene el perfil de velocidades, flujo volumétrico y
primera diferencia de esfuerzos normales para un fluido viscoelastico, caracterizado
con la ecuacion convectiva superior del modelo de Maxwell sin mecanismos
difusivos (Ec. 3.15) (Bird et al. 1977, Manero et al. 2012). Asumiendo las hipotesis
geométricas, del fluido y del proceso descritas en la seccién anterior (estado
estacionario, fluido incompresible, el vector velocidad solo tiene una componente en
la direccion x y esta depende de la coordenada y), las componentes diferentes de
cero del tensor de esfuerzos del modelo convectivo superior de Maxwell pueden ser
escritas matematicamente de la siguiente manera (Bird et al. 1977; Castillo y Wilson
2018, véase el apéndice B para la deduccién detallada de los componentes del

tensor de esfuerzos):

dVvx
ny = nOW (41)
o, =2\ dﬂcs —i M o —102
XX 0 dy Xy GO no dy Xy GO Xy (4.2)

La Ec. (4.1) correspondiente al esfuerzo cortante xy es la misma que la del fluido
newtoniano (Cap. 2, Ec. 2.7). La Ec. (4.2) asociada con la componente normal xx
del tensor de esfuerzos, es diferente de cero, debido a que el fluido es viscoelastico,
lo que no sucede con el fluido newtoniano (Cap.2, Ec. 2.9)-

La elasticidad del fluido a través de la Ec. (4.2) es proporcional al tiempo
viscoelastico del Maxwell i.e. Ao =no/Go, y depende de la segunda potencia del
escalar rapidez de deformacion dVx/dy o del esfuerzo oxy respectivamente (Bird et
al. 1977). Las componentes normales del tensor de esfuerzos {cyy ,6zz } no
contribuyen a los mecanismos elasticos, i.e. oyy = 62z = 0 (Bird et al. 1977; Castillo
and Wilson 2018). La Ec. (4.2) puede ser descrita a través del gradiente de presién
y los mecanismos eléctricos definidos mediante el balance de fuerzas de la ecuacion

de movimiento. Sustituyendo la Ec. (2.15) del capitulo 2, en la Ec. (4.2) se obtiene
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la componente oxx en términos de las fuerzas que deforman continua e

irreversiblemente el fluido:

2
2 [dp d¢ Senh[ay]
= 2| O g g0 02 MNIOY] 4.3
O Go(d Y 2o G Cosh[aH] “9

La Ec. (4.3) tiene dos casos limite, los cuales son descritos a continuacion:

(1) Mecanismos elésticos asociados a un gradiente de presion sin campo

eléctrico.
2 (dp ?
=—| — 4.4

(i) Mecanismos elasticos asociados a un flujo electro-osmaotico puro sin
gradiente de presion:
2
Oy = Gio(%%ag_f%j (4.5)
Los siguientes puntos son importantes en esta primera seccion:
e Las ecuaciones deducidas para el perfil de velocidad axial y el flujo
volumétrico deducidas para el modelo Newtoniano explicado en el Cap. 2,
Ec. (2.18) y (2.21), son validas para describir al fluido codeformacional de
Maxwell (Bird et al. 1977, 2012).
e Elmodelo reolégico convectivo superior de Maxwell es uno de las ecuaciones
viscoelasticas mas simples, que captura a través de la primera diferencia de
esfuerzos normales la elasticidad en el sistema (Ec. 4.3) (Bird et al. 1977,
2012).
B. Ecuacién codeformacional de Maxwell-Difusiva

El ultimo modelo que se analiza es el modelo convectivo superior de Maxwell
modificado por la difusién inducida por la transferencia de momento. Castillo et al.
(2014) estudio el flujo de un sistema acoplado de momento y masa con el modelo
BMP y supuso por simplicidad, que la difusion se inducia en direccion de la
velocidad por lo que, las difusiones en los ejes coordenados “y” y “Z” son

despreciables.
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En el modelo viscoelastico-difusivo se afiade el laplaciano de la componente

xy del tensor de esfuerzos por lo que, bajo las mismas hipétesis de trabajo que en
el modelo viscoelastico lineal sin difusién se tiene la siguiente ecuacion diferencial

para la componente xy del esfuerzo (Ver apéndice C, para los detalles matematicos

del mismo).
dv d*o,
d_yx = 1151 {ny - Dc}\‘c dyz s J (46)

En la Ec. (4.6), el producto Ds\As Se puede interpretar como un area caracteristica
asociada a los mecanismos difusivos y de relajacién asociados a la transferencia de
materia (Castillo et al. 2014). Al sustituir la expresiéon del esfuerzo xy (Cap.2, Ec.
2.18)enlaEc. (4.6)y

y derivando dos veces el esfuerzo cortante oxy, Se obtiene la rapidez de deformacion
oVx/oy en funcién de los procesos difusivos, i.e.

dVx _ _1[dp d¢ Senh[ay] Dol dg MJ 4.7)

-~ v+ - bl
dy Mo dx Y Eoue dx COSh[aH] dx Cosh[(xH]

A partir de la Ec. (4.7) se obtendra el perfil de velocidades y el flujo volumétrico
incluyendo los procesos difusivos.
C. Perfil de velocidades

Partiendo de la Ec. (4.7) se obtiene el perfil de velocidades en el micro-canal
suponiendo la condicion de no deslizamiento en la pared, i.e. Vx(y = H) = 0.
Separando variables, integrando y aplicando la condicién de frontera y mediante
algunos pasos algebraicos sencillos, se obtiene la funcién que describe la variaciéon
en la velocidad

VX(y)=;—2[—%)(1—(%]2}(1—06%&2) Sofh (d¢/ dX)(I_COSh(W)J (4.8)

0 dx Mo Cosh (aH)

Noétese, que si la difusividad Ds es cero, i.e. Ds = 0, la velocidad axial (Ec. 4.8) se
reduce al modelo newtoniano descrito en el capitulo 2, Ec. (2.18) (Afonso et al.
2009). Por otra parte, si el valor de la difusividad es igual a, Ds = 1/As0?, la
contribucion electro-osmotica es nula, por lo que los mecanismos asociados al

gradiente de presion dominan el sistema (Bird et al. 1977; 2012).
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D. Flujo volumétrico

El flujo volumétrico en el dispositivo, puede ser deducido a partir del perfil de
velocidades (Ec. 4.8) o del escalar rapidez de deformacién descrito por la Ec. (4.7).
Integrando el perfil de velocidades sobre el area de seccion transversal dA = dydz,
se tiene lo siguiente:

Q=2WH L:—z(-g—p}(l— D, A0 ) %(—Zijb—wWJJ (4.9)
Mo X Mo X a

La Ec. (4.9) presenta tres contribuciones importantes: (i) la primera al gradiente de
presion constante (flujo volumétrico de Poiseuille), (ii) la segunda asociada al flujo
electro-osmaotico, v (iii) la tercera a los mecanismos difusivos.
E. Flux de masa

El flux de masa, se calcula mediante el producto del tiempo de difusion, y la
divergencia del tensor de esfuerzos, por lo que se tiene lo siguiente:

d
=y Oyy a, dp b e g Cosh[ay] dg
dy dx Cosh[aH] dx

(4.10)

La segunda igualdad de la Ec. (4.10) se obtuvo sustituyendo la Ec. (2.13) del
balance de la ecuacion de movimiento. Es decir, el flux de masa en la direccion de
la velocidad es el producto de un tiempo caracteristico As, multiplicado por la suma
del gradiente de presion y los mecanismos electro-osmaticos asociados al potencial
eléctrico en el sistema.
F. Resumen de las ecuaciones de este capitulo

En este punto, se hace el siguiente resumen de las ecuaciones mas
importantes de los capitulos dos y cuatro respectivamente. Los fluidos que
analizaron, son: (i) Newtoniano, (ii) Viscoelastico y (iii) Viscoelastico/Difusivo. En la

Tabla 4.1 se presenta el modelo y las ecuaciones que los caracteriza
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Tabla 4.1. Resumen de las ecuaciones tedricas de este trabajo.

Modelo Esfuerzo xy Esfuerzo Perfil de Flujo Flux de
Gy normal velocidades | volumétrico masa
Oxx VX(Y) Q JX
Para el
Newton Cap. 2, newtoniano Cap. 2, Cap.2; Cap. 2,
Ref. Ec. 2.16 es cero Ec. 2.19 Ec. 2.22 Ec. 4.10
Afonso et al oxx=0
2009
Viscoelastico La misma Cap. 4; La misma La misma La misma
Ref. que el fluido Ecs. que el fluido que el que el
Afonso et al. | newtoniano 42y43 newtoniano | newtoniano fluido
2009, 2011- Cap. 2, Cap. 2, Cap.2; Newtoniano
2013 Ec. 2.16 Ec. 2.19 Ec. 24 Cap. 2,
La misma Ec. 4. 10
que el
newtoniano
Viscoelastico La misma
Difusivo que el fluido | Apéndice Cap. 4, Cap. 4, Cap. 4;
Ref. newtoniano E. Ec. 4.8 Ec. 4.9 Ec. 4.10
Castillo et al. Cap. 2,
2014, 2018 Ec. 2.16

En el siguiente capitulo se analizaran las predicciones de la Tabla 4.1
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5.1 Ecuaciones y numeros adimensionales

En este capitulo, se presentan las predicciones de las ecuaciones tedricas
en forma adimensional y resumidas en la tabla 4.1. del capitulo 4. Para la
interpretacion fisica de estas, se propone un conjunto de variables adimensionales
con el fin de escalar el sistema e introducir grupos adimensionales que describan la
fisica involucrada en el sistema (los detalles de las variables seleccionadas, y
escalamientos se dan en el apéndice E al final de este trabajo). Las variables
escaladas se presentan con un asterisco en la parte superior. Las ecuaciones
tedricas que se hicieron adimensionales son: (i) Esfuerzo cortante, (ii) Esfuerzo
normal, (iii) Perfil de velocidades, (iv) Flujo volumétrico respectivamente. Cada una
de estas sera explicada en las siguientes subsecciones.

A. Esfuerzo cortante

A partir del balance de fuerzas, el esfuerzo cortante xy es la suma de dos
contribuciones asociadas al: (i) gradiente de presion en direccién axial y a los (ii)
mecanismos electro-osmoticos:
. odp” . .dg SenhLa*y*J
v T Cosh[ o]

9

(5.1)

En la Ec. (5.1) la coordenada adimensional y* esta acotada y normalizada a la
unidad. Los limitesy" =0y y" =1, corresponden geométricamente al centro y la pared
del dispositivo respectivamente. Notese que la Ec. (5.1) depende del nimero alfa
estrella o, el cual es una relacién de mecanismos eléctricos y térmicos en el sistema

de estudio.

(2n0(ez)2 /so)H2 . H
kT JeT (2ng (e2) )

La segunda igualdad del miembro derecho implica que el nimero alfa se puede

Lim,,_ o = <1 (5.2)

interpretar también como un cociente entre una longitud caracteristica asociada a la
geometria y la otra a un acoplamiento entre los mecanismos térmicos y eléctricos
respectivamente. Es claro, que cuando o es menor que la unidad, i.e. a'<< 1, las

fuerza electro-osmoticas son despreciables, y la funcién seno hiperbdlico de la Ec.
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(5.1) puede ser desarrollado mediante una serie de Taylor (Senh[ay")/Cosh[ay"]

~a'y"), por lo que la Ec. (5.1) puede ser rescrita en términos de una presion
modificada por el producto de la segunda potencia del nimero adimensional o'y el

potencial eléctrico, i.e. P"=p"+ a?¢". A partir de esto, la componente xy del tensor

de esfuerzos tiene una dependencia lineal con la coordenada adimensional y’,
d * *2 * * dP* *
6.,.=——(p +a =— 5.3
o e (P )y =y (5.3)

La Ec. (5.3) implica que al sustituir la componente xy del tensor de esfuerzos para

*

los modelos constitutivos newtoniano y viscoelastico, el perfil de velocidades sera
de tipo parabdlico mientras que, el caso opuesto cuando los mecanismos eléctricos
dominan sobre las fuerzas térmicas (a">> 1), los perfiles de velocidad se alejaran
de este comportamiento, y mostraran una zona intermedia en donde no habra
diferencia relativa de velocidades entre los elementos materiales, y la Ec. (5.1) sera
punto de partida en el analisis del perfil de velocidades y flujo volumétrico
respectivamente. Es importante resaltar que los gradientes de presion y eléctrico
{dp*/dx’, d¢*/dx’}, aumentan o disminuyen los efectos del gradiente de presién o del
flujo electro-osmético respectivamente. Si d¢’/dx” = 0, se tiene un flujo de Poiseuille,
mientras que, si dp*/dx” = 0, el sistema se rige por las fuerzas eléctricas.

La Fig. 5.1 muestra el esfuerzo cortante adimensional (Ec. 5.1) vs coordenada
adimensional en funcién del nimero adimensional «". Se observa en la Figs. 5.1 (a,
b) que, a valores muy pequefios de alfa, el esfuerzo cortante sigue una relacion
lineal con la coordenada adimensional “y”. En la Figs. 5.1 (c, d) el sistema cerca del
centro (y* = 0), presenta un comportamiento lineal con una pendiente positiva y para
un valor critico de la coordenada “y”, el esfuerzo cortante presenta una meseta en
donde este es independiente del esfuerzo. Fisicamente, cuando aumentamos los
mecanismos eléctricos, la fuerza que deforma el fluido continua e irreversiblemente
se ve favorecido por los mecanismos eléctricos.

Un hecho importante, es que cuando los mecanismos eléctricos aumentan, el
esfuerzo crece de manera monétona creciente a valores muy cercanos del centro
de la rendija. En la siguiente seccion se presentan los resultados del perfil de

velocidades newtoniano.
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FLUJO GRADIENTE DE PRESION/ELECTRO-OSMOTICO

_'120

<

Z d

©]

S 100

2

s o =0.01

% 80 a-a L]

= dp’ ), b:a =1

E 60 _dX* - .

= a5 C:a =10

S 40 - |=1 *

P dx d:a =100

N

o

2 ab
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

EJE COORDENADO ADIMENSIONAL Y

Figura 5.1. llustra el esfuerzo cortante xy del flujo combinado gradiente de
presion electro-osmoético vs coordenada adimensional y, en funciéon del
numero adimensional a.

B Fluido viscoelastico
B.1 Perfil de velocidades
La ecuacion del perfil de velocidad axial adimensional esta expresada de la

siguiente manera:

e e =

La Ec. (5.4) describe como cambia la velocidad en funcion de la coordenaday en el

micro-canal. Esta ecuacion representa la velocidad total en el sistema, es decir es
la suma de dos contribuciones: (i) flujo de Poiseuille asociado al gradiente de
presion y (i) flujo electro-osmético relacionada a la distribuciéon de cargas y los
cambios espaciales del potencial eléctrico (Afonso et al. 2009, 2011-2013). La Ec.
(5.4) admite dos casos limite asociados a los gradientes de presion y eléctrico:

a) ¢ constante: flujo de Poiseuille

v ()3 -0 9
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b) p" constante: flujo electro-osmético

Cosh|a'y” |

w5 |- i =

Por otra parte, silos mecanismos eléctricos son pequefios, i.e., a* << 1, los cosenos

hiperbdlicos del perfil de velocidades (Ec. 5.4) admiten un desarrollo en serie de

Taylor: 1+%a*2—(1+%(a*y*)zj. Al sustituir, la expansion de las funciones

hiperbdlicas y factorizando, el perfil axial de velocidades toma la forma:
wf o« 1{ dP 2

vx' (y)==| - & (1- ) 5.7
)=4| -5 Jo-07) 57)

Enla Ec. (5.7) P" es la presiéon modificada definida en la Ec. (5.3). Nétese que la Ec.

(5.7) es el perfil parabdlico que se deduce en el estudio de un fluido newtoniano
deformado por un gradiente de presion modificado (Bird et al. 1977, 2012). El efecto
del gradiente de presion modificado es el de desfasar los perfiles parabdlicos, asi
gue nos centraremos en esta tesis en los casos diferentes a este. El valor maximo
de la velocidad se obtiene en el centro del sistema, i.e. cuando la y* es cero, i.e.
* * * d¢* |: * lj| 1 dp*

Vmax =Vx =0)=| —— ||1-(Cosh| a +—|-— 5.8

(v =0)={ -5 [1-(oom[« ) -3 -5 59)
Cuando el valor del numero adimensional o'<< 1, la velocidad maxima en el

sistema, es la mitad del gradiente de presion modificado.

Vmax"=Vx"(y” :O):%L—g—;J (5.9)

B.2 Efecto de los mecanismos eléctricos

La Fig. (5.2) ilustra la velocidad adimensional vs coordenada adimensional
en y" para diferentes valores del nimero adimensional o >> 1. Los valores de o
utilizados en la simulacién son: o = {10, 20, 50, 100, 250}. Los valores de los
gradientes utilizados en la simulacién son: { dp/dx” = 0, d¢"/dx =1"}. En esta
simulacién el valor del gradiente de presion es cero, asi que el sistema se rige
solamente por los mecanismos electro-osmoticos. En las cuatro simulaciones de la

Fig. (5.2), se observa el efecto de o, en el cual los mecanismos dominantes son los
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eléctricos sobre los térmicos. En las cuatro simulaciones, se observa que cerca de

la pared del dispositivo, el comportamiento de la velocidad es parabdlico mientras
que, alejado de esta se observa un frente de velocidades homogéneo inducido por
el alineamiento de las particulas cargadas en el medio.

FLUIDO VISCOELASTICO

d[—}_ = 0:Flujo electro -osmético

dx 4 a
é |
< a:a =250
e @ | 08 *
o b:a =100
g 0.6
o | ‘ ‘ | c:a =50
o 0.4 )
o . d:a =20
> 0.2 "

e:a =10

-1 0.5 "o 0.5 1

EJE COORDENADA Y*

Figura 5.2. llustra la velocidad axial en el sistema vs coordenada adimensional
axial, en funcién de los mecanismos eléctricos del sistema a través del
numero adimensional a.

En la Figs. (5.3) y (5.4) se muestra las simulaciones correspondientes al perfil
de velocidades en funcion de la coordenada adimensional axial vs coordenada
adimensional “y”, en funcion del gradiente de presion. En estas simulaciones se ha
fijado el valor del gradiente eléctrico. Los valores del nimero o = 10, 100, es decir
los mecanismos eléctricos domina a los térmicos. Aqui el valor del gradiente de
potencial eléctrico es igual a la unidad, i.e. d¢’/dx” =1. Las simulaciones ay b en las
Figs. (5.3) y (5.4) describen los resultados cuando el gradiente de presion es
positivo, mientras que las simulaciones (d, e, f, g) se obtienen cuando el gradiente
de presion es negativo. La simulacion (c) corresponde al caso del fluido electro-
osmoético puro. Las simulaciones {a, b, d, e, f, g} corresponden a una competencia

entre los mecanismos electro-osmoéticos y de gradiente de presion, por desarrollar

50



FLUJO ELECTRO-OSMC:)TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

los perfiles de velocidades. Es claro, que el aumentar o de 10 a 100, no se observan

un cambio considerable en las curvas del perfil de velocidades, excepto que el valor
del maximo del perfil de velocidades cercano a la pared decrece, pero el
comportamiento cualitativamente es muy similar. Finalmente, las Figs. (5.3) y (5.4)

nos indica cualitativamente la alineacion de las particulas en el medio.

FLUIDO VISCOELASTICO

1.6 a
1.4
1.2
p
0.8
2 0.6
S 0.4
0.2
0
0.2
0.4

AD AXIAL

VELO

-1 -0.5 0 0.5 1
EJE COORDENADA Y*

Figura 5.3. llustra la velocidad axial en el sistema vs coordenada adimensional
axial, en funcion de los mecanismos eléctricos del sistema a través del
numero adimensional a.
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FLUIDO VISCOELASTICO
1.6 —

1.2
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4

¢ = 0: Flujo electro - osmético

VELOCIDAD AXIAL

-1 -0.5 0 0.5 1
EJE COORDENADA Y*

Figura 5.4. llustra la velocidad axial en el sistema vs coordenada adimensional
axial, en funcion de los mecanismos eléctricos del sistema a través del
numero adimensional a.

B.3 Flujo volumétrico

La ecuacién adimensional para el flujo volumétrico toma la forma:

e AN LU T 510
dx dx 31 dx o dx

La Ec. (5.10) demuestra que el flujo volumétrico es aditivo, i.e. el flujo total Qt* =

Qp’ + Qe es la suma del volumétrico asociado al campo eléctrico y gradiente de
presion respectivamente, la cual depende del nUmero «, y los gradientes asociados
al gradiente de presién y al campo eléctrico (dp*/dx’, d¢’/dx"). La Ec. (5.10) contiene
los siguientes casos particulares:

a) p" constante. El flujo volumétrico se define como:

o = (_ d¢:j{l Tanh*(a )‘ 611)

dx o

b) ¢" constante. El flujo volumétrico, toma la forma:
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«_ 1 dp
Q = 3{ dX*J (5.12)

En las Figs. (5.7-10) se simula el flujo volumétrico en funcion de a, bajo diferentes
condiciones de flujo. Para valores pequefios del nimero o << 1, la tangente
hiperbdlica, puede ser aproximada por medio de una serie de Taylor, i.e. Tanh(a)/o”

~ 1- a?/3, por lo que el flujo volumétrico se reduce a la siguiente expresion:

S dp ) 1o dgt)_1f dR
Q 3( dx*JJrSa ( dx*]_s[ dx” (5.13)

Enla Ec. (5.13) Po" = p" + a?¢" es una presion modificada cuando los valores de o

son pequefios, es decir, cuando los mecanismos térmicos dominan sobre los
eléctricos, el flujo volumétrico Q" se aproxima al flujo en una rendija mediante un
gradiente de presion modificado (Ver Cap. 2, problema 2B.3, inciso e; Bird et al.
2012). De la misma manera, cuando los mecanismos eléctricos dominan sobre los

térmicos, se tiene lo siguiente:

e

: +1f g (5.14)
x> dx o 31 dx

Del célculo basico, se tiene que el limite lim Tanh(a*)/a* — 0, se tiene lo siguiente.

o —0

*

: . d¢" ) 1( dp’ d /. dp
Lim . = | 25 |+3 -2 == /3)=——=2 :
im,.,.Q ( de 3£ de ™ (4" +p"/3) i (5.15)

En donde P = p* + ¢'/3 es la presién modificada cuando los mecanismos eléctricos
dominan el sistema. En las Figs. (5.5) Y (5.6), se observa el flujo volumétrico del
liquido viscoelastico vs nimero adimensional o" en funcién del gradiente de presion.
En estas simulaciones, el valor del gradiente del potencial eléctrico es igual a la
unidad, i.e. d¢’/dx" =1. Es claro que existen 3 zonas en las Figs. (5.5) y (5.6) las
cuales describen la interaccion de los mecanismos eléctricos y térmicos. Si el valor
del nimero o, es pequefio, es decir, si 0 < o" < 1, el flujo volumétrico aumenta de
forma mondtona creciente. En este punto, los mecanismos térmicos dominan sobre
los eléctricos. La segunda zona (II) el valor de o esta acotado por 1 < o' < 6. De

nueva cuenta, el sistema muestra el mismo comportamiento creciente en el flujo
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volumétrico, sin embargo, en este intervalo, los mecanismos dominantes son los

eléctricos. Por Ultimo, en la zona lll, o > 6, el flujo volumétrico tiende a un valor
asintético aproximadamente de Q" = 1.8. En este punto, el flujo volumétrico es
independiente del campo eléctrico, i.e. Q* # Q* («"). La Fig. 5.6 muestra una mayor
ventana de observacion del nimero o'

El comportamiento es similar al de la Fig. 5.9, sin embargo, la zona constante,

es mas evidente que el de la Fig. 5.5.

) FLUIDO VISCOELASTICO

dg” =1 :
!5 | ax MZQiQ(a)

OLUMETRICO

d = 0:Flujoelectro- osmotico

a=25
b=1
c=05
d=0
e=-10
f=-25

0 2 .4 6 8 10
NUMERO ALPHA

Figura 5.5. llustra la velocidad axial en el sistema vs coordenada adimensional
axial, en funcion de los mecanismos eléctricos del sistema a través del
numero adimensional a.
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FLUIDO VISCOELASTICO

C

d = 0:Tlujo electro - osmético

FLUJO VOLUMETRICO

e a=25
b=1
f dp” _|c=05
dx" |d=0
e=-1.0
f=-25
30 40 50

NUMERO ALPHA

Figura 5. 6. llustra la velocidad axial en el sistema vs coordenada adimensional
axial, en funcién de los mecanismos eléctricos del sistema a través del
numero adimensional a.
C. Mecanismos elasticos
C.1 Primera diferencia de esfuerzos normales

En términos de esfuerzos normales, se obtiene la siguiente expresion
analitica para el esfuerzo oxx

dp” . .dg Senh (oc*y*) ’

N;=0c, -0, =2We| —y + . 5.16
1 Gxx ny © dX y a dX COSh((X*) ( )

En la Ec. (5.16) We = Ao(Vhs/H) es el numero de Weissenberg definido como el
producto de un tiempo caracteristico Ao, multiplicado por una rapidez deformacion
del proceso Vus /H, en donde, Vus es la velocidad de Helmholtz- Smoluchowski (Ver
Apéndice E; Afonso et al. 2012). El numero de Weissenberg relaciona los
mecanismos Vviscosos Yy elasticos en el sistema. Cuando We = 0, la primera
diferencia de esfuerzos normales es cero, por lo que el liquido no presenta
componentes elasticas. Por otra parte, si We — « el sistema es dominado por los

mecanismos elasticos. En particular, siWe =1, el sistema presenta una competencia
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entre los mecanismos viscosos Y elasticos respectivamente. La expresion para el

esfuerzo normal, tiene dos limites asintéticos: (a) a bajos valores del numero a, i.e.
a<< 1. La primera diferencia de esfuerzos normales se reduce a la siguiente

expresion analitica:

(p*+ a*2¢*) jy} =2We{dp0: y*} (5.17)

Lim. N;= ZW{( d
¢ d dx

-
En la Ec. (5.17), Po" es la presion modificada por los mecanismos eléctricos. En el
centro del dispositivo y* = 0, los mecanismos elasticos son cero, y maximos en la
pared del eny” =1, i.e. N1" =2 We (dPo/dx")?. (b) Cuando los mecanismos térmicos
dominan sobre los eléctricos, i.e. a >> 1, se tiene lo siguiente:

* % 2
Lim. N = ZW{({ dg” Senh @ Y )} 5.18
o dx” Cosh(a’)

FLUIDO VISCOELASTICO

35 FLUJO )
1 30 GRADIENTE DE PRESION (w}
s
x 25 (i):1 e Newtoniano
Q20 | ap _]Gi):2
O dx"  |(iii): 3 (iii) .-
N 15
=
z 10| 4o Gi
0 5 | &x 7 - #_rﬂ__..-—*
We : 0_
0 O ‘___ _________________ JR—
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

EJE COORDENADAY*

Figura 5.7. llustra el esfuerzo norma en el sistema vs coordenada
adimensional ortogonal Y’, en funciéon del gradiente de presion. En esta
simulacién los mecanismos eléctricos son cero, y el valor del We =1.
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FLUIDO VISCOELASTICO
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Figura 5.8. llustra el esfuerzo normal vs coordenada ortogonal y en el sistema,
en funcion de los mecanismos eléctricos del sistema, variando el niumeroa. El
gradiente de presion es cero.

Las Figs. (5.7) y (5.8) que se presentan a continuacion, representan los casos
limite de los mecanismos elasticos asociados al gradiente de presion constante
d¢/dx" = 0 y flujo electro-osmético dp’/dx” = O respectivamente. En las dos
simulaciones, el valor de We = 1. Las cuatro simulaciones de la Fig. (5.7) (i-iv) y las
tres simulaciones de la Fig. (5.8) (i-iii) describen un comportamiento monétono
creciente en el micro-canal. Es claro, que en la Fig. (5.7) que al aumentar el
gradiente de presion, la elasticidad aumenta desde el centro a la pared del
dispositivo. En la simulacion de la Fig. (5.8), los mecanismos elasticos tienen un
comportamiento constante,¢, en el intervalo 0< y’< 0.7, mientras que para un valor
critico de la coordenada y" > 0.7, la elasticidad aumenta considerablemente en la
pared. El valor maximo de la primera diferencia de esfuerzos normales, se obtiene

eny’ =1, y esta determinado por la ecuacion:

\2 . 2
. . d «d
N;w=Cpw= 2We[ds*j {1 +a d(s* Tanh(a)} (5.20)
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Es decir, los esfuerzos normales en la pared dependen del nimero de Weissenberg,

de la fuerza motriz asociada al cuadrado en el gradiente de presion, multiplicada por
una funcion que depende de los mecanismos eléctricos y térmicos asociados al
nimero o y la derivada del potencial eléctrico con respecto a la presiéon en el
sistema. Esta se deduce a partir del cociente de los gradientes, es decir:

dg B dg /dx

dp”  dp’/dx’

si d¢’/dp™ 0, significa que el potencial eléctrico aumenta con respecto a la presién

en el sistema y se favorecen los mecanismos elasticos. Por otra parte, si d¢’/dp’<
0, el efecto contrario se manifiesta, es decir, el potencial eléctrico decrece conforme
la presion cambia, y la elasticidad disminuye. Finalmente, el efecto del nUmero de
Weissenberg es la deun factor de aplicacion que favorece la elasticidad del sistema.
Si el We = 0, el sistema no presenta elasticidad y para We diferente de cero, las
simulaciones de las Figs. (5.7) y (5.8) son cualitativamente similares, sin embargo,
numeéricamente aumentan.

5.2Fluido viscoelastico-difusivo
A. Perfil de velocidades
El perfil de velocidades incluyendo los mecanismos difusivos, en forma

adimensional toma la forma:

v (y') =1(— dp*j(l—y*2)+(1_ Dla*z)(—d¢: ][l— C°s“(°‘*y*)J (5.21)

dx” dx Cosh (a*)

Es claro, que la unica diferencia del perfil de velocidades del sistema difusivo, con

respecto al viscoelastico es el niumero adimensional

D,=—> (5.22)

En la Ec. (5.22), H es la separacion de la rendija, Ds es el coeficiente difusivo
inducido por los cambios espaciales de segundo orden en el esfuerzo cortante, y
finalmente As €s un tiempo caracteristico asociado con la difusion. Este niumero
relaciona, los mecanismos difusivos inducidos por el corte, con respecto a una
difusividad relacionada al cuadrado de una longitud caracteristica y un tiempo

caracteristico asociado al esfuerzo.
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FLUIDO VISCOELASTICO/DIFUSIVO
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Figura 5.9. llustra el perfil de velocidades vs coordenada adimensional y, en
el régimen o* =1, para diferentes valores del numero adimensional Ds" . Los
valores de los gradientes eléctrico y de presiéon son iguales a la unidad.

En la Fig. (5.9) se ilustra el perfil de velocidades adimensional vs coordenada
adimensional y*, en funcién del nimero adimensional D*, Los otros parametros fijos,
son el gradiente de presion, y el gradiente del potencial eléctrico. Se observa que,
bajo estas condiciones de flujo, al aumentar el nUmero adimensional Ds" el perfil de
velocidades parabdlico decrece por efecto de los mecanismos difusivos inducidos

por el corte. En particular si D, =1/a, el perfil de velocidades se reduce al del

gradiente de presion asociado al flujo de Poiseuille.

Finalmente, en la Fig. 5.10, se presentan el perfil de velocidades para
diferentes condiciones de flujo. (i) Flujo combinado (gradiente de presion y electro-
osmotico), (i) Flujo electro osmotico, (iii) Flujo de Poiseuille, (iv-vi) Mecanismos
difusivos. Basicamente el flujo electro-osmético induce un frente homogéneo y el
gradiente de presion un flujo parabdlico. El efecto de los mecanismos difusivos
sobre los perfiles de velocidad, es el de disminuir estos, e invertir la direccion en la

que se desarrollan, debido a una competencia entre los tres mecanismos: (gradiente
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de presion, electro-osmotico y difusivos asociados al corte). Esto se ve mas evidente

en las ultimas tres simulaciones de la Fig. 5.10.

FLUIDO VISCOELASTICO/ DIFUSIVO

a =100
15 Flujo-combinado:dp™ /dx =d¢ /dx =0
-
< 1 Flujo - electroosmotico:dp™ /dx =0
<°t 0.5 Flujo - Poiseuille :d¢ /dx =0
Q
O
3 0
i
-0.5
> Do =2.0
-1
-1 -0.5 0 0.5 1
EJE COORDENADO Y

Figura 5.10. llustra el perfil de velocidades vs coordenada adimensional y para
diferentes condiciones de flujo. En esta simulacién el valor de o* =100 para
diferentes valores del nimero adimensional Ds . Los valores utilizados en los
gradientes de velocidad son: dp’/dx’ = d¢” /dx” =1.

B. Flujo volumétrico
El flujo volumétrico con la contribucion difusiva toma la siguiente forma:

Q*zl(_ dp’ ] n (1_ Dza*z) (_ dg’ Jl} _ Tanh*(a*)J (5.23)

3l dx” dx” o

Notese que, cuando el nimero adimensional D’ toma el valor particular: D_ =1/a?,
el sistema es dominado por el flujo de Poiseuille a gradiente de presion constante.

Por lo tanto, la expresion del flujo volumétrico, tiene tres mecanismos importantes:
(i) eléctricos, (ii) difusivos, (ii) gradiente de presion. En el caso cuando los
mecanismos eléctricos son menores a uno, el sistema se reduce a la Ec. (5.13)
estudiada en el fluido viscoelastico. Por otra parte, cuando a>> 1, el sistema es

dominado por las fuerzas eléctricas.

60



FLUJO ELECTRO-OSMC:)TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

Lim. Q —Da” ‘;"’* (5.24)
o —w0 X

Es decir, cuando los mecanismos eléctricos dominan a los térmicos, el flujo

volumétrico se rige por los mecanismos difusivos, sin embargo, este flujo
dependiendo el gradiente del potencial eléctrico, podria ser negativo, por lo que no
tendria significado fisico. Es claro que, el valor del nUmero adimensional Ds" no
puede ser arbitrario por lo que, en este momento se necesitan los experimentos de

transferencia de masa. En este contexto, la presente tesis es teoérica, y es punto de

partida en la motivacion experimental de este tipo de sistemas.

FLUIDO VISCOELASTICO DIFUSIVO

5
045 a:SIN DIFUSION
z 4 e ’
3.5
UEJ 31 do a=0 ¢
=) P _ -
225 —=10 _
o dx* D) b =0.0009 q
o1.5 | d¢ ¢ =0.0005
3 -1
o 1 dx d =0.0001
w05 )

0

0 10 20 30 40 50
NUMERO ALPHA

Figura 5.11. llustra el flujo volumétrico vs numero alfa en funcion de los
mecanismos difusivos a través de D*. Aqui los gradientes de presion y
eléctrico son diferentes de cero.

Enla Fig. (5.11) se presentan los resultados del flujo volumétrico tomando en cuenta
los procesos por transferencia de masa inducidos por los cambios espaciales del
esfuerzo cortante. Es claro, de la Fig. (5.11) que el efecto difusivo induce un
decremento en el flujo volumétrico, es decir, que la transferencia de masa inducida
por el corte de las particulas cargadas en el bulto, presenta un efecto negativo en el

contexto del flujo electro-osmético. Es decir que para un valor en particular del
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numero adimensional Ds’, el flujo volumétrico es negativo, por lo que su eleccién

sera dictaminada por la parte experimental.
C. Flux de masa
La transferencia de materia puede ser evaluada a través de la siguiente
expresion. Es importante destacar que esta ecuacion es valida para tiempos de
relajacion asociadas al flux de masa pequefios y que la concentracion total del
sistema se mantiene constante por lo que se tiene la siguiente expresion
adimensional para el flux de masa

I —We dp:+a*2[-d¢:jCOShLai/J (5.25)
°| dx dx") Cosh[a"|

La ecuacion anterior representa el flux de masa en la direccién x inducido por la
transferencia de momento debido al corte Este es directamente proporcional al
namero de Weissenberg asociado al esfuerzo, este numero es el producto de un
tiempo asociado a la relajaciéon del esfuerzo multiplicado por una rapidez de
deformacion caracteristica. Nétese que si este es 0 no existe transferencia de masa

en la direccion x.

FLUIDO VISCOELASTICO

120
MECANISMOS ELECTRO-OSMOTICOS
100 o
| L [
—=1
% 80 ‘|, dx II
= l dé |
| — = (c)i
L 60 h dx |
Q \ We=1 /
5 40 |\ ,
-l \ a=1 /
" AN LEE /;’("}
“~-._f‘\x c=10 /‘1,,.'(;)
-1 -0.5 0 0.5 1
EJE COORDENADA Y*

Figura 5.12. llustra el flux de masa en el sistema vs coordenada adimensional
axial, en funcion de la relacion entre las propiedades eléctricas y térmicas a
través del numero adimensional a.
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Es importante resaltar que la transferencia de masa se debe a dos

mecanismos: (i) Gradiente de presion y (ii) a los mecanismos electro-osmaticos.
Notese que el sistema de estudio presenta dos numeros de Weissemberg. El
primero de ellos relacionado con los mecanismos viscoelasticos y el otro con los
mecanismos de flujo asociados al corte.
En las Fig. (5.12) se ilustra la transferencia de masa vs coordenada adimensional
“y” en funcién de los nimeros adimensionales o y We. En la Fig. (5.12) los
gradientes: (i) eléctrico, y de (ii) presién son constantes igual a la unidad. EI nUmero
de We =1, i.e. el sistema es viscoelastico. Es claro que para los tres valores del
numero o, el flux de masa aumenta. Esto quiere decir que los efectos eléctricos,
favorecen el flux de masa Jx" y su efecto es mas evidente conforme el sistema se
aproxima a la pared.

En la siguiente seccion se presentan las conclusiones de este trabajo y

perspectivas para futuras investigaciones en flujos electro-osmaticos.
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6.1 Comentarios finales

En este trabajo se estudio el flujo combinado gradiente de presion constante
y electro-osmético de un liquido viscoelastico en el que se tiene una distribucion de
cargas (electrélito), en un sistema de placas paralelas separadas a una distancia
2H (Afonso et al. 2009). El sistema de coordenadas se coloca en el centro del micro
canal de tal manera que este, equidista en H y -H unidades lineales (Fig. 3.1).

Para caracterizar la reologia y la transferencia de momento en el sistema, se
utiiza un modelo acoplado el cual, es una extension de la ecuacion
codeformacional de Maxwell (Bird et al. 2007; Castillo et al. 2014) acoplada con una
ecuacion codeformacional en el flux de transferencia de masa (Castillo et al. 2014).
Suponiendo que los procesos de relajacion del flux de masa son despreciables y
que la concentracion en el sistema es constante (Castillo et al. 2014), se obtuvo
una ecuacion convectiva superior-difusiva de Maxwell que describe los cambios del
esfuerzo a través de las variaciones espaciales y temporales del tensor de
esfuerzos (Ec. 3.10). Su poniendo estacionario, proceso isotérmico y liquido
incompresible (Afonso et al. 2011-2013). Los mecanismos inerciales,
gravitacionales son despreciables. El fluido es deformado irreversiblemente debido
a la accién combinada de un gradiente de presion y un campo eléctrico (Afonso et
al. 2011-2013).

El efecto de las cargas en la superficie del material induce una primera y
segunda capa eléctrica (Bruss 2008). Se supuso, que la pelicula que forman estas
es de un espesor pequefio del orden de la aproximacion de Debye-Huckell (Afonso
et al. 2009, 2011-2013). Se tiene un electrolito simétrico, i.e., el nUmero de cargas
positivas y negativas son las mismas, por lo que el sistema en el bulto, se encuentra
eléctricamente neutro (Ferras et al. 2016, 2018).

A partir de las ecuaciones de conservacion de la carga (Nernst-Planck), y
suponiendo que los efectos eléctricos son pequefios en comparacion con los
térmicos, se obtiene una expresion analitica para la distribucion de cargas (Ec. 2.1,
Ver apéndices A; Bruss 2008; Ferras et al. 2016, 2018).

Una vez que, se sustituye la distribucién de cargas en la ecuacién de

momento (Ec. 2.1), se obtuvieron las siguientes expresiones analiticas: (i) primera
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diferencia de esfuerzos normales (Ec. 4.3), (ii) perfil de velocidades (Ec. 4.8), (iii)

flujo volumétrico (Ec. 4.9) y Flux de masa (Ec. 4.10).

Para simplificar el analisis de los diferentes mecanismos involucrados, se
propuso un conjunto de variables adimensionales con el fin de obtener 4 grupos
adimensionales {a", Ds", We, We,} que describen la fisica del sistema asociada a
los procesos eléctricos-térmicos (o), difusivos-viscoelasticos (Ds’), Viscosos-
elasticos (We), de transferencia de materia (We,.) (Ver apéndice G para los detalles
en el escalamiento de las variables adimensionales). El analisis propuesto en esta
tesis de licenciatura mediante una ecuacion codeformacional de Maxwell
modificada por los mecanismos difusivos, permite llegar a las siguientes
conclusiones:

A) Perfil de velocidades

(1) Los mecanismos eléctricos y térmicos afectan al perfil de velocidades a
través del numero adimensional a.

(i) El perfil de velocidades, se puede separar claramente en la contribucién
de cada mecanismo: (i) Gradiente de presion, (ii) Flujo electro-osmético,
(iii) Difusivos

(i)  Sia<<1, el sistema es gobernado por las fuerzas térmicas y el perfil de
velocidades en parabdlico.

(iv) A numeros alfas grandes, i.e. a >>1, el sistema es dominado por los
mecanismos eléctricos y se forma un frente homogéneo de velocidades.

(v) Los mecanismos difusivos son un multiplo de los electro-osmético.

(vi)  El'signo negativo de los mecanismos difusivos vana en el sentido opuesto
al del gradiente de presion y flujo electro-osmatico.

B) Flujo volumétrico

(1) El flujo volumétrico es la contribucion de tres mecanismos. 1. Gradiente
de presion, 2. Flujo electro osmatico y 3. Difusivos respectivamente.

(i) En todos los casos de estudio, el flujo volumétrico muestra un
comportamiento monotono creciente a o << 1 y moderados a < (1, 10).

Para valores de a << 1, se observa el maximo cambio en el flujo
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volumétrico inducido por los mecanismos térmicos sobre los térmicos a

través del numero adimensional a.

(i) A valores de a > 10, el flujo volumétrico es independiente de este, y en
este punto, el sistema es dominado por los mecanismos eléctricos.

(iv)  Los gradientes de presion, eléctrico y los difusivos solo desfasan el
comportamiento del flujo volumétrico con respecto al numero
adimensional a.

C) Mecanismos viscoelasticos

(i) Los mecanismos viscoelasticos se cuantifican por medio del esfuerzo cortante
oxx a través de la primera diferencia de esfuerzos normales.
(i) En forma adimensional el niumero de Weissenberg determina estos efectos a
través de un tiempo caracteristico del sistema y una rapidez de proceso.
(i) La primera diferencia de esfuerzos normales, depende de los gradientes de
presion dp’/dx’, eléctrico d¢’/dx" y de o a través de los mecanismos eléctricos y
térmicos.

D) Flux de masa
(). El flux de masa se calcula a través de las variaciones espaciales del esfuerzo

cortante oxy, J=A,V-¢

(i) La expresion para el flux de masa Jx* es vélida para tiempos de relajacion
pequefios.
(iii). En forma adimensional, el flux de masa, es el producto de un numero
adimensional y los cambios espaciales de la componente cortante oxy del tensor de
esfuerzos.
(iv) La transferencia de masa se debe a dos mecanismos: (i) Gradiente de presion

y (ii) a los mecanismos electro-osmaticos.

A continuacion, se presentan algunas de los caminos que pueden explorarse

en la continuacion de este trabajo.
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6.2Trabajo futuro

En esta investigacion varias vertientes no fueron discutidas las cuales, son
mencionadas a continuacion. El estudio del flujo a nivel micro y nano se ve afectado
por el tipo de geometria (Cruz and Pinho 2004; Ferras et al. 2016, 2018) y diferentes
tipos de fluidos (Manero et al. 2012; Herrera et al. 2017; Jendrejack et al. 2003;
Moyers et al. 2008). Caracterizar el flujo y la reologia del sistema con diferentes
ecuaciones constitutivas con el fin de incorporar viscoelasticidad no-lineal, i.e. en el
régimen de altas deformaciones (Manero et al. 2012; Afonso et al. 2009, 2011-2013;
Alves et al. 2001; Bird et al. 1977). Efectos de solvente son muy importantes en
fluidos viscoelasticos y viscoelasticos bioldgicos (Cruz et al. 2005; Moyers et al.
2008; Owens 2006; Herrera et al. 2017). Estudiar mecanismos reolégicos como son:
a) adelgazamiento y engrosamiento al corte (Alves et al. 2001; Cruz y Pinho 2004,
Cruz et al. 2004, 2005, 2007 Sousa et al. 2011), o ecuaciones constitutivas que
describen efectos tixotropicos, elasticos y plasticos (Bautista et al. 1999; Manero et
al. 2012). En este trabajo, las Inestabilidades elasticas y eléctricas se presentan en
el estudio del flujo electro-osmatico (Castillo et al 2018; Pimenta y Alves 2018) en
micro-canales, no fueron discutidas y es un tema que representa un reto desde el
punto de vista matematico y fisico. Efectos no isotérmicos y transferencia de energia
son de vital importancia en el estudio del flujo electro-osmético (Mala et al. 1997).
Mecanismos acoplados entre transferencia de momento y masa en fluidos no
newtonianos y porosidad, son sistemas que tienen una aplicacion potencial en
liberacion de farmacos (Sourav y Sirshendu 2013; Stone et al. 2004). Al incrementar
los mecanismos que describen el flujo electro-osmatico, el nivel de complejidad
aumenta por lo que, las soluciones analiticas ya no son posibles, asi que los
métodos numéricos son de vital importancia en la solucién de las ecuaciones
diferenciales que describen estos sistemas (Castillo et al. 2018).

Finalmente, es importante, resaltar que este trabajo de licenciatura, presenta
un primer esfuerzo en futuras investigaciones y aplicaciones en biologia, medicina
y farmacia mediante librado de farmacos, anticoagulantes y micro-dispositivos
(Bruss 2008; Chakkraborty 2005; Chopin 2012; Jendrejack 2003)
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Ecuaciones de Nernst-Planck
Distribucién de cargas en el sistema de estudio.

En este apéndice, se desarrolla la ecuacion que describe la distribucion de
cargas en el sistema (Bruus 2008; Afonso et al. 2009; Afonso et al. 2011-2013). Si
consideramos que la carga se conserva, i.e. satisface una ecuacion de la forma:

Liv.3,=0 (A1)
ot

En donde el flux Jc se descompone en dos contribuciones, la primera debido a los
procesos difusivos, convectivos y el ultimo debido al potencial eléctrico asociado

con el gradiente eléctrico (movilidad):

ze
J=-DVc+uc-D cV A.2
T ¢ (A.2)

B
EnlaEc. (A.2) D, es el coeficiente difusivo, V es operador nabla, u es la velocidad
del sistema, c es la concentracion, z es la valencia, e es la carga fundamental del
electron, ks es la constante de Boltzmann, T es la temperatura y ¢ es el potencial
eléctrico del sistema. Si consideramos que el sistema se encuentra en estado
estacionario, i.e. que la derivada temporal de la densidad de carga por unidad es

cero (dc/ot = 0), por lo que, combinando las Ecs. (Al) y (A2), se tiene lo siguiente:

V-{—DVc+uc—Dkz?l_cV¢J:0 (A.3)

B
Si suponemos que la parte convectiva de la Ec. (A.3) debido al movimiento global
del fluido es despreciable con respecto a los procesos de difusion y por mecanismos
eléctricos, el vector velocidad de la Ec. (A.1) se anula, i.e. u =0, por lo que la Ec.

(A.3) toma la forma:

. i Pad _ A4
v{ DVc Dchv¢J 0 (A.4)

B
Si la difusién no depende de la posicidn se puede factorizar del operador diferencial
por lo que, se tiene lo siguiente:

1 ze
V-{EVC +va TJ¢J:O (A.5)

B
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Dividiendo la Ec. (A.5) por 1/c y aplicando calculo elemental, se tiene la siguiente

expresion:

ze
V-{Van +VLk TJ¢J:0 (A.6)

B

Utilizando la propiedad matematica c*Vc =VLnc , la Ec. (A.6) se puede reescribir

de la siguiente manera:

v-{v[l_nc . [kzs%r MJZO A7)

Del andlisis vectorial, se sabe que la divergencia de un gradiente es el operador de

Laplace, asi que la Ec. (A-7) toma la forma:

VZLan ¥ [kZB(frJg;ﬁJ:o (A.8)

Si suponemos que, las variaciones del sistema se dan entre las placas, es decir con

respecto al eje coordenado “y”, la Ec. (A.8) se simplifica a la siguiente forma:

d? ze
W(an + [kBT]qﬁJ:o (A.9)

La Ec. (A.9) es de segundo orden homogénea por lo que, al integrar con respecto

al eje y se tiene lo siguiente:

d ze
@me ; [kBTM:Q (A.10)

En la Ec. (A.10) C1 es una constante de integracion. Al integrar la Ec. (A.8) una

segunda vez, se obtiene la solucion general:

Lnc(y) + Lkiﬁ‘ry(y) _Cy+C, (A.11)

La Ec. (A.11) contiene dos constantes de integracion {C1, C2} respectivamente. Para
determinar su valor, se necesitan imponer dos condiciones de frontera en el sistema.
Fisicamente la distribucion de cargas positivas y negativas en la pared, tienen una
concentracion inicial, la cual depende del potencial en la pared. La distribucién de
cargas positivas en la pared es: c(y = 0) = Exp[-ze/ksT ¢( y =0). Bajo este contexto,

la constante C2 = 0. Alejado de la pared, en el infinito, la distribucion de cargas tiende

78



FLUJO ELECTRO-OSMC:)TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

a un valor en el equilibrio, i.e. c—co, $—0, y—oo, por lo que la constante C1 debe de

valer cero, por consistencia fisica, debido a que la concentracion no puede ser
infinita. Al sustituir las condiciones de frontera en la ecuacion general, se tiene la

siguiente ecuacion particular:
ze

Lnc(y) + L_J¢(y)=o (A12)
kT

Despejando la concentracion de la especie quimica cargada por unidad de volumen,

se tiene lo siguiente:

C(y)=ExpL— 2 ¢(y)J (A.13)
kT
En general, se tiene lo siguiente relacion para las especies cargadas positivas y
negativamente:
s ze
c*(y) :ExpLi ¢(y)J (A.14)
kT

Si consideramos que el sistema se encuentra eléctricamente neutro, i.e. se tiene la
misma cantidad de cargas positivas y negativas en el sistema, la densidad de carga

neta pe(y), se puede expresar de la siguiente forma:

p.(y)=ngez(c' (y)-¢ (y)) (A.15)

Si sustituimos las concentraciones positivas de las especies cargadas

positivamente y negativamente:

p(y) =n062[EXp[+;—ZT¢(y)J—EXp£—keB—ZT¢(y)JJ (A.16)

B

De las funciones hiperbdlicas se tiene la siguiente relaciéon
. [ ez ez ez
2Sinh| — =Exp| +— —Exp| -—
[kT ¢(y)J p(+ T ¢(y)J p( kT¢(y)J (A.17)

Por lo que, al combinar las Ecs. (A.16) y (A.17), la distribucion de cargas se tiene lo

siguiente:

p, =—2(n,e)zSinh (% ¢j (A.18)
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Finalmente, la distribucién de cargas pe, depende de numero de iones por unidad

de volumen en el sistema, de la carga “e” de electron, z la valencia de la especie
quimica, de la temperatura en el sistema, de la constante de Boltzmann, ¢ es el

potencial eléctrico y Sinh(x) es la funcién hiperbdlica del seno.
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Potencial y fuerza eléctrica

En este apéndice, se presenta la deduccion del potencial eléctrico en el
sistema de estudio (Bruus 2008; Afonso 2009, 2011-2013; Ferras et al. 2014, 2016,
2018). Para describir la distribucion de cargas en un elemento de control se
utilizaran las relaciones de Maxwell, por lo que se obtendra una distribucion de
cargas que describa el sistema coloidal en el medio y las interacciones en el mismo.
De la primera ley de Maxwell de la electrodinamica se tiene la relacion entre el
campo eléctrico y la distribucion de cargas, es decir:

& (V-E)=p, (B.1)

La ecuacion diferencial (Ec. B.1) es una ecuacion diferencial parcial que describe
las variaciones espaciales del campo eléctrico, son inducidas por una distribucion
de cargas en el sistema, multiplicadas por una constante (1/e0). La Ec. (B.1) se
conoce como la primera ley de Maxwell. La constante e es la permitividad en el
vacio, pe es la distribucion de cargas en el sistema la cual, fue calculada en el
apéndice A (Ec. A.18). Esta ecuacion implica que los cambios espaciales en el
campo eléctrico son inducidos por una distribucion de cargas en el medio. Por otra
parte, si el campo eléctrico es conservativo, i.e. resultado de un potencial negativo
se tiene que:

E=—VOD (B.2)

En donde ®= ¢ + ¥ es la suma de dos potenciales eléctricos. El primero de ellos, es
por el potencial eléctrico aplicado en el sistema, mientras que el segundo se obtiene,
debido a las cargas que se encuentran en la superficie de las placas del sistema,
inducidas por los procesos de fisi-adsorcion, y las fuerzas de Van der-Walls. Al

sustituir estos potenciales en la primera ecuacion de Maxwell,

& (V-(-V®)) =g, (V-(-V(¢+v))) =p. (B.3)
Aplicando la propiedad distributiva del operador nabla, se tiene lo siguiente:
V2gh+Viy=—p, /€, (B.4)

La Ec. (Ec. B.4) es punto de partida del siguiente analisis fisico. En este punto,

Afonso et al. (2012), postularon que el laplaciano del potencial eléctrico inducido en

las paredes es pequeiio por lo que se puede suponer, que la distribucion de cargas
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se debe implicitamente a la aplicacion del campo eléctrico en el medio, el potencial

Y se debe a los procesos superficiales en las placas superior e inferior
respectivamente y no contribuye a la distribucién de estas, por lo que, el laplaciano
de ¥ es cero, i.e.

Viy=0 (B.5)

Al tomar la divergencia de un gradiente, se tiene el operador laplaciano que es de
segundo orden con respecto a las derivadas parciales:

Vig=—p, /€ (B.6)

Si la distribucion de cargas, i.e. la densidad de cargas se puede expresar en

términos de una funcion continua

p, =—2n,ezSinh Le_z (/5] (B.7)
KT

Al sustituir estas expresiones en la Ec. (B.6) se tiene lo siguiente:

Vi =—p, /&, =+2n,ezSinh (% ¢J /€, (B.8)

La Ec. (B.8) requiere para su solucién métodos numéricos por lo que en orden de
avanzar en la parte analitica se propone tomar una aproximacion de la misma. Si
suponemos que el argumento de la funcién hiperbdlica es menor a la unidad, esta
puede ser expandida en una serie de Taylor (esto expansion significa que los

mecanismos eléctricos son pequefios en comparacion de los térmicos), por lo que:

. €z ez
Sinh| —¢ | — B.9
I .
Al combinar las dos expresiones se tiene lo siguiente:
2
V2¢:+2no(92) /kT¢ (B.10)

€

Si suponemos que las variaciones espaciales solo son importantes con respecto a
la coordenada espacial y, por lo que se tiene:
¢ o0 ¢ o

Vip=—st—+—=—=
/ ox> oy o0z° oy* dy’

(B.11)
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Por lo que, al combinar las Ecs. (B.9-B.11 se tiene la siguiente ecuacion diferencial

de segundo orden homogénea de coeficientes constantes:

[62 _2no(ez)2/kTJ¢:o (B.12)

oy* €
Si se asume lo siguiente:

- 2n, (ez)’ /KT

€0

(B.13)

o

Este cambio nos permite simplificar los calculos matematicos. Notese que la

variable a tiene unidades de inverso de longitud. Al sustituir la Ec. (B.13),

(d_z azj¢:0 (B.14)
dy

El polinomio caracteristico esta dado por

p(m)=m?*- o’ (B.15)

Si p(m) =0, las raices del polinomio son:

m = ta (B.16)

Al sustituir las raices (Ec. B-16) en la solucion general, se tiene lo siguiente:
#(y)=C,Cosh[ay]+C,Sinh[ay] (B.17)

En la Ec. (B-17), {C1 y C2} son constantes que deben de ser determinadas

suponiendo condiciones en la frontera. Si suponemos, que el potencial es conocido

en la pared, es decir

y=H=g¢=4¢, (B.18)
Y que el sistema presenta un eje de simetria:
dg(y)
=0=>—~=0 B.19
y ry (8.19)

Al sustituir las Ecs. (B.18) y (B.19) se tiene la primera ecuacion algebraica:
¢, =¢(H)=C,Cosh[aH]+C,Sinh[aH] (B.20)
Al derivar y aplicar la segunda condicién de frontera se tiene que:

0= d¢_(y) =0C,Sinh[a-0]+aC,Cosh[a-0] (B.21)

dy

y=0
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Esto implica que la constante C>
C,=0 (B.22)

Por lo que, C1 esta dado por:

By
€= Cosh[oH] (8.23)

Al sustituir la Ecs. (B.22) y (B.23) en la Ec. (B.17), se obtiene finalmente el potencial

eléctrico en funcion de la coordenada y.

Cosh[ay]

Cosh[aH] (B.24)

¢(Y) =Py

La Ec. (B.24) describe la variacion del potencial eléctrico en funcion de las
propiedades eléctricas y térmicas en el sistema a través del parametro a. Partiendo
de la distribucion de cargas en el medio calculada en el apéndice A, Ec. (A.18), pe
= -2noezSinh(ez¢/kT), y suponiendo que los mecanismos térmicos dominan sobre

los eléctricos, el seno hiperbdlico puede ser desarrollado mediante una serie de

Taylor:
. (ez ez 1(ez (ez/KT)¢
Sinh| —¢ |= = B.25
n (kT¢) ¢ [kT¢j +5![kT j Z (2n+1)I ( )
Si consideramos solo las contribuciones de primer orden de la expansion, se tiene
lo siguiente
. (ez ez 2n, (ez)’
Sinh| — -2 =——"23"7 B.26
in (kT¢j n ez(k_l_¢) T & ( )

Si se sustituye la Ec. (B.26) en la distribucion de cargas pe (Ec. B.7) se obtiene la

siguiente expresion:

2n, (ez)’
kT

Al sustituir el potencial ¢ (y), Ec. (B. 24)

b= 4(y) (8.27)

2n,(ez)’ , Cosh[ay]

B.28
kTe, " Cosh[aH] (B.28)

Pe =&

La Ec. (B.28) puede ser simplificada mediante la Ec. (B.13),
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Pe = &g (_¢H )az %[[zzl]] (829)

La Ec. (B.29) es punto de partida en la presente tesis de licenciatura y nos especifica
la distribucién de cargas en el medio electrolitico, viscoelastico.

La fuerza eléctrica en el sistema esta dada por:
Fe=p.,E=—p, Vo (B.30)
Combinando las dos expresiones y suponiendo que el campo eléctrico es
unidireccional, La Ec. (B.30) se multiplica por el vector unitario en la direccion del

eje coordenado Xx, por lo que:

Fe'ex :peE'ex :—pev¢‘6x (831)

el campo eléctrico es constante en la direccion de X, se tiene el siguiente resultado:

Coshloy] o, (B.32)

Fe, =p.E, =—p Vo =+e,4,0°
X pe X pe ¢ O¢H COSh[(IH]
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Modelo BMP acoplado con masa

Este apéndice ilustra la deduccion del modelo convectivo superior empleado
en este trabajo (Castillo et al. 2014).

El conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el flujo y la
transferencia de masa inducida por corte, fueron desarrolladas por Manero y
colaboradores en varias publicaciones. Estas ecuaciones describen un sistema no
lineal de ecuaciones diferenciales parciales, que presentan varios fendmenos
interesantes como son: (i) Adelgazamiento, (ii) Engrosamiento, (iii) Esfuerzo de

cedencia, (iv) flujo bandeado y (v) difusion y (vi) dispersion.

‘Z—‘tpz ‘P°>: P+ Ky (14611, ) (9, -0)6:D+ BV - J c-1
\%
I, 23— pPye Poyeip Sov.g, C-2
¢ ® ® ¢
\%
6+—6=2D+p, vy c-3
Geo o (0

En donde las derivadas convectivas del tensor de esfuerzos y del flux de masa

sondefinidas de la siguiente manera:

v

J:E—L-J, C-4
dt

v DG T

6———|L-6+06-L C-5
. )

En las Ecs. (C-4) y (C-5) L es el tensor gradiente de velocidad, D es el tensor rapidez
de deformacién, que es la parte simétrica del tensor especial gradiente de
velocidad, llp es el Segundo invariante del tensor rapidez de deformacion, ¢ es la
fluidez que es el inverso de la funcion viscosidad, ¢o (=no™) es la fluidez a orden

cero, Go es el médulo elastico, A es el tiempo de restructuracion del sistema, Ko
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puede ser interpretado como una constante cinética que describe el rompimiento y

destruccion de la estructura bajo flujo, t1 es un tiempo de relajacion para el flux de
masa, D es la difusividad inducida por el corte, c es la concentracion del sistema y
9, Bo, B0’ , B2y B2’ son parametros fenomenoldgicos. Las Ecs. (C-1-C-4) junto con la
ecuacion de continuidad sin generacion, forman un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales y junto con las condiciones iniciales y de contorno,
forman un conjunto cerrado. Este conjunto de ecuaciones diferenciales esta
doblemente acoplado y se utilizan para describir el comportamiento reoldgico lineal
y no lineal de sistemas complejos.

A. Viscoelasticidad lineal (bajas deformaciones)
Suponiendo bajas deformaciones en el sistema, el conjunto de ecuaciones

diferenciales acopladas se simplifica de la siguiente manera:

v
J+11&J=—@&VC—B—OV([)+32&V-G C-6
¢ ¢ ® ¢
v
6+ 6=2D+p, vy C-7
Geo ¢ ®

En este punto, la funcién fluidez es contante igual a ¢o, por lo que:

A%
J+1,J=-DVc+B,V- o C-8
El esfuerzo cortante

v
c=£D+BZVJ. C-9
Go®o ()

G+

En donde las derivadas convectivas del tensor de esfuerzos y del flux de masa son

definidas de la siguiente manera:
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J=—, C-10
ot
V. Oo
c=— C-11
ot

Si suponemos que el tiempo de relajacion asociado a la transferencia de masa es
pequefio y que la concentracion permanece constante, el sistema se reduce a:
J=B,V-o C-12

El esfuerzo cortante

\%
6= 3D+B’;VJ C-13
Gy, Po

o+

Al combinar las Ecs. (C-12) y (C-13), se tiene lo siguiente:
J=B,V-c C-14

La ecuacion constitutiva toma la forma:

\4
6= £D+[3’;v[[32v-<s] C-15
G, P

o+

Simplificando

V.2

o+ 6=—D+B,B,V[V-5] C-16
Gy, Po
Por lo que,
v 2 . 2
o+ 6=—D+B,p, (V' +VxVx)o C-17
G0, P

Si las constantes se definen de la siguiente manera: g, =D Y B2=2Xo

\%
1 6:£D+kGD(V2+VxVx)c C-18
GoPo ®o

o+

Finalmente, la ecuacion que se propone para este trabajo queda expresada como:

90



FLUJO ELECTRO-OSMOTICO DE UN FLUIDO

VISCOELASTICO

C +

v
1 G:£D+XGD(V2+VXVX)G
G0,

Do

Y la transferencia de materia est4 dada por:

C-19

C-20
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Modelo viscoso: Newton
En este apéndice, se ilustran los pasos matematicos para deducir
expresiones analiticas para: (i) el perfil de velocidades vy (ii) flujo volumétrico del
modelo newtoniano (Afonso et al. 2009; 2011-2013; Ferras et al. 2014, 2016, 2018)
El modelo de Newton es el mas simple debido a que relaciona el tensor de
esfuerzos con el tensor rapidez de deformacion de una forma lineal y solo contiene

una propiedad material que lo describe no

6 =2,D (D-1)

El tensor rapidez de deformacién que es la parte simétrica del tensor gradiente de
velocidad

2D=VV +VV' (D-2)

Al combinar las dos ultimas expresiones, se tiene lo siguiente:
6 =1,(VV+VVT) (D-3)
Para un flujo cortante simple, el tensor de esfuerzos y los tensores gradiente de

velocidad y gradiente de velocidad transpuesto toman la forma:

Ouc Oy 0
c=|o, o, O (D-4)
0 0 o

El tensor gradiente de velocidad toma la forma para un flujo cortante simple

0 00

vv=| M 4 o (D-5)
oy
0 00

De la misma manera, la transpuesta del tensor gradiente de velocidad toma la

forma;
oVX T
0O — 0 0O 00
o oVX
vv=0 0 O|=— 0 O (D-6)
0O 0O ©O %y
0O 0O
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Sustituyendo las matrices del modelo newtoniano en la ecuacion tensorial, se tiene

lo siguiente:
oVX
0 00)|0 — 0
Gxx ny 0 8VX 6'y
Gy O 0 |=ms|— 0 0 0 (D-7)
0 0 o, » 0 0
0 0O
Simplificando el sistema matricial se tiene lo siguiente:
o W
XX Xy 0 aV ay
X
o, 0, 0 |=n W 0 0 (D-8)
0 0 o,
0 0 O

Desacoplando las ecuaciones, obtenemos las siguientes ecuaciones algebraicas

6 =0 (D-9)
Oy =To X (D-10)
oy
R s (D-11)
oy
S, =0 (D-12)
6, =0 (D-13)

Las Ecs. (D-10) y (D-11) son iguales debido a la simetria del tensor de esfuerzos.
Por otra parte, los esfuerzos normales Ecs. (D-9, D-12, D-13) son iguales a cero, lo
que implica que, el modelo de Newton, no captura las componentes elasticas del
material.
A. Perfil de velocidad combinado
Al igualar la componente xy del tensor de esfuerzos con la componente x de
la ecuacion de movimiento, se tiene lo siguiente:

dvx _ dp Senh (ay)

Md_y dx Cosh(aH) (D-14)

y +godya(dg/ dx)
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Dividiendo entre la viscosidad Newtoniana:

dvx _E@y_l_ gofy0(dg/dx) Senh(ay)

i D-15
dy pdx M Cosh(aH) (D-15)
Separando variables se tiene lo siguiente:
dVx — E%y . &opy0(dg/dx) Senh(ay) d (D-16)
n dx u Cosh(aH)

Integrando con respecto a la variable de integracion y, se tiene lo siguiente

of0(dg/ dx)
nCosh (aH)

1dp
Senh dy+=—|yd -
[senh (ay) dy udxjy y (D-17)

_[de: ¢

Al integrar la Ec. (D-17) con respecto a la coordenada se obtiene:

Vx(y) _ &ty (d¢/dx) Cosh(ay) ,1dp
i Cosh(cH) 2p dx

y?+C, (D-18)

Aplicando las condiciones de frontera, en la pared, en Ec. (D-18) se tiene lo

siguiente:

y =H; Vx(y) =0 (D-19)

Aplicando las condiciones de frontera, se tiene lo siguiente:

o= Fofh (dg/dx) +1dp o +C, (D-20)
u 2u dx

Despejando la constante Ci se tiene:

C,=- o (d9/dx) 1 dp (D-21)

m Cosh(aH) 2y dx mn 2u dx

Reordenando la Ec. (D-19) obtenemos:

Vx(y)=%‘M[dﬁj{l_m}ri[_djj{l_(q} (D-20)

dx Cosh(aH) | 2p\ dx H

Si consideramos que los mecanismos eléctricos son despreciables con respecto a

los térmicos, por lo que, desarrollando las funciones hiperbdlicas,
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ey atearse () |- S ()] O

La Ec. (D-21) es el perfil newtoniano parabdlico inducido por una fuerza motriz

combinado por un gradiente de presion y mecanismos eléctricos.
B. Flujo volumétrico combinado
Es importante notar que la Ec. (D-21), es par por lo tanto satisface la
condicion de frontera Vx(y=-H) = 0. Integrando la Ec. (D-21) con respecto al &rea de

flujo
Q :_[ I VX(y) dy dz (D-22)

La velocidad axial en x, no depende de la coordenada z, la integral con respecto a

y puede salir de la integral doble, por lo que se tiene lo siguiente:

H w H H
Q =£J'Vx(y) dijdz = U VX(Y) dsz|;V = ZWI Vx(y) dy (D-23)
-H 0 -H 0
Escalando los limites por la longitud caracteristica H, para obtener la siguiente
expresion:
1 y
Q =2WH| Vx(y) d(ﬁj (D-24)
0

Sustituyendo Ec. (D-21) en Ec.(D-245) tenemos.

QZZWHHM(@)PMJ+H_Z(_d_p)[1_y*z]} & (029)

1 dx Cosh(aH) | 2p\ dx

Integrando con respecto a y'=y/H obtenemos:

QZZWH{M@[LLM}H;(_@H (0-26)

n dx oH Cosh(aH) | 3p\ dx

La Ec. (D-26) presenta dos términos, el primero de ellos asociado al flujo eléctrico y

esta constituida por:

Q=2wH M) (j“ )(i—fj [1—%@} (D-27)

Y el segundo término que representa la velocidad por el diferencial de presiones, la

cual esta constituida por:
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2 WH [ @j (028)

ng i dx

De la misma manera, que, en el caso del perfil de velocidades, se tiene lo siguiente:

Tanh(oaH) 1,
1- ~—(aH D-29
5 (D-29)
Sustituyendo esta expresion y simplificando se obtiene la siguiente expresion:
2WH?( d ) 2 WH? dPej
== —— == - D-30
Q=S (s pp) |- 2N (@20
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Fluido viscoelastico

En este apéndice se deduce el perfil de velocidades, flujo volumétrico y esfuerzo
normal de un liquido viscoel&stico (Afonso et al. 2009; 2011-2013; Ferras et al. 2014,
2016, 2018).

A. Ecuacién codeformacional de Maxwell (MCM)

La ecuacion codeformacional de Maxwell es una extension del modelo

viscoelastico lineal méas sencillo (Maxwell). Es importante mencionar que solo es
valida en el régimen de deformaciones bajas. Suponiendo estado estacionario y

flujo cortante, se tiene la siguiente expresion para el modelo codeformacional de

Maxwell:
61y (VV' -6+ 6-VV)=n,(VV+VV') (E-1)
Sustituyendo las matrices en la ecuacion tensorial, se tiene lo siguiente:
Oy Oy 0 0 \'/Xy 0] (0 0y 0 Oy Oy 0 000
6, Oy 0 |A{0 0 O}fo, o, 0 +o, o, 0]y, 0 0f=
0 0 o, 00 0f{0 0 o,/ LO 0 o0,/ [0 00
(E-2)
0 00 0 7, 0
Mol | Yy O Of+0 0 0
0 000 0O
Simplificando las matrices de la Ec. (E-2), se obtiene lo siguiente:
Gxx_y\‘o(yxycyx+0xy7xy) ny_}”O’YXyGW 0 0 ;{Xy 0
Oy =My Yy Oy 0 1=mg[7, 0 0 (E-3)
0 0 o,, 0 0 0

Desacoplando las ecuaciones, obtenemos las siguientes ecuaciones algebraicas
Oy _}“0 Vyy Opy = Mo Yy (E'4)

ny - }\’Ocyy YXy =Ny ny (E'5)
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Yy Opx T 0y nyj =0 (E-6)

Q
=
I
>
o
TN

(E.7)

Es claro que las Ecs. (E-4) y (E-5) tiene las mismas estructuras algebraicas debido
a la simetria del tensor de esfuerzos oxy = oyx, por lo que se tiene el mismo resultado

del fluido newtoniano es decir:

Oxy = Mo Ty (E-8)

B. Perfil de velocidades y flujo volumétrico
Los perfiles de velocidad para el fluido viscoeléstico caracterizado con el modelo

de Maxwell, tiene la misma forma que el modelo newtoniano, por lo que:

weny= P2 (9P (Y|, 8o (=#u)(dg)|, Cosh(ay) E-9
VX) ZH( dx)\} (Hj J n (dxj{l Cosh(aH)J (E-9)
Y para el flujo volumétrico

L:H_z(_d_pj+M(d_¢] 11 Senh(oH) (E-10)
2WH  3p\ dx 1 dx aH Cosh (aH)

En la Ec. (E-9) se supuso que no existen efectos de deslizamiento en la pared. Las
Ecs- (E-9) y (E-10) establecen que la velocidad y el flujo son la suma de las
contribuciones debido al gradiente de presion y al flujo electro-osmético, i.e. Vx =
Vx,e+Vx,py Q=Qp + Qe.

C. Esfuerzos normales oxx

A patrtir de la Ec. (E-8) obtenemos la componente xx del tensor de esfuerzos:

2

Gxx = 2}”0 ny ny = 2)‘OTIO ny (E-9)
La Ec. (E-9) es la misma que en el fluido newtoniano. Sustituyendo el valor de la

rapidez de deformacion, se tiene lo siguiente:

-2 1 dp . gypya(dg/dx) Senh(ay) ?
-0 -0 LN E-10
O x oMo Vxy oMo T dx y o COSh(OLH) ( )
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Como el componente oxx es diferente de cero debido a que el fluido presenta

elasticidad, y esta se debe principalmente a dos contribuciones:
(i)  La primera de ellas asociada a un gradiente de presion constante (sin

campo eléctrico)

22 (dp Y
O = 2Ny ¥ Z—(—yj (E-11)
oty G, Ldx

(iv)  La segunda de ellas asociada al flujo electro-osmético

2

2
. 2 Senh(ay)
=2\ =— dg/dx)——= E-13
Oyx oMo Vxy G, [80¢Ha( ¢ X) Cosh ((XH)] ( )

(v) Para un fluido newtoniano, el esfuerzo normal oxx es cero, debido a que

el tiempo viscoelastico de Maxwell es cero, i.e. Ao =0.

101



FLUJO ELECTRO-OSMC")TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

APENDICE F

102



FLUJO ELECTRO-OSMC:)TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

Fluido viscoelastico-difusivo

Ecuacién codeformacional de Maxwell modificada

El dltimo modelo que se analiza es el modelo convectivo superior modificado
por la difusion inducida por el corte (Castillo et al. 2014). En este modelo se afiade
el laplaciano del tensor de esfuerzos por lo que, en estado estacionario, se tiene la

siguiente ecuacion matricial:

62y (VV -6+ 6-VV)=n,(VV+VVT)+D A V’6 (F-1)

Enla Ec. (F-1) Ds y As son el coeficiente difusivo y un tiempo caracteristico asociado

a la difusién. En forma matricial, se tiene lo siguiente:

Ox _>\‘0 (ny Gy + Oy nyj Oyy _}‘0 ny Gy 0 0 &/Xy 0
Oy Oy 0
Gy = A0y Yy Oy 0 [=mglv O OfF DV’ 6, o, 0 |(F-2)

0 0 o, 0 0 0 0 0 o,
Desacoplando las expresiones, se tiene lo siguiente:
ny _}\’0 ny ny _Dokcvzoxy = nO yxy (F-3)
Gy — MOy Yoy ™ ngcvzcxy =M ¥y (F-4)
O — 2N, i(xy 6, —DA Vo, =0 (F-5)
O, —DGXGVZGyy =0 (F-6)
6, -DA. Vs, =0 (F-7)

Perfil de velocidades
La ecuacién mas importante de la presente investigacion, es la componente

Xy de la ecuacion constitutiva, por lo que se tiene lo siguiente:

(1_ Dc}\‘cvz )ny = >\’0 7xy ny + nO yXy = T]O YXy (F-8)
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Si suponemos que los esfuerzos normales cyy = 0 son pequefios comparados con

los viscosos, la ecuacion diferencial anterior puede ser integrada con respecto a la
coordenada y aplicando la misma condicion de frontera, que en la ecuacion
constitutiva (ECSM), i.e. Vx(y = H) = 0, se tiene lo siguiente:

2 2 _

Mo L dx o Cosh (oH)

Notese, que la Ec. (F-9) incluye los términos difusivos de la ecuacion de movimiento.
Si Ds es cero, la ecuacion se reduce al modelo newtoniano previamente calculado.
Flujo volumétrico

Sustituyendo el perfil de velocidades difusivo en la doble integral del flujo
volumétrico, el siguiente resultado analitico es obtenido:

h 2
Q=2WH {(1- D, 02 %(-3_@[1 - Ta”al({“H)} .:10 (Z_zn (F-10)

La Ec. (F-10) presenta dos términos, el primero de ellos asociado al flujo eléctrico y

esta constituida por:

Qe = 2WH (1- Dﬁxcaz)%[—j—‘bj{l—&gH)J (F-11)
Mo X [0

Y el segundo término que representa la velocidad por el diferencial de presiones, la

cual esta constituida por:

2 WH?® dpj

=== F-12
=5 ( - (F-12)
Notese:

La Ec. (F-11) contiene los términos difusivos inducidos por el corte. Un caso
particular de esta, es cuando el coeficiente difusivo es igual a:
2

o
D, = F-13
. (F-13)

(v
0

El flujo volumétrico es dominado por los mecanismos asociados al gradiente de
presion respectivamente. En la siguiente seccién se presenta un resumen de las

ecuaciones principales, deducidas en esta seccion.
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Mecanismos elasticos difusivos

En los mecanismos difusivos-elasticos la ecuacion dinamica que los describe,

tiene la siguiente forma matematica:
. 2 . 2
(D170, =20y 14y 0, = Ty Jo = () (F-14)
0

Al substituir el esfuerzo cortante en la ecuacion diferencial se tiene lo siguiente:

2
d? 2 (dp Senh[oay]
1-DA\, — =—| —y+ dg/dx) ————=% F-15
[ ° °dy2JG"" Go(dxy St (40 OX) o o] (F-19)

Esta ecuacion diferencial de segundo orden nos describe las variaciones elasticas
del sistema (Fluido-distribucién de cargas) en funcién de las propiedades materiales
del sistema. Cuando los mecanismos difusivos son cero, el sistema se reduce al
esfuerzo normal cyy asociado a los mecanismos viscoelasticos. Por otra parte, para
resolverla, se necesitan especificar dos condiciones de frontera. La primera de ellas,

se basa en la suposicién de que la elasticidad es cero en el eje de simetria, i.e.

o, (y=0)=0 (F-16)
Y la segunda de ellas, se supone que el esfuerzo normal en la pared se conoce, y

su valor esta determinado por:

do

XX

=0 (F-17)
dy

y=H
La ecuacion diferencial de segundo orden se resuelve por el método de variaciéon

de parametros:

d? 2
[1— D\, d—szoxx = (Ay + BSenh[ay]) (F-18)

En donde A y B son definidos de la siguiente manera:
dp 2 eodo(dg/ dx) (F-19)
G, Cosh[uH]

La solucién particular se calcula por el método de variacién de parametros:
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B 2"(2+y'w) [ BCosh[2ya] 2Ay(o’ ~a)Sinh[yo]-4AaCosh[uy] (F-20)
xXx,P 2(112 8(12 —2(11 ((12 _al)z

En la solucion homogénea y particular a1 se puede interpretar como el inverso de
una longitud caracteristica asociada a los procesos difusivos y de relajacion por

efecto de los mecanismos de corte:

o =1 (F-21)

JDXG
Al aplicar las condiciones de frontera, las constantes quedan determinadas de la

siguiente manera:

2 27 g2
az—%) 8a” -2,

2 2
Cl +C2 _ 4A 2— B o, i BL( 4A0 B J (F‘22)
0y

(F-23)

. B0, —2A* (2 + yz(xl) N B[ BCosh[2ya] N 2Ay(0c2 - al)Sinh [ya]-4AaCosh[ay]

XX,P 2 2 2
20, 8a” —2a, ((12 - 0‘1)

Por lo tanto, la solucion de la componente oxx depende de una solucibn homogénea

y particular, las cuales dependen de los mecanismos:

a) Viscosos

b) Elasticos

c) Difusivos
En este punto, se supone que la elasticidad solo depende de la componente oxx €s
claro que los procesos difusivos inducen un flujo no homogéneo, es decir, el tensor
de esfuerzos depende de los gradientes espaciales y por lo tanto es un flujo que no
es reométricos, por lo que no se puede hablar de funciones materiales, ya que estas,
se calculan bajo suposiciones de estado estacionario y homogéneo. Otro de los

puntos importantes que deben de estudiarse es concerniente a las condiciones de

frontera para el esfuerzo normal oxx.
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l. Variables y numeros adimensionales
En este apéndice se presentan las variables caracteristicas, y grupos
adimensionales (Afonso et al. 2009, 2011-2013). Las variables escaladas son: (i)
Velocidad axial, (ii) Flujo volumétrico, (iii) Esfuerzo cortante, (iv) Esfuerzo normal,
(v) Presién respectivamente.
A. Coordenadas adimensionales
Para simplificar las coordenadas x y y se ha utlizado como longitud

caracteristica H. Para la coordenada y se tiene lo siguiente:

o<y =Y<1 (G-1)
H

Para la coordenada x,

ng*zig(iJ >>1 (G-2)
H H J o

Notese que la coordenada adimensional y esta normalizada a la unidad, mientras
gue X no lo esta y su valor maximo es mayor a uno, i.e. (X/H)max >> 1.

B. Velocidad axial y flujo volumétrico

La velocidad axial adimensional y el flujo volumétrico se escalan con la velocidad
electro-osmotica de Helmholtz- Smoluchowski (Afonso et al. 2009).
v, = ot (G-3)

pH

Por lo que, el perfil de velocidades tiene la forma:

« N
0< VX :V—XS(VX ) (G-4)

max
HS

Y el flujo volumétrico, tiene la forma:

05Q =2 —<(Q),, (G5)

La Ecs. (G-5) y (G-6) no estan normalizadas a la unidad, como en el caso de la
coordenada cartesiana y (Ec. G-1).
C. Presién, esfuerzo cortante y normales

La presion y los esfuerzos son escalados con la siguiente variable caracteristica:

108



FLUJO ELECTRO-OSMC:)TICO DE UN FLUIDO
VISCOELASTICO

VHS
= 6,=1, 1= G-6
Pe= 0,1y~ (©6)

En la Ec. (G-6) no es la viscosidad a bajo corte. Cuando se trata de un fluido

newtoniano, es la viscosidad cortante p, Vus se definié en la Ec. (G-3) y H es la
longitud caracteristica del centro a la pared del micro-canal.

La presion adimensional toma la forma:

* p
_ G-7
P Vi /H (€D

El esfuerzo cortante toma la forma:
Oy = O (G-8)
Mo Vis /H
El esfuerzo normal
O = (G-9)
Mo Vs / H
Las Ecs. G-7-G-9) no estan normalizadas como en el caso de la coordenada
adimensional “y”.
D. Flux masico de transferencia de masa
El flux de masa es escalado con la viscosidad en el régimen de viscoelasticidad
lineal dividido por la longitud caracteristica H la cual, es la mitad del micro-canal.
Jc =n,/H (G-10)
El flux de masa toma escalado toma la forma

T = J;H (G-11)
Mo

Il. Grupos adimensionales

Este conjunto de variables adimensionales nos permitio obtener los grupos
adimensionales correspondientes:
A Mecanismos eléctricos y térmicos

- 2n0(ez)2 H?/ e,
o = (G-12)
kT
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B Mecanismos viscoelasticos
Vs -
We =1, H (G-13)

C Mecanismos difusivos viscoelasticos

D, = HE)/;» (G-14)

D Mecanismos de transferencia de masa y electro-osméticos

We, = (G-15)
IV,

El primer nimero adimensional o descrito en la ecuacion anterior es el
cociente de dos longitudes caracteristicas asociadas a la geometria del sistema H
y el otro, a las propiedades eléctricas combinada con los mecanismos térmicos del

flujo electro-osmaotico.

. 2n (ez)’ H/e, i _Eléctri
o =\/ o(e2) _Mecanismos-Eléctricos 17

KT ~ Mecanismos-Termicos
El segundo de ellos, es el nimero de Weissenberg, el cual es un numero
adimensional que relaciona los mecanismos viscosos y elasticos del sistema.

El segundo nimero, es el Weissenberg el cual tiene tiene limites clasicos
0: Fluido newtoniano
We =2, Vs _ 1: Fluido viscoelastico G-18
o : Fluido elastico
A We << 1, el sistema es dominado por los mecanismos viscosos y el sistema se
puede considerar inelastico. Por una parte, para We igual a la unidad, i.e. We = 1,
el sistema es viscoelastico por lo que se presenta disipacion a través de los
mecanismos viscosos y de recuperacion a través de la elasticidad del material. Por
otra parte, a We >> 1, los mecanismos viscosos son pequefios y la leasticidad rige
el sistema fisico.
El tercer nUmero_esta relacionado con los procesos difusivos asociados con
el corte, y los inducidos por los mecanismos de relajacion asociados con el tiempo
caracteristico L. Si el nimero adimensional Ds" es cero, el sistema particulas-bulto

no presenta mecanismos difusivos.
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El cuarto numero adimensional es una relacibn entre un tiempo de

caracteristico asociado al corte y una rapidez de deformacion caracteristica. Esta,
involucra la velocidad del sistema electro-osmoético y una variable geométrica
asociada a la separacion de las placas en el flujo electro-osmotico.

We_ =2 % G-19

c c

Si el numero Wes es cero, el flux de Masa J, es cero por lo que no existe transferencia
de masa en la direccion x. Es importante resaltar que, si es mayor que 1, i.e. We_>>1,

la transferencia de masa en el sistema aumenta y depende de la combinacién de
mecanismos asociados al gradiente de presibn y los mecanismos electro-

osmoticos.
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