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Introduccion

El presente trabajo tiene como objeto el teorema de reduccién o cocien-
te simpléctico. Para lo cual los primeros capitulos se centrardn en definir
algunos de los conceptos, asi como resultados sobre ellos que a la postre seran
las herramientas que nos permitiran trabajar y llevar a buen puerto muestro
trabajo.

Como se mencion6 en el parrafo anterior, el capitulo primero se compo-
ne de los conceptos basicos de la geometria diferencial, tales como wvariedades
suaves, difeomorfismos, espacio tangente etc. asi como algunos de los operado-
res diferenciales de primer orden sobre dichas variedades, a saber, conezriones
principalmente la conezion de Levi-Civita y la derivada exterior. También se-
ra importante definir algunos conceptos sobresalientes sobre algebra exterior,
campos vectoriales y formas diferenciales.

Para el segundo capitulo comenzaremos a adentrarnos en los conceptos
bésicos de la geometria simpléctica, esto es, lo que una variedad simpléctica
significa, algunas caracteristicas importantes sobre su estructura, a su vez de
un resultado muy importante que identifica localmente a las variedades sim-
plécticas llamado teorema de Darboux.

Con las herramientas con las que ya contamos de los capitulos anteriores,
estaremos ya en condiciones a partir del tercer capitulo de definir lo que son
las acciones suaves, y dentro de éstas las que nos interesaran son las llamadas
acciones simplécticas y mas en particular un subgrupo de éstas, las acciones
hamiltonianas, que serdn aquellas que relacionaran campos vectoriales de la
variedad con operadores diferenciales y de esta forma nos daran la pauta para
introducir el concepto de aplicacién de momento, punto central de nuestro
trabajo.

Finalmente, la aplicaciéon de momento nos da pie para llegar al teorema de
reduccién simpléctica; este resultado se debe a los trabajos del matematico
canadiense Jerrold Marsden y del estadounidense Alan Weinstein, dicho teo-
rema asegura la construccién de variedades simplécticas a partir de un espacio
cociente; para dicho espacio cociente la aplicaciéon de momento juega un rol
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fundamental. Por dltimo y para corroborar los resultados obtenidos presenta-
remos algunos ejemplos que ilustren el teorema.

Una vez que hemos aclarado la composicién secuencial del trabajo, se hace
importante introducir al lector en los antecedentes mas relevantes sobre la
geometria simpléctica.

El “nacimiento” de la geometria simpléctica esta fuertemente relacionado
con la mecanica clasica. Su forma moderna, como una rama de la geometria
diferencial, ha surgido como consecuencia de los miltiples avances y desarrollos
“recientes”, lo cual le ha otorgado un campo propio e independiente dentro de
las matematicas. El estudio de la topologia simpléctica en general esté estre-
chamente ligado con otras areas de las matematicas, entre los que sobresalen,
la geometria algebraica y compleja, el dlgebra homoldgica, la teoria de repre-
sentaciones asi como también otras areas de la fisica como lo pueden ser la
teoria de cuerdas y por supuesto la mecdnica cldsica y cuantica.

Como tal el término “simpléctica” dentro del campo de las matematicas
fue introducido por el matemético Weyl en el afio 1939; cabe senalar que los
inicios de la geometria simpléctica, si bien no son muy antiguos tiene su origen
mucho antes de dicho ano; aclarado lo cual, el término surge al consideredar
la raiz latina de la palabra complez, (compleja).

Por mencionar algunos de los més destacados hitos que dieron forma a la
concepciéon actual de la geometria simpléctica, comenzaremos a ubicarnos a
principios del siglo XIX con los trabajos de Lagrange sobre mecéanica celeste,
el siguiente paso lo encontramos con Hamilton y su introducciéon de la mecé-
nica hamiltoniana, pero su formulaciéon actual tiene su base en los trabajos
de Arnold y Weinstein en los afios 60 y 70, respectivamente; posteriormente
con el trabajo de Donaldson en los anos 90 se ha dado forma a la moderna
concepcion de la geometria simpléctica.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares

A lo largo de este capitulo nos enfocaremos a revisar y dar una nocién gene-
ral de los conceptos que usaremos para poder abordar los resultados principales
de la tesis.

1.1. Variedades Suaves

Lo primero seré abordar lo que sera nuestro objeto de trabajo a lo largo de
los consecuentes capitulos, dichos objetos seran las variedades, esto es, conjun-
tos topologicos los cuales localmente los podemos pensar como muy parecidos
al euclidiano, un espacio con el cual del cédlculo ya tenemos mas familiariza-
do y a su vez del cual ya tenemos herramienta suficiente para trabajar, asi
concretamente definimos una variedad (topologica).

Definicién 1.1.1 Una variedad M de dimension n es un espacio topoldgico
(que supondremos conexo en este trabajo) que tiene las siguientes propiedades:

1.- Es Hausdorff. Es decir, para cualesquiera dos puntos distintos en M, p y q
existen subconjuntos abiertos Uy, Uy C M de p y q respectivamente, tal
que U, NU, = 0.

2.- Es seqgundo numerable. Esto es, existe una base numerable para la topo-
logia de M.

3.- Cada punto p € M tiene una vecindad U, que es homeomorfa a un abierto
V C R".

En tal caso se denota a la variedad como M™ para hacer referencia que la
dimensiéon de la variedad es precisamente n.
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Podemos resumir las tres condiciones anteriores de la siguiente manera;
para cada p € M y para cada subconjunto abierto U, de M, que contiene a p,
existe un subconjunto V' C R" y un homeomorfismo 7 : U, — V/, con lo cual
decimos que M es localmente euclidiano.

Hacer notar que, aunque lo anterior nos haga ver localmente a M™ como
R™, en general pueden ser muy distintos (topologicamente), es por lo cual
que su estudio se hace a través de los abiertos y los homeomorfismos, que a
continuacion definimos formalmente.

En lo sucesivo usaremos solo M para denotar una variedad de dimensién
ny no asi M", a menos que sea necesario.

Definicion 1.1.2 Dada una variedad M a la pareja (Up,7) se le llama carta
coordenada sobre M, donde vy : U, — V' es un homeomorfismo de U, C M a
V C R™

Con lo cual cada punto p € M esta contenido en el dominio de alguna carta
(Up,), asi todo M queda cubierto por los dominios de un conjunto de cartas
denominada atlas.

Definiciéon 1.1.3 Un atlas para un variedad M, es una familia {(Uqy, Vo) tacT
de cartas, tales que los dominios U, cubren a M.

Con T un conjunto de indices no necesariamente finito.

Dada una variedad M y {(Uq,va), (Ug,73)}, dos cartas tales que se satisfa-
ce, UoNUg # 0, la funcién composicion ygov, ' 1 7a(UaNUs) — v5(UsNUp)
es denominada la funcién de transicién de v, a 3.

Para poder hacer uso de los conceptos de calculo necesitamos introducir en
este momento el concepto de difeomorfismo, que es una herramienta poderosa
y que junto con las cartas nos permitirdn extraer informacién importante de
las variedades.

Definicion 1.1.4 Dados dos subconjuntos abiertos U C R™ y V. C R™, una
funcion f : U — V se dice de clase CP, si todas sus derivadas parciales de
orden p existen y son continuas. Asi mismo decimos que f es C° si es de clase
CP para toda p.

A las funciones de clase C™ se les conoce como suaves.

Con esto en mente podemos introducir el concepto de difeomorfismo como
aquella funcién que es invertible, suave y con inversa suave.



1.1 Variedades Suaves 5

Figura 1.1: Funcién de transicion.

Una de las propiedades que més serd de utilidad acerca de las funciones
suaves es aquella que nos asegura que la composicién de éstas sigue siendo una
funcién suave, con lo cual podemos pasar de un subconjunto abierto a otro a
través de composiciones sin perder la suavidad.

Proposiciéon 1.1.1 La composicion de funciones de clase CP es de clase CP.

Esta proposicién se puede ver como una consecuencia de la regla de cadena
para una funciones de clase CP.

Cabe destacar que la composicion y el producto de difeomorfismos es nue-
vamente un difeomorfismo, lo cual podriamos pensar otorga a los difeomor-
fismos estructura algebraica de grupo, esto es relevante tener en mente para
construcciones futuras.

Relacionando los definiciones anteriores, podemos pedir una caracteristica
mas a los mapeos de transiciéon, lo cual nos permite pasar de una carta a otra
de manera “suave”, es decir, que el calculo que pretendamos hacer sobre la
variedad sea el célculo que sabemos hacer en R™.

Definicién 1.1.5 Dadas dos cartas {(Un,Va), (Ug,Vg)} se dice son compati-
bles C siempre que Uy NUg = 0 o el mapeo de transicion sea un difeomor-
fismo.
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Un atlas en el que cualesquiera 2 cartas son compatibles lo llamaremos
suave y lo denotaremos por A; ahora una sutileza podria consistir en estar
trabajando con cartas las cuales podrian no pertenecer a un mismo atlas, para
evitar los inconvenientes que esto podria ocasionar definimos una nuevo atlas,
el cual consiste de todas las cartas que son compatibles entre si.

Definicion 1.1.6 Un atlas A para una variedad M es mazimal si no estd
propiamente contenido en cualquier otro atlas suave, visto en otra forma, si
cualquier carta compatible con alguna de sus cartas también estd contenida en
él.

Definicion 1.1.7 Una estructura suave o diferenciable sobre una variedad M
consiste de un atlas suave mazimal A.

Con lo cual estamos finalmente en condiciones de definir el que sera nuestro
principal objeto de estudio.

Definicion 1.1.8 Una variedad diferenciable consiste de una variedad topold-
gica M equipada con una estructura suave A, esto es, un pareja (M, A).

Como la intenciéon es poder hacer uso de las herramientas del calculo en
espacios euclidianos, con la construccién de variedad diferenciable estamos mu-
cho mas cerca de lograrlo. Lo primero es considerar funciones de valor real con
dominio en la variedad, asi si 7 es una carta de la variedad entonces dire-
mos que la funcién f o y~! sera la expresion de f en coordenadas loca-
les, la cual es una del tipo ya conocido del calculo de R"™, ya que si la carta
y:UCM—V CR"y f:R" — R entonces foy~!:~(U)CR* — R.

Asi las cosas, diremos que una funcion f de valor real con dominio en una
variedad M es suave, si su expresion en coordenadas locales fo~y~! es de clase
C®™ para cada carta en M. Para facilitar la notaciéon al conjunto de funciones
suaves de valor real sobre la variedad M la denotaremos por C*°(M).

Un aspecto importante es que junto con las operaciones naturales de suma
y producto de funciones suaves, C°°(M) forma un espacio vectorial sobre R.

1.2. Funciones Suaves

El paso siguiente consiste en extender la idea de suavidad a funciones entre
variedades, para lo cual consideremos una funciéon continua F' que toma su
dominio en una variedad M y cuya imagen esta contenida en otra variedad IV,
es decir, F': M — N. Diremos que F' es suave, si para cada p € M, existen
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Figura 1.2: Funcién suave.

cartas suaves (U,7) de M conteniendo a p y (V,v) de N conteniendo a F(p),
de tal manera que F(U) C V y la funcién ¢ o F o y~! es suave.

Notar que M y N no tienen necesariamente porque ser de la misma dimen-
sion, y que dado que las vecindades dependen del punto p podemos pensar la
suavidad como un concepto local.

Definicion 1.2.1 Dadas dos variedades suaves M y N, una funcidn de la
forma F: M — N es un difeomorfismo si es suave, invertible y cuya inversa
es también suave.

En tal caso decimos que M y N son difeomorfas. Un resultado de calculo
que se extiende naturalmente para variedades nos asegura que si dos variedades
son difeomorfas entonces son de la misma dimensién. Asi podemos pensar el
ser “difeomorfos” como una relaciéon de equivalencia sobre la clase de todas las
variedades. Notar que particularmente un difeomorfismo es un homeomorfismo.

Definicion 1.2.2 Dada una variedad suave M"™, un subconjunto S C M se
dice subvariedad suave de dimension r (r < n), si para cada q € S eziste una
carta (U,7) de la forma ~: U — V', en la que se satisface que:

zeU y v(UNS)=VNR".
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Con R" C R".

Podemos observar que una subvariedad suave S de una variedad suave
M es nuevamente una variedad suave. Y para la cual podemos dar un atlas
explicitamente dado por las cartas v: U NS — VNR", en donde (U,~) son
las cartas para M.

Una observaciéon importante es que la imagen de una variedad bajo un
encaje! es una subvariedad.

Un concepto de suma importancia y que nos permitird extraer mas herra-
mienta del célculo, es el de espacio tangente. Su importancia radica en que
nos permite darle sentido a la idea de derivada sobre variedades suaves, la
cual nos dirdA mucho sobre el comportamiento de estas, as{ para cada punto
p € M consideremos un tipo particular de “curvas”, a : (—¢,e) — M, es decir
funciones cuyo dominio se encuentra en un intervalo contenido en R y cuya
imagen esté sobre la variedad; y las cuales ademas satisfacen que a(0) = p.
Bajo estas condiciones se tiene una relaciéon de equivalencia en el conjunto de
curvas, esto es, dadas dos curvas a1 y ag que satisfacen las condiciones ante-
riores diremos que son equivalentes si existe una carta (U,7) con p € U tal
que (yoa1)(0) = (yoag)(0). A la clase de estas curvas las denotaremos por
[a]. Con lo cual damos una primera definicién de espacio tangente dado por,
ToM ={[a] | a: (—€,e) — M, «a(0)=p}.

Figura 1.3: Curvas en el espacio tangente.

Lo bonito de esta definicién es su trasfondo e intuicién geométrica, es decir,
nos permite pensar como se ven los vectores tangentes a las curvas, o de otra
forma, su diferencial, el problema o desventaja radica en que dicha definicion
depende de las cartas que se consideren, esto es, de un sistema coordenado a
su vez; la complejidad radica en asignarle la estructura de espacio vectorial al

Lver apéndice A.
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espacio tangente en cada punto de la variedad, para cual introducimos otra
nocion de espacio tangente “més general” la cual nos permitira dotar al espacio
tangente una estructura abstracta de espacio vectorial sobre cada punto de la
variedad.

Definicién 1.2.3 Dada una variedad M y un punto en ella p € M, un vector
tangente a M en p, es una funcion de valor real v : C*°(M) — R, la cual
satisface:

i) Linealidad sobre R. Esto es

v(af 4+ bg) = av(f) + bu(g), paraa,b € R.

it) Leibniz. Esto es
v(fg) = v(g(p) + f(p)v(g), para f,g € C=(M).

Por tanto, en cada punto p € M llamamos el espacio tangente al conjunto
de vectores tangentes a M en p, es decir T, M.

Las operaciones usuales de suma y multiplicacién por un escalar hacen del
espacio tangente un espacio vectorial sobre R. Para poder definir una nociéon
de derivada parcial de una funcion f € C°°(M) habra que usar cartas. Asi,
dada una carta v = (z!,...,2") sobre un punto p € M, la derivada parcial

de f respecto a z* sobre p queda expresada por:

o ~—1
9 )= 22 (), (1)

1

Con u",...,u" las coordenadas en R"

Como se puede observar esta definicion si depende de la carta que se elija,
lo que en principio podria representar un inconveniente, el cual lo resolvemos
de la siguiente manera: Dadas dos cartas v = (z!,....,2") y ¢ = (v, ...,y")
sobre un punto p € M, las derivadas parciales de f € C°°(M) respecto a ellas,
se relacionan mediante:

o1
R 1)}~ 10 (12

Con lo cual, para cada p € M y una carta sobre él, v, se tiene una funciéon
de la forma:

0

Oilp = @’p :

C*®(M) — R.
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Teorema 1.2.1 Dada una carta v = (z,...,2™) sobre un punto p € M, las

funciones 0; son una base para el espacio tangente T, M.

La demostracion se puede consultar en [10].

Particularmente y gracias al teorema anterior podemos destacar que las
dimensiones de M y de T),M son las mismas.

Ahora, dada f : M — N fijémonos en una funcién que envia elementos
de T, M, es decir, “curvas” a/(0), a “curvas” en Ty, N en la forma (f o a)'(0),
y ademés que dicha funciéon es tal que no depende de la curva que se eliga,
ya que si dos curvas a y [ son tales que o/(0) = ((0), entonces se tiene que
(foa)(0) = (fop)(0). En abstracto, dado un elemento v € T,M, entonces
vy : C®°(N) — R, la cual envia un g € C*(N) a v(g o f), es un vector
tangente a N sobre el punto f(p).

Dicho lo cual introducimos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.4 Sean M y N wariedades, f : M — N una funcidn suave,
para cada p € M la funcion dada por:

dfp : TpM — Tf(p)N
que envia cada v € TyM a vy € Ty,)N es llamada la diferencial de f en p.

Notar que si g € C*°(NN) entonces la funcion composicion (go f) € C*°(M)
y por tanto v(g o f) esta de hecho bien definida.

Definicién 1.2.5 Dada una funcion suave entre variedades f: M — N, un
punto ¢ € N se dice valor regular de f si se cumple que dfy, : T,M — T;N
es suprayectiva en cada p de tal forma que f(p) = q.

El siguiente teorema es de gran utilidad y que nos da criterios para ver si
un cierto subconjunto de una variedad es subvariedad fijaindonos en sus valores
regulares.

Teorema 1.2.2 (Imagen Inversa.)

Sea f: M — N una funcion suave entre variedades y q un valor requ-
lar, entonces la imagen inversa f~1(q) es una subvariedad de M 1y ademds la
dim f~1(q) = dim M — dim N.

Proposicion 1.2.1 Sea f: M — N una funcion suave entre variedades, ¢
un valor reqular y @ la imagen inversa de q. Entonces el kernel de la derivada
dfp : TyM — Ty N en cualquier p € Q es igual al espacio tangente a Q,
esto es, ker df, = T,Q).
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Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5].

Ahora definimos un nuevo conjunto dado por la unién disjunta de todos
los espacios tangentes.

Definicion 1.2.6 El haz tangente de M, denotado por T M estd dado por:

T™ = [[ T,M = {(p,v), |p € M, v € T,M}.
peM

De manera analoga se puede definir un haz cotangente en funcién del
espacio cotangente como T*M = {(p,0), |[p € M, 0 € T; M}.

Una observacion es que el haz tangente tiene estructura de variedad, ademas
si la dimension de la variedad es n entonces la dimensién del haz T'M sera 2n.

Dichos haces son los dos primeros ejemplos que podemos ver de haces vec-
toriales y para los cuales, las construcciones del algebra lineal para espacios
vectoriales siguen siendo validas.

Por ultimo daremos una nocién de lo que son los campos vectoriales en
variedades, para lo cual nos valdremos de la nocién de haz tangente, recordemos
del calculo que un campo vectorial era una funcién suave que para cada punto
en un subconjunto U C R" le asigna un vector en R™, ahora para hacer
la analogia en variedades necesitaremos valernos de los vectores en T'M, por
lo cual un campo vectorial en variedades envia elementos de una variedad a
elementos en su haz tangente.

Definicién 1.2.7 Un campo vectorial X sobre una variedad M es una funcion
X : M — TM que asigna a cada punto p € M un vector tangente X (p) €
T,M.

Al conjunto de campos vectoriales suaves sobre una variedad M lo deno-
taremos por X(M).

Podemos pensar a los campos vectoriales de una manera geométrica, y esto
es por medio de las curvas integrales. Asi, dada un variedad M una curva
integral de un campo X € X(M) es una curva suave v : [ — M, con I C R
tal que

’7/(75) = Xv(t)a vtel.

Si 0 € I se dice que el punto v(0) es el punto inicial de ~.

El inconveniente surge que para poder encontrar curvas integrales se debe
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. En efecto, para que
¥(t) = (v1(t),...,7™(t)) sea una curva integral de un campo X = (X!, ..., X™)



12 Conceptos Preliminares

la condicion +/(t) = X ) se convierte en el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

DL — X)o7 (1))

% _ )}n(yl(t),...,vn(t))-

Al ser los componentes X* del campo X funciones suaves podemos suponer
la existencia y unicidad del sistema.

Teorema 1.2.3 Sea X € X(M). Para cada p € M, existe un intervalo I que
contiene al O y una curva suave v : I — M que es una curva integrable de
X comenzando en p.

La demostracion se puede consultar en [7].

Supongamos que v : I — M es una curva integrable para X € X(M)
entonces las siguientes curvas también son curvas integrales para X.

I. La curva dada por «y(at), donde at € I.

II. La curva dada por y(t +b), cont +b € I.

Consideremos ahora en cada p € M que el campo X tiene una curva
integrable comenzando en p y definida para toda ¢t € R denotada por ®7 :
R — M. En cada t definamos una nueva funciéon dada por &, : M — M
la cual envia cada p € M a un nuevo punto a lo largo del momento ¢ de la
curva integral comenzando en p, esto es, se tiene la relacion ®.(p) = DP(¢).
Agrupando lo anterior se tiene que la funcion ®P(t + s) también es una curva
integral para X comenzando en el punto ¢ = ®P(s), por tanto y suponiendo la
unicidad de las curvas integrales se tiene ®7(t) = ®P(t + s). Lo cual nos arroja
para las funciones ®; la igualdad ®; o ®4(p) = P44 4(p), méas atn, debido a que
también se tiene la igualdad ®y(p) = ®P(0) podemos pensar en una accion de
grupos dada por ® : R x M — M.

Asi, definimos un flujo en M como una accién continua izquierda sobre
M, es decir, una funciéon ® : R x M — M, la cual satisface

(I)(tv(I)(Svp)) = (I)(t+ Sap)v (I’(O,p) =p, cont,se Ryp € M.

Como consecuencia tenemos que la funcion ®; : M — M es de hecho un
homeomorfismo, y si el flujo es suave entonces ®; resulta un difeomorfismo.
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1.3. Haces Vectoriales

Definiciéon 1.3.1 Un haz vectorial (de rango p) es una terna (E, M™, ) donde
E y M son variedades y m: E — M es sobre de manera que se satisface:

1. Para cada p € M, el conjunto E, := 7 1(p) llamado la fibra de E
sobre p, sea un espacio vectorial de dimension r. Aqui hay que hacer la
observacion que dim E =n + r.

2. Trivialidad Local. Para cada p € M, existe U vecindad de p, tal que
7 Y (U) 2 UxR™ mediante oy : 71 (U) — U xR"™ en donde ¢ satisface
ou(Up) = (p,x), para Uy, € E,,.

3.- Compatibilidad. Dados U y V que trivialicen E, existe una funcion
ey : UNV — GL(R") tal que v (Vy) = (p,ouv(p)(x)) donde
ev(Vp) = (p, ).

Cuando las variedades E¥' y M son suaves, la funcién 7 es suave, y en tal
caso F se denomina haz vectorial suave. Bajo estas condiciones E es llamado
el espacio total del haz, M la base y 7 la proyeccioén.

\ p x R
M p

Figura 1.4: Haz trivial

Definiciéon 1.3.2 Una seccion de un haz vectorial (E, M, n) es una funcion
suave o : M — E de tal forma que w(o(p)) =p, Vp € M.
De lo cual o(p) es un elemento de E, para cada p € M.

Es decir, para cada punto p € M se tiene que:
o:p—veE b,

Nuevamente, cuando se trate de variedades suaves, y por tanto de haces
vectoriales suaves diremos que la seccién es suave, y dado que en este trabajo



14 Conceptos Preliminares

el
/p*j/

Figura 1.5: Secciones.

solo trabajaremos con las de este tipo, en lo sucesivo omitiremos el término
“suave” para no cargar y abusar tanto la palabra.

Podemos, de hecho notar la existencia de una seccién canénica, la secciéon
cero dada por oo(p) =0, € T, M.

Destaquemos 2 ejemplos de secciones.
1) Una funcién suave se puede ver como una seccion del haz trivial M x R.
2) Todo campo vectorial X : M — T'M es una seccion del haz tangente.

Dado un haz vectorial (E, M, 7), el conjunto de secciones de E forma un
espacio vectorial de dimensién infinita bajo la suma puntual y la multiplicacion
escalar, es decir,

(Ao1 + po2)(p) = Ao1(p) + poa(p), A, p€R.

Dicho espacio vectorial lo denotaremos por I'(E). Dos propiedades que
podemos destacar sobre secciones son:

1.- Producto por funciones suaves de valor real. Si f € C*°(M) y o
entonces una nueva seccion estara dada por (fo)(p) = f(p)o(p).

2.-Si f,ge C®(M) y 01,09 € I'(F) entonces, fo1 + goa € I'(E).
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1.4. Conexiones

Empezaremos esta seccién definiendo conexiones sobre haces vectoriales en
general para luego enfocarnos en aquellas sobre el haz tangente.

Definiciéon 1.4.1 Dado un haz vectorial (E, M, ) una conexion es una fun-
cion
V:X(M)xT(F) —T(E)
(X,0) —» Vxo

que satisface:
C1.- Linealidad sobre C*(M) en X

Vixi49x.0 = fVx,0+9gVx,0 con f,g e C®(M).
C2.- Linealidad de los reales en la seccion.

Vx(Ao1 + poa) = AVxoy + uVxos con A\ pu€R.

C3.- Regla de Leibniz sobre el producto

Vx(fo)=fVxo+ (Xflo confe C®(M).

En tal caso, Vxo es llamada la derivada covariante de o en la direc-
cion de X. Notar en este punto que una conexién en realidad es un operador
de caracter local sobre la variedad, dado que para extraer mayor informa-
cion necesitamos algo de caracter global, en principio podria parecer existir
un inconveniente, para lo cual la siguiente proposiciéon nos ofrece la solucién,
asegurandonos que serd suficiente conocer el valor de la seccién y el campo
vectorial “cerca” o en un punto p € M (caracter local), para calcular el valor
global de la derivada covariante.

Proposicion 1.4.1 Dada una conezion V sobre un haz vectorial (E, M, ), si
X eX(M), c eT'(E) yp e M, entonces Vxo(p) depende solo de los valores
de o en una vecindad de p y el valor de X en p.

La demostracion se puede consultar en [§].

Para facilitar la notacién escribimos en tal caso Vx,o, asf, podemos ahora
pensar a la derivada covariante como una derivada direccional de la seccién o
en la direccion del vector X,,.
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Damos el paso ahora a considerar conexiones sobre el haz tangente a una
variedad. Asi, una conexién sobre 7'M, es de la forma:

Y X(M) x X(M) — X(M).

En la cual, dados 2 campos vectoriales X, Y € X(M) les asocia un nuevo campo
vectorial dado por VxY € X(M) que satisface las propiedades 1, 2 y 3.

Definicion 1.4.2 Un marco local para TM consiste de n campos vectoriales
suaves (E1, ..., Ey) definidos sobre algin conjunto abierto U de tal forma que
(Erlp, ... Enlp) es una base para T,M en cada punto p € U.

De igual forma, para un marco asociamos su comarco dual, dado por (!
consistiendo de 1-formas para las cuales ¢'(E;) = (5;

LA (’Dn)

Como ejemplos basicos tenemos el marco coordenado dado por {9;} y su
comarco dual {dz;}.

En efecto, considerando un marco (Ej, ..., E,,) definido en una vecindad U
depe M,si X,Y € X(M) los podemos expresar de la forma:

n

X=) fik, Y=Y giE fig9€CU).
=1 J

= =1

De lo cual una conexién quedaria expresada en la forma:

VxY =) fiVgY. (1.3)
i=1

Y para cada campo en el marco por propiedades de la conexién se veria en
la forma:

n

VeY =Ve () 6E) => (4,VEE; + Ei(g)E)).
s =1

A partir de ahora usaremos solo el marco coordenado, es decir, para T'M
una base (01, ...,0y) con 0; = % y asi podemos calcular Vj,0; = rgak.
3
Considerando que en principio Vy,0; es combinacion lineal de (01, ..., 0y,), se
sigue que una conexién la podemos pensar como una coleccién de n? funciones
Ffj llamadas simbolos de Christoffel.

En R™ un campo Y es de la forma Y = (Y1, ..., Y™) con Y funciones en
R, por lo cual si X es un campo en R", VxY = (DxY!, ..., DxY™), teniendo
que en R", Dy f = (gradf, X).
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Otra manera de entender una conexion y que puede llegar a ser més tutil es
como una funcién de la forma:

Y X(M) — X5(M) x X(M).

Observando que X*(M) = I'(T*M), con lo cual la expresion queda final-
mente dada por

V :T(TM) — T(T*M & TM).

Y asi definir una conexion de la forma siguiente.

Definiciéon 1.4.3 Dado un haz vectorial suave (E, M, ). Una conexion es
una funcion de la forma.

V:I'(E) —T(T"M ® E).
Y en la que se cumple:

1.- Lineal. V(o1 + Ao2) = Vo + AVoy o, € D(E), A€ R.
2.- Leibniz. V(fo) = fVo+df ® o feC®M), c eTl'(E).

Lo que nos propondremos ahora serda dar una expresion explicita para la
conexién. Asi, si tenemos una conexion en T'M

(VIMe)Y = X(O(Y)) -eo(ViMY), X,Y e(TM), © € I(T*M)

0(X) =(6,X)
esto es
X(O(Y)) = (Vx0)(Y) +6(VxY),
o bien

X(<@,Y>) = (ng,Y> + <@,ny>.

Finalmente, si o es una secciéon tal que o € C°(T*M ® T*M), entonces
para X € I'(TM) la conexion (Vxo)(Y, Z) queda expresada en la forma:

(Vxo)Y,Z2)=X(o(Y,Z2)) —o(VxY,Z) —o(Y,VxZ).

Mas en general, si 0 € C®(R"TM) ® (2°T*M), o(X*', ..., X",01,...,0y),
entonces la conexion se extiende en la forma:

(Vyo)(X, .., X",01,..,0,) =Y(o(X,...,X",04,...,0,))
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—o(Vy X', X2, ... X" 01,..,0,) — (X, Vy X2, .., X", 01,...,0,) — ..+
+o(XY, ., X" VyO1,...,0,) + ...+ o(X', ..., X",04,..., VyOy).

Un ejemplo para aclarar ideas, pongamos r=1, s=2, y asi tenemos o(X, Y, ©)
con conexién dada por:

(V20)(X,Y,0) = Z(c(X,Y,0))—0(V4X,Y,0)—c(X,V,Y,0)+0(X,Y,V,0).

En general, hasta ahora hemos logrado dar construcciones que nos permi-
ten en cierta forma ver variedades suaves, que en principio pueden ser muy
abstractas, como espacios que localmente se parecen al euclidiano, mas atn
donde la herramienta del calculo sigue siendo valedera.

Una herramienta que nos hace falta dentro de nuestras variedades es poder
calcular distancias, esto es, “medir” y lo cual haremos en el espacio tangente a
la variedad.

Definicion 1.4.4 Una métrica riemanniana en una variedad suave M es una
seccion g € T(T*M @ T*M) de tal forma que:

1. g(X,X) >0 para cualquier X € I'(T'M).

2. g(X,Y)=g(Y,X) VX,Y €T(TM).

Con base en la definicién anterior, una variedad riemanniana consta de
un par (M, g) en donde M es una variedad suave y g una métrica riemanniana.

Ahora, para encontrar una conexién canénica ademas de las propiedades
C1, C2 y C38 pediremos dos propiedades més, a saber,

C4.- Libre de torsion.
VxY - VyX =[XY]=LxY.

C5.- Compatibilidad con la métrica. Dada una métrica g se satisface:

Vg=0.

El punto C5 lo podemos pensar como que la conexién V y la métrica g se
“relacionan bien”, esto es, primero se tiene:

Vg e C®(T*MeT*M @ T*M).

Vg(X’ Y,Z) = (VXQ)(Yv Z)'
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Luego, partiendo de la hipotesis Vxg(Y, Z) = 0, y de la definicion de conexion:
Vxg(Y,Z) = X(g(Y, Z)) — g(VxY,Z) — g(Y,Vx Z).
Se tiene entonces:
Vg=0<=Vyg(X,Y,Z2)=0,VX, Y, Z € T*M
— X(g(Y.2)) = 9(VxY,Z) + g(Y,Vx Z).

Con la cual definimos formalmente lo que es la compatibilidad métrica.

Definiciéon 1.4.5 Dada una conexion V definida en un haz vectorial (E, M, )
y g una métrica en E, decimos que la conexion es compatible con la métrica si
y solo si, para todos X,Y,Z se tiene la equivalencia:

X(g(Y,2)) =9(VxY,Z)+ g(Y,Vx Z).

Teorema 1.4.1 Dada una variedad riemanniana (M, g) existe una tunica co-
nexion que satisface C1 — C5, llamada la conexion de Levi-Civita.

La demostracion se puede consultar en [8].

1.5. Algebra Exterior

Dado un espacio vectorial real V', un k-tensor sobre V' es una funcién sobre
el producto cartesiano T : V x --- x V — R, la cual es k-lineal, o en otras
—_——

kveces
palabras lineal para cada j =1, ..., k, esto es;

T(Ul, U5+ )\’U;-, ...,Uk) = T(Ul, ey Ujy eeny Uk) + )\T(Ul, ...,’U;-, ...,Uk).

Cabe hacer la mencién que el conjunto de 1-tensores es el espacio dual
de V, para R* un ejemplo de 2-tensor es el conocido producto punto, y un
k-tensor el determinante de tomar k vectores. Como la suma y multiplicacién
escalar de funciones multilineales sigue siendo multilineal el conjunto de k-
tensores forma un espacio vectorial, luego podemos definir una operacién para
multiplicar tensores de la siguiente manera, dado un r-tensor 7'y un s-tensor
S, definimos el producto tensorial 7'® S el cual es un (r + s)-tensor dado
por:

T @ S(V1yeeey Upy Upidy ooy Upgs) = T (01, ooy Up ) S(Upg1y vey Upges ).
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Notar que en general el producto tensorial es una operacién no conmutativa,
esdecir , T®S#S®T.

Al conjunto de los k-tensores los denotaremos por T%(V) y denotamos la
suma directa de todos estos espacios por T(V*) = ReV & (VR V)& ... cuya
suma directa nunca es finita.

Los tensores en los que estamos interesados son algunos tensores particu-
lares llamados alternantes, y son aquellos que satisfacen

T (V1 eey Viy Vig1y eeey V) = =T (U1, ey Vit 1, Viy ooy Vi)

es decir, aquellos en los cuales el signo del valor del tensor T’ cambia cuan-
do se intercambian dos entradas adyacentes v;, v;41; como consecuencia de lo
anterior, podemos notar que todo tensor alternante es tal que satisface,

T(V1, ey Viy ooy U, oy Ug) = 0, 81 v = 05

Al conjunto de tensores alternantes de orden k, lo denotaremos por AFV* el
cual, dado que suma y miltiplos escalares de los tensores alternantes permanece
alternante, forma un subespacio vectorial de T'(V*).

Dado que nuestro interés se centraré en los tensores del tipo alternante
lo relevante ahora sera ver que dado un tensor arbitrario siempre lo podemos
hacer alternante de la siguiente manera; si T es un k-tensor, definimos el tensor
Alt(T) mediante:

Alt(T) = % Z sgn(a)T®.
’ €Sy

Donde Sj denota el grupo de permutaciones en el conjunto {1,...,k} y
a € S, retomando del algebra que una permutacién se dice par o impar
segiin su descomposiciéon como producto ya sea de un ntimero par o impar de
transposiciones, asi tenemos que el signo de una permutacion sgn(«) serda 1 o
-1, segun la paridad de «. Asi, para un k-tensor y una permutaciéon arbitraria
o € S el tensor T esta dado por:

T (01, s v) = T(Va(1)s -5 Va(k))-

Destaquemos de lo anterior dos observaciones importantes, primero que un
tensor alternante serd aquel que satisfaga

T = sgn(a)T VYo € Sy.

Y segundo, para todo tensor se satisface que (T a)ﬁ = TP,
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Con lo cual, tenemos que el tensor Alt(T") sera siempre alternante, ya sea
que T lo sea o no.

Una anotacién importante antes de continuar es que si la dimensiéon del
espacio vectorial V es n, y kK > n entonces todos los k-tensores alternantes
seran iguales a 0. Denotamos por A(V) a la suma directa dada por A(V) =
ROAY(V)BA2(V)@®...® A™(V). Observar que esta suma directa si es necesa-
riamente finita, ya que el grado maximo que puede tener una forma alternante
es la dimensién del espacio vectorial.

La finalidad de usar el tensor Alt(T) surge para dar respuesta al incon-
veniente que, dado que estaremos trabajando con tensores alternantes y con
el producto tensorial, la cuestién es que el producto tensorial de tensores al-
ternantes no tiene por qué ser alternante, y para lo cual definimos un nuevo
operador llamado producto cuna de la siguiente manera; para un k-tensor T’
y un s-tensor S, el tensor T'A S € A*+3(V*) dado por T A S = Al(T ® S).

Algunas propiedades importantes sobre el producto cuna y que no demos-
traremos aqui por no ser propiamente del interés de este trabajo son:

1) Es un operador lineal, esto es, se distribuye sobre la suma y la multipli-
cacion escalar.

2) Es asociativo, esto es, para tensores T, S, R.
(TANS)YANR=T A (SAR),

3) Es grado-conmutativo, T A S = (—1)*S A T.

Como caso particular y relevante es que para operadores lineales de la forma
a, B € AY(V*) se tiene que :

a/\ﬁz%(a@ﬁ—ﬁ@a)eT(V).

Asi, A(V) la podemos pensar como el subélgebra de T (V') generada por
el producto cufia (A). Es decir, A(V) esta generada por los elementos de la
forma:

A(V) =Vi,ViAnVo, Vi AVo AV, ..o, VIA LAV,

Y en general
AVY=RaA V) A2(V)BA3V)D---® AY(V).

En funciéon de esta descomposicion se dice que A(V') es un élgebra gra-
duada.



22 Conceptos Preliminares

Dado V un espacio vectorial de dimension n y una base (¢;), i € {1,...n}.
Una base para A(V') estara dada por:

{e" A Aem iy <ipyl<r<n}

Por ejemplo, A2(V) = ({e? Aed |i < j}) = (et ne? el Aed . e? net) ).

Con lo cual, dado a € A(V') lo podemos escribir como:

o= Z iy (T)E A LA ET

con grado de « denotado por deg o = r. Como se mencioné parrafos anterio-
res el grado maximo que pude tener o € A(V) es n, la dimension del espacio
vectorial, pues si tuviera un producto con mas elementos e" A ... A e+l nece-
sariamente i; = i;, para algin j y k, y por lo cual et A ... Ae'nt1 = 0.
Aplicando lo anterior a variedades, tomemos T'M y T*M los haces tan-

gentes y cotangentes respectivamente, ahora podemos fijarnos en A(T*M) y
aplicando la construccién anterior para cada punto p € M tenemos;

AT M) = [] AT M)
peEM

Lo cual se descompone como A(T*M) =R @ A (T*M) @ ... ® A™(T*M).

Luego, para una variedad M tenemos la base (0;)1<i<n para T'M y la base
dual (dz')1<i<n de T*M de lo cual, una base para A(T*M) esta dada por:

{de" A ... Ada' iy < ... <ip, 0 <7 < n}.

Definiciéon 1.5.1 Una forma diferencial a de grado r (r-forma), es una sec-
cion del haz A"(T*M).
a: M — A(T*M)
p—a, e AN (T, M).

En coordenadas locales, o se ve como:

ap = Z iy i (p)d2™ A A dat

donde ¢y, ... i, son funciones reales en M.

Asi, una r-forma se puede pensar como una funcién multilineal y alternante,
esto es, a(X, ..., X") = Y i dxt A .. Adzi (XY ..., X"), de donde la
dltima expresiéon queda explicitamente para dos elementos como

1
dz A dy(X', X?) = i(d:c@dy —dy ® dz) (X!, X?)
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_ %(dx(Xl)dy(Xz) — dy(X1)dx(X?)).

El conjunto de r-formas sobre una variedad se denota por Q" (M).

Cabe destacar que dadas dos r-formas « y 8 estas se pueden sumar pun-
tualmente, es decir, (o + 8)(p) = a(p) + B(p), cuya suma resulta una nueva
r-forma, otra observacion es que las 0-formas son funciones de valor real sobre

M.

Para una r-forma o € Q"(M), el operador Vo esta definido y asi podemos
definir un nuevo operador diferencial.

Definiciéon 1.5.2 Dada una r-forma («), se define el operador diferencial
da = Alt(Va) llamado la derivada exterior. d : Q"(M) — Q" FY(M). Y
queda expresado de manera explicita por:

do(X', .., X" =3 (-1)/(Vx,e) (XY, . XF, o, XT)
= —(Vx,0)(X? X3 )+ (Vo) (X, X3 )~
En donde la notacion X significa que omitimos el i-ésimo término.

El operador derivada exterior es considerado una derivada ya que satisface
las siguientes propiedades:

1. Linealidad. Para dos formas «, 3 se cumple.
dla+ ) =da+dp.

2. Regla del producto de Leibniz.
dlaNB)=daNB+(—1)"andB.
Siendo « una r-forma.
3. d>=dod: Q" (M) — Q+2(M) se anula, es decir;

d(da) =0, Yo € Q"(M).

1.6. Cohomologia de De Rham

En esta seccidon veremos una breve introduccion a la teoria de Cohomo-
logia de De Rham, para lo cual comenzaremos con la idea en conjuntos de
dimension 2 y 3, para esto recordemos como estan definidos ciertos operadores
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diferenciables. Asi, consideremos un subconjunto U de R?, una funcién suave
f:U — R, es decir, f es de la forma; f(x,y) = (fi(x,y), fo(x,y)), con lo cual
el operador gradiente y el rotacional estan dados por:

af of _0fi 0fs
e a*y)a rot(fi,f2) = 5 — ==

grad(f) = ( oy or

Es decir, si consideramos al conjunto de funciones suaves f : U — R, n € N,
por C*°(U,R"™) tenemos que el gradiente y rotacional son de la forma

grad : C*°(U,R) — C>®(U,R?).
rot : C*(U,R?) — C*°(U,R).

Dada la forma en cémo operan y que ambos son lineales se cumple que la
composicion esta bien definida y ademés se satisface que rotograd = 0, lo cual
implica que el nucleo del rotacional contiene la imagen del gradiente, es decir:

im(grad) C ker(rot).
Es por tanto posible considerar el espacio vectorial cociente dado por estos
dos subespacios de la manera:
ker(rot)/im(grad).

El cual denotaremos por H'(U) y que queda expresamente definido por los
elementos de la forma o + im(grad), « € ker(rot).
En analogia como se definié H! se define H*(U) = ker(grad).

Ahora, dando el paso a subconjuntos de R3 para una funcion suave cuyo do-

minio sea U € R3, vista en la forma f(z,y,2) = (fi(z,y, 2), f2(z,v, 2), f3(x,y, 2))

se tienen los operadores diferenciales y lineales

grad : COO(Ua R) — COO(Ua RS)? grad(f) - (%’ g.g];’ %)

O0fs Ofy 0ft 0Ofs 0fo

rot : COO(U7R3) - COO(U7 Rg)? TOt(f1>f27f3) = ( 777777777

oy 0z 0z 0Oz Ox
: , ofr  Ofy  Ofs
. (100 3 00 o
div: C>*(U,R*) — C*(U,R), dw(fbf%f:s)—fax +7{9y —l——az.

Con lo cual nuevamente podemos notar que rot o grad = 0y divorot = 0,
asi pues, definimos nuevamente H°(U) y H'(U) como en el caso anterior, e
introducimos un nuevo conjunto dado por:

H*(U) = ker(div) /im(rot).

9f

).
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Antes de dar al salto al caso general para conjuntos de dimensiéon mayor,
recordemos que dada un forma «, d(da) = 0 y supongamos que df = 0
para alguna forma g, la pregunta es, ;jcuando ocurre que S = da? Primero, si
8 = da = df = 0, pero si df = 0, jsera necesariamente cierto que g = da?
La respuesta es, en general no, depende de la topologia de M 2.

Definicion 1.6.1 Una r-forma B es cerrada si df = 0.
Definicion 1.6.2 Una r-forma 3 es exacta si = da.
Observacién. Podemos notar toda forma exacta es cerrada.

Definicién 1.6.3 El p-ésimo grupo de cohomologia de DeRham es el espacio
vectorial cociente dado por:

ker d: QP(M) — QPTY(M)  formas cerradas
imd: Q1 (M) — QP(M)  formas evactas

P _
HdR_

Podemos notar ahora que los casos vistos para R? y R? resultan casos
particulares y consistentes con la definicién arriba mencionada.

2Escapa de los propositos primarios del presente trabajo, pero la condicién depende de
conjuntos llamados estrella
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Capitulo 2

Geometria Simpléctica

En el capitulo anterior se introdujeron las nociones mas béasicas y generales
de la geometria riemanniana, esto era, una variedad diferenciable M junto con
un tensor g llamado métrica, el cual permitia medir distancias y angulos dentro
de dicha variedad M. En razoén de lo anterior, el propoésito del presente capitulo
serd abordar otra “geometria’, para lo cual el diferenciador principal serd una
2-forma antisimétrica y no degenerada denominada forma simpléctica () la
cual, en analogia con el caso riemanniano, acompanada con una variedad M
y el estudio de lo que podriamos pensar como sus “isometrias”, esto es, los
morfismos en M que preserven la forma () seré la geometria simpléctica.

Pese a que en general, tanto la geometria riemanniana como la simpléctica
tienen definida una 2-forma en su haz tangente, presentan multiples diferencias,
como que la dimensién para el caso simpléctico estd més restringida, a saber,
aquellas de dimensién par y que més adelante veremos a detalle del porqué.

2.1. Algebra Simpléctica

Como se menciond en el parrafo anterior, la geometria simpléctica es el es-
tudio de variedades equipadas con una 2-forma antisimétrica y no degenerada,
mas aun, que sea cerrada, lo cual es una caracteristica puntual de la forma
simpléctica, lo que nos lleva a comenzar por nociones en espacios vectoriales
simplécticos.

Asi, para las definiciones siguientes consideremos V' un espacio vectorial de
dimensioén finita n.

Definicién 2.1.1 Dado un espacio vectorial V una forma simpléctica es una
forma bilineal Q2 : V x V. — R con las caracteristicas siguientes:
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1.- Antisimétrica.
Qu,v) = =Q(v,u) Yu,v €V,
o equivalentemente Q(u,u) =0 Yu € V.
2.- No degenerada. Si
Qu,v) =0 VYuelV,

entonces v = 0.

Definicion 2.1.2 Dado un espacio vectorial V' y una forma simpléctica 2, a
la pareja (V,Q) se le denomina espacio vectorial simpléctico.

Consideremos un espacio vectorial simplectico (V,w), dada una base (eq, ..., ey)
de V, ésta tendra una matriz cuadrada asociada y para economizar la notaciéon
sus elementos seran Q;; = (e;, e;). Recordemos que si V* es el dual de V' y
(€7, ...,€}) su base, entonces la forma Q0 queda expresada en la forma:

Q=> Qe Ne). (2.1)

1<j

Teorema 2.1.1 (Forma estandar de una forma bilineal antisimétrica.)
Sea V' un espacio vectorial con dim(V') = 2n+k y Q una forma bilineal antisi-
métrica definida en €l, entonces existe una base (€1, ..., €n, Uty .oy Upy f1, -y [i)
de V tal que:

Q(fl’v)zo V'UEV
Qeis ej) = 0= Quiwj) Vi, j
Q(es, uj) = 04j.

Demostracion.
La prueba consiste basicamente en el proceso de Gram-Schmidt.
Primero consideremos el conjunto de elementos ortogonales a V', esto es, U =
{u eV |Qu,v) =0,Yv € V} y un espacio complementario W a U en V,

V=UaoW.

Sea (f1,..., fr) una base de U. Luego al ser U y W subespacios comple-
mentarios, Ve; € W\{0} Ju; € W\{0} tal que Q(e1,u1) # 0. Supongamos que
Q(el, ul) =1.

Ahora definamos W) = span{ei,u1} y su complemento “ortogonal” en W;
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Wit = {we W | Q(w,v) =0 Vv € Wi}.
Esto tltimo define una suma directa W = Wi @ Wit. En efecto, sea v €
Win Wf-, es decir, v = aeq + buy. Asi

Qv,e1) =0 = Q(v,u1).
Ademas,
Qv,e1) = Qaeq + buy, e1) = Qaeq, e1) + Q(buy, e1) = —b.

Q(v,u1) = Qaer + buy,ur) = Qaer, ur) + Q(bug, u1) = a.
Con lo cual
b=a =0, y en consecuencia v = 0.
Por tanto
WinWwi=o0.
Veamos que W = W;@Wit. Consideremos v € W con Q(v,e1) = ay Q(v,u1) =
b, asi v lo podemos poner como:

v =v+au; — auy + be; — be; = (—auy + bey) + (v + auy — bey).

Notemos que la expresion dentro del primer paréntesis pertenece a Wi.

Para ver que la segunda expresiéon pertenece a Wll, operemos dicha expre-
sion con e; € Wy y veamos que efectivamente es 0, asi,

Qv+ auy — bey,e1) = Qv, e1) + Qauy,e1) — Qber,e1) =a—a—0=0.

Prosiguiendo el proceso, sea ea € Wi\ {0}, entonces Juy € Wit de tal forma
que Q(eg,u2) # 0. Supongamos nuevamente que €2(eg, u2) = 1. Consideremos
el conjunto Wa = span{es,ua} y repitamos nuevamente el proceso, el cual
dado que la dimensién es finita en algin punto se detendra, obteniendo:

V=UsW eWed..sW,.

Una suma ortogonal simpléctica de W/s de bases {e;,u;} y con Q(e;, u;) = 1.
Lo cual concluye la demostracion. W

De lo anterior podemos observar que, debido a que la dimension k del
subespacio U es fija, es por tanto un invariante, ademas como dim(V') = 2n+k
por lo anterior n es también un invariante al igual que 2n, al menor 2n se le
denomina rango.

Dado el espacio vectorial V' y la forma bilineal 2, podemos dar un morfismo
entre V' y su dual V*, dado en la forma siguiente:

V —V*
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v = Qv, ).

En vista de lo anterior, podemos observar que el niicleo de dicha transfor-
macién consistird de los elementos en V' ortogonales a todo V, es decir, los
elementos del subespacio U definido en la demostraciéon anterior. Dado que
la forma €2 es simpléctica, en particular, no degenerada se satisface que dicho
nucleo sea el elemento 0, de lo cual U = {0}, y por tanto llegamos a que
dim (V') = 2n. Consecuencias importantes de lo anterior es, primero, que todo
espacio simpléctico tiene dimensiéon par. Y segundo, por teorema 2.1.1 todo
espacio vectorial simpléctico (V, ) tiene una base e, ..., €n, U1, ..., u, tal que
satisface:

Q(ei,uj) = 51 y Q(ei, ej) = Q(ui, Uj) =0

y ademas si u = (21, ..., Z2n), v = (Y1, ..., Y2n) son elementos en V', entonces;
n

Qu,v) = 1, ..., 72n] [ 0 Id ]

—Id 0

Yan

2.1.1. Subespacios de un Espacio Vectorial Simpléctico

En lo sucesivo y a menos que se indique lo contrario supondremos que
estamos trabajando en un espacio vectorial simpléctico (V). Asi, dado un
subespacio W C V podemos hacer distinciones sobre dicho subespacio en fun-
cion de su complemento ortogonal, o de forma analoga, por la restricciéon de €2
en V', asi distinguimos:

1.- W se dice simpléctico si Q| es no degenerada, dicho de otra forma
wnwt=o.

2.- W se dice isotrépico si Q| = 0, equivalentemente W C W,

3.- W se dice coisotrépico si su ortogonal simpléctico es isotrépico, equi-
valentemente W+ C W.

4.- W se dice lagrangiano si es coisotropico e isotropico, esto es, W+ = W.

Proposicion 2.1.1 Sea (V,Q) un espacio vectorial simpléctico y sea W C V.
Entonces se satisfacen las siquientes afirmaciones:

1. dim(V) = dim(W) + dim(W+).
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2. (WhHt=w.

Demostracion.
1. Primero, tenemos que al ser V simpléctico el morfismo V' — V* definido
previamente es un isomorfismo. Luego W+ lo podemos ver como el anulador
de W sobre V, asi las cosas W+ tendra la dimension complementaria de W en
V', y con lo cual,
dim(V) = dim(W) + dim(W+).

2. Sea v € W, luego v € (W+)*, ahora Q(v,w) = 0 Vw € W+, y dado
que v # W se concluye que (WHL =w. ®
Un subespacio W es simpléctico si y solo si su ortogonal W+ es simpléctico,
lo cual se deduce de (W+)+ = W. Ademas si W es isotropico W C W+
y dado que dim(W) + dim(W+) = dim(V) se tiene que necesariamente la
dimensién del subespacio serd menor o igual a la mitad del espacio total V,
es decir, dim(W) < n con dim(V) = 2n. Analogamente si W es coisotropico
entonces su dimensién serd mayor o igual a n y si el subespacio es lagrangiano
su dimensioén seréd exactamente n, ya que es isotropico y coisotropico a la vez.
Como ya hemos mencionado parte del estudio de la geometria simpléctica
son sus morfismos, damos por tanto el paso a definir isomorfismos dentro de
los espacios vectoriales simplécticos.

Definicion 2.1.3 Un simplectomorfismo ¢ entre dos espacios vectoriales sim-
plécticos (V1,Q1) y (Va,Q2) es un isomorfismo lineal:

Vi =— Vs

de tal forma que p*Qs = Q.

Recordando que ¢* esta dado por ¢*Qa(u,v) = Qa(p(u), ¢(v)). En dado
caso que un simplectomorfismo exista entre dos espacios vectoriales simplécti-
cos estos se dicen simplectomorfos.

2.2. Variedades Simplécticas

Dado que nuestros propésitos se centran en el estudio de variedades, lo
que nos interesard ahora es introducir una forma simpléctica w a un variedad
suave M, esto es, una forma que para cada punto p € M, la funcién w, :
T,M x T,M — R sea antisimétrica sobre el espacio tangente a M y ademés
w sea cerrada en el sentido de las formas diferenciales, recordando del capitulo
anterior, significa que dw = 0, donde d es la derivada exterior.
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Definicion 2.2.1 Una 2-forma w se dice simpléctica si w es cerrada y para
cada p € M, w, es simpléctica.

Destaquemos que debido a que la dimensién del espacio tangente y la di-
mension de la variedad son la misma, el que la forma w sea simpléctica nos dice
que T, M tiene dimensioén par y por tanto también M tiene dimensioén par.

Definiciéon 2.2.2 Una variedad simpléctica es un par (M,w) con M una va-
riedad y w una forma simpléctica.

Ejemplo 1. El ejemplo mas elemental de variedad simpléctica lo constituye
R?” con la forma simpléctica estandar o canénica

wo = idl‘l A dy;.

=1

Anéalogo a como se definié un simplectomorfismo para espacios vectoriales
simplécticos, también se puede definir una nocién similar de simpléctomorfismo
para variedades.

Definiciéon 2.2.3 Un simplectomorfismo entre dos variedades simplécticas (M, wy)
y (N,w2) es un difeomorfismo ¢ : M — N de tal forma que preserva la es-
tructura simpléctica, es decir,

*
Ylwr = wi.

Dados ¢ y ¢ dos simplectomorfismos entre variedades se tiene:
" (pog)" =g op".

= () = (")

» /d* = 1d.

Definiciéon 2.2.4 Dada una variedad simpléctica (M,w) al conjunto de todos
sus simplectomorfismos se le llama grupo simpléctico de la variedad y se denota
port Symp(M).

Recordando que dado un espacio simpléctico el tinico invariante con que
contidbamos era la dimensién, trasladando esto hacia las variedades se trans-
forma en una propiedad local, es decir, localmente dos variedades simplécticas
de misma dimensién se ven muy “muy parecidas”, lo cual se expresa mejor con
el teorema de Darboux.

'En la literatura también suele aparecer como Sp(M).
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Teorema 2.2.1 (Darboux.)
Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimension 2n y p € M, entonces existe
una carta coordenada (U, x1, ..., Tp, Y1, ..., Yn) centrada en p de tal forma que:

n
wly = Zd%‘ A dy;.
i=1

La demostracion se puede consultar en [1].

El teorema anterior nos dice que localmente sobre una vecindad U de la
variedad la forma simpléctica se ve como la forma estandar o canodnica, es de-
cir, todas las variedades simplécticas de la misma dimensién seran localmente
simplectomorfas, lo cual resulta muy conveniente, ya que ademés sobre esa ve-
cindad debido a la forma canénica podemos considerar a la variedad como R?",
reafirmando que esto solo se puede hacer a modo local, no vélido globalmente.
A la carta como en el teorema 2.2.1 se le suele llamar carta de Darboux o
también coordenadas simplécticas o estandar.

Lo anterior nos arroja una de las mayores diferencias entre las geometrias
simpléctica y la riemanniana, ya que para el caso riemanniano existe un in-
variante local dado por la curvatura, en tal caso se puede probar que dos
variedades con distintas curvaturas no pueden ser localmente isométricas. En
contraste para el caso simpléctico por el teorema de Darboux, -como ya mencio-
namos en el parrafo anterior- todas las variedades con la misma dimensién son
localmente simplectomorfas, es decir, no existe manera de definir invariantes
locales anélogos a la curvatura; en funcion de lo cual muchas veces es considera-
da como topologia simpléctica, ya que los invariantes seran necesariamente
globales.
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Capitulo 3

Acciones y Campos
Simplécticos y Hamiltonianos

La intencién de este capitulo es considerar las acciones en variedades, en
especial aquellas que “preservan” la estructura simpléctica. Para ello habra de
ser necesario enfatizar lo que se entiende por conservar la estructura y asi
enfocarnos en los campos que tengan dicha propiedad, dichos campos vecto-
riales se conocen como hamiltonianos y una vez que restrinjamos las acciones
a estos campos ver que como resultado podemos construir nuevas variedades
simplécticas.

3.1. Grupo de difeomorfismos de 1-parametro

En general el grupo de difeomorfismos, el cual denotaremos por Diff(M) es
un objeto que tiene su complejidad, ya que podriamos preguntarnos la relaciéon
entre su topologia! y la de M, la variedad misma, estudio no trivial. Dadas

sus caracteristicas Diff(M) es un grupo de Lie de dimension infinita y que més
adelante detallaremos con mayor precision.

Definicién 3.1.1 Un subgrupo de difeomorfismos a un pardmetro es una fa-
milia de difeomorfismos oy : M — M, t € R tal que:

1. o = Id.

2. Y10 Ps = Ppis.

'En [3] se da explicitimente la topologia que se le otorga a Diff(M).
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Como consecuencia de las 2 propiedades anteriores se tiene que ¢, 1 V¢

Con lo cual tenemos que la siguiente funcién:

(R, +) — (Diff(M), o)
t— @4

es un homomorfismo de grupos.

Con lo anterior, cada subgrupo de 1-parametro de difeomorfismos determi-
na un campo vectorial dado de la siguiente manera.

Dado (¢4)ter definimos X campo vectorial como:

X:M—TM

d
X(p) : — M.
(p) dtltzow(p), pe

Decimos que X es el campo asociado al grupo de difeomorfismos (¢;).
Anélogamente, dado un campo vectorial X en una variedad compacta M define
(bajo ciertas condiciones) un grupo de difeomorfismos ;.

Dado X, podemos fijarnos en el flujo ® : M x R — M con M compacta,
el cual ya vimos proviene de buscar las soluciones 7(t) al sistema:

7(0) =p
Y asi ®(p,t) = ,(t), donde 7,(t) es solucion de (x).
Finalmente se puede definir ¢i(p) := ®(p,t), el cual satisface las siguientes
aseveraciones.

1.- ¢ es difeomorfismo porque las curvas integrales no se intersectan ( esto
debido a la existencia y unicidad de las soluciones del sistema).

2.- g es la identidad.
3.- Y145 = @1 © g, nuevamente esto viene de la existencia y unicidad.
En este caso diremos que (¢) es el grupo asociado al campo vectorial X.

Asi las cosas tenemos que, dado un grupo de difeomorfismos sobre una
variedad el grupo genera un campo vectorial sobre la misma variedad, o inver-
samente dado un campo vectorial éste define un grupo de difeomorfismos, que
como se menciond se necesita pedirle algunas condiciones adicionales.

Definicion 3.1.2 El pullback de un campo vectorial Y bajo un difeomorfismo
w es el campo definido por:

(©*Y)(p) = de™ (Y ((p))).
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Dado que Y (¢(p)) € TypyM con la composicion por la derivacion de ot

tenemos que el pullback es un elemento en el espacio tangente a M en p, es
decir un elemento en T, M.

Definicién 3.1.3 La derivada de Lie de un campo Y en la direccion de X estd
dado por:

d
LxY = — rY.
X dttzowt

Figura 3.1: Derivada de Lie

Donde ¢; es el grupo de difeomorfismos asociado a X.

En general se puede definir una derivada de Lie para cualquier objeto al
que se le pueda aplicar pullback, a saber.

Tensores (p*T)(X1',..X") :=T(dp(X1),...,dp(X")).

Funciones ¢*f := f(p(-)) = foe.

Formas (p*a)(X1,..X") := a(dp(X?), ..., (dp(XT)).

Con LxT = %t:O i T para tensores.

Antes de enunciar algunas de las propiedades interesantes y de las que
nos auxiliaremos mas adelante es conveniente definir otro operador diferencial,
llamado derivada interior, dicho operador juega un rol importante dentro de
las propiedades que nos interesan.

Definicion 3.1.4 Dado X, campo vectorial se define la derivada o producto
interior como:
vx QP (M) — QP(M).

(txa)(YE .., YP) = a(X, Y .. YP).
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Se le dice derivaciéon por que satisface:
tx(@AB)=1xaNp+ (—1)koc Auvxf.
Con a € QF(M).

Con esto ahora estamos en mejores condiciones de enunciar propiedades
importantes, una de las cuales relaciona los 3 tipos de operadores diferenciales
con los cuales contamos hasta ahora, ésta nos afirma que la derivada de Lie de
una forma diferencial en la direccién de un campo X se puede expresar como
la suma de los otros 2 operadores diferenciales, es decir como la suma de la
derivada interior con la exterior.

Propiedades.
l- Lxf=X(f)=df(X)=g(grad f, X ) para f € C®(M).
2- LxY =[X,Y] paraY € X(M).
3.- Leibniz. Lx(T ® S) =LxT ® S+ T & LxS, para tensores T, S.
4.- Cartan. Lxa = dixa + txda, para a € QP(M).

5.- Leibniz Version 2. LxT(Y?!, ..., Y") = X(T(YY,..,Y")-T(LxY?!, ..., Y")—
=TV L LxYT) = X(T(YY, . YT) = >, T(YE X, Y, .., Y7).

La propiedad 4 es muy importante y es la llamada férmula de Cartan,
la cual queda expresada de la siguiente manera:

Lxa=dixa+ itxdo. (3.1)

Proposicion 3.1.1 Sea (M,g,V), con M una variedad diferenciable, g una
métrica en M y V la conexion de Levi-Civita, entonces,

Lxg(Y,Z) =g(VyX,Z)+9(Y,VzX) XY, ZeT(TM).
Demostracion.
De la propiedad 5 se sigue que:
£X9(Y7 Z) = X(g()/v Z)) - g([Xa Y]v Z) - g(Y> [Xa Z])

a su vez tenemos que VyY — Vy X = [X,Y], asi la igualdad anterior se
transforma en

X(g(Y,2) —g(VxY = VyX,2) —g(Y,VxZ - VzX),

agrupando términos y teniendo en cuenta que (Vxg)(Y,Z) = 0, llegamos a
Lxg(Y,Z)=g9(VyX,Z)+ g(Y,VzX) lo cual concluye la demostracion. W
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Definiciéon 3.1.5 Dada una variedad riemanniana (M,g), decimos que un
campo vectorial X es de Killing si Lxg = 0. Es decir, si los difeomorfismos o
son isometrias.

Observacion. A dicho grupo de isométrias se les denomina I (M, g). En
una variedad riemanniana compacta dicho grupo I(M,g) es un grupo de Lie
de dimension finita.|3]

3.2. Grupos y Algebras de Lie

Un grupo de Lie es un grupo G que ademas tiene una estructura diferen-
ciable, por ende G debe tener una operacién asociada que sea el enlace entre
la estructura de grupo y variedad.

Definicion 3.2.1 Un grupo de Lie es una variedad G, equipada con una es-
tructura de grupo, en la que las operaciones del grupo

GxG—G, (g, h)— gh,

G — G, g»—)g_l

son funciones suaves.

Observacion. Para los propositos del presente trabajo solo se consideraran
grupos de Lie dimensionalmente finitos.

Definicion 3.2.2 Un subgrupo de Lie es un subgrupo de G (en el sentido del
dlgebra) que ademds es una subvariedad inmersa® de G.

Un caso particular de los subgrupos son aquellos denominados cerrados,
asi decimos que un subgrupo H es cerrado si es un subgrupo en el sentido
algebraico de un grupo de Lie G y ademas en el sentido topolégico H es cerrado.

Un resultado importante sobre estos tltimos subgrupos y del que nos au-
xiliaremos, ya que seré este tipo de subgrupos el que nos interese, nos asegura
que si un subgrupo H (en el sentido del algebra) es cerrado como subespacio
topoldgico de G, entonces H es una subvariedad encajada de G.

2 Apéndice A.
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Teorema 3.2.1 Todo subgrupo cerrado H de un grupo de Lie G, es subvarie-
dad encajada.

La utilidad del teorema anterior radica en que si lo que desea es verificar
que algo es un subgrupo de Lie, podemos omitir revisar la topologfa con detalle,
sera suficiente con asegurarse que es un subgrupo algebraico y cerrado, con lo
cual seré necesariamente una subvariedad encajada.

Ejemplos:
(1) G =R. Con la suma usual como operacion.
(2) G = O(n) ={El grupo de transformaciones lineales ortogonales de R"}.

(3) G = GL(n, R). Con la multiplicacion de matrices como operacion.

Definicién 3.2.3 Un K-espacio vectorial g es llamado un dlgebra de Lie si
tiene definido un corchete de Lie, esto es, un mapeo bilineal [+, -]:gxg— g
tal que se satisface:

1.- [X,X]=0,VX €g. (Antisimetria.)

2- [[X,Y], Z]+[[Y,Z2),X]+[]Z,X],Y]=0 VX,Y,Zeg. (Identidad
de Jacobi.)

De igual manera resulta interesante considerar grupos de Lie vistos como
grupos de matrices pero con coeficientes complejos, ya que muchas veces es més
conveniente trabajar con estos tipos de ntimeros. Algunos de los més comunes
son:

1. U(n) ={a € GL(n, C) | a*a = I,,}.
2. SU(n) ={a € U(n) |detc(a) =1}.

Recordando que a* es la transpuesta conjugada de la matriz a.

Denotando por e a la identidad en G, y para cada g € G dendtese por L
a la transformacion definida por

Ly:G— G, hwgh,

a la cual llamaremos traslacién izquierda, andlogamente se puede definir una
traslacion derecha denotada por R,.

Como consecuencia de las propiedades de las operaciones del grupo, en
particular de la asociatividad tenemos que para las traslaciones izquierdas (y
derechas) se cumple que:

Lg o Lh = Lgh-
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Proposicion 3.2.1 Sea G un grupo de Lie, la funcion Ly (y Ry) es un difeo-
morfismo.

Demostracion. La idea para la prueba es notar que L,-; es inversa tanto
izquierda como derecha de L, esto dada la multiplicacion del grupo, por tanto
la inversa existe y es suave, luego L, es un difeomorfismo. W

Un campo X € X(G) se dice invariante por la izquierda (analogamente se
define un invariante por la derecha) si Ly X = X, (RgeX = X) Vg € G.

La siguiente proposicién nos asegura algunas propiedades de los campos
invariantes izquierdos que nos permitirdn dar una generalizacién sobre la es-
tructura algebraica de dichos campos.

Proposicion 3.2.2 La suma y el corchete de Lie de 2 campos vectoriales in-
variantes por la izquierda es invariante por la izquierda.

Demostracion. Si X,Y son campos invariantes por la izquierda entonces
Ly [ X, Y] =[Lg X, LY = [X,Y],Vge G. R

Por tanto el conjunto de los campos vectoriales invariantes por la izquierda
en G es un subespacio vectorial de X(G). Mas aun, dicho conjunto forma un
algebra de Lie g para un grupo G.

Asi el algebra de Lie de un grupo G es el algebra g dada por el conjun-
to de los campos invariantes por la izquierda junto con el corchete definido
anteriormente.

Si ahora consideramos el mapeo, ¥ : G x T,G — T'G dado por
U(g, X) = Lg:(X).

Y dado que Ly« (X) induce un isomorfismo de g al espacio tangente 7,G tene-
mos que el siguiente diagrama es conmutativo.

GxT.GLYXr-TG

W]

G G

id
Con 71 la proyeccion sobre el primer factor y 7 la proyeccion de TG hacia G.

Ahora, consideremos el espacio tangente a G en el punto e, el cual por tener
G estructura de variedad suave es un espacio vectorial e isomorfo al conjunto
de campos invariantes izquierdos bajo las aplicaciones:
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g T.G

-~

(G

Donde ¢ esta dado por ¢(X) := X, para X € g; y ¥(§) := X, con
Xy = Lg&, para £ € T.G.

Se tiene la estructura de espacio vectorial tanto en los campos invariantes
izquierdos como en T.G, y ademés de un isomorfismo entre ambos. Equipado
con el corchete de Lie [, -] para campos vectoriales hacemos tanto la identifi-
cacion de T,G como de los campos invariantes izquierdos con g, el algebra de
Lie para el grupo G.

Ejemplos

(1) gl(n,R) := Lie GL,(R) = My (R).
(2) sl(n,R) := SL,(R) = {X € M,(R), traza X =0 }.

Veamos un ejemplo que permita visualizar de lo que estamos hablando:
Tomemos a O(n) € GL(n,R) = {AAT = Id} un grupo de Lie, para construir
su algebra de Lie, es decir, el T.G, analogo a cuando se hacia con variedades,
tomemos curvas en O(n) tal que A(t) € O(n) y A(0) = Id

Ast A(t)A(t)T = Id, y derivando
AWADT + AR)(A@)Y =0 = A'(0) Id+ Id (A0)T)
= A'(0)+ A0)" =o0.

Por tanto, A’+(A’)T = 0, con lo cual el grupo de las matrices antisimétricas
es el algebra de Lie del grupo de Lie O(n).

Asi las cosas, lo que nos interesara seré poder pasar del grupo al algebra,
ya que conocer la estructura del dlgebra nos da informacién sobre el grupo.
Y dado que podemos ver al algebra de Lie como el espacio tangente en la
identidad g = T.G.

Definicion 3.2.4 Dado un grupo de Lie G con dlgebra de Lie g, la funcion
que asocia al campo X € g el valor del grupo de difeomorfismo de 1-pardmetro
¢ asociada a X es llamada la funcion exponencial y la denotamos por exp.

Asi, exp(tX) = ¢(p,1).

En la secciéon de acciones suaves se profundizara en la relevancia de esta
funcion ezp y la utilidad de bajar del algebra al grupo de Lie.
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Proposicion 3.2.3 La funcion exponencial exp : g — G es suave.

La demostracion se puede consultar en [6].

3.3. Campos Simplécticos y Hamiltonianos

A partir de ahora consideraremos estar trabajando solo con variedades
simplécticas, es decir, un par (M, w), asi, como para ser consistentes con la
notacion X(M) denotara al espacio de todos los campos suaves en M. La inten-
cion primordial de esta seccién seré definir los conceptos de campo simpléctico
y hamiltoniano y la relacién que guardan entre si, esto dado que nuestro inte-
rés es aplicar a este tipo de campos las acciones. Los campos simplécticos se
refieren a aquellos que preservan la estructura simpléctica, en otras palabras,
un campo vectorial simpléctico X es aquel para el que se satisface Lxw = 0,
y veremos que a su vez, los hamiltonianos tienen una restriccién mas, es decir,
estan contenidos en los simplécticos, son por tanto un caso particular de estos.

Como la forma w es no degenerada, la aplicacion dada por X — 1xw
define un isomorfismo entre los campos vectoriales en M y las 1-formas, esto
es, X(M) — QY(M), asi si txw es una 1-forma cerrada diremos que X es
simpléctico, mas atn si txw es exacta, entonces se dice X es hamiltoniano.

Definiciéon 3.3.1 Un campo vectorial X € X(M) sobre M se dice simpléctico
st preserva la forma simplectica w, esto es, Lxw = 0.

En concordancia con la definicién anterior, tenemos que son equivalentes
las siguientes aseveraciones para un campo simpléctico:

1. ﬁXw = 0.

2. El flujo ¢y de X preserva la forma w. Si dicho flujo esté definido global-
mente obtenemos una familia de simplectomorfismos.

3. txw es una forma cerrada.

Definiciéon 3.3.2 Un campo Hamiltoniano X € X(M) es tal que satisface:

txw = df para alguna funcion f € C°°(M).

A dicha funcién f se le llama funcién hamiltoniana.
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Al conjunto de campos simplécticos se les denota por Symp(M, g), mientras
que al conjunto de campos hamiltonianos por Ham(M, g).

Veamos la analogia con el caso de variedades. Sea (M, g) una variedad

riemanniana con g la métrica en M y grad (f) el gradiente de f, se tiene que
dado f € C*(M)

df (X) = g(grad f, X), df(-) = g(grad f, )

asi

df € QY(M).

Luego, grad f C I'(T'M) y considerando la base canénica, (01, ...,0,) se
tiene que:

o = 324001110 - >0 ) s
Ahora, si consideramos la estructura de variedad simpléctica (M, w) con w
la forma simpléctica en M, para f € C°°(M) tenemos:
df(Y) = w(Xyp, Y), VY df = w(Xy,-),
conw(Y, ) =wyw=uY)w.

Donde ¢ x denota el producto interior aplicado en el campo Y.

Y asi, X¢ es un campo Hamiltoniano y Ham(M) C I'(T'M), luego consi-

derando la base (8%1, 8%1, - %, %) se tiene
af . o of . 0
! ;(axl)ﬁyﬂ (8y’)8mﬂ

Podemos pensar que la construccién de un campo hamiltoniano en el caso
simpléctico tiene como analogo el grad (f) en el caso riemanniano, ya que si
tomamos una métrica g en M, con la aplicacion 9 : X(M) — QY(M) dada
por X ~ tx(g), definimos un “gradiente” por grad (f) = 9~ (df).

Por tanto se tiene que, en cuanto a los campos, el conjunto de los hamil-
tonianos estdn contenidos en el conjunto de los simplécticos que a su vez esta
contenido en el conjunto de los campos en M, los cuales estan asociados con
los difeomorfismos en M a través del campo inducido por el flujo, es decir,

Ham(M,w) C Symp(M,w) C X(M)

para el caso simpléctico.
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Para el caso euclidiano se tiene la relacién
I(M,g) ={p| ¢*g =g} C Dif f(M).

Los campos simplécticos son en ocasiones considerados como “localmente
hamiltonianos”. La idea surge si miramos a través de la cohomologia de De
Rham, ya que si HéR = 0 entonces las formas cerradas resultan exactas y por
ende el campo simpléctico es también hamiltoniano.

3.4. Acciones Suaves

Como en el caso del algebra de grupos existe el analogo de acciéon®. Si ahora
consideramos el grupo como uno de Lie, y si el conjunto sobre el que actia es
una variedad diferenciable, la idea de la accién es “basicamente” la misma, solo
que nos permite trabajar y extraer resultados interesantes sobre las variedades
diferenciables dependiendo del grupo de Lie sobre el cual este actua.

Definicion 3.4.1 Consideremos M una variedad. Una accion de un grupo de
Lie G sobre M es un homomorfismo de grupos. Y lo denotamos por G O M.

Vv :G— Dif f(M).
9'_>1/}g-

Usualmente se escribe g-p en referencia a la accion ¢4(p), Vg € Gyp e M
y en tal caso de se llama una accién izquierda.

Para los propositos del presente trabajo nos enfocaremos exclusivamente
en las acciones izquierdas, analogas a éstas se pueden definir acciones derechas.

Asi la funcién evaluada asociada con una accion ¢ : G — Dif f(M) queda
determinada por :

evy : M x G — M.

(p,9) = ¥g(p).

Definiciéon 3.4.2 Decimos que la accion ¢ es suave si evy, es una funcion
suave.

3ver apéndice B.
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Para X € g sea la funcion,
R — G.

exp(tX) = X,

Dicha funcién nos permite pasar del algebra al grupo.

exp

QHGZ

con exp (tX) = .

La cual por proposiciéon 3.2.3 es una acciéon suave considerando como el
grupo de Lie a los reales (R) sobre la variedad.

~y

b

g=T.G C
\ - |

Para X € g se define el generador infinitesimal de la acciéon de G en M,
con respecto a X al campo vectorial X dado por:

. d
x=2 tX - p). 3.2
Ji o CEP YD) (3:2)

3.5. Representaciéon de Grupos

A lo largo de esta seccion veremos 2 tipos de representaciones, la represen-
tacién adjunta y la representacion coadjunta, las cuales suelen ser muy usuales
en los conceptos primarios de la geometria simpléctica, y que para nuestros

propositos serviran para dar sentido y desarrollo a la idea de aplicacion de
momento.
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Definicion 3.5.1 Una representacion de un grupo de Lie G, es un homomor-
fismo

p:G— GL(V)

para algun espacio vectorial V.

Equivalentemente podemos ver la representaciéon sobre un espacio vectorial
V como una accién G O V por isomorfismos, con GG un grupo de Lie.

Observacion. Se dice que la representacion es fiel si p es inyectiva.

Un resultado que relaciona un algebra en abstracto con un élgebra matricial
y del que nos auxiliaremos se debe al matemético Igor Dmitrievitch Ado, y cuya
demostracion data de 1935, la cual no incluiremos en el presente trabajo dado
que no tiene relaciéon con nuestros intereses y a su vez requiere de herramientas
que escapan al entendimiento con el cual contamos actualmente.

Teorema 3.5.1 (Ado) Toda dlgebra de Lie abstracta g es isomorfa a un dl-
gebra de matrices.

Para todo grupo de Lie G podemos considerar la accién por conjugacion
G O G, es decir:
C:G— Dif f(G)

g—Cy
con Cy : G — G dada por:
Cy(h) = ghg™' = Lyo Ry-1(h), Vh € G

la cual cumple que Cy(e) = e, y para cada C si tomamos la derivada en e
el elemento neutro tenemos:

dCy = (Cy)«(e) : T.G — T.G.

Como vimos previamente, podemos identificar el algebra de Lie g con T.G,
el espacio tangente en la identidad, es decir (Cy). : g — g.

Definicion 3.5.2 La representacion adjunta de G es la funcion

Ad:G — GL(g), Ad(g) = (Cy)«.

Por otro lado si tomamos la derivada en el elemento neutro de G se tiene
deAd = ad y es tal
ad : g — End(g)
dada expresamente por ad(X)(Y) = %\tzoAd(exp(tX))Y, con X,Y € g. Di-
cha funcién es llamada la representaciéon adjunta del algebra de Lie.
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Proposicion 3.5.1 Si X,Y € g, entonces ad(X)Y = [X,Y].
La demostracion se puede consultar en [1].

Proposicion 3.5.2 La funcion Ad : G — GL(g) es una representacion li-
neal.

Demostracion.

Primeramente para cada g € G, tenemos que Cy = Ly o R,—, que por
proposicion 1.1.1 es un difeomorfismo, y que satisface Cy(e) = e. Asi las
cosas, Ad(g) = (Cy)« : g —> g es un isomorfismo y por tanto pertenece a
GL(g)-

Ahora, claramente se satisface que Cy o C}, = Cyp, luego por regla de la cadena
tenemos que (Cy)«(e) o (Ch)«(e) = (Cgn)«(e); por tanto Ad(g)Ad(h) = Ad(gh),
con lo cual Ad es un homeomorfismo.
Lo siguiente es probar que Ad es una funcién suave, para lo cual vemos a
C :GxG — G como C(g,h) = ghg™! y entonces C' es composicion de
mapeos suaves, por tanto suave. W

Con todo lo anterior, dado GG, un grupo de Lie podemos definir otra repre-
sentaciéon como una accién del grupo sobre el dual del algebra, es decir, G O g*
definida por:

Ad* : G — GL(g*), donde Ad*(g)¢ € g*

en la cual usando el siguiente emparejamiento natural queda determinada ex-
plicitamente como:

(Ad*(9)¢ , X) = (€, Ad(g™")X), (g’ y X €q. (3.3)
De donde el emparejamiento (-, -) estd dado por:
(n):g"xg—R.
(& X) = &£(X).

Asi la parte derecha de la igualdad en (3,3) est4 definida por £(Ad(g~1)X),
con lo cual £(Ad(g~!)-):g — R.

Definicion 3.5.3 A la funcion Ad* se le llama la representacion coadjunta de
G y es tal que:
Ad*: G — GL(g")

g~ Ady.
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3.6. Acciones Hamiltonianas y Aplicacién de Momen-
to

Entre las acciones suaves por un grupo de Lie GG en una variedad simpléctica
(M, w) aquellas que cumplen que para cada g € Gy p € M el difeomorfismo
dado por p — ¢ - p es un simplectomorfismo, es decir, el campo vectorial
generado por el grupo de difeomorfismos es un campo simpléctico se les llama
acciones simplécticas.

Definicion 3.6.1 Sea (M, w) una variedad simpléctica. Una accion simpléc-
tica es una accion suave ¥ que preserva la forma w, es decir:

Y G — Sympl(M,w) C Dif f(M).
Yy(w) =w, para todag € G, y 4 € Sympl(M,w).

Se dice entonces que G actta por simplectomorfismos.

Las acciones que nos interesaran seran aquellas que generen campos hamil-
tonianos.

Definiciéon 3.6.2 Una accion simpléctica ¢ de G = R sobre (M,w) se dice
hamiltoniana st el campo vectorial X dado por la accion es hamiltoniano, esto
es, tal que dH = 1xw para alguna funcion H € C*°(M).

El préposito ahora es introducir una definicién de acciéon hamiltoniana mas
general, es decir, cuando el grupo que acttia no sea R sino un grupo de Lie en
general. Para dicho proposito se precisa de una aplicacién de momento, esto
es, una funcion que haga las veces de la funcion hamiltoniana.

Sea G un grupo de Lie, y dada la estructura de espacio vectorial en g,
consideremos g* el espacio dual de g, asi g* = {{ € C®(g)|¢ : g — R},
las funciones lineales de valor real que toman elementos en g, las cuales por el
algebra lineal también tienen estructura de espacio vectorial con las operaciones
naturales para funciones reales.

Sea 1 una accion simpléctica sobre M.

Definicion 3.6.3 Diremos que la accion v es hamiltoniana si existe una fun-
cion u: M — g* tal que

o) Sipara cada X € g denotamos por X : M — R, la funcion definida por

wX(p) = (u(p), X)
De donde:
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o) Si X es el generador infinitesimal sobre M correspondiente a X dado por
la ecuacion (3.2) entonces

dp™ = Lgw, tmplica que d(u(p), X) = 1 gw. (3.4)
La funcion p es G-equivariante con respecto a la accion coadjunta en g*.

Ya que (i, X) € C* se tiene que (i, X) = u* corresponde a la funcién
hamiltoniana en analogia con la definicién anterior de acciéon hamiltoniana.

Del punto 2 anterior; el que la funcién p sea G-equivariante con respecto a
la accién coadjunta nos dice que se cumple la siguiente igualdad

u(g - p) = Ad*(g)(u(p))- (3.5)

lo cual nos arroja el siguiente diagrama conmutativo.

M L g*
accion en Ml J{Ad* (9)

*
M——g
Bajo las condiciones arriba mencionadas se define:

Definicion 3.6.4 A la funcion u: M — g* de la definicion 3.6.3 que hace

posible la igualdad
Lyw = dp (3.6)

se le conoce como aplicaciébn de momento.

Agrupando las definiciones anteriores decimos que la cuadrupla (M, w, G, )
es un G-espacio hamiltoniano.

Observacion a destacar es que en general, dada una accién simpléctica no
existen aplicaciones de momento para ella.

Similarmente como en el dlgebra abstracta de grupos sera necesario intro-
ducir una definiciéon de orbita para cada punto en nuestra variedad por medio
de la accién, y ésta deberd adecuarse a la nocién de accién en el sentido suave.

Definicién 3.6.5 Dada una variedad M y un grupo de Lie G, sea una accion
Y : G — Dif f(M). La orbita de G a través de p € M estd dada por

G(p) ={¢y(p) |9 € G}
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Definicién 3.6.6 Para cada p € M el estabilizador de p es el subgrupo
Gp :={g € Gly(p) = p}.

Se dice que la accién de G sobre M es:

I.- Transitiva. Si existe una sola 6rbita.
II.- Libre. Si el estabilizador de cada uno de los puntos es el elemento neutro.

II.- Localmente libre. Si cada estabilizador es discreto.

Con esto en mente podemos ahora definir una relacién de equivalencia dada
de la siguiente manera:

Para p, ¢ € M decimos que p se relaciona con ¢ (p ~ ¢) si y solo si py
q pertenecen a la misma orbita. Bajo esta equivalencia (M/ ~), se define el
espacio de orbitas M/G y una proyeccion natural 7 llamada proyecciéon
orbital mediante:

T M — M/G
p— G(p)
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Capitulo 4

Reduccion Simpléctica

Con todo lo anterior ya estamos en condiciones para una de las construccio-
nes mas importantes y el paso inmediato anterior al resultado que da sentido
a este trabajo.

4.1. Reducciéon Simpléctica

En lo sucesivo y para todo lo que hagamos se supondréa tener como hipotesis
una variedad simpléctica (M, w) compacta y sin frontera, asi como G O M una
accién simpléctica y libre.

Asi, bajo las condiciones anteriores estamos ya en posicion de poder enun-
ciar un teorema relevante dentro de la geometria simpléctica y del que se
desprende el propoésito primordial del presente trabajo.

Teorema 4.1.1 (Marsden-Weinstein) Sea (M,w) una variedad simpléctica
y compacta, G un grupo de Lie, G O M wuna accion simpléctica y libre con
aplicacion de momento u. Si & es un valor reqular de p, entonces pu~'(&) es
subvariedad de M y existe una forma simpléctica ¢ tal que (u=1(€)/G, @) es
simpléctica y m*we = 1*w, donde;

7 N €) — uTY/G es la proyeccion e i : T (€) — M la inclusion.

Definicién 4.1.1 La reduccion (cociente) simpléctico de (M,w) estd dada por:
(=1 (€)/G, @)
A tal cociente se le denota por M//¢ G.

La demostracién del teorema consistird del siguiente proceso, para el cual
serd necesario primero hacer uso de un lema que nos auxilie, asi como conse-
cuencias que se desprenderan de él.
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1.- Dada p: M — g*. Si & € g* es un valor regular, entonces pu~*(€) es
una subvariedad de M. (Teorema de la Imagen Inversa).

2.- Como pu~Y(&) € M, la accion de G en M se restringe a p=1(€), es decir,
p=L(€) es una variedad con una accion simpléctica.

3.- Bajo las condiciones anteriores podemos considerar el espacio cociente
n(€)/G.

En la que para cada p € M sea la clase de equivalencia dada por:

pl={qgeu ) |g=9g-p para alging e G}.

4.~ Eziste un unico &g en =1 (€)/G tal que:
T = ifwy = wyr|u-1(e), coni e — M.

Lo cual queda expresado con el siguiente diagramas:

(M7 W) - (M_1(€)> i*wM)

iﬂ

(n=1()/G, @)

El que ~1(€) sea una subvariedad como se mencioné en el punto 1 anterior
se lo debemos al teorema de la imagen inversa, por lo cual seréa suficiente mos-
trar que (1~ '(£)/G, @¢) es simpléctica y que efectivamente existe una forma
simpléctica we que satisface m*we = i*w.

Recordemos que, dado un espacio vectorial V' y un subconjunto U de V,
un aniquilador de U es una funcion f € V* de tal forma que f(U) = 0.
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Ahora, dado un punto p € M y su estabilizador, sea g, su algebra de
Lie, luego la derivada de la aplicaciéon de momento en el punto p, es tal que
dpy : T,M — g*.

Luego, de la aplicaciéon de momento tenemos; u : M — g*, en la que para
cadape M

{p, X) = pp(X) € R.

Con esto en mente y considerando las igualdades dadas por:

d{pp, X) = Lx,w = w(Xp, )

tenemos que la evaluacion en un v € T, M esta dada por:

(dpp(v), X) = w(Xp,v).

Con lo anterior se tiene que los elementos del nicleo para los cuales se
cumplen estas condiciones seran aquellos en el complemento simpléctico del
espacio tangente de la orbita de p, es decir, (T,0p)“?, esto por la forma no
degenerada de la forma simpléctica wy; y su imagen por los elementos en el
dual del &algebra £ € g* para los cuales se satisface que: (£, X) = 0,VX € g,
es decir, el aniquilador del algebra g,,.

Si tenemos en cuenta que la accién de G es libre sobre u~1(£) se tienen las
siguientes implicaciones:

I. £ es un valor regular de la aplicaciéon de momento p.

II. u=1(€¢) es una variedad cerrada de M, cuya codimensién es igual a la
dimension de G.

Ademas.

II1. El espacio tangente a p~'(£) en p es igual al nicleo de dpy, esto es,
Ty~ (€) = ker dpy, p € p~1(€). (Proposicion 1.2.1)

IV. El espacio tangente a u='(€) en p, Tppu (&) v el espacio tangente a la
orbita en el mismo punto 7,0, son espacios complemento-ortogonal sim-
plécticos en T, M. Mas atin, en este caso el espacio tangente a la 6rbita
a través de p € p~1(€) es un subespacio isotrépico de T,M y de lo cual,
orbitas en p~1(£) son subespacios isotropicos.

A su vez la accion es localmente libre en p si y solo si:
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= dy, es suprayectiva.

= <= p es un punto regular de pu.

Proposicion 4.1.1 Sea (V, w) un espacio vectorial simpléctico. Sea I un subes-
b

pacio isotrépico de V, es decir, w|; = 0. Entonces w induce una forma sim-

pléctica candnica ) sobre el espacio cociente I1* /1.

Demostracion. La idea de la demostracion consiste en que dados 2 elementos
{u,v} en el complemento simpléctico de I, considerar sus representantes en el
espacio cociente, I*/I {[u], [v]} y finalmente definir una forma simpléctica
dada por:

[ul, [v]) = w(u, v)
veamos que esta nueva forma simpléctica esté bien definida;

Sea w, z € I dos elementos arbitrarios; asi,
w(u+w, v+ 2) =w(y, v) +w(y, 2) +w(w, v) +ww, 2)
como u, v € I¥ y w, z € I, bajo w se tiene:
w(u, z) =w(w, v) =w(w, z) =0.
Con lo cual w(u + w, v+ z) = w(u, v), y por tanto:
Qu], [v])) =wlu+w, v+2) Yw,ze€l,

luego €2 estéa bien definida.
Ahora, veamos que es no degenerada.

Sea u € I* tal que w(u,w) = 0,Vw € I*. Luego u esta en el complemento
simpléctico del complemento simpléctico de I, u € (I*)“, lo cual implica que
el representante de u es nulo, es decir, [u] =0. N

Teorema 4.1.2 Si un grupo de Lie compacto G actia libremente sobre una
variedad M, entonces M/G es una variedad y la funcion 7 : M — M/G es
un haz principal.

La demostracion se puede consultar en [2].
Procedemos ahora a la demostracion del teorema.
Demostracion. Marsden-Weinstein.

El que G actue libremente y ¢ sea un valor regular nos asegura que =~ *(€)
es una subvariedad cerrada de M con codimension la dimension de G (punto
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II), y el teorema 4.1.2 que el cociente u~1(£)/G es una variedad. También
para cada p € pu~!(&) T,0, es subespacio isotropico de (T,M,wy), esto es,
1,0, C (T,0,)*(punto IV). Con esto en mente y de la proposicion 1.2.1
tenemos las siguientes igualdades:

(Tp0p)” = ker dpp = pM_1(§>-

Considerando el espacio cociente Tpu~1(€)/T,O,, la proposicién 4.1.1 nos
asegura una forma simpléctica canoénica en él, luego de la relacién de equiva-
lencia para p € M definida en el paso 4.- tenemos que [p] € p~(£)/G tiene
por espacio tangente

T[p}ﬂil ()/G ~ Tpﬂil(g)/TpOp'

Con lo cual tiene una forma no degenerada &g sobre u~1(£)/G.

Ademas, si se satisface que
iw =T (4.1)

Como
T dRg = dr* e,

de la igualdad (4.1) se sigue que
dn e = di*w.
Finalmente y debido a la cerradura de w
di*w =1i"dw =0

por tanto
w*dwg =i"dw = 0.

En efecto, como la proyeccion 7* es de hecho inyectiva se sigue que dwg = 0
siempre se satisface, por tanto w¢ es una forma cerrada. Lo cual concluye la
demostracion. W

Teorema 4.1.3 Bajo las condiciones del teorema anterior la variedad sim-
pléctica M/ /¢ G = p=1(€)/G tiene dimension

dimM//¢ G =dimM —2dimG.
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Demostracion.
Debido al teorema de la funcién inversa se tiene,

dim =1 (€) = dim M — dim G.
ademas sabemos que la dimensién del cociente es dim = (&) —dim G por tanto

dimM//¢G =dim M — dimG —dimG =dimM —2dimG. B

En general, estas variedades simplécticas cociente resultan muy interesan-
tes, y de ellas se desprende toda una teoria dentro de la geometria simpléctical,
y como pudimos apreciar el papel que juegan las aplicaciones de momento re-
sulta fundamental.

4.2. Ejemplos

El proposito que nos plantearemos con los dos siguientes ejemplos es, en
funcion de la igualdad (3.4) poder encontrar la aplicacion de momento corres-
pondiente dada la accién de un grupo a través de la variedad, y en consecuen-
cia por medio del teorema 4.1.1 poder darse una idea quién serfa la variedad
cociente. En los casos que presentaremos a continuacién tomaremos como va-
riedad C?, y trataremos de seguir una serie de pasos concisos que permitan
visualizar la teorfa que se hubo presentado durante los capitulos 3 y 4 princi-
palmente.

Ejemplo 1.

Para este primer caso consideraremos una acciéon de T? sobre C*.

G:Tzu C4:(217Z27Z3)Z4)7 g:t27
T2.C* = (ewl,ew?) (21, 22, 23, 24) = (ewlzl, ewlzg, ewzzg, 6i0224)
1. Tomemos elementos en el algebra, X € g = R?, y para lo cual conside-
remos X = (1,0) y X = (0,1).

2. Lo siguiente es hallar X, el campo hamiltoniano correspondiente, esto
es, el generador infinitesimal.

X — exp(tX) — exp(tX) -p, sip=(z1,22,23,24).

!Para ahondar mas en detalle revisar [4].
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X eti p= (etilz17 etil 29, eltX2z3’ eltX2Z4).

Derivando (4.2) en t = 0 tenemos el campo hamiltoniano
X(p) = (1X1 21,1 X1 29,1 X023, X024).

El cual para X = (1,0) queda en la forma:

X(p) = (?:Zl, iZQ, 07 0)

3.- Ahora calcular ¢(X)w, con la forma simpléctica estandar

4 .
w= dej ANdy; = %Zdzj Ndz;.
j=1

asi tenemos:

U(X)w==(dZ A dz)(X(p), )

| S N

(dz; @ d3; — dZ; @ dz;) (X (p), )
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(dzi(X (p)dz; — dz;(X (p),)dz;

IS N =

(de (iZl, iZQ, 0, O)d,gj - d%(izl, iZz, 0, O)de

1 -
== —5(21, Z9, 0, O)de.

La aplicacion p estd dada por:

12
B = D) Z ‘%"2‘
j=1
Para X = (0, 1) se tiene por otro lado

%(dzj(o, 0,iz3,i24))d%;

1
- _5(05 Oa Z3, 24)d2]

con lo que tenemos la aplicacion:

pz = = (|25 + |2af).

1
2
Dado que la aplicacion de momento es de tal forma que y: M — g* y a

su vez g* es isomorfo para este caso con R?, de las dos aplicaciones anteriores
tenemos la aplicacion de momento final dada expresamente por:

1
po) = =5 (a1 + L2l 2 + |1 ?)

Lo siguiente es hallar los valores regulares para ello calculamos la derivada
de p.

d__$1y1x2y20000
o= 0 0 0 0 w23 y3 74 w4

_ zZ1 22 0 0
- 0 0 zZ3 24

. : -2
Por lo cual el tinico valor critico es Og2. Asi tomando ¢ € R?, ¢ = < 9 )
se tiene

_ -2
W < —2 > = {z1,22, 23,24 € C [ |z1* + |22 = 1, [zaf* + |25 = 1}
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=S x §%.
Que es una variedad de dimensiéon 6 como también lo asegura el teorema
de la imagen inversa.

Tomando el cociente por la accién, tenemos la variedad cociente
S3/S x §?/S ~ CP! x CP.

Y cuya dimensiéon dim (u~* < :; ) /G) = dim (CP! x CP!) = 4, como
efectivamente asegura el teorema 4.1.3.

Notar que, en el caso de que la eleccion del valor regular ¢ hubiese sido de

la forma ( I;

una esfera 3-dimensional, es por tanto que el valor regular garantiza que la
imagen inversa es una variedad, pero no dice mucho acerca de la topologia.

) con k,l > 0, la subvariedad p~! ( ]; ) no seria propiamente

Ejemplo 2.
La accion de S! sobre C?, esto es, S! ¢ C*.
G=S' C'=(z =R
=9, = (21, 22, 23, 24), g =Nk
Sl . (C4 _ eit . (21, 2, 23724) — (eitXZ17 eithQ, efith?” efitXZ4)‘

1. Consideremos un elemento en el dlgebra, X € g. Dado que para este caso
es real, tomemos X = 1.
2. Encontrar el campo hamiltoniano, esto es, analogo al ejemplo anterior
hallar el generador infinitesimal X .
X — exp(tr) — exp(tX)-p, sip=(z1,22,23,24).
X — X p = (X 2y, e 2y, 71X 23, 71X 2y). (4.3)
Lo siguiente es derivar (4.3) en t = 0 y asi obtener:

X(p) = (iz1,1i29, —123, —i24).

3. Ya con X (p) estamos en condiciones de saber quién es t(X)w y en con-
secuencia decir quién debe ser d{u(p), X).

Considerando la forma simpléctica estandar

4 .
w:Zdl’j Ndy; = %Zdzj/\dij.
=1
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G==8! algebra de Lie g

tangente en e

se tiene:
L(X(p))dzj NdZ; = %dij A dzj(X'(p), )
= %(dzj ® dz; — dz; ® dz;) (X (p), -)
= L2y (X ()2 — d3(X (). (4.4
Ahora, debido a que e; = 8%]_ la expresion de X queda dada por:
X(p) =X 21021 +1X 29020 — 1 X 23023 —1X 24024

De lo cual el segundo sumando en (4.4) es cero, y asi llegando finalmente
a la expresion.

- B 7 ~ B
WX ()2 A dzj = Sdzi(X(p)d3;. (4.5)
Y asi tenemos:

de(X(p))de = %de(’L'Zlazl + ’L'ZQBZQ — iz38Z3 — iZ48z4)d2j
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1 5
= —5(217 29, —23, —24)dZ;

1
(1l + le2f® = |2s” = [za])]-

=dl-;

Con lo cual la aplicacién de momento p queda expresada por:

1
(2] + l22|* = |2s]” = [za]?). (4.6)

,LL(ZI, Z27 Z37 Z4) - _5

También lo podemos ver de la siguiente forma.

La forma simpléctica w la podemos expresar como w = da con « una
1-forma
txw=dH, o ixda=dH

a su vez con la identificacion para los complejos z; = x; + iy; tenemos que el
campo X lo podemos ver como:

X = (iz1,122, —i23, —i24) = (=Y1, T1; —Y2, T2} Y3, — 23} Y4, —T4) = Lx Q.

Luego considerando la 1-forma a como o = %Z?zl y;dr; — x;dy; se tiene
que:

~ 1
a(X) = 5 (=vi — 2% —yf — @5 +y3 + 25 + vi + ).
Por tanto 1
H=-a(X)= —§(|21|2 + |z0)* — |z3]* — |z4]?). (4.7)

Asi encontramos el hamiltoniano H, que hace las veces de aplicacién de
momento u correspondiente a la accién simpléctica, y vemos que en ambos
casos llegamos a lo mismo, es decir, las expresiones en (4,6) y (4,7) coinciden.

La derivada de la aplicaciéon queda de la siguiente manera
d:u = _(xl? Y1,22,Y2, =3, —Y3, —T4, —y4) = _(Zlv 22, —Z3, _24)

con lo cual el tinico ¢ € R que no es valor regular es el Og.

Consideremos ¢ = —2
= 7 1(=2) = {(21, 22, 23, 21) € C*||21]* + |2f* — |23]* — |24 = 1}

y la cual tiene dim p=1(-2) = 7.
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Finalmente, para este caso, se tiene que la variedad cociente p~1(—2)/G no
es un objeto que se pueda visualizar sencillamente, pero que podemos ver como
el conjunto de ceros de un polinomio en C#, es decir, el conjunto de puntos en
R® en los cuales un polinomio en 8 variables se anula, esto es, una variedad
algebraica. De hecho, dicho conjunto es difeomorfo a un haz vectorial sobre
CP!', pero que para los propoésitos del presente trabajo la demostracion de esto
no es relevante. Lo relevante de este caso es nuevamente como la eleccion del
valor regular juega un papel vital sobre la topologia de la variedad cociente, es
decir, dependiendo de como sea ¢ la variedad obtenida como imagen inversa
se verd distinta y por tanto ésta tendrd una topologia distinta para distintos
valores.



Apéndice A

Inmersiones, Submersiones y
Encajes

Recordemos que si M™ y N™ son variedades diferenciables y f: M — N
una funcion suave, el rango de f en cada p € M, (rang f) estd dado por el
rango de la funcion fi : T,M — Ty, N, es decir, el de la matriz Jacobiana
de f; también lo podemos pensar como imdf, C Tty N. Si el rango de f es
el mismo en cada punto, se dice que f tiene rango constante y se denota por
rank f = k.

Podemos notar que dicho rango esta acotado superiormente por el min{m,n}
con m y n las dimensiones de M y N respectivamente, si el rango de df, es
igual a dicho limite se dice que f tiene rango méximo en p, si lo es en todo
punto se dice simplemente que f tiene rango méximo.

Definicion A.0.1 Sea f : M — N wuna funcidon suave entre variedades, f
es una submersion suave si su diferencial es suprayectiva en cada punto, esto
es, rank f = dim N. Por otro lado si dicha diferencial es inyectiva, es decir,
rank f = dim M o f se le llama una inmersion suave.

En ambos casos destaquemos que f tiene rango méximo.

Si 7 es un espacio topologico y X € T es un subconjunto, entonces X hereda
la topologia de 7 en la cual los conjuntos abiertos de X son de la forma UN X,
en donde U es un abierto de 7. A tal topologia se le denomina la topologia del
subespacio.

Ahora introducimos la nocién de encaje, el cual consistira de una funciéon
suave e inyectiva, f : M — N y cuya derivada es inyectiva en todos lados.
Formal y mas explicitamente,
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Definicion A.0.2 Dada una funcion f: M — N se dice un encaje si f es
continua, inyectiva y f~1 es continua en f(M) cuando se le da a f(M) la
topologia del subespacio, es decir, M y f(M) son homeomorfos por medio de f.

Un encaje es de hecho un tipo particular de las inmersiones, en efecto, es
una inmersién suave y un homeomorfismo con su imagen dada con la topologia
del subespacio, es decir, tanto un encaje topolégico como una inmersién suave.

En topologia existen dos nociones de subvariedades, estas son, subvarieda-
des inmersas y subvariedades encajadas.

Definicion A.0.3 Sea M una variedad suave; un subconjunto S C M se dice
subvariedad inmersa si existe una variedad N y una inmersion suave f : N —»

M tal que S = f(N).

Una observaciéon importante es que bajo las condiciones de la definicion
anterior f(N) puede no tener la misma topologia de M.

Dicho de otro modo, un subconjuto S C M es una subvariedad inmersa
si ésta estd equipada con una topologia, no necesariamente la del subespacio,
ademéas de una estructura suave respecto a la cual la inclusion S < M es una
inmersion suave.

Definicién A.0.4 Sea M una variedad suave; un subconjunto S’ C M se dice
subvariedad encajada si existe una variedad N ademds de un encaje f : N —»

M tal que S" = f(N).

Resumiendo, S C M es una subvariedad encajada si S’ tiene la topologia
del subespacio y una estructura suave respecto a la cual la inclusion S" < M
es un encaje suave.

Si S es una subvariedad, ya sea inmersa o encajada de M la codimensién
de S en M esta dada por dim M — dim S.

Notemos que las subvariedades encajadas son subvariedades inmersas, es
decir, estas ultimas son de un tipo mas general, es por ello que al trabajar sobre
todo en grupos de Lie, las subvariedades con las que se pueda estar trabajando
pueden no heredar la topologia del grupo, es decir, no tengan la topologia del
subespacio y es por ello que resulta conveniente trabajar en estos casos con
subvariedades inmersas.



Apéndice B
Acciones de Grupo

Recordemos algunos conceptos de 4lgebra como lo son las acciones de gru-
po, que ambiguamente los podemos ver como mapeos a través del cual un
grupo actia sobre un conjunto, esto es, como este grupo modifica o altera la
estructura del conjunto.

Definicion B.0.5 Sea A un conjunto y G un grupo, diremos que G actia
sobre A (por la izquierda) si existe una funcion v : G x A — A que satisface:

I iY(e,a) =a, con e laidentidad en G y para toda a € A;
II. Y¥(g,v(g,a)) = ¥(gh,a), para toda g,h € G y a € A.

¥ es llamada una accion.

Donde para a € A, ¥(g,a) = ga.

Observacion. Por otro lado decimos que G acttia sobre A por la derecha
si la funcion v es de la forma

Pv:AxG— A

e igualmente satisface las condiciones I. y II.

En adelante consideraremos al conjunto A sobre el que se actia como un
espacio topologico. Cuando exista una acciéon de un grupo G sobre un espacio
A, decimos que A es un G-espacio.

Definicion B.0.6 Si G actia sobre A y a € A, definimos la drbita de a,
denotada por O(a) al subconjunto de A dado por

O(a) ={ga:ge G} C A.
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Definicion B.0.7 El estabilizador de a, denotado por G, es el subgrupo de G

dado por
Go={9€G:ga=a} <G.

Si Ay B son dos G-espaciosy f : A — B una funcién entre ellos, entonces
se dice que f es G-equivariante si

f(ga) = gf(a), para cualesquieraa € Ay g € G.
Decimos que f es G-invariante si
f(ga) = f(a).

Sea A un G-espacio y ¢ la accion de G en A. Para cada g € G se induce
una funcion ¢, : A — A, con Y4(a) = ga. Podemos notar que ¢, = Ida y
también que g5, = 14 0 1. Ademas se cumple que:

wg © wg*1 = wgg*1 = lda,

¢g_1 01y = ¢g_1g =1Idy4.

Por tanto se tiene que 14 es un homeomorfismo de A en A. Lo cual también
nos induce un homomorfismo de grupos dado por

p:G— Sa, g g, (B.1)

en donde S4 denota al grupo simétrico sobre A. De manera inversa, un ho-
meomorfismo de grupo como en B.1 induce una acciéon de G sobre A mediante

ga = (p(g))(a).
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