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Resumen

Este trabajo muestra un método de soluciéon numeérica a sistemas cuanticos confinados.
Para esto, se ataca el problema desde la naturaleza misma de las ecuaciones diferenciales
pues en el régimen de la mecanica cuantica donde se satisfaga la ecuacién de Shrodinger,
se pueden derivar de esta ecuaciones diferenciales del tipo que son tratadas en este texto.

En el Capitulo 1 se aborda de manera breve la teoria de Sturm-Liouville pues en
ella se tratan las propiedades de mayor relevancia practica para el andlisis de ecuaciones
diferenciales y su impacto en la fisica. En ese mismo capitulo se habla sobre la ecuacién de
Helmholtz pues es de este ejemplo con el cual se derivan diferentes sistemas de ecuaciones
para diferentes simetrias. De ahi la importancia de contar con la capacidad de resolverlas.
Posteriormente se abordan algunos métodos de solucién analitica con el objetivo de ex-
poner los alcances y limites que se encuentran al momento de intentar resolver de manera
analitica una ecuacion diferencial. De todos los métodos mencionados, es el método de
Frobenius uno de los dos pilares sobre el cual se construye el método que aqui se presenta.

El Capitulo 2 habla sobre el proceso de diferenciaciéon automatica. Sale del contexto
de la fisica pues es un métodos numérico. Dentro de este se puede encontrar una ex-
plicacion al funcionamiento del método y un par de ejemplos practicos que evidencias la
versatilidad del mismo. También hay definiciones ttiles en el caso en que se desee trabajar
con el método. Bien puede ser tratado o leido independientemente pues no tiene relacion
con el primer capitulo. No obstante, es esencial para comprender el siguiente. La diferen-
ciacion automatica es el segundo pilar de la construccion del método de solucion numérica.

Durante el Capitulo 3 se construye y explica la forma en que el método de Frobe-
nius y el de diferenciaciéon automatica pueden ser amalgamados para resolver ecuaciones
diferenciales de manera (casi) numéricamente exacta. También se presenta la forma en la
que, por ejemplo, se pueden encontrar la energias a un sistema cuantico usando el método
de regula-falsi.




Por tultimo, en los Capitulos 4 y 5 se presentan un par de ejemplos practicos ya
conocidos con los cuales se puede comparar la capacidad y alcance del método.

En el Apéndice se encuentra la deduccién del caso general del método de Frobenius
aplicado para cualesquier par de funciones a y 8 que satisfagan las condiciones ahi indi-
cadas. Esta parte es tan importante para el trabajo que se ha optado por dejarla en este
apartado.



Introduccion

Las ecuaciones diferenciales aparecen en una gran parte de las areas de estudio de la
fisica: mecanica analitica, la teoria electrodinamica clasica, termodinamica e incluso en la
mecanica cuantica. Desde su descubrimiento y el inicio de su estudio existen ecuaciones
diferenciales cuya solucion analitica se conoce a profundidad, tanto su forma analitica
como sus propiedades esenciales.

Sin embargo, las condiciones que se han de cumplir para que se satisfaga una ecuacion,
a consecuencia de la simplificacién del problema, suelen ser de corto alcance comparado
con el rango de situaciones en los que se puede encontrar un sistema. El modelo de
un sistema puede llegar a ser valido para un conjunto de parametros que no cubren
por completo el sistema en estudio. Para casos simples, las soluciones no sélo son bien
conocidas sino también sus propiedades mas relevantes.

Por ejemplo, de la segunda ley de Newton, el movimiento del oscilador arménico simple
se modela con la solucién a la ecuacién siguiente diferencial:

d*z k
— —|z=0 1
dt? i (m) (1)
En la que x = x(¢) representa la posicién del oscilador como una funcién dependiente del
tiempo medida desde el punto de equilibrio.
Es posible encontrar la solucién a la ecuacion (1) usando métodos relativamente senci-
llos. Uno de ellos consiste en proponer una funcién de prueba y comprobar si es solucion

de la ecuacién. Para resolver la ecuacién (1) suele proponerse como funcién de prueba a
x(t) = e, que al sustituir se encuentra:

2" (t) + (%) z(t) = —we™ + (%) =0 = et K%) - wQ] =0

k
= w=%+4/— = z(t)=Acoswt+ Bsinw (2)
m

La funcién (2), es una combinacién lineal de la parte real e imaginaria de la funcién de
prueba que se propuso. Tales funciones forman un conjunto linealmente independiente de
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soluciones a la ecuacién (1). Ademsds, la solucién es una combinacion lineal de funciones
elementales por lo que analizar sus propiedades como el comportamiento para valores de
t grandes o sus raices se vuelve una tarea relativamente sencilla.

Ya que se encontrd una relacion entre la funciéon propuesta como solucion y los parame-
tros de la ecuacién (1), esta misma se puede escribir de forma mds compacta para una
funcién arbitraria y:

Y +wly =0 (3)

La funcién y y su variable independiente pueden representar distintos fenémenos, depen-
diendo del contexto del problema.

En la ecuacién (1), la solucién (2) representa el movimiento del oscilador arménico
simple. Sin embargo, en el contexto de la mecédnica cuantica, la ecuacién (3) es la ecuacién
de Schrodinger con un potencial constante independiente del tiempo en una dimension
por medio de una equivalencia:

2
w=k = k2:2—m(E—V(x)) = qu%—{m (E—-V(z ))}1#:0 (4)
En la ecuacién (4), el pardmetro k es el nimero de onda de la funcién de onda ¢ asociada
al sistema. El producto ¢* - 1 modela la distribucién de densidad de probabilidad del
sistema. Si, ademads, a la solucién de la ecuacién (4) se le imponen valores en los extremos
del intervalo donde esté definida la ecuacion, como es el caso de una particula confinada
en un pozo de potencial infinito unidimensional, de longitud L:

0 si0<z<L
V(z) = :

oo cualquier otro caso
Se dice que se tiene un problema de condiciones a la frontera definido por las ecuaciones
(4) y (5). Ya que la ecuacién (4) es equivalente a la ecuacion (1) se puede usar la solucion
(2) como solucién a la ecuacién de Schrodinger. Para resolver las condiciones a la frontera
(5) se resuelven las ecuaciones algebraicas definidas por la solucién en los puntos 0 y L.

¥(0) = Acosk0+ Bsink0=A =0 = Y(z) = Bsinkzx

(L) =BsinkL=0 = kL=nm n=12,..

nmw 2mkE, n2m?h?
= k=k,=—=\/—7— = E,=———
L h? 2mL>?
Ya que E, es la energia del sistema, se puede decir que se ha encontrado la solucién al

problema salvo por la constante de normalizacion B.



Los ejemplos (1) y (4) estan regidos por la ecuacién (3) y se ha encontrado la solucién
analitica al problema usando un método simple. Ambos problemas tienen dominio en una
dimension lo cual es muy dificil que exista en un experimento de laboratorio. Por ende,
es necesario considerar dos (o tres) dimensiones espaciales para modelar completamente
un sistema.

Cuando se tiene un problema de la forma (3) en varias dimensiones espaciales que pre-
senten determinadas simetrias suele recurrirse al método de separacién de variables que,
esencialmente, consiste en proponer una funcién que dependa del producto de funciones
independientes, una para cada dimension espacial. Este proceso deriva en un sistema de
ecuaciones independientes en las cuales hay que encontrar la solucién a cada una. En méas
de una dimension espacial, la ecuacion (3) tiene la forma:

Viy+k*y =0 (6)

Que es la ecuacién de Helmoholtz y es la parte espacial de la ecuacién de onda. Mediante
el proceso de separacién se obtienen diferentes ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden cuya forma mas general es:

Py + 1y +poy =0 (7)

En donde ps, p1 y po son funciones de una variable la cual es la misma que la variable
independiente de la incégnita y. Los ejemplos (1) y (4) son un caso especial de la ecuacién
(7) para una combinacién particular de funciones ps, p1 y po; en tal caso pa(z) = 1,
p1(z) = 0y po(x) = k% una constante. Si se modifica un poco la combinacién de po, p; y
Do , la solucién cambia notablemente.

Un caso conocido se da si sélo se cambia a p; por pi(z) = %, al hacerlo se obtiene:

1
y" + (;) v +Ey=0 = 2% +zy+2°k*y=0 (8)

La ecuacion (8) es la ecuacién de Bessel de orden cero y modela la parte radial de la
solucion a la ecuacion de Helmholtz cuando se usa un sistema de coordenadas cilindricas
por lo que de nuevo el problema radica en tener la capacidad de resolver la ecuacién (8)
junto con condiciones a la frontera propias del sistema.

El proceso utilizado anteriormente no es suficiente para encontrar las solucion a la
ecuacion (8). El método al que se recurre para encontrar la solucién al problema es el
método de Frobenius y, si se cumplen determinadas hipdtesis, brinda una forma de cal-
cular la solucién de la forma (7). Dicho método es generalmente extenso, en este capitulo
introductorio no se presenta su desarrollo al aplicarlo en el problema, no obstante, si se
presenta la forma explicita de la solucion:

yo(z) = C'Jo(z) + DYy(x)



i =2 G ()" vt = St [ (5)] 23 G ()" o

A las funciones Jy v Yj se les conoce como funcién de Bessel de primer y segundo
tipo, respectivamente. Ambas, son soluciones a la ecuacién (8), sin embargo, la funcién
Yy presenta una singularidad en x = 0 heredado de la funcién ps.

Contrario al problema (3), obtener y analizar las soluciones (9) son tareas extensas.
Que la segunda solucion Yj esté en términos de la primera, Jy, y atin asi ambas formen un
conjunto linealmente independiente da cuenta de lo poco trivial del proceso de solucion.
Por otro lado, las soluciones también presentan un comportamiento peculiar pues, aunque
se conozca su forma analitica, no sucede lo mismo con sus raices o el periodo de oscilacion
para valores de x cercanos al origen. La alternativa a la que mas se recurre es calcular
la solucién mediante aproximaciones para después compararlas con lo que se sabe a priori.

Estos calculos se vuelven complejos cuando son abordados numéricamente. Existen
muchas y diversas formas de resolver una ecuacién diferencial de forma numérica. Cada
método, con sus respectivas ventajas y desventajas, ofrece una mayor o menor precision
con respecto a la solucién analitica. Los calculos que se efectiian para encontrar la solucion
son aproximaciones en mayor o menor grado dependiendo de la capacidad de los recursos
de computo. Es aqui cuando entra en juego la eficiencia de un método y su implementa-
ciéon como algoritmo para ser interpretado por una computadora.

El método de Euler o el de Runge-Kutta son algunas de las formas en las que habi-
tualmente se resuelven ecuaciones diferenciales de manera numérica. Sin embargo, dichos
métodos usan como base la definicion de derivada para aproximar el valor de la solucion
y eso representa un error numérico ya que la derivada es un limite puntual en un dominio
donde la ecuacion esté definida. Eso significa que, sin importar qué tan refinado se ejecute
el calculo, hay un error de cédlculo desde el inicio.

En el texto se propone una alternativa para resolver ecuaciones diferenciales de forma
numérica. El procedimiento utiliza dos métodos como base para su desarrollo e implemen-
tacion. El primero es el método de Frobenius que brinda la manera encontrar la solucién
a una ecuacion diferencial en su representacion en serie de potencias. El segundo es el
método de diferenciacién automatica que permite calcular los valores numéricos de los
coeficientes del polinomio de Taylor asociado a una funcién en un punto dado.

La combinacion de estos dos métodos por si misma no es suficiente para obtener una
solucion numérica exacta pues ya que con el método de Frobenius se obtiene una serie de
potencias, es necesario agregar mas términos a una serie trunca para calcular valores de
la funcién en un punto lejos del cual se desarrolla la serie.
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Capitulo 1
Origen vy relevancia de las ecuaciones
diferenciales en la fisica

1.1. Teoria de Sturm-Liouville

1.1.1. El problema de valores a la frontera

Considérese una ecuacién diferencial ordinaria lineal homogénea de segundo orden
donde la incdgnita es la funcién y(x) tiene la forma:
d*y dy

PQ(f)@ +P1($)% +po(x)y=0  x€(a,b) (1.1)

En lo que se refiere a este trabajo, se considera el caso en que las funciones pi, ps v p3
tienen derivadas de cualquier orden y tal derivada es continua en el dominio donde esté
definida la ecuacién. Un problema importante es el de encontrar la funcién (o funciones)
que sean solucién de la ecuacion (1.1) y que ademads satisfaga las condiciones a la frontera
del dominio:

yla)=A  yb)=B (1.2)

Al conjunto de funciones que satisfagan las mismas condiciones que p1, p2 v ps y (1.2) se
denotara por §2.

De la ecuacién (1.1) es posible construir un operador diferencial que actia sobre y:

d2

(% {p(m)%} + q(:c>> = p’(x)d% +p(2) - +a(z)

Identificando los términos p(z) = po(z), p'(x) = p1(x), q(x) = po(x) se obtiene al operador
diferencial de segundo orden:

o= (40 [por |+ a@)) =malo) 1 4 i) 4 ) (13)




1. ORIGEN Y RELEVANCIA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN LA
FISICA

Por lo que la ecuacion diferencial homogénea puede escribirse en forma més compacta
en términos de un operador y el problema representa encontrar aquellas funciones y que
satisfagan

Llyl=0  yla)=A  y(b)=B (1.4)

Al problema (1.4) se le conoce como problema de Sturm-Liouville con condiciones de Ro-
bin homogéneas al imponer condiciones a los valores de la solucion y en la frontera del
dominio de la ecuacién.

El caso no homogéneo del problema de Sturm-Liouville y de mayor interés para la
fisica es aquel en el que el operador reproduce a la funcion sobre la que actia. Es decir,
en su forma general, el problema tiene la forma:

Lly] = w(z)y  yla)=A  y(b) =B (1.5)

La ecuacién (1.5) es un problema de valores propios para la funcién y. Al escalar \ se le
conoce como el valor propio asociado a y. A w(z) se le suele llamar funcién de peso y
cumple con:

0 < w(x) Vz € (a,b) (1.6)

A lo més, w(xz) = 0 para un conjunto de puntos aislados de (a, b) (1).

El operador £ cumple con las propiedades de linealidad al actuar sobre una solucién ya
que las hereda de las propiedades mismas de la derivada. Es decir, si 41 y y2 son soluciones
al problema (1.4) y A, u son escalares cualesquiera, se satisface que:

L+ pye) = A0 [pn] +pl ) =04+0=0 = LAy + pys) =0

La combinacion lineal de soluciones es solucion y las condiciones a la frontera se satisfacen
por la misma razon.

1.1.2. La medida en el espacio de funciones

El conjunto definido €2 es, a saber, un espacio vectorial de funciones con dimensién
infinita. Para un espacio vectorial una de las propiedades que se estudian es el produc-
to interior definido sobre el mismo espacio. Es una manera de medir dentro de él. El
producto interior de dos funciones u, v en {2 esta definido por:

b
<u|v>:/ u*(t)v(t)w(t)dt (1.7)

El producto interior en € da una nocién de medida andloga a la que se tiene para R?, en
ese sentido, se puede decir que (u|v) es la proyeccién de u sobre v. Por lo tanto, también




1.1 Teoria de Sturm-Liouville

puede ocurrir que tal proyeccion sea cero. Si tal es el caso, se dice que las funciones son
ortogonales. Dadas u y v, son ortogonales con el producto interior si:

(ulv) =0 (1.8)

Con el producto interior definido es posible definir también una norma. De esta forma
se completa la manera de medir o comparar funciones en €). La norma de una funcion u
esta dada en términos de su producto interior por:

luall* = (ufur) (1.9)

Con la norma, se identifican aquellas funciones cuya norma es igual a 1. Las funciones
que cumplan eso se les llama funciones unitarias en €2. Es decir, u es unitaria si

full = 1 (1.10)

Con la propiedad de ortogonalidad y funciones unitarias en el espacio §2 se pueden
encontrar conjuntos 7y de funciones que, dos a dos, cumplan ambas propiedades. Es decir,
si u; estan en v C €2 y ademas:

lu|| =1 Yu; €7 (wiluj) =0 i#j w,uj; €7

Se dice que el conjunto v es ortonormal. Los conjuntos que cumplen esta propiedad son
de interés especial pues son candidatos para formar una base de €2 lo que significa que
cualquier funcién f puede ser representada como una combinacién lineal infinita (serie)
de las funciones existentes en 7.

1.1.3. Operadores diferenciales autoadjuntos

Usando la definicién (1.3) se puede demostrar que el operador £ es un operador au-
toadjuntto en el espacio ). Para ésto, cabe recordar que un operador es autoadjunto si
satisface £ = L donde £ es el operador adjunto a £, aquel que cumple:

(Lulv) = (u]Lv) (1.11)

Al usar el operador definido por (1.3) en (1.11) con condiciones (1.2) homogéneas se tiene:

(gule) = | (el (e(t)dt = / b (% {p@) CZ’;*] n q<t>u*<t>> o(t)dt

Resolviendo por partes el primer miembro de la integral se cumple:

/ab (% {p(t)dﬂ) v(t)dt = p(z)(w’) (2)v(z)
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En resumen:

/ab (% {p(t)dcz*} —|—q(u)u*(t)) v(t)dt = /ab ut () (% {p(t)%b dt + /abq(t)u*(t)v(t)dt

N / ’ (% {p(t)dz*] —i—q(u)u*(t)) o(t)dt = / " (0) (% [p@)f;t’] + glu) (t)> it

= (Lulv) = (u|Lv) =L=CL
Por lo que el operador definido en (1.3) es un operador autoadjunto. Con esto, se tiene
) un espacio vectorial de funciones reales y £ un operador autoadjunto definido en ().
Y, dentro de todas las propiedades que satisfacen los operadores autoadjuntos, las mas
importantes para su aplicacién en la fisica son:

e Las funciones propias del operador £ forman una base ortonormal del espacio de
funciones donde £ es autoadjunto (7) (6) (8).

e Los valores propios del operador £ son reales.

De la primera, el problema de encontrar una base del espacio {2 se reduce a encontrar
las funciones propias del operador £ con lo cual, la representacion de cualquier funcion
f € Q queda determinada. De la segunda, es importante encontrar la relacién entre el
valor propio de una funcién propia del operador £ y el problema del sistema en estudio.

1.1.4. Funciones y valores propios

Considérense las funciones propias y; del operador £. A cada funciéon propia y; se le
asocia un valor propio \;. Dado que las funciones propias y; satisfacen la ecuacién (1.5)
es posible derivar una propiedad importante a partir de ello.

Partiendo de la ecuacién (1.5) para dos funciones propias no necesariamente iguales:
Lyl = Nw(@)y; =0 Lly;] — Nw(a)y; =0
= ij [y] (178 [y]] = ( i )w(x)ylyj
b

b b
= [ygida [ela= 000 [e@ue 012




1.1 Teoria de Sturm-Liouville

Ya que el operador £ es autoadjunto, las dos integrales del lado izquierdo de la ecuacién
(1.12) se anulan entre si; por lo que se tiene la condicién:

b
(=) [ iy =0

Lo cual es verdad si ¢ = j. Por el contrario, si ¢ # j, se tiene que satisfacer:

b
/ yiy;w(x)dr =0 (1.13)

Que es la condicién de ortogonalidad para las funciones propias y; del operador £. Por lo
tanto, de manera analoga, una funcién propia y; del operador £ es unitaria si:

/ V2 (2w (x)dz = 1 (1.14)

La funcién w se le suele llamar también funcién de densidad pues aporta la parte necesaria
para que al medir la funciéon dentro del espacio, la informacion esté completa.

Desde el inicio del problema del Sturm-Liouville, identificar a la funcién de peso se
vuelve esencial para comprobar las propiedades de ortogonalidad y norma. Por ejemplo,
recordando el problema introductorio:

d*y {Qm —h? d*y

N AR V(x))} =0 = CUAVew=Es (1)

En donde se encuentra el operador autoadjunto y se puede escribir la ecuacién (1.15) en
la forma de (1.5):

—h? d?

Lo— ——
o 2m dz?

V(z) = L[] = Ext
Ademas, es posible identificar al valor propio A y a la funcién de peso w:
A = FE, w(z) =1

Por supuesto, A\, € R, el cual es un parametro observable del sistema y w(zx) cumple con
(1.6).
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1.1.5. Representacion en serie

Una de las propiedades mas importantes con las que cuentan los operadores autoadjun-
tos esta relacionada con sus funciones propias. Dicho conjunto, ademas de ser ortonormal,
forma una base completa del espacio de funciones 2. Es decir, cualquier funcion f € €2
puede ser representada mediante una combinacién lineal infinita (serie) de las funciones
propias y, asociadas a un operador L.

f(ZU) = Z Anyn(x) (1.16)

En la serie de funciones (1.16), la funcién f determina de manera tnica los coeficientes
A, vy para calcularlos se recurre a la propiedad de ortonormalidad de las funciones ,,:

(Yn' | f) = (Y| (Z An ‘yn>> = ZAn (Y lyn) = Z Andpn = A

b
= A= (lf) = [ w0 (1.17)

Por lo que los coeficientes A,, (conocidos como coeficientes de Fourier) se calculan usando
la definiciéon de producto interior en €2 y, ya que la integral es un limite, y este, de existir,
es Unico, también lo es cada A,. Es necesario recalcar que si bien las funciones propias
satisfacen las condiciones a la frontera, la funcién f puede no hacerlo. Esto se explica con
més precisiéon en (5) (10) (3).

1.2. Ecuacion de Helmholtz

1.2.1. Ecuacidon de onda

Un fenémeno fisico tiene representacion es un espacio de cuatro dimensiones o con
cuatro coordenadas: tres espaciales y una temporal. Asi, un problema que tenga como
variables independientes aquellas de clase espacial y temporal generalmente satisface la
ecuaciéon de onda o alguna de sus formas modificadas.

En su forma mas elemental, la ecuacion de onda en tres dimensiones espaciales es:
1 0%u
v? dt?

Donde v = u(Z,t) y v es la velocidad de propagaciéon de la onda. Al ser una ecuacion
9
para una funcién dependiente de varias variables, se dice que la ecuacién es una ecuacién

Viu =0 (1.18)




1.2 Ecuacién de Helmholtz

diferencial parcial. El método méas comin y utilizado en primer instancia para tratar
de resolver un problema de este tipo es el de separacién de variables. Su procedimiento
consiste en suponer que la funcién solucién que se busca, u, puede ser expresada como un
producto de funciones de una sola variable:

u(z, t) = A(z)T(t)

Usando esta representacion de u en la ecuacién (1.18):

1 02 1 0
2 T —_ —_— T g 2 T _— —_— T g
Vu(z,t) 2 at2u(:zc,t) Ve (A@)T(t)) o (A(Z)T'(t)) =0

1 d’T

2 —_ — A— =

= TV*A U2A e 0
N VA 1 &T
A 02T di?

Dos funciones de dos variables distintas son iguales en ambos dominios si ambas funciones
son constantes. A esta constante k se le llama constante de separacion.

LV LT
A 0T di2

Por lo que se tiene un par de ecuaciones diferenciales, una para la parte temporal y la
otra para la parte espacial de la solucién:

T" + (kv)>T =0 (1.19a)
VEA+E*A=0 (1.19b)

La ecuacion (1.19a) es la misma que se indica en el capitulo introductorio (1) para k y v
constantes por lo que su soluciéon es conocida y es de naturaleza oscilatoria. Por otro lado,
a la ecuacién (1.19b) se le conoce como ecuacién de Helmholtz para A. Es una ecuacién
diferencial parcial lineal de segundo orden y, al depender de las coordenadas espaciales, las
diferentes simetrias que pueda contener un sistema definen el tipo de solucién asociada. A
la vez, en la ecuacién (1.19b) aparece el operador diferencial V indicando la dependencia
de las coordenadas en las tres dimensiones espaciales. Dicho operador, dependiendo del
sistema coordenado que se use, puede presentarse en distintas formas.

1.2.2. Sistemas coordenados

Un sistema fisico puede presentar diferentes simetrias. Estas han de aprovecharse para
resolver de una manera mas préctica el problema. Al mismo tiempo, cambiar de un sistema
coordenado a otro implica que una funcién cambie su dependencia y en consecuencia una
ecuacion diferencial diferente entre un sistema y otro. Es por esto que se citan los sistemas
coordenados usados para las simetrias mas comunes.




1. ORIGEN Y RELEVANCIA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN LA
FISICA

Coordenadas cartesianas

El sistema elemental, las funciones coordenadas son la funcién identidad, no presenta
curvatura y los operadores diferenciales escritos en este sistema no cambian:

o 9 0 , 02 0? 0?
_ _ ° _v 9T 9 1.2
z=(z,y,2) \Y ((%U’ 3y’ 82) \Y 527 + 0y + 522 (1.20)

Es 1til para problemas de confinamiento en cajas, rectangulos y en general para geometrias
cuadradas. Este sistema no cambia de forma al variar entre dimensiones. Recurriendo al
método de separacién de variables para la funcién A y usando el operador V? de la
ecuacion (1.20) en (1.19b):

A(T) = X(2)Y (y)Z(2)
( 0? 0? 0?

S s+ g ) X@YO)ZG) + XY ()2() =0

= YZX"+ XZY" + XYZ"+ KXYZ =0

= VZA+ KA =

Dividiendo la ecuacién entre XY Z y usando la constante de separacion (:

X// Y// Z//
= e s T Ey o I b
X ( Y * A + )
De la segunda igualdad resulta, usando la constante de separacién m:
Y// Z//
- = k,? o l2 — 2
% ( 7 + ) m

Al definir —n? = (12 + m? — k?) se tienen las siguientes ecuaciones

X'"+PX =0 (1.21a)
Y'+m?Y =0 (1.21b)
Z"+n*Z =0 (1.21c)

El sistema de ecuaciones (1.21) consiste de ecuaciones ordinarias, una para cada coorde-
nada espacial. La forma es del tipo (1).
Coordenadas cilindricas circulares

Este sistema coordenado se usa para sistemas en tres dimensiones espaciales con si-
metria azimutal. Es til para sistemas que no tengan dependencia en alguna direccion.
Tal direccién de define como la normal al plano del sistema.

T = (x(r,@),y(r,¢),z) = (rcosp,rsin g, z)




1.2 Ecuacién de Helmholtz

010 0 , 10 0 1 9? 0?
- (== -2 = =_— |[r—= —_—+ — 1.22
v (87”7’890’82) v ror (r8r> +r28g02 +8z2 (122)
Usando separacién de variables para A como A(Z) = R(r)®()Z(z) y el operador V? de
la ecuacién (1.22) en (1.19b):

VA + kA = F 0 ( (9) + L9 + 0 } R(r)®(p)Z(2) + K*R(r)®(p)Z(z) =0

ror\ar) T Rag T
1d dR 1 /dd d*Z

o7 |-— r— Z|l= (= |- | + k*RPZ =
{TdT<%dT>}_+l% [TQ(d¢)]_+}£ {dﬁl e !

Al dividir la ecuacion entre A, separar la funcién Z(z) y usar la constante de separacion

i i d_R _|_L d_CI) —{—k2——i%——l2
'R |dr " ar r2® \ dyp - Zdz

Del primer y dltimo miembro de la igualdad, si se define n? = k? + [ y una constante de
separacién m

1|4 r@ —I—L @ = = = 4 Td—R —1—1 e = —r2p?
rR | dr \ dr r2® \dp ) R |dr \_ dr d \dp/)

N I ) R (LA R
R |dr \  dr b \dp /)

Se tienen las ecuaciones para R, ® y Z:

7" —1PZ =0 (1.23a)
" +m?® =0 (1.23b)

d ( dR 59 o
T[dr(rdr>}+(rn m*)R=0 (1.23¢)

Las ecuaciones (1.23a) y (1.23b) ya se conoce el método de solucién. Sin embargo, la
ecuacion (1.23c) se le conoce como la ecuacién de Bessel de orden m y representa una
mayor dificultad al momento de encontrar su solucion.

Coordenadas esféricas

Util para sistemas con simetria esférica. Si la variable relevante es la distancia respecto
a algin punto de interés, éste es el sistema de coordenadas mas adecuado.

T = (x(r,0,0),y(r,0,¢),z(r,0,¢)) = (rsinf cos ¢, rsin @ sin p, r cos )
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v (9 1(oy 1 (9
S \or'r \00) rsind \ Oy

r
L0 (p0), L 0oy 1 (o
v “zar \" or +r2sin95’9 Smea@ +rzsin29 0p?

Usando separacién de variables para la funcién A como A(Z) = R(r)©(0)®(y) para el
operador de la ecuacién (1.24) en (1.19b):

VA + KA = {1 9 ( 29 ) P (sineﬁ) T ( 7 )} R(r)©(0)2(¢)

2ar \" or r2sin 6 90 r2sin’ @ 0_902

(1.24)

HE2R(1)O(0)D(p) = 0

1 d 6 1 (D
® 4 (ginp™
{ﬂsmede <Sm9d9)} O [7«2 Sn? 0 (d@)]

+k*ROP = 0

Al dividir la ecuacién entre A, se tiene:

L[ld (LdR\] L[ 1 d /. doN] 17 1 2P 2
—|=—|r"— — — | sinf— — =—
R |r2dr dr O |r2sinf db do P |r2sin?f \ dp?
Al multiplicar toda la ecuacién por r?sin? f, separar la parte dependiente de ¢ y usar a
m como constante de separacion:

1d2e , 1 d [ .,dR 1 d (. .dO )
Tdpz Y [‘k T PRdr < %) T Zsm 00 df (81“9—)] =-m

Con las tultimas dos igualdades se puede separar la parte de que depende de r y usando
la constante de separacion s:

_kﬂ_ii ﬁ@ __1 @ siné@ _——m2
r2Rdr dr r2sin 6O db dd ) r2sin%0

2
li (rzdR> + K% = m L _d <sin6@> = g

Rdr dr sinf sindO d

La ecuacién para O tiene la forma:

1 d (. ,d© ,  m?
sin 0 d@ (sm@E) * (8 a sin29> ©=0

10



1.3 Métodos de solucién analitica

Si se hace el cambio de variable x = cos 6, se llega al siguiente conjunto de ecuaciones

para R(r), ©(0) y ®(p):

" +m?® =0 (1.25a)
d 5 dO ) m? B
d zdR 272 2 _

o (r dr)—f—(rk: s’ )R=0 (1.25¢)

Como se ha mostrado, el operador V? en diferentes geometrias reduce el problema
de una ecuaciéon diferencial parcial a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
diferente en cada caso. La complejidad varia también con respecto al sistema coordenado
que se use.

El problema ahora se dirige a encontrar la soluciéon a las ecuaciones encontradas. Si
bien existen métodos para encontrar la soluciéon de manera analitica, no se pueden aplicar
en todos los casos como se muestra en la siguiente seccion.

1.3. Métodos de solucion analitica

1.3.1. Método de ecuacion caracteristica

Partiendo del problema (1.1) para el caso especial en que las funciones ps, p; vy po son
funciones constantes a, b, ¢, respectivamente, el problema se convierte a la forma:

ay'(z) + by () + cy(z) = 0 (1.26)

En este caso es relativamente simple encontrar una solucion. Para esto, se propone como
solucion a la funcién:

y(x) =€ (1.27)
La motivacién a esto es que la funcion exponencial sigue apareciendo después de derivar
por lo que la ecuacién (1.26) induce la condicién para que (1.27) sea solucién. Al derivar
y usar en la misma ecuacion se tiene:

a(r’e™) +b(re’™) +ce™ =€ (ar’ + br+¢) =0
= ar’+br+c=0 (1.28)

La cual es una ecuacién cuadratica o de segundo orden donde r es la incégnita. Esta es
inducida por la misma ecuacion con lo que se dice es la ecuacion asociada o caracteristica
del problema (1.26). Las soluciones a la ecuacién (1.28) son:

—b+ Vb? — 4ac —b—Vb? — dac

- 1.29
2a "2 2a ( )

1

11
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Las dos raices inducen las dos soluciones al problema (1.26):
y(x) = Ae™* 4 Be™" (1.30)

Ya que la solucién (1.30) es una combinacién lineal de exponenciales que dependen di-
rectamente de r; y ro analizar el comportamiento de tal solucion se reduce a analizar las
raices dadas por (1.29).

Por ejemplo, sia=1,b=0y ¢c=w
habla en la introducciéon pues se tiene

/—42
2

2 una constante, se recupera el caso del que se

r o= = Fiw ro = —T1

=  y(z) = Ae™* + Be ™" = (A+ B) coswz + i(A — B)sinwz

La cual es equivalente a la soluciéon mencionada.

1.3.2. Método de reduccion de orden

De nuevo, tomando el problema (1.1) ahora con py y p; variables pero con p, constante,
por simplicidad p, = 1, se tiene:

y'(x) + pr()y'(z) + po(x)y(z) = 0 (1.31)

El objetivo es encontrar las soluciones al problema (1.31). Para esto, se parte bajo una
fuerte suposicion: se conoce una de las soluciones y;(x). Con esto, se procede a introducir
una nueva variable dependiente v y encontrar las condiciones bajo las cuales la segunda
solucién depende de la variable v:

y(@) =p(xo(z) = y'(x) =y(@)o(@) +y@)v()
= y'(@) = (i (@)o(z) + ) ()0 (2) + (Wi ()" (2) + yi(2) + 0" (@)
= y'(x) =yl (@)v(z) + 205 (2 (2) + ya ()" (2)
De esta forma, si se tienen a 3’ y y” se puede calcular £ [y] con (1.31):
(Wi (@)o(@) + 2y (2)' () + y1(2)0" (2)) + p1(@) (1 (2)o(z) + y1(2)0"(2)) + po(2)y(2)

y1(2)v"(x) + 2 (yy () + p(x)yi () v'(x) + (¥) (2) + pi(2)y) (2) + po(2)y(x))
= Lyl = (@) (x) + 2y (z) + pir(x)yi(2)) V' (2)

Por lo que y es solucién si se satisface

y1 ()" (x) + 2 (yy(z) + pr(@)y1(x)) v'(x) = 0

12
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En este punto es importante recordar la relevancia de la suposicién de conocer una de las
soluciones y; con lo que la tnica incégnita es v':

exp (— [ pi(t)dt)
yi(x)

V(x) = u(t) = (1.32)
La ecuacién (1.32) es una ecuacién diferencial linea de primer orden por lo que se puede
resolver integrando. De ahi el origen del nombre del método pues se ha reducido el pro-
blema (1.31) de encontrar la solucién de una ecuacién de segundo orden a encontrar la
solucion a una de primer orden; partiendo de la suposicion de que se conoce y;. Al hacer
la constante de integracion igual a 1, por simplicidad, se obtiene

o) = [uldt (o) = nle)ola) (1.33)

El conjunto de funciones en (1.33) y (1.32) determina por completo la segunda solucién al
problema (1.31). Se suele recurrir a éste método cuando se han encontrado raices iguales
usando el método de ecuacién caracteristica.

Como se ha mostrado en las secciones anteriores, se conocen métodos practicos para
encontrar la solucién analitica a problemas de la forma (1.1) para casos particulares. Sin
embargo, dichos métodos no pueden aplicarse para el caso general, aquel en que ps, p1 vV po
son funciones. Para esto, se recurre al método de Frobenius que si bien ejectuarlo a mano
puede llegar a ser una tarea larga, gatantiza encontrar la soluciéon general al problema
bajo ciertas hipodtesis.

1.3.3. Método de Frobenius

Partiendo de la ecuacién (1.1), a los puntos =y € (a,b) tales que po(z) # 0 se les
conoce como puntos ordinarios. Si xo es un punto ordinario, ps no se anula en dicho
punto; y ya que py, pe y ps son diferenciables, en una vecindad de zy se puede definir (4):

ofe) = 2D iy = 0

a pa(x)

a pa(w)

= y'(x) + a(z)y () + B(x)y(z) =0 (1.34)

Para resolver la ecuacién (1.34) el método de Frobenius el consiste en proponer la solucién
como una serie de potencias en el intervalo (a, b):

y(@) =y (x — z0)" (1.35)

13
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Y al sustituir (1.35) en (1.34) se derivan las condiciones bajo las cuales (1.35) es
solucion. No obstante, existe una manera mas general de calcular la serie de potencias
(1.35) en términos de las funciones «(z), 5(x). Esto se explica con detalle en el Apéndice.

Como ejemplo préctico al método de Frobenius se considera la ecuacién (1) en forma
adimensional:

v'+y=0 (1.36)

Con lo que, en términos de la serie de potencias (1.35) la segunda derivada es:

Z n(n —1)y,z" Z(n +2)(n + 1)ypq22” (1.37)
n=2 n=0

Al sustituir ambas series en la ecuacién (1.36) se obtiene:

Z(n +2)(n + 1)ypq02™ + Zyngc” =0
n=0 n=0
= Z m+2)(n+ 1ypio+yn) 2" =0 (1.38)
n=0

Y ya que se busca que la solucién sea valida para toda x en el intervalo donde esté definida
la ecuacién, se obtiene la condicién para los coeficientes de la solucién y:

(n+2)(n+ Dynt2 +yn =0

Yn
(n+2)(n+1)

La relacion (1.39) es entre los términos sucesivos por lo que se pueden diferenciar entre
aquellos pares y los impares. Para los coeficientes y, pares, la relacién (1.39) genera los
siguientes términos:

S e (1.39)

_ Y% Y2
A TS T
(=D™
Y Yo (2m)! Yo ( )
De manera analoga para los coeficientes impares:

__n __n __%B _n

BTy T e BT s T
= _ (=" (1.41)

Yn = Yom+1 = <2m+ 1)!y1 .

14



1.4 Resumen

Y ya que la solucién general contiene a todos los términos, tanto pares como impares,
esta se puede escribir como:

y(r) = Z Ynx" = Z Yo @™ + Z Yoms122" !
n=0 m=0 m=0

Usando las relaciones de recurrencia (1.40) y (1.41) se obtiene la solucién general al
problema:
(D", (D" s
= — " — " 1.42
y(x) yo; e +y1§(2n+1)!w (1.42)
La funcién en (1.42) contiene dos series independientes; aquella que contiene términos

pares y la que contiene términos impares. Estas series corresponden, a saber, a las series
de Taylor de la funcién cos(z) y sin(z), respectivamente. Es decir:

o G (_1)n 2n . o S (_1)n on+1
cos(x) = nzzg @) x sin(x) = 2 mx

Asi, la funcién (1.42) queda descrita por:
y(x) = yo cos(z) + y sin(z)

Con lo que se ha recuperado la solucion obtenida anteriormente.

1.4. Resumen

El método de Frobenius es una forma de encontrar una solucién para una ecuacién
diferencial cuyas funciones asociadas a y [ sean analiticas en la vecindad del punto de
interés pues la solucién depende también de los coeficiente de las series de potencias
asociadas a cada funcién. Conocer dicha serie es poco comin, en cambio, conocer la serie
de Taylor es en principio una opcién mas viable para encontrar los coeficientes de tal serie.

Ya que las funciones o y 8 son analiticas, son derivables, por lo que existe la serie de
Taylor asociada a cada funcién y converge en la misma vecindad en que converge su serie

de potencias:
(20 L N oa
) =3 (P ) e = e
’ n=0

n=0
Con eso, basta calcular la forma de cada coeficiente o, y 3, para completar la soluciéon
(1.35). Sin embargo, existen funciones con las cuales calcular su derivada de cualquier
orden si bien no es una tarea dificil si que es poco practica. Por ejemplo

_arctan(a®) e
alz) = sinh(cos(x))
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1. ORIGEN Y RELEVANCIA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN LA
FISICA

Derivar no es dificil, lo complicado es escribirlo de una manera corta, concisa. Si bien
el ejemplo anterior puede parecer una exageracion, es la evidencia de casos en los que
calcular @ mano cualquier término de la derivada de una funcién se vuelve un ejercicio
impracticable.

Para aprovechar el método de Frobenius en el calculo de la solucién a una ecuacién
se hace uso del método de diferenciacién automéatica. En resumen, permite conocer el
valor numérico de los coeficientes que se buscan sin la necesidad de conocer su expresion
algebraica. Utilizar ambos procedimientos es una forma de solucién que permite abordar
ecuaciones como las que se derivaron en la Seccion 1.2.2.. Para hacer un breve recorda-
torio, se hace una lista a continuacién:

De la ecuacién de onda (1.18), al proponer una funcién de variables separables se han
obtenido las ecuaciones:

T" 4+ (kv)*T =0 (1.43a)
VEA+K*A=0 (1.43D)

Después, dependiendo de la simetria del sistema, se han obtenido los sistemas de ecuacio-
nes independientes en cada sistema coordenado:

Coordenadas cartesianas

X'"+PX =0 (1.44a)
Y'+m?Y =0 (1.44Db)
Z"+n*Z =0 (1.44c)

Coordenadas cilindricas circulares

7" —1*’Z=0 (1.45a)
D" +m?® =0 (1.45Db)
d ( dR s  m?
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1.4 Resumen

Coordenadas esféricas

" +m?d =0 (1.46a)
d de m?
_ 1 — 22N 2_ 7 = 1.4
dx(( $)dx)+($ (1—35)2)@ 0 (1.46D)
d 2dR 21.2 2 _
dr(r dT)Jr(rk s)R=0 (1.46¢)

Ya que el operador definido en (1.3) es un operador autoadjunto, se dird que si una
ecuacion como las anteriores esta escrita en forma equivalente estd en su forma autoad-
junta.

Los métodos de solucién analitica expuestos sélo son capaces de abordar algunas de
las ecuaciones obtenidas. El método de Frobenius, en principio, puede ofrecer la solucion
acasos mas generales. Sin embargo es necesario recordar que una de las hipdtesis del
método era que en el intervalo de interés de la ecuacion todos los puntos fueran puntos
regulares. Como se puede observar, todas ellas presentan singularidades. En esta tesis se
trata el caso en que las ecuaciones no presentan singularidades en el intervalo donde estén
definidas y después analizar el comportamiento conforme la solucién toma valores cada
vez mas cercanos a la singularidad.
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Capitulo 2
Diferenciacion automatica

2.1. Preambulos

En el Capitulo 1 se muestra el trasfondo tedrico sobre el cual se construye la teoria
de las ecuaciones diferenciales y la forma en que son tratadas. También se obtuvieron las
ecuaciones diferenciales que derivan de la ecuacién de Helmholtz y las cuales modelan el
comportamiento de un sistema fisico que satisfaga dicha ecuacién. Asi mismo, se revisaron
los métodos de solucion analitica para los casos en que sea posible utilizarlos.

En este capitulo se presenta una idea global sobre el funcionamiento del método de
diferenciacion automatica y, con esto, su posterior relacién con el método de Frobenius
para el calculo de soluciones a ecuaciones diferenciales.

2.1.1. Contexto

Considérese el problema del tipo (1.1) en que la funcién ps no tiene puntos singulares.
Los puntos son ordinarios y es posible escribir la ecuacién de la forma (1.34). En tal caso,
mediante el método de Frobenius es posible obtener la solucion en representacién de serie
de potencias mediante la relacién de recurrencia (A.7). Los coeficientes de la relacién de
recurrencia dependen de las series de potencias de o y 5.

Aproximar la funcién solucién con la recta tangente arroja un buen resultado para
vecindades pequenas del punto. Sin embargo, conocer el valor exacto de la derivada de la
funcién en el punto es una ventaja mayor que la aproximacion.

En resumen, sélo es necesario conocer los coeficientes de la serie de potencias de «
y [ para calcular la solucién numérica. Esto es posible sin conocer la forma analitica de
cada coeficiente mediante un método de calcula el valor numérico de la derivada de una
funcion evaluada en el punto de interés. Este es el método de diferenciacion automatica
y funciona sin la necesidad de un calculo simbdlico.
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2. DIFERENCIACION AUTOMATICA

2.2. Diferenciacion automatica

2.2.1. Esbozo

El método de diferenciacién automatica evita el cdlculo simbdlico de las derivadas de
una funcion y permite conocer el valor de la derivada de orden n, evaluada en un punto.
Es decir, arroja el valor numérico de la pendiente de la recta tangente a la funcion en el
punto de forma exacta.

La diferenciacién automatica se basa en una estrategia similar a la derivacion simbélica.
Las expresiones intermedias entre la introduccién de los pardmetros de inicio y el resultado
final son evaluadas lo antes posible lo que permite ahorrar memoria y célculos.

Mediante la representacion vectorial de una funcién, es posible cargar con la expresién
numérica de una funciéon y sus derivadas. Lo Unico que se necesita es definir como se
comporta la variable independiente y las constantes. Por otro lado, como ocurre con las
operaciones entre vectores, las operaciones entre funciones se hacen de manera equivalente
con una modificacion en los términos que impliquen una derivada.

2.2.2. Definiciones

Primero, hay que considerar una variable tipo vector que almacena los valores de la
funcién f y sus derivadas evaluadas en un punto. El caso en que se busca el valor de la
derivada, un vector de dimension dos es suficiente, una para el valor de la funcién y otro

para el de la derivada:
= (u,u) (2.1)

Esta es la definicion abstracta o vectorial de u, una funcién cualquiera. El método de
diferenciacion automatica requiere definir como se comportan la variable independiente y

las constantes:
z=(z,1) ¢ =(c,0) (2.2)

Es importante notar que las definiciones en (2.2) satisfacen la definicién de funcién dada
por (2.1). Con estas nociones es suficiente para calcular el valor de una funcién lineal y
su derivada en cualquier punto .

Por ejemplo: Se desea calcular el valor de la funcién f(x) = 2z y su derivada en el
punto x = 2. Tales valores numéricos son f(2) = 2(2) = 4, f’(2) = 2. Esta informacion es
necesaria para comprobar si los resultados obtenidos son los correctos. Para calcular los
valores de f y f’ usando diferenciacién automatica, se ejecutan dos pasos:

Primero, se declara la forma de la funcién f usando la definicién (2.1):

f(x)=22=2(x1)=(22,2)
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2.2 Diferenciacién automatica

Después, ya que se busca el valor de la funcién en el punto z = 2, se evaltaen z = (2,1) :

f(2)=1(2(2),2) = (4,2)

Ya que f es un vector, satisface la definicién (2.1) por lo que el lado derecho de la igualdad
es el valor de la funcién y su derivada en x = 2, respectivamente, que es el resultado que
se esperaba.

Con las definiciones (2.1) y (2.2), como se ha dicho, es posible encontrar el valor de
funciones lineales lo cual es un conjunto pequeno de funciones comparado con las que
aparecen en la practica. Para poder abordar un conjunto més amplio de funciones es
necesario definir el dlgebra que rige el proceso de diferenciacion automaética.

2.2.3. Operaciones entre funciones

Como en el algebra de vectores, la definicion para las operaciones entre definiciones
de funciones en la diferenciacion automatica son similares, sin embargo, también tienen
que satisfacer las operaciones entre las derivadas de las funciones en su respectivo lugar
y orden:

u+v=(u+uv,u +) (2.3a)
u—v=(u—uvu —v) (2.3b)
ux 0= (uv,u'v+uv) (2.3¢)
w0 = (u/v,(u' = (u/v)v)/v) (2.3d)

Lo anterior ha sido calculado usando las propiedades de la derivada, en cada caso. En
consecuencia, es necesario definir la regla de la cadena:

g () =g (u,u) = (g(u), g'(w)) (2.4)

Con definiciones (2.3) y (2.4) es posible calcular el valor numérico de un conjunto més
amplio de funciones que las que se podia anteriormente.

Retomando el primer ejemplo pero con una funcién no lineal: f(z) = 2%+ 1 se procede
de manera analoga. Para su posterior comprobacion, se calculan los valores numéricos
a mano. El valor de f" en © = 2 es, a saber, 4. Para calcularlo mediante diferenciacion
automética primero se declara la forma de la funcién f usando la definicién (2.1):

f(@)=(zxz2)+1=(2,1) x (2,1)+ (1,0) = (z*z,1xx + 1xz) + (1,0)

f(@) = (2° +1,22)
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2. DIFERENCIACION AUTOMATICA

De nuevo se observa que la forma vectorial de la funcion f satisface de manera simbélica
la definicién (2.1). Segundo, se evaliia en el punto x = 2 cuya forma vectorial es £ = (2, 1)

F2) = (27 +1,2(2)) = (5,4)

Lo cual coincide con el resultado que se espera con lo que se puede decir, al menos para
este ejemplo, que se han calculado los valores f(2) y f'(2) de forma numéricamente exacta.

Lo mismo se ha de hacer si se desea calcular la segunda derivada de una funcion y el
comportamiento de la variable independiente x y las constantes.

= (u,u,u") = (x,1,0) ¢=(c,0,0)

Sin embargo, se vuelve a caer en el problema de calcular de manera simbdlica la expresién
para derivadas de orden superior como, por ejemplo, en la derivada de segundo orden de
la divisién de funciones:

u+0 = (u/v, (W = (u/v)v) /v, (W = 2(u/v)V = (u/v)") /v)
Una manera de abordar el problema es considerar el polinomio de Taylor asociado a

cada funcién y usarlos para aproximar el valor de la derivada de orden n resultado de la
operacién entre funciones.

2.2.4. Operaciones entre polinomios de Taylor

Considérese el polinomio de Taylor de orden £ de una funcién f alrededor de xy:

k / k(ﬂfo)
fx)=fo+ fi(lxr —x0) + ... + fr (x — 0) fx= X
Con la serie de Taylor de dos funciones es posible encontrar la serie del resultado de
efectuar operaciones entre esas funciones definiendo el resultado como una nueva funciéon
h que también tiene representacion en serie de potencias:

S hi(a —mo) = f@) +g(z) = b= (f+9), = fot o (2.50)
Y hilw—wo) = f(@) —glx) = b= (f—9)p = fr— o (2.5b)
0o k
Y (=)t = f(x) x g(w) = hi=(fxg)= figri (2.5¢)
k=0 =0

Y hi(m—xo)t = flx) = g(x) = h=(f+g),= i <fk - i (f =+ g)l-gkz)

1=

(2.5d)
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2.2 Diferenciacién automatica

En cada caso, el término Ay indica el k-ésimo coeficiente de la serie de Taylor de la funcion
h alrededor del punto zq. La forma en que esto pude ayudar a la diferenciaciéon automéatica
es a calcular los términos de una derivada de orden superior pues, en lugar de calcularlos
de manera simbdlica, se usa su expresion en serie de Taylor. La justificacion a esto se
da mas adelante; esencialmente, el vector que representa a una funcion es el vector que
contiene los coeficientes de su serie de Taylor.

Ya que la suma y el producto son operaciones simples, sélo se dan las deducciones
para el producto y la divisién de funciones:

Producto: Multiplicando las series de Taylor de f y g se obtiene:

(f % gr) (& = o) —(mex—:vo )(Zglaﬁ—xo >
k=0
= Z Fx gy (& = xo)* = Zmegi(x—xo)m+i
k=0 m=0 =0
Definiendo k=m+14;, k—i=m>0 = k>1
00 o k
= D (F %)y (@ —m)* = (Z fkgk—z> (x — 20)"
k=0 k=0 \i=0
k
= (f xg), = Z Srgr—i
=0

Divisién: Se considera el cociente entre las series de Taylor y se despeja la incognita
que en este caso es (f + g),

(f = 9)y (& — o) = <Z fr(z = JCo)k) + (Z gz = JCo)k)
= ka(x—xo)k:<2(f+g) T — xg) )(ngx—xo >

k=0
Usando el mismo razonamiento que con la multiplicacién se puede encontrar el término
k del producto de ambas series:

[e.9]

k

k—1
Je = Z(f 9); Gr—i = Zf 9); gr—i+ (f + 9 90
=0

1=0

] k1
= (f+9)k=%<fk Zf 9); Ir— z)
1=0
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2. DIFERENCIACION AUTOMATICA

2.2.5. Series de Taylor y su relacién intrinseca con la diferen-
ciacion automatica

Con lo anterior ya se cuentan con las operaciones necesarias para calcular series de
Taylor de funciones y de operaciones entre funciones. Asi, por ejemplo, calcular la serie de
Taylor de la funcién z? se reduce a calcular la serie de Taylor de = y luego multiplicarlo
por la serie misma. Tal serie, como se ha mostrado, es muy simple de calcular por lo que
los calculos simbdlicos se evitan y, en consecuencia, se evita uso de memoria.

Un punto importante a recordar es que, por ejemplo, la mayor parte del tiempo (o
casi todo) se recurre a funciones de las cuales se conoce su desarrollo en serie de Taylor.
En términos de polinomios es necesario revisar de nuevo cémo se comportan la variable
independiente y las constantes:

r =20+ 1(z —20) + 0(x — 20)* + ... +0(x — 20)"

c=c+0(x —z0) +0(x — 20)* + ... +0(x — 20)"
Lo que significa que en forma vectorial, la variable independiente y las constantes se
representar por medio de los coeficientes de su polinomio de Taylor:

7 = (20, 1,0, ...,0) (2.6a)
¢=(c,0,0,...,0) (2.6b)

Y, en general, cualquier funcién es representada por el vector que contiene los coeficientes
de su polinomio de Taylor asociado:

F(@0) = (fo, fr, for s fi) (2.7)

En resumen, las definiciones (2.6) y (2.7) son equivalentes a (2.2) y (2.1) respectiva-
mente con la ventaja que las primeras sirven para calcular el valor de la derivada de la
funcion f de orden k evaluada en el punto xy. Para calcular los coeficientes es mas que
suficiente usar las definiciones (2.5).

Funciones elementales

Ya que una funcién f se maneja de forma vectorial (cuyas entradas son los coeficientes
de su derivada de orden k evaluada en el punto xg) es posible definir una funcién elemental
en términos de funciones polinomiales por medio de su serie de Taylor.

Un primer ejemplo es la composicién entre la funcion exponencial y una funcion arbi-
traria g de la cual se conoce la serie de Taylor:

g(x) = ng(x — )"
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2.2 Diferenciacién automatica

Con lo cual se puede definir en un primer intento el polinomio de Taylor de la composiciéon

(goe)(z) = es™ como:

9 = 37 (e, (x — mo)t

k=0
Ya que esta tltima es una serie de Taylor se puede usar el hecho que:

4 o) ()9

dx

Por lo que se tiene:

ikeg (z — zo)" (Zkgkx—xo )(

=1

gk
C\)
)
=
|
8
=D
=
N——

k=1

= Zk(eg)k(:v—xo)k: (Zk‘gk(x—xo ) (Z (x — xg k)
k=1
Por 1ultimo, al usar la definicién de la multiplicacion:
k
k(e9), =Y igi(e?),, k>0

Ya que se sabe que el término constante estd dado por (e9), = €%, cada término de la
composicion de funciones queda determinado por:

fz) = e si k=0
B %221 ig; (€9), ., st k>0

De la misma se pueden definir funciones elementales como In(x), sin(z), cos(z), etc.
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Capitulo 3
Solucion numérica a ecuaciones diferenciales
mediante diferenciacion automatica

En esta seccién se busca desarrollar la forma en que los métodos de diferenciacién
automatica y el método de Frobenius pueden implementarse en un algoritmo para resolver
ecuaciones diferenciales del tipo (1.34) que no contienen punto singulares en el intervalo
(a,b) que estd particionado de manera regular.

3.1. Planteamiento y desarrollo

3.1.1. Solucién de Frobenius

Se tiene una ecuacién de la forma (1.34) definida en un intervalo (a, b):

y'(x) + alz)y' () + B(x)y(z) =0 (3.1)

En la cual se ha usado la hipétesis de que tanto la soluciéon y como las funciones a y 3
tienen representaciéon en serie de potencias (trunca):

yo) =S — )" ale) = Y an(—w)" H@) =3 fule—w)"  (32)

Donde los coeficientes y,, como se prueba en el Apéndice, estan determinados por la
relacion de recurrencia:

n

Yn+2 = ( - (Z(n —m—+ 1)amyn—m+1 + 5myn—m) 0 S n (33)

n+2)(n+1)

m=0

Como caso particular, a la funciéon y se le imponen condiciones a la frontera de tipo
Dirichlet en los puntos extremos del intervalo (a,b)

yla)=0  y(b) =0 (3.4)
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3. SOLUCION NUMERICA A ECUACIONES DIFERENCIALES MEDIANTE
DIFERENCIACION AUTOMATICA

Como se menciona en el Apéndice, la relacién de recurrencia (3.3) tiene dos términos
libres yo v y1, tales términos son las condiciones iniciales de la funcién y su derivada
evaluados en el punto inicial, en este caso el punto a. Es decir:

vo=yla) yi=y'(a) (3.5)

La condicién a la frontera en el punto a determina el primer parametro yo = 0. Para el
segundo, que es libre, se coloca un valor distinto de cero para evitar la solucién trivial.
Por simplicidad, ¢, = 1.

3.1.2. Coémputo de la relacion de recurrencia

El siguiente paso es calcular la relacién de recurrencia (3.3). Es aqui donde interviene
la diferenciaciéon automatica pues, si se tiene la expresion de a y [ se pueden calcular los
términos en dicha expresion, es decir:

o(a) o' (a aM(q
a(z) = (a(a), 1(! ), 2(! >,..., N!( )) = (g, 1, g, ..., ) (3.6a)
_ /(I " a (N) a

Usando los valores calculados en (3.6) se puede resolver numéricamente la relacién de
recurrencia (3.3) por lo que para obtener la serie de Taylor de la funcién y en un punto
del intervalo (a,b) es relativamente mas rapido comparado con calcular la relaciéon de
recurrencia encontrando antes la forma analitca de los coeficientes «,, v [,,.

No obstante, atin hay que resolver el problema que toda serie de potencias contiene:
Si se desea calcular valores de la funcién evaluada en puntos lejanos al punto donde se
desarrolla originalmente la serie, es necesario considerar cada vez mas términos en la suma.

Ademas, puede ocurrir que no se cuenten con los recursos suficientes para obtener los
términos necesarios para poder calcular los valores al final del intervalo.
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3.1 Planteamiento y desarrollo

3.1.3. Soluciones concatenadas

Con una particién regular se obtienen puntos z; a lo largo del intervalo (a,b). Ya que
la ecuacién (3.1) estd definida a lo largo del intervalo, estd definida en cada punto x;. De
la seccién anterior, se ha obtenido la solucién en serie de potencias (3.2) que es valida a lo
largo del intervalo (a, b). Sin embargo, para calcular el valor y(b) puede llegar a ser nece-
sario considerar muchos términos en la serie, es decir, una N muy grande. Para evitarlo,
y de paso reducir los calculos, en lugar de calcular una solucién, se calculan varias, tantas
como puntos en la particién de (a,b).

Para dos puntos consecutivos, hay una ecuacién diferencial definida:

(3.7a)

y' () + o))y (z5) + B(x;)y(;) =
+ (3.7b)

0
Y (x541) + a1y (2j501) + B(j41)y(2j01) =0

Ya que se sabe calcular la soluciéon de un punto inicial, la misma puede usarse para resolver
la solucién en el siguiente punto. Para lograrlo, se impone a la solucion, y su derivada, una
condicion de continuidad. Dicha condiciéon no es arbitraria pues, al ser soluciéon de una
ecuacién diferencial, por naturaleza es diferenciable, en consecuencia, continua. Ademaés,
es una manera de controlar la precision del calculo pues, menor sea la norma de la parti-
cién, mas cercanos seran los valores entre ellos.

Para una particién de tamano fijo h, el parametro de precisién es la cantidad de térmi-
nos N que se consideren en la serie. Con la solucién calculada en el punto z; y la condicién
de diferenciabilidad, se calcula la siguiente solucién:

Ya que las funciones o y [ son las mismas en el intervalo (a,b) y la relaciéon de
recurrencia estd definida en términos de o y (3, los tinicos parametros libres son yq v y; en
el punto z;41. Por lo tanto, para garantizar la diferenciabilidad de la solucién, se definen
los primeros coeficientes de la relaciéon de recurrencia en el punto x;;; como:

Yo(Tj1) = y(z; + h) yi(rj41) = y' (x5 4+ h) (3.8)

Con lo que es posible calcular la relacién de recurrencia (3.3) en el punto z;4;. Es impor-
tante notar que la definicién (3.8) es la versién discretizada de las condiciones (3.5).

Aunque es verdad que x;.; = x; + h, se ha optado por escribir el lado derecho de la
igualdad para dejar en forma explicita que los valores son los de la solucién cuya serie se
calcula en x; pero se evalua en el punto x; + h, es decir, ya separado del punto en donde
se desarrolla la serie. A este procedimiento se le llama concatenado o concatenacién y
suele usarse de manera recurrente. La ventaja es que reduce de manera considerable el
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error numérico al calcular la solucién evaluada en valores alejados del punto inicial. La
desventaja es que, por cada punto, hay que calcular nuevamente la relaciéon de recurrecn-
cia. Sin embargo, esa parte del cdlculo queda solventada por la diferenciaciéon automatica
actuando en a y

Queda un ultimo problema que es el de satisfacer la condicion en la segunda frontera
x = b. De manera natural no hay razén alguna para que al calcular el valor en el punto
frontera, es decir, y(b), sea cero. Para de resolverlo, se recurre a un otro método conocido
y que requiere pocos recursos de computo.

3.2. Meétodo de regula-falsi

Para satisfacer la condicién a la frontera y(b) = 0 se recurre al método de requla-falsi
(o de la regla falsa). El objetivo del método es esencialmente encontrar la raiz (o raices)
de una funcién f.

La raiz de una funcién es aquel punto z* tal que f(z*) = 0. Es decir, se busca punto en
el dominio de la funcién; lo cual no es 1til en este caso pues, por el teorema de existencia
y unicidad, la solucién es tnica (2). Lo que significa que, si y(b) # 0 la solucién nunca va
a satisfacer la segunda condiciéon a la frontera. Al menos no en primeros principios.

En este punto es necesario recordar la Seccion 1.1.1., donde se habla de funciones
y valores propios. En ella se encuentra que una funcién propia es aquella que satisface
el problema (1.5). Usando la definicién de funcién y valor propio, para poder calcular la
funcién que satisface las condiciones en la frontera x = b, se parte de la siguiente premisa:

La funcién propia y, que satisface la ecuacién (3.1) y las condiciones a la frontera
(3.4), cuyo valor propio es A, se encuentra entre las funciones que satisfacen la ecuacién
(3.1) y tienen parametros asociados A + &, A — e. Es decir:

Ya—e(0) < ya(b) < ynye(b) (3.9)

Es importante justificar la desigualdad (3.9): Primero, ya que los valores propios de un
operador autoadjunto son reales, existen las vecindades de tales valores dentro de la recta
real. Como segundo punto, es importante recordar que el método aqui desarrollado es un
método computacional, lo que significa que la ecuacién (3.1) tiene como valores de entrada
nimeros en una computadora, no simbolos como lo presenta el método de separacion de
variables. Una computadora no diferencia entre un valor propio y un parametro cualquiera.
Tercero; la desigualdad (3.9) puede estar en orden inverso para distintos valores A (de
hecho, sucede). Se presenta en este orden para dar una idea intuitiva de la variacién de la
funcién solucion con respecto al espacio de parametros con valores reales. Cuando coincide
que tal pardmetro es un valor propio, se cumple y,(b) = 0.
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3.3 Normalizacién

Dicho eso, ahora es posible recurrir al método de requla-falsi para calcular los parame-
tros A que satisfacen y,(b) = 0; es decir, encontrar los valores propios asociados a cada
funcién. Se aplica el método de regula-falsi no en el espacio (x,y(x)) sino en el espacio

(14, (D).

El procedimiento consiste en lo siguiente:

= Se calcula el conjunto de valores y,,. (b) y se discriminan las parejas de valores y,,. (b),
Yu;4, (b) que sean de signos opuestos. De acuerdo a la desigualdad (3.9), el valor
propio A satisface p; < A < p1j41.

= Se calcula el punto en que la recta que une a los puntos (pj, Yu, (b)) y (Hj+1a Yus i (b))
intersecta al eje pu. Al punto de interseccién se le llamara p*.

= Se calcula y,-(b). Si satisface la condicién a la frontera, ;* = A. De lo contrario, se
procede a hacer un nuevo calculo reduciendo el intervalo de bisqueda.

El método de regula-falsi es un método convergente. Puede suceder que en uno de
los intentos pu* = A, sin embargo, esto no ocurre generalmente. Es mas, pueden darse las
condiciones tales que el valor propio A, al ser real, tenga més cifras decimales que las que
puede representar una computadora, en cuyo caso es imposible calcularlo con exactitud.
Como esto ocurre la mayor parte de las veces, se establece una cota maxima de error para
el valor y,+(b) con el cual es posible acercarse al valor propio tanto como sea técnicamente
posible.

3.3. Normalizacion

Una vez calculada la funcién propia y, con su valor propio asociado A se procede a
normalizar las funciones aprovechando la representacion con polinomios de Taylor de cada
una. Calcular la norma de una funcién se reduce a calcular las definiciones (1.7) y (1.9).
Sin embargo, una de las ventajas que ofrece el método de diferenciaciéon automaética es la
representacion en serie de Taylor para una funcién arbitraria.

Es decir, para el caso en que w(x) =!y se desee calcular la norma de la funcién y, en
un intervalo (a,b):

b
loall? = / O

A calcular una suma de integrales a lo largo de la particién del intervalo (a,b) usando la
definicién (2.1):

b
loall? = / O
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3. SOLUCION NUMERICA A ECUACIONES DIFERENCIALES MEDIANTE
DIFERENCIACION AUTOMATICA

Donde, al usar la definicién del producto de series de Taylor se obtiene

p N
IIyA||2=/ Dowrxutt At (5 x ), Zy)\ky)\k | (3.10)
¢ k=0

No obstante, el integrando en la ecuacion (3.10) es un polinomio por lo que su integral es
inmediata (ademds de analitica) por lo que el proceso de integracién aumenta su precisién
y versatilidad.

Asi, es posible encontrar las funciones propias, los valores propios y la norma mediante
la representacion vectorial y el proceso de diferenciacién automatica. Con ello, encontrar
la base ortonormal para posteriormente poder representar cualquier funcién @ como una
combinacion lineal de la base. Los coeficientes de Fourier de dicha combinacion lineal se
calculan de la misma manera que la norma:

b N k
Cn = / ST x ) tt dt (W Xy =Y Yiyaka (3.11)
@ k=0 i=0

3.4. Resumen

Con el método de Frobenius se encuentra de manera analitica la solucién en forma
de serie de potencias. Tal serie depende de las condiciones iniciales para la funcion, su
derivada y de los coeficientes de las series de potencias de las funciones a y 5.

Recurriendo a la diferenciacién automatica es posible encontrar los coeficientes de la
series de o y 8 con lo que la relacién de recurrencia queda completamente resuelta.

Para evitar considerar muchos términos en la serie de la solucion, la ecuacion se resuelve
localmente en las vecindades de los puntos de la particién del intervalo de interés. Esto
también aumenta la precision del calculo en todo el intervalo conforme aumenta el tamano
de la particion.

Puede ocurrir que la funcién encontrada no satisfaga la condicién a la frontera en
x = b. En tal caso se recurre al método de regula-falsi para encontrar el valor propio y
con ello calcular la funcién propia.

En términos estrictos, cuando la funcién y satisfaga la ecuacion (3.1) y las condiciones
(3.4) se dice que es un arménico. Cuando tal funcién estd normalizada (1.14) se dice que
es una funcién propia pues estas forman un conjunto ortonormal del espacio de funciones.
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Capitulo 4
Aplicacion: Funciones de Bessel

4.1. Ecuacion diferencial de Bessel: Solucion unidi-
mensional

Como una primer aplicaciéon al método se ha resuelto numéricamente la ecuacion de
Bessel que aparece en el capitulo introductorio.

o2y +xy + 22y =0 (4.1)

En la cual, una de sus soluciones es la funciéon de Bessel de primer tipo:
L (CDF oy
h@) =2 T (5) (42)

Si bien la serie (4.2) es convergente para cualquier z < oo es necesario considerar cada vez
mas terminos conforme z se aleje del punto donde se desarrolla originalmente dicha serie.
Es posible usar el método aqui implementado para encontrar la solucion en el intervalo
(0,20). Para lograrlo, es necesario utilizar dos soluciones: la definida en (4.2) y su forma
general en serie de potencias (1.35).

Primero se utiliza la funcién .Jy en una vecindad del punto = = 0. Por ejemplo, cuando
se usa una particién regular es 1til considerar la funcién en el intervalo (g, xg + h) donde
o > 0y h es la norma de la particion. Para calcular la solucién en el siguiente punto se
procede de manera analoga a como se indica en la Secciéon 3.3.3. y de esa manera se

define:

yo(z1) = Jo(zo +h)  yi(w1) = Jo(wo + 1)

Y de forma consecutiva para el resto del intervalo

Yo(zj41) = y(z; + h) yi(wj1) = o' (x5 + h)

Cuando se use a una solucién conocida, como Jy se dice que es la semilla de la solucion.
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4. APLICACION: FUNCIONES DE BESSEL

Para los valores de la solucion en puntos lejos del origen se recurre al método descrito
en el capitulo anterior pues, para este caso, las funciones o y  no tienen singularidades

en el dominio (h, 20).

J)

124 .
] Y S— N=9
1.0 i [T---N=12
] Y S N=15
0.8 ! Método N=5
064 Y
!
]
04 :
[
!
[
!
!

0.0 +—— T/

0.2 AW

0.4 4

-0.6-

Figura 4.1: Funcién de Bessel de primer tipo. En linea punteada se muestran las series de potencias
truncas (4.2) con 9, 12 y 15 términos respectivamente. En linea continua, la solucién obtenida al conca-
tenar soluciones con 5 términos en la serie. Ambas soluciones fueron calculadas con la misma norma h
de la particién en el intervalo (0,20) cuyo valor es de 1 x 1073,

Para obtener valores de la funcion Jy evaluada en puntos lejos del origen es necesario
considerar cada vez mas términos conforme el valor de x aumente. Sin embargo, concate-
nar soluciones es una forma de evitar el problema de tener que considerar cada vez mas
términos en la serie (4.2) y en lugar de eso resolver localmente la ecuacién, como puede
verse en la Figura 4.1. La solucién puede extenderse hasta cualquier valor de x aunque eso
significa un mayor tiempo de calculo. La precisién queda determinada principalmente por
el nimero de términos N considerados en la funcién (4.2) y por la norma de la particién h.

De la misma manera se ha calculado la solucién Y, cuya forma analitica es:

W) = ) [ (5)] - 232 G (5)” (43

Para obtener la solucién numérica se ha usado la funcién Y| evaluada en una vecindad o
cerca del origen. Contrario a lo que se puede pensar, una vecindad mas cercana al punto
x = 0 no ofrece ninguna mejora en los calculos. De hecho, conforme se acerque a tal punto,
la soluciéon numérica tiene a arrastrar errores locales pues los datos de entrada no son los
verdaderos. Esto, nuevamente, nos habla de una cota dada por los recursos de coémputo

con los que se cuenten.
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4.1 Ecuacién diferencial de Bessel: Solucién unidimensional

En la practica, la soluciéon Yy no suele utilizarse pues su singularidad en el origen no
representa alguna situacion fisica real, de algin sistema que se comporte de esa manera.

0.6 ; ! : ;
0.4 | R
i P i
21 / /\\ i
00 / T T T T T J‘, - RN T /
3 15 W j 9 N\ 15 W
T 021 z .;\\ \
> > \
0.4 .
06 06 .
------ N=9 .
0.8 o _N=12 0.8 . —
————— N=15 T oE
-1.04 -1.0 H .
—— Método N=5 . —3=10h
-1.24 -1.24 )
(a) (b)

Figura 4.2: En la figura (a) se muestra la funcién de Bessel de segunto tipo. En linea punteada se
muestran las series de potencias truncas (4.3) con N términos. En linea continua la solucién obtenida al
concatenar soluciones. En la figura (b) la comparacién entre dos soluciones obtenidas usando la funcién
(4.3) como semilla en diferentes vecindades ¢ del origen. Marcada como punto-linea se muestra la solucién
calculada en la figura (a). En linea continua la solucién calculada en una vecindad mds alejada del origen.

En la Figura 4.2 se pueden apreciar dos casos: Cuando se evalia la funcion Y, en una
vecindad § del punto z = 0 y cuando se evalia en una vecindad un poco mas grande. Es
importante notar como la funcion que se ha calculado a partir de una vecindad més alejada
del origen coincide con mayor precision con las series de potencias truncas; mostradas
en linea punteada. La presencia de singularidades interviene de manera significativa al
calcular una solucién. Tal singularidad es heredada por la misma ecuacién, en especifico,
por el término:

Cuyos términos asociados a su serie te potencias tienen la forma:
oo
o n _ n,,—(n+1)
alr) = E an (T — x0) a, = (—1)"z,
n=0

El término que depende de z( tiende a ser cada vez mayor conforme se acerca al punto
x = 0 por lo que no importa se consideran mas o menos términos en la serie (4.3). Para
mejorar la precision, es necesario hacer los calculos en una vecindad més alejada del origen.

El anterior resultado exhibe una debilidad del método pues, cerca de una singularidad,
es necesario considerar mas términos en cada serie de potencias. Cada serie puede ser
no calculable ya sea por la capacidad de memoria o por la naturaleza misma de los
coeficientes.
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4. APLICACION: FUNCIONES DE BESSEL

4.2. Solucion bidimensional

Un caso més complejo es aquel en el que se considera el sistema de ecuaciones derivadas
en coordenadas cilindricas circulares en el Capitulo 1:

" +m?® =0 (4.4a)

r [dii Q«%)] + (rPA =m’)R=0 (4.4b)

La solucién a la ecuacién (4.4b) definida en un intervalo r € (a, b), evitando la singularidad
en el origen (r = 0), y que ademds satisfaga las condiciones a la frontera:

R(a)=0 R(b) =0 (4.5)
Es una combinacién lineal de las funciones funciones J y Y:

B (r) = Apmm <%Tm7"> + By Y (&Tmr>

A simple vista parece un problema, si bien no dificil, pero si tedioso de resolver de manera
analitica. Sin embargo, en conveniente recordar que la funcién R(r) es la que ha de
satisfacer las condiciones a la frontera y eso se resuelve como se indica en la Seccién
3.3.3.

R.()

Figura 4.3: Parte radial de las primeras tres soluciones a la ecuacion 4.4b que también satisfacen la
condicion a la frontera 4.5 en a = 15 y b = 30. El error € aceptable en la segunda condicién es menor que
1 x 1073, Si bien n se ha usado para indicar el ntimero de raices que tiene la funcién, no necesariamente
es un parametro entero en la ecuacion 4.4b.
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4.2 Solucion bidimensional

La condicién a la frontera en el punto r = b ciertamente no se satisface con rigor.
Como se ha indicado, el método de Regula-falsi busca el conjunto de valores A, con las
cuales, las funciones R, satisfacen la condicién a la frontera en » = b con un cierto error.
Es decir, se tiene el control de la desigualdad | R, (b)| < €, donde ¢ es el error tolerado. En
la Figura 4.3 se han calculado las primeras tres funciones solucién de la parte radial.

La funcién completa ¢y, (r, ) = R, (r)®Pn(p) depende tanto de la parte radial como
de la parte angular. Algunas de las soluciones al sistema de ecuaciones (4.4a) y (4.4b) se
muestran en la Figura (4.4) y (4.5).

Yo (1) = (Anme (%Tmr) + By Yo, <6"Tmr>) eme (4.6)

Yoi(r:9) Yoo:d)

0090 30 0.090
2 0070 2 0070

18 18
0050 0050

12 12
0030 0030

6 6
0010 0010

> 0 > 0
-0010 0010

-6 6
0030 0030

12 12
0050 0050

-18 -18
24 -0070 04 0070
-30 0090 30 -0.090

-30 24 18 12 6 0 6 12 18 24 30 -30 24 18 12 6 0 6 12 18 24 30
X
() (b)

Figura 4.4: Funcién (4.6). En (a), la parte radial de la solucién tiene n = 1 raices (sin contar el valor
inicial) mientras que la parte angular tiene m = 0 nodos. En (b), la parte radial de la solucién tiene
n = 2 raices mientras que la parte angular tiene m = 0 nodos. En ambos casos los pardmetros para los
célculos son los mismos que en la Figura (4.3).
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4. APLICACION: FUNCIONES DE BESSEL

Y44(r9) Y1o(r9)
30 0090 30 0.000
- A 0.070 24 0.070
18 18 A

0.050 0.050

12 12
0.030 0.030

6 6
0.010 0.010

> 0 > 0
0010 0010

-6 -6
-0.030 -0.030

-12 -12
-0.050 -0.050

-18 -18
24 0070 4 - - 0070
-30 -0.090 -30 -0.090

-30 24 18 12 6 0 6 12 18 24 30 -30 24 18 12 6 O 6 12 18 24 30
X
(a) (b)

Figura 4.5: Funcién (4.6). En (a), la parte radial de la solucién tiene n = 1 raices (sin contar el valor
inicial) mientras que la parte angular tiene m = 1 nodos. En (b), la parte radial de la solucién tiene
n = 2 raices mientras que la parte angular tiene m = 1 nodos. En ambos casos los pardmetros para los
célculos son los mismos que en la Figura (4.3).

4.3. Representacion en serie

Las funciones solucién a la ecuacién (4.4b) forman una base ortonormal completa
por lo que es posible representar una funcién en términos de una combinacion lineal de
funciones R,(r). Como se indica en el Capitulo 1, ya que el conjunto solucién forma
una base completa, una funcién diferenciable en el mismo intervalo donde esté definida la
ecuacién (4.4b) esta representada de manera unica por medio de la serie:

Fr)y=>" AR, (r) (4.7)

Las funciones R,, son las soluciones normalizadas a la ecuacién (4.4b). Una vez mas,
recordando que se cuentan con recursos de cémputo finitos, no es posible calcular todos
los términos en una serie pues son infinitos por lo que se procede a calcular un maximo
de N términos. En la Figura (4.6) se muestran un par de ejemplos del calculo de series
truncas para diferentes funciones.

La funcién en turno, f(r) bien puede ser tomada como una condicidn inicial para el
caso de una ecuacién diferencial parcial dependiente del tiempo. En tal caso, la funcion
corresponde a la parte radial de la solucién.
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4.3 Representacion en serie

0.07 4

0.06

0.05 4

0.5

0.04 4

——N=1
——N=2
31 |——N=3 0.03
——f(r)=sin(r)

Y(r)
Y(r)

0.0 .

054 0.02

0.014

() (b)

Figura 4.6: (a): Serie (4.7) con truncada en diferentes N y con f una funcién del tipo sin que completa
un perfodo en el intervalo de definicién de la ecuacién (4.4b). (b): Serie (4.7) con diferentes N y f(r) = 1.
En el segundo caso, la funcién a representar no satisface las condiciones a la frontera, sin embargo, puede
observarse la convergencia de la serie. Hay que notar como en el caso de la primer funcién, la convergencia
es mucho més rapido comparada con la segunda.

Resumen

Como se ha mostrado, el método recupera las soluciones ya conocidas para la ecuacion
de Bessel (4.4b). Sé6lo con considerar la serie de Taylor de los polinomios « y 3 asociados
y utilizando el método de diferenciacion automatica se puede calcular la soluciéon con la
precision deseada. No obstante, las singularidades no dejan de representar un problema al
momento de aproximar mediante series de Taylor el comportamiento de la solucién cerca
del punto singular.
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Capitulo 5

Aplicacion: Electréon confinado a una
superficie cilindrica finita en presencia de
campos electromagnéticos

5.1. Carga eléctrica en campo electromagnético

5.1.1. Lagrangiano

Para una particula con carga ¢, velocidad v y masa m, la fuerza que experimenta
debido a la presencia de campo eléctrico y uno magnético es la fuerza de Lorentz,

FL=q(E+vAB). (5.1)

Si bien el campo magnético no realiza trabajo sobre la carga, esto no implica que no exista
una energia asociada a él. Es posible encontrar la energia potencial asociada a los campos
eléctrico y magnético recurriendo al potencial escalar ¢ y vectorial A en (5.1):

E=-V¢ B=VAA
tA(VAA)=V(A-9) = (V-0) A=V (A7)
=  FL=-VU=¢q(-V¢+V(A-0))
U=q(¢—A0) (5:2)
Por lo que es posible calcular el lagrangiano del sistema y, por lo tanto, los momentos

generalizados:

m_ y
L:T—U:5v2—q(gb—A-v)

)

p:%:mﬂ—l—qfl:pjtq[l (5.3)
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5. APLICACION: ELECTRON CONFINADO A UNA SUPERFICIE CILINDRICA
FINITA EN PRESENCIA DE CAMPOS ELECTROMAGNETICOS

5.1.2. Hamiltoniano

Una vez calculado el lagrangiano, es posible obtener el hamiltoniano en términos de
los momentos generalizados:

72 5+ gA) - (54 g i
Horsu— Py pEed) (e )+q(¢—%-p)

2m 2m

9 - 2 A
H:p_+iA.p+q_A2+q(¢__.ﬁ)
2m m

2m  2m
P g 7 1

H=-— - ""A-p+—A 5.4
2m  2m p+2m +a¢ ( )

Para obtener el hamiltoniano cuantico del sistema, asociamos el momento con el opera-
dor de momento p — p con lo que se obtiene la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo para la particula cargada en presencia de campo eléctrico y magnético constantes:

: Pq 7 ;
Hi=|om =5 A p+ oA+ qd| ¢ = EY (5.5)

2m  2m

5.2. Confinamiento a un anillo

5.2.1. Consideraciones

En este capitulo se considera el problema descrito en el articulo (9) pues en este se
estudia el comportamiento de un electrén sujeto a un potencial tipo pozo en la superficie
de un cilindro finito de altura variable. Al sistema se le aplica un campo eléctrico cons-
tante en direccion x y uno magnético en direccién z; con lo que se espera también haya
dependencia de las soluciones por parte de estos. A una geometria como la anterior se le
denomina Quantum ribbon (QR).

Para abordar numéricamente el problema, considerese la ecuacién (5.5) en forma adi-
mensional en representaciéon de coordenadas y agregando el término de potencial por
confinamiento:

~V2 AV 4 A2 4 Vg | W = B (5.6)

En donde se ha tomado la ecuacién (5.5) en su forma adimensional. Ya que la particu-
la se mueve dentro de un campo electromagnético constantes, es posible encontrar los
potenciales escalar ¢ y el vectorial A para asociados a la energia potencial del sistema:

¢ =—nx A= (—y%,x%, 0) (5.7)
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5.2 Confinamiento a un anillo

5.2.2. Reduccién de grados de libertad

Ya que el sistema a describir es un electrén confinado a moverse dentro de un QR
se puede reducir el problema a resolver la ecuacién de Schrédinger adimensional para
U= U(p,2).

Asi, usando los potenciales de (5.7) y considerando el operador V en coordenadas
cilindricas con la variable r fija en r = R, la ecuacién (5.6) toma la forma:

1 02 ? .0 R
e S —iy—+
R?20p% 022 Op 4

HU = +NRcosp + Vion(0,2)| U = BT (5.8)
Donde V,,, es el potencial de confinamiento asociado a la geometria del sistema. Ya que la
altura de la QR es variable, se puede asumir que dicha variacion puede ser parametrizada
por la variable angular ¢ y, por ende, el potencial queda descrito por:

0 si0<z<h(p)
oo cualquier otro caso

Veon (0, 2) = { (5.9)

Por ultimo, para modelar la variacién de la altura A usando como parametro la variable
angular ¢ se considera la funcion:

h(p;n,8) = hoy/1 — 6 (1 — cos(my)) (5.10)

De esta forma, es posible controlar el nimero de valles con el entero m, la profundad de
cada uno con 0 y hg, que es la altura méxima que puede alcanzar el perfil o altura. La
profundidad 0 queda modulada bajo la condicién: 0 < § < 0.5. De esta forma se evitan
singularidades en la funcién (5.10).

Aproximacion adiabatica

Aprovechando la relacion entre el radio y la altura del QR, es posible considerar, para
un ¢ fijo, la aproximacion adiabatica para el movimiento a lo largo de la variable ¢. Asi,
es posible separar a la funciéon de onda del electréon como el producto de dos funciones in-
dependientes: Aquella que describe el movimiento que aporta la mayor parte de la energia
en la variable z como f(z)|, para un determinado ¢ y, ya que la relacién radio-altura es
pequena, un radio R también fijo. Por otro lado, el restante del movimiento se asocia con
la parte azimutal ®(¢p).

Entonces, la funcién de onda completa queda descrita por:

U(p,2) = f(2)],2(¥) (5.11)
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5. APLICACION: ELECTRON CONFINADO A UNA SUPERFICIE CILINDRICA
FINITA EN PRESENCIA DE CAMPOS ELECTROMAGNETICOS

Usando la funcién (5.11) en (5.8) y por el proceso de aproximacién adiabatica se tiene:
82
s+ (Beli) — Vel 2) | S = 0 (512

Sin embargo, la ecuacion (5.12) es la ecuacién (4) del capitulo introductorio de las cuales
sus funciones solucién y energias son bien conocidas

2 . T -
f(2)l, = ] sin (h )z) E, pase(p) = (5.13)

h(p (¢

5.3. Aplicacién del método

Si bien la parte axial de la funcién de onda W ya se ha resuelto usando un par de
aproximaciones, aun falta por resolver la parte azimutal ®.

Para esto, como se indica en (9), se considera la funcién ¢ como una funcién de onda
variacional de una dimensiéon que describe el movimiento de rotacién alrededor del eje
ortogonal al plano. Por lo tanto, la funcién variacional ha de satisfacer

Fo(p)] = f(2)[-@(0) [H — E[ f(2)[-2(#) (5.14)

Siguiendo el principio variacional con las soluciones dadas por (5.13) se obtiene la ecuacién
para la parte azimutal que ha de satisfacer la funcién ®(y):

[182 L9 R

+

e~ gt L V) - E| 80 =0 (.150)

2 472 +3 (1 (p)
fﬂ@+1%F(M@

h(p;n,8) = hoy/1 — 8 (1 — cos(myp)) (5.15¢)

2
Vers(#) = Vyeo + nRcos p = ( ) > +nRcosp (5.15Db)

Por lo tanto, ya que se conocen las soluciones a la ecuacién (5.12), para conocer las
funciones y valores propios es suficiente con resolver la ecuacién (5.15a) la cual se puede
reescribir como:

o? 0 v? R?
— +iyR*— + R* | E— V. ®=0 5.16
s it v 1 (5= (T4 Vi) ) (5.16)
La cual es la forma descrita en (3.1) con polinomios «, 3 de la forma:
ap) = iy R’ (5.17a)
) ’72R2
o) = 12 (B (55 + vt ) (5.171)
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Es decir, usando las definiciones (2.5) es posible describir en serie de Taylor a los polino-
mios « y [ para, con ello, encontrar las soluciones ® y las energias del sistema.

En este caso, aunque las condiciones a la frontera son periédicas, se necesita satisfacer
la misma condicién. Los parametros variables son m, el nimero de valles, 9, la profundidad
de cada valle, v la amplitud del campo eléctrico y n la amplitud del campo magnético.

5.4. Resultados

5.4.1. Geometria del sistema

Los primeros aspectos a considerar sobre el sistema es cémo la geometria induce un
potencial. Si bien en la ecuacién (5.15¢) la altura es un pardmetro que sélo depende de
¢, esta induce un potencial geométrico que, junto con el potencial dado por la presencia
de campo eléctrico en una direccién preferencial, derivan en su total un potencial efectivo

(5.15D).

22—V L
340 4

0.200

0.198 320

0.196
300

0.194 -
= 0192+ 5 280
= >
0.190 +
260 |
0.188
0.186 - ——m=2 R 240
0.184 - m=3 i
3=0.05 220 1
0.182 4 -
0.180 T T T T T T T 200 T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 3 2 -1 0 1 2 3
¢ ¢
(a) (b)

Figura 5.1: (a): Perfil de altura (5.15¢) como funcién del dngulo ¢ con altura maxima hg = 0.2, calculado
con m diferente nimero de valles y profundidad §. En (b), el potencial efectivo (5.15b) calculado con
diferentes amplitudes del campo eléctrico 1 y un dnico vale (m = 1).

En la Figura (5.1) se muestran algunos perfiles de altura con pardametros fijos y, en
particular, el potencial efectivo inducido para un perfil con un nimero de valles fijo (m =
1) y diferentes amplitudes del campo eléctrico 7. Si bien en la ecuacién (5.15b) el potencial
efectivo V.¢y depende del perfil de altura, este actiia como una constante aditiva (V) al
potencial inducido por el campo eléctrico.
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5. APLICACION: ELECTRON CONFINADO A UNA SUPERFICIE CILINDRICA
FINITA EN PRESENCIA DE CAMPOS ELECTROMAGNETICOS

5.4.2. Comportamiento en la frontera

Para poder resolver la ecuacion (5.15a) es necesario encontrar los valores de E tales
que
Op(—7) = Pp(n) O (—m) = Dy(7) (5.18)

No obstante, esta es una condicién de frontera periédica distinta de la condicién de tipo
homogénea que se analizé en el Capitulo 3.

Para poder encontrar las soluciones a la ecuacién (5.15a), se definen aquellas funciones
que sean combinacién lineal de las soluciones linealmente independientes del sistema. Es
decir:

Pp(¢) = APoi (@) + BP1o(¢) (5.19a)
Poy(—m) =0 Py (—m) =1 (5.19b)
(I)l()(—’ﬂ') =1 (bllo< ) 0 (519C>

Asi, las condiciones (5.18) y (5.19) inducen una ecuacién matricial para las soluciones
linealmente independientes ®q;, ®1q:

( (I)Ol(—ﬂ') - (I)Ol(ﬂ') (1)10(—71') - (I)l()(ﬂ') ) ( A ) _ ( 0 ) (5 20)
Oy (=) — By () Pp(=7) — () B 0 '
Por lo que la condicién para las funciones de la ecuacién (5.19a) sean solucién a (5.15a)

es que se satisfaga (5.20). Entonces, para evitar soluciones triviales, el determinante de la
matriz M que aparece en (5.20) es cero en la frontera del intervalo:

det(M) = 0 (5.21)

Por 1ltimo, la solucion encontrada, a saber, estd en términos de ®g; y ®19 como:

M
(I)E' == A <(I)01 - M—H(I)10> (522)
12

Con A la constante de normalizacion para la funcion ®g y My, Mo los elementos de la
matriz en la ecuacién (5.20).

En la Figura (5.2) se presenta el comportamiento del determinante de la matriz
en (5.20) para un intervalo continuo de energias. Solo aquellos valores de E donde el
determinante de anula (como nimero complejo) son los valores permitidos del sistema; por
ende, también las funciones soluciéon. La parte imaginaria se debe al término imaginario
en (5.15a) asociado directamente al campo magnético. Se presenta en diferentes escalas
con el fin de mejorar su apreciacién.
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Figura 5.2: Comportamiento del determinante de la matriz M de la ecuacién (5.20) para un intervalo
de energias. Sélo aquellas en las que tanto la parte real como la imaginaria sean cero son las energias del
sistema. En (a), el comportamiento para una escala del orden de 10'2. En (b), los mismos datos pero en
una escala de 10~! para un mayor rango de energias. El comportamiento después de las primeras energias

F =~ 290 esta dentro de una misma escala.

5.4.3. Espectro de energia y funciones de onda

En la Figura (5.3) se muestra el comportamiento de la energia al variar los parametros

externos.

Energia
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Figura 5.3: Espectro de energias para el sistema (5.8) con diferentes valores de campo eléctrico n y
magnético . Para un campo eléctrico 7 fijo y altas energias, los estados excitados tienden a separarse
o acercare al variar el campo magnético . Esto es consecuencia de la susceptibilidad del electrén, al
poseer alta energia, de ser influenciado por el campo magnético externo. Los pardmetros restantes con
los que se hicieron los calculos son: altura maxima de la Quantum Ribbon: hg = 0.2, valles m = 1 y una

profundidad § = 0.05.




5. APLICACION: ELECTRON CONFINADO A UNA SUPERFICIE CILINDRICA
FINITA EN PRESENCIA DE CAMPOS ELECTROMAGNETICOS

Para estados con baja energia se encuentra que el electrén tiende a localizarse en una
region privilegiada. Esto se debe a que la superficie en la que se encuentra confinado tiene
impurezas modeladas por la funcién (5.15¢)

1.2

1.0 ——E

0.8

W7k

0.6

0.4

0.2 4

0.0 T T T T T

Figura 5.4: Densidad de probabilidad asociada a la solucién de la ecuacién (5.15a). Se muestran el estado
base Ey, y los dos primeros estados excitados E; y Fs. Los parametros del los campos electromagnéticos
son 7 = —20 y v = 0. Estos estados corresponden a los primeros estados energéticos que aparecen en la
Figura (5.3).

Por dltimo, se han calculado las densidades de probabilidad asociadas con las fun-
ciones (5.13) y las funciones que son solucién a la ecuacién (5.15a) a lo largo y ancho
de la superficie de la Quantum Ribbon. En la Figura (5.5) se muestra la densidad de
probabilidad del electron distribuida a lo largo y ancho de la superficie de la Quantum
ribbon. Conforme aumente el estado energético no sélo aparecen mas nodos con respecto a
la variable angular ¢ sino que se aprecia un desplazamiento de la funciéon desde el angulo
¢ = 0 hacia los bordes. Es en el caso més energético donde la funcion esta completamente
desplazada de su posicién en el estado base. En este estado, para un electrén seria mds
facil desplazarse a lo largo de la superficie induciendo una especie de corriente pues seria
una carga en movimiento. Es decir, estaria realizando un movimiento de traslacién con
respecto al centro del origen de coordenadas.
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-1.0n -0.5x 0.0x 0.5n 1.0n

Figura 5.5: Densidad de probabilidad asociada al electrén sujeto al hamiltoniano (5.8). Los pardmetros
son los mismos que en la Figura (5.4). En orden descendente, el comportamiento entre niveles energéticos
del electrén comenzando con el estado base.
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Capitulo 6
Conclusiones

En esta tesis se presenta un nuevo método para la solucion numeérica de las ecuacio-
nes diferenciales derivadas del proceso de separacion de variables en sistemas cuanticos
confinados. Las ecuaciones que se tratan tienen la forma:

y'(x) + alz)y' () + B(z)y(z) =0 (6.1)

Con base en el método de Frobenius, se establece un método recursivo para calcular
numéricamente los coeficientes de la serie de Taylor de la solucién y. Para lograrlo, se
necesitan conocer los coeficientes de las series correspondientes a o y . Calcular dichos
coeficientes se hace a través del método de diferenciacién automatica.

Si bien una serie trunca no es formalmente la solucién, con un total de términos lo
suficientemente grande es posible decir que la solucién es la buscada pues los coeficientes
de dicha serie se obtienen de manera numéricamente exacta. En consecuencia, la exactitud
de la solucion queda limita por la precision de la maquina.

Por otro lado, ya que las funciones estan representadas con series de Taylor truncas,
estas (como polinomios) son simples de integrar obteniendo una via facil para el célculo
de normas y productos escalares. Se estudian ecuaciones del tipo (6.1) con condiciones de
frontera de tipo Dirichlet y tipo periddicas. Los valores propios se encuentran numérica-
mente con alta precisiéon usando el método de requla-falsi.

El método fue probado con ecuacién de Bessel para obtener la parte radial de la
solucion a un anillo bidimensional. También se obtuvieron las energias y las funciones de
onda asociados a un electrén confinado a una nanosuperficie cilindrica de altura variable
sujeta a campos electromagnéticos constantes, recuperando el resultado que se encuentra
en la literatura.

Si bien el procedimiento considera ecuaciones diferenciales sin puntos singulares, este
puede extenderse para considerar tal coso, inicamente es necesario modificar la relaciéon
de recurrencia. Mas atin, la norma de la particién y el orden de truncamiento de la serie
guardan una estrecha relacion entre precision y eficiencia por lo que se convierten en
parametros de los cuales es posible aumentar la eficiencia del método.
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Apéndice A
Método de Frobenius: Solucion general

Para resolver la ecuacién (1.34) mediante el método de Frobenius el procedimiento
consiste en proponer la solucién como una serie de potencias en el intervalo (a, b):

x) = Zynx" (A1)

También, ya que « y [ son analiticas, tienen representacion en serie de potencias en el

mismo intervalo: - 0o
- Z Oéml-’ll'ml ﬁ(l‘) = Z 5m2xm2 (A2)

m1=0 mo=0

El objetivo es usar las propiedades de linealidad de la derivada de la funcién propuesta
en (A.1) para obtener las condiciones bajo las cuales dicha funcién satisface la ecuacion

(1.34). Para esto es necesario calcular los términos de y que aparecen en tal ecuacion.
Al calcular las derivadas de (A.1):

= i ny,x" = i Nyt
n=0 n=1
inn—lyn inn—lyn —2
n=1 n=2

Usando eso, las definiciones de (A.2) en (1.34) y al reacomodar los indices de las sumas:

Z(n +2)(n + 1)ypi22™ + ( Z amlxm) (Z(n + 1)yn+1x”> +

n=0 m1=0 n=0

o))
ma=0 n=0

(A.3)
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A. METODO DE FROBENIUS: SOLUCION GENERAL

Del segundo y tercer miembro de la ecuacion se tiene:

(Z amlx’m) (Z(n + 1)yn+1xn> = Z Z (n + 1), Ynpr2" ™™

m1=0 n=0 n=0 m1=0

mo=0 n=0 mo=0

En las igualdades (A.4) y (A.5) se hace el cambio de variable:
pr=n+m = jwp—m=n=>0 = j>m

pe=n+my = pp—mi=n=>0 = puy>my
Con lo que se pueden reacomodar los términos de ambas sumas:

o0 M1

Z Z (n + 1)am1yn—i-lxn-i_m1 - Z Z (/uLl —my + 1)am1yul—m1+1xu1

n=0 m1=0 p1=0m1=0
o] o] o] M1
E E n+mz __ E E w2
Bmzynz - ﬁmzyuz—mza’:
n=0 mo=0 p1=0m2=0

Sustituyendo en la ecuacién (A.3):

oo oo M1

Y 4+ 2)(n+ Dynpor™ + Y > (1 = m1 4 1), Yy -y 112"+
n=0 pw1=0m1=0
oo K1
DD Bnalueme =0
p1=0mo=0

Como p; y pio son variables mudas y 0 < p; < oo, haciendo p; — n 'y agrupando términos:

n=0 m1=0 mo=0

Nuevamente, como gy y pio son variables mudas se puede reescribir la ecuacion:

n=0 m=0

Z ((n + 2)(n + 1)yn+2 + Z ((n —m+ 1)amyn—m+1 + Bmyn—m)> " =0

Z ((n + 2)(” + 1>yn+2 + Z (n —my + 1)am1yn—m1+1 + Z Bmzyn—m2> " =0
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La ecuacion se satisface si término a término los coeficientes de la serie son cero, es decir,
si se cumple:

(n + 2)(” + 1)yn+2 + Z ((n —m+ 1)amynfm+1 + ﬁmynfm) =0 (A6>

m=0

La igualdad (A.6) es una relacién entre los términos y,, que son los coeficientes de la serie
de potencias propuesta en (A.1) y determina una relacién de recurrencia:

Yn+2 = (n T 2;(1,” T 1) (Z(n —m+ l)amyn—m—I—l + ﬁmyn—m> 0<n <A7)

m=0

En resumen, si se conoce el desarrollo en serie de potencias de las funciones o y 3
es suficiente conocer los términos yy y y; para determinar por completo la solucion a la
ecuacion (1.34). En ese sentido, yo y y1 son dos pardmetros libres para cada solucién lo que
podria parecer genera una ambigiiedad pero el teorema de existencia y unicidad garantiza
que para un problema de la forma (1.34) con condiciones iniciales dadas tales como:

y(0)=4  y(0)=B

La solucién existe y es unica. En el caso de una solucién que tiene la forma (A.2) se
traduce en:

A=y(0)=> v(0)" =y = A=y
n=0

B=y(0)=>Y nmy(0)"' =y =>B=u
n=1

Lo que significa que la solucién queda completamente al conocer las condiciones iniciales.
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