UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

LA CONVOLUCION LIBRE DESDE UNA
PERSPECTIVA ANALITICA

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

MATEMATICO

P R E S E N T A:

JOSE ARNULFO QUINTERO CAMPAS

DIRECTOR DE TESIS:
DR. FRANCISCO JAVIER TORRES AYALA

Ciudad Universitaria, CDMX, 2018



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Pagina 11



Agradezco al Programa de Apoyo a Proyectos de Investigacion e Innovacion
Tecnologica(PAPIIT), en particular al proyecto con clave IA105316, por su
apoyo en la realizaciéon de la presente.

Pagina 111



Pagina 1v



Indice general

Introduccionl

[1. Espacios de probabilidad-#
[T.T. Espacios de probabilidad no conmutativos.. . . . .

3.1.1. La clase C (Caratheodory).| . . . . ... ..
3.1.2. Laclase S (Schur).|. .. ... ... .....
3.1.3. La clase N (Nevanlinna).|. . . . . ... ...
3.2. La Transtormada de Cauchy|. . . . . .. ... ...

I T1acC Tucion Tibrd
4.1. Independencia librel. . . . . . ... ..o
[4.1.1. Ejemplo: El producto libre de grupos.| . . .

[4.1.2.  Ejemplo: Operador Creacion y Aniquilacion.|
4.2, Ta convolucién Iibrel . . . . . ... ... ... ...

[5.Conclusiones

|A. Trayectorias de Dyck|

VII

= -

18

23
23
23
25
25
28

37
37
38
41
49
65

70

71

74

Pagina v



INDICE GENERAL

Pagina vi



Introduccion

La probabilidad libre es una teoria creada por Dan Voiculescu alrededor de
1985, motivado por una serie de trabajos en los que buscaba entender algebras
de von Neumann de grupos libres. Sus descubrimientos en 1991 sobre el hecho
que las matrices aleatorias también satisfacen asintoticamente la relacion de
libertad transformo la teoria radicalmente. No sélo produjo resultados especta-
culares acerca de la estructura de las algebras de operadores, también introdujo
nuevos conceptos y herramientas en el campo de estudio de la teorfa de matrices
aleatorias; a tal grado que, en un enfoque especifico, los espacios de probabilidad
no conmutativos se usan para modelar el comportamiento asintético de matrices
aleatorias cuando la dimension de estas tiende al infinito.

Asi, la teoria de probabilidad libre se ha convertido en un campo de estudio
propio, uniendo varias disciplinas de las matematicas como lo son la probabili-
dad clésica, las algebras de operadores, las matrices aleatorias, la combinatoria,
la teoria de representaciones de grupos simétricos, entre otras. Una idea impor-
tante aportada por la probabilidad libre es que el concepto de libertad para una
familia de variables aleatorias no conmutativas en un algebra de von Neumann
debe tratarse como un anélogo de la nocién de independencia de la probabili-
dad clasica. De este modo, se motiva el desarrollo de contrapartes libres de los
teoremas fundamentales de la probabilidad clasica. Por ejemplo, existe una no-
cion de convolucion libre de distribuciones y un conjunto de artefactos analiticos
bien desarrollados, que reemplaza a la maquinaria clasica de la transformada de
Fourier, para tratar eficazmente este nuevo tipo de convolucién.

La convolucién libre es una operacion binaria sobre medidas de probabilidad
en la recta real, que corresponde a la suma de dos variables aleatorias libres;
de la misma manera que la convolucién usual corresponde a la suma de dos
variables aleatorias independientes. También existe una versién multiplicativa
de la convolucién libre, que va con el producto de variables aleatorias libres.
El tratamiento analitico para la descripcién de esta nueva operacién se basa
en una buena comprension de las transformadas de Cauchy, de las medidas de
probabilidad convolucionadas, y de un par de otras transformaciones usadas es-
pecificamente por la probabilidad libre, la transformada R y la transformada

Pagina viIr



INDICE GENERAL

S. Por lo tanto, por un lado, muchas preguntas sobre la convolucion libre re-
sultan en nuevas declaraciones interesantes sobre las funciones analiticas, y por
otro lado, el analisis complejo es una herramienta importante para investigar
las propiedades de la convolucion libre.

El objetivo principal de esta tesis es presentar una demostracién de la pro-
piedad de linearizacion de la transformada R para suma de variables aleatorias
no conmutativas y libres, ademés de dar una introduccién al campo de la teoria
de la probabilidad libre, estudiar el concepto de la convolucién libre y algunos
resultados generales.

El primer capitulo define y expone los conceptos bésicos de la probabili-
dad libre que tratan Nica y Speicher en [12]. Se definen las ideas de espacio
de probabilidad no conmutativo y distribucién-* de una wvariable aleatoria mo
conmutativa, asi como propiedades y algunos ejemplos de estos conceptos.

El Capitulo 2 esta basado en otra de las conferencias de Nica y Speicher en
[12]. Se presenta un caso particular de variables aleatorias no conmutativas, asi
como una forma de obtener la distribucién de este tipo de elementos, lo cual
muestra algunos aspectos combinatorios de la probabilidad no conmutativa.

En el Capitulo 3, apoyado principalmente en [2], se expone la transformada
de Cauchy y se desarrollan algunos resultados importantes que serviran para el
estudio de la convolucion libre.

Finalmente, el cuarto capitulo busca describir la convolucion libre, algunas
propiedades y mostrar dos casos especiales de esta operacién; la convoluciéon
libre entre deltas de Dirac y distribuciones semicirculares. Previamente se define
la idea de independencia libre y se desarrollan dos ejemplos. La definicion de
los conceptos, algunas caracteristicas y ejemplos se estudiaron de [12] y [15],
mientras que el desarrollo técnico para la transformada R estd motivado por
[10].
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—Capitulo 1
Espacios de probabilidad-x

En este capitulo se formulan los conceptos béasicos de la probabilidad libre.
Esta presentacion se lleva a cabo desde el contexto del anélisis funcional dividido
en dos secciones.

En principio, se define lo que es un espacio de probabilidad no conmutativo y,
asi, lo que constituye un espacio de probabilidad-*. En consiguiente, se exhiben
algunas propiedades y se detallan unos cuantos ejemplos de estos espacios.

En la segunda seccién se define qué es un momento-* y la distribucion-* de
una variable aleatoria no conmutativa. A su vez, se desarrollan algunos resul-
tados que muestran la importancia que tiene la distribucién-* para detallar los
posibles valores que puede tomar la funcional dada, asi como algunos ejemplos
que puntualizan esta relacion.

1.1. Espacios de probabilidad no conmutativos.

Béasicamente, un espacio de probabilidad conmutativo se puede ver como
un algebra de variables aleatorias y una funcional para ésta, dada por la espe-
ranza de dichas variables aleatorias. De esta manera, la extension al caso no
conmutativo se define como sigue:

Definicién 1.1.1. Un espacio de probabilidad no conmutativo es una pareja
(A, ) tal que

(1) A es un algebra unitaria sobre C. Es decir,

a) (A, +,-) es un algebra y
b) Existe 14 € Atalque a-14 =14 -a=a, paracualquier a € 4

(i) ¢ : A— C es una funcional lineal unitaria. Es decir, ¢(14) =1
A los elementos a € A se les llama variables aleatorias no conmutativas.

Nota 1.1.1.
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1.1. Espacios de probabilidad no conmutativos.

(1) Se dice que @ es una traza cuando p(ab) = p(ba), para todo a,b € A

(11) Si ¢ es una traza, entonces se dice que el espacio (A, ) es tracial.

Definiciéon 1.1.2. Sea (A,+,-) un algebra sobre C y sea x : A — A una
operacion unaria. Se dice que A es un dlgebra-x si se satisface lo siguiente:

(1) (za + b)* = zZa* + b*, para cualesquiera a,b € Ay cualquier z € C
(anti-lineal)

(i) (ab)* =b*a*, para cualesquiera a,b € A (anti-multiplicativa)
() 1% =14
(tv) (a*)* =a, para cualquier a € A (involucién)

En la literatura también se enuncia de otra forma al pedir que la operacion
sea un anti-automorfismo (incisos (1), (II)) y una involucién (inciso (IV)) sobre
A y que se satisfaga (1II).

Definicién 1.1.3. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo y
A una algebra-x. Decimos que (A, ) es un espacio de probabilidad-* si para
cualquier a € A p(a*a) > 0, es decir que la funcional sea positiva.

Definicién 1.1.4. Se dice que un espacio de probabilidad no conmutativo
(A, ) es un espacio de probabilidad C* si A es un algebra C* y ¢ es un estado.

Nota 1.1.2. Se dice que ¢ es fiel si dada a € A sucede lo siguiente:
Sipla*a)=0=a=0

Desde la estructura de un espacio de probabilidad-x podemos denotar las
siguientes propiedades para variables aleatorias no conmutativas, cuyas defini-
ciones salen directo del area de estudio de operadores sobre espacios de Hilbert.

1. Se dice que a € A es autoadjunta si a = a*.

2. Se dice que u € A es unitaria si u*u = uu* = 14.

3. Se dice que a € A es normal si a*a = aa*.

4. Se dice que a € A es positiva si a = x*x, para algin x € A
Observacion 1.1.1.

(1) Dada a € A definimos su parte real y parte imaginaria como sigue:

Re(a) := L J;a*),
Im(a) := %
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1. Espacios de probabilidad-x

(i1) Dada a € A existen x,,y, € A, autoadjuntos, tal que a = z, + iy,

Prueba. Sea a € A, tomamos z, = Re(a) y y, = Im(a) entonces,

i — a+a* Jr‘afa* _ata*+a—a*
Ta + 1Yo = — = = 5 =a
O
Observacién 1.1.2. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad-x.
Siz =a" = p(x) € R, para cualquier x € A
Prueba. Sea z € A tal que x = x*, entonces
<x+1,4>*(x+1,4> (w—lA)*(x—lA) _(x+1A)2 (r—14)?
2 2 2 2 4 4
_x2+2m+1A—x2+2x—1A

4

=2X.

””'21““ yvb= '7”_21/‘, entonces

p(r) = p(a”a) — o(b™b),

pero ¢ es positiva, es decir 0 < ¢(a*a) € R, para cualquier a € A. Por ende
o(x) € R. O

Luego denotemos a =

Observacién 1.1.3. Sea (A, ) un espacio de probabilidad-*. Entonces la fun-
cional ¢ es autoadjunta, es decir, dada a € A

Prueba. Sea a € A entonces, por la Observacion m (inciso IT), a = x + iy
para algunas z,y € A, con x = z* y y = y*. Entonces

p(a”) = p((z +iy)") = oz — iy) = p(z) —iv(y)
y por la Observacion es claro que ¢(z), p(y) € R. Asi,

p(a®) = p(x) —iv(y) = p(z) +ip(y) = p(z +iy) = ¢(a)

O

El siguiente teorema extiende la desigualdad de Cauchy-Schwarz al marco
general de los espacios de probabilidad-x.

Teorema 1.1.1. Sea (A, ) un espacio de probabilidad-*. Entonces para cua-
lesquiera a,b € A
lp(b*a)|* < p(a*a)p(b*d) (1.1.1)
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1.1. Espacios de probabilidad no conmutativos.

Prueba. Sean a,b € A.

Sia=0o0b=0 el resultado es trivial.

Si a = b, entonces |p(b*a)|* = |p(a*a)
p(a*a)p(b*b), por lo que se satisface (1.1.1)).

Sean a # by a,b # 0. Para el subcaso donde ¢(b*a) = 0 claramente se
satisface , por la positividad de ¢. Si ¢ no se anula en b*a, consideremos

el mapeo T : R — R dado por

> = p(a*a)p(a*a) = p(a*a)p(a”a) =

T(t) = ¢((a —tb)*(a — tb))  para cualquier ¢t € R
Sea t € R, entonces por hipétesis T'(t) > 0, es decir,
go(a*a —ta*b —tb*a + t2b*b) >0,
por lo que
pla”a) — tp(a’h) — tp(ba) + £2p(b°b) > 0,
pero por la Observacién m, o(a*b) = p(b*a), entonces
pla*a) —t(p(b*a) + p(b"a)) + t%p(b*0) = 0,

por lo que
2t Re(p(b*a)) < p(a*a) + t2(b*b).

Para el subcaso donde ¢(b*b) = 0 tendremos que 2t Re(p(b*a)) < ¢(a*a). Lo
cual solo es posible si Re(p(b*a)) = 0, ya que si Re(p(b*a)) > 0 la desigualdad
no se sostiene para cualquier t € R y si Re(¢(b*a)) < 0 tampoco se sostiene
para cualquier ¢ € R™. De esta manera, tendremos que

0= (Rel(vra))’ = EUO+ A0l + (et

solo se satisface cuando ¢(b*a) = 0, por lo que (1.1.1)) se satisface.

1
Asi, si o(b*b) # 0, en particular, para t = (i((Z*ZD * tendremos que

1

? (w(a*a)) " Re(p(b*a)) < p(aa) + 2ED o)

¢(b*D) p(b*b)
entonces ) )
2¢p(a”a)? Re(p(b"a)) < 2¢(a”a)p(b*D)?
de donde .
Re(p(b*a)) < (p(a*a)p(v8))”
Y 2
(Re(p(b"a)))” < p(a"a)p(b*b) (1.1.2)
Luego, consideremos z = |£§Ziab§|. Claramente z € C y |z| = 1, entonces
- o0 a)l .. o0 a)l .. .
zZo(b*a) = . o(b*a) = . o(b*a) = b*a
p(b*a) @b p(b*a) ) p(b%a) = |p(b*a)|
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1. Espacios de probabilidad-x

pero |p(b*a)| € RT, entonces |¢(b*a)| = Zp(b*a) = Re(Zp(b*a)). Asi, de (1.1.2)
se sigue que

(Be (p((zb)"a)) ) < gla"ayo((:b)"=b)

de donde

(Re (Zc,o(b”‘a)))2 < p(a*a)p(zb* 2b)

y por lo tanto

lp(b*a)]? < p(a*a)p(z20%D) = p(a*a)p(|2|°b"b) = p(a*a)p(b*D)

Ejemplo 1.1.1.

Sea (Q,F,P) un espacio de probabilidad en el sentido clésico, es decir
) es un conjunto, F es una o-algebra de subconjuntos medibles de 2 y
P: F — [0,1] es una medida de probabilidad. Denotemos A = L (2, P)
y tomemos a ¢ dada por

o(f) = /Qf(w)d]P’(w), para cualquier f € A

v a la operacién * como
fflw)=fw), feAd we

Entonces (A, ¢) es un espacio de probabilidad-* de traza fiel.

Prueba. Es claro que con la suma y multiplicaciéon de funciones complejo-
valuadas y con la funcion identidad 14(w) = 1, para toda w € Q, A es un
algebra unitaria sobre C. Y como ¢(14) =P(2) =1, (A, ¢) es un espacio
de probabilidad no conmutativo. Entonces

sup | f*(w)| = sup |f(w)| = sup |f(w)| < oo, para cualquier f € A
weN weN weN

por lo que f* € A para cualquier f € A. Ademas, dadas f,g € A se
cumple que:

a) 1%(w) =1=1=14(w), para cualquier w € Q. Por tanto, 1* = 14.

b) (f*(w)* = (f(w))* = f(w) = f(w), para cualquier w € Q. Por tanto,
f* = f (involucion).

¢) ((zf+9)w))" = (2f + 9)(w) = 2f(w) +g(w) = Zf*(w) + g*(w), para
cualquier w € Qy z € C. Por tanto, (zf+g)* = Zf*+g* (anti-lineal).

d) (f9)w))" = (fo)(w) = flw)glw) = gw)f(w) = glw) flw) =
g*(iu)fl*(w), p)ara cualquier w € Q. Por tanto, (fg)* = g*f* (anti-
multiplicativa).

Pagina 5



1.1. Espacios de probabilidad no conmutativos.

(1)

(111)

De esta manera, (A, *) es un algebra-*. Por ultimo, dada f € A se tiene
que

ﬂﬁﬁ=AUVWMMM=AW@NWW@=AUWWWM20

Es decir, ¢ es positiva. Por tanto, (A, ¢) es un espacio de probabilidad-x.
Que ¢ sea una traza se sigue inmediatamente porque la multiplicacién de
funciones conmuta en C y para verificar que sea fiel tomamos cualquier
f € A, entonces si p(f*f) =0, tendremos que

|f(w)[PdP(w) = 0,
Q
por lo que f =0 c.d.-P O

El ejemplo anterior s6lo trata las variables aleatorias genuinas que son
acotadas, por lo que omite las mas importantes de la teoria de probabilidad
usual (las de distribucion Gaussiana). A manera de extension, para este
segundo ejemplo, reemplazamos A = L>*(Q2,P) por

A=L>"(QP):= () L’(QP)

1<p<oo

De esta manera obtenemos un algebra de variables aleatorias genuinas que
tienen momentos finitos de cualquier orden; esta extensiéon ya incluye las
Gaussianas. Es cerrada bajo la multiplicacién usual de funciones complejo-
valuadas, pues dados f,g € A y 1 < p < oo tenemos que

|fI?P +1g]*
2 )

1 1
/vwwsf/va+f/me,

por lo que fg € A. Que (A, ¢) sea un espacio de probabilidad- de traza
fiel se sigue de la misma manera que en el inciso anterior.

IfglP <

entonces

Sea d un entero positivo, consideremos M;(C), las matrices de dimension
dxd sobre los complejos, y sea tr : My(C) — C la traza normalizada,

d
1
tr(A) = 7 Za“’ para A = (O‘ij)?,jzl € My(C)
i=1

Definimos la operacion * : My(C) — My(C) dada por
AT = (@)

1,j=1

para A = (aij)f’jzl € My(C)

Entonces (My(C),tr) es un espacio de probabilidad-* de traza fiel.
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1. Espacios de probabilidad-x

Prueba. Con la miltiplicacion y suma usual de matrices y la matriz
identidad Iy = (6;;)¢;_;, M4(C) es un élgebra unitaria sobre C. Luego,

dados A = (ev;)f 1, B = (Bij)¢ =1 € Ma(C) y z € C se tiene que

&l

d
1
ZA+B E z_: ZOéii-i-ﬁ” =

( Z zoz“+z ﬁ“> = é (Z Zd: Cm-l-zd: ﬁn‘)
i=1 i=1

Q.M—‘

d 1 d
Z E Z = ztr(A) + tr(B)

1 & d
:E';(siizﬁzl

Por tanto, (Mg(C), ¢r) es un espacio de probabilidad no conmutativo. Lue-
go, dadas A = (aij)ﬁj:h B = (5@')%;1 € M4(C) tenemos que:

a) A* = (aji)f ;-1 € Ma(C).

b) I; = (g)gjzl = (6ji)(i1,j=1 = (51‘1‘);'1,]':1 = Ia.

c) (A%)" = ((@)%:1)* = (@)ﬁjd = (O‘ij)” 1 =A

d) Sea z € C, entonces

ZA+B (zalj ’L] 1+(/BZ])7] 1)*
(Zazj +51] i,j= 1)}k
(Zaaz +Bﬂ)
(Zaﬂ + Bﬂ')z] 1

d d
_Z(aﬂ) i,j=1 (ﬁji)i,jzl
=zZA* + B

i,j=1
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1.1. Espacios de probabilidad no conmutativos.

e) Por un lado,

Por otro lado,

Por tanto, (AB)* = B*A*.

De esta manera, M4(C) es un algebra-+. Ahora, dada A = (O‘ij)g,jﬂ en
M4(C) se tiene que

laki]? >0,

por lo que tr es positiva. Por tanto (My(C), tr) es un espacio de probabilidad-
*. Luego, veamos que ¢ es una traza. Sean A = (O‘ij)?,jzl yB= (Bij)g’j:l
en My(C) entonces,

SH

d

d d d d
ZZ QikBri = % ZZ ik Pri = % > Bricik = tr(BA)
i=1 k=1 —1i=1 j

k=1

Q.\'—‘
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1. Espacios de probabilidad-x

Por tltimo, dada A = (ay;)f,_, € My(C), si tr(A*A) = 0, entonces

1 d d
EZ; ak}l =

entonces

loagi|* =0, paratoda k,i € {1,2,...,d}
por lo que

agp; =0, paratoda k,i € {1,2,...,d}
y, asi,

A= ()¢ ;21 = (0)¢ 2, = Oq
O

(tv) De los ejemplos (II) y (III) se puede dar otro mas donde el algebra
consiste de las matrices dxd sobre L~ (Q2,P), es decir

A= My(L=(9,P))

y la funcional ¢ esta dada por
o(F) = / tr(F)dP, para toda F € A
Q

Las variables aleatorias no conmutativas de esta algebra-* son las matrices
aleatorias sobre (2, F,P), donde esta claro que la operacion * se da como
en los incisos (1) y (I1I). Veamos que ¢ es positiva. Sea F' = (fi;);_,
en A, entonces

P(F*F)=¢ ),3 1 (fu) ij= 1)

((f5,
o((En)

2]1

d
(Lrn) )
k=i ij=1

frifwidP

u

M=

J
L
J

(F"F) = 0.

1 1

Mg
M= 7

Ul =

| fril2dP

Il
—
B
Il
—

%

por lo tanto
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1.1. Espacios de probabilidad no conmutativos.

Por tultimo, veamos que ¢ es una traza y fiel. Sean F' = (fij);{jzl y G =
(9i5)¢ ;=1 en A, entonces

(FG) :W((fz‘j)c‘l,j:1 (gm) i,j= 1)

d
= (Z fzkgkj>
%,

4,j=1

fikgridP

Il
S~
&l
= I~ I
M- 11 11

s
Il
-

I
S
Ul

.
Il
-

ki firdP

s
Il
_

ki firdP

Il
S—
SN

>
Il B
—

d

n,m=1

d

gnzf?m)
n,m=1

=@ ((gﬂm)z,mZI . (fnm)7dz7m:1>
=¢(GF)

Il
S~
~
=<
/

i-

s
Il
-

Il

AS)
—
M~

ﬁ
Il
—

Luego, si p(F*F') = 0 tenemos que

/ZZIM aP =0,

i=1 k=1
entonces
d d
S5 [ lpulae =0
i=1 k=1
de donde
/ | fus|>dP = 0, para toda k,i € {1,...,d}
Q
y
fri =0 c.d.-P, para toda k,i € {1,...,d}
por lo que

F=0.

Por lo tanto, (Md (L~ (Q,P)) ,90) es un espacio de probabilidad-* de
traza fiel.
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1. Espacios de probabilidad-x

(v) Sea H un espacio de Hilbert y sea A = B(H) el conjunto de operadores
lineales y acotados en H. A es un algebra-*, donde el producto entre
operadores es la composicion y el adjunto T de cualquier operador T' € A
se determina de manera tinica como sigue:

(Tu,v) = (u, T*v) para todo u,v € H

Sea A; C A una subalgebra-x unitaria y sea ug € H un vector de norma
unitaria (||ug|| := (ug,up)'/? = 1). Definimos ¢,, : A; — C como sigue:

Vuo(T) := (Tup,uo) para toda T € Ay

Entonces ¢,,, es una funcional lineal positiva y unitaria, y usualmente se
dice que es un estado vectorial (en el algebra de operadores A;). Veamos
que ¢, es positiva. Sea T € A;, entonces

Pug (T*T) = <(T*T)U(),’U,Q> = <T* (TUO),U()>
y llamemos vy = Tug, entonces

Puo (T*T) = (T"vo, uo)
= (vo, (T™)"uo)
= (vo, T'ug)
= (Tup, Tug) >0

Por lo tanto, (A1, ¢y,) es un espacio de probabilidad-*.

Definicion 1.1.5.

(1) Un morfismo entre dos espacios de probabilidad- (A, ) y (B,%) es un
homomorfismo unitario entre algebras-x ® : 4 — B tal que ¢y o ¢ = .

(11) Cuando (B, ) es el espacio de probabilidad-* como del Ejemplo %
se dice que ¥ es una representacion de (A, ¢).

Nota 1.1.3. Para precisar un poco la Definicion (II), el dar un represen-
tacion de (A, ¢) equivale a dar una terna (#, P, uo) donde H es un espacio de
Hilbert, ® : A — B(H) es un homomorfismo unitario y up € H es un vector de
norma unitaria tal que p(a) = (®(a)ug, up), para toda a € A.

1.2. Distribuciones-x*

En esta seccién se extiende el concepto distribuciéon de la teoria de pro-
babilidad clasica al ambito algebraico no conmutativo. Se les denomina como
distribuciones porque reflejan la misma idea de la probabilidad clasica, donde
la distribucion (px) de una variable aleatoria clasica (X) se entiende como la
medida inducida en (C, Bc), por medio de la medida del espacio de probabilidad
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1.2. Distribuciones-x.

y la variable aleatoria, como sigue: px(-) :=P (X !(-)). Asi, la distribucién de
X nos habla sobre la posibilidad de los valores que puede tomar X, segin los
eventos de €.

En cierto modo, esta medida es exactamente una funcional sobre las variables
aleatorias del espacio, la cual estd determinada integrando respecto a la medida
de probabilidad. Consideremos un espacio de probabilidad cualquiera (2, F,P)
y sean X una variable aleatoria y P cualquier polinomio. Entonces

/Pd,uX:/Pon}P’:Ep(PoX).
C Q

Asi, extiendiendo a cualquier variable aleatoria acotada, definimos la funcional
fix : L™ (Q,P) — C tal que para toda f € L™ (Q,P)

jix (1) = [ fdux =E(foX)

Con esta idea, si (A, ¢) es un espacio de probabilidad no conmutativo y a €
A, la distribucion de a seria una funcional lineal p, en el dlgebra de polinomios
de una incognita con coeficientes complejos, definida por p, (P) = ¢(P(a)).
Ademas, si a es normal, la funcional p, se puede extender a una medida de
probabilidad de soporte compacto en C, cuya definicién se da a continuacion:

Definicién 1.2.1. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad-+ y sea a € A tal que
a*a = aa™ (normal). Se dice que una medida de probabilidad p sobre C es la
distribucién-* de a si tal medida existe, es de soporte compacto y satisface que

/z"(?)mdu(z) = ¢(a"(a*)™), para todos n,m € N (1.2.1)

A grandes rasgos, la distribucion-* de una variable aleatoria no conmutativa
a es una manera estandarizada de leer los valores de ¢ en la subalgebra-* unitaria
generada por a. En este caso, la subélgebra-+ unitaria generada por a es

A= ({a"(a*)"|n,m > 0})

Asi, el trabajo de la distribucién-* de a sera el de tener un rastreo de los
valores de ¢(a™(a*)™), donde n,m € N U {0}. El tipo de objeto que puede
realizar esta labor, y que es preferible tener cuando sea posible, es una medida
de probabilidad de soporte compacto sobre C.

Ademas, esta medida de probabilidad p de soporte compacto sobre C se
determina de manera tinica por como integra funciones de la forma z — 2" (z)™,
con n,m € N. Consecuencia inmediata del teorema de Stone-Weierstrass. De
manera mas precisa, por el teorema de Stone-Weierstrass, p se determina como
una funcional lineal sobre C(K), el espacio de funciones continuas complejo-
valuadas sobre K, donde K es el soporte de p; esto a su vez determina de
manera Unica a .

El siguiente teorema muestra las condiciones necesarias para que dos distribuciones-
* sean iguales.
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1. Espacios de probabilidad-x

Teorema 1.2.1. Sean uq, uo medidas de probabilidad de soporte compacto
sobre C y sean n,m € NU {0}.

Si [ 2@ dn(z) = [ @ duale) = = e

Prueba. Sean pu1, 1o medidas de probabilidad de soporte compacto sobre C y
consideremos el compacto K tal que contenga tales soportes. Dada p medida de
probabilidad definimos L, : C(K) — C como

L,(f)= /fd,u, para toda f € C(K)

Claramente L,, es funcional lineal sobre C'(K). Luego, dados n,m € N conside-
remos el polinomio p,, ,, : K — C dado por

m

Pn,m(2) = 2"(Z)™, paratoda z € K

Entonces, por Stone-Weierstrass, {({p,,m(z)|z € K}) es denso en C(K), por lo
que de la hipotesis se sigue

L (f) = Luy(f), para toda f € C(K)

En particular, dada (f;)reny C C(K) tal que fy kC;dW X B, donde B es cualquier
— 00

boreliano de C, se tiene que

Ly (fi) = Ly (i),

/fkdul Z/fkdﬂz

y por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,

entonces

p1(B) = pe(B), para cualquier boreliano B de C
por lo tanto, pu1 = ps. O

Observacion 1.2.1. (Caso de variables aleatorias no conmutativas autoadjun-
tas). Sea (A, p) un espacio de probabilidad-+ y sea a € A tal que a = a*.
Supongamos que a tiene distribucion-* p, entonces el soporte de u esta en R.

Prueba: Definimos f : C — C dada por f(z) = z — z, para toda z € C.
Entonces,

22 zZ) = z—Z)zZ—z zZ) = 22722—22 z
/C\f()ldu() /@( )z — 2)du(2) /2 dy(z)

C

Pero por hipotesis y como a es normal, de ((1.2.1)) se tiene que

/CQZZ — 2% = Z2du(z) = 2¢(aa*) — p(aa) — p(a*a*) = 0
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1.2. Distribuciones-x.

Es decir,
L r@Pdu =0
entonces f se anula en el soporte de u, por lo que

supp(p) C {z € Clz =%} =R.

Asi que en este caso p en realidad es una medida sobre R y se tiene que

/tpdu(t) = ¢(a?), para toda p € N (1.2.2)

De hecho, si encontramos una medida de probabilidad p de soporte compacto en
R tal que [ tPdu(t) = p(aP), para toda p € N, entonces u es la distribucion-« de
a. Claramente, [, 2™(Z)"dpu(z) se vuelve [ ¢"*"dpu(t) , mientras que ¢(a"(a*)™)
se vuelve p(a™t™). Asi, la idea de esta observaciéon es que para elementos
a € A autoadjuntos es mas apropiado hablar de su distribucion (en vez de
su distribucion-x); esto se define como una medida de probabilidad de soporte
compacto en R tal que se satisface.

A continuacion se presentan los resultados seguidos de la observacion anterior
para el caso especial de operadores lineales, acotados y autoadjuntos sobre un
espacio de Hilbert y algunos ejemplos de distribuciones-*.

Teorema 1.2.2. Sea H un espacio de Hilbert y sea T' € B (H) autoadjunto.
Denotemos por B al dlgebra C* generada por {T,1}. Sea ¢ : B — C un es-
tado, entonces existe p medida de probabilidad de soporte compacto sobre los
borelianos de R tal que

(T = / t"du(t), paratodon € N.
R

Corolario 1.2.1. Sea (A, ) un espacio de probabilidad C*. Todo a € A
autoadjunto admite una p, medida de probabilidad de soporte compacto sobre
los borelianos de R tal que

@ (a™) = / t" du.(t), paratodon € N.
R

Ejemplo 1.2.1.

(1) Consideremos el Ejemplo[1.1.1](I), donde el algebra de variables aleatorias
es L>(Q,P). Sea a € A; en otras palabras, a es una funciéon F-medible
acotada, a : 2 — C. Consideremos la medida de probabilidad u en C,
llamada la distribucion de a en la teoria de probabilidad usual; esto se
define como

u(E) = P({w €N :alw)e E}), E c C boreliano. (1.2.3)
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1. Espacios de probabilidad-x

0y

Si tomamos algtn r > 0 tal que |a(w)| < 7, para todo w € Q, queda claro
que u tiene soporte en el disco cerrado de radio r con centro en 0, por
lo que i es de soporte compacto. Luego, como A es conmutativa, a es
normal. Veamos que p es exactamente la distribucion-* de a.

Prueba. De ([1.2.3)) se tiene que

/CXE du:/ﬂ(xan) dP (1.2.4)

Luego, por el hecho de que toda funcion F-medible se puede aproximar
por funciones F-simples y toda funcién F-simple se puede aproximar por
funciones caracteristicas, se satisface para cualquier funciéon medi-
ble acotada.

Ahora, sean n,m € N y tomemos r > 0 tal que |a(w)| < r, para toda
w € Q. Consideremos f : C — C tal que f(z) = 2"(2)™, para todo z € C
con |z| < r. Claramente f es F-medible y acotada, por lo que

dp = oa) dP
Entonces

Aw@mW@zlgwwwmw=4wmwwmmwwx

pero

Por lo tanto
L@ dute) = ota(@)™)
asi, p es la distribucién-x de a. O

Consideremos el Ejemplo E (III). Sea A = (aij)?’j:l € My(C) una
matriz normal. Sean A1, ..., A\g los valores propios de A, considerando mul-
tiplicidades. Luego, como A es normal, A es diagonalizable por una matriz
unitaria U € My(C). Es decir, A = UDU~!, donde D = ()\i5ij)fl,j:1 yU
es una matriz cuyas columnas son los vectores que constituyen el niicleo

de (A — \;14), para cada i € {1,...,d}, y ademas UU* = I; = U*U. Asi,
dados n,m € N, tenemos que

A" =UD"U!
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1.2. Distribuciones-x.

Entonces
tr (A"(A*)™) =tr (UD"U~ (U ")*(D*)"U*)
=tr ((D)"U*UD"UTN(U)Y)
—tr ((D*)"D")
—tr (D"(D)")
donde D" = (A"dij)zjzl y (D)™ = ()\T-mdijyji , entonces
. . d
D(D*)" = (AR 5”)1”:1
entonces

(Dn m Z )\n 3

por lo que queda claro que

d
1 —m
tr(A™(A")™) = gZAm (1.2.5)
i=1
Ahora, definimos
d
1
H=1q Z O,
i=1

donde

s®={; J55

para todo B C C boreliano y A € C. Veamos que p es la distribucion-* de
A, usualmente llamada la distribucion de valores propios de la matriz A.

Prueba. Sean n,m € N. Por la linealidad de la integral tenemos que

/z”(z dZ/ ™ doy,(2)

donde f(z) = 2"(Z)™ es Borel medible, entonces

/f dox, = f(\;), paratoda i€ {1,...,d}

Por tanto

d
[ e e = N o B arar ).
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1. Espacios de probabilidad-x

Definicion 1.2.2. Sea a una variable aleatoria no conmutativa en un espacio
de probabilidad-* (A, ¢). Una expresion de la forma

e(a---a*), conk>0yey,...,ep € {1,%}, (1.2.6)
es llamado un momento-* de a.

De esta manera, podemos observar que la distribucién-* de a permite obtener
sus momentos-x*.

Definicion 1.2.3. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad-* y sea a un elemento
autoadjunto de A. En este caso, los momentos-* descritos en se reducen
a expresiones de la forma p(a¥), k& >0, y se les llama simplemente momentos
de a. Siguiendo la terminologia estandar de la teoria clésica de probabilidad,
el primer momento ¢(a) también es llamado como la media de a, mientras que
©(a?) — p(a)? es llamado la varianza de a.
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—Capitulo 2
Distribucion de elementos
no-normales

En este capitulo se hara uso de las trayectorias de Dyck, expuestas detallada-
mente en el apéndice A, asicomo de algunos conceptos y resultados expuestos en
el capitulo anterior para calcular detalladamente la distribucion-* de a + a*, pa-
ra a no-normal. La cual resulta ser una distribuciéon semicircular. En el capitulo
4 se dara una descripcion concreta de esta distribucion.

Asi, se empezara con lo siguiente. Fijemos un espacio de probabilidad-x
(A, ) y un elemento a € A tal que:

1. a*a =14 # aa*,
2. A= {a" (a*)™ - a™ (a*)™ @ k,ng,my € N}),
3. {a™(a*)™ : m,m > 0} es lincalmente independiente y

4. la funcional ¢ : A — C satisface lo siguiente:

Pl (@)™ = {(1) nem=l (204)
para toda n,m € NU {0}.
Observacion 2.0.1.
{a™ (@)™ :n,m>0}) =A (2.0.2)

Prueba. Claramente
{an(a*)m ‘n,m > 0} C {anl (a*)ml P (a*)mk . k, Mg, My € N}
Por otro lado, dados n, m, p,q € N, tenemos que

(@*(a")™) (a”(a")?) = a" ((a*)™aP) (a™)7,
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2. Distribucion de elementos no-normales

donde
La m=p
(@)"a? =< (a*)™P m>p
ab—m m<p
entonces
a™(a*)4 m=p
(a"(@*)™) (@(a")7) = { a"(@") ™ m > p
a"tPTm(g*) m <p
por lo que

a(a*)"aP(a*)? € {a"(a*)™ : n,m > 0}, para toda n,m,q,p €N

Asi, para cualquier a™ (a*)™* - - - a™(a*)™= € A, queda claro que, por induccion
sobre s, tenemos que

a™ (a*)™ - a" (a®)™ € {a"(a")™ : n,m > 0}
Por lo tanto,

{a"*(a®)™* - a™ (a™)"* : k,ng, mi, € N} C {a"(a*)™ : n,m > 0}.

O
Observaciéon 2.0.2. Sea k un entero positivo, sea €1,...,&, € {1,%} y sea
a'---a®* € A. Definimos
1, €j = * .
Aj = para 1 <j <k (2.0.3)
—1, Ej =1
y denotemos por 74, a la trayectoria NE-SE correspondiente a la tupla (A1, ..., Ag)
en {—1,1}*. Entonces
1 de Dyck
o(a - a*) = { ) Tk s e e (2.0.4)
0, c.o.c
Prueba. Si v, corresponde a una trayecoria de Dyck, entonces
J
> Xi>0, paral<j<k (2.0.5)
i=1

k
> Ai=0 (2.0.6)
=1

Fijemos j € {2,3,...,k}. Por (2.0.5) queda claro que &1 = * y, ademas,
en la secuencia €g,...,¢; hay a lo mas tantos 1 como * se tengan. Es de-
cir, a®'a®? ---a% queda de la forma (a*)P, con 0 < p < j. Pero por (2.0.6),
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la secuencia e1,...,e; tiene la misma cantidad de 1 que de *. Por lo que
afta®? - --at* =1y4. Asi, p(a® ---a®r) = 1.

Si v no es de Dyck, se consideran tres casos:

Caso I: Zzzl A >0, parral<j<k,y Zle Ai =g, para algin 0 < ¢ <
k. Lo cual implica que a®* ---a®* = (a*)?, para algin 0 < ¢ < k. Por lo
que p(a®t---a®*) = 0.

Caso II: Zle XNi =0,y jo € {1,....,k— 1} tal que > .72, A\; < 0. Asi,
por (2.0.2), se tiene que a*! ---a% = aP(a*)?, con 0 < g<p<k-—1y
0 < p+ q < k. Entonces a°! ---a®* = a"(a*)", con 1 < r < k. Por tanto
p(att---a®*) = 0.

Caso III: Zle Ai < 0,6 a = aP(a®)?, con 0 < g<p<ky

p + ¢ < k. En cualquier subcaso se tiene que ¢(a®! --- ,a®*) = 0.
O
Teorema 2.0.1. Sea k un entero positivo.
C k es par
p((atar)t) = *2 bar (2.0.7)
0 k es impar
donde C), es el p-ésimo niimero de Catalan, para cualquier p € N.
Prueba. Es claro que
(a+a*)k = Z at .- ak,
€1,..,6k E{1,%}
por lo que
(p((aJra*)k) S el ) (IR 3 1
€1,..,ek E{1,%} Trayectorias de Dyck de k pasos

Si k es impar, go((a—&—a*)k) = 0. Pues una trayectoria de Dyck cualquiera no

puede tener una cantidad impar de pasos; si fuese el caso, en particular tendria-
mos (A1,..., ) € {—1,1}* tal que Y7_; \;, con 1 < j < k, pero Ele A > 0.
Lo cual contradice la definicién.

Si k = 2p, para p € N, entonces por la observacion tendremos que

ga((aJra*)k) =Cp=Cpo O
Teorema 2.0.2. Definimos
1
du(t) = 5=V 4 —t2dt, para todat € [-2,2]. (2.0.8)
T

La distribucion de a + a* es la medida definida por (2.0.8).
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2. Distribucion de elementos no-normales

Prueba. Sea k € Ny f(t) = t*\/4 — 2, para toda t € [-2,2].
Sik=2p+ 1, para p > 0, entonces

F=t) = (F1PTEPTA — 2 = VT4 =2 = = [ (1),

por lo que

/_22 F(#)dt = 0.

Si k = 2p, para p > 0, consideramos el cambio de variable ¢t = 2cosf, y
entonces

2 2
/ f(t)dt = / t2P\/4 — t2dt
-2 2

0
= / (2cos 0)?P/4 — 4 cos? O(—2sin Od6)
= / 2272 ¢0s?P @ sin /1 — cos? 0 db
0

=4prt! / cos?? 0 (1 — cos? 9) do
0

=4prt+l / cos? § — cos?PT2 0 do
0

=4rt! </ cos?? 6 do —/ cos2(P+1) 9d0> .
0 0

I, := / cos??0df, p>0. (2.0.9)
0

Denotemos

Entonces,

2
/2 t2P\/4 — t2dt = 4P (Ip - Ipﬂ). (2.0.10)

Luego, para resolver (2.0.9)), usamos el siguiente resultado:

iy s
n—1 _
/ cos" xdxr = / cos" 2z dx, para todo n par.
0 0

Entonces,
2p—1)(2p—3)(2p—5)---5-3-1
I, = -
P 2p(2p—2)(2p—4)---4-2
_ (2p)! .
(2p(2p —2)(2p —4) ---4-2)°
_ @y
4r - (ph)?

_ (%
-5
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y de esta manera,

T (2p+2 T 2p+2(2p+1 27
Ipy1 = o = : =

41\ p+1 g+l p41 D 4p+1
1 2p+1
2

()
) 2)
|

Iy — Iy =

5
S

2-4P'p+1( )

™
= 2.4PCP.

Entonces, de (2.0.10)), se sigue que
2
/ t\/4 — t2dt = 21C,),.

De esta manera, se tiene que

/2 1% du(t) = 0  kesimpar 7
) Cp k es par

donde k& = 2p, entonces

2 .
/ #* du(t) = {0 k es impar .

-2 Cyr/2 kK es par

Asi, por (2.0.7)), queda claro que

2
gp((a + a*)k) = / th du(t), para todo k € N.

(

2p+ 1
p

)

(2.0.11)
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—Capitulo 3

Transformada de Cauchy

En este capitulo se desarrollaran las herramientas analiticas necesarias para
poder estudiar la convolucion libre, asi como construir una metodologia para
obtener la distribucién de dicha operaciéon entre variables aleatorias no conmu-
tativas.

En una primera seccién se exponen algunas representaciones integrales para
un determinado tipo de funciones analiticas. Posteriormente se define la trans-
formada de Cauchy y se muestran varias propiedades ttiles para el capitulo
posterior.

3.1. La Clase Nevanlinna

El problema de interpolacién consiste en lo siguiente: en los planos complejos
de variables z y w damos dos regiones G, y G,,, respectivamente. Luego, damos
Z ={z,} C G,y W = {w,} C Gy. Buscamos una funcion f(z) analitica en
G, cuyo rango pertenezca a G,, y satisfaga que

f(z4) = wq.

Si Z contiene mas de un punto, estas condiciones se modifican de manera natu-
ral; de la misma manera se realiza una modificacién para el caso limite cuando
zq € Z se mueve hacia la frontera de G,. Ademas, pedimos que las regiones G,
y G, sean simples cerradas; para este caso, sélo consideraremos medios-planos
o discos unitarios.

3.1.1. La clase C (Caratheodory).

Nos referimos a la clase C como al conjunto de funciones F' : D — iCT,
donde
D={zeC: |z| <1},

iCt = {2z € C : Re(z) > 0}.
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3.1. La Clase Nevanlinna

Observacion 3.1.1. Sea f = u+ 4v una funcién analitica en G,. Entonces, por
la formula integral de Schwartz tenemos que

1
f(z) =iv(0) + =— wte, de para toda z € G,. (3.1.1)
21 =1 W — 2 w

Luego, podemos reescribir f como

f(2) =u(r,0) +iv(r,0), conz=re?,
donde r >0y 0 € [—m,w|. Asi, para |z| < R < 1 se tiene que

1 [T R+ 2 wu(R,0)
= iv(0) + — 2w
f(2) =iv(0) + 2mi J_. Re?® —z  Ret?
1" Re + 2
21 J_,. Re? — 2

Rie'? do

=iv(0) + -u(R,0)df, paratoda z € G,.

Entonces, definiendo o (6) = fir u(R, ¢)d ¢, para R € (0,1), tenemos que

. 1 [™ Re' + 2
Teorema 3.1.1. Para toda funcion F' de la clase C se tiene lo siguiente:
1 [T e 42
F(z)=4iImF — . 1.
(2) =iIm F(0) + o /_7T 0 7Zda(9), (3.1.3)

donde o (0) es una funcién no decreciente y de variaciéon acotada (esencialmente
determinada por F).

Prueba. Como F(z) = u(r,v) +iv(r,¢) con ¢ € [—n, ], por la observacion
anterior, queda claro que para |z| < R < 1

1 [T Re"
F(2) = i0(0) + — ¢tz

donde og(0) = f_eﬁ u(R,¢)d¢ para 6 € [—m, 7]. Claramente, or(f) es no-
decreciente, por lo que

0<ogr(0) <ogr(r), VRe(0,1) V0 € |[—m, ]

Pero

1 [T e?+0 1 [7 1 [T 1

-7 -7 -m

Entonces

0<or(0) <2rReF(0), VRe(0,1)V0 € [—m,
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3. Transformada de Cauchy

por lo que {or(0)}re(o,1) es uniformemente acotada. Asi, por el primer teo-
rema de Helly, existe {og, (0)}ren C {0r(0)}Re(0,1), con Ry — 1,y o(0) no-
decreciente tal que para cualquier 6 € [—7, 7]

lim o, (0) = o(0).

k—o0

Asi, por (3.1.4), en particular se tiene para k € N que

. 1 [™ Rpe? +z
F(Z)—Z’U(O)‘f’g _ﬂ—me—Rk(a)7 VZEGZ,

y por el segundo teorema de Helly

) 1 (™ e 42
F(z)—zv(0)+%/ ew_zdo(e), VzeG,.

—T

3.1.2. La clase S (Schur).

Nos referimos a la clase S como al conjunto de funciones ¢ : D — D. Existe
una relacion entre la clase C y la S, dada por

_ 1 F(z) = F(0) s
o(z) = 2 PO 1T VzeG., (3.1.5)

donde ¢ es de la clase S y F' de la clase C.

3.1.3. La clase N (Nevanlinna).

Nos referimos a la clase N como al conjunto de funciones f : Ht — C™T,
donde

H" ={z€C : Im(z) > 0},
Ct={z€eC: Im(z) >0}.

Definiciéon 3.1.1. Dados dos espacios medibles (X,S), (Y,7T), una funcién
medible f: X — Y y una medida p en (X, S) se define la medida imagen de p
bajo f en (Y, T), denotada f.(u), dada por

para todo B € T.

Observaciéon 3.1.2. Dados tres espacios medibles (X,S), (Y. T), (Z,U), una
medida p en (X,S) y dos funciones medibles f : X - Y, g:Y — Z, entonces

(g0 f)s (1) = g« (fo())-

Pagina 25



3.1. La Clase Nevanlinna

Lema 3.1.1. Sea (X,S,0) un espacio de medida finita. Sean f : X — C,
u:Y — X medibles y sea p la medida imagen de o bajo u. Entonces

/f(u(e))da(e)z/ f(@)dp(a). (3.1.6)
Y

X

Prueba.
Caso I: Sea B C X y f = xB, entonces

/ XBOU da:/ Xu—l(B)dU:O'(U_l(B)) :/ xBdu.
Y Y X

Caso II: f es una funcion simple. Es decir,

n
f = Z Ci XB;»
=1

donde ¢; € Cy B; C X, para toda ¢ € {1,...,n}. Entonces, por le caso I,

/onudailcia(ul(Bi))/de,u.

1=

Caso III: Si f es cualquier funcién medible y acotada, entonces existe una
sucesion (S, )nen, uniformemente acotada, de funciones simples tal que s, — f.
Entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue y el caso
II, tenemos que

/fouda:h'm spou do= lim sndu:/ fdu.
Y X X

n—oo Y n—oo

Lema 3.1.2. La transformada de Mébius 7 : D — H™T, dada por

T(2) = i(1+2)

1—z "

es una biyeccién entre el interior del circulo unitario y el semiplano superior.
Ademas, la inversa esta dada por

w—1
wH+ i

T (w) =

Prueba. Veamos que T es inyectiva. Sean z,y € Z, tales que |z|, |y| < 1. Si
T(x) = T(y), entonces
i(l+x) i(l1+y)
l—2  1-—y

b

entonces
(I+z)(1-y)=Q0+y)d-=),
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3. Transformada de Cauchy

de donde
l-y+zr—2y=1—-a+y—2y,
y
T =y.
Luego, veamos que 7T es suprayectiva. Sea w € H* y consideremos z = gjri,
entonces
o = 2% = (w—1)(w+1) _ |w|? +i(w —w) + 1 _ |w|? — 2Im(w) + 1 <1
(w+i)(w—14) |w?—ilw—w)+1 |w]?+2Im(w)+1 ’
por lo que |z| < 1y
zZ) = - = =
1-— g;; w4+t —w+1
O

Teorema 3.1.2. Para toda funcion f de la clase N se tiene la siguiente repre-

sentacion: -
1+uz

u—=z

fz)=pz+v +/ dr(u), (3.1.7)

— 00

donde p, v € R, con p > 0, y 7(u) € BV(R) es no-decreciente.

Prueba. Sea f de la clase N y consideremos la siguiente transformaciéon de
mébius del circulo unitario al semiplano superior (H™):

(1
1—2
Entonces .
z:w Z,, we HT.
w1

De esta manera, tenemos que f(w) = iF(z), con F de la clase C. Asi, por el
Teorema tenemos que

F(z) = i ImF(0) + i/w @da(e).

2 J_. e — 2
Por lo que
1 [ €4z
=—ImF — - —
f(w) mF(0) + - /_7r s, 4o(0)
Pero
i0 i0 i0 1
/ i-e.0+zd0(9):/ ioe‘9+zd0(0)+/ i S de() 40—
[—7,7] e —z [—7,0) e — 2z (0,7 e —z 1

0 10
:/ i< +2d0(9)+/ i 2 40(0) + wdo({0}).
[—m,0) (0,7]
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3.2. La Transformada de Cauchy

Luego, consideremos u(6) = M Entonces u establece una biyecciéon entre
[-7,0) vy [0,00) o (0,7] ¥ (—oo,O]. Ademas, v/ (0) = %, por lo que es
continua y nunca se anula en [—m,0) o (0,7]. Asi, por el Lema [3.1.1] se tiene

que
0 wfi
/ Z‘.€9+Z / 77;'2 do(9)
[—m,0) e’ [ TFO) wi
_ 7,9 1 10
/ 9+wz( +e 3 do(6)
70 (L +e?) —w(l—e?)
1+ wz(1+e7€ )
c—do(6)
/[ m,0) 1(1—:619) w
1 —|— wu .
-/ dr().
[0,00)
Analogamente,

De esta manera,

do {0} 1 1+ wu . 1 1+ wu .
w) = —ImF(0 dr(u — (U
fw) (0) +w [mo (@) + %

1P () + 0 {O} 1/ . dT(a).

3.2. La Transformada de Cauchy

Dada p una medida de probabilidad en R, consideramos la transformada de
Cauchy de pu dada por

Gu(z) = / ! ; dp(t), paratodoz € C\R. (3.2.1)

oo 2
Observacioén 3.2.1. Es claro que

G- [ aun- [ aw- [T -6,

—oo 2 oo Z oo 21

por lo que el comportamiento de G, en el semiplano inferior (H™) esta deter-
minado por su comportamiento en el semiplano superior (H™T).
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3. Transformada de Cauchy

Nota 3.2.1. Para cualquier a > 0 denotemos
Lo ={z€H" : |Re(2)| < aIm(z)} (3.2.2)

Observaciéon 3.2.2. Sean z,y,t € Ry a > 0 tales que |z| < ay y y > 0.
Entonces para cualquier ¢t € R se tiene que

t2

2
< L. 3.2.3
@—12+y2 * (8.23)

f(t) =
Claramente f estd definida en todo R y es derivable, al menos, dos veces.
Asi,
_ 2at(x —t) + 2%

f(t 5
2 (z —1)2+y?)

(2z(z —2t) + ¥?) ((z — t)* + y?) + 4t(z — t) (z(z — t) + y?) .

f// t —
() ((z—¢)? +y2)3

Entonces f(t) = 0siy solosit(at—(2°+y?)) = O;siysolosit =00t = 2 y”

Donde '
2

"0)=—5—= >0,
f ( ) 9:2+y2
Y
Jc//(x2 +y2) _ 22 <0
© )T e

Entonces para toda t € R

s (FE) <= ()

2
pero ‘yﬂ < «, entonces (%) +1<a?+1, porlo que f(t) <a?+1.

Lema 3.2.1. Sea f : Ht — H* analitica y tal que sup,s, |iyf(iy)| < oo,

entonces ) )
+u
1) = [ S drta)

u—=z

donde 7(u) € BV(R) y no decreciente.

Prueba. Como f es de clase N, podemos representarla de manera integral como

f(z)za—i—bz—i—/ 1+ uz

d
R U—Z (),

donde 7(u) € BV(R) y no decreciente, a,b € R y b > 0. Entonces

. ) 1+
fly) :a+zby+/ “,Ly.
R U—1Y
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3.2. La Transformada de Cauchy

Pero
L+ivy (1—y?)u  y(l+u?)
T T2 5 T3 2
U — Y uc +y uc +y
entonces
donde

1+ u?
2
u
Bo= (ot 0-97) [ ar).
Yy Y ( Y ) R ’U,2 + yg T( )
Asi, como sup,>; |iyf(iy)| < oo, entonces sup, > [Ay| < 00y sup,; |B,| < 0.
Luego, como limy_, ﬁ = 0, para cada n € N fija, tenemos que

A
lim —l y2| =0
y=oo [yl
B
lim —' vl =0.
y=oo [yl
Es decir,
; 1+u?
y
U
I 1= y?) [ dr(w)| =0,
Jim Ja+ (1=9?) [ ar)
si y soélo si
, 1+u?
y

. 2 u —
a+ lim (1—y )/Rde(u)—O.

y*)OO

2

Por otro lado, como 54
Yy tu

Dominada implica que

14 w2 1 14
1fm ldT(u):/ m — —— " dr(u) =0,
y—oo Jg u? +y? Ry y? 14+ (u/y)?

< 1, para toda y > 1, el Teorema de la Convergencia

y entonces b = 0. De esta manera tenemos que |A4,| = ‘ — s %dﬂu) es
acotado para toda y > 1. Entonces, por el Lema de Fatou,

1 2
/ 1+ u?dr(u) < lim tu dr(u) < oo,
R

y—oo Jr 1+ (u/y)?

por lo que 1 + u? es T-integrable sobre todo R. Entonces, como 7 € BV (R),
tenemos que 1 y u? son 7-integrables sobre R. De esta manera, por Hélder, u
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3. Transformada de Cauchy

es T-integrable sobre R. Luego, 1 — y? < u? + 42, para toda y > 1. Entonces
(1-y*)u
u2+y2

< u, paratoday > 1. Asi, por el Teorema de la Convergencia Dominada,

1— 2
lim wdT(u) = —/ wdr(u).
y—oo Jp u? +y? R

a :/ wdr(u),
R
y por lo tanto

F(2) = /R wdr(u) + /R 1;_”; dr(u) = /R 1;_“; dr(u).

Lema 3.2.2. Sea G : H™ — H~ una funcién analitica, entonces son equivalen-
tes:

Entonces

(1) Existe pu una medida de probabilidad en R tal que G, = G en H+.

(1) Para cada o > 0,

(111) limy_, o 1yG(iy) = 1.
Prueba.

(i) = (ii).

Sea o > 0y sea z € I', C HT. Entonces, por hipotesis, G(z) = G,(z).
Luego,

-1 =| [ Zau- [ auw)|=| [ aun| < [ [

Asi, si z = x + iy € I, entonces

t 2 t 2 t?
‘ ‘ "x—tﬂ'y‘ C(z—t)2 4y

Entonces, por la Observacion tenemos que

z—1

t
‘715’ < (a®+ 1)1/27 para toda t € R.
5

Luego, como Im(z) > 0y z # 0, podemos realizar el siguiente cambio de
variable: sea w = 1. Si |z| — oo, entonces |w| — 0, y entonces w — 0. De esta
t

z—t

wt _
1—wt|

manera ‘ , entonces

wt

26 ~11 < [ [T aute),
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3.2. La Transformada de Cauchy

donde |-t 1/2
1—wt

de la Convergencia Dominada,

esta acotada por (a?+1)

, para toda t € R. Asi, por el Teorema

wt

lim |2G(z) — 1] §/ lim

|z| 200, z€T4 R w—0 1—wt

‘ du(t) = 0.
(if) = (iii) Es directo tomando z = iy.

(iil) = (i). )
Consideremos G = —G : H — H™ y es analitica. Luego, iyG/(iy) = —iyG(iy),
para toda y > 0. Entonces, por hipotesis, sup,~; [iyG(iy)| < oo. Asi, por el
Lema [3.2.1] tenemos que

G(z) = / L (),

u—=z

para toda z € Ht, donde 7(u) € BV(R) y no decreciente. De esta manera,
consideremos

p(u) :/“ (1+v?%) dr(v),

— 00

para toda t € R. Claramente, u estd bien definida, pues 1 + v? es 7-integrable
sobre R, como se probd en el Lema Entonces du(u) = (1+ u?)dr(u). Por
lo que

G(Z)Z/]R ! dp(u),

z—u
para toda z € H*. Entonces
i y? , yu
iyGliy) = /]R A dp(u) + Z/]R 2l dp(u),
pero, por hipétesis, lim,,_,+, iyG(iy) = 1, entonces
lfim y72 dp(u) = 1.
y—o0 Jp y* + u?
Y, por otro lado, por el Teorema de la Convergencia Dominada,

{ 7y2 u) = U
lim dp(u) /Rd,u( ).

y—oo Jp y? + u? K

/]R dp(u) = 1.

Por lo tanto p es medida de probabilidad en Ry G, = G en H™. O

Por lo que

Lema 3.2.3. Sea F : HT — H™ analitica. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.
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3. Transformada de Cauchy

(1) Existe una medida de probabilidad x en R tal que Fj, = F en HT.

(1) Para cada o > 0,

F(z
im (2) =1.
|z| =200 z€T 4
(i11) lim, o ngy) =1.
(tv) Existe @« > 0 y una sucesion z, € 'y tal que lim, o |2,] = 00 ¥

. F
lim,, o0 —Z") =1.

(v) Existe a € R y una medida finita positiva p en R tal que

F(z):a+z+/

R —Z

1+tz

dp(t),

para todo z € HT.

Prueba.
(1) = (i1)
Sea o > 0 y consideremos G : HY — H~ dada por G(z) = ﬁ, para toda

z € HT. Claramente G estd bien definida y es analitica. Luego, por hipétesis,
para toda z € H' tenemos que

G(2) = 7 = [ 705 ul0) = G

Entonces, por el Lema [3.2.2]
2G(z) =1,

|z| 200 z€To

es decir

lim
|z| 200 z€T 4 F(Z)

por lo tanto

lim
|z| 00 z€lq 2

(#4) = (i4i) Se sigue de considerar z = iy.

(7i1) = (iv)
Consideremos z, = in, para todo n € N. Entonces z,, € I'1, para todan € Ny
lim,, 00 |2n| = 00. Asi, por hipotesis

F F(q
tm £ g EOD

n— oo Zn n—roo m

(iv) = (v)
Como F es de clase N, tenemos que
1

F(z):a+bz+/ +usz(u)7

R U—Z2
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3.2. La Transformada de Cauchy

para todo z € HT, donde 7 € BV(R) y no decreciente. Pero, por hipétesis,

tenemos que
, a 1 1+uz
lim — +b+ — i
n—o0 Zp Zn Jp U — 2n

dr(u) =1,
donde lim,, so, 2, = co. Entonces

11
b+ lim 7/ FU ) = 1,
R

n—oo 2, U — Zn

14uz

pero lim,, % = —u. Por lo que == es acotada y entonces

lim,,—s 00 i Jz Ltuzn gr(y) = 0. Por lo que b = 1.

U—Zp,

Luego, como 7 € BV (R), p([a,b]) := V.’ (7) es una medida finita bien defi-
nida sobre R y, como 7 es no decreciente, es positiva. Asi,

1+¢
F(z)za—i—z—i—/ iz
R t—z

dp(t).

(v) = (4)

Sea a > 0y sea z € I, entonces

F 1 1+t
tm 23 14 g 7/ T ),
R

|z| 200 Z |z| 200 2 t—z
donde im0 1 [ 22 dp(t) = 0, por lo que
F
lim ﬁ =1.
|z| 200 Z

Entonces

lim 2 = lim —— =1

lzl=oo F(2)  |zl—oo F(2)

entonces, por el Lema|3.2.2] existe una medida de probabilida u sobre R tal que
Guz%enH“‘.EsdecirFM:Gi Fen HT. O

n

Teorema 3.2.1. Sea p medida de probabilidad de soporte compacto en R y
G, su respectiva transformada de Cauchy. Entonces para cualesquiera reales
s <t,

w4+ +2u(s.0) = —= lim [ ImGu(c+iy)de  (3:2.4)

T y—0t (s,)

Prueba. Sea z =z +iy € HT, entonces

Gulo+in) = | e dutn) = [ i e dulu),

T4y —u x —u)?+ y? (r—u)?+y

por lo que

— ImG,(x+1 d:r:/ (/yd u)dw,
/(s,t) a v) (st) \Jr (z —u)? +y? ulw)
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3. Transformada de Cauchy

donde W es integrable respecto de la medida producto entre py A (Le-
besgue), entonces

) Y
- ImG,(x+ 1y dq::/ / ——————dx | du(u),
/(s,t) g ) R < (s,t) (:L‘ - u)2 + y2 (

Y t—u s—u
———5 5 dr = arctan — arctan ,
sty (T—u)?+y Y Y

haciendo el cambio de variable x — u = y tan §. Denotemos

donde

t—u

I(t,y) :/Rarctan dp(u).

Luego, como arctan t_T“ se anula para u = ¢, tenemos que

I(t,y) = / arctan
(7oo7t)

Ademas,

t—u t—u

dp(u) + /(t ) arctan dp(u) + p ({t})

t—u
Y

7r
arctan < 50 bara todo u € (—o0,1)

u T
arctan > —5 Dbara todo u € (¢, 00)
Yy

Por lo que del Teorema de la Convergencia Dominada se sigue que

Jom 1(t,y) = 5 p((=00,) = 5 e ((1,00)) + e ({1)).

De esta manera, tenemos que

-2 Jim ImG(z +iy)de = p((—o00,t)) — p((t,00)) + p({t}) — p((—00,5)) + 1 ((s,00)) + 1 ({s})

T y—0t (s,t)
=u({s}h) +n({t}) +2u((s,1)).
O

Definicion 3.2.1. Dada una medida regular de probabilidad p, decimos que
{a} es un atomo de p si u ({a}) > 0.

Definicion 3.2.2. Sea f: HT — C, decimos que el limite L de f(z) cuando z
se aproxima no-tangencialmente (N.T.) a « existe, siempre que para cualquier
cono con vértice en «, contenido en H™, y cualquier &, exista una ¢ tal que si
|z — a| < 4, para todo z en el cono, entonces |f(z) — L| < e.

Lema 3.2.4. Sea p medida regular de probabilidad y o € R. Entonces
(z — a)GLu(z) = p({a}), cuando z — « no-tangencialmente.
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3.2. La Transformada de Cauchy

Prueba. Sea z = x +iy € H', entonces si z — a no-tangencialmente tenemos
(z—a)?

y2

que esta acotado. Por otro lado, para todo t

.y —02 N\
T +i’:((x 2) +1> >,
v y

es decir, ﬁ < 1. De esta manera, ‘f;_‘;l

estd acotado para todo t y

, Z—Q 1, t=«
1m =
zNj;'aZ_t 07 t?éO[

Asi, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

= X{a}(t)

lim (2 — )G (2) = / Yty (8) dp(t) = p({}).

N.T.
z — «

O

Teorema 3.2.2. Sea p medida regular de probabilidad, {a} es un atomo de
si y solo si G, tiene un polo simple en a.

Prueba. (=) Si {a} es un atomo de p, entonces p({a}) # 0. Asi, definimos
g: Ty € H" — C dada por

9(2) = (2 = a)GL(2).

Entonces g es analitica y, por el lema anterior, g(a) = p({a}) # 0. Y, asi,

Gu(z) = 9(2)

Z—a

(<) Si G, tiene un polo simple en a, entonces existe g : U C HT — C, con
g(a) # 0, tale que para todo z € U \ {a}

Asi, del lema anterior se sigue que (z —a)G,(z) = p({a}), cuando z "L 4. Por
lo que p({a}) #0. O
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—Capitulo 4

La Convoluciéon Libre

Este capitulo compete a la teoria de la probabilidad libre. En la primera
parte se define el concepto de independencia libre, situacion afin entre variables
aleatorias no conmutativas, asi como el desarrollo de dos ejemplos que ayudan a
aclarar el origen de esta idea y su semejanza con el tema de ortogonalidad entre
espacios de Hilbert.

En la segunda parte se define la convolucién libre y se ponen en practica
los instrumentos descritos en el capitulo anterior con la finalidad de exponer un
método analitico para calcularla y estudiar dos casos especiales de ésta.

4.1. Independencia libre

Decimos que una familia de subalgebras de un espacio de probabilidad no
conmutativo son independientes siempre que las subélgebras conmuten entre
ellas y el valor de cualquier palabra entre ellas se pueda calcular como el pro-
ducto de cada elemento evaluado por la funcional, toda vez que las variables
aleatorias contiguas provengan de distintas subélgebras. El concepto de libertad
o independencia libre es analogo, pero completamente no conmutativo.

Definiciéon 4.1.1. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo y
sea I un conjunto de indices fijo. Sea A; C A subélgebra unitaria, para toda
i € 1. Decimos que la familia {4;};cs es libremente independiente (o que las
subéalgebras son libres) si

play ---ax) =0, (4.1.1)

siempre que:

(1) keN.

(11) aj € A;), con i(j) € I, para toda j € {1,...,k}.
(1) i(4) #i(j + 1), para toda j € {1,...,k — 1}.

(1v) ¢(a;) =0, para toda j € {1,...,k}.
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4.1. Independencia libre

Nota 4.1.1. Si {S;}icr es una familia de subconjuntos de (A, ¢), decimos que
{Si}icr son libremente independientes si {alg(1,S5;)}icr son libremente inde-
pendientes. Donde alg(1, A) se entiende como la subalgebra unitaria generada
por A C A. En particular, un conjunto de variables aleatorias no conmutati-
vas, {a;}icr C A, son libremente independientes si sus respectivas subalgebras
unitarias generadas, {alg(1,a;)}ier, lo son.

Definicién 4.1.2. Si (A, ¢) es espacio de probabilidad-#, decimos que {a; }ier

son libres si {alg(1, a;, af)}icr son libremente independientes.

4.1.1. Ejemplo: El producto libre de grupos.

Sea G = (G, e, ) cualquier grupo y consideremos la siguiente algebra:

ClG] := Z ag9 : ag € C, para casi toda ay =0 5,
geG
donde
> a9 |+ (Z m) = (a:+8:) 2,
g€eG heG 2€G
Y agg |- <Z Bn h) = > (ayfn)(gh)
g€eG heG 9.h€G
y

*

Zagg ::Z@g_l.

geG geG

Claramente el producto esta bien definido, pues para todo g,h € G tales que

gh = z, consideramos v, = - ;. »_. &gBn € C, y entonces

Y agg -(Zﬂhh>2%2-
e heG 2€G
Consideremos la funcional 7¢ : C[G] — C definida por
e Z agg | = .
geG

Entonces (C[G], 7¢) es un espacio de probabilidad-*, ya que, por un lado, (C[G], +, -)
es un algebra unitaria, donde e € G es el unitario del algebra, y 7¢(e) = 1; por
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4. La Convolucién Libre

lo que (C[G], 7¢) es un espacio de probabilidad no conmutativo. Por otro lado,

* *

> (Aag)g+ D Buh

)\Zagg—FZth

geG heG geG heG
— <Z()\az + ﬁz)z>
zeG
=Y (Na.+B.)2!
z€G
~ S Nagg 4 S Bunt
geG heG
=\ Zoz_qg +<Zﬁhh> ,
geG heG

para cualquier A € C. Luego,

D agg- Y Buh 3" (agBu)(gh)

geG heG g,h€G

> agBu(h g

g,heG

D BTy dgg

heG geqG

“(z) (5

Ademas,

N "
Zagg = Z@g_l ZZagg,
geG geG ged
y claramente (e =1-e+0)* = e~ !
a=3,cc 9 € C[G], se tiene que

= e. Por 1ltimo, para cualquier

a“a= Zngg_l : Zaggz Z lag? | e,

geqG geqG geG

por lo que 7g(a*a) = Zle |ozi(j)|2 > 0, para alguna k € N. Por lo que, en
efecto, (C[G], 7¢) es un espacio de probabilidad--.
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4.1. Independencia libre

Definicién 4.1.3. Sea G un grupo cualquiera y {G; };er una familia de subgru-
pos de G, donde I es un conjunto de indices fijo. Decimos que {G;}ic; es libre
(o que los subgrupos son libres) si para cualquier ¥ > 1 y cualquier i(j) € I,
con i(j) #i(j+ 1) para j € {1,...,k — 1}, tenemos que:

91 gk F €, (4.12)

siempre que g; € Gy(;) \ {e}, para j € {1,...,k}.

Definicion 4.1.4. Sea G; cualquier grupo, para toda i € I, para I un conjunto
de indices fijo. Se define al producto libre de {G;};er como (G, ¢;);er tal que

1. 1; : G; — G es monomorfismo de grupo tal que ¢;(e;) = e, para toda i € I.

2. Dados ¢; : G; — F, existe un tnico ¢ : G — F', morfismo, tal que

p=wpiou’

Nota 4.1.2. De manera intuitiva, es el grupo generado por todos los elementos
de cada Gj sujeto a

1. las relaciones dentro de cada G,

2. y que e; € G; se identifica con el neutro e € G como e = ¢;, para toda
1e1.

Y también se le denota como:

G = %,¢1G;,

Observacion 4.1.1.
(1) El producto libre de {G;};cr hace que los grupos involucrados sean libres.

(11) De las condiciones intuitivas podemos caracterizar al producto libre como

*ic1Gi = {B}U{gl gkt g5 € Gigy\e}, i(j) #i(j+1) paraj=1,.. ~7k—1}

El siguiente resultado muestra como la idea de independencia libre se hereda
directamente de la nocién de libertad entre grupos.

Teorema 4.1.1. Sea G grupo y G; < G, para toda ¢ € I, con I conjunto de
indices fijo. Entonces {G;}icr son libres si y solo si {C[G;]}ier son libremente
independientes en (C[G], 7a).

Prueba.

( = ) Para cualquier k € N fijo, sea a; € C[G;(;)], para toda j € {1,...,k},
tales que i(j) # i(j+1) para j € {1,...,k—1}, y tal que 7¢(a;) = 0, para toda
j€{1,...,k}. Entonces

aj= Y afy,

9€Gi)
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4. La Convolucién Libre

para toda j € {1,...,k}. Asi,

ay---ap = Z (aéﬁ’---ag’;))(gl---gk),
g1€G (1) 9k EG (k)

(4)

pero como 7¢(a;) = 0, entonces ag’’ = 0, para toda j € {1,...,k}. Por lo que,
cada vez que en g; - -- g exista, al menos, un j € {1,...,k} tal que g; = e,
entonces oz(l) s a(k) = 0. De esta manera, tenemos

g1 gk — Y- ’ que

ralar---ap) = Z (ag) . ~-Ozf]§))TG(gl e gk).

91E€EG (1), 9k EGi(k)
(1) (k)
Qg gy #0

g1

Pero si ozéll) e ag’z) # 0, entonces aéé) # 0, para toda j € {1,...,k}. Entonces

gj # e, para toda j € {1,...,k}, donde g; € G;(;) con i(j) #i(j + 1), para
je{l,...,k—1}. Asi, por hipotesis, g1 - - - gr # € y, por ende,
Ta(ay -+ -ag) =0.

(<) Sea k> 1y para je {1,...,k} sean g; € Gy(;) \ {e}, tales que
i(j) # i(j + 1) para j € {1,...,k — 1}. Asi, como g; # e, para toda j €
{1,...,k}, entonces 7¢(g;) = 0, para toda j € {1,...,k}. Entonces, por hipote-
sis, 7¢(g1 - - - gx) = 0. De esta manera, si g - - - gx = e, entonces 7¢(g1 - - - gx) = 1,
lo cual contradice la hipotesis. Por lo tanto, g1 - - - gx # e. O

4.1.2. Ejemplo: Operador Creacién y Aniquilacién.

Definicion 4.1.5. Sea H un espacio de Hilbert. Se define al espacio completo

de Fock como sigue:
[ee)

F(H) = EPH", (4.1.3)

n=0

donde H®Y es un espacio de Hilbert uno-dimensional, usualmente denotado por
CS, en donde 2 es un vector particular de norma unitaria, llamado vector vacio.

Observacion 4.1.2. Dado {¢;}ier base ortonormal para H, podemos dar una
base ortronormal para F(#) como sigue:

ﬁ;:{Q}U{@fij neN, i€l paraj:l,...n} (4.1.4)
j=1

Definicion 4.1.6. Sea B(f (7—[)) el espacio de operadores lineales acotados
sobre un espacio completo de Fock. Dado T' € B (]: (H)) se define el estado
vacio de T como:

m(T) := (T2, ), para todo T € B(F(H)), (4.1.5)

donde a 74 se le llama estado vectorial.
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Sea 1) € F(H). Entonces existen tinicos |n) € H®", paran > 1,y N C N,
tal que

b=+ ) In),
neN
donde Ay € Cy, ademas,

= (ol + 3 111 1)

neN
Por otro lado, como {&;};cr es base ortonormal para H, entonces para cada

n > 1, tenemos que
B = {®€'Lk : ik€f}
k=1

es base para H®". De esta manera,

n) € (B).
Definicién 4.1.7. Se define a V' C F(H) como el siguiente subespacio denso
Vo= {/\Q+ 3 n):AeC, MeNy |n>eH®”}.
1<n<M

Definiciéon 4.1.8. Fijemos £ € H. Se define al operador creaciéon (izquierdo)
dado por el vector { como ¢¢ : V — V, determinado de la siguiente manera

leQY=¢
{Zgé-il ®®§7/n :§®£’i1 ®®£’Ln7 para todo n > 1 Yy para todo §i17"'§in €H
(4.1.6)
Asi, para M € N fijo,

le(Prr) =AE+ Y £@1n),
1<n<M
para todo ¥y, € V.

Observacion 4.1.3. Sean & € H y My, Ms € N fijos. Sean Yar,,0n, € V' y
z€C.

(I) SiMleQZM,
Ce (24a, + Pary) = Le ((z)q IDWIEEDY |h>),
1<h<M

donde |h) = z|n) + |m). Entonces

le(ztn, + o) = (Mg +2 Y €om)) + e+ Y €alm)

1<n<M 1<m<M
=zt Y ) (04 D m))
1<n<M 1<m<M

=2Lle Yuy + le P,
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4. La Convolucién Libre

(i1) (SPG) Si My < M,

lg (Z?/JM1 —|—¢M2) =€5 ((Z)\1+/\2)Q+ Z ‘h>),

1<h<M>
donde
|h) =z n) +Im), 1<h<M
|h>:|m>7 M1<hSM2
Entonces
le(zta + o) =2(Mg+ Y €om)) + (ae+ Y colm)

1<n<M,; 1<m< M,
=2Lle Ymy + le P,
Por lo que /¢ es lineal.
Observacion 4.1.4. Sean £ € H y M € N fijos, entonces
2 2 2 2\ /2
leg nrll = 12g+ - €@lm) Il = (INPHIEIP+ D2 NP Hm) 1B) ™ = el el
1<n<M 1<n<M

para todo ¢ € V. Por lo tanto {¢ es acotado y, mas atn, ||l¢|| = [|¢]].

Asi, en virtud de las Observaciones[f. 1.3y [£.1.4} /¢ se extiende continuamente
a todo F(H). Entonces, para todo £ € H fijo, existe T¢ : F(H) — F(H) lineal,
acotado, con norma ||T¢|| = ||¢|| = [|£]] v tal que

(lep, @) = (U, Te ¢), para todo ¢, ¢ € F(H). (4.1.7)

Afirmacién 4.1.1. Para todo ¢ € H fijo, T¢ es el operador aniquilacién (iz-
quierdo) dado por . Es decir
T, Q =0,
Te &iy = (i, S para todo &;, € H
Te &, ®@---@&, = (6,,8&, ®---®¢&,, paratodon > 2y paratodo &;,,...,&, € H

Prueba.
Tomando en (4.1.7), ¢ = €M™ € (") y ¢ = Q, paran > 1, tenemos que

0= ("), 0) = (", T ),

para todo n > 1. Es decir, T¢ §2 es ortogonal a £ para todo n > 1. Entonces
T: Q € CS. Si suponemos que T¢€) = Aof2, para algin Ao € C no nulo, entonces

con P = ¢ = ) se contradice (4.1.7). Por tanto,

Te Q= 0. (4.1.8)
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Luego, tomando en (4.1.7), v = €™ € B0 y p =&, conn > 1y &, € H,

por un lado tenemos que

(e, 8) = (€D, &,) =0,
para todo n > 1. Por lo que

0= (1, Te ¢) = (", T &),

para todo n > 1. Es decir, T¢ &;, es ortogonal a todos los elementos de la base
para F(H). Entonces T¢ §;, € CQ. De esta manera,

Te &, = M, paraalgin A\ € C,
pero por (4.1.7)) tenemos que
<§7 £i1> = <€€ Qa 57,1> = <Qa T€ €i1> = )\717

por lo que

Te &y = (6,,6)Q, paratodo &, € H. (4.1.9)
Por ultimo, tomando ¢ = £ € g™ y ¢ = ¢ € B0 paran >1ym > 2,

de (4.1.7) se tiene lo siguiente:
(€ g @@ ,) = (€ & @ 0 &) (4.1.10)
Fijando m > 2, tenemos
(1) Sin>m,de (4.1.10)) se sigue que
0= <€(n+1)7€i1 - ®§Zm> = <£(n)7T§ €i1 - '®€im>7 para todo n > m.
Es decir, T¢ &, @ -+~ ®&;,, es ortogonal a H®", para todo n > m.
(1) Sin <m—1, de (4.1.10) se sigue que
0= (" &0 0,) = (", Te&,® -2¢,), paratodo n<m-1.
Es decir, T¢ &, ®- - ®¢&;,, es ortogonal a CQy a H®", paral <n < m-—1.
Asi, de (I) y (II), se tiene que T; &;, ® --- ®&;,, € H(™~1). Entonces
Teliy @ @&, = > aple, @ @&k, _,, K={(ir,...,im-1):i; €I}
keK

donde k = (k1,...,km-1), ax € Cy &y, &k,,_, € H, para todo k € K. De

esta manera, considerando ¢ = §;, ®---®¢&;,_, vy P =&, ®@---®&;,, en ([4.1.7),
se tiene que

<€a§i1><€j1 ®"'®£jm—1a£i2 ®®£1m> = <§j1 ®"'®§jm717T£§i1 ®®§1m>7
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donde

@0, \Te& @ 0&,)=> @& @ @&, 5@ @&, )
keK

=a;, j=(1Jm-1)

Entonces, para ) =&, ® --- Q& vy o =&, ®---®¢&;, en (4.1.7) se tiene que

(€ &) =ai, i={(i2,....im). (4.1.11)

Por otro lado, aplicando (4.1.7) a ¢ =T¢ &, @ - ®&, y 0 =&, ®---®¢&;,, se
tiene que

<Zak§®§k1 ®"'®§km71,§i1®“'®§im> = > |l

keK keK

de donde

Z ak<§7£i1><§k1 @ ®§k7n—17£i2 - ®£i'rn> = Z |a’k|2

keK keK

ai (6,&,) = > lax]*. (4.1.12)

Entonces, de (4.1.11)) y (4.1.12)) se tiene que ax = 0, para todo k € K \ {i}. Es
decir,

S b @ O, =0k, ® B,
keK

por lo tanto

Te iy @ @&, = (6,8 &, @ - ®&,, paratodo m>2y &,...,&, €H.
(4.1.13)

En suma, de (4.1.8), (4.1.9) y (4.1.13)), queda claro que T¢ es el operador
aniquilacion (izquierdo) dado por £ y lo denotaremos por 62.

O

Observacion 4.1.5. Para cualesquiera &, € H

Cily = (1,€) 1r(n)- (4.1.14)

Pagina 45



4.1. Independencia libre

Pues para todo ¥ = ApQ+ > ., In) €V, se tiene que

G lyrr =0 [ Ayn+ D n@ln)
1<n<M

=, O\Q+ Y (1,8

1<n<M

=, & | W+ D In)

1<n<M

Afirmacién 4.1.2. Cualquier producto finito de elementos en
{éz}geg.[ U {€y, }nen se reduce a la siguiente expresion:

Ly by e L (4.1.15)
para algin « € C,n,om >0y n1,...,9m, &1, -, &n € H.

Prueba. Sea
AR A (4.1.16)

cualquier producto finito de elementos en {/{}cew U {£,},en, donde

Clsoes G €Hye(l),...,e(p) € {1, +}. Entonces, si existe k € {1,...,p—1} tal
que e(k) = * y e(k 4+ 1) = 1, por la observacion anterior, la expresion
se reduce a

z(l) . _gs(q)

q

Oll'g s

donde o1 = ((g+1,Ck) v ¢ = p — 2. Asi, repitiendo este procedimiento, se
llegar& a un punto en donde ya no existan k € {1,...,p — 1} tales que (k) = *

y e(k+ 1) =1, lo cual dejara la expresion (4.1.16)) como en (4.1.15).
O

Teorema 4.1.2. Sea H espacio de Hilbert y consideremos el espacio de proba-
bilidad C* (B(F(H)), 7). Sea {H;}¥_, una familia de subespacios de H tales
que H; L H; para todo i # j, coni,j € {1,...,k}. Para cadai € {1,...,k}

sean
i =3alg (1, L, £ .
A {ag( &%) }gem
Entonces {A;}¥_; son libremente independientes en (B(F(H)), 7).

Prueba. Sean € Ny sean T; € A, parai(j) € {1,...,k} y 1 <j <n, tales
que:

i(j) #i(j+1), paratodo 1<j<n-—1. (4.1.17)

™ (T;) =0, paratodo 1<j<n. (4.1.18)
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Luego, de la Afirmacién queda claro que para todo 1 < j <n

J
— () . o * L
- Z Qi E"(Li) EU(T(mr):j)gg(l,j) g‘f(s(m),j)’

m=1

donde a JeC Y N(1,5)5 -+ 5 Mr(m)og)» §(1,5) 5 - - - E(s(m),5) € My, Para todo

m € {1,...,p(4)}, con p(j) > 1. De esta manera,
p(d) pG+1) G
i+
TiTjr1 = Z Z a(]) ”jlj;ll "g(;hjvmjﬂ)’ (4.1.19)

mj=1m;i1=1

donde
(4,5+1) _ * * * *
"g(mj,mjﬂ) - &7(111') g”(r(mj),ﬂ &) €(s(m;).9) KW(LHU e”(r(m]‘“),jﬂ) E1,+1) E(s(myq1).0+1)

paratodo1 <j<n-—1.

. . . . 1
De esta manera, sblo existen cuatro posibles configuraciones para cada .Z (7.5+1)
’ (mj,mj41)

en cada uno de los sumandos que surjan en (4.1.19):

(1) g(])j-i—l)

(nymgsn) = 0, siempre que para algan j € {1,...,n — 1} se tenga que

(s(my),5) # (0,5) ¥
(T(mj+1)7j + 1) 7é (07.7 + 1)a
para algunos 1 < s(m;) <p(j) v 1 <r(mjt1) <p(j+1).

(I) LUty 0

(mjmgqn) — UML) o 'EW(Mmj)-,j) N+ .En(r(mj+1),j+1)7

algtin j € {1,...,n — 1} se tenga que
(s(my),7) = (0,7),

(S(mj+1)7j + 1) = (0’3 + 1)7

siempre que para

(r(my),5) # (0,4)
(r(mj—‘rl)aj + 1) # (Oa] + 1)>

para algunos 1 < s(m;) <p(j) y 1 < s(mjq1) <p(j+1).

(I11) f(] i+1) )= Zz(l o lE siempre que para algan j € {1,...,n—1}

(mj,mjq1 E(r(mj).5)’
se tenga que

(r(m;),5) = (0,3) ¥
(T(mj-‘rl)aj + 1) = (0’,7 + 1)7
para algunos 1 < r(m;) < p(j) y 1 <r(m;y1) <p(j+1).
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(]7]+1) _ - * L Px * Lo pE
(IV) "ij,mjﬂ) = lna,y) g”wmﬂvﬂ €19 E(s(my).i) €1a+1) €(s(mjp1).i+1)’
siempre que para algtin j € {1,...,n — 1} se tenga que

(T(mj-‘rl)?j + 1) = (Oa.] + 1)7

para algtin 1 < r(mj;41) <p(j+1).
Entonces,

(a) Para LD como en los casos (I),(III),(IV) queda claro que

- (mj,mj41)
G+ o .

(mj,mj41)

(b) Para iﬂ(glﬁ:nl)ﬂ) como en el caso (II) se tiene que

g(j,j-‘rl) )Q c 7_[®k(j)’

(mj,m,j+1

para algtan k(j) > 1.

Entonces, para todo 1 < j < n — 1 se tiene que

;T2 = {i H®G)  para algan r(j) > 1
Entonces
T Tn = {Z HEO"  para algn r > 1’
por lo que

(T Tp)={Th--T,Q, Q) =0.
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4.2. La convolucién libre.

Uno de los usos més importantes de la teoria de probabilidad clasica es
el estudio de sumas de variables aleatorias. Un ejemplo claro lo proporciona
la Estadistica: si realizamos un experimento repetidamente e independiente,
entonces el valor promedio de los resultados estard dado por T = %Z?:l i,
donde x; representa el resultado del i-ésimo experimento. La nueva variable
aleatoria Z es llamada un estimador para la media de cada x;. La Estadistica
estudia cuédndo y como T converge a dicha media conforme n va aumentando
hasta el infinito.

También surgen otras preguntas de interés y méas sofisticadas: ;Cual sera
la distribucion de Z7 ;Si no es posible obtener la distribuciéon exacta de Z, se
podra aproximar? ;Qué tan grande debera ser n para que tal aproximacién sea
suficientemente precisa? Asi, para comenzar a responder este tipo de preguntas
fundamentales e importantes surge la necesidad de estudiar la suma de variables
aleatorias.

Teorema 4.2.1. (Motivacion) Sea (€2, P) espacio de probabilidad y sean X,Y
variables aleatorias independientes con distribucion px y py, respectivamente.
Entonces X + Y se distribuye como px * py (la convolucién).

La prueba se puede ver en el Teorema 15.1 de [I1]. Asi mismo, resulta de gran
importancia el estudio de suma de variables aleatorias no conmutativas libres,
pues varias preguntas fundamentales sobre estas recaen en conocer la distribu-
cion de dicha suma, que en este ambito le corresponde a la convolucién libre.
Antes de definir la convolucion libre se enuncia el siguiente teorema de represen-
tacion que mas adelante permitird encontrar distribuciones libres para obtener
la convolucién libre de dos variables aleatorias no conmutativas cualesquiera.

Teorema 4.2.2. Sean (A, 1), (Asz, ¢2) espacios de probabilidad C* tales que
para cada ¢ € {1,2} se tiene que A; C B(H;) y ¢i(a;) = (a; &, &), donde H; es
un Hilbert y &; € H; es unitario. Entonces existen (#,£) y morfismos

)\ZAZ—>B('H1), 1=1,2
tales que
(1) Si ¢ : B(H) — C se define por p(a) = (a&, &), entonces

v (Ai(a)) =pila), a€A;, 1=1,2.

(11) A1 (A1) y A2 (Az) son libres con respecto a .

Para la prueba se recomienda ver el Teorema 7.9 de [I2]. La importancia
de este teorema reside en que nos permite encontrar copias libres de variables
aleatorias no conmutativas dadas. Para aclarar un poco mejor esta idea se realiza
la siguiente observacion para el caso particular de operadores sobre dos espacios
de Hilbert.
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Observacion 4.2.1. Sean (R,Bg, i1), (R, Bg, u2) espacios de medidas de pro-
babilidad de soporte compacto. Consideremos

Hl = L2 (Ra ,U/l) 5

My = L* (R, pi2),

y la funcién constante &, = 1. Definimos T; : H; — H;, dado por T;(f) = a f,
para i = 1,2, donde «(t) =t para todo t € R. Luego, sea f € H;, entonces

ITOIE = [ (@) dur = (o, 12,
entonces, de la Desigualdad de Holder, se sigue que

T2 (HIE < N[l 1172111,

por lo que

1T (Pll2 < llell2 [1£]2,

donde a € H;, ya que u; es de soporte compacto, para i = 1,2. Por tanto,
T es acotado y, anadlogamente, 75 también lo es. Por otro lado, para i = 1,2
definimos ¢; : B (H;) — R dado por

@i (S) = (5o, &0)-

Entonces, para todo k € N,

o1 (TF) = (TT (&), &) = (aF&o, &) = (o, 1) = /

o duy = / t* dps (t).
R R

Asi, aplicando el teorema anterior a (B(H1),¢1) v (B(Ha),2), con

pla) = (a&, &), existen \; : B(H;) — B(H) tales que A1 (B(H1)) y Ao (B(H2))
son libres. Por tanto, A1 (T1) y A2(T%) son libres y autoadjuntos. De esta manera
definimos

T .= )\1(T1) —+ )\Q(Tg),
donde claramente T es autoadjunto. Entonces existe p medida de probabilidad
de soporte compacto tal que

p(T") = / t"dp, paratodon € N.
R

A p se le llama la convolucion libre (aditiva) de u1 y pe v se le denota por
M1 Eﬂ Ho.

Definicion 4.2.1. Sean x1, x5 variables aleatorias no conmutativas libres con
distribucion py y po, respectivamente. Se define la convolucion libre (aditiva)
de w1 y po como la distribuciéon p de z1 + z2 y la denotamos por pq B po.
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Desafortunadamente, el calculo directo de la convolucién libre (aditiva) re-
sulta ser una labor muy complicada. Para realizar este trabajo se presentaré
una técnica propuesta por Voiculescu, que se apoya en la transformada R.

Definicion 4.2.2. Sea (A, ) un espacio de probabilidad C*. Para toda a € A,
definimos h, : B_1_(0) — C, dada por

[lall

ha(t) =@ ((1—ta)™) =1+ p(a") "

Afirmacion 4.2.1. Para cualquier a € (A, ¢) la funcion k,(t) = the(t) es una

biyeccién de B . (0) a una vecindad del 0 que contiene a B —— (0).

Prueba. Para cualquier a € A tenemos que
o0 o0
Fa() =t+ ) p(a) " =3 ent",
n=1 n=0

donde ¢y =1y ¢, = p(a™), para todo n € N. Luego,

1 P ny L
(lp(a@®))™ < (lla®[)™ < (llal[*)™ = |lal|, ~para todo n € N,

por lo que el radio de convergencia de k, estd dado por

1 1 1
> 2 .
Alal|

lall

mn~>c>o |Cn‘1/n

por lo que k, es analitica en B4|\1 . (0), entonces para todo t € B4H1 . (0) tenemos
que

% ka(t) =1+ ) (n+ 1)p(a™)t"
n=1
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4.2. La convolucién libre.

por lo que

4y
dt

o0
ZnJrl t"
n=1
o0

>1- 3 (n+ Dlp(a)] [

n=1

oo

>1= (n+1) el a1t

n=1
)

=1-Y (n+1) ([la] [t)"

n=1
oo

=2-Y "(n+1) (|laf [t)"

n=0
+1
(lall )™

- Z <dlt] ]
d IICLH 1] <
t
d Itl )
—9_ (M
dlt| <1 — [lall[¢]
(L= [[all [t])

1 _ 1 1 .

donde ||al| [t] < 3, por lo que el > ey Asi,
d 16 2
— k)| >2—-— ==
‘dt ( )’ =479 79

De esta manera, para todo t1,ty € B4 1 (0) distintos, tenemos que

lTall

2
|ka(ta) — ka(t1)] > 9 [te —t1| # 0,

de donde queda claro la inyectividad de k, sobre B4”1 (0). Luego, para todo

all
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[ka(8)] = [t |ha (D)
1+ Z v(a

>|tl<1—nzllso IIt”>
2|tl< Z:: (llall 12)" )

(2~ =)
> |t (2‘3)

2

=t

De esta manera, para todo t € 8?4 1

lTall

(0) tenemos que

1
6llaf’

[ka(t)] =

Es decir, la imagen de k, en B4H1 (0) cubre, al menos, a B_1

all Gllall

0). O

Observacion 4.2.2. Recordemos la transformada de Cauchy para p una me-
dida de probabilidad dada

1
Gu(z) = /}R o du(t), paratodo z € C\R.

Mas en general, sea (A, ) espacio de probabilidad C* y X € A autoadjunta.
Definimos la transformada de Cauchy de X en (A, ¢) como

Gx(x)= (- X)), paralz| > | X] (4.2.1)

Lema 4.2.1. Sea (A, ¢) espacio de probabilidad C* y sea X € A autoadjunta.
Si p es la distribucion de X y |z| > || X]|, entonces

o= = |

]RZ—t

du(t), para |z| > [ X].

Prueba. Como B IH < 1, tenemos que

Ple-07) =13 el

Pagina 53



4.2. La convolucién libre.

pero p (X™) = [, 2™ du(x) para todo n € N, donde D = supp(u) C R. Entonces

pe-x) =13 [ (E) duto)
n=0

foe) z\" 1 . .
donde ano( ) converge a =z - Asi, por el Teorema de la Convergencia

z

Dominada tenemos que

(=07 = [ Zduo) = [ 2 duta).

O

Observacion 4.2.3. Consideremos las mismas hipotesis del lema anterior. Sea
_ 1 . 1 B
t = -, entonces [t| < 7 ¥> ast,

(1))

=tp ((1—tX)™")
=kx(t)

Lema 4.2.2. Sea (A, ¢) espacio de probabilidad C* y sea X € A autoadjunta.
Si |z > || X ||, entonces Gx(z) es invertible respecto a composicion.

Prueba. De la Afirmacién y la Observacién queda claro que Gx(z)

es invertible entre B4H1 : (0) y una vecindad del 0 que contiene a B6H1 . (0). O

Definicién 4.2.3. Sea (A, ) espacio de probabilidad C* y sea X € A autoad-
junta con distribuciéon p. Se define la transformada R de p como

1
Ru(2) = G'(2) — ~» para todo |z| > || X]|| (4.2.2)

Observacion 4.2.4. De la Observacion tenemos que Gx(z) = kx (1),
para |z| > || X||. Asi, se propone que

63 () = =y
pues )
G0 Cx () = =y =
Yy
Gx o Gy (2) = kx (G;( )> x (kx'(2)) = 2
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Afirmacion 4.2.2. Sea (A, ¢) espacio de probabilidad no conmutativo tal que
[lol| = 1. Sea a € A, con ¢(a) # 0. Entonces la funcion £,(t) = ha(t) — 1 es una

biyeccion entre B o) (0) y una vecindad del 0 que contiene a B,y 2 (0)
4flaf|2 6lfallZ

Prueba. Sea a € A tal que p(a) # 0. Para t € B |, (0) tenemos que

4(lall?
t o]
Z

7L

n=1
donde
1
i [ 2@ lall_ 4ol
n—oo | p(a) [p(a)l = [w(a)l
entonces ) o(a)]
7 2 ]
.

Por lo que “(( )) es analitica en B o) (0). Asi, para todot € B |4 (0), tenemos

1(la H2 4]al|?
que
d? t > a") .1 = np(a™)
— — ]_ +
oW 2 2ot
por lo que
IRAGIN 2l =1 b (P Y
dt s@(a) lp(a)] dlt] \ (1 —[all[t])? )’
donde
dlt] \ (1 —[lal[ [¢])? (1 —[all2])?
Entonces
db®)| lall[tl _2—1lallltl o, _ L _2—llall[
dt p(a) |~ lp(a)] (L—Ilalllth? = 4 (L —|lall[t])?>’

la

—1—

donde 2 — [|a|| [t| > 2 — + y (1 —|[a]|[t])* = (1 — i)z, por lo que
2_1

t) 21,1742

1-3)

a) 4 (
De esta manera, para todo tq,ty € B ) distintos tenemos que

2
9

NeJEEN|

4
d

o (0
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4.2. La convolucién libre.

alt2) ~ £altn)] 2 1@ 12— 1a] 0,

de donde se sigue que ¢, es inyectiva en B @) (0). Luego, sea |t| <

Lo Tlall’
entonces
La(®)] > |e(a)] 1t = > (lla]l [t)"
n=2
=lp(a)l [t — [lal?[t? Z ] [¢))*
> l(a) ] — 1ol Z ( )
=|p(a)] |t| — §||GH2|t|2,
en particular, si t € OB jeta) (0), entonces
lal
S 0L P
a — - )
4lal[* 3 16[lal[*  6lall?
es decir, la imagen de B |4y (0) bajo £, contiene a By (0). O
1(all2 6 Jlall?

Lema 4.2.3. Sea (A, ) espacio de probabilidad C* y sean a,b € A libres con
respecto a ¢. Para t; € Bﬁ (0) yte € Bﬁ(O) definimos

a(tl) = (1_,4 — 1 a)_l — ha(tl)lA

b(ta) = (14 —tad) ™' — hy(ta)lag

Entonces

(1) a(t1) y b(t1) son libres con respecto a ¢ y p(a(t1)) = p(b(tz)) = 0, para
todot1€Bﬁ(O)yt2€B”+H(O)

(1) Sea p € C, entonces
(Ia—t1a)(1g—pa(ty)b(te))(la —tab) =co+c1a+cab+ c3ab,

donde

co=1—p(ha(t1) = 1)(he(t2) — 1)
cr = —t1 (L4 pha(ts) — pha(ty) hy(t2))
= —ta (14 pho(t2) — pha(ts) he(t2))

cg = tita (1 — pha(ty) hp(t2))
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(111) Si ||pa(ty)b(t2)|| < 1, entonces co + ¢y a + c2 b+ c3 ab es invertible y
© ((co +cra+cab+cs ab)fl) = hq(t1) hy(t2)

Prueba. (I) Para todo t; € Bﬁ(O)7 tenemos que ||t;al] < 1, por lo que

t1a es acotada y, asi, (14 —t1a) " = S0° (t1a)". Por otro lado h,(t)) =
oo o p(a™) i, porlo que a(ty) € alg (14, a). Andlogamente se tiene que b(ty) €
alg (14,b). Asi,

alg (1a,a(t1)) € alg (1a,a)

alg (1Aab(t2)) - alg (1./4’ b) ’

por lo que alg(14,a(t1)) y alg(1a,b(t2)) son ¢ -libres. Ademaés, para todo
tleB (O)ytgeB (0)

=Y wltia)) =Y elamty =
n=0

n=0

(IT) Luego, sea p € C, entonces
(La—tra)(la—pa(ty) b(t2))(1a—t2 b) = (La—t1 a)(la—t2 b)—p (La—t1 a)a(ty) b(t2)(La—t2 b),
donde

(1A — tl a)a(tl) b(tg)(lA — tg b) = (1A - h (tl 1_,4 — tl a)) b(tQ)(lA — t2 b)

)
= (1a = ha(t1)(1a — t1a)) (1a — hp(t2)(1a — t2)))
= 14— ha(t1) (La — t1@) = ho(t2)(1a — t20) + ha(t1)ho(t2) (La — t1a)(1a — t20)
= (ha(t1) = D (ho(t2) — 1) 1a +t1(ha(ts) — ha(t1)hs(t2)) a
+ta(hy(tz) — ha(ti)hs(t2)) b+ tito hq(t1)hs(t2) ab
' (Ig—t1a)(lg —tab) =14 —t1a—tab+titaab
por lo que

(1a — tra)(1a — pa(t) b{t2))(1a — t2) = (1 — plha(t) — D)(hp(tz) — 1)) La— ts (1 + pha(ts) = pha(t)h(t2)) @
7t2 (1 + phb(tg) — pha(tl)hb(tg)) b + tth (1 — pha(tl)hb(tg)) ab.

(I11) Por altimo, supongamos que ||p a(t1) b(t2)|| < 1, entonces (1—pa(t1) b(tz))
es invertible y, asi, ¢y 4+ ¢1 @ 4+ c2 b + c3 ab es invertible. Entonces

(co+cra+tcabtezab)™ =1y —toab) 11— pa(ty)btz)) t(1g —t1a)™?,
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4.2. La convolucién libre.

donde
(1a = pa(ty) b(t2)) ™' = p" (a(t1)b(t2))"
n=0
y
(1a—tia)" = a(tr) + ha(t1)1a
(1g — t2b) ™" = b(t2) + hy(tz)la
Entonces
(Co+01a+82b+63ab) (b(t2)+hb tg 1A <Zp ) (a(t1)+ha(t1)1A)
= Z p"b(t2) (a(t1)b(t2))" altr) + ha(t1) Z p"b(t2) (a(t1)b(t2))"
n=0
+ hy(t2) Zp "a(ty) + ha(t1)hs(t2) an (a(t1)b(t2))",
n=0

pero ya vimos que a(t1) y b(t2) son @-libres, por lo que
@ (a(t)? b(t2)* -+ a(t)P™ b(t2)™™) =0

para cualesquiera pi, ..., Pm,q1,---,qm > 0, tales que (p1,. .., Pm, q1s- -, Gm) 7
(0,...,0,0,...,0). Entonces

¢ ((co+cra+cab+czab)™") = 0+hqa(t1)o(b(t2))+hy(t2)p(a(ts)+ha(ts)hs(t2)e(1a),
donde p(a(t1)) = 0 = p(b(t2)), por lo que
¢ ((co+cra+cab+cgab) ) = ho(t1)hy(t2).

Teorema 4.2.3. Sea (A, ¢) espacio de probabilidad no conmutativo con
llell =1 y sean a,b € A libres con respecto a .

(I) Sean t; € B_1 (O)thEB 1

(0). Entonces
] aner

) hb(tg #0

ha(t1) + hy(te) — 1 #£ 0.
Ademas, si kq(t1) = kp(t2), entonces

- Fo(t1) - k()
 ha(ty) +he(ts) =1 ha(t1) + he(t2) — 1

satisface que [t| < m y
hato(t) = ha(t1) + hy(t2) — 1,
ka+b( ) kq (tl) = kb(tZ)
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. ; 1 1 1
(i) SizeC, |z < mln{6 > ST6T BTa ol }, entonces

RHa+b (Z) =Ry, (Z) + Ry, (Z)

(4.2.3)
Prueba. Para cualesquiera t; € B4H1 “ (0)y ta € B4”1bH (0) tenemos que
) =11 Y dlallal < Y- (5) =3
n=1 n=1
[ (t2) =11 < D (Ibllle=)" < 1) =3
n=1 n=1
por o que ha(t1), ho(tz) > 2 # 0y, asi, ha(t1) + hy(t2) — 1 > 3 # 0. Luego,
supongamos que k,(t1) = ky(t2), entonces
ty hal(t 1 hy(ts) =1\
t= vhalt) (L) (M) L
ha(t1) + hp(t2) — 1 14 helta)—t ha(t1)
ha(tl)
donde ho(ta) — 1 Iy (ts) — 1| 13 1
b(t2) — b(t2) —
JREEAAGE g S R LA L
‘ ha(t1) |ha(t1)] 32 2
por lo que |t| < 2[t1|, 2|t2|, entonces
[t] < mln{ L 1}
2llall” 2(10]1 J°
donde ml’n{2|1a| , 2|1b|} (llall + o) < & 4+ 4 =1, por lo que
e Lo 1
lall + 1ol ~ lla+bl"
De esta manera, h,q(t) esta bien deﬁnida en B ib“( ). Asi consideremos
p= m Como |ha(t1)], [hs(t2)| < 3 entonces lp| < 15- Luego,
latt)ll = | 0t @ = gty |
- oL |
thﬂ la™ = @(a™) 14|
n=1
Z ltal llal))”
<3
37
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y analogamente, [|b(t2)|| < 2, por lo que [pa(t1)b(t2)|| < i. Entonces, por el
Lema co + c1a+ c2b+ c3ab es invertible y

¢ ((co+cra+cab+cgab)™) = ha(t1)hs(t2),

donde
ha(ti) + hy(tz) — 1
co=1=p (haltr) = 1) (o(t2) = 1) = =557
—t
cr=—t1 (14 pha(tr) — pha(ti)he(t2)) = hb<t12)
—t
c2 = —ta (14 phy(ta) — pha(ti)he(tz)) = h (t21)
cg = titz (1 — pha(t1)p(t2)) = 0.
Entonces & = —t = 22, por lo que

Lo (1= ta+8))7) = ha(t)hn(t),

pero hayu(t) := ¢ ((1 —t(a+b))~"), entonces

ha+b(t) = Co ha(tl)hb(tg) = ha(tl) =+ hb(tg) — 1,
y, asi,

kato(t) =tha(t1) + thy(ta) —t
ko (t1) ho(t1) + ko (t1) hp(te) — ka(t1)
ha(t1) + hp(t2) — 1
ka(t1) (ha(t1) + ho(t2) — 1)
ha(t1) + hp(ta) — 1

_ 1 1 1 .
Ahora, sea ¢ = mln{6|a|, ST 6|a+b|} y z € C tal que |z] < e. De la Afir

macion se sigue que k; kb_l y ka__&b son analiticas en B.(0). Luego, para
z # 0 sean

t=ky'(2),
ty =k, ' (2),
lg = k;—ib(z)u
entonces t; € Bm (0), t2 € Bﬁ 0)ytse B4Hal+bH (0). Asi, por el inciso (I),

(
queda claro que hg(t1), hp(t2) # 0y hq(t1) + hp(t2) — 1 # 0. Luego,

ko(t1) = z = kp(t2),
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. ko (t . 1
entonces se sigue que t = m satisface [t| < Tatol ¥

ka+b(t) = ka(tl) = kb(tg) =z.

Por lo que t = k;}b(z), es decir

Kutol2) = ha(t1) + hy(t2) =1

donde hy (t;) = *2{ft) = i ¥ wlte) = 2 = =i, por lo que

-1 z 1
ka+b(z) =2 T =z _ = 1,1 1
kal(z) |k, (2) ka'l(z) Ky '(2) 2
entonces 1 1 1 1
— =-— +— - - (4.2.4)
koop(z)  ka(2) Ky (2) 2
Por otro lado, de la Observacion [£:2.3] se sigue que
1 1
R, = — -
Ha+b (Z) ka—ib(z) 2
1 1
R — _
wa(2) ko(2)~t 2
1 1
R _
Hb (Z) kb(z) 1 Z’
entonces
@.2.4) 1 1 1 1
Ma+b(z) k;l(z) + kb_l(z) z P Ha (Z) + Hb (Z)
O

Ejemplo 4.2.1. Sean §y,0; deltas de Dirac y sean «, 8 € [0, 1] distintos. En-
tonces definimos las siguientes dos medidas:

W= a60+(1—a)61

V= ﬂ60+ (1 7,8)51.

Claramente dg y 01 son de soporte compacto. Luego, tenemos que sus respectivas
transformadas de Cauchy quedan como sigue:

Gule) = ot (1-0) = =
Gule) = LA+ =7 1= 8) = =5
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De donde se obtiene, por céalculo directo, que las inversas deben ser de la forma,

(w+1) £/ (w+1)2 —dyw
2w ’

=, f

y del Lema [3:2.2] se sigue que

_ (w4 1)+ +/(w+1)? —daw

G (w) 5 :
G- ):(w+1)+ (21;))+1)2746w'

y del Teorema [£.2.3] se sigue que

2(z—|—1)—|—\/(z+1)2—4a2—|—\/(Z+1)2—4,8z72
2z z

R;LBHV(Z) =

Asi,

VE+1D2—daz++/(z+1)2 — 482
2z ’

De aqui, se obtendra G,m, () por calculo directo. Ahora consideremos
w= G;Eéy(z) y Do = (24 1)? — 4az, Dg = (2 + 1) — 43z. Entonces,

D, + /D
w14 YDt VDo
z

-1
GuEEh/

(z) =1+

de donde
/D VD,
2w —1) — Y28 - VZa
z z
y
4(w —1)/D D D
4(w—1)2—y+—fz—§,
z z z
entonces
Dﬂ_Da o 4(0‘_5)
22 B z
por lo que

Aw—1)% + 4(a—B) _ 4(w — 1) /s,

z z

donde es claro que w # 1, pues a # 3, entonces

w-1z+2"2 = /D,

w —
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de donde
a—pf 2
(w1)222+2(a5)z+(w_1) =224+ (2-48)z+1
y
2) 2% 42 1 a=p\" 1=
w(w—2) 2" +2(a+p — )z+(w_1> -1=0
entonces

a2 B 1/2
iasp (0 pp e sy )

 w(w —2) w(w — 2) ’

y del Lema [3.2.2] se sigue que

A u(w— 1/2
1-a-8 (1= 0= p)? - =2 4w - 2)
w(w — 2) w(w — 2) '

Gumy(w) =

Luego, denotemos

a— B)w(w —2)

Aw) = (1-a - g - C=200

+w(w — 2),

entonces para w = x + iy € H' tenemos que
A(w) = RA(xa y) + iIA(Z‘, y)a
donde

s (= 2)(x — 1) +y*(2x(x — 2) +3) +y*

Ralz,y)=(1—a—-B)>2+z(x —2) —y* — (o —
alz,y) =( B)” +x( )=y —(a—=5) (@ —12142)

(@-1)((x-1)2+¢%)° — (a— B)*(x - 1)
(x—1)2 +y2)°

Ix(z,y) =2y

Antes de continuar al computo de la densidad, se van a encontrar los 4tomos de
p B v, cuyos candidatos seran los posibles polos de G,m,, que por el Teorema
@ se veran los casos para x = 0,1, 2. Entonces, para x =~ 2 y y ~ 0 tenemos
que I4 ~ 1 — (o — B)? > 0, mientras que para =,y ~ 0 tenemos que 5 =~
—14 (a— B)? < 0. Asi, tenemos que

lim A(w)=|1-a-p|

wN;P{'Q
)
lim /A(w)=—|1—-a- 4|,
wN4>T'0
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por lo que

1—(a+8), a+p8<1

lm (w=2Cum,(w) = {o atp>1

N.T.
w =2

lim wG,m (w) =
poy
wN.T.O

a+B-1, a+p>1
0, a+p<1

Luego, como
(w—1)?A(w) = (w—-1)*(1-a—p)*—(a—B)?w(w—2) +ww - 2)(w— 1)
vy Ia~ —(a—B)? <0, cuando z ~ 1 y y ~ 0, entonces

i (= )Y/Aw) =~ 4l

por lo que
lim (w—1) G, m, (w) = |a = f.
w1
De aqui que p H v tenga un atomo en 1 cuando o # (3, mientras que el otro
atomo en 0 o en 2 dependeré de a + 3.

Ahora, para obtener la densidad de pH v se usara el resultado obtenido en
(3.2.4)). Primero, reescribiendo A(w) en forma polar se tiene que

A(w) = re®,
donde
r=(Ri(e.y) + Be,y) "
arctan éf;((";’z)) , Ra(z,y) >0
] arctan % +7, Ra(z,y) <0
Entonces

arr'/2sen (§) +b1 (1 —a—B+r/2cos (%))
a? —b? ’

ImGum,(x +1iy) =

donde

ar =2 — 22 —y?

b1 = Qy(a: — 1)
Asi, para y =~ 0 se tiene que
-2
Rala) ~ Rafa) =(1= a = 9 + 2l —2) = (a = 6 7o)

IA(J"7y) ~ IA(Qj) :Oa
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siempre que x # 1. Entonces, paray ~ 0y x # 1

0, Ra(z) >0
ImG @, (x+iy) ~ (172
! 7'12‘4(;_)‘2) ;. Ra(z) <0

Entonces, para x ¢ {0,1,2}

lim Im G m,(x+iy) =

y—0t

{0 Ra(z) >0

2)[1/2
B ) <0

De aqui podemos observar que el soporte de la densidad es {z : Ra(z) < 0},
que para valores de a« = 0.6 y 5 = 0.7 se puede visualizar en la Figura 4.1

Figura 4.1: Grafica de R4(x), con @« = 0.6 y 8 =0.7. Donde R4(z) < 0 cuando
x € (0.0465857, 0.895114) U (1.10489, 1.95341), aproximadamente.

Asi, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue y de (3.2.4)
se sigue que para cualquier intervalo (s,t) contenido en el soporte de B v se

tiene que

1t |RA($)|1/2
E - — - .- ~
wHBv((s,t)) /S 22— 2) dz

4.3. Convolucidén libre de distribuciones semicir-
culares.

Definicion 4.3.1. La ley semicircular con centro en a € R y radio r > 0 es una
medida de probabilidad «, , determinada por la siguiente densidad:

2
d’yam(t) = m \r2 — (t - a)2 Xla—ra+7] (t) dt

La distribucion semicircular tiene un rol anélogo al de la distribucion Gaus-
siana cuando se sustituye independencia clasica por libre. De esta manera, po-
demos verificar el siguiente resultado.
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Afirmacién 4.3.1. Sea 7, la distribucién semicircular centrada en a € R y
radio r > 0. Entonces 7,, = (La ODg)* (70,2), donde D, ,L, : C — C son
funciones medibles y tales que D,. (z) =rz y L, (2) = z + a, para todo z € C.

Prueba. Sea k € NU {0}. Entonces

/tkd(LaoD%)*(% /(;t—i-a)k do,2(t)
/(gt—i-a)k 17r\/4—t2X[,272](t)dt

1 2
/a:k 1/4 (x — a) X[QQ]( J;—a)) ;dm

/ \/ l‘*a X[a r,a+r] d

=/x dYa,r ().

Por lo tanto, del Teorema se sigue que Ya, = (La 0 Dz)_ (702) O

Lema 4.3.1. Dada p medida de probabilidad de soporte compacto en R, para
cualquier boreliano By a € R y r > 0 fijos tenemos que

Rira).w(?) =Ru(z) +a

Rp,).(w)(2) =1Ryu(r=z)

Prueba. Por un lado, tenemos que

_ [ ). ()0 628 o
G(Ln,)*(u)(z)—/RT /ﬁ_/Rm_GM(Z_a)

y

_ [ d(Dn),( -/ 1/du(t>_1 1
G(DT»)*(M)(Z)_/R Z_t z—rt r R%z—t_TG“ e

De aqui, es claro ver que

G i) =G’ (2) +a
y 1
Gipy.n(?) =G (r2)
pues
Gy o0 G = —a)+a=2=GCw,), oG, >
y
Gl G —rot (ric, (1)) =rli=c Gop
0.2 =G (1 G T2 ) ) =102 = G 0D, ()
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4. La Convolucién Libre

Entonces

_ 1 _
R(La).((2) = G(Lla)*(p)(z) -5 G l(2) +a— T Ru(z) +a

Lema 4.3.2. Si X es una variable aleatoria no conmutativa con distribucion
semicircular vp 2, entonces

Rypo(2) =2 (4.3.1)

Prueba. De la definicién es claro que la densidad de 7y 2 estd dada por

1
VAt X2 (t)dt

2

Entonces

N )
G"/o,z(z) = i/ 1=t dt.

2w, 2t

Luego, para todo t < |z| se tiene que

oo

1
X:Z”Jrl Tzt

n=0

por lo que

1< 1 /2
Gopo(2) = gz peTEs /Zt” VA—t2dt, |z >t

n=0

Asi, de (2.0.11)) se sigue que

= C
G'YO,Z (Z) = Z 221011

p=0
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4.3. Convolucion libre de distribuciones semicirculares.

Luego, de (A.0.4]) se sigue que
oo 1 p

1 1
Groal(2) =- + - Z o Z Cj-1Cp—;

Sl ity

z 223 2j+2p+1—-1
p=1j=1

,+EZZ L Gy
z 223 1 2(p—j)+1
p=1j=1
1 3

- p k—1
Sy e ol

plkO

C
o 722 Z2k+1 Z2(zl kl)c+1

=0 k=0
o0 o0
fz Chx
sz+1 22(1 k)+1

1
z
1 12
_Z

I\

+ ; G'Yo,2 (Z),

por lo que
G2, ,(2) — 2G4y ,(2) + 1 =0.

Y0,2

Asi, resolviendo para G, ,(z) tendremos que

zE+Vz22 —4
Groae) = YA s

Luego, multiplicando por el conjugado de z /22 — 4 y sustituyendo z = iy, se
tiene que

) 2
G2 (1Y) = - = Iyl >t
1y (1 F4/1+ F)
Por lo que G, ,(z) = Z¥2"=% para que se satisfaga que 1fm, o iyG-, , (iy) =
1. Asi, G’% ,(z z)=z+ 1. de donde se tiene que R, ,(z) = 2. O

Teorema 4.3.1. La familia de distribuciones semicirculares es cerrada bajo
convolucién libre.

Prueba. Sean 7, , y Vs distribuciones semicirculares de dos variables alea-
torias no conmutativas libremente independientes. Entonces de la Afirmaciéon

y del Lema se sigue que

Reyor(2) = 5 R (5 Z) +a
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4. La Convolucién Libre

y
s S
R%,s<z) = 5 7?"‘/0,2 (5 Z) + b
Entonces, de (4.3.1)) se tiene que
r2
Ropn(2) =2t
y
52
R’Yb,s(z) = Z z+0b
Asi,
r? 4 g2
RW&,TE'YIJ‘S(Z) = 4 z+ (a + b),

que es la transformada R de la distribucién semicircular v, ,,

r2452°
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—Capitulo 5
Conclusiones

Explorando una de tantas maneras de obtener la distribucién-* entre va-
riables aleatorias no conmutativas libres, cuando es posible, me quedé claro
la necesidad de una base considerablemente sélida de herramientas analiticas.
Aprendi de la importancia que tienen otras disciplinas como el Anéalisis Funcio-
nal, Variable Compleja, Teoria de la Medida, Algebras de Banach, entre otras
para el desarrollo de metodologias que permitan calcular de manera analitica
la convolucion libre. A su vez, asimilé el paralelismo que mantiene la teoria de
probabilidad libre con la probabilidad clasica. Si solamente se trata la parte al-
gebraica, se llegan a simplificar algunos conceptos; como el caso de la esperanza
y las varibles aleatorias, donde la primera se traduce a ser un estado mientras
que las segundas se convierten en operadores.

También, comprendi lo fundamental que resultan ser los espacios de Hilbert
cuando se busca estudiar las propiedades de algtin espacio, pero resulta ser una
labor demasiado compleja por su nivel de abstracciéon. En este sentido, con apo-
yo de las herramientas que provee la probabilidad libre, uno puede mejorar la
manera de entender una estructura algebraica, cuyo nivel de abstraccién com-
plica su estudio, a través de representaciones en espacios de Hilbert; y en el
mejor de los casos llevar a cabo una descripcion analitica.

Finalmente, me gustaria aclarar que, aunque en este proyecto sélo se hablo de
medidas de soporte compacto, debido al enfoque inicial que se le da a este tema
a nivel licenciatura, la linea de estudio sigue en extender el caso a distribuciones
dadas por medidas de soporte no necesariamente compacto, lo cual compete a
temas que involucran operadores no acotados.
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—Apéndice A
Trayectorias de Dyck

Definicién A.0.1. Consideremos el espacio cuadriculado denotado por Z2. De-
finimos una trayectoria NE-SE como una trayectoria en Z? que empieza en (0, 0)
con pasos de la forma (1,1) (pasos al Noreste) y (1, —1) (pasos al Sureste).

Definicion A.0.2. Una trayectorio de Dyck es una trayectoria NE-SE, deno-
tada v, que termina en el eje de las abscisas y nunca baja estrictamente més
alla de este eje.

Observacion A.0.1. Dado k € N, podemos identificar naturalmente el conjun-
to de trayectorias NE-SE de longitud k con {—1, 1}* asociando cada trayectoria
g con una k-tupla cuyos elementos son la secuencia de £1s que aparecen en las
segundas componentes de la trayectoria ~g.

Observacion A.0.2. Sea k € N y consideremos la identificacién natural des-
crita en la observacion Entonces (A1,...,\;) es una trayectoria de Dyck
si y s6lo si

J o> <i<
r=1 Ar 20, 1sjsk (A.0.1)
Y1 A =0.

Prueba. Sea k € N y consideremos (A1,..., ), donde \; € {—1,1} para
i=1,... k.

Si (A.0.1) se satisface queda claro que la trayectoria v, NE-SE asociada
a (A1...,Ag) termina en el eje de las abscisas, pues Zle Ar = 0. Y como

S7_ A >0, para 1 < j <k, entonces -y, nunca baja del eje de las abscisas;
va que si fuese el caso contrario esto implicaria, sin pérdida de generalidad, que
existe (pg, —1) para algan py € {1,...,k—1}, un punto en la trayectoria, lo cual
implica una contradiccion con la hipétesis, ya que > 2%, A\, = —1. Por tanto
(A1,...,Ak) es una trayectoria de Dyck.

Si(A1,..., k) es una trayectoria de Dyck de longitud k, entonces para cual-
quier punto (p, q) en la trayectoria tendremos que ¢ > 0y ¢ = 0 cuando p = k,

donde ¢ = Y"P_, A,. Entonces Y ?_, X\, > 0, para cualquier p € {1,...,k —1};

ysip:k,O:q:Zle)\r. O
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De (A.0.1)) queda claro que una trayectoria de Dyck de longitud k existe s6lo
cuando k es par. De hecho la cantidad de trayectorias de Dyck de longitud & se
pueden enumerar por medio de los numéros de Catalan.

Definicion A.0.3. Dado un entero n > 0 denotamos por C,, al n-ésimo niimero

de Catalan,
1 /2n\ _ (2n)!
Cn i= n—|—1(n> ~nl(n+1)! (4.0.2)

Observacion A.0.3. Dado un entero positivo p, el niimero de trayectorias de
Dyck de longitud 2p es igual al p-ésimo ntiimero de Catalan C,,.

Prueba: Sea (m,n) € Z2. Claramente una trayectoria NE-SE cualquiera con u
pasos al Noreste y v pasos al Sureste termina en el punto (u + v,u — v), por
lo que existen trayectorias NE-SE que terminen en (m,n) si y solo si (m,n) =
(u+wv,u—v), para algunos u,v € NU{0} tales que u+v > 0. Es decir, si y s6lo
sim >0, [n| <my m,n son de la misma paridad.

Asi, las trayectorias NE-SE que terminen en (m,n) seran aquellas con pre-
cisamente m;r” pasos al Noreste y 5™ pasos al Sureste. Entonces tendremos
que las posibles trayectorias NE-SE que terminen en (m,n) se pueden contar
como sigue:

(m;n;?('mn), = <mm+n> (A.0.3)

2 2

De esta manera, tenemos (2;’) trayectorias NE-SE posibles que terminen en
(2p,0). Ahora, contemos las trayectorias NE-SE que terminen en (2p,0) que no
sean trayectorias de Dyck.

Fijemos v una trayectoria NE-SE que termine en (2p,0) y no sea de Dyck.
Consideremos j € {1,...,2p — 1} la longitud minima de pasos tal que v baja
por primera vez del eje de las abscisas; es decir, para cualquier punto (p,q) en
la trayectoria « se tiene que:

q >0, p<j—1
q=0, p=j-—-1
g=-1, p=yj

Entonces v se puede descomponer como una yuxtaposicion de dos trayectorias,
v =~'V~"; donde v/ va del (0,0) al (j,—1), y v vadel (j,—1) al (2p,0). Luego,
tomemos ;ﬁ como la reflexion de v” sobre el eje horizontal y = —1. Entonces
" va del (j,—1) al (2p, —2).

Asi, definimos F(vy) := 7'V @, un mapeo que manda trayectorias NE-SE,
que no son de Dyck y terminan en (2p, 0), a trayectorias NE-SE que terminan en
(2p, —2). De hecho F es una biyeccion entre el conjunto de trayectorias NE-SE
que no son de Dyck y terminan en (2p,0) y el conjunto de trayectorias NE-SE
que terminan en (2p, —2); ya que dada 7 una trayectoria NE-SE que termina en
(2p, —2) tendremos que existe una cantidad de pasos minima jg € {1,...,2p—1}
tal que 8 se encuentra a una altura y = —1. Por lo que podemos descomponer
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A. Trayectorias de Dyck

a f como 8 = B’V B"; donde 5’ va del (0,0) al (jz,—1), y 8" va del (j5,—1)
al (2p,—2). Tomemos " como la reflexion de 3”7 sobre el eje y = =1y v :=
B’V 8", entonces ~ es la tnica trayectoria NE-SE que termina en (2p,0) tal que

F(y) = 5.
Entonces el naumero de trayectorias NE-SE que no son de Dyck y terminan
en (2p,0) es igual a la cantidad de trayectorias NE-SE que terminan en (2p, —2).
Asi, por (A.0.3)), hay (;)Zé) trayectorias NE-SE que no son de Dyck y terminan
2

en (2p, 0). Es decir, hay (p2_pl) trayectorias NE-SE que no son de Dyck y terminan
en (2p,0). Por tanto, hay
2p 2p
(p ) - <p - 1>
trayectorias de Dyck que terminan en (2p,0). Pero,
<2p> B ( 2p ) _ (@p)! (2p)! (o) - (p+Dip —1)! —pt

P p—1 - p2(p+1)!(p— 1)

P2 (p+Dip-1!

(p+Dplp— 1) —p*(p— 1)1

=@t pP(p+Dlp—1)!
B plp—1)*(p+1—p)
=@t p2p+1Dlip—1)!
N . p(p— 1P
= () p(p —D)!pl(p+ 1)l(p — 1)!

p

)L S C) L S 67
Coplp+ D! pr1 pi2 _p+1( )

O

Observacién A.0.4. Los nameros definidos en (A.0.2) satisfacen la siguiente
regla de recurrencia:

{C“ ==l (A.0.4)

Cp=37%_1Cj-1Cp—j, p=2
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