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La matemaética-verdad lo trae cada mateméatico den-
tro de si mismo. El sufrimiento, el gozo, el triunfo,
el fracaso, los elogios y la pasion; todo eso que hay
en este arte de contrastes, de luz y sombra, de exhal-
tacién y amargura, de héroes y truhanes, lo vamos
viviendo los matemédticos. Algunos caminardn todo
el tiempo sin llegar jamas a ningiin lado en ese labe-
rinto mil veces peor que el del minotauro porque éste
es un camino que se recorre voluntariamente. Para el
que llega encontrar la verdad en las matematicas, el
camino es aun mas duro porque debe defenderlo con
la vida hasta la muerte. Aquel que descubrié la ver-
dad en las matematicas y lo traiciona, preferird no
haberlo descubierto nunca. . .

Jorge de Jesiis “El Glison”
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Introduccién

En Topologia, hay dos nociones de producto simétrico relacionados con
un espacio base X, uno de estos es F,(X), el cual es un subespacio del
hiperespacio 2%, y el otro denotado mediante SP,(X) es un cociente bajo
una acciéon de un grupo.

Dado un espacio topoldgico X definimos los hiperespacios:

1. 2X = {A C X| A es cerrado}

2. Fp(X) = {A€2X| |A] <n}.

El conjunto 2% se le dota de la topologia de Vietoris, y F,,(X) tiene la to-
pologia de subespacio. El estudio de los hiperespacios se remonta a pricipios
de 1900 con trabajos de Hausdorff y Vietoris, mientras que el espacio F),(X)
fue estudiado por primera vez por Borsuk y Ulam en 1931.

El otro producto simétrico SP,(X) se obtiene bajo la accién del grupo
simétrico 5, en el espacio X™ = X X --- x X permutando las coordenadas,
es decir:

Spx X" —» X"

(07 l’) = (aja(l)a o ':L'U(n))'

El espacio cociente de X™ por esta accién es lo que denotaremos por S P, (X).
Esta construccion, que asocia a un espacio topoldgico X un segundo espacio
SP,(X); también asocia a una funcién continua f: X — Y una segunda fun-
cién continua SP,(f): SP,(X) — SP,(Y). Ademads, la asignacién cumple
con las siguiente propiedades:

1) La identidad 1x: X — X, bajo la asignaciéon SP,(—) es la identidad
en SP,(X).

IX



2) Dado un diagrama de composicién

y 4.7

1

X
induce el diagrama conmutativo

sP,(v) LY 5p,(z)

Snlf )T /s{m:spnm

SPy(X)

en otras palabras, SP,(go f) = SP.(g) o SP.(f)".

Estos productos simétricos guardan una relacién entre ellos, de hecho,
de la definicién de ambos productos simétricos se tiene que SP(X) = X =
F1(X). También se puede probar de manera sencilla que SP»(X) = Fy(X).

En este trabajo de tesis estudiaremos el producto simétrico SP,(X),
veremos que propiedades topoldgicas se preservan de X en la construccién
de SP,(X) y viceversa.

En el primer capitulo se introducira las herramientas necesarias de Teoria
de Grupos y Topologia que usaremos, pues como hemos dicho, el espacio
SP,(X) es un cociente bajo la accién del grupo de permutaciones.

En el segundo capitulo daremos la definicién del espacio SP,(X), tam-
bién veremos qué propiedades cumple la funcién P, : X™ — SP,(X) que
manda a cada elemento de X" a su clase de equivalencia, y también dare-
mos un modelo de SP,(—), asi como algunos encajes que resultan naturales
de la definicién.

En los capitulos restantes estudiaremos propiedades topoldgicas que se
transfieren de SP,(X) a X", de SP,(X) a X, de X a SP,(X) y también de
X™ a SP,(X). En el tercer capitulo veremos cosas de separabilidad, de la
primera y segunda numerabilidad; en el cuarto capitulo estudiaremos axio-
mas de separacién, como también relaciones de metrizacién; en el quinto
capitulo se prueban las relaciones de compacidad, compacidad secuencial,
compacidad numerable, compacidad local y también, la relacion entre las
compactaciones de Stone-Cech y de Alexandroff; finalmente en el sexto ca-
pitulo veremos cémo tienen la misma dimensién SP,(X) y X™.

'En el lenguaje de teoria de categorias, se tiene que la construccién SP,(—) es funtorial
en la categoria de espacios topoldgicos.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se presentan todas las definiciones, resultados y notaciones
que usaremos a lo largo del texto. Iniciamos introduciendo nociones de teoria
de grupos que nos seran de gran ayuda.

1.1. Teoria de Grupos

Definiciéon 1.1.1 Sea f: A — B una funcién. Para C C A, definimos la
imagen de C bajo f como el conjunto { f(a) € B | a € C}, el cual denotamos

con f(C).

Recordemos que una funcién f: A — B es biyectiva si es inyectival y
suprayectiva®. También recordemos que una funcién f: A — B se dice que
es invertible si existe g: B — A una funcién tal que fog=1gygof =14.
Dicha funcién es tnica y la denotaremos por f~.

Definicién 1.1.2 Dado X un conjunto, a una funcién biyectiva o: X — X
le llamaremos una permutacion en X. Denotamos por S,, al conjunto de
permutaciones de {1,2,3,...,n}, es decir:

Sp={0c:{1,2,3,...,n} = {1,2,3,...,n} | o es biyectiva}.

Definiciéon 1.1.3 Un grupo es un conjunto no vacio G' con una operacion
binaria *: G — G que satisface lo siguiente:

i) Asociatividad: a * (b*c) = (a xb) % ¢; para a,b,c € G.
ii) Neutro: existe e € G tal que a * e = e x a = a para cualquier a € G.

iii) Inverso: para todo a € G existe a’ € G tal que axa’ = e = a' xa. Al

elemento a’ se le llama inverso de a y se denotard como a™*.

!Una funcién f es inyectiva si para x # y en A se tiene que f(x) # f(y) en B.
?Una funcién f es suprayectiva (sobre) si f(A) = B.



2 Teoria de Grupos

Si G es un grupo bajo la operacién * lo denotaremos con (G, ).

Notacion 1.1.4 Si (G, *) es un grupo, para a € G definimos las potencias
a* para k € Z como:

i) si k=0, a” = e donde e es el neutro de G.

ii) para k > 1, hacemos:

a = a
a2 = axa
CLk+1 = ak * a

iii) Si —k <0 (k > 0), definimos:

a %= (a"H".

El siguiente lema nos serd de muy ufil, una prueba de este se puede
consultar en Zaldivar [5].

Lema 1.1.5 El conjunto S, es un grupo bajo la operacion de composicion
de funciones.

Definicién 1.1.6 Dadas o € S,, y i € {1,2,3,...,n}, a el conjunto
{o" () | k € N}

se le llamar4 la érbita de i bajo 0. Al cual denotaremos como orb, (i) a la
orbita de ¢ bajo o.

Observacién 1.1.7 Sii € {1,2,3,...,n} y 0 € S,, entonces la 6rbita de i
bajo o es no vacia, ya que i = e(i) = 0°(i) € orby(;y = {a*(i)|k € N}.

El siguiente lema se sigue de la definicion de érbita.
Lema 1.1.8 Sea o € S,,. Entonces las drbitas de o son disjuntas.

Con el anterior lema damos por terminado todos los resultados y defi-
niciones acerca de teoria de grupos que necesitaremos a lo largo del texto,
por lo cual, las definiciones y resultados consecuentes sélo son topoldgicas.
Asumiremos que el lector esta familiarizado con lo que es una topologia.
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1.2. Nociones Basicas de Topologia

Definicién 1.2.1 Sea (X, 7) un espacio topolégico.

i) Decimos que 5 C 7 es una base para la topologia si para todo x € X
y para cualquier abierto® V tal que z € V se tiene que existe U € (3 tal
que z € U CV.Si AC X es elemento de una base para X, entonces
decimos que A es un elemento basico para la topologia de X.

ii) Decimos que 3, C 7 es una base local para z, si para cualquier
vecindad?* del punto existe U € §, tal que x € U C V.

Notemos que si X es un conjunto, 7 es una topologia para X y 8 es una
base para dicha topologia, entonces los objetos que viven en 7 son la unién
de elementos de la base f.

Lema 1.2.2 Si A es un conjunto de subconjuntos de X, entonces A es base
de una topologia si cumple con la siguiente propiedad:

UVeA y zeUNV = dWeAtad quexe W CUNV.

Demostracién. Como queremos probar que A es base para una topologia,
consideraremos A = {{JU | U C A} U{X} y veremos que cumple con ser
una topologia, asi A serd base para 2. Primero observamos que () C A y
UJ® = 0, por lo que () € 2. Ahora, nos resta probar que 2 es cerrado bajo
uniones de cualquier cantidad de conjuntos e intersecciones finitas.

Veamos que 2 es cerrado bajo uniones de cualesquiera conjuntos, sea
pues {By}laca C 2. Entonces para todo o € A existe U, C A tal que
B, = Uy, ast

U B, = U(UUa) :U(U Uoz) €2,
acA acA a€A

luego la unién de conjuntos que pertenecen a 2 también es un elemento de
2.

Para probar que 2l es cerrado bajo intersecciones finitas nos basta con
probar que para cualquier par de conjuntos U,V € 2, entonces U NV € 2.
Asi pues, tomemos By, By € 2, luego existen Uy, Us C A tal que

Bl :UUl yBQZUUQ.

3U es abierto si es elemento de la topologia 7.
U C X es vecindad de z si existe V abierto tal que x € V C U.
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Por lo que, BiN Bz = JU1NU U2 = Uperr, (Uger, (PNQ)). Ahora, tenemos
que para cada x € B1N By existen P, € Uy, Q; € Us tales que x € P,NQ, C
B1 N By, como P, Q. € A existen W, € A tal que

reW, CP,NQ; C BN Bs.

Consideremos el conjunto

w= ) W,
rEB1NB2

se sigue que W C B1NBsy; por otro lado tenemos que si y € B1MN By, entonces
ye W, CW,yasi Bi N By CW. De lo anterior concluimos que

BiNBy=W.

Y debido a que W es unioén de elementos de A se tiene W = B1N By € A, por
lo que procediendo de manera inductiva tenemos que si By, Bo, ..., B, € 2,
entonces (i, B; € 2. Finalmente tenemos que 2 es una topologia, y de la
definicién de base se sigue que A base para 2. (]

Definicion 1.2.3 Para X un espacio topoldgico y S una base para la topo-
logia de X. Decimos que un subconjunto A de la topologia es una sub-base
para la topologia de X siempre que para todo conjunto A € 3 se tiene que
A es unién de intersecciones finitas de elementos de A.

De la definicién de sub-base de un espacio topoldgico se sigue que si X
es un conjunto y si A es una familia de subconjuntos de X, entonces A es
sub-base para alguna topologia. La manera natural de generar una topologia
dado un conjunto A es generar primero un conjunto 2 que se comporte como

en las hipétesis del lema anterior, para después generar una topologia con
A.

Proposicién 1.2.4 Sean X un conjunto no vacio y A = {As}aecr una
familia de subconjuntos de X. Entonces A es sub-base para la topologia que
tiene como base

Ba={Naen4a | A" C A JA'| < IN[}.

Demostraciéon. Por el Lema 1.2.2 nos basta con probar que si U,V € (G4
yx € UNYV, entonces existe W € G4 talquex e W CUNV.
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Consideremos pues U,V € (4. Entonces existen dos conjuntos finitos
A1, Ay C A tal que

U:ﬂAa y V:onu

a€M a€lg

de esta manera,

UnV={([) 4)Nn( ) Aa)

aeM a€lo

Ahora, como

() 4N () A= [] Aa€Ba,

aEN acls acAN1UAo

se sigue que para todo x € U NV existe W, € B4 tal que x € W,. Por lo
tanto, el conjunto A genera una topologia en X. O

Podemos notar que, la topologia que genera el conjunto vacio consta de
dos elementos, a saber, el total y el conjunto vacio.

Definicion 1.2.5 Sea f: X — Y una funcién entre espacios topoldgicos.
Decimos que:

i) f es una funcién continua si f~!(A4) C X es abierto (cerrado®) siem-
pre que A CY es abierto (cerrado).

ii) f es una funcién abierta (cerrada) si para A C X tal que A abierto
(cerrado), implica que f(A) C Y es abierto (cerrado).

iii) f es un homeomorfismo si f es biyectiva y ademds f y f~! continuas.
La prueba de los siguientes teoremas se puede ver en Dugundji [3].

Teorema 1.2.6 Sea f: X — Y una funcion biyectiva y continua. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

i) f~1 es continua.
ii) f es abierta.

iii) f es cerrada.

A es cerrado si X \ A es abierto.
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Teorema 1.2.7 Sea Y un subespacio de X. St A CY es un conjunto abier-
to (cerrado) deY, y siY es un subconjunto abierto (cerrado) en X, entonces
A es abierto (cerrado) en X .

Definicion 1.2.8 Sean X un espacio topolégico y A C X. El interior de
A, el cual se denotard mediante int(A), como la unién de todos los abiertos
que estdn contenidos en A. La cerradura de A, el cual denotaremos por A,
es la interseccién de todos los cerrados que contienen a A. Y la frontera
denotada por Fr(A), es la interseccién de la cerradura de A con la cerradura

de X'\ A.

Se sigue que el interior y la cerradura de un conjunto serdn abiertos
y cerrados respectivamente, dado que la unién de abiertos es abierta y la
interseccién de cerrados es cerrada. También se siguen las siguientes equi-
valencias para la definicién de cerradura y de frontera de un conjunto, cuya
prueba puede consultarse en Munkres [2].

Teorema 1.2.9 Sean X y Y espacios topoldgicos; sea f: X — Y una fun-
cion. Entonces son equivalentes:

i) f es continua.

ii) Para cada subconjunto A C X, se tiene que f(A) C f(A).

iii) Para cada conjunto cerrado B C Y, se tiene que f~'(B) es cerrado
en X.

iv) Para cada x € X y cualquier abierto V-CY tal que f(z) € V, existe
un abierto U tal que x € U y f(U) C V.

La prueba de los incios de la proposicion siguiente se encuentra en En-
gelking [1].

Proposiciéon 1.2.10 Si A C X, entonces:

i) A= {x € X | para toda vecindad B de =, BN A # ()}

ii) Fr(A) ={z € X | para toda vecindad U de z, se tiene que U N A #
D£UNX\ A}

Podemos observar de nuestra proposicién que A es un conjunto cerrado
si y solamente si A es igual a su cerradura.
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Proposiciéon 1.2.11 Si f: X — Y es una funcion cerrada, entonces para
o+

todo A C X se tiene que f(A) C f(A).

Demostracién. Basta notar que f(A) esta contenido en cualquier con-
junto cerrado que contiene a f(A); y que f(A) es un conjunto cerrado con
contiene a f(A), pues f es cerraday A C A. O

Proposicion 1.2.12 §i f: X — Y es una funcion continua y abierta, en-
tonces para todo B C X, f~Y(B) = f~1(B).

Demostracién. Primero veamos que f~1(B) C f~H(B), para esto sea
x ¢ f~1(B). Entonces existe U C X tal que z € U y UN f~1(B) = . Asf,

f(z) e f(U) Cy\ B,

y al ser U abierto y f abierta se sigue que f(z) ¢ B.Porloquex¢ f1(B),
y asf, f71(B) € f~1(B).

Para el regreso basta con notar que al ser f continua, entonces f~!(B) es

un cerrado tal que f~1(B) C f~Y(B). Asi, f~1(B) C f~1(B), pues f~1(B)
es el cerrado mas pequefio que contiene a f~1(B). O

Recordemos que si B C X, entonces int(B) = X \ X \ B.

Corolario 1.2.13 S5i f: X — Y es una funcion continua y abierta, enton-
ces para todo B C X, f~1(int(B)) = int(f~1(B)).

Demostracién. Consideremos B C Y. Luego,

fHint(B)) = fHY\Y \ B)
=W\ B)
=X\ f'(Y\B)
=X\ )N FUB)

= X\ X\ [1(B)
= int(f~(B)).

(1.1)

Que es lo que queriamos probar. O
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Definicién 1.2.14 Sean {X,}aer una familia de espacios topoldgicos y
{7y },er sus topologias.

i) Para cada v € I' definimos la funcién proyeccién p, : [|
como p’y((wa)aeF) = L.

ael XCY - X’Y

ii) Definimos la sub-base de la topologia para el producto como
ii) Definimos la sub-base de la topologi 1 producto® [T o X
8= {p;l[Uv] |py es la funcién proyeccion para X, y U, € 7}.

Observamos que si X7, Xo, -+, X,, son espacios y 71,72, , T, sus to-
pologias respectivas, entonces una base para la topologia producto es la
siguiente

n
/8 = {HUz’UZ € Tiai € {1,2,3,...,”}}.
i=1
Esto sucede ya que si i € {1,2,3,--- ,n}, entonces U; € 7, y [[I, Ui =
ﬂ?zlpjl[Ui], donde p; es la funcién proyeccién.

Pruebas de los Teoremas 1.2.15 y 1.2.16 se pueden encontrar en [3], asi

como una demostracién del Teorema 1.2.17 se encuentra en [2].

Teorema 1.2.15 Las funciones proyeccion son continuas, abiertas y supra-
yectivas.

Teorema 1.2.16 Sean {Y,} cr una familia de espacios topoldgicos y f :
X — Hvel“ Y,. Entonces f una funcion continua si y solamente si para cada
v €T, pyof es continua.

Teorema 1.2.17 Sea {X,}aer una familia de espacios topolégicos. Para
toda oo € I' consideremos Ao C Xo. Si [[oer Xao tiene la topologia producto,

entonces
17 - 1] A
acl’ ael

Definicién 1.2.18 Dada una familia de conjuntos {U, }qer de X, decimos
que:

1) {Uq}aer es una cubierta abierta de X si para toda « € T', U, es abierto
en Xy X C Uaer Ua-

ii) {V;}yen es una subcubierta de {Ua}acr si {Vityea € {Uataer v
X CUer Vs

61_[& er Xo denota el producto generalizado de conjuntos.




Preliminares 9

1.3. Topologia de Identificacién y Espacio Cociente

Esta seccién, es de suma importancia para la elaboracién y comprensién del
trabajo, esto debido a que, el objeto que estudiaremos serd un un espacio
cociente. Empezaremos con un par de definiciones y resultados bésicos.

Definiciéon 1.3.1 Sea X un espacio topoldgico y Y un conjunto cualquiera.
Si p: X — Y una funcién suprayectiva, entonces la topologia de identifi-
cacién en Y esta determinada por p y es

7, ={U C Y| p(U) es abierto en X}.

De la definicién anterior se sigue que si p es una funciéon suprayectiva de
un espacio X a un conjunto Y, entonces p es una funcién continua cuando
a Y se le dota de la topologia de identificacién. Mas aun, si tenemos una
topologia en Y que haga a la funcién p continua, entonces dicha topologia
estard contenida en la topologia de identificacién; en otras palabras, la to-
pologia de identificacion es la topologia mas grande que hace a p continua.
Una consecuencia de la definicion es el siguiente teorema, cuya prueba puede
consultarse en [6].

Teorema 1.3.2 Si X y Y son espacios topolégicos y f: X — Y es una
funcion continua y suprayectiva que ademds es abierta o cerrada, entonces
la topologia de Y es la topologia de identificacion.

Si f es una funcién continua de X en Y, se dice que f es una identifica-
cién siempre que la topologia de Y coincide con la topologia de identificacion
determinada por f. Observamos que, toda funciéon suprayectiva, continua y
abierta es una identificacién, i.e., la topologia del contradominio es la de
identificacion.

El siguiente lema nos serd de gran utilidad para la construccién de fun-
ciones continuas y abiertas (cerradas) a través de identificaciones, la prueba
se puede encontrar en [3].

Lema 1.3.3 (Transgresion) Sean p: X — Y una identificacion y h: X —
Z una funcion continua. Asumamos que h es constante en p~1(y) para cada
y €Y. Entonces:

i) hop™':Y — Z es continua y el siguiente diagrama es conmutativo:
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ii) hop™:Y — Z es una funcidn abierta (cerrada) si y solo si h(U) es
abierto (cerrado) siempre que U es un abierto (cerrado) que satisface
que U = p~' o p[U].
Definicién 1.3.4 Dada % una relacién de equivalencia’en un espacio
topoldgico X, llamaremos espacio cociente al conjunto X/ dotado con
la topologia de identificaciéon de la funcién que manda a cada elemento de
X a su clase de equivalencia en X/fR.
Denotaremos mediante [z] a la clase de equivalencia de = € X, i.e.,
[z] ={a € X| (z,a) e R} C X.

Definicién 1.3.5 Sean X un espacio topoldgico y B una particién® de X.
Entonces:

i) Decimos que P es un espacio de descomposicién cuando se le dota
de la siguiente topologia: g = {A C*B| |J A es abierto en X}.

ii) V. C X es abierto saturado relativo a P si existe un conjunto
abierto A del espacio de descomposicién B tal que V = J A.

iii) Una descomposicién P se dice semicontinua superiormente si para
F €3 y para U subconjunto de X abierto tal que F' C U, se tiene que
hay V C X abierto tal que V es saturado relativo a la descomposicién
By FCVCU.

Como una relaciéon de equivalencia R sobre un conjunto X induce una
particion B y viceversa, es natural preguntarnos si la topologia de descompo-
sicién e identificacién coinciden para la particién inducida por una relacion.

"R es una relacién de equivalencia en X si R C X x X y para z,y,z € X se tiene que:
1. (z,z) eR.

2. Si(z,y) € R, entonces (y,x) € R .

3. Si(z,y), (y,z) € R, entonces (z,z) € R .

8Recordemos que una particién de un conjunto X es una familia 2 subconjunto de la
potencia de X tal que X = |J2; y ademds si a,b € 2, entonces a 0 #by anb=0.
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Dadas © una particién de X y P: X — ©, donde P(z) =F siz € F €
9, diremos que P es el mapeo natural de la particion.

Lema 1.3.6 Sean X un conjunto, P una particion de X y P: X — B el
mapeo natural. Entonces para todo U C B, P~Y(U) = U.

Demostracién. Sean U C By = € |JU. Entonces existe F € U C ‘B tal
que z € F, por lo que P(x) = F € U, de donde x € P~1(U). Asf,

Uvcr )

Por otro lado, si z € P~1(U), entonces P(z) € U. Ademas, debido a que
x € P(x) se tiene que x € |JU, por lo que,

ru)clu
Y en conclusién P~1(U) = JU. O

Los siguientes dos teoremas que aparecen en [6] nos dan la relacién que
hay entre el espacio de descomposicién y la topologia de identificacién.

Teorema 1.3.7 La topologia en un espacio de descomposicion D de X es
la topologia de identificacion inducida por el mapeo natural P : X — 9.

Teorema 1.3.8 Si Y estd dotado de la topologia de identificacion inducida
por f: X =Y, entonces Y es homeomorfo al espacio de descomposicion ®
cuyos elementos son los conjuntos f~1(y), y € Y, bajo el homeomorfismo
h:Y — ® tal que ho f es el mapeo natural P: X — 9.

La Definicién 1.3.5 nos da herramientas para decir cuando un mapeo
natural asociada a una descomposicién es cerrada, lo cual nos muestra el
siguiente teorema, cuya prueba se encuentra en [6].

Proposicién 1.3.9 El mapeo natural P asociado a la descomposicion D de
X es cerrado st y solo si ® es semicontinua superiormente.

Con esta proposicion terminamos los resultados de descomposiciones y
cocientes que vamos a utilizar.
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Capitulo 2
Algunas Propiedades de SP,(X)

En este capitulo definiremos el espacio SP,(X). Dicho espacio se construird

para cualquier natural n mayor que cero y para cualquier espacio topologico
X.

2.1. ;Qué es SP,(X)?

Como es de esperarse, el espacio SP,(X) es un cociente topoldgico, por lo
bl n )

que definiremos primero la siguiente relacion, la cual veremos después que

es de equivalencia.

Definicion 2.1.1 Dado un espacio topoldgico X definimos la relacion ~ en
X™ como sigue: Para (x1,z2,...,2n), (Y1,%2,...,Yyn) € X", decimos que

(.%'1,3?2, cee 7x'fl) ~ (y17y27' . ayn)
si existe una permutacion o € S5, tal que
(5517372, e 7xn) = (2/0-(1)72/0—(2)7 ) ya(n))'

De la definicién de ~ se sigue que es una relacién, por lo cual nos falta
ver que es de equivalencia. Introduciremos notacién para hacer mas ligera
la lectura de este texto.

Notacién 2.1.2 Denotaremos mediante (x;)!"_; a la n-ada (x1,z2,...,2z,).
Se haré uso de las dos notaciones sin distincion a lo largo del texto.

Proposiciéon 2.1.3 La relacion ~ de la Definicion 2.1.1 es de equivalencia
en X™.

Demostracién. Para ver que ~ es una relacion de equivalencia sobre X
tenemos que probar tres cosas: que la relacién es simétrica, que es reflexiva
y que es transitiva. Tomemos pues

(zi)izrs (Wi)icr, (21)im € X™

13
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Yy veamos que:

i) La relacién es reflexiva: Consideremos o = e € S,,, entonces para todo
€ {1,2,3,....n}, 0(j) = J, v asi (zp)y = (@), Luego,

(@i)izy ~ (@i)isy
por lo que ~ es reflexiva.

ii) La relacién es simétrica: Si (z;)7_; ~ (y;)I_;, entonces existe o € S,
tal que (2:)i; = (Yo(i)ie1- AST (To-1(3))ie1 = Wo1(0()))ie1 = (¥i)iz1,
y como o~ ! € S, se sigue
(Wi)iza ~ (@i)izy,
lo cual nos dice que la relacién es simétrica.
iii) La relacién es transitiva: Supongamos que (z;)Iy ~ (yi)i—1 ¥ (¥i)i-q ~
(zi)_,, entonces existen permutaciones oy, 09 € S, tal que (x;), =

(ycn(i))?:l y (yl)?zl = (Za'z(i))?:l’ De donde (ml)?:l = (yol(l))?:l
(Zo(o2(i)) Jie1> ¥ as1,

(wi)ia ~ (2i)icr-

Por lo que la relacién es transitiva

Con lo anterior queda probado que la relacion ~ es de equivalencia. O

Ahora ya podemos definir SP,(X).

Definicion 2.1.4 Sean X un espacio topoldgico y n un natural mayor que
cero.

i) Definimos el espacio SP,,(X) como el cociente de X™ con la relacién
~, es decir,

SPy(X) = X"/ ~ ..

ii) Denotaremos con P,, al mapeo natural de X a su clase de equivalencia
en SP,(X). Y si (z;)]; € X" escribiremos [(z;)]"_; para denotar
P ((24)i1)-

Como P, es una funcién suprayectiva notamos que cualquier elemento
de SP,(X) lo podemos escribir como [(z;)]"_;. Por la seccién anterior tam-
bién notamos que P,, es una funcién continua. A continuacién probaremos
resultados sencillos de como se comporta la funcién P,,.
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Lema 2.1.5 Sea {U;}}"; una familia de conjuntos de X. Entonces

n n

Pgl(Pn(H Ui)) = U(Pn(H Ui)) = U (H Us(i))

i=1 =1 0ESy i=1

Demostraciéon. Por el Lema 1.3.6 se tiene que

por lo que nos basta probar que P, ' (P ([T, Ui)) = Uses, TTi=1 Us(i))-
Probemos primero que P, ' (Pn(ITiL, Ui)) € Uges, (ITim1 Uss)), tome-

mos
n

(wi)iey € B ([T U2)-

i=1
Entonces Py, ((z;)! ) € P, ([, Ui), por lo que existe (y;)"; € [[;-, U; tal
que P((yi)?) = Pn((zi)i~,)), y asi hay o € S, tal que

(Tagi))iz1 = (Wi)iz1 € HUi-
i=1
De aqui (z;)f-; € [TiZ Ua—10) € Uses, [Ti=1 Us(s)> 1o que implica que
P @) € U [ Vst
i=1 0ESy i=1
Ahora probemos que J,cg ([T Us(y) € P, (Pu(ITi; Us)), para esto

tomemos "
(i)iz1 € U (H Us(i)-

oeSy i=1

Entonces existe a € Sy, tal que (2;)j~; € [[;2; Ua(), lo que implica
n
(Ta-10))i € [ Us-
i=1

Como P (1)) = Ba((2:)1,) se sigue que(z)i, € By (Pu(TT1, U),
y en consecuencia

U (H Ua(i)) - Przl(Pn(H Uz))

O'ESn =1 =1
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Finalmente hemos probado que

U (H Ua(i)) = P;I(Pn(]__[ Uz))7

UESn 1=1 =1

por lo que se concluye el lema. O

Del Lema 1.3.6 podemos deducir la siguiente proposiciéon que tiene pa-
recido al Lema 2.1.5 .

Proposicién 2.1.6 Sea [A] C SP,(X). Entonces [A] es abierto en SP,(X)
si y solamente si | J[A] es abierto en X™.

Demostracién. [A] es un abierto de SP,(X) si y solamente si P, 1([A])

es abierto en X™. Por el Lema 1.3.6 tenemos que P, *([A]) = J[4], pues
SP,(X) es un una descomposicion. O

Proposicion 2.1.7 Sean X un espacio topoldgico y 5 una base para la to-
pologia. Entonces el conjunto

n

18] = (Ba[[] Aill Ai €8, i€ {1,2,3,...,n}}

i=1
es base para la topologia de SP,(X).

Demostracién. Debido a que para cualquier familia de conjuntos {B;}7;
de X cumple con

P ([ B) = U 1] Bew):

i=1 oesS, i=1

se sigue que los elementos de [3] son abiertos en SP,(X). Veamos ahora
que [5] cumple con ser base, para esto sean [U] C SP,(X) un abierto y
[(z;)]7_, € [U]. Entonces

()i € JIU]

y ademas |J[U] es abierto en X". Asi, para toda i € {1,2,3,...,n} existe
un abierto U; C X tal que

(ei)iey € [T Ui € Jo] =B (W),
=1
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Como 3 es base para X existen By, Bs, ..., B, € 5 tales que

n n
(73)izq € HBi c HUi-
i1 i1

Luego,
[(e)]izy € Po(]] B c Bu(] [ U0 € Pu((JIUD) = V.

=1 =1

Y como los elementos de [] son abiertos concluimos que es base para la
topologia de SP,(X). O

Observacidén 2.1.8 Debido a que el espacio SP,(X) tiene la topologia de
identificacion inducida por la funcién P, se tiene que P, es una funcion
continua.

Lema 2.1.9 La funcion P, abierta y cerrada.

Demostracion. Primero probemos que P,, es una funcién abierta, para
esto sean U C X™ abierto y [(z;)]", € P,(U). Entonces existe o € S, tal
que

(xa(i))?zl ceUcCX™

Dado que U es abierto se tiene que para toda i € {1,2,3,...,n} existen los
abiertos U; C X tal que

(To(i))iz1 € H Uicu
i—1

y asi,

Pu((zo())iz1) = [(@)]izy € Pa(J [ Ui) € Pa(W).
i=1
Como P P, ([T Ui)) = Uyes, (ITiq Us(s)) se tiene que Py ([0, Us) es
abierto, donde concluimos que P,(U) es abierto. Por lo tanto, P,, es una
funcién abierta.

Ahora probaremos que P, es una funcién cerrada, para esto utilizamos
la Proposicién 1.3.9 y probamos que SP,(X) es una descomposicién semi-
continua superiormente. Sean [(z;)]"; € SP,(X) y U C X" abierto tal
que

(@l U
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Entonces para toda o € 5,, (ma(i))?zl € U. Asi, para toda permutacion
o € S, existe una familia de conjuntos abiertos {U,;}7; de X tal que

(ﬂfg(i)):‘;l € H Uo',i Cu.
=1

Para toda i € {1,2,3,...,n} definamos
U, = ﬂ{UU7j| 1<j<n, og€8, tales que o(j) =1i}.

Se sigue que U; es abierto dado que es intereccion finita de abiertos. Ademas,
como T, (;) € Uy j se sigue que si o(j) = i, entonces x; € Uy(;). Asi

z;, € U; C Uayj.

Luego, [(z;)]"; € Pn([1i, Us), de donde

n

(@i)ioy S P (P Vi),

i=1
ademés P, (P, ([T, U;)) es abierto saturado con respecto a SP,(X) ya que
P(TT;—, U;) es abierto en SP,(X) y

n

P, ([T U0) = UPa([T U)-

i=1 =1

Sabemos que P, (P, ([Ti.; U;)) es un abierto saturado relativo a SP,(X)
que contienen a [(z;)]%, por lo que sélo falta probar que P, 1 (P([TiL, U;)) C
U. Consideremos (y;)™; € P, (P(ITiL, Us)), entonces existe o € S,, tal que

wi)ie1 € [ Us-
i=1

Debido a que z; € U; se sigue (z,(;))iz; € | Ug(iys ¥ como (Ty())iey €
[Ti-, Us,i se tiene que

n n

H Uo(i) - H Ua,i Cu,
=1

i=1

pues asi fue la eleccién de los conjuntos U;. En conclusién

(yi)?:l € u7
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por lo que SP,(X) es una descomposicién semicontinua superiormente. Asf
por la Proposicion 1.3.9 se sigue que P, es una funcién cerrada. U

El lema anterior nos dice que conjuntos cerrados van a conjuntos cerra-
dos, a través de la funcién P, pero esto no lo es todo, se tiene que la funcién

se comporta bien con la cerradura, i.e., Py (A)) = Py (A).

Lema 2.1.10 P,(A) = P,(A)
Demostracién. De la Proposicién 1.2.11 se sigue que Py, (A) C Py, (A), pues
P, es cerrada. Luego, de el Teorema 1.2.9 tenemos que P, (A) C
que la funcién P, es una funciéon continua.
Por lo tanto,

P, (‘A) = Pn(‘A)

Corolario 2.1.11 Sea {U;}}_ | una familia de conjuntos de X. Entonces
Pn(H?:l Us) = Pn(H?:l Us) = ]P)n(H?:l Us)

Demostracién. Por el Lema 2.1.10 se tiene que

Luego,
]P)n(H Ui) = ]P)n(H ﬁl)v
=1 i=1
por lo que Pn(H?:l Ui) = Pn(H?:l Uz) = Pn(H?:l Ui). O

Ya vimos que la funciéon P,, se comporta bien con la cerradura, vale la
pena preguntarse cémo se comporta con la frontera.
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Observacién 2.1.12
SPn(X) \Pn(‘A) = Pn(Xn \ ]P)T_Ll(]P)n(‘A)))7

esto ya que
([zi)lizy € SPu(X) \ Py(A)

si y solamente si

[(@)]iey NP, (Pa(A)) = 0,
lo cual sucede si y sélo si

[(z))fey € X"\ Pyt (P (A))
o de manera equivalente

([w)]izs € Pu(X"\ P, (Pa(A)))-

Proposicién 2.1.13 Si A C X" y [B] C SP,(X), entonces:

i) Fr(P,(A)) CP,(Fr(A)).

i) Fr(P,'([B]) = P, (Fr([B])).
Demostracién.

i) Probemos que Fr(IP,(A)) C P, (Fr(A)) por contrapuesta. Si

[(z)]izy & Pru(Fr(A)),
entonces existe una familia de abiertos {U;}~; de X tal que
(To(i))iz1 € H Uy(iy € A o bien (24;))izg € H Usiy € X™\ A
i=1 i=1

Observamos que si para toda o € S se tiene que []1", Us(iy € X"\ A,
entonces se sigue

n

[(@i)]iey € Pa([ [ Ui) C SPa(X) \ Pa(A),
=1
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y de esto ultimo
[(za)]izy & Fr(Pn(A)).

Por otro lado, si existe oy € 5, tal que

(xao(i))?:l € H Uo’o(i) - ‘A7

=1

entonces
n

[(w)]izy € Pa( ] U3) € Pu(A),
i=1
de donde se sigue que

[(zi)]izy ¢ Fr(Pn(A)),
pues P, (I];, U;) es abierto.

Concluimos que [(x;)]l; ¢ Fr(P,(A)), y asi por contrapuesta,

Fr(Pn(A)) C Pp(Fr(A)).

ii) Consideremos [B] C Y. Luego,

Fr(P,([B])) = Pu ([B]) \ int(P;([B]))
=P, '([B]) \ P, (int[B]) 2.1)
=P, ' ([B]\ int((B]))

Donde la tercer igualdad la obtenemos de la Proposicién 1.2.12 y el
Corolario 1.2.13, ya que P, es una funciéon continua y abierta.

g

Veamos un contraejemplo donde no se cumple que P, (F'r(A)) C Fr(P,(A)).

Ejemplo 2.1.14 Tomemos X = [0,1] y n = 2, veamos que existe A C [0, 1]
tal que Po(E'r(A)) € Fr(P2(A)). Sean lo conjuntos

Ay = [7/16,9/16]
Ay = [11/16,13/16]
As 23/32, 25/32]
Ay = [15/32,17/32]
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y consideremos
A= (A1 X Ag) ) (Ag X A4)

Entonces
PQ(A) = ]P)Q(Al X A9 U Asz X A4) = PQ(Al X AQ) UIP)Q(A?, X A4)
Del Lema 2.1.5 tenemos que Py (Po(A; x Ag)) = (A; x Ag) U (Ag x Ay) y
P, (Po(As x Ag)) = (A3 x Ag) U (Ag x A3), asf notando que Az C A; y
Ay C As se sigue
Py (Pa(As x Ag)) C Py 1 (P(Ar x Ap)),
lo cual sucede si Py(Ag x Ay) C Po(A; x Ag) v asi

]P)Q(‘A) = ]PQ_I(]P)Q(Al X Ag))

Por otro lado, como A es la unién de dos rectangulos cerrados disjun-
tos, su frontera es la unién de las fronteras de dichos rectangulos, es decir,
FT(A) = {7/16} X AQU{9/16} X A2UA1 X {11/16}UA1 X {13/16}UA3 X
{15/32} U As x {17/32} U {23/32} x A4 U {25/32} x Aq.

Consideremos el punto

(23/32,15/32) € Fr(A),
debido a que As C int(A;) y A4 C int(As) tenemos
(23/32,15/32) € int(A; x Ag).
Y debido a que P,, es una funcién abierta se sigue que
[(23/32,15/32)] € int(P,(A)),
y en consecuencia [(23/32,15/32)] ¢ Fr(P,(A)). Como
P,((23/32,15/32)) = [(23/32,15/32)] € P, (Fr(A))

concluimos que
P, (Er(A)) € Fr(P,(4)).
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2.2. Encajes y Modelos

Ya sabemos un poco acerca del comportamiento del mapeo natural que va
del espacio producto a nuestro cociente llamado SP, (X)), ahora veremos que
SP,(X) cuenta con una copia homeomorfa de X.

Teorema 2.2.1 SP,(X) tiene un subespacio homeomorfo a X.
Demostracién. Sea H,,: X — SP,(X) definida como
H,(xz) = [(x;)]i=; con x; = x para toda i € {1,2,3,...,n}.

Probaremos que H, es un encaje', primero notamos que H es funcién ya
que si z,y € X son tal que x = y, entonces (z;)/~; = (y;)j~,, donde z; = x
v y; =y para 0 <i < n. Asi

Hy(x) = Pu((i)izg) = [(@)izg = [(9a)lic, = Pul(9i)ita) = Hn(y),

teniéndose asi que H es funcién. Para ver que H es un encaje nos basta que
probar tres cosas:

i) que la funcién es continua,
ii) que es abierta si restringimos la funcién al subespacio? H,(X) y
iii) que es inyectiva.
Y en conclusién se tendra que SP,(X) tiene una copia de X.

i) Veamos que H,, es continua, sean pues € X y [A] C SP,(X) abierto
tal que H,(z) € [A]. Entonces P,,1([A]) es un abierto tal que

P (Ha(2)) € P ([A]).

Notamos que P, (H,(z)) = {(x,z,,...,2)}, por lo que

(x,z,2,...,2) € ]P’;l([A]),

Un encaje es una funcién continua, abierta e inyectiva, i.e., es un homeomorfismo
sobre su imagen.
28i X es un espacio topolégico con topologia 7y Y C X, entonces la familia

v ={YNU|U €}

es una topologia para Y. Con esta topologia Y se le denomina subespacio de X.
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i)

Encajes y Modelos

y asi existe una familia de abiertos {U;}!' ; de X tal que
(CL',ZL‘,LL‘, s 71:) € HUZ - ]P)El([A])

Consideremos el conjunto

dado que para toda i € {1,2,3,...,n}, z € Uj;, se sigue que = € U,
ademads U es abierto por ser interseccién finita de abiertos. Ahora, si
tomamos y € U, entonces

Py (Hn(y) € Py (Ha(U)) € B (P (UT) = U™,
como U™ C [, U; C P, Y([A]) y ademés P, (P, 1([A])) = [A] se sigue
Hy(y) € [Al

Se concluye que H,,(U) C [A], por lo que la funcién H,, es continua.

Consideremos ahora U C X abierto y veamos que H,(U) es abierto
en H,(X), para esto probaremos que

Hn(U) = Pn(Un) N Hn(X)

Veamos que Hy(U) € P (U)o (X). S [(#)]1, € Ha(U), entonces
existe z € U tal que Hy(x) = [(z;)]7,. Luego

Hy(z) =[(z,z,z,...,2)] =Pp((x,z,z,...,2)) = [(x:)]i2,
y como x € Uy Hy(z) € Hy(X) se sigue que
Hy(z) =[(z,z,z,...,2)] = [(zi)]iz; € Po(U™) N Hy(X).

Por lo que H,(U) C P, (U™) N H,(X).
Ahora probemos que P, (U")NH,(X) C H(U), para esto consideremos
[(z3)]y € Pp(U™) N Hyp(X), asi existe o € S, y existe z € X tal que

(To))iz € U™ y Hu(z) = [(@i)]iy-

Como Hy(z) = [(z;)]’_, se tiene que para toda i € {1,2,3,...,n},
r; =x,y asi
(x,z,z,...,x) € U".
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Donde se sigue que z € U, por lo que H,(z) = [(z;)|7, € Hn(U).
Concluimos que

P, (U")NH,(X)C H,(U).
De las dos contenciones se sigue que
H,(U) =P, (U") N H,(X),
y por lo tanto, la funcién H,, es abierta sobre su imagen.

iii) Finalmente se tiene que H, es inyectiva ya que si z,y € X son tales
que x # y, entonces (z,z,x,...,z) # (Y, y,Y,...,y), y de aqui que

Hp(z) = [(z,2,2,...,2)] # (4,9, 9, - .., y)] = Hp(y).
Asi, la funcién es inyectiva.

Debido a que H,, es una funcién continua, inyectiva y abierta sobre su
imagen se sigue que H,, es un encaje. Por lo tanto, SP,(X) tiene una copia
de X. 0

Este encaje no tiene por que ser cerrado, lo cual se vera en el siguiente
ejemplo. La funcién resultard serd cerrada siempre que el espacio cumpla
con ser Hausdorfl (se estudiara en los capitulos posteriores).

Ejemplo 2.2.2 Consideremos los conjuntos X = {1,2} y 7 = {X, 0}, no-
tamos que 7 es una topologia para X. Veamos que Hs(X) no es cerrado
en SP»(X), donde H, es la funcién definida en el Teorema 2.2.1. Notamos
primero que la topologia de X? es

Tx2 = {X27 (b}
ya que este es el producto 72 = 7 x 7. Ahora consideremos el punto
[(1,2)] € SP(X),

se sigue que [(1,2)] ¢ Hy(X), pero cualquier vecindad® que contenga el
punto intersecta a H(X) ya que la topologia de SP(X) es

Tspy(x) = {SP2(X), 0},

y asi, SP(X) \ Ha(X) no es abierto. Luego, H(X) no es cerrado, y por lo
tanto, Hs no es una funcién cerrada (aunque lo es sobre su imagen).

3Recordemos A es vecindad de z si existe U abierto tal que

zeUCA.
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Si se tienen dos niimeros naturales n y m, entonces una pregunta natural
que resulta de la definicién del espacio SP,(X) es: ;Si n < m, entonces se
tendra una copia de SP,(X) en SP,,(X)? Y la respuesta esta pregunta es
afrimativa.

Teorema 2.2.3 Sean X un espacio topoldgico y n,m € N tales que n < m.
Fijemos a € X y definamos Hy, y: SP,(X) — SPp(X) como

;i st3<n
Hp o ([(23)]i=1) = [[(25)]iZy con 2 = { r

a Sty >n.
Entonces Hy, , es un homeomorfismo sobre su imagen.

Para hacer maés ligera la lectura de la demostracién serd divida en varios
lemas y proposiciones.

Lema 2.2.4 H,, ,, es funcion.

Demostracién. Fijemos a € X y sea Hy, p: SP,(X) — SP,,(X) definida
como
x; sij<n
Hy([(20)]iz1) = [[(#7)]i21 con & :{ S
a sij>n.
Veamos que H,, ,, esta bien definida, para esto consideremos
[(zi)liz1s [(ya)]izy € SPa(X) tales que [(zi)]i; = [(yi)iz1-

Como [(z;)]7; = [(vi)]I; se sigue que hay o € S, tales que

(xa(i))?:l = (Yi)iz1-

Definamos o': {1,2,3,...,m} — {1,2,3,...,m} como sigue
. {J(i) sii<n
o'(1) =1 . .
7 Ss11 > n.

De la definicién de o’ se sigue que es funcién, ahora probaremos que o’ € S,,,
esto se hard viendo que o’ es inyectiva. Tomemos pues

i,7€{1,2,3,...,m} tal que i # j

Entonces se tienen cuatro casos: i) 4,7 > n, ii) 7,7 < n, iii) i <n < j y iv)
7 < n < i; veamos ahora que pasa en cada uno de estos casos.
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i) Sii,j > n, entonces
o'(i) =i#j=0a(j).

ii) Sii,j < n, entonces debido a que ¢ es una funcién inyectiva se tiene
que

o'(i) = o(i) # o(j) = o' (j).
iii) Sii <n < j, entonces
o'(i) <n < j=0d(j).
iv) Sij <n < i, entonces
a(j) <n<i=d(i).

Y en consecuencia ¢’ es una funcién inyectiva, y que al tener un domino
y contradominio finito con la misma cardinalidad se sigue que ¢’ € S, es
decir, 0’ es una permutacién. Veamos que Hy, y ([(2i)]71) = Hum ([(vi)]71),
para esto supongamos que

Hym([(zi)li1) = [(@5)]iZ1 ¥ Hom([(43)liz1) = ()]s

Por la definicién de H,, ,, se sigue que

,_Jay osii<n o fy; osij<n
Ty = .. Yy y; = ..
a S1yp>n a S1j>n,

por lo que
(330'(1:))?;1 = (¥i)iZs-

Esto implica que

Hym([(2i)]iz1) = Hnm ([(40)]i1),

de donde se concluye que H,, ,, estd bien definida. O

Hemos visto que H,, ,,, es una funcién, aun nos falta ver que es continua,
abierta sobre su imagen e inyectiva.

Lema 2.2.5 H, ,, es una funcion inyectiva.
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Demostracién. Sean [(x;)]"_,, [(vi)]’-, € SP,(X) tales que
Hym([(2i)liz) = Hnm ([(yi)]i1)-

Supongamos que Hpm([(z:)]is1) = [(#)liZ1 v Hum([(4i)li=1) = [(47)]1iZ1,

conz;, =x,yyi =y, sii <nya, =yl =asin <i. Luego existe o € S, tal

que
(To(i))it1 = (Yi)it
Consideremos o’: {1,2,3,...,n} — {1,2,3,...,n} como

(i) = o"(0)

donde 7 es el primer natural tal que ¢"(i) < n. Veamos que o’ es bi-
yectiva, lo cual se hard viendo que es inyectiva, para esto consideremos
i,j €4{1,2,3,...,n} tales que i < j y veamos que o’(i) # o’(j), para lo cual
se tienen cuatro casos:

i) Sio(i),0(j) < n, entonces
o'(i) = o(i) y o'(§) = o(j),
y como o es una funcién inyectiva tenemos que o (i) # o(j).
ii) Si o(i),0(j) > n, entonces hay r;,7; € N\ {0} tales que
o'(i) = 0" (i) y o'(4) = 0" (j).

Se tienen dos casos: caso uno j ¢ orb, (i), caso dos j € orb,(i). Para
el caso uno del Lema 1.1.8 se sigue que para todo m, k € N,

si j ¢ orby(i), entonces o™ (j) # o* (i),

por lo que
si j ¢ orby(i), entonces o’ (i) # o’ (j).

Para el caso dos procederemos por contradiccién, supongamos que
J € orby(i), que o' (i) = o"i(i) = 0" (j) = o'(j), entonces

o’ (i) = J.

Podemos suponer sin pérdida de genralidad que r; < r;, asi 0 < r; —
rj < 1,1y, por lo que 0”79 (i) > n ya que r; es el minimo tal que

o"(i) <n,
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asi j = 0”77 (i) > n lo cual es una contradiccién ya que 1 < j < n,
de aqui que

si j € orby(i), entonces o' (i) = 0" (i) # 0" (j) = o' (5).
Concluimos que en cualquiera de los dos casos o’'(i) # o’(j).
Supongamos que o(i) < n, o(j) > ny que o'(i) = o'(j), llegaremos a

una contradiccién. Como o(j) > n se sigue que existe r € N minimo
tal que

o'(j) =0"(j) < n.
Ahora, debido a que o(j) > n se sigue que r > 1, y ademds como
o(i) =0'(i) = d'(j) = 0" (j), tenemos

i=o(j)" " <n.

lo cual es una contradiccion ya que r es el minimo mayor que cero tal
que 0" (j) < n. Concluimos que

o'(i) # o' (j).

En el dltimo caso tenemos que o(i) > n y o(j) < n, pero esto se
prueba de manera analoga al caso anterior.

Concluimos que

si i < j, entonces o' (i) # o'(j),

por lo que ¢’ es inyectiva, y como su dominio y contradominio es el mismo
conjunto finito concluimos que ¢’ es una biyeccién, més atin, como el con-
junto sobre el que esta definida es {1,2,3,...,n} se sigue que o € S,,. Ahora
probemos que (Z,/(;))i—; = (¥i)j—1, pues para ésto fue definida o’.

Consideremos i € {1,2,3,...,n}, luego se tienen dos casos de la defini-
cién de o’

i

El primer caso es que /(i) = o(i). Como (w4(;))it; = (yi)i%, se tiene
que
Toi(i) = Yi-

ii) En el segundo caso se tiene que ¢’(i) = o"(i) para alguna r > 1

(recordemos que este 7 es el minimo natural tal que 0" (i) < n). Dado
que T,; = y; y o(i) > n se sigue que

Y; = a.
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Por otro lado, como 0”1 (i) > n se tiene que y,r-1(;) = a y asi
JZU/(i) = xa(gr—l(i)) = yo-r—l(i) = a.
Concluimos que

(xa’(i))?:l = (Yi)i=1

y ast [(z3)]"1 = [(yi)]7,. Por lo tanto, Hy, ,, es inyectiva. O

Del lema anterior se sigue que H,, ,,, es biyectiva sobre su imagen, veamos
ahora que la funcién es continua.

Proposicién 2.2.6 H, ,, es continua.
Demostracién. Sean [(z;)]?_; € SP,(X) y [U] € SP,,(X) abierto tal que

Hy o ([(24)]7=1) € [U.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que [U] es un abierto bésico, asi,
por la Proposicién 2.1.7 se sigue que existe una familia de abiertos {U;}7*,
de X tal que

Tomemos [(y;)]1-, € H, 1, ([U]), luego

sij<n

Hon([(0)i) = (G2, donde o = {zf o

Debido a que [(y;)]i2; € [U], existe o € Sy, tal que (y;)i%; € [[;2, Us(s)- Para
toda i € {1,2,3,...,n} hagamos V; = Uy;), asi

n

[(y)]iz1 € Pn(H Vi).

i=1
Ahora probemos que Py ([Ti-; Vi) C H,, },(U), para esto consideremos

n

()1 € B[ V0.

i=1
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entonces hay o’ € Sy, tal que (2,/())i—; € [[i=1 Vi = [1i2; Us(s), ¥ en conse-
cuencia

(Zo-1(0r(0)))izn € [ [ Ui
=1

zj sig<mn

Por lo que al ser Hy, i ([(2:)]7q) = [(2))]i%, donde z; = {

o . )
a sij>n
como para i > n, z; = y; = a € U;, tenemos que

Hym([(z0)]121) = (D)2 € P [ [ U3) = U],
i=1
Asi se sigue .
e[ U0 < .
y por lo tanto la funcién H, ., esl:ci)ntinua. O

Solo resta probar que la funcién H, ,, es abierta sobre su imagen para
concluir que SP,(X) se puede encajar en SP,,(X).

Proposicién 2.2.7 Los conjuntos abiertos de SP,(X) a través de la fun-
cion Hy, m son abiertos en el subespacio Hy, m(SP, (X)) C SP,(X)).

Demostracién. Sea pues [U] C SP,(z) un abierto. Supongamos sin pérdi-
da de generalidad que [U] es un abierto bésico de la topologia, asi, por la
Proposicién 2.1.7 se sigue que existe una familia de abierto {U;}7; de X
tal que

Para ver que H,, ,,([U]) es abierto en Hy, ,(SP,(X)) tenemos que probar que
H,, m([U]) es la interseccién de un abierto en SP,(x) con Hy m(SP,(X)).
Para toda i € {1,2,3,...,m} definamos

U, sii<n
U=49'
X sii>n.

Asi P, (T2, U'i)) es abierto ya que la funcién P, es abierta y ademads el
producto finito de abiertos es abierto. Veamos ahora que

Hyyn([(U)]) = Hyn (SPa(X)) NP ([ [ U74).
i=1
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Probemos primero que Hy m([(U)]) € Hpm(SPu(X)) NPy (T2, U'd), to-
memos pues
[(zi)]iz, € [U],
luego
i<
Hyn([(0))) = (@], donde 2} = {fv sii<n

a sii>n.

Asf existe o € S, tal que (z,(;))iz; € [[;2; Ui, definamos

o) {a(i) sii<n

7 siit>n

De manera analoga a la demostracién del Lema 2.2.4 tenemos que ¢’ € Sy,
y ademas

(z)ity € ﬁ Ui.
i=1

Por lo que Hpm ([(2:)])11 € Pu(I1i%, Us) N Hpm (SPu (X)), v asi,

Hnm([(U)]) c Hn,m(SPn(X)) N IP)mq_[ Us).
i=1
Ahora veamos que Hy, n (SPn (X)) NPy ([112 Ui) € Hpm([(U)]), para esto

sea
m

(29721 € Hpym(SPa(X)) N Pm(H Ui).
=1

Entonces existen o € S,, y [(2;)]7; € SP,(X) tales que

(@h@)izs € [TUi v Hom([(@))ir) = (2]

i=1

.., , x; siit<n
Por la definicién de H,,,, podemos suponer que x; = . . Con-
a s11>n
sideremos o’: {1,2,3,...,n} — {1,2,3,...,n} como
o'(i) = 0" (i)

donde 7 es el primer natural tal que 0" (i) < n, se sigue de la demostracién
del Lema 2.2.5 que ¢’ € S,. Veamos que Ty € Ui, y para esto se tienen
dos casos:



Algunas Propiedades de SP, (X) 33

i) Caso uno: Si o(i) < n, entonces

Toi(i) = To(i) € U;.

ii) Caso dos: Si o(i) > n, entonces existe r > 1 tal que o" (i) = o’/(i) con
r minimo. Debido a que o(i) > n se sigue que

para todo k € orb(i), = = a.

Asi
si k € orb(i), entonces a € Uy,

y debido a que i € orb(i) tenemos

ZUO./(Z') S U/]/

Concluimos que
n
(xa’(i))?:l = H Ui,
i=1

por lo que Hy, 1 ([(U)]) C Hyp o (SPo(X)) NP ([T~ U'4). Finalmente
Hyyn([(U)]) = Hym (SPa(X) NP ([ U"4),
i=1

lo que implica que H, ,, es abierta sobre su imagen. O

Con todo lo que hemos probado acerca de la funcién H,, ,, concluimos que
SP,,,(X) tiene un espacio homeomorfo a SP,(X). En el espacio del Ejemplo
2.2.2 podemos observar que este encaje no tiene por qué ser cerrado.

La demostracién anterior (el conjunto de lemas y proposiciones) no es la
mas facil, pero la que presentamos ya que utiliza inicamente la definicion
de SP,(X) e ilustra cémo es su naturaleza. En el proximo teorema daremos
un modelo de SP,(X) con X = [0, 1], de nuevo dividiremos la demostracién
en varios lemas y proposiciones.

Teorema 2.2.8 Sean i,j € {1,2,3,...,n}} tales que i < j y
Ay, = {(wi)jey €[0,1]"] 25 <y sii<j}.

Entonces SP,([0,1]) ~ 2L,.
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Primero construiremos la funcién que serd el homeomorfismo que busca-
mos entre SP,([0,1]) y 2, y veremos que estd bien definida, para después
probar que realmente es homeomorfimo entre dichos espacios.

Lema 2.2.9 La relacion p: [0,1]" — 2, definida como

p(xi)iz1) = (To(i))izts
donde o € Sy, es una permutacion que cumple con Ty < Typ) < -0 <

To(n) €S funcion.

Demostraciéon. Para ver que p es funcién nos basta con probar que la
imagen de un punto a través de la relacion consta tnicamente de un punto,
esto es equivalente a probar que el valor de p es independiente de la eleccién
de la permutacién. Consideremos

(zi)iz1 €[0,1]" y 0,0" € S,

tales que si 0 <4 < j < n, entonces Z,(;) < To(j) ¥ Tor(i) < Tor(j)- Demos-
tremos que T,(;) = Tyr(;) para toda i € {1,2,3,...,n}, lo cual se hara por
induccién.

» Caso base: Probemos que z4/(1) = Z4(1). Primero notamos de la elec-
cién de las permutaciones que para todo ¢ < n se tiene

Lo/ (1) <%y Lo (1) < zj,

y asi, debido a que z,(1) = 7% ¥y T,/(1) = T}, para algunos k, k' <n, se
sigue que

Zo1) S Tor(1) Y To/(1) S To(1);
lo cual implica que

xo(l) = xgl(l).
= Paso inductivo: Probemos ahora que
S1 Ty (j) = Tor(j), ENLONCES Ty(i11) = To/(i11)-

Para esto supongamos que Ty (;) = Tg/(j) PETO Ty (i41) 7 To/(i41)- LUCLO,
ZTo(it1) < To/(i41) O bien Zo(i+1) > Tol(i+1)- Asi, si

Zo(i) = Tol(i) < To(itl) < To(it1),
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entonces existen ki, ka, ..., ki+1 € {1,2,3,...,n} tales que

LhysThgy -y Thiyq < xo-l(i+1).

De aqui que existe k > i+ 1 el cual cumple con zp < Zg(;41), lo
cual es una contradiccion, para el caso Ty (j11) > Tor(i41) Obtenemos
de manera analoga el mismo resultado. Finalmente concluimos

Lo(i+l) = Lo/ (i4+1)-
Con lo anterior queda probado que
para toda i € {1,2,3,...,n}, Ts() = Tor(i)-

Asi, p es independiente de la permutacién, y por lo tanto, p estd bien
definida. O

Observacién 2.2.10 Notamos que el conjunto S 1) = {(a,b)| 0 <a <b <
1} U{[0,2)] 0 < 2z <1} U{0 <y < 1} forma una base para la topologia
usual de [0, 1], pues el conjunto Tg = {(a,b)| a,b € Ry a < b} es base de
la topologia usual de R. Ademas, como R es un espacio Hausdorff, se sigue
que [0, 1] es un espacio Hausdorff, esto es, si z,y € [0, 1] entonces existen
U,V € Bjo,) ajenos talesquex € Uy u € V.

Proposicion 2.2.11 La funcion p definida en el Lema 2.2.9 es continua.

Demostracién. Sean A C 2l, un abierto no vacio y (z;), € p~}(A) C
[0, 1]™. Veamos que p~!(A) es abierto, para esto podemos suponer que exis-
ten abiertos Ay, Ag, ..., A4, C[0,1] tales que

A= ﬁAz N2Ay,.
=1

Debido a que [(z;)]"; € A existe una permutacién o € S, tal que
n
(mg(i))?zl S HAZ NA, y T (4) < Zg(j), Para 1< .
i=1

Por la Observacion 2.2.10 tenemos que para toda i € {1,2,3,...,n} existen
Ui € B, tales que z; € U; C A; y

si x; # x;, entonces U; NU; = 0.
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Consideremos ahora el conjunto
P={BiC{1,2,3,...,n}| i€ By a,be B;siy solosi T, = Toup)},

se sigue que P es una particién de {1,2,3,...,n} por como se ha definido.
Para toda i € {1,2,3,...,n} hagamos

Vi= ) U;

JEB;
Se sigue que {V;}_; es una familia de abiertos tales que z; € V; C A; y

si x; # xj, entonces U; NU; = (0; pero si x; = z;, entonces U; = Uj.
Probemos ahora que [], Vi C p~!(A), tomemos pues

n
o € [[v
i=1
Debido a que y; € V; C U; C A; se tiene
n
(yi)iz1 € HAz"
i=1

Ademads, como {Va(i)}?zl es una familia de intervalos ajenos tal que si z,(;) <
S4(j), entonces para todas x € Vg(i) vy E Vg(j), x < y. Asi

(ya(i))?:l € Q’la
y como (Y, (i))izy = p((yi)j=; se concluye que

p(JI1"vi) c 1.
=1

De donde se sigue que [[i-, V; € p~ (), y por lo tanto, p es una funcién
continua. (|

Obviamente la funcién p no es el homemorfismo ya que ni siquiera tiene
como dominio P,([0,1]). Si p fuera constante en las fibras de P,, entonces
por el Lema 1.3.3 tendriamos un posible candidato para el homemorfismo.

Proposicién 2.2.12 p es constante en P, ([(z;)|™,), para todo [(x;)|", €
SP,([0,1])
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Demostracién. Sean [(z;)]™.; € SP,([0,1]) y (v:)™ 1, (2:)™ ;1 € P ([(xi)]7y).
Entonces existen oy, 0, € S, tales que
(zi)izy = (yay(i))?ZI = (Zcz(i))?ZI‘

Por otro lado, hay o € S;, tal que z4(;) < z4(;) para i < j, y asi

Yo(oy(i)) = Zo(0=(i)) < Yo (oy(5)) = Zo(02(j)) sii < j.

Debido a que p es funcién se sigue p((y;)r_;) = p((2i)i~), por lo tanto, p es
constante en P, ([(z;)]™,) para todo [(x;)]"; € SP.([0,1]). O

Por el primer inciso del Lema 1.3.3 se tiene que
poP-1:SP,([0,1]) — Ay

es continua, y ademds, para toda o € S, po Pfll([(fﬁi)]?:l = p((Zo(i))iz1)-
El segundo inciso del Lema 1.3.3 nos dice que la funcién poP, ! ser4 abierta
siempre y cuando cumpla con las hipétesis de la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.13 Si U C [0,1] es un abierto tal que U = P, 1 (P, (U)),
entonces p(U) es abierto.

Demostracién. Sean U C [0, 1] abierto y (z;)7; € p(U) tal que U =
P, 1(P,(U)). Entonces existe (y;)"; € U tal que

p((Yi)iz1) = (2i)ia,

como U es abierto se sigue que para toda i € {1,2,3,...,n} existen abiertos
bésicos (intervalos) A; C [0, 1] tales que

(yi)iz1 € HAz‘ cvU.
i=1
Probemos que (zi)iey € Uges, TTiz1 Ao;(i)) N2, C p(U). Debido a que
(yi)izy € IIiZ, Ai y a que para alguna o’ € Sy, (Yor(i))ie1 = P((¥i)i=1), se
sigue
(@i = Wor)icr € | (] Ae) N2
oesS, 1=1

Tomemos ahora (2;)i-; € Uyes, (ITiz1 As@)) N ™An, entonces existe a € S,
tal que

(Za(i))ie1 € H A,
i=1
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y como [["; A; C U, tenemos

(zi)iz1 = p((2a(i))iz1) € P(H A;) C p(U).
i=1

Asf concluimos que ()71 € U,cg, (ITi21 Asgy) NAn € p(U), y por lo tan-
to, p(U) es abierto en 2A,,. O

Sélo estamos a un paso de terminar de probar que poP;! es un homeo-
morfismo, para esto solo necesitamos probar que dicha funcién es biyectiva.

Lema 2.2.14 po P! es biyectiva.
Demostracién. Primero notamos que la funcién p o P! es sobre, pues
si ()l €2, C [0,1]", entonces po By ([(@)]iny) = p((w)y) = (:)ls.
Ahora, para ver que po P, ! es inyectiva tomemos

[(za)]ize, [(wi)liz, € SPa([0,1])

tal que p o P ([(z:)]™1) = po P ([(y:)]"~,). Entonces existen 0,0’ € S,
tales que

poP ([(@))iey) = (@om)icy ¥ o B ([(wi)lie1) = (Yor (i) ier-
Ademds, como para toda o’ € S,, y [(2:)] € SP,([0,1]),
po P ([(20)]ik1) = p((200i))im1) € [(20)]is
se sigue que p o P ([(z)]iy) € [(2i)lily v p o P ([(wa)liny) € [(wa)]ieys ¥
por lo tanto,
[(za)]izy = [(wa)liza-
Concluyendo asi que p o P! es inyectiva. 0

Como conclusién tenemos que la funcién p o P, ! es un homeomorfismo
entre 2, y SP,([0,1]).



Capitulo 3
Numerabilidad y Separabilidad

3.1. Primero Numerable

La primera numerabilidad es una propiedad que habla del cardinal de bases
locales.

Definicién 3.1.1 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es primero
numerable si para cada punto x € X existe una base local numerable para
x.

Queremos ver que SP,(X) es primero numerable siempre que X es un
espacio primero numerable, para esto notemos que SP,(X) es un cociente
de un producto finito de espacios topoldgicos, por lo que valdria la pena
preguntarnos primero si es que el producto finito de espacios primero nu-
merables es numerable, lo cual es cierto y es facil de probar, por lo que se
omite la prueba.

Proposicién 3.1.2 Sean X1, Xo, ..., X,, espacios topolégicos. Entonces X;
es 1° numerable para toda i = 1,2,3,...,n siy sdlo si [[;—,; X; es 1° nume-
rable.

La siguiente proposicién también es facil de demostrar y de nuevo se
omitira.

Proposicién 3.1.3 1. Si X es un espacio primero numerable, entonces
todo subespacio de X es primero numerable.

2. 51t X es primero numerable y' Y es homeomorfo a X, entonces Y es
primero numerable.

Teorema 3.1.4 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es primero nu-
merable si y sélo si SP,(X) es primero numerable.

39
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Demostracién. Supongamos que X es primero numerable y veamos que
SP,(X) también lo es. Debido a la Proposicién 3.1.2 tenemos que X" es
primero numerable, consideremos [(x;)]’; € SP,(X). Como X" es prime-
ro numerable tenemos que existe B(;,)» =~ base local numerable de (i) q.
Consideremos

B, = P U € Baye, }y

y veamos que es base local numerable para [(z;)]"_;. Notamos que ﬁ[(wi)]?:1
es numerable ya que es imagen de un conjunto numerable; ademds, por el
Lema 2.1.9, sus elementos son abiertos pues son la imagen de conjuntos
abiertos a través de una funcién abierta. Veamos ahora que 6[(“)]?:1 es base

local, sea pues [U] C SP,(X) un abierto que tenga a [(z;)]!"_,. Entonces
(z:)izy € PLH([U]),
asi, existe V' € B,  tal que ()™, € V C P, Y([U)), por lo que
P ((zi)iz1) = [(z:)liza € Pu(V) C [U].

De aquf se concluye que Sj(;,y»  es base local, y por lo tanto, SP,(X) es
primero numerable.

Por el Teorema 2.2.1 tenemos que SP,(X) tiene un subespacio homeo-
morfo a X, y por la Proposicién 3.1.3 se sigue que dicho subespacio es
primero numerable y adema&s todo subespacio homemorfo a el es también
primero numerable. Luego, X es primero numerable. O

Corolario 3.1.5 X" es primero numerable si y solamente si SP,(X) es
primero numerable.

Demostracién. Por el teorema anterior tenemos que SP,(X) es primero
numerable si y s6lo si X es primero numerable, y por la Proposicion 3.1.2
tenemos que X es primero numerable si y solamente si X™ es primero nu-
merable. Asi, concluimos que SP,(X) es primero numerable si y s6lo si X"
es primero numerable. O

3.2. Segundo Numerable

Veamos ahora qué pasa para bases numerables del espacio X y SP,(X). La
prueba del siguiente resultado se puede consultar en [3].



Numerabilidad y Separabilidad 41

Teorema 3.2.1 i) La sequnda numerabilidad es invariante ante funcio-
nes continuas, abiertas y suprayectivas.

ii) Cualquier subespacio de un sequndo numerable es sequndo numerable.

i) El producto [],,cn Xn es segundo numerable si y solamente si para toda
n € N, X,, seqgundo numerable.

Como corolario tenemos:

Corolario 3.2.2 Sea X un espacio topoldgico. Entonces los siguiente son
equivalentes.

i) X es sequndo numerable,
ii) X™ es sequndo numerable.

iii) SPy(X) es seqgundo numerable.

Demostracion.
i) = ii)] Por el tercer inciso del Teorema 3.2.1 tenemos que si X es
segundo numerable, entonces X" es segundo numerable.

i1) = iii)] Como P, es una funcién continua y sobre que sale de X" y
entra a SP,(X), se sigue del Teorema 3.2.1 que si X" es segundo numerable,
entonces SP, (X) es segundo numerable.

ii1) = 1)] Ahora supongamos que SP,(X) es segundo numerable. Como
X es homeomorfo a un subespacio de SP,(X), se siguen de los incisos i) y
i1) del Como P, es una funcién continua y sobre que sale de X™ y entra a
SP,(X), se sigue del Teorema 3.2.1 tenemos que si X" es segundo numera-
ble, entonces SP,,(X) es segundo numerable.
que X es segundo numerable. O

3.3. Separable

Definicién 3.3.1 Sea X un espacio topoldgico y sea A C X.

i) Decimos que A es denso en X si para todo U C X abierto no vacio
se tiene que U N A # ).
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ii) Decimos que un espacio X es separable si X tiene un conjunto denso
y numerable.

De nuevo tenemos que el ser separable se preserva bajo productos finitos
(més que eso, hasta numerables), como lo muestra el siguiente teorema que
se encuentra en [3].

Proposicién 3.3.2 i) La separabilidad es invariante ante funciones con-
tinuas.

i1) Sea {Xu}taer una familia de espacios topoldgicos. Entonces el producto
[I.cr Xa es separable si y solo si X, es separable.

Teorema 3.3.3 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es separable si y
solo si SP,(X) es separable.

Demostracién. Supongamos que X es separable y veamos que SP,(X)
también lo es. Asi, de la Proposicién 3.3.2, pues P, es una funcién continua
y X es separable.

Ahora supongamos que SP,(X) es separable y probemos que X es se-
parable. Sea [D] C SP,(X) denso numerable. Definamos

D ={z € X| z = p1((w)i=,) con Pn((z:)izy) € [D]}

donde p; es la proyeccién a la primera coordenada. Notamos que |D| <
[[D]"] < |IN"| = |N|, por lo que sélo resta ver que D es denso. Tomemos
U C X un abierto no vacio, entonces P,,(U™) es abierto, y como [D] es
denso existe [(z;)]_, € [D] tal que [(z;)|?, € Pp(U™). Asi,

(‘ri)zn:l € Un?
por lo que p1((z4)7_;) = x1 € U, y como p1((z;)7_;) € D se sigue que
DNU #0.

Finalmente concluimos que D es denso numerable, y por lo tanto, X es
separable. O

Corolario 3.3.4 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X™ es separable si
y solamente si SP,(X) es separable.

Demostracién. Por el segundo inciso de la Proposicion 3.3.2 tenemos que
X™ es separable si y solo si X es separable, y por el Teorema 3.3.3 tenemos
que X es separable si y s6lo si SP,(X) es separable. O



Capitulo 4
Axiomas de Separacién

Algunas demostraciones de esta seccién pueden simplificarse notando
que ciertas propiedades se preservan bajo funciones continuas, abiertas su-
prayectivas y/o cerradas; pero las pruebas que se muestran solo requieren
de la definicién, y se exponen para ilustrar como funciona nuestro espacio
SP,,(X).

4.1.7

En el ano de 1914, Hausdorff introduce la nocién de espacio topoldgico, la
cual es diferente a la que nosotros usamos, pues en la de Hausdorff se pueden
separar dos puntos diferentes mediante vecindades ajenas. Esto iltimo hoy
se conoce como el axioma T5, y como lo indica el nimero, hay axiomas
mas débiles que este. Los axiomas de separacién suelen denotarse con T
(de la palabra Trenunng, que es separacién en alemdn), y en esta seccién
estudiaremos el axioma T7.

Definiciéon 4.1.1 Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es Tj si
para z,y € X tales que x # y existen U,V C X abiertos; x € U,y € V' y

x ¢ Viyg¢U
La demostracién de la siguiente proposicién se puede encontrar en [9].

Proposicién 4.1.2 Sea {X;| j € J} una familia de espacios T1. Entonces
HjeJXj es T1 si y solo si para toda j € J, Xj es Ty.

Ahora si probemos la relacién de X y SP,(X) con respecto al axioma
de separacién T7.

Teorema 4.1.3 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es Ty si y solo
si SPp(X) es Th.
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Demostracién. Probemos que SP,(X) es 17 suponiendo que X lo es,

para esto sean [(xi)]iLy, [(yi)]iz) € SPa(X) tales que [(zi)liL; # [(yi)liz-
Por la Proposicién 4.1.2 se sigue que X" es T3, y asi, para o € S, hay
Uay» Ua, € X" tales que

(flfi)?:]_ € Ua:w (ya(z)>?:1 € Uay’ pero (ya(l))?z:l ¢ Uaaw (mz)?z:l ¢ Uay‘

De lo anterior se sigue que para toda o € Sp, (z:)ie; € [laes, Uan ¥
(ya(i))?zl Z Nac s, Ua,, lo cual implica que

[())iey € Pal () Uay) ¥ [3))ir & Bl () Uay)-

a€eSy aeSy

De la misma manera, se sigue que para toda a € S, existen abiertos
Vo Vo, © X" tales que

(xa(i))?:l € Va,, (Ui)izy € Vay; v (xoa(i))znzl ¢ Vays (Yi)ic1 & Va,-

De aqui que sio € Sy, entonces (yi)iy € Naes, Vay ¥ (To@))ic1 & Naes, Vo -
Por lo que,

[(y))i1 € Pul( ] Vi) pero [(zi)]ioy & Pu( [] Vay)-
aESy a€eSy
Y al ser Pn(M,es, Uar) ¥ Pn(Naes, Ve, ) abiertos del cociente, concluimos
que SP,(X) es T7.

Ahora probemos el reciproco, es decir, que si SP,(X) es T1, entonces X
es T1, tomemos pues z,y € X tal que x # y. Para toda i € {1,2,3,...,n}
definamos x; = x y y; = y, se sigue que

[(za)]izy # [(wa)liza-
Debido a que SP,(X) es T1, existen [U], [U], € SP,(X) abiertos tales que

[(z)lizy € [Ule, [(walizy € WUlys v [(@a)]iza & [Ulys [(w)lisa ¢ Ul

Alser [U], y [U], abiertos, existen colecciones de conjuntos abiertos {U, ; }7;
y {Uyi}i-q de X tales que

n n

(@l € B[ [ Uz)) € 010 ¥ [0)is € Bu(J ] Us) € [0,
i=1 i=1
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Notamos que para toda i € {1,2,3,...,n}, 2 = x; € Up; y y = yi € Uy,.
También existen j,k € {1,2,3,...,n} tales que x ¢ Uy ; y y ¢ Uy . Luego,

n n n n
37% ﬂUy,i; y¢ ﬂUa:,z yzre ﬂU$,i7 ye ﬂUy,i-
i=1 i=1 i=1 =1

Ademads, como la interseccién finita de abiertos es abierta, concluimos que
X cumple con ser T7. O

Como corolario tenemos:
Corolario 4.1.4 X" es T} si y solo si SP,(X) es T1.

Demostracion. De la Proposicién 4.1.2 tenemos que X" es 17 si y sola-
mente si X es 17, y del teorema anterior se sigue que X es 17 si y sélo si
SP,(X) es T1. De estos dos resultados concluimos que X™ es T} si y sélo si
SP,(X) es Th. O

4.2. Ty

Como hemos mencionado el axioma T5 serd mas fuerte que el T, pues en
este, los puntos se separaran mediante vecindades ajenas.

Definicion 4.2.1 Un espacio topoldgico X se dice que es T o Hausdorff
si para cualquier par de puntos z,y € X existen abiertos U,V C X tales
quezrelU,yeVyUnV =1{.

Observacién 4.2.2 Notamos que si z1,z3,...,T, son puntos en un es-
pacio Tb tales que x; # x; siempre que 7 # j, entonces existen abiertos
Uy,Us, ..., U, tales que

zy, € Uy; y sii# j, entonces U; NU; = 0.

Esto se sigue de la definicién y de que la interseccién finita de abiertos es
un conjunto abierto.

La prueba de la siguiente proposicién puede verse en [3].

Proposicién 4.2.3 X es Hausdorff si y solamente si la diagonal {(x,z) €
X2 2z € X} es cerrada en X2,
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Teorema 4.2.4 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es Ty si y solo
si SP(X) es Tb.

Demostracién. Primero veamos que si X es T5, entonces SP,(X) tam-
bién lo es. Tomemos pues [(x;)]1 1, [(yi)]ie; € SPy(X) tales que [(x;)]], #
[(yi)]™_,, entonces para toda o,0’ € S,

(xa(i))znzl 7é (ya’(i))?:l :

De aqui se tiene que para cada par 0,0’ € S, existe i, € {1,2,3,...,n}
tal que

Lo, 1) 7 Yo' (iy o)
Dado que X es Ty existen abiertos Uy, Us,...,U,, V1, Va,...,V, C X tales
que para toda i € {1,2,3,...,n}, z; € U;, y; € Vi, y ademas si x; # y;,
entonces U; N'V; = (). Definamos

se sigue que [U] y [V] son abiertos en SP,(X) tales que [(z;)|’, € [U] y
[(yi)]i=; € [V]. Como para toda o,0" € S, existe i, € {1,2,3,...,n} tal
que To(i, ) 7 Yo'(i, ), S€ tiene que U ) NUsi ) = (), por lo que si

o,0’ € S,, entonces
n

[TV NI Vory =0
=1

i=1
De aqui que
U Iton U [IVen =0
oc€ESy i=1 o’eSy 1=1

Por lo que [U] y [V] son abiertos ajenos, y por lo tanto, SP,(X) es T5.

Ahora supongamos que SP,(X) es To y probemos que X es Tp, sean
x,y € X tales que = # y. Definamos para toda i € {1,2,3,...,n},x;, =z y
y; = y. Se sigue que

[(2a)]ic # [(ya)]izs-

Debido a que SP,(X) es Ty, existen abiertos ajenos [U], [V] C SP,(X) tales
que

[(z)]iy € [UTy [(i)liza € [V
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Por la Proposicién 2.1.7 existen dos familias de abiertos {U;}7; y {Vi}l-,
de X tales que

n n

()i € Po([ [ U0) € W]y [(w)]ies € Bu(] [ VA) € V1.
=1 =1

Luego, para toda i € {1,2,3,...,n}, z € U; y y € V;. Ya tenemos que
Ni—, Ui vy N, Vi son abiertos que tienen a = y y respectivamente, nos falta
probar que dichos conjuntos son ajenos. Llamemos

U:ﬁUiyV:ﬁV;
=1 =1

y supongamos que z € U N V. Dado que para toda i € {1,2,3,...,n},
UCU yV CV,se tiene que U" C [[;_,U; y V" C [[; Vi. Como
Pn(ILiZy Ui) € U]y Pu(I1iZ, Vi) € [V] se sigue que

[(z,2,2,...,2)] € Po(U") NB(V") CPu(JJU:) nBu([ [ Vi) € [UIN V],

i=1 i=1

lo cual es una contradiccién, pues [U] y [V] son ajenos. Asi, concluimos que
U y V también lo son, y por lo tanto, X es un espacio Hausdorff. O

La propiedad de ser T, se preserva para productos como lo dicta el
siguiente teorema, cuya demostracién se encuentra en [9].

Teorema 4.2.5 Sea { X, }aca una familia de espacios topolégicos. Entonces
HaEA Xo es Ty siy solamente si para toda o € A, X, es Ts.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior y del 4.2.4 tenemos:
Corolario 4.2.6 X" es Ty si y solamente si SP,(X) es T5.

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos que X" es T si y sola-
mente si X es T, y del Teorema 4.2.4 tenemos que X es T si y solamente
si SP,(X) es T». Donde se concluye que X™ es Ty siy s6lo si SP,(X) es Tp. O

Una propiedad de que X sea un espacio Hausdorff, es que la imagen del
encaje definido en 2.2.1 serd un subespacio cerrado de SP,(X). Lo cual se
sigue del siguiente lema, cuya demostracién se encuentra en [3].
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Lema 4.2.7 Sean f,g : X — Y funciones continuas con Y un espacio
Hausdorff.

i) Si A C X es un conjunto denso y f(x) = g(x) para toda x € A,
entonces f = g.

ii) La grdfica® de la funcién f es cerrada en X x Y.
La siguiente proposicion se sigue facilmente del Lema 4.2.7.
Proposicion 4.2.8 Si X es Hausdorff, entonces
Ap = {(zs)j, € X"| z; = xj para toda 7,5 < n}
es cerrado en X",

Demostracién. Consideremos la funcién i,: X — X" tal que iy(z) =
(x,z,....,x) € X" Como la funcién i, es continua y X" es Hausdorff, se
sigue del Lema 4.2.7 que {(z,i,(z)) € X"| € X} es cerrado en X x X".
Debido a que la funcién ¢: X x X" — X"t definida como

¢($, (%)?:1) = (x7y17y27 . 7yn) € Xn+1

es homeomorfismo y a que A, 11 = ¢({(z,i,(z)) € X"| 2 € X}), se concluye
que A1 € X" es cerrado. O

Corolario 4.2.9 Sea X un espacio topologico. Entonces X se puede encajar
como un cerrado en SP,(X).

Demostracién. Se sigue de la Proposicién 4.2.8 y del Teorema 2.2.1, ya
que X es homeomorfo a P,,(A,,). O

4.3. T3

El siguiente axioma de separacion no separa unicamente puntos de pun-
tos, si no este también separa puntos de cerrados.

Definicion 4.3.1 Dado X un espacio 15, diremos que X es T3 o regular,
si para cualquier cerrado A C X y cualquier punto = tal que x ¢ A existen
dos abiertos U,V C X talesquex €c Uy ACV, peroUNV = 0.

La gréfica de f: X — Y es el conjunto {(z,y) € X x Y|y = f(x)}.
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La demostracién de los siguientes resultados se encuentran en [3].
Proposicién 4.3.2 Las siguientes tres propiedades son equivalentes:
i) X es regular.

ii) Para todo © € X y una vecindad U de x, existe una vecindad V de x
tal quex € VCV CU.

iii) Para todo x € X y A cerrado que no tiene a x, existe una vecindad V

de x tal que VN A=10.

Como es de esperarse el producto de espacios serd T3 si y solamente si
cada uno de los espacios involucrados en el producto es T5.

Teorema 4.3.3 Sean { X} cr una familia de espacio topoldgicos. Entonces
i) Cualquier subespacio de un espacio reqular es reqular.

ii) I er Xy es T siy solamente si X+ es Ty para toda v €T

Proposicion 4.3.4 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es T3 si y
sélo si SP,(X) es T5.

Demostracién. Supongamos que X es T3 y veamos que SP,(X) también
lo es. Tomemos pues [(z;)]7, € SP,(X) y [U] C SP,(X) abierto tales que
[(zi)]7_; € [U]. Como X es T3, el Teorema 4.3.3 nos dice que X" es T3, por
lo que para (z;)]"; existe un abierto V' C X" tal que

(z:)iey €V SV S PY([U]).

De donde [(z3)]i=; € Pu(V) C Pu(V) C P, (P, 1([U])) = [U]. Debido a que

P,(V) =P,(V) y a que P, (V) es abierto, concluimos de la Proposicién 4.3.2
que SP,(X) es T;.

Ahora probemos que si SP,(X) es T3, entonces X es T3, de nuevo lo
haremos uso de la Proposicion 4.3.2. Sean z € X y U un abierto tales

que x € U. Entonces P, (U") es vecindad de [(z;)]’,, donde z; = = para

i€{1,2,3,...,n},y asi, debido a que SP,(X) es T3, existe [V] vecindad de
(@)l tal que

[(zi)liz € [V] € [V] € P (U").
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Como [V] es vecindad de [(z;)]?"; existen abiertos V1, V5, ..., V,, C X" tales

que
n

[(zo)]iey € Pa(J ] V2) € V1.

=1

Tomando V = (., V;, se sigue que V' es un abierto tal que

[(zi)]izy € Pa (V") S Pp (V1) C P, (U™).

T 7N

Como P,(V?) =P, (V") y P, (V") C P,(U"), tenemos que
reVCVCU.

Finalmente, de la Proposicién 4.3.2 se concluye que X es T5;. O

Corolario 4.3.5 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X™ es T si y so-
lamente si SP,(X) es Ts.

Demostracién. Del Teorema 4.3.3 tenemos que X™ es T3 si y s6lo si X es
T3, y de la Proposicion anterior tenemos que X es T3 si y solamente si X"
es T3. En consecuencia X" es T3 si y sélo si SP,(X) también lo es. O

44.Ty,,

La diferencia de ser T3, /2 CON el ser T3, es que T3, /» Separa puntos de cerrados
mediante funciones continuas.

Definicién 4.4.1 Decimos que un espacio Hausdorff X es T3, /2 © comple-
tamente regular, si para cualquier punto z y un conjunto cerrado A tales
que = ¢ A se tiene que existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que
f(x)=0y f(a) =1, para todo a € A.

El siguiente teorema y su prueba se encuentran en [3].

Teorema 4.4.2 1. Cualquier subespacio de un espacio completamente
reqular es completamente reqular.

2. Sea una familia {X4}aen de espacios completamente requlares. En-
tonces para toda o € A X, es completamente regular si y solamente si
[Ioca Xa es completamente regular.
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Proposicién 4.4.3 13, ,, se preserva bajo homeomorfismos.

Demostracién. Sean X y Y dos espacios topologicos tal que X es com-
pletamente regular y H: X — Y un homeomorfismo. Probaremos que Y es
un espacio completamente regular. Consideremos y € Y y B un conjunto
cerrado tales que y ¢ B. Como H es un homeomorfismo se tiene que H~1(B)
es un cerrado en X tal que

H\(y) ¢ H™\(B).

Dado que X es completamente regular, existe f: X — [0,1] continua tal
que f(x) =0y f(b) =1, para b€ H Y(B). Asf, fo H1: Y — [0,1] es una
funcién continua que cumple con

foH M y)=f(H ' (y) = f(z) =0y foH '(B) = f(H™(B)) = {1}.

Por lo tanto, Y es un espacio completamente regular. O

Corolario 4.4.4 Si SP,(X) es completamente regular, entonces X es com-
pletamente reqular.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.1 se sigue que X es homeomorfo a un
subespacio de SP,(X), por el Teorema 4.4.2 se sigue que dicho subespacio
es completamente regular. Por la Proposicién 4.4.3 se concluye que X es un
espacio completamente regular. O

Notacioni 4.4.5 Dados € > 0 y z € [0, 1], denotaremos mediante B(z) al
conjunto {y € [0,1] | |z —y| < e} C[0,1].

Proposicién 4.4.6 Si {f;}", es una familia de funciones continuas de un
espacio X en el intervalo [0,1], entonces la funcion F: X™ — [0,1] definida
como F(x) = min{fi(x)| i € {1,2,3,...,n}} es continua.

Demostracién. Sean y € X", ¢ > 0y z € FY(B.(F(y))). Entonces

F(z) € Be(F(y)) C [0,1], consideremos el conjunto Q C {1,2,3,...,n}
definido como

Q={ie{1,2,3,...,n}| fily) = F(y)}.
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Notamos que Q # ) debido a que para toda z € X, existe j, € {1,2,3,...,n}
tal que F(z) = f;.(2). Hagamos

50 = (1/2)mln{|fz(y) - f](y)‘ | (S {1’2737' : 'an} y fz(y) 7& f](y)}

Se sigue que si f;(y) # fj(y), entonces Bs, (fi(y))NBs,(fj(y)) = 0. Llamemos
d = min{dp, €}, debido a que para toda i € {1,2,3,...,n} las funciones f;
son continuas tenemos que existen Uy, Us,...,U, C X abiertos tales que

y € iz Ui, fi(Us) € Bs(fi(y)); y ademas si fi(y) = fj(y), entonces U; = Uj.
Probemos ahora que (,_; U; € F~1(B(F(y))), para esto tomemos z €
(=1 Ui, entonces para toda i € {1,2,3,...,n},

fi(z) € B5(fi(y)) € Bs, (fi(y))-

Notamos que si i € 2, entonces para toda j € {1,2,3,...,n}\Q y para todo
w € Bs(fj(y)), fi(z) < w. Asi, para toda w € [,_; Uj, existe i,, € 2 tal que

fiw(w) = F(w), y como f;(Us;) € B5(fi(y)) = Nica Bs(fi(y));

n

F((\U:) € () Bs(fi(y)) € Be(F(y)),

i=1 1€Q)

o lo que es lo mismo,

N U: € FBUFW))).
=1

Debido a que para toda i € {1,2,3,...,n}, U; es abierto e interseccién finita
de abiertos es abierta concluimos que F~!(B.(F(y))) es abierto, y por lo
tanto, F' es una funcién continua. O

La Proposicién 4.4.6 nos servira para dar la funcién que separa puntos
de cerrados en SP,(X).

Lema 4.4.7 Sean X un espacio topoldgico y o € S, una permutacion. En-
tonces la funcion fo: X" — X" definida como fo((z:i)i=1) = (To())izy €5
continua.

Demostraciéon. Veamos que f, es continua, para esto consideremos A C
X™ abierto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que A es un abierto
béasico en X", i.e., para toda ¢ € {1,2,3,...,n} existe un conjunto abierto
A; C X tal que



Axiomas de Separaciéon 53

. —1 n _ n ¢ —1
Si probamos que f;([[;=; Ai) = [[;2; Ao-1¢) se tendria que f;"(A) es
abierto y en consecuencia f, seria una funciéon continua. Primero probaremos

que fo ([T, A < TTim, As-1(i), para esto sea (z;)j; € fo ([T Ad).
Entonces

fol(xi) = (o)ier € [ A5
=1

lo cual sucede si y solamente si para cualquier ¢ € {1,2,3,...,n}, se tiene
que x; € A,-1(;). De esto tltimo concluimos que (z;)i_; € [[;72; Ag-1(;), por

lo que
T4 €[] A1)
=1

i=1
Probemos ahora que [ [ A,-13;) € oI, Ai), tomemos un punto (z;)"; €
[1i=; As-1(;)- Entonces para toda i € {1,2,3,...,n}, 2; € A,-1(;), lo cual
implica que x,(;) € A;, o de manera equivalente,

(o) € [ A
=1

Como (zg(;))ie; = fo((wi)jy) se tiene que fo((z:)i;) € I[in, 4, y en
consecuencia, (z;)"; € f7 (I, 4i), por lo que

n

[T 45— < £ 40

=1 =1

Luego, [[i2 Ao-1s) = f5 LT, A), asf tenemos que la imagen inversa de
abiertos es abierta, y por lo tanto, la funcién f, es continua. O

Teorema 4.4.8 5i X es T3, ,, entonces SPy(X) es T5, ,.

Demostraciéon. Como X es T3, /o> tenemos que X™ también lo es, sean
[(z4)]i~y € SPu(X) y [A] un cerrado tal que [(z;)]]~; ¢ [A]. Entonces para
toda 0 € Sn, (2,0))iy) & Prt([A]). Asi, como X™ es T3, ,, tenemos que
existe una funcién continua F': X" — [0, 1] tal que

F((zi)i) = 0y F(P,H([A4]) € {1}.
Consideremos la funcién F: X™ — [0, 1] definida como

F((zi)izr) = min{F((z,())iz1)| o € Sn},
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notamos que J es una funcién tal que F({(z,¢;))iz,| o € Sp}) € {0} y
F(P,*([4]) € {1}. Definamos para toda o € S, la funcién g,: X™ — X",
como o ((¥i)iz1) = (Yo(i))iz1, s sigue que si {A;}}_; es una familia de

conjuntos abiertos de X, entonces

Por lo que para cualquier ¢ € S,, g, es una funcién continua, pues g, es
continua por el Lema 4.4.7. Notamos que

F((zi)iz1) = min{F o go((xi)iz1)| 0 € Sn},

y debido a que para toda o € .5, g, es continua, se sigue de la Proposicién
4.4.6 que F es continua, pues F' también es continua. Ahora tomemos o € S,,,
entonces

F((wa(i))iz1) = min{ F((Ts(a(i)))iz1)] 0 € Sn}
= min{ F((z4())i=1)| o € Sn} (4.1)

= F((zi)iz),

por lo que F es una funcién constante sobre las fibras de P,,. Debido a que
F es una funcién continua y constante sobre las fibras de Py, se tiene del
Lema de Trangresion que FoP,1: SP,(X) — [0, 1] es una funcién continua.
Como F({(z,(;))f=1| 0 € Sp}) € {0} y F(B,([A]) € {1}, se sigue que

FoP, ([(x)]ly = 0y Fo Py ([A]) C {1}.

Por lo que FoP;; ! separa a [(z;)]; v [A], y ademds, como X es T, SP,(X)
es Ty. Por lo tanto, SP,(X) es T31/2. O

Corolario 4.4.9 X" es 15, , si y solamente si Sp(X) es 13, ,,-

Demostracién. Por el Corolario 4.4.4 y por el Teorema 4.4.8 se sigue que
SP,(X) es Ty, , siy solamente si X es 13, ,,. Por otro lado, del Teorema
4.4.2 se sigue que X es T3, , siy solo si X" es T3, ,. De lo anterior junto
con que X" es Tj siy s6lo si S P, (X) también lo es se concluye el resultado. [J
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4.5. T},
El axioma Ty separa conjuntos cerrados de conjuntos cerrados.

Definicién 4.5.1 Decimos que un espacio Hausdorff X es Ty o normal si
para cualquier par de conjuntos cerrados ajenos A, B C X, se tiene que
existen dos conjuntos abiertos ajenos U,V C X talesque ACU y BCV.

La prueba de la siguiente proposicién se encuentra en [9].

Proposicién 4.5.2 i) Si X es normal y A C X es cerrado, entonces A
es normal.

ii) Sean X y'Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcion tales que
X es normal y f es continua, cerrada y suprayectiva. Entonces Y es
normal

A diferencia de los anteriores axiomas de separacién, tenemos que existe
un espacio normal X y un natural n tales que SP,(X) no es normal. Para
ver esto definamos el siguiente espacio:

Definicién 4.5.3 Consideremos el conjunto S = {[a,b) C R"| a < b}, y
llamemos S a la topologia generada por S. Definimos la recta de Sorgenfrey
como el espacio topoldgico (X, 7) donde X es la recta real y 7 = S.

Notemos que si a,b € R son tales que a < b, entonces (a,b) = (J;cnla —
1/i,b). Esto sucede ya que (a,b) C [a — 1/i,b) para i € N, y ademés si
r € Ujenla — 1/4,b), entonces para toda i € N, x > a —i/b, luego, a < =,
por lo que x € (a,b), y en consecuencia

Ula = 1/i,) C (a,b).
€N

Concluimos que los intervalos abiertos (a,b) = |J;cny[a—1/1, b) son elementos
de la topologia de la recta de Sorgenfrey. Asi la topologia usual de R esta
contenida en S, méas atn, la topologia usual de R™ estd contenida en S™.

Lema 4.5.4 La recta de Sorgenfrey es normal.

Demostracion. Para ver que la recta de Sorgenfrey es normal se tiene
que demostrar que la recta es un espacio Hausdorff y que se pueden separar
cerrados ajenos con abiertos ajenos, cosas que probaremos en ese mismo
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orden. Sean a,b € R dos puntos tales que a # b. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que a < b, entonces

(a—(lb—al/2),a+(b—al/2)) N (b—(|b—al/2),b+ (|b—al|/2)) =0,
y ademés
a€(a—(b—al/2),a+(Ib—al/2)) y be (b—(|b—al/2),b+ (|b—al/2)).
Asf, debido a que
(a—(lb—al/2),a+(b—al/2)),(b— (Ib—al/2),b+ (|b—al/2)) €S

se concluye que la recta de Sorgenfrey es Hausdorff.
Veamos ahora que es normal, para esto sean A, B C R dos conjuntos
cerrados ajenos. Entonces para toda a € A\ B, existe U, € S tal que

acU, CR\B.

Podemos suponer que para cada a existe z, tal que U, = [a, x,). De manera
andloga tenemos que para todo b € B existe un nuimero y; € R tal que

be [bys) =V, CR\A.

Consideremos

v=UUyv=UW,
acA beB
se sigue que U y V son abiertos tales que A C U y B C V, por lo que sélo
nos falta verificar que U y V son ajenos, lo cual haremos por contradiccion.
Si z € UNV, entonces existen a’ € Ay v/ € B tal que Uy NV # 0, o lo
que es lo mismo,

[a,za) OV [b, yp) 7 0.

Esto 1dltimo sucede si y solamente si a € [b,yp) 0 b € [a,z,), lo cual es una
contradiccién por la elecciéon de Uy v Vi, por lo que U y V son ajenos. En
conclusién tenemos que la recta de Sorgenfrey es normal. U

Veamos que SP»(X) no es normal, donde X es la recta de Sorgenfrey.
Para el cual haremos uso de el Lema de Jones, cuya prueba puede encontrarse
en [6].

Lema 4.5.5 (Jones) Sean X es un espacio Hausdorff, D C X un conjunto
denso y S C X discreto. Si |D| < |S|, entonces X no es normal.
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Si X es la recta de Sorgenfrey, notamos que QQ es denso X, eso se debe
aque sia,b € Rya<b, entonces como Q es denso con la topologia usual
en R se sigue que existe ¢ € Q tal que ¢ € (a,b) C [a,b), de lo anterior se
sigue Q es denso en la recta de Sorgenfrey. Por lo que P5(Q?) es denso en
SPy(X). Ademss, debido a que [Py [(x1,22)]] < 2, se sigue que Po(Q?) es
infinito.

Definimos el plano de Sorgenfrey como el conjunto R? dotado con la
topologia S2, es decir, es el espacio producto de la recta de Sorgenfrey con
ella misma.

Proposicién 4.5.6 Si X es la recta de Sorgenfrey, entonces SPa(X) tiene
un conjunto cerrado, discreto y no numerable.

Demostracion. Consideremos el conjunto
[F] = {[(351,332)] € SPQ(X)| xr1 = —x2}

y veamos que es un conjunto cerrado, discreto y no numerable. Notamos que
[[] = Py(T), donde T' = {(z1,72) € X?| 11 = —x2}. Veamos que [[] es un
conjunto cerradoa, para esto concideremos la funcién F': R? — R definida
como F(z,y) = z+y. Debido a que F' es continua con la topologia usual de
R y R? (esto por nuestros cursos de cilculo), y ademds, como la topologia
usual de R? esta contenida en la topologia S? se sigue que F es continua con
la topologia del plano de Sorgenfrey. Como

I =r'({0})

se sigue que I es cerrado en el plano, y asi, como la funcién Py es cerrada, [I]
es cerrado. Ahora veamos que [I'] es discreto, tomemos pues = € R. Entonces
[z,2 4+ 1) X [—x,—x 4+ 1) es un abierto que tiene a (x, —x); notamos que

siy € [z,x+ 1), entonces —y ¢ [—x,—x + 1)

y

siy € [-z,—z+ 1), entonces y ¢ [z,x + 1).
Por lo que AN[z,z + 1) x [-z,—x + 1) = {(x,—x)}, y asi, " es discreto.
Luego, [I'] es discreto pues es la imagen de un conjunto discreto a través de
una funcién abierta y cerrada. Finalmente, debido a que [P, 1 ([(x1,72)])| < 2

se tiene que
L] = T] = [R| > |N].

Concluimos que [I'] es un subconjunto cerrado, discreto y no numerable de
SPy(X). O
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Proposicién 4.5.7 Si X es la recta de Sorgenfrey, entonces SPa2(X) no es
normal.

Demostracién. Sabemos que P3(Q?) es un denso numerable de SP,(X).
Por la Proposicién 4.5.6 tenemos que [I'] es un subespacio cerrado, discreto
y no numerable de SP»(X). Asi, por el Lema 4.5.5 concluimos que SPs(X)
no es normal. O

Proposicion 4.5.8 Sea X un espacio Hausdorff tal que X™ es normal. En-
tonces SP,(X) es normal.

Demostracién. Se sigue de la Proposicién 4.5.2, ya que la funcién P, es
continua, cerrada y sobreyectiva. (|

También tenemos que:
Teorema 4.5.9 Si SP,(X) es normal, entonces X es normal.

Demostracién. Por el Corolario 4.2.9 se sigue que X se puede encajar
como un cerrado en SP,(X). Y asi, de la Proposicién 4.5.2 se sigue que X
es normal. g

4.6. Metrizacién

En esta seccién hablaremos acerca de metrizacién, a continuacién recorda-
remos algunas definiciones para seguir el estudio del espacio en cuestion.

Definicion 4.6.1 Sea X un conjunto no vacio.

» Decimos que una funcién p: X x X — [0,00) es una métrica en X
siempre que para cualquiera x,y, z € X se cumplan las siguientes tres

propiedades:
i) p(xz,y) =0siy sélosiz=y.
ii) p(z,y) = p(y, )
iii) p(z,2) < p(z,y) + p(y, z) (desigualdad del triangulo).

Un conjunto X dotado de una métrica p se le llama espacio métrico
y se denotard como (X, p).
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» Sean (X, p) un espacio métricoy x € X y € € (0,00). Definimos la
bola de radio € alrededor de x como el conjunto

Be(z) ={y € X| p(z,y) <e} € X

Dado que para cualquier z € X, p(x,z) = 0, se sigue que para toda
e > 0 y para cualquier x € X, z € B.(x), y en consecuencia, las bolas son
conjuntos no vacios.

Lema 4.6.2 Si (X, p) es un espacio métrico y € un nimero mayor que cero,
entonces Be(x) C {y € X| p(z,y) < €}.

Demostracién. Sea z € X \ {y € X| p(z,y) < ¢}. Entonces existe § > 0
tal que
p(x,z) =e+0.

Consideremos w € Bgs(z) y supongamos que w € B¢(x). Luego,
p(,2) < ple,w) + p(w, 2) < e+ 6 = p(z, 2)

lo cual es una contradiccién, por lo que Be(z) N Bs(z) = 0, lo cual implica
que z ¢ B.(z). Concluimos que B¢(z) C {y € X| p(x,y) < €}. O

Proposicién 4.6.3 Sean (X, p) un espacio métrico y x € X. Si €, es un
real mayor que cero y y € B, (x), entonces existe €, € (0,00) tal que

Be,(y) € Be,(y) € Be, (x).

Demostracién. Sean z € X, ¢, € (0,00) y y € Be, (x). Entonces p(z,y) <
€z, tomemos pues m = p(z, z) y €, = (min{m, e, —m})/3 y probemos que
Be,(y) € Be,(x). Para esto consideremos z € B, (y), asi,

pla,z) < p(a,y) + ply, z) <m+ey.
De lo anterior se siguen dos casos:
i) Si e, =m/3, entonces €, < €,/2, como consecuencia
p(z,2) < plx,y) +ply,z) <m+e,=m+ (m/3) < €,/2+ €3/2 = €.

Por lo que y € B, ().
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ii) Si ey, = (e, —m)/3, entonces €, < €;/2 , luego
p(x,2) < plz,y) +p(y,2) <m+ey=m+ (e —m)/3 < e

En consecuencia y € B, ().

Por lo tanto, B, (y) C B, (). O

Es facil ver que todo espacio métrico es un espacio topolégico tomando
como base a la familia {B.(z)| x € X y € > 0} (ya que dicho conjunto
cumple con las hipétesis del Lema 1.2.2).

Definicién 4.6.4 Sean (X, 7). Decimos que X es metrizable si existe una
métrica en X tal que la topologia generada por la métrica p es equivalente
arT.

Para lo que resta del capitulo denotaremos con B¢(x), Be((zi)i) v
Be([(zi)]",) las bolas de radio épsilon al rededor de los puntos z, (z;)I; y
[(z;)]?_, en los espacios X, X" y SP,(X) respectivamente.

Lema 4.6.5 Si X es un espacio topoldgico metrizable, entonces X™ es métri-
zable.

Demostracién.
Sea p una métrica en X tal que genera la topologia de X. Consideremos
la relacién §: X™ x X™ — (0, 00) definida por

5((%1,1’2, o 7xn)7 (y17y27 SR 73/71)) = max{p(x“yl” 0<1< n}7

se sigue de la definicion de & que es funcién. Nos falta probar que 0 es
una métrica y que la topologia que genera es la del producto X™. Primero
probemos que ¢ es una métrica, para esto sean (x;)" 1, (vi)l1, (zi)i-, € X™.
Entonces:

i) Supongamos que 0((z;)" 4, (yi)i~;) = 0, esto sucede si y solamente si
para todai € {1,2,3,...,n}, p(x;,y;) = 0. Esto dltimo ocurre si y sélo
si (zi)l~y = (i), pues p es métrica en X.

i) Probemos que 8((2:)7y, (5)1r) = 8((u0){s, (#1)]y)- Como pes métri-
ca se sigue que para toda i € {1,2,3,...,n}, p(zi,y;) = p(yi, x;). Por
lo que

maz{p(x;,yi)| 0 <i<n} =max{p(yi, ;)| 0<i<n},

y ast, 0((zi)ily, (yi)izy) = 0((wa)izy, (wi)iy)-
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iii) Probemos ahora la desigualdad del tridngulo. Tenemos que existe k €
{1, 27 37 ceey n} tal que 6((171‘)?:1, (Zi)?:l) = p(l‘k? Zk)a an, p(‘rka Zk) S
p(k; Yk) + P(Yk, 2k). Como

p(yr: z1) < mdx{p(yi, zi)| 0 <@ < nj = 0((yi)iza, (2i)i1)

se sigue 6((zi)izy, (2i)i=1) < 0((@i)imrs (Yi)izr) + 0((wi)iz1 (2i)izr)-

Concluimos que 0 es una métrica en X". Sean 75 la topologia que genera
la métrica § y 7xn» la topologia producto de X™, probaremos que 75 =
Txn. Tomemos U € 7xn y (x;); € U, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que U es un abierto bésico, es decir, U = [, U; para ciertos
abiertos Uy, Uy, ...,U, C X, asi, para toda i € {1,2,3,...,n} existe ¢, > 0
tal que

Si e = min{e| i € {1,2,3,...,n}}, entonces Be(x;) C U;. Probaremos
que Be((zi)iny) = {(wa)icy| 0((wa)iy, (i)iny) < €} € U € X" Tomemos
(yi)y € Be((z4)l,), asi, para toda ¢ € {1,2,3,...,n}, p(zi,y;) < € < €.
Por lo que
Yi € Be(xi) C Be, ().
Dado que B, (x;) C U;, tenemos (y;)"; € [ Ui = U, y asi, B((z;),) C
U. En consecuencia
Txn C T§.

Ahora veamos que 75 C Txn, para esto sean (x;)"_,; € X™ y € > 0. Tomemos
=1 y

(Wi)im1 € Be((w)iny) = {(21)ite] 0((i)itys (20)i1) < €}, y para toda i €
{1,2,3,...,n} consideremos

o = Jmindp(@i,yi) e = plwi,yi) }/2 st @i # i
! € six; =1y, '

Dado que p es una métrica que genera la topologia de X tenemos que
B,.(x) es un abierto para cualquier r positivo y para cualquier z de X,
por lo que si i € {1,2,3,...,n}, entonces B, (z;) es abierto. Veamos que
[Ty Be, (yi) € Be((zi),), para esto sea (z;)", € [[i~; B, (vi). Entonces
para i € {1,2,3,...,}, p(zi,yi) < €, por lo que

p(wis zi) < p(wi, yi) + p(yis zi) < p(wi, yi) + €.

Consideremos i € {1,2,3,...,n}, se siguen tres casos:
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i) Siz; = y;, entonces
p(wi, 2i) < p(wi,yi) + p(Yir 2i) < p(Tiyyi) 6 =0+€e=c

ii) Siz;#vyiye = p(xi,yi), entonces p(zi,y;) < €/2,y asi,
p(xi, zi) < p(xi, yi) + € = p(xi, yi) + p(2i, yi) < €/2+€/2 =€
iii) Sixz; #vy;y € =¢€— p(x,y;), entonces
p(ziy zi) < p(@i, yi) + € = p(xi,Yi) + € — p(x4, i) = €

Por lo que (2)"; € Be((x;),), y en consecuencia [ [ Be, (vi) C Be((zi) ).
Luego,
75 © Txn.

Concluimos que 75 = 7xn». Por lo tanto, X" es metrizable. U

Corolario 4.6.6 Sea X un espacio topoldgico. Si p es una métrica que ge-
nera a la topologia de X, entonces

6((w)i1, (y)iz1) = maz{p(zi, )| 1 <1 < n}}
es una métrica que genera la topologia producto en X™.

Demostraciéon. Se sigue de la demostracién del Lema 4.6.5. O

Probaremos el resultado importante de esta seccidn, el cual es la relacion
de metrizabilidad que hay entre X y SP,(X).

Teorema 4.6.7 Sea X un espacio topolégico. Entonces X es metrizable si
y solamente si SP,(X) es metrizable.

Demostracién. Primero supongamos que X es metrizable y veamos que
SP,(X) también lo es. Por el Lema 4.6.5 tenemos que X" es metrizable,
tomemos pues p una métrica en X" que genera la topologia producto. De-
finamos 0: SP,(X) x SP,(X) — [0,00) como

O([(wi)]iz, [(wi)lic) = min{p((zo@i))izt, (Yi)izi)| 0 € Sn}.

Notamos que § es funcién, veamos que § es una métrica para SP,(X), para
esto consideremos [(z;)|™ 1, [(yi)]iq, [(zi)]7y € SPy(X), luego:
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i) Se tiene que 0([(x;)]7_q, [(vi)]7-y) = 0 si y solamente si para alguna
permutacién o € S, se tiene que (z,(;))i=; = (¥i)j=1), y esto sucede

sty sélo si [(z)]iny = [(wi)liy Ast, 8([(wa)]izy, [(w)lizy) = 0 siy
solamente si [(z;)]7; = [(vi)]i-;.

i) Probemos que 0([(z)]iy, [(vi)]iz1) = 0([(¥s)]iz1, [(zi)]izy), esto sucede
ya que
O([(=a)]izr, [(wa)lizr) = min{p((x4(s) )izt (Yi)iz1)| o € Su}
= min{p((x:)i=1, (Yo—1(:))iz1)| 0 € Sn}
= min{p((Yo-1(s))im1, (zi)i=1)| 0 € Sn}
= 0([(yi)]1<i<n, [(zi)]1<i<n)

(4.2)

iii) Probemos ahora la desigualad del triangulo, para esto supongamos que
no se cumple, es decir,

O([(zi)lizr, [(zo)lizn) > o([(wa)limrs [(wa)liz) + 0([(a)liza, [(20)]iza)-

Sabemos que existen o1, 09,03 € S, tales que

S([(@a)]izr, [(Wi)liz) = p((T oy ) )izt (Wi)iz1)
O([(yi)liz1, [(z)]iz1) = P((You(i))im1s (2i)iz1) (4.3)
S([(@a)]izrs [(z)liz1) = p((T oy (i))izs (2i)iz1)

Asi, p((xag(i))?:p (zl)?:l) > p(('%n(i))?:lv (yi)znzl)_'_p((yaz(i))?:la (zi)?zl)a
y ademas,

P((%l(i))?zla (Yi)iz1) = p((xa;a(i))?:l? (ya?)((,;l(i)))?:l) (4.4)
p

P((y@(i))?:l, (zi)iz1) = ((yog(i))?:h (zg3(g;1(i)))?:1)~

Yos(or )=t Cos(or oz on)i=) (4 5
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lo cual es una contradiccién, pues

P((Zoy(i))izts (zi)ima) = min{(24(;))irs (20)im] 0 € Sn}-

Finalmente se tiene que
6([(za)lizr, [(z0)]iza) < 0([(za)licn, [(wa)lizy) + 6([(wa)lizr, [(20)]i)-

Concluimos que § es una métrica, nos falta ahora ver que la métrica genera
la topologia de SP,(X), para esto sean [(x;)]7_; € SP,(X) y [A] C SP,(X)
abierto tales que [(z;)]7_; € [A]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que [A] es un abierto bésico, es decir, existe una familia {A;}" ; de abiertos
de X tal que z; € A; y [A] = P,(I], A;). Como []}"; A; es abierto en X"
existe € > 0 tal que

n

(wi)imy € Be(wa)iny) € [ ] As
=1
Veamos que Be([(x;)]7;) C [A], consideremos [(y;)]7; € Be([(xi)] ), asi
existe o € Sy, tal que p((Yo(i))iz1, (Ti)j=;) < €. Luego,

(Yo(i))iz1 € Be((zi)i=1),

lo cual implica que [(y)]?y = Pn((yi)i=;) € Pr(Be((zi);)) C [4], de aqui
tenemos que

Be([(zi)]izr) < [A]-

Probemos ahora que si [(z;)].; € SP,(X) y € > 0, entonces B([(z;)]";)
es abierto en SP,(X). Sea pues [(yi)]’_; € Be([(zi)]7;). Se sigue que existe
o € Sy tal que p((7i)i_y, (Yo(i))iz1) < €. Debido a que Be((;)j-;) es abierto
en X" existe una familia de abiertos {U;}; de X tal que

(Yo(i) )iz € HUi C Be((2i)i=1)-
i=1

Tomemos ahora [(z;)]"_; € P([]i, U;), entonces para alguna o’ € S, sucede
(2o7(3))izy € TTizy Ui € Be((2i)7=y), por lo que

5([(zi)lier, [(zi)lier) < p((wi)is (Zri))ier) < €

Luego, [(2)]1; € B([(w)]i), ¥ ast Pa([Ty Us) € Bel[(z)]2,), de don-
de B([(xi)]l,) es abierto. Concluimos que ¢ es una métrica que genera la
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topologia de SP,(X), y por lo tanto, SP,,(X) es metrizable.

Probaremos ahora el regreso, esto es, veamos que X es metrizable su-
poniendo que SP,(X) lo es. Tomemos §: SP,(X) x SP,(X) — [0,00) una
métrica que genere la topologia de SP, (X) y definamos p: X x X — [0, 00)
como

p(z,y) = o0([(z,z,2,...,2)], [(¥,9,, .-, Y)]).

Se sigue que p que es funcién, pues las clases [(z, z, 2, ..., 2)] v [(¥, Y, Y, - - -, Y)]
constan de un solo elemento. Probemos ahora que p es métrica en X, para
esto consideremos z,y, 2z € X, entonces:

i) Tenemos que p(z,y) = 0siysdlosié([(z,z,z,...,2)],[(y.y,y,...,y)]) =
0, lo cual sucede si y sélo si [(z,z,x,...,2)] = [(v,9,y,-..,y)] , ¥ esto
sucede si y sélo si x = y.

ii) Observamos que

p(xay) = (5([(.%‘,1‘,3?, cee 73:)]’ [(y,y,y, AR 73/)])
=5([(y,y,y,...,y)],[(x,x,x,...,x)]) (4'6)
= p(y,:r).

iii) Por 1dltimo nos queda probar la desigualdad del tridngulo, tenemos que

plx,z) =0([(z,z,z,...,2)],[(2,2,2,...,2)])
<@,z ..., 2), [(y.y,9,.--,y)])
Py o[z 7
= p(z,y) + p(y 2).

Concluimos que p es una métrica en X, probemos ahora que p genera la
topologia de X. Consideremos z € X y A C X un abierto tal que = € A,
entonces existe € > 0 que cumple con

B([(z,z,z,...,x)]) CP,[A"].

Ahora, siy € B(x), entonces p(z,y) = §([(z,z,z,...,2)],[(v,y,y,...,y)]) <
€, lo cual implica que [(y,y,v,...,y)] € P,[A"], por lo que y € A. De donde
se sigue que

B(z) C A.

Ahora veamos que las bolas son abiertas en X, paraestoseanz € X,e >0y
y € Be(z). Entonces B.([(x,z,z,...,z)]) es un abierto en SP,(X) que tiene



66 Metrizacién

como elemento a [(y,v,y,...,y)], por lo que existe un abierto [U] C SP,(X)
tal que

(v, 9,9, 9)] € [U] € Be([(2, 2,2, ..., 2)]).

Podemos suponer que [U] = P, ([[\, U;) para abiertos Uy, Us, ..., U, C X,
Asi, para 0 < i <n, y € U;, y ademas

n

[y, 9.9, )] € Pal(() U)") € [U] € Be([(, 2, ..., 2)]).
i=1

Asi, si z € ([, Us, entonces p(z, z) = 6([(z,z,z,...,2)],[(2,2,2,...,2]) <
¢, de donde z € Bc(z). Luego, y € (L, U; € Be(z). Asi tenemos que las
bolas son abiertas, y por lo tanto, la métrica p genera la topologia de X,
i.e., X es metrizable. O

Corolario 4.6.8 Sea X un espacio topologico. Entonces X™ es metrizable
si y solamente si SP,(X) es metrizable.

Demostracién. Por el Lema 4.6.5 tenemos que X" es metrizable si y sélo
si X es metrizable.Luego, del Teorema 4.6.7 se sigue que X es metrizable si y
sélo si SP,(X) es metrizable. Por lo tanto, X™ es metrizable si y solamente
si SP,(X) es metrizable. O



Capitulo 5
Compacidad

En este capitulo estudiaremos las relaciones de ser compacto, compacto por

sucesiones, numerablemente compacto, asi como la relacion de las compac-
taciones de X, X" y SP,(X).

5.1. Compacto

Definicion 5.1.1 Sea X un espacio topoldgico.

i) Decimos que X es compacto si toda cubierta abierta de X admite
una subcubierta finita.

ii) Se dice que una coleccién de conjuntos {Cy }aer de X tiene la propie-
dad de la interseccién finita si para toda {«;}"; CT', L, Co, #
0.

La prueba de los siguientes teoremas y proposiciones se puede consultar
en [3].

Teorema 5.1.2 i) Sea {Xa}aer una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Entonces [[ cr Xa es compacto si y solo si Xo es compacto
para toda o € T'.

ii) Sea X un espacio topoldgico compacto. Si A C X cerrado, entonces A
es compacto.

Teorema 5.1.3 i) La imagen continua de un conjunto compacto es com-
pacto.

ii) Sean X,Y espacios topoldgicos tales que X es un espacio compacto y
Y es un espacio Ty. Si f: X =Y es una funcion continua, entonces
f es cerrada.

67
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Proposicion 5.1.4 Sea X un espacio Hausdorff. Si A, B C X son compac-
tos tales que AN B # (), entonces existen abiertos U,V C X que cumplen
con ACUBCV yVNU=0.

Teorema 5.1.5 Sea X un espacio topolégico. Entonces X es compacto si
y sélo si SP, es compacto.

Demostracién. Supongamos que X es compacto y veamos que SP,(X)
también lo es. Como X es compacto se tiene de el Teorema 5.1.2 que X" es
compacto. Ademds, debido a que el espacio SP,(X) es la imagen continua
de un compacto, el Teorema 5.1.3 nos dice que SP,(X) es compacto.

Ahora supongamos que SP,(X) es un espacio compacto y probemos que
X también lo es, sea pues {U, }aer una cubierta abierta de X. Definamos

n

A= {]P)TL[H Uai” IS {172737-'3n}7 o; € F}

i=1

Notamos que los elementos de A son abiertos, veamos ahora que A es cu-
bierta de SP,(X), tomemos pues [(z;)]"_; € SP,(X), entonces para toda
ie€{1,2,3,...,n} existe oy € I" tal que z; € U,,, asi

n

[(@i)]izy € Pu[] [ Uai] € A
=1

Por lo que A es cubierta abierta de SP,(X). Como SP,(X) es compacto
existe A C I finito tal que

n

{Bal] [ Al i € {1,2,3,...n}, a; € A}

i=1

es una subcubierta finita de A. Veamos que {U,}aen es una subcubierta
finita de {Ua }aer, para esto sea z € X. Entonces hay {a;}"; C A tal que
(z,z,2,...,2)] € Po(Ii2; Ua;), ya que {Us}aca es subcubierta finita de
SP,(X). asi, sii € {1,2,3,...,n}, entonces

z € Uy,.

Por lo que {U, }aen es subcubierta finita de {Uy }aer, vy en conclusién, X es
compacto. Il



Compacidad 69

Corolario 5.1.6 X" es compacto si y solamente si SP,(X) es compacto.

Demostracién. Por el teorema anterior tenemos que SP,(X) es compacto
si y solamente si X es compacto, y de Teorema 5.1.2 tenemos que X es
compacto si y solamente si X" es compacto. O

Corolario 5.1.7 A C X" es compacto si y solamente si P, (A) es compacto

Demostracién. Se sigue de la demostracion del teorema anterior. O

5.2. Compacidad secuencial

La compacidad secuencia no se define con cubiertas abiertas sino con
sucesiones, aunque la compacidad y la compacidad secuencial llegan a ser
equivalentes en cierto tipo de espacios (como los espacios métricos).

Definicién 5.2.1 Sean X un espacio topolégico y {z;}ien es una sucesion
de puntos de X. Entonces

i) Si {n;}iey € N es una sucesién creciente de naturales, entonces la
sucesion {y;}ien definida como y; = z,, es llamada subsucesién de

{%’}ieN-

ii) Decimos que la sucesién {z;}ieny converge a z (x,, — x) si y sélo si
para todo abierto U C X tal que xz € U se tiene que existe N € N tal
que x,, € U siempre que N <m

Definicion 5.2.2 Sea X un espacio topoldgico.

i) Se dice que X es secuencialmente compacto si y sélo si para toda
sucesién {z, }nen existe una subsucesiéon que converge en X.

ii) Si A C X decimos que x es punto de acumulacién de A si para
cualquier abierto U C X tal que x € U, existe a € AN U tal que

a# x.

Lema 5.2.3 Sea X un espacio primero numerable. Dada una sucesion {z; }ien
tal que todo elemento se repite a lo mds una cantidad finita de veces. En-
tonces {x; }ien tiene una subsucesion convergente si y solamente si existe un
punto de acumulacion de la sucesion {z;}ien.
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Demostracién. Sea {z;};eny una sucesién que tiene como punto de acu-
mulacién a xg y que todo elemento se repite a lo més una cantidad finita
de veces. Consideremos pues {U; };en una base local numerable de xg, cons-
truiremos recursivamente la subsucesién {z,,(;) }ien como sigue:

i) Para ¢ = 1 tomemos el primer natural n(1) € N de tal manera que
Tn(1) e U;.

ii) Suponiendo que ya se tomo n(k), definiremos n(k + 1) como el primer
natural tal que

k+1

Toen) € (Ui y nlk+1) > n(k)
=1

De la eleccion de {z,; }ien, se tiene que si A es vecindad de xo, entonces
existe k € N tal que
xg € Uy C A,

y como [ );_; U; C Uy, cuando k < r, se sigue que para toda r > k, z, € A .
Pero esto es que {,,(; }icp converja a xo.

Probemos ahora el regreso, sean {z;}ien una sucesion y {x,;) }ien una
subsucesién que converge a xg. Veremos que zg es punto de acumulacién de
{7i}ien, para esto tomemos U C X tal que zo € U, debido a que {x,;) }ien
converge a xg entonces hay N € N tal que para toda m > N,

Tp(m) € U.
Maés atin, como los puntos de la sucesién {x; };cn solo se repiten una cantidad

finita de veces podemos suponer que si m > N, entonces Z,(,) # zo. En
consecuencia tenemos que

0 # ({@n@) tien NU) \ {20} € ({2i}ien NU) \ {20}

Por lo tanto, zy es punto de acumulacién de {z;};en. O
El siguiente lema asi como su demostracién se pueden encontrar en [2].

Lema 5.2.4 Sea X un espacio topoldgico. Si {x;}ieny € X es una sucesion
que converge a x, entonces toda subsucesion {Zn; }ien converge x.
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Proposicién 5.2.5 Sean X1, Xo,...,X,, espacios topoldgicos. Entonces [[;—; Xi
es secuencialmente compacto si y solo si para todo i € {1,2,3,..,n}, X; es
secuencialmente compacto.

Demostracién. Supongamos que [[;; X; es secuencialmente compac-
to, sean k € {1,2,3,...,n} y {z}}ien una sucesién en Xj. Para toda
i€{1,2,3,...,n}\ {k} tomemos a; € X;, se sigue que

{(a1,a2,...,a5_1,Th, ari1, -, an) tien

es una sucesién en [[;; X;. Como [[ ; X; es secuencialmente compacto
tenemos que existe una subsucesion

{(a17 QQ, oo 7ak—17 xz(l)a a’k—l—l) (2} an)}iEN

tal que converge a (b;) ; € [[i; X;. Veamos que la subsucesion
{x;n(Z)}ieN C Xy

converge a bg. Sea un abierto Up C Xy tal que by € Ug. Para todo i €
{1,2,...,n}\{k} consideremos U; = X;. Debido a que [[!"_; U; es un abierto
en [[;", X; que tiene a (b;)],, existe 7 € N tal que si j > r, entonces

n

m(j)
(ar,a2,...,ap_1,7 ", Gky1,..,0n) € HUi'
i=1

Asi, si j > r, entonces xzn(i) € Uy. Concluimos que {x;n(j)}jgN — by, y por
lo tanto, X}, es secuencialmente compacto.

Supongamos ahora que para toda j € {1,2,3,...,n}, X; es secuencial-
mente compacto y sea {(z7,5,...,2,)}ien una sucesién en [[7_; X;. Dado
que X es secuencialmente compacto y que {z}};cn es una sucesién en X
existe A; C N tal que la subsucesién {z{};ca converge a x{. Ahora, como
X> es secuencialmente compacto y como {zh}ien, es una sucesion en Xo
se tiene que hay Ay C A; C N tal que la subsucesion {z}}iep, converge a
xg. Siguiendo de esta manera obtenemos que para toda i € {1,2,3,...,n}

. n
existen A1, Ag,...,A, CNy (x?)?zl € [[j_; X, tales que

AngAnflg----gAla

y ademds si j € {1,2,3,...,n}, entonces {xé}ie/\j converge a x?. Asi, por
el Lema 5.2.4 tenemos que para j € {1,2,3,...,n}, la subsucesién {x;}zeAn
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converge a a:?. Veamos ahora que {(z%,2%,... 2%)};cn, converge al punto
(29,29, ...,2%). Sea pues un abierto U C [, X; tal que (z1,22,...,2y,) €

U. Supongamos que U es un abierto bésico, es decir, para todai € {1,2,3,...,n}
existe un abierto U; C X, tal que U = [[I; U;. Dado que z; € U; y a que
{$;‘}i€An — xj, se tiene que para toda j € {1,2,3,...,n} existe N; € N tal
que si IV; < mj, entonces x;-nj € U;. Tomemos pues

N = maz{N;|1 < j <n},

se sigue que para 1 < j < nyparam > N, " € U;. Asi, sim > N, entonces

(25", ..., 2) € [[i.1 Ui = U, y en consecuencia, {(x},25,...,2,)}ien
converge a (w?, xg, ...,22). Por lo tanto, [T~ Xi es secuencialmente compacto. [J

La prueba de la siguiente proposicién puede encontrarse en [3].

Proposicion 5.2.6 Sea X un espacio topolégico primero numerable y T7.
Si {x;}ien es una sucesion en X tal que v; — x y x; — y, entonces x = y.

Teorema 5.2.7 Sea X un espacio topoldgico T1 y primero numerable. En-
tonces X es secuencialmente compacto si y solo si SP,(X) es secuencial-
mente compacto.

Demostracién. Supongamos que X es un espacio secuencialmente com-
pacto y veamos que SP,(X) también lo es, sea pues

{[(x?lv xé? cee vxi)]}ieN - SPTL(X)

una sucesiéon. Observamos que {(z},z}, ..., z},) }ien es una sucesiéon en [ [, Xj,
asi al X™ ser secuecialmente compacto existe una subsucesion

(@25, D) e
convergente. Supongamos que la subsucesién converge a (x1,Z2,...,Tpn) ¥
probemos que
{25 2O e = (21,22, 70)] = Pal(21, 22, ., 20)).

Consideremos U C SP,(X) un abierto tal que [(z1,2,...,2,)] € U, po-
demos suponer que U = P, ([, U;], donde para toda i € {1,2,3,...,n},
U; C X es abierto. Asi, existe o € S, tal que (z1,2,...,2,) € [+ Us (i)-
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Como {(z},2%,...,25)}ien es convergente, se sigue que existe N € N tal
que si m(j) > m(N), entonces

(CCT(J),JU;n(]) . 7x7’nn(1)) c H Uo(i)’
de donde

(2], 2y am )] e B[] Ui = Pul[ [ Uss)] = U
i=1 i=1
Por lo que {[(x%,2%,...,20)]}ien — [(71,22,...,7,)]- Por lo tanto, SP,(X)
es secuencialmente compacto.

Veamos ahora el regreso, para esto supongamos que SP, (X) es secuen-
cialmente compacto y demostremos que X también lo es, sea pues {z;}ien
una sucesiéon en X . Entonces

{l(zi, 24, ..., 25)] }ien C SPy(X)

es una sucesién, y debido a que SP, (X) es secuencialmente compacto existe
{[(xm(z)a Lm(i)y - - axm(i))]}iEN - {[(:Ela Lisoevs xi)]}iGN subsucesion tal que

{[('rm(z)"rm(z)? s 7xm(i))]}i€N - [(ylv Y2, yn)]

para algin [(y1,¥2;--.,yn)] € SP,(X). Veamos ahora que {z,,(; }ien con-
verge a Y1, para esto consideremos U; C X un abierto tal que y; € Uj.
Para toda i € {2,3,4,....,n} definamos U; = X, se sigue que [["; U; es un
abierto que tiene al punto (y1,¥2,....,Yn), asi

n

[y, 92. - ym)] € Pu(J] U
i=1
Dado que P, ([TiL; U;) es abierto y {[(n(:)s Tm(i), - - - » Tm(s))] Jien converge
a [(y1,92,--.,Yn)|, tenemos que existe N € N tal que para toda k > N,
[(:cm(k),mm(k), R ,a:m(k))] S Pn(H?:l Ul) Luego,
n
(.’L‘m(k), Trn(k)s - - - ,.I'm(k)) S H Ui,
i=1
siempre que k > N. Por lo que si k > N, entonces x,,) € Ui. Esto
dltimo implica que {xm(i)}iEN — y1. Por lo tanto, X es secuencialmente
compacto. ]
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Corolario 5.2.8 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X™ es secuencial-
mente compacto si y solamente si SP,(X) es secuencialmente compacto.

Demostracién. Se sigue del teorema anterior y de la Proposicién 5.2.5. [

5.3. Compacidad local

Definicion 5.3.1 Decimos que X es localmente compacto si para todo
punto x € X y para cualquier abierto U C X tal que x € U, se tiene que
existe A C X abierto tal que x € A C A C U, donde A es un compacto.

El lema siguiente asi como su demostracién pueden consultarse en [2].

Lema 5.3.2 Sea X un espacio compacto y To. Si Y C X es abierto o
cerrado, entonces Y es localmente compacto.

La prueba del siguiente teorema viene en [3].

Teorema 5.3.3 i) La imagen continua de un conjunto localmente com-
pacto es localmente compacto.

ii) [l;c; Xi es localmente compacto si y solamente si para toda i € I, X;
es localmente compacto y X; es compacto excepto para una cantidad
finita de valores de 1.

Teorema 5.3.4 Sea X wun espacio Hausdorff. Entonces X es localmente
compacto si y solo si SP,(X) es localmente compacto.

Demostracién. Supongamos que X es localmente compacto. Por el Teo-
rema 5.3.3, X" es localmente compacto. Como SP,(X) = P,(X") y P, es
continua, de nuevo por el Teorema 5.3.3 se sigue que SP,(X) es localmente
compacto.

Ahora probemos el reciproco, es decir, supongamos que SP, (X) es local-
mente compacto y veamos que X también lo es. Por el Lema 2.2.1 tenemos
que X podemos encajarlo en SP, (X). Por la Proposicién 4.2.8 sabemos que
X se encaja como un cerrado, y asi, por el Lema 5.3.2 concluimos que X es
localmente compacto. O
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Corolario 5.3.5 Sea X un espacio topologico Hausdorff. Entonces X™ es
localmente compacto si y solamente si SP,(X) es localmente compacto.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior y del Teorema 5.3.3. O

5.4. Compacidad numerable

Definicion 5.4.1 Decimos que un espacio topolégico X es numerable-
mente compacto si toda cubierta abierta numerable tiene una subcubierta
finita de X.

La prueba de la siguiente proposicién se encuentra en [3].

Proposicién 5.4.2 i) La imagen continua de un espacio numerablemen-
te compacto es numerablemente compacto.

it) Un subespacio cerrado de un espacio numerablemente compacto es nu-
merablemente compacto.

ii1) Sea {X;}ieq1,2,3,..n) una familia de espacios primero numerables y Ts.
St X; es numerablemente compacto para toda 1 < i < n, entonces
[Ti-, Xi es numerablemente compacto.

Sin embargo, la propiedad de ser numerablemente compacto no se preser-
va para productos, ni siquiera se preserva para productos finitos. Aunque si
pedimos que dichos espacios sean primero numerable, entonces se tiene que
producto finito de numerablemente compacto es numerablemente compacto.

Teorema 5.4.3 Sea X un espacio Hausdorff y primero numerable. Enton-
ces X es numerablemente compacto si y sélo SP,(X) es numerablemente
compacto.

Demostracién. Supongamos que X es numerablemente compacto. Por la
Proposicion 5.4.2 tenemos que X" es numerablemente compacto. Como P,
es continua y P, (X") = SP,(X), se concluye de la Proposicién 5.4.2 que
SP,(X) es numerablemente compacto.

Ahora supongamos que SP, (X) es numerablemente compacto y veamos
que X también lo es. Por el Lema 2.2.1 tenemos que X podemos encajarlo en
SP,(X),y por la Proposicién 4.2.8 sabemos que se encaja como un cerrado.
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Asi, de la Proposicién 5.4.2 concluimos que X es un espacio numerablemente
compacto. U

Corolario 5.4.4 Sea X un espacio Hausdorff y primero numerable. Enton-
ces X" es numerablemente compacto si y solamente si SP,(X) es numera-
blemente compacto.

Demostracién. Supongamos que X" es numerablemente compacto. De-
bido a que P, es continua y P,(X") = SP,(X) se sigue de la Proposicién
5.4.2 que SP,(X) es numerablemente compacto.

Veamos ahora el regreso, supongamos pues que SP,(X) es numerable-
mente compacto, entonces por el Teorema 5.4.3 tenemos que X es numerable
compacto. Asi, por la Proposicion 5.4.2 se sigue que X" es numerablemente
compacto. O

5.5. Compactaciones

Una pregunta que surge del estudio de espacios topoldgicos no compactos
es el saber como podemos encajar un espacio de manera densa en otro que
si lo sea. j Para que querriamos encajar un espacio? La respuesta a esta
pregunta viene de que los espacios compactos son mas ”bonitos”que los no
compactos, esto es, que cumplen con propiedades que nos hace mas facil su
manejo.

A continuacién daremos la definicién de una compactacién de un espacio.

Definicion 5.5.1 Una compactacion de un espacio X es un par ordenado
(X*, h) que consiste de un espacio compacto y 7o X* y un encaje h a algin
conjunto denso de X*.

Veamos un ejemplo sencillo, consideremos el intervalo X = [0,1) , X* =
[0,1] y la funcién A : [0,1) — [0, 1], definida como h(z) = z. Se sigue que h
es un encaje del [0,1) en [0,1] y ademds

h[[0,1)] = [0,1) = [0,1],

asi h[[0,1)] es denso en [0,1], de esta manera observamos que ([0,1],h) es
una compactacién de (0,1). Esta no es la dnica manera de compactar el
intervalo semi-abierto (més adelante daremos otro ejemplo).
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Notacion 5.5.2 i) Para cualquier espacio X denotaremos con YX al
conjunto de todas las funciones continuas con dominio X y contrado-
minio Y.

ii) Llamemos I al intervalo cerrado [0,1] y tomemos {If|f € I} una
familia de intervalos [0, 1] indizados con IX. Llamemos P al conjunto
[1;erx Iy; los puntos de PX los denotaremos como {tf}.

Compactacién de Stone-Cech

El siguiente lema puede consultarse en [3].

Teorema 5.5.3 Si X es un espacio completamente regular, entonces se
puede encajar en un producto de intervalos cerrados. Mas precisamente, la
funcion p: X — PX definido como

p(x) = {f(z)r}
es un homeomorfismo de X en p[X].

Del teorema anterior podemos imaginar de que manera podemos enca-
jar de manera densa un espacio completamente regular X en un espacio
compacto X*, de hecho, nuestro candidato es p[X], donde p es como en el
teorema anterior.

Definicién 5.5.4 Sean X y p: X — PX como en el Teorema 5.5.3. En-
tonces definimos la compactacién de Stone-Cech como (5(X),p), donde

B(X) = p[X].

Observamos que p[X] es compacto ya que es un subespacio cerrado de
un producto de intervalos cerrados acotados. El siguiente teorema asi como
su demotracién se encuentran en [3].

Teorema 5.5.5 Sean X un espacio completamente regular y Y un espacio
compacto. Entonces:

i) St f: X = Y es una funcidn continua, entonces existe una iunica
funcion continua F : 3(X) — Y tal que f = F op.

ii) (Unicidad) Para cualquier compactacion (X*, h) tal que cumple la pro-
pidedad del inciso anterior se tiene que X* es homeomorfo a 5(X); de
hecho existe un homeomorfismo entre X* y B(X) tal que es la identi-
dad en X.
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1) B(X) es la compactificacion mds grande para X, esto es: Si X* es
cualquier compactificacion de X, entonces X es un cociente de f(X).

Nos gustaria que S(X") y 5(X)™ fueran homeomorfos, pero esto es al-
go que no siempre sucede, de hecho hay una condicién que es suficiente y
necesaria para que esto suceda, esta condicién sera la pseudo-compacidad.

Definicion 5.5.6 Decimos que X es pseudo-compacto si para toda fun-
cién continua f: X — R existe My € N tal que |f(x)| < My para xz € X.

La definicién anterior nos dice que X es un espacio pseudo-compacto
siempre que todas las funciones continuas que salen de X y entran a los
reales son acotadas. El siguiente teorema prueba que la pseudo-compacidad
si es la condicién que buscdbamos, la demostracién se encuentra en [10].

Teorema 5.5.7 (Glicksberg) Sea { X }aca una familia de espacios topoldgi-
cos completamente regulares. Entonces una condicion suficiente y necesaria
para que [[,cp BXa se homeomorfo a B(]],cn Xa) es que Xo sea pseudo-
compacto para toda o € A.

Armados con el teorema anterior estudiaremos la relacién que hay entre
la compactacion de Stone-Cech de X con la compactacion de Stone-Cech de

SP,(X).

Notacién 5.5.8 Denotaremos con P, a la funcién que manda a cada ele-
mento de B(X)™ a su clase de equivalencia en SP,(5(X)).

Lema 5.5.9 Sea X un espacio topoldgico completamente reqular y pseudo-
compacto tal que SP,(X) es completamente regular. Entonces SP,(X) se
puede encajar como un denso en SP,(3(X)), es decir, SP,(5(X)) es una
compactacion de SP,(X).

Demostracién. Por el Teorema 5.5.7 notamos que §(X") es homeomorfo a
B(X)™. Asi, hay un encaje Py que manda X" como denso al espacio 5(X)",
podemos suponer sin pérdida de generalidad que

Bo((zi)iza) = (po(2i))ist,

donde pg es el encaje del par ordenado de la compactacion de Stone-Cech
de X. Dado que Py y P, son funciénes continuas y abiertas, se sigue la
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composicién P, 0 Py: X™ — SP,(8(X)) es funcién. Sean [(z;)]; € SP,(X)
y 0,0" € S,,. Entonces

P 0 Po((Zo(s))ie1) = Pul(po(®:))izy)
[(po(:))i=1)]
((po(:))iz1)

n © Po((Tor(3))i=1)-

!
|

—

(5.1)

ol
#|

Asi, P,, o Py es una funcién constante sobre las fibras de P,, donde P, es
la funcién que manda los elementos de X™ a sus clases de equivalencia en
SP,(X) (como acostumbramos). Como P, o Py es composicién de encajes,
se sigue que dicha funcién es continua, abierta y cerrada. Asi, por el Lema
1.3.3 tenemos que P, o Py o P! es una funcién continua, abierta y cerrada
que va de SP,(X) en SP,(5(X)). Nos gustaria que dicha funcién fuera el
encaje buscado, para esto nos hace falta ver que la funcién es inyectiva y que
P, 0 Py(SP,(X)) es denso en SP,(3(X)). Probemos primero que P,,0 PyoP;;!
es inyectiva, para esto observamos que si ()7, (yi)i-; € X", entonces

B, 0 Pyo P, (1) = Py o Py o Py ((1i)71)

si y solamente si existe o € S, tal que po( o(i))i=1 = Po(yi)j=,- Por lo
que, si P, 0 Pyo Pt ((z;)" ) = Ppo Pyo Pyt ((yi)™ ), entonces para toda
i€{1,2,3,...,n}, T5() = yi, Pues pp es inyectiva (por ser encaje). De aqui
concluimos que P, o Py o P,;! es inyectiva, y asf la funcién es un encaje de
SP,(X) en SP,(B(X)). Notemos que P, 1(SP,(X)) = X" y que

SP(B(X)) = Pu(B(X)") = Pp(Po(X™)) C P o Py(X™),

por lo que P, o Py o P, 1[SP,(X)] es denso en SP,(5(X)). Por lo tanto,
SP,(B(X)) es una compactacion de SP,(X). O

Proposicién 5.5.10 Sea X un espacio topolégico completamente reqular
y pseudo-compacto tal que SP,(X) es completamente regular. Entonces el
espacio cociente SP,(B(X™)) es homeomorfo a B(SP,(X)).

Demostracién. Por el Lema 5.5.9 sabemos que SP,(8(X)) es una com-
pactacién de SP, (X). Del Teorema 5.5.5 nos basta con probar que cualquier
funcién continua de S P, (X) a cualquier espacio compacto Y se puede exten-
der de manera continua a SP,(5(X)). Debido a que 8(X)™ es homeomorfo
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a B(X™) y al articulo [10] se puede suponer que el encaje Py: X™ — B(X)"
cumple que

Bo((zi)iz) = pol(2i)iza),

donde py es el encaje de X en B(X). Consideremos Y un espacio compacto
y f: SP,(X) — Y una funcién continua, se sigue que foP,: X" — Y
es continua. Debido a que f o P, es continua saliendo de X" existe una
funcién continua H : S(X)" — Y tal que extiende a f o P,. Observamos
también que si H fuera constante en las fibras de P,, entonces el Lema
1.3.3 (Transgresién) nos dice que H o IETnfl serd una funcién continua de
SP,(S(x)) en Y,y asi, probando que dicha funcién es una extension continua
de f concluiriamos la proposicién. Veamos pues que H es constante sobre
las fibras de PP,,, consideremos

()i X"y o €S,.

Por el Lema 4.4.7, la funcién f,: S(X)" — B(X)" definida como f,((yi)i;) =
(Yo(i))i=1 €s continua, y cumple con que

H((po(xi))izt) =

De esto se sigue que si (y;)"; € Py(X™) C B(X)", entonces

H((yi)i=1) = H o fo((yi)i=1) = H((Wo(i))i=1)-

Luego, al ser Py(X™) denso en B(X)" y las funciones H y f, continuas se
tiene que H = Ho f,, y asi para o € S, y (yi)i~; € SP,(5(X)) se sigue que

H((yi)iz1) = H((Yo(i))iz1)-

Donde se concluye que H es constante en las fibras de P,,, asf por el Lema de
Transgresion se sigue que H oP, ' es una funcién continua de S P,(8(X)) en

Y. Ahora veamos que Ho]ITT;1 extiende a f, esto es, si [(z;)]7; € SP.(X),
entonces

Fl@))iy) = HoPy ' 0Py 0 Py o Py ([(a)]iy).

1=
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Por la demostraciéon del Lema 5.5.9 tenemos que
n 51 o — n
H(Po((w:)-y)) = HoB, 0By 0 Py o P, ([(a)]iy).
Asi

F)imy) = f®a((z)e))
= H(Po((z:)-)) (5.3)
=HoP, 0Py o0 PyoP, ([(wi)liy).

De aqui concluimos que H o IPT;I es una funcién continua que extiende a
f, v asi, por el Teorema 5.5.5 se sigue que SP,(5(X)) es homeomorfo a

B(SP(X)). O

Otra compactacion que podemos estudiar es la llamada compactacién
a un punto de Alexandroff, en la cual estan implicados los espacios local-
mente compactos. Como lo dice su nombre la compactacién cumple con la
caracteristica que al espacio original solo se le agrega un punto.

Compactacion a un Punto

El siguiente teorema puede consultarse en [3].

Teorema 5.5.11 (Alexandroff) Sea X un espacio topoldgico Hausdorff lo-
calmente compacto. Entonces:

1. X puede ser encajado en un espacio compacto X* de tal manera que
X"\ X[=1

2. (Unicidad) Si Y* y X* cumplen la propiedad del inciso anterior, en-
tonces X* y Y* son homeomorfos; de hecho, existen un homeomorfis-
mo entre X* y Y™ tal que la identidad en X.

Definicion 5.5.12 La compactacion anterior es llamada compactacién
de Alexandroff o compactacién a un punto, la cual denotaremos por
(X, hg). La funcién hy: X — X es el encaje del Teorema 5.5.11.

Observamos que un espacio X es se encaja como un abierto en X , esto
se debe a que X es Hausdorff y a que |[X \ X| = 1 (recordemos que los
conjuntos finitos son cerrados en los espacios T»). Asi, podemos suponer que
X es un subespacio abierto de X , por lo que si A C X es abierto, entonces
AC X es abierto.
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Proposicion 5.5.13 Sea X un espacio Hausdorff Y supongamos que X =
XU{a}l y X = X"U{a}. Entonces la funcién F: X™ — X" definida como

n (x;), six; #a paratodaie {1,2,3,...,n}
F((z:)i1) = ) .
si x; = a para alguna i € {1,2,3,...,n}.

es continua.

Demostracién. Sea pues A C X" un abierto. Entonces hay dos casos:

i) Si @ ¢ A, entonces A es un abierto de X™, por lo que F~1(A) = A.
Debido a que X es abierto en X , se sigue que X" es abierto en Xn,
Como

ACX"C X",

se concluye que A es abierto en X™.

ii) Si @ € A, entonces X™ \ A es un cerrado compacto en X", tomemos
(z;)7_, € F~Y(A) y veamos que F~!(A) es vecindad de él. Si tenemos
que para toda i € {1,2,3,...,n}, x; # a, se sigue que

(zi)ieg € A\ {a} C X"

Como X"\ A es un cerrado en X™ que no tiene al punto (z;),, se
tiene que para toda i € {1,2,3,...,n} existe A; C X abierto tal que

(wi)iey € [T Ai € X"\ A,

i=1

y como los abiertos de X también son abiertos de X , se sigue que
[1;-, Ai es abierto y esta contenido en A. Por lo que A es vecindad
de (z;)I;. Supongamos ahora que existe k € {1,2,3,...,n} tal que
xr = a. Debido a que X™ \ A es un cerrado compacto en X™ y a
que p; es continua se sigue que p;(X™ \ A) es compacto en X, donde
pi: X" — X es la i-ésima proyeccion. Consideremos

U =5 (X \ pe(X"\ A)),

donde D, : X" = X es la k-e§ima proyeccién. Como py (X" \ A) es
compacto en un T3, se sigue que X \ pr(X™\ A) es abierto en X,
por lo que U es abierto en X™. Dado que X" \A=X"\Ayaque
a ¢ pe(X™\ A), se sigue

(wi)iy € U.
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Como

y
X"\ A CP (Bp(X™\ A)),

concluimos que U N (X" \ A) = U N (X" \ A) =0, por lo que
Y asi, A es vecindad de (z;)]-;.

De lo anterior se concluye que F~1(A) es abierto, y por lo tanto, F es una
funcién continua. O

Proposiciéon 5.5.14 Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto. Su-
pongamos que X™ = X" U {a} y que SP,(X) = SP,(X)U{a} . Entonces
la funcién H: X" — SP,(X) definida como

H(E) = {P"((Wzo si 7= (@)l € X"

Q SIT =«

es continua.

o —

Demostracién. Veamos que H es continua, tomemos pues A C SP,(X)
un abierto, como en la demostracién anterior tenemos dos casos:

i) Si @ ¢ A, entonces A es un abierto de SP,(X), por lo que JA =
P, 1(A) es un abierto de X™. Luego, por la definicién de H se sigue
que

UA=B'(4) = H(4),
y asf, H~1(A) es abierto en X7

ii) Supongamos ahora que ¥ = «, nos basta con probar que X \ H-1(A)
es compacto. Notamos que

X\ H N (A) = H(SP,(X) \ A) = P, (SP,(X) \ 4),

y como sabemos que B C SP,(X) es compacto si y solamente si
P, 1(B) también lo es, concluimos que X\ H~!(A) es compacto, por

lo que H~1(A) es abierto en X7
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De lo anterior se concluye que H!(A) es abierto, y por lo tanto, H es
continua. O

Notacién 5.5.15 Denotaremos mediante I@\n a la funcion que manda a cada
elemento de X™ en su en SP,(X).

Proposicion 5.5.16 Sea X un espacio topolégico localmente compacto. Su-
pongamos que X = X U {a}, Xt =X"U {a} y S?n(\X) = SP,(X)uU{a}.
Entonces la funciori H o F': X" - an(\X) es constante en ]f’g\nil([y]) para
cada ly] € SP,(X).

- —~—1
Demostracién. Sean [y] € SP,(X)y (i), (yi)~y € P, ([y]). Entonces
existe o € S, tal que (z,(;))iz; = (¥i)j=,tenemos dos casos:

i) Para toda i € {1,2,3,...,n}, z; # a # y;. Luego, (x;)" 4, (yi)l, €
X", por lo que

H(F((zi)iz)) = H((2i)i)
= Pn((zi)ie1)
= Pn((yi)iz1) (5.5)
= H((yi)i%1)
= H o F((yi)i1);

lo cual es lo que queriamos.

ii) Existen 4,5 € {1,2,3,...,n} tales que z; = y; = a, de aqui que
F((x:)?) = F((y:)};) = o, por lo que al ser H funcién tenemos

Ho F((x)j—y) = H(o) = H o F((yi)i=1),

que de nuevo es lo que queriamos.

o —

De lo anterior concluimos que la funcion H o F': Xn > 8 P, (X) es constante
—~—1 N
en P, ([y]), para cada [y] € SP,(X). 0

Observacién 5.5.17 Notamos que la funcién H o F: X" — SP,(X) es
suprayectiva ya que F'y H son funciones suprayectivas.

Teorema 5.5.18 Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto. Enton-
ces SP,(X) es homeomorfo a alguri cociente de SP,(X).
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Demostracion. Por el Teorema 1.3.2 nos basta con probar que existe una
funcion p: Sm) — SPn()A( ) continua, cerrada y suprayectiva. Suponga-
mos que X = X U {a}, X" =X"U {a}, SEL(\X) = SP,(X)U{a} y sean
H y F de las Proposiciones 5.5.13 y 5.5.14 respectivamente. Entonces, de la
Proposicion 5.5.16 y el Lema de Trangresion tenemos que

—

—~1 ~
HoFolP, :SP,(X)— SP,(X)
es una funcion continua; ademads, al ser an&) Thy S Pn()? ) compacto se

—~1 ~
tiene del Teorema 5.1.3 que H o Fo P, es cerrada. Como H o F': X" —

—— —~—1
SP,(X) es suprayectiva se sigue que H o FoP,,  también los es. De donde
se concluye el teorema. O
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Capitulo 6
Dimensiéon

Estudiaremos la relacién de dimensién entre X" y SP,(X).

6.1. Dimensién

La dimensién (topoldgica) de un espacio X se definird resursivamente.
Supondremos en este capitulo que los espacios topoldgicos son métricos
separables.

Definicién 6.1.1 (Dimensién)
i) dim(X) = —1siysélosi X =0.

ii) Ahora, supongamos que ya se definio dim(Y) < n—1 para algin 0 < n
y para cualquier espacio Y. Entonces para un espacio X y un punto
p € X decimos que
dimy(X) <n

si existe una base local de vecindades (3, de p tal que dim(Fr(B)) <
n — 1 para todo B € (3.

dim(X) < nsiy sélo si dim,(X) < n para todo p € X.
dim(X) =n siy sélo si dim(X) <nydim(X) £n—1.

)
)
v) dimy(X) = n siy sélo si dimy(X) <ny dimy,(X) £n—1.
) dim(X) = oo siy sélo si dim(X) £ n para todo n € N,

)

dimp(X) = oo si y sélo si dimy(X) £ n para todo n € N.

Dado un espacio topolégico X y Y un subespacio, es de esperarse que la
dimension de Y sea menér o igual a a la dimensién de X. La demostracion
del siguiente teorema se encuentra en [7].

87
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Teorema 6.1.2 (Teorema del subespacio) Sea X un espacio topoldgico
tal que dim(X) < n. Entonces para A C X se tiene que dim(A) < n.

Teorema 6.1.3 Sean X un espacio métrico separable y A C X™. Sidim(A) <
m, entonces dim(P,[A]) < m.

Demostracién. La demostracion se hara por induccién:

i)

ii)

Si A C X" es tal que dim(A) < —1, entonces dim(A) = —1. Asi, de
la definicion se sigue que

A=10.
Por lo que P,,(A) = 0, lo cual implica que dim(P,(A)) < —1.

Supongamos que para B C X tal que la dim(B) < m — 1 se tiene
dim(P,[B]) < m — 1y probemos que

si B C X es tal que dim(B) < m, entonces dim(P,(B)) < m.

Sea pues B C X tal que dim(B) < m. Entonces existe § una ba-
se de vecindades de la topologia de B tal que si U € (3, entonces
dim(Fr(U)) < m — 1. Notamos que {P,(U)| U € 8} es una base de
P, (B), esto sucede ya que SP,(X) es un cociente. Por la Proposicién
2.1.13 tenemos que para todo U € 3,

Fr(Ba(U)) C Ba(Fr(U).
Por nuestra suposicién, junto con que dim(Fr(U)) < m — 1 se sigue
dim(P,(Fr(U))) <m — 1.

Asi, debido a que Fr(P,(U)) C P, (Fr(U)) se sigue del Teorema 6.1.2
que
Fr(P,(U)) <m—1.

Luego, {P,,(U)| U € B} es un base de vecindades para P,,(B) tal que
Fr(P,(U)) < m — 1, y por la definicién de dimensién se sigue que
dim(B) < m, que era lo que querfamos probar.

Por lo tanto,

si A C X" tal que dim(A) < m, entonces dim(P,(A) < m.

Como consecuencia del resultado anterior tenemos lo siguiente.
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Corolario 6.1.4 Sea X un espacio métrico y separable. Si dim(X™) < m,
entonces dim(SP,(X)) < m.

Demostracién. Por el teorema anterior tenemos que si A C X" y dim(A) <
m, entonces dim(P,(A)) < m. Por lo que si tomamos A = X™ y se cumple
que dim(X™) < m, se sigue que

dim(SP,(X)) <m

debido a que SP,(X) = P, (X). O
Corolario 6.1.5 Sea X un espacio métrico y separable. dim(SP,(X)) <
dim(X™).

Demostracién. Se sigue del corolario anterior notando que dim(X") <
dim(X™). 0

La prueba del siguiente teorema puede consultarse en [7].
Teorema 6.1.6 Sea f: X — Y una funcidn cerrada y X # (). Entonces

dim(X) < sup{dim (£~ ()| y € Y} + dim(Y)

Corolario 6.1.7 dim(X") < dim(SP,(X)).
Demostracién. Por el Teorema 6.1.6 nos basta con demostrar que

dim (P, ([(y:)]i=1)) = 0

para todo [(y;)]"_; € SP,(X). Consideremos d( , ): X" — R* una métrica
que genera la topologia producto. Para todo o,0’ € S,, definamos

Co,o! = d((ya(i))zﬂ:h (ya’(i))?zl‘
Notamos que si (Yo(i))iz; # (Yor(i))i1, entonces 0 < ¢, 57, tomemos pues
r=min{deo| (Yo(i))iz1 7 Wor(i))i=1}/2-
Ast, st (Yo(i))iz1 # (Yo (i) )ie1, entonces

(ya’(i))?:l ¢ Br((yo(i))?:l) y (ya’(i))?:l ¢ Br((ya(z’))?:l)-
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Se sigue que para toda o € Sy, {(Yo(;))iz1} €s abierto en {(yo(3))izt }ores,
por lo que

B, = HWow))ici} o € Sn}

es base de {(y,/(s))i=1 }o'es, - Como para toda o € Sy, {(Ys(;))i; } es abierto,
se sigue que todos los subconjuntos de {(y,/(;))iz; }ores, son abiertos, y asi
los conjuntos unipuntuales de {(yo(;))i-; }o'es, son cerrados. Por lo que,

Fr({(oei)i=1}) = {Wo@))izi } \ int({(Wo(i))i=1}) = 0,
lo cual nos dice que dim({(Yo(;))i=1 }oes,) < 0. Debido a que [(y;)]i; es
cualquier punto en SP,(X) y a que ]P’gl([(yi)]?zl) = {(ya’(i))?:1}a/65n se
sigue que
sup{dim(P, " ([(y:))i=1)) | [(¥a))iz1 € SPa(X)} < 0.
Luego, del Teorema 6.1.6 tenemos que

dim(X") < sup{dim(P," ([(4)]ier)) | [(yi)lizy € SPa(X)} + dim(SPa(X).

Por lo tanto,
dim(X") < dim(SP,(X)).

O

Corolario 6.1.8 Sea X un espacio metrico y separable. Entonces dim(X"™) =
dimSP,(X).

Demostracién. Por el Corolario 6.1.5 tenemos que
dim(SP,(X)) < dim(X™"),
y por el Corolario 6.1.7 se sigue que
dim(X") < dim(SP,(X)).

Por lo tanto, dim(X™) = dimSP,(X). O
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