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Resumen

La presente tesis trata de la construccion de planos proyectivos. Damos una
construccion general para los planos proyectivos sobre campos. Todos estos planos
proyectivos son desarguesianos (cumplen con el teorema de Desargues).

El orden 9 es el primero para el cual hay planos proyectivos no desarguesianos,
como todos los plano que se construyen sobre campos son desarguesianos, necesita-
mos otra estructura. Construiremos dos €2 y su dual planos €2 y su dual que no son
desarguesianos. Estos se construyen sobre un casi-campo con 9 elementos que se lla-
ma minicuaternios. Ademaés existe otro plano no isomorfo a los anteriores, también

construido sobre los minicuaternios que es no desarguesiano.

plano, proyectivo, casi-campo, minicuaternios, desarguesiano
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Abstract

In this tesis we construct projective planes. We have a general construction of
the planes over a field. Every projective plane over a field has the property of being
desarguesian (this means that the Desargues’ theorem holds).

In order 9 we have the first planes which aren’t desaguesian, as all the planes over
a field are desarguesian, to construct a no desarguesian plane we need other structure.
The structure we use is a near-field called Miniquaternions. The projective plane (2
and its dual are no desarguesian planes. Also there is another plane not isomorphic

to  and its dual.
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Introduccion

Dentro de las matematicas discretas se han estudiado varias estructuras de in-
cidencia consistentes de un conjunto de puntos y un conjunto de subconjuntos de
puntos. Un ejemplo de ellas son las graficas [2], que constan de un conjunto de
puntos que son los vértices y un conjunto de aristas que son subconjuntos de dos
vértices. Otros ejemplos son los matroides [3] y los disefios de bloques. Las estruc-
turas de incidencia que son importantes para esta tesis son los planos proyectivos, y
en menor medida los planos euclidianos, que estan conformados por puntos y rectas
(subconjuntos de puntos).

En el plano euclidiano real tenemos que por cualesquiera dos puntos diferentes
pasa una unica recta. Ademéas dos rectas diferentes se intersectan en un tinico punto
a menos que sean paralelas. Entonces, si agregamos una recta que contenga puntos
de interseccion para las rectas paralelas, obtendremos una estructura en la que cua-
lesquiera dos rectas se intersectan en un tinico punto, que es conocida como el plano
proyectivo real.

Podemos pensar a un plano proyectivo como un plano euclidiano agregandole una
recta a la que llamamos recta al infinito conformada por los puntos de intersecciéon
de las rectas paralelas.

Es posible construir un plano euclidiano combinatorio a partir de cualquier cam-
po, de manera analoga a la construccién sobre los reales. La definicién combinatoria
de plano euclidiano se basa en las incidencias de puntos y rectas de los planos eucli-
dianos construidos sobre campos, pero hay estructuras que satisfacen estos axiomas,
y por lo tanto son planos euclidianos combinatorios, sin embargo no pueden ser
construidas a partir de campos.

En el capitulo 1 se probara que en los planos proyectivos finitos todas las rectas

VII
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tienen la misma cantidad de puntos, por lo que podemos definir el orden de un plano
a partir de la cantidad de puntos que contiene una recta (uno menos que la cantidad
de puntos).

En 1782 Euler propuso el problema de los treinta y seis oficiales, el cual pregunta
si se pueden colocar 36 oficiales diferentes de 6 regimientos diferentes con 6 rangos
diferentes en una cuadricula de 6 x 6 de tal forma que en ninguna columna o renglén
haya dos oficiales del mismo rango o regimiento. En 1901 Gaston Tarry prob6 que
no se podia hacer el arreglo del problema de los 36 oficiales [9].

Determinar todos los planos proyectivos finitos sigue siendo un problema abier-
to. Por ejemplo se sabe que no hay un plano proyectivo de orden 6, porque esto
implicaria que se puede resolver el problema de los 36 oficiales.

Los planos proyectivos que se obtienen a partir de un campo son "desarguesianos'[8],
lo que quiere decir que en el plano tenemos la configuracion del teorema de Desar-
gues. Dicha propiedad afirma que cualesquiera dos tridngulos en perspectiva desde
un punto se encuentran en perspectiva desde una recta. En el capitulo 2 se abunda
sobre la propiedad de ser desarguesiano.

Todos los planos proyectivos de orden a los mas 8 son desarguesianos. Existen 4
planos proyectivos distintos de orden 9 (todos tienen 91 puntos). Uno es el plano pro-
yectivo construido sobre el campo con 9 elementos y por lo tanto es desarguesiano.
Los 3 restantes no son desarguesianos, y por lo tanto no pueden ser construidos a
partir de un campo. Sin embargo los podemos construir sobre el casi-campo de los
minicuaternios (que tiene 9 elementos). Un casi-campo es una estructura que como
su nombre lo indica es casi un campo salvo algunos axiomas de conmutatividad y dis-
tributividad. Los minicuaternios reciben este nombre ya que su grupo multiplicativo
es el grupo de los cuaternios.

Hanfried Lenz dio una clasificacién de planos proyectivos en 1954 [6], que des-
pués fue mejorada por Adriano Barlotti en 1957 [7]. Los clasificaron mediante el
grupo de colineaciones del plano proyectivo y los puntos y rectas para los cuales era
transitivo. Esta clasificacién es conocida como la clasificacion de Lenz-Bartolli de
planos proyectivos.

Los planos proyectivos que se presentan en este trabajo son principlamente los
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de orden 9, que es el menor orden para el que existe un plano proyectivo no desar-
guesiano. Como dijimos hay 4 planos de orden 9: el que se construye sobre el campo
con 9 elementos y que es autodual; un plano al que llamaremos €2 construido sobre
los minicuaternios que es diferente a su dual Q”; y un plano ¥ también construido
sobre los Mincuaternios que es autodual.

El plano €2 se construye a partir de un plano afin construido sobre los minicua-
ternios y que luego se extiende a un plano proyectivo. A partir de éste construi-
mos su plano dual QP que no es isomorfo a 2, lo cual se puede ver a partir de la
(P, 1)-transitividad de Q y QP para ciertos puntos y rectas. Estos dos planos son no
desarguesianos.

Ademas de construirse completando el plano proyectivo real con una recta, el
plano proyectivo real también se puede construir mediante coordenadas homogéneas
en R3. El plano ¥ se construye de forma parecida mediante coordenadas homogéneas
de ternas ordenadas que tienen por entradas elementos de los minicuaternios. Este
plano tampoco es desarguesiano. El plano ¥ no esta presente en el desarrollo de este
trabajo ya que incrementaria demasiado su contenido.

La presente tesis se basa en el libro miniquaternion Geometry [1]. En el primer
capitulo damos las definicién de plano proyectivo y sus propiedades basicas, ademas
de hablar de las colineaciones. En el segundo capitulo analizamos dos casi-campos
de orden 9, el campo finito de orden 9 y los minicuaternios. En el capitulo 3 vemos
una construccion de los planos proyectivos sobre campos. Por tltimo, en el capitulo

4 analizamos los planos 2 y QP que no son desarguesianos.
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Capitulo 1

Planos proyectivos

En este capitulo daremos la nociones basicas de planos proyectivos. En un plano
proyectivo tenemos puntos y rectas (subconjuntos de puntos) y estudiamos sus re-

laciones de incidencia.

Definicién. 1.1. Un plano proyectivo es un conjunto de puntos y rectas relacionados
mediante incidencia, que cumple los siguientes axiomas:

1) Dados dos puntos hay una tunica recta que los contiene.

2) Dadas dos rectas hay exactamente un punto que pertenece a ambas.

3) Hay un conjunto de 4 puntos con la propiedad de que cualesquiera 3 no pertenecen
a la misma recta.

Si un punto esta en una recta se dice que esta contenido o que pertenece a la recta.

El dltimo axioma se pide para evitar a los planos degenerados [5].

Denotaremos a la Unica recta que pasa por los puntos Ay B por AB, y [ nm al
unico punto en la interseccion de las rectas [ y m.

El plano de la figura 1.1 es conocido como el plano de Fano. El plano de Fano
es un plano proyectivo. Tiene 7 puntos que son A, B,C,D,E, F,G. Sus 7 rectas
tienen 3 puntos cada una, y son {4, B,C}, {C, F,G},{C, D, E},{B, F, D}, {A, F, E},
{B,G,E} vy {A,G, D}. Es facil convencerse de que el plano de Fano cumple los 3

axiomas de plano proyectivo.

Definicién. 1.2. Un cuadrdingulo regular es un conjunto de cuatro puntos en los

que no hay 3 que sean colineales, es decir, que satisfagan el axioma 3) de la definicién
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Figura 1.1: Plano de Fano

1.1.

Por ejemplo en el plano de Fano los puntos F, D,G y E forman un cuadrangulo
regular (ver figura 1.1).

Gracias a la existencia de un cuadrangulo regular tenemos el siguiente lema.

Lema. 1.3. Dadas dos rectas diferentes en un plano proyectivo existe un punto que

no pertenece a ninguna de ellas.

Demostracion. Sean [ y m dos rectas en un plano proyectivo. Por la existencia de
un cuadrangulo regular (axioma 3) tenemos 4 puntos A, B,C'y D que cumplen que
no hay tres de ellos que sean colineales. Si alguno de estos puntos no esta en [ ni en
m, es el punto buscado. En caso contrario tenemos A, B,C'y D en | U m, pero no
hay tres que pertenezcan a la misma recta. Digamos que A y C estan en [ y que B
y D estan en m (ver figura 1.2).

Las rectas AB y CD se intersectan en un punto P. Como A pertenece aly B a

m, entonces P no pertenece a [ ni a m. |

Definicién. 1.4. Al conjunto de rectas que pasan por un punto lo llamamos ldpiz

de rectas.



Figura 1.2:

A partir de un plano proyectivo II podemos definir al plano dual 1IP, el cual
tiene por puntos a las rectas de II y las rectas son lapices de rectas por II. Como
las rectas en II” se corresponden con los puntos de II se satisface que un punto es
incidente a una recta en ITI” si y sélo si son incidentes en II como recta y punto

respectivamente.

Observaciéon. 1.5. El plano de Fano es igual a su dual salvo por un reetiquetado

de vértices (ver figura 1.3).

La dualidad puede usarse para construir nuevos planos proyectivos, como muestra

el siguiente teorema.

Teorema. 1.6. Dado cualquier plano proyectivo II su dual II” es un plano proyec-

tivo.

Demostracién. Probaremos los 3 incisos de las definicién 1.1 se valen para IT7.
Dos puntos L y M en II” son dos rectas en II. Entonces hay un tnico punto P de
IT en el que L y M se intersectan, por lo que este punto P es la tinica recta en II”
que contiene a ambos puntos.

De manera andloga, por el axioma 1) de la definicién de plano proyectivo tenemos
que se cumple el axioma 2) en el plano dual; la recta que pasa por dos puntos Py
Q@ en II corresponde al punto de interseccion de las rectas que representan a Py @)

en I1P.
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Figura 1.3: Dual del plano de Fano

Figura 1.4: Cuadrangulo regular

Como II es un plano proyectivo existe un cuadrangulo regular ABCD (ver figura
1.4), entonces como en A, B, C, D no hay 3 puntos que sean colineales, en las rectas
AB, BC, CD y DA no hay 3 que sean concurrentes; y por lo tanto en II? los puntos
AB,BC,CD y DA son 4 puntos de II” de los cuales no hay 3 que sean colineales.

|

Los axiomas que debe satisfacer un plano proyectivo imponen varias restricciones

sobre el nimero de puntos de cada recta, como muestran los siguientes resultados.

Proposicion. 1.7. En un plano proyectivo finito se cumple que:
i) Todas las rectas tienen el mismo nimero de puntos.

ii) El nimero de puntos en una recta es igual al niimero de rectas que pasan por un



punto.

Demostracion. Sean P y | un punto y una recta respectivamente, tales que P ¢ [.
Cada recta que pasa por P intersecta a la recta [ en un tnico punto, entonces
tenemos una correspondencia biyectiva entre los puntos de [ y las rectas que pasan
por P. Sea m una recta distinta de [ y () un punto que no pertenezca a ninguna de
ellas, el cual existe por 1.3. Entonces las rectas que pasan por () se corresponden
biyectivamente con los puntos en [ y con los puntos en m, por lo que [ y m tienen
el mismo nimero de puntos lo que prueba el primer inciso.

Como hemos visto, las rectas que pasan por un punto se corresponden biyectivamente
con los puntos de una recta a la que no pertenezca el punto, pero como todas las

rectas tienen la misma cantidad de puntos, se deduce ii). |

Decimos que un plano proyectivo con una cantidad finita de puntos tiene orden k
si cada recta tiene k 4+ 1 puntos. Sabiendo el orden de un plano proyectivo podemos

deducir el nimero de rectas y puntos que contiene.

Teorema. 1.8. Un plano proyectivo finito de orden k tiene k* + k + 1 rectas y
k? + k + 1 puntos.

Demostracion. Una recta [ tiene k + 1 puntos y por cualquier punto pasan k + 1
rectas. Entonces tenemos k + 1 puntos en [ por los que pasan k rectas distintas de
[. Esto da en total (k + 1)k rectas més la recta [, lo que nos da k? + k + 1 rectas
distintas. De lo anterior es ficil ver que hay k? + k + 1 puntos, ya que tenemos

k? + k + 1 rectas con k + 1 puntos, pero cada punto estd en k + 1 rectas. |

Definicién. 1.9. Dos planos proyectivos son isomorfos si hay una biyeccién entre
los conjuntos de puntos tal que los puntos de una recta tienen por imégenes los

puntos de una recta.

No hay planos proyectivos de orden 1 ya que los planos proyectivos tienen al me-
nos 4 puntos. Veamos que hay un tinico plano de orden 2 salvo isomorfismo. Si IT es
un plano proyectivo de orden 2, entonces tiene 7 puntos digamos A, B,C, D, E, F,G.
Cada recta tiene 3 puntos y por cada punto pasan 3 rectas diferentes. Como en la fi-

gura 1.1, tomemos como rectas por A a los conjuntos {A, B, D}, {A,G,C}{A, E, F}.
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Figura 1.5: Colineacion en el plano de Fano

La recta que une a B y C' tiene que intersectar a {A, F, F'} en un punto diferente de
A; tomemos E como el punto de interseccién de las rectas BC'y AE. De lo anterior
tenemos que necesariamente BG N AE = F, DCn AE =F, DGn AE = FE.

Asi vemos que existe un plano de orden 2 salvo isomorfismo (el plano de Fano).

1.1. Colineaciones

Como los puntos y las rectas son los elementos basicos de un plano proyectivo
las funciones que nos van a interesar son aquellas que envian puntos en puntos y

rectas en rectas.

Definiciéon. 1.10. Una colineacion C en un plano proyectivo es una funcién biyectiva

del conjunto de puntos a si mismo que manda rectas en rectas.

Por ejemplo la identidad es una colineacion. En el plano de Fano vemos que
intercambiar las rectas AB y BC a manera de reflexiéon produce una colineacién

(ver figura 1.5).

Proposicion. 1.11. El conjunto de colineaciones de un plano proyectivo finito es

un grupo con la composicion.

Demostracion. Sean C y B colineaciones de un plano II. Tomamos una recta [ en el
plano, entonces B(l) = I’ es una recta y C(I') es una recta por que C es una colinea-

cién, por lo que CB(I) es una recta y el conjunto de colineaciones es cerrado bajo la
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operacion.

La funcion identidad es biyectiva y deja fijas a las rectas por lo tanto es una coli-
neacion.

Como las colineaciones son funciones biyectivas sus funciones inversas existen. Vea-
mos que la inversa de una colineaciéon manda rectas en rectas. Sea [ una recta en
un plano de orden k, entonces consta de k + 1 puntos y por lo tanto C7(I) también
tiene k + 1 puntos. Supongamos que C‘l(l) no es una recta. Entonces existen tres
puntos A, B, C en la preimagen que no son colineales. Sin embargo, las imdgenes de
las rectas AB, BC'y C'A bajo la colineacién estan en [. Lo anterior no es posible ya

que su union involucra mas de k£ + 1 puntos. |

Hay dos tipos de colineaciones de especial interés para nosotros: las centrales y

las axiales.

Definicién. 1.12. Una colineacion central C es una colineacién tal que existe un
punto P llamado centro que satisface lo siguiente:
i) P es un punto fijo,

ii) Para cada punto X se cumple que C(X) € PX.

La colineacién de la figura 1.5 es una colineaciéon central que tiene por centro al

punto F.

Observacién. 1.13. Sea X un punto en un plano proyectivo. Si tenemos un co-
lineacién central con centro P, la recta PX estara fija bajo la colineacion, ya que
cualquier punto A distinto de P en la recta PX es tal que C(A) € PA = PX. Por
lo tanto cada colineacién central induce una permutacion en el conjunto de puntos

en cada recta que pasa por P.
De forma dual definimos otro tipo de colineacion.

Definicién. 1.14. Una colineacion axial es una colineacion con una recta fija, a la

que llamamos eje, que esta fija punto por punto.

La colineacion de la figura 1.5 ademéas de ser una colineaciéon central es una

colineacion axial que tiene por eje la recta BF'.
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Figura 1.6:

En realidad las colineaciones centrales son axiales y las colineaciones axiales son

centrales. Antes de verificar lo anterior notemos primero que:

Lema. 1.15. Una colineacién central que tiene un eje estd determinada de forma

unica por el centro P, por el eje [, un punto X que no pertenece a [, y la imagen de

X.

Demostracion. Sean C una colineacién central, sea Y ¢ X P tal que Y ¢ [, y sea Y’
la imagen de Y. Tenemos que Y’ € PY. Sea N = XY n[; la imagen de la recta
XN es la recta X'N, entonces Y’ € X'N. Dado que también Y’ € PY, vemos que
Y’ = X'N n PY (ver figura 1.6).

Sea Z un punto en X P diferente de X y de P, podemos encontrar su imagen de

forma analoga. u

Lema. 1.16. Sea C una colineacion central y [ una recta que no queda invariante

bajo C, entonces C(l) n [ es un punto fijo de C.

Demostracion. Sea A = C(I)nly P el centro de la colineaciéon. Tenemos que C(A) €

C(l), y como es una colineacion central, C(A) € PA. Por lo tanto C(A) = A. [

La colineacion identidad es central y fija a todas la rectas punto por punto, por
lo que todas las rectas son ejes. Para colineaciones centrales que no son la identidad

tenemos la siguiente proposicion.
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Figura 1.7:

Proposicién. 1.17. Cada colineaciéon central C distinta de la identidad tiene un eje

y es unico.

Demostracion. Supongamos que hay méas de un eje, sean [ y m ejes distintos. Sea
X un punto tal que X # P, X ¢ | y X ¢ m. Sean A,C € [ tales que A,C ¢ m
(ver figura 1.7). La recta AX intersecta a m en un punto B, de igual forma C'X
intersecta a m en un punto D distinto de B. Como [ y m son ejes A, B,C'y D son
puntos fijos y las rectas AX y C'X estan fijas, por lo tanto X es fijo. Entonces todos
lo puntos estan fijos y C es la colineacién identidad. Esto quiere decir que a lo mas

hay un eje en cada colineacion central no trivial.

Ahora probemos la existencia de dicho eje bajo el supuesto de que hay una recta
invariante que no pasa por el centro. Supongamos que hay una recta invariante [ que
no pasa por el centro P. Si A es un punto en [, PA es una recta invariante, entonces

C(A)e PAy C(A)el, por lo que A es un punto fijo, y asi [ es un eje.
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Figura 1.8:

Finalmente probamos la existencia. Tomemos una recta [ que no pase por P. Si
es invariante entonces es el eje. Si no, tomemos a A =1 n C(l), y notemos que A es
fijo por el lema 1.16 (ver figura 1.8). Si PA es fijo punto por punto, es el eje.

Si C no fija a todos los puntos de PA, tomamos B € PA que no es fijo y tomamos
una recta m # PA que pasa por B (ver figura 1.9). La recta no es invariante pues de
lo contrario su interseccién con PA seria un punto fijo, pero esa interseccion es B.
Como vimos para A tenemos que C' = m n C(m) es un punto fijo, de donde vemos

que la recta AC' es invariante y no pasa por P, por lo tanto es el eje. |
También tenemos que toda colineacién axial es central.
Proposicién. 1.18. Toda colineaciéon axial no trivial tiene uno y sélo un centro.

Demostracion. Sea C una colineacién axial con eje [. Supongamos que Py P’ son
centros distintos y sea X un punto que no este en la recta PP’. Como P es centro,
PX esté fija y por lo mismo P’X es fija. Entonces su interseccién X es un punto fijo.
De esta manera tenemos que todos las rectas estan fijas, y por lo tanto los puntos
también, asi que es la colineacion trivial.

Si hay un punto fijo P que no esté en [, cualquier recta m que pasa por P intersecta

a [. Por lo tanto es una recta invariante, ya que tiene dos puntos fijos P y m n [.
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Figura 1.9:

Asi que P es centro. Solo resta analizar el caso en que no hay puntos fijos fuera
de I. Sean X,Y ¢ [ puntos distintos, sea P la interseccién de XC(X) y I,y P’ la
interseccién de YC(Y') y . La interseccién de XP = C(X)P y YP' = C(Y)P' es un
punto fijo (ya que X P y Y P’ son rectas invariantes) asi que estd en [ por que no
hay puntos fijos fuera de [, por lo tanto P = P’. Entonces P es es centro ya que es

la interseccion de las rectas XC(X). [

En adelante utilizaremos los siguientes nombre para las colineaciones centrales

dependiendo de si el centro esta o no en el eje.

Homologia. Colineacion central con centro y eje no incidentes. Una homologia con

centro Py eje [ la denotamos como una (P, [)-homologia.

Elacion. Colineacion central con centro y eje incidentes. Una elacion con centro P
y eje [ la denotamos como una (P, 1)-elacion.

Por ejemplo, como vimos anteriormente en el plano de Fano intercambiar las
rectas AB y BC a manera de reflexiéon produce una elaciéon con centro F' y eje BF
(ver figura 1.5).

Una (P, 1)-colineacidn, es un colineacion central tal que P es el centro y [ es el eje.
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Recordemos que si C es una (P, [)-colineaciéon y X un punto distinto de P que no
estd en [, entonces C(X) pertenece a la recta PX. Dado cualquier punto X' € PX
diferente de P, nos interesa saber si existe una (P, [)-colineacién en la cual la imagen
de X sea X'.

Un plano IT es (P, 1)-transitivo si para cualesquiera puntos X, X’ colineales con
P tales que X, X’ + Py X, X' ¢ [ hay una (P,)-colineaciéon que envia X a X'. A
continuaciéon veremos que la existencia de un punto P y una recta [ para los cuales
IT es (P, [)-transitivo puede implicar la existencia de otros puntos P’ y rectas I’ para

las cuales II sea (P',!’)-transitivo.

Teorema. 1.19. Sean II un plano proyectivo que es (P, [)-transitivo y 7 una coli-

neacién de II. Entonces IT es (7(P), 7(1))-transitivo.

Demostracion. Sean Y, Y’ puntos colineales con P’ := 7(P) tales que Y)Y’ ¢ 7(I).
Definimos X = 77Y) y X' = 77}Y’), sabemos que X, X’ ¢ [. Como 77! es
también una colineacion, X, X’ y P son puntos colineales. Entonces, como II es
(P, I)-transitivo, existe una (P,[)-colineacién A, tal que A(X) = X’. Mediante las
colineaciones anteriores definimos A’ = 7A7™!, tenemos que A'(Y) = 1A771(Y) =
TAX) =7(X")=Y".
Hay que ver que A’ es una (7(P),7(l))-colineacién. P" es punto fijo de A’ ya que
TAT"Y(P') = TA(P) = 7(P) = P'. Ademds tenemos que A'(Y) = 7AT7 (V) =
TA(X) = 7(X’) = Y’, donde Y y Y’ son los puntos definidos al inicio de esta
demostracion. Por lo tanto P’ es centro de A'.

Por ltimo veamos que la recta 7(1) es el eje. Sea Z € 7(l), entonces Z = 7(L) con
L un punto en el eje de la colineacién A. De donde A'(Z) = 7AT71(Z) = TA(L) =

7(L) = Z. Por lo tanto 7(1) es el eje de la colineacién A’. |

Teorema. 1.20. Sea II es un plano finito de orden n entonces:
i) Si P €l y hay n (P, 1)-elaciones distintas entonces II es un plano (P, )-transitivo.

ii) Si P ¢ [y hay n — 1 (P,[)-homologias entonces II es un plano (P, [)-transitivo.

Demostracion. En el caso i) tomemos m una recta que pasa por Py X € m un
punto distinto de P. Como hay n elaciones, cada elacion manda a X a un punto

distinto por el teorema 1.15. De manera analoga se prueba ii). n
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1.2. Planos desarguesianos

Examinemos una consecuencia interesante de tener una colineacién central. Su-
pongamos que 7T es una colineacion central no trivial con eje [ y centro P. Sean
X,Y, Z tres puntos tales que formen un cuadréangulo regular con P. Sean 7(X) =
X', 7(Y)=Y' 7(Z) = Z'. Como vimos en el lema 1.16, los puntos A = XY n X'Y”,
B=YZnY'ZyC=27X nZ'X"son puntos fijos diferentes de P. Esto quiere
decir que los puntos A, B y C pertenecen a [ ya que la colineacién es no trivial (una
colineacion no trivial no tiene puntos fijos ademas de los puntos del eje y el centro,

ver teorema 1.17).

Lo que acabamos de ver es que una colineacién central nos da una configuracion
de puntos a la que llamamos configuracion de Desargues. En esta configuracion se
tienen dos tridangulos X,Y, Z y X', Y’/ Z’ (un tridngulo es un conjunto de 3 puntos
no colineales) tales que las rectas X X', YY’ y ZZ’ concurren en un punto P, y que
los puntos XY n XY YZY'Z'y ZX n Z'X’ son colineales (ver figura 1.10).
Decimos que dos tridngulos X,Y, Z y X', Y’ Z’ estan en perspectiva desde un punto
Psi PXX', PYY'y PZZ' son rectas.

Un plano proyectivo es desarguesiano si cualesquiera dos triangulos en perspecti-
va inducen una configuraciéon de Desargues. Como vimos, las colineaciones centrales
nos dan una configuracién de Desargues y esto es fundamental para el siguiente

teorema.

Teorema. 1.21. Un plano proyectivo II es desarguesiano si es (P, [)-transitivo para

cualquier punto P y cualquier recta [.

Demostracion. Sean XY Z y X'Y'Z' dos triangulos en perpectiva desde P. Como
el plano es (P,[)-transitivo para cualquier punto P y recta [. Existe una (P,Y Z)-
colineaciéon C, que envia X a X', una (P, X'Z)-colineacion C, que envia Y a Y’y
una (P, X'Y’)-colineacion C, con C(Z) = Z'. Entonces C := C,C,C, cumple que es
una colineacién con centro P que satisface C(X) = X', C(Y) =Y' y C(Z) = Z'.
Por la discusion anterior concluimos XY n XY YZ NY'Z' v ZX n Z'X’ son

colineales. ]
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Figura 1.10: Configuracién de Desargues



Capitulo 2

Planos proyectivos sobre campos

Dado K un campo construiremos un plano proyectivo II(K') sobre K. Los puntos
son las clases de ternas ordenadas de K3 := {(z,y,2) : x,y,2 € K} diferentes de
(0,0,0) bajo la relacién de equivalencia (z,y, z) = (z,y, z)h para todo h € K\0.

Una recta del plano proyectivo II(K) sobre K es el conjunto de puntos que
satisfacen una ecuacion ax + by + cz = 0, donde a, b, c € K. Si un punto (xo, Yo, 20)
satisface la ecuacion de una recta ax + by + cz = 0, tenemos que axg + by + czg = 0
de donde vemos que se cumple que axoh + byoh + czph = 0, por lo que cualquier
representante de un punto cumple la ecuacion.

Notemos que (ka)x + (kb)x + (kc)z = 0 con k # 0 representa la misma recta que

ar + by + cz = 0.

Teorema. 2.1. Cada campo K determina un plano proyectivo I1(K).

Demostracion. Primero veamos que por cualesquiera dos puntos pasa una recta. Dos
puntos diferentes (z1,y1,21) y (22, Y2, 22) estan en una recta si y sélo si para algunos
a,b,ce K:

ary + by, +cz; =0, (2.1)

axs + bys + czo = 0. (2.2)

Para la existencia de dicha recta basta que el sistema de ecuaciones dado por las
ecuaciones 2.1 y 2.2 tenga solucion, lo cual es inmediato ya que K es un campo. Con

esto probamos que por cualesquiera dos puntos pasa una unica recta.

15
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Tenemos que dos rectas ayx + biy + c12 = 0y asx + boy + co2z = 0 se intersectan

en un dnico punto (2',y’, ') si y sélo si
a ' + by + 2 =0, (2.3)

asx’ + boy) + 2’ = 0. (2.4)

Como el rango de la matriz asociada al sistema es 2, el sistema como soluciéon a
subespacio de dimensién 1, que representa al punto de IT(K) que pertence a las dos
rectas.

Por tltimo para concluir la prueba falta ver la existencia de un cuadrangulo
regular. Afirmamos que los puntos { (1,1,1),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) } cumplen que
son un cuadrangulo regular, es decir no hay 3 que sean colineales.

Una recta que pase por los puntos (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1) cumple que:
a(1) + b(0) + ¢(0) = 0,

a(0) + b(1) + ¢(0) = 0,
a(0) +b(0) + ¢(1) = 0,
pero esto implica que a = b = ¢ = 0.
Una recta que pase por los puntos (1,1,1),(1,0,0),(0,1,0) debe cumplir que

a(1) +b(1) +¢(1) =0,

a(1) + b(0) + ¢(0) = 0,
a(0) + b(1) + ¢(0) = 0,

de donde vemos que a = b = ¢ = 0. En los casos restantes se verifica como el
ultimo caso que a = b = ¢ = 0. Por lo tanto no hay recta que pase por tres puntos

(1,1,1),(1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1). ]

De manera similar a las combinaciones lineales de K3, dados dos puntos u =
(x1,71,21) y v = (22, Y2, 29) una combinacion lineal de ellos es un punto uX + vk =
(xIA+ 22K, Y1 A+ Yok, 21\ + 29k) con A, k € K. Notemos que podemos obtener diferen-
tes combinaciones para valores iguales de \ y x si tomamos diferentes representantes

de u y v.
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Teorema. 2.2. Los puntos del plano proyectivo II(K) que estan en la recta que
pasa por los puntos u y v son combinaciones lineales de v y v. Ademas cualquier

combinacion lineal de u y v esta en la recta que pasa por u y por v.

Demostracion. Una combinacién lineal de u = (z1,y1,21) vy v = (Z2,92,22) €s un

punto uX + vp = (1A + T2p, Y1 A + Yop, 21\ + 22p) con A\, p € K, asi que
a(z A + 22p) + b(1 A + y2p) + c(z1A + 22p)

= a(z1A) + b(11A) + c(z1A) + a(z2p) + b(y2p) + c(22p) = 0.

De lo anterior vemos que cualquier combinacion lineal de u y v pertenece a la recta

que pasa por estos dos puntos.

La ecuacion de una recta de II es la ecuacién de un plano ¥ (un subespacio de
orden 2) en K3. De aqui se sigue que los puntos u y v pueden representarse como
dos vectores v’ y v’ linealmente independientes de ¥, y por lo tanto generan a X..
Sabemos que cualquier vector en ¥ es combinacion lineal de v’ y v". De aqui se sigue

que todo punto de la recta de II(K) es combinacién lineal de los puntos v y v. W

2.1. Proyectividades de [I(K)

Una colineacion proyectiva es una colineaciéon que es un producto finito de coli-
neaciones centrales. El conjunto de colineaciones proyectivas de un plano proyectivo
es un subgrupo del grupo de colineaciones y lo llamamos el grupo de proyectividades.

En un plano proyectivo sobre un campo tenemos que se cumple el siguiente

criterio.

Lema. 2.3. Tres puntos en II(K) son colineales si y sélo si la matriz que tiene por

columnas a las los vectores de coordenadas de los puntos es singular.

Demostracion. Tres puntos x1,xs, x3 son colineales si y sélo si x3 es combinacién
lineal de x1 y xo por el teorema 2.2, lo cual es equivalente a x3 = x1h + 22k para
algunos h, k € K no ambos 0. Por lo tanto la matriz que tiene a estos puntos como

columnas es singular. Por otro lado, si la matriz es singular entonces una columna
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es combinacion lineal de las otras dos, asi que un punto sera combinacion lineal de

los otros dos. [ ]

Podemos ver algunas colineaciones facilmente como multiplicar por una matriz

de 3 x 3 no singular con coordenadas en K.

Lema. 2.4. En un plano sobre un campo II(K) una matriz invertible de orden 3 x 3

con entradas en el campo define una colineacion.

Demostracion. Sea ax+by+cz = 0 una recta. Escribamos el vector que la representa
como [a,b,c]. Sean M una matriz invertible de 3 x 3 con entradas en el campo y
T = (x,y, z) un punto arbitrario en la recta. Tenemos que el producto punto de los
vectores que representan a la recta y el punto es igual a 0, de modo que la ecuacion

se puede reescribir como

[a,b,c] - (z,y,2) =0. (2.5)

Como la inversa de M existe, podemos expresar la ecuacién (2.5) de manera matricial

CcOomo

x
(a b c) MM |y |=0,
z
asi que el punto MT7 estd en la recta [a,b,c]M~'. Esta nueva recta no depende de
la eleccién de (z,y, z), por lo que todos lo puntos que se obtienen de una recta al

multiplicarlos por M estan en la misma recta. Por lo tanto M es una colineacion. W

Examinemos primero las colineaciones de la forma:

r 0 0
M= 101 0 ,
0 0 1

con r diferente de 0 y 1. Notemos que si r = 0 tendremos una matriz singular, y si

r = 1 tendriamos a la matriz identidad, que corresponde a la colineacion trivial.
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Veamos que estas matrices representan colineaciones centrales no triviales (si
r#0,1).

Sea X = (z,y,2); entonces AX = (rzx,y, z). Denotemos por P; al punto (1,0,0);
afirmamos que éste serd el centro de la colineacién. Notemos primero que AP, =

(r,0,0) = (1,0,0), de modo que este punto esta fijo. Por el lema 2.3, vemos que

como
1 =z rx
det |0 y oy =0,
0 z =z

los puntos P, X y AX son colineales; de donde se deduce que P; es el centro. Ademas
podemos ver que cada punto en la recta x = 0 esté fijo ya que es de la forma (0, y, z)
y su imagen es el mismo, asi que esta recta es el eje. Denotemos a la recta x = 0 por
l1, y concluimos que la funcién anterior es una (Py, [y )-colineacion.

De la misma forma procedemos para probar que la matriz

1 s 0
M2 = 01 0 )
0 0 1

con s # 0 es una colineacién central con centro P; = (1,0,0) y eje [z, que es la recta

y = 0.

Veamos que Pj es el centro. Para ello notemos que AP; = (1,0,0), por lo que
es un punto fijo. Veamos que deja invariantes a las rectas que pasan por él. Si
r = (z,y,z) es un punto cualquiera, su imagen es Az = (x + sy, vy, z). Usando el

criterio del lema 2.3 vemos que

1 2 z+cy
det |0 y Y =0,
0 =z z

y concluimos que los puntos son colineales, por lo que se prueba que P, es centro.
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Un punto cualquiera de la recta ls es de la forma (x, 0, z), y su imagen es (z, 0, 2),
por lo que los puntos de ls quedan fijos. Como la multiplicacion por My no es la
funcion identidad, 5 es el unico eje. Asi probamos que M es una (P, l)-colineacion
no trivial.

En adelante denotaremos

Pl = (17()’0)7
[y la recta x =0, (2.6)

Iy la recta y = 0.

Proposicién. 2.5. El plano TI(K) es (P, [;)-transitivo y (P, [y)-transitivo para
Py, 1y y Iy descritos en (2.6).

Demostracion. Como vimos anteriormente las colineaciones dadas por la matrices

w0 0
010 con v € Q\{0},
0 01

son (P, [;)-colineaciones. Asi que II(K) es (P, [;)-transitivo por el teorema 1.20, ya

que hay ocho (P, y)-colineaciones distintas, una por cada p € Q\{0}.

Por otro lado, hemos visto que las colineaciones dadas por la matrices

1 v O
010 |
0 0 1

con v € Q, inducen (P, ls)-colineaciones. Por el teorema 1.21 concluimos que I1(K)

es (P, ls)-transitivo ya que hay 9 colineaciones distintas de este tipo. ]

Los plano proyectivos sobre campos comparten algunas propiedades. Una de ellas

es que son desarguesianos, como mostramos a continuacion.

Teorema. 2.6. Todo plano proyectivo II(K) sobre un campo es desarguesiano.



2.2. OTRA CONSTRUCCION DE II(K) 21

Demostracion. Sean P un punto y [ una recta, veamos que II(K) es (P, [)-transitivo.
Supongamos primero que P ¢ [. Como K es un campo, la propiedad universal de
las bases garantiza la existencia de una funcién C; que manda P, = (1,0,0) en P
y (0,1,0), (0,0,1) a dos puntos diferentes de . La funcién C; es una colineacién
(ver el lema 2.4). Tenemos que C; manda P, a Py a ly a [, por lo que II(K) es

(P, )-transitivo como se prueba en el teorema 1.19.

Ahora consideremos el caso en que P € [. Tomemos un punto () € [ distinto de
P y un punto R que no estd en [. Tenemos una colineacion Cy, que se obtiene de
mandar (1,0,0) a P, (0,0,1) a Q y (0,1,0) a R. Como II(K) es (P, ls)-transitivo,
y C; manda a P, en Py Iy en [, entonces II(K) también es (P,[)-transitivo por el
teorema 1.19.

Como para cualquier punto P y cualquier recta [ se tiene que II(K) es (P,l)-

transitivo, por el lema 1.21 se deduce que es desarguesiano. |

2.2. Otra construccién de T1(K)

Ya vimos que II(K) es un plano proyectivo si K es un campo. Podemos dar
otra construccién para estos planos proyectivos de la siguiente manera; tomemos
por puntos a las parejas ordenadas de K? = {(z,y) : 7,y € K} y por rectas a los

subconjuntos que cumplen alguna de la siguientes ecuaciones.

y=axm+Fk, (2.7)
x=c, (2.8)

con m,k,ce K.

Es facil verificar que por cualesquiera dos puntos pasa una recta resolviendo un
sistema de ecuaciones, sin embargo hay rectas que no se intersectan. Dos rectas
y =mx+ ki yy = mx+ ks no se intersectan si k; # ko, y las rectas x = ¢; y
T = Cy con ¢ # Co No se intersectan (notemos que el ser paralelo es un relacién de

equivalencia, asi que podemos hacer una particién del conjunto de rectas en clases
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de paralelas). Agregamos una recta con puntos de intersecciéon para cada clase de
rectas paralelas, esta recta la llamamos la recta ideal.

Veamos que los puntos (x,y, 1) de II(K) se corresponden con los puntos (z,y) de
K2, las rectas ax + by + cz = 0 de TI(K) se corresponden con las rectas azx + by = ¢
de K2. La recta z = 0 se corresponde con la recta ideal. Por lo que basta agregar la

recta ideal a K2 para obtener un plano proyectivo isomorfo a IT(K).



Capitulo 3

Casi-campos de 9 elementos.

Los campos finitos son parte de un concepto mas amplio, que son los casi-campos.

Los minicuaternios son un casi-campo como veremos mas adelante.

Definicién. 3.1. Un casi-campo en un conjunto S con dos operaciones binarias +

y e que cumple las siguientes propiedades.

S es finito,

= (S,+4) es un grupo abeliano con neutro 0,

(S\{0}, e) es un grupo con 1 como neutro,

e es distributiva por la derecha respecto a +, es decir, (u+o)eX = (ueX)+(cel)

para todo o, u, A € S,

(o0 =0 para todo e S.

Todo campo es un casi-campo en que las dos leyes distributivas se cumplen.

Como es usual, en la expresion p e o omitiremos e y escribiremos simplemente
(o

de un casi-campo se define como la cardinalidad del conjunto de elementos.

Algunas propiedades de los campos se satisfacen en todo casi-campo. A conti-

nuacion veremos alguna de estas propiedades.

Proposicién. 3.2. Para toda p en un casi-campo se satisface 0 e = 0.

23
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Demostracion. 0ep=(0+0)eu=0epu+0eu dedonde 0ep=0. |
Proposicién. 3.3. Si peo =0 entonces p =06 o = 0.

Demostracion. Supongamos que o # 0, entonces

1

O=peceo  =pel=p.

De manera andloga si u # 0 vemos que o = 0. |

En este trabajo centraremos nuestro estudio a los casi-campos finitos de orden
9. Dado cualquier casi-campo finito de orden 9, el conjunto D := {0, 1, —1} juega un
rol especial. El subgrupo de (S, +) generado por 1 contiene a 0 y —1. Tenemos que
1 £ —1, o de lo contrario 0 =1 —1 =1+ 1, y entonces el subgrupo generado por
1 serfa de orden 2, pero 2 / 9 lo cual contradice el teorema de Lagrange. Como el

grupo aditivo tiene orden 9,
1+1+1)1+1+1)=1+1+1+14+1414+1+1+1=0,

asi por la proposicion 3.3 tenemos que 1+ 1+ 1 = 0. Entonces el subgrupo generado
por 1 tienen orden 3 por lo que es D. Para conocer el producto de cualquier par de
elementos de D sélo falta ver —1e—1 = (1+1)e—1=1(-1)+1(-1)=-1-1=1.
Asi vemos que (D, +, o) es el campo de orden 3.

En cualquier casi-campo de orden 9 se cumple lo siguiente.

Observaciéon. 3.4. Sea § un casi-campo finito de orden 9. Supongamos que € S
y 1 ¢ D. Entonces cada elemento de S se puede escribir de manera tnica como

a + b e i para algunas a,b € D.

Demostracion. Para verificar lo anterior supongamos primero que a + by = a’ + b'p,
entonces

a—a =bpu—bu= 1 —0b)pu.

Si b # b, entonces (0 —b)Le(a—a')=(b'—0b)"te (b —b)eu=pueD,pero u¢D.
Por lo tanto b = b y entonces a’ = a. Hay 9 elementos diferentes de la forma a + by,

asi que son los 9 elementos de S. |
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Esto nos da una correspondencia biyectiva entre los elementos del casi-campo
(escritos de la forma a + bu) y las parejas ordenadas (a,b) con entradas en D. La
suma de dos elementos a + by y o' +b'p, nosdaa+bu+a +Vpu=a+a + (b+0)u
y entonces podemos definir la suma en la forma (a,b) + (a’,b") = (a + a’,b + V).
Por lo tanto, la suma estd determinada por los elementos de D. Asi que la suma en

cualquier casi campo de orden 9 se define de la misma manera.

Observaciéon. 3.5. La suma de parejas ordenadas de elementos de D definida en el

parrafo anterior induce un grupo aditivo.

A continuacién probaremos algunas propiedades que cumplen los casi campos de

orden 9.

Lema. 3.6. Sea R un casi campo finito de orden 9, entonces para todo u,o € R

tenemos que:

pA 4= 0.

() ep=—p=pe(-1).
(—p)eo=—peo=pe(—0).
(—p)e(=0) =peo.

Demostracion. 1) py+p+pu=(1+1+1)epu=0epu=0.

IT) Por el inciso anterior, g + p = —u. Entonces (—=1)u = (1+ 1)p=p+ p=—p.
Ahora veamos que pu(—1) = (—1)u. Si g € D el enunciado se cumple ya que 1y
0 conmutan con cualquier elemento y —1 conmuta consigo mismo. Ahora supon-
gamos que i ¢ D. Tenemos 6 elementos que no estan en D; digamos 7, v, A y sus
inversos aditivos, todos elementos distintos. Procederemos por reducciéon al absurdo
suponiendo que n(—1) £ —n, entonces sin perdida de generalidad n(—1) = v. Asi

tenemos que
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De aqui se sigue que A\(—1) tiene que ser igual a —\; por lo que al menos hay un
elemento tal que pu(—1) = —1. Por la observacién 3.4 cualquier elemento puede ser

escrito de la forma a + bA. Asi,
(a+bN)(—=1) = a(—=1)+bA(—=1) = —a+b(—\) = —a+b(—1\) = —a—bA = —(a+DbN).

Lo que contradice que n(—1) # —n, por lo que —1 conmuta con todos los elementos
del casi-campo.

Veamos que I1II) se cumple. Usando IT) sabemos que
(—p)eo=(-1)epeos=—-pec=pec(-1)=pe—o.

Por dltimo verifiquemos el inciso IV)

3.1. El campo de orden 9

Construiremos un casi-campo de orden 9 al que llamaremos F; éste resulta ser el
campo de 9 elementos. Tomamos las parejas ordenadas (a,b) con a,b € D. Definimos

la suma y el producto de la siguiente manera:
(al,bl) + (ag, bg) = ((11 + a9, by + bg),

(a1,b1) x (az,be) = (aras — bibe, aybe + asby).

Por la observacién 3.5 tenemos que el conjunto F = {(a,b) : a,b € D} con la
operacion + forma un grupo conmutativo; donde la identidad es (0,0) y el inverso
de (a,b) es (—a,—b). De igual forma F\{(0,0)} con la operacién x es un grupo
conmutativo, con elemento neutro (1,0) e inversos dados por (a,b)™ = (a(a® +
b*) 7t —b(a® + b*)71). Las pruebas de conmutatividad, asociatividad, distributividad
e inversos son analogas a las de los niimeros complejos.

Escribimos (a,0) = a y (0,1) = e. Asi podemos escribir a cada elemento (a, b)

como a + be con €2 = —1, por lo que ¢! = (1,0) = 1. El grupo multiplicativo es un
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1 |w* W' W WP wrow Wl
w | W WP wt W wd w?
w? | Ww? Wwhow W W w?
WwlWh Wt w W w? Wbl

wt Wb owh wW? Wwow w
wd | w? whowh W ow w1

W w WP wiowt W WP

wlw wowtr 0w 1l w w

Cuadro 3.1: Tabla de la operacién + en términos de w

grupo ciclico generado por (1 — €). Vemos que las potencias 2,4,8 de (1 — €) son
(1—€e?=14e+e?=¢ (1—€)' = = -1, (1—¢€)® =1, y ninguna potencia menor

a 8 es igual a 1. Denotamos w = 1 — €. Sus potencias son:

w=1-—F¢, Wwr=e¢ w=1+¢€, wt=-1,

W=—-1+¢ wl=—-¢ w=-1-¢ =1

Ver a los elementos de F como potencias de w simplifica la multiplicaciéon, pero
en cambio dificulta la suma. Sin embargo tenemos la relacién w? = —w + 1, que nos

ayuda a obtener la tabla 3.1.

Por ultimo veamos que se cumple la siguiente igualdad que nos serd tutil mas

adelante.

Lema. 3.7. Sean w",w™ € F; entonces (w" + w™)? = w3 + w*™.

Demostracién. Dado que el producto en F es conmutativo sabemos que (w™+w™)? =

W3 + 3w 4+ 3w 4 w3™ donde 3w” significa sumar 3 veces el elemento w”.

2n+m __

Tenemos que en los casi-campos de 9 elementos, 3w 3w 2™ = () por inciso I)

del lema 3.6 y esto prueba la igualdad. ]
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3.2. minicuaternios Q

Ya construimos un casi-campo de orden 9 que distribuye por la izquierda a la
suma y es conmutativo. Ahora construiremos un sistema que no distribuye por la
izquierda al cual llamaremos los minicuaternios y los denotaremos por Q.

Los elementos de Q son los mismos que los elementos de F, es decir las 9 parejas
(a,b) = a + be. Como vimos anteriormente en la observacién 3.5 la suma induce un
grupo abeliano y todos los casi-campos de 9 elementos tienen la misma operacion +
ya que depende de la suma de D.

Para definir la multiplicacién tomamos los siguientes conjuntos. £ = {1, w?, w*, W%},

O = {w,w? w5 w'}, con w =1 — e. La nueva multiplicacién o la definimos:

W x W =W st W™ e €,

W x W™ = w3 si W™ e O,

(donde x representa el producto en el campo).

Como habiamos dicho, el producto o no es conmutativo y no distribuye a la suma

2 3

por la izquierda. Por ejemplo, w? o w? = w® v w? o w?® = w por lo que este producto

7 3+7

no es conmutativo. Tenemos que wo (w + 1) = wow’ = W3 = w2 Si la suma se

distribuyera por la izquierda, wo(w+1) serfa igual a wow +wol = wiw! +w = w!+w,

pero esto tltimo es igual a w®.

Por la derecha veremos que si distribuye a la suma y que se cumplirdan las otras

propiedades de un casi-campo.
Teorema. 3.8. Q es un casi-campo con 9 elementos.

Demostracion. Por definicién Q tiene 9 elementos y la suma 4+, por la observacion

3.5, es una operacion de grupo conmutativa. La operacion o es operacion de grupo

para Q\{0}, tiene por neutro a 1 = w" ya que w® o w™ = W" y wW" 0o W® = W" para

toda n. Si w" € £ entonces w" tiene por inverso a w™", ya que w" ow™ " = W' =

W = WMo w™ = 1, y si w" € O entonces wW" tiene por inverso a w3" ya que

w” o w73n _ w3n73n =1 y w73n owh = w79n+n — w78n = 1.
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Veamos que se cumple la distributividad por la derecha. Si w" € &, entonces
(W'+wmow" = (W'+w™) Xxw" =w"w +wmw” =W+ W™t = Wwrow” +wmow",
y si w” € O entonces (W" + w™) ow” = (W + w™) x W' = (W + W¥) x W =

w3n+r 4 w3m+r =wlow +wow.

Por ltimo, se prueba la asocitividad de la siguiente manera. Si w™,w" € &,

(Wrow™)ow” = wW"Mow” = W Como w™*" € £, entonces WM = Whow™t" =
w" o (wmowh).
Si W W' e O’ entonces (wn o wm) ow" = W3ntm o " = w3(3n+m)+r — Int3mtr
Como W™ € £ y w9 = w", entonces w?"™3MFT = W o WM = W o (W™ o wW").
Siw'e&ywme O, entonces (w" o w™) ow” = W3t o wW" = WM Como
y )
W™ e O, entonces w3 = "o WM = W" o (WMo wW")

Finalmente, si w™ € O y w™ € &, entonces (w"ow™)ow” = W Mow" = 3n+3m+r,

Como w*™ ™ € O, entonces w3 3MH" = W1 0 WM = W o (W™ o W").
De lo anterior concluimos que @ es un casi-campo con 9 elementos. ]

Observacion. 3.9. Las potencias cuadradas de los elementos de Q son:

lol =1, wow=wt=—-1; wWow?=wt=-1; Wowd=wt=-1;

wrowt=1, Wow=w=-1; Wowl=wr=-1; Wow’ =w?=-1.

De la observacion anterior vemos que —1 tiene 6 raices cuadradas en Q. Entonces

el grupo multiplicativo de Q es el grupo de los cuaternios. Tenemos que w* = —1
por lo cual, w® = —w , W® = —w? y W = —w3.

Asi, por ejemplo, wow? = w? y w?ow = W' = —w3 Entonces tenemos
que wo w? = —w?ow = w3 de manera andloga wow? = —wWPow = —wW?y
wrow? = —wldow? = w.

Ahora escribimos o = w, 8 = w%, v = w”. Con esta notacién tenemos las siguien-

tes igualdades:

aoff=—-Foa=r, (3.1)
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Boy=—yofB=aq, (3-2)
yoa=—aoy=[, (3.3)
aoa=pfof=~voy=—-1 (3.4)

Con estas igualdades podemos construir la tabla 3.3. Asi tenemos que Q =
{0, £1, +a, £5, £} v denotamos Q* = Q\D.
Escribiremos simplemente los elementos seguidos para indicar la operacién o

cuando no se pueda confundir con la operaciéon x o alguna otra.

Teorema. 3.10. Las siguientes relaciones se cumplen en el casi-campo Q:

a=f=Ff-v=y-a=1,

a+pB+v=0,

afy = -1,

By =8 =«
Yo = —ay = f,
af = —fa = 1.

Demostracion. Recuerde que o = w, f = w® v = W', y que —a = w°, =3 = w?,

—v = w?. De las tablas 3.2 y 3.3 se verifican las relaciones. |

3.3. Automorfismos del casi campo de los mini-

cuaternios.

Sea 0 € Q*. Por la observacion 3.4 tenemos que cualquier elemento de Q se
puede escribir como a + bo con a, b € D. Entonces la funcién que manda el elemento

a + ba al elemento a + bo es una permutacion de los elementos del casi-campo. Sea
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1 -1 v -7 -« -0 « 15}
« |y —a 1 -1 F 0 - —f
B -y 1 a  —a 0o -1

6] a —v 0 1 v -1 - -«
v g -5 -1 0 Q@ 1 —a —v

Cuadro 3.2: Tabla de la operacién + en términos de «, 3, 7.

o 1 a -0 -y -1 —a p 7y
1 1 a -0 -y -1 —a p vy
o a -1 — g —-a 1 v =B
6|6 v -1 o [ - 1 -a
-~y | -y =8 —a -1 =~ I} « 1

B g - 1 —a -5 v -1 «

y |y B a 1 -y = —-a -1

Cuadro 3.3: Tabla de la operacién o en términos de «, 3, .

31
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A una de estas permutaciones, afirmamos que las siguientes propiedades se cumplen:

A€ +n) = A() + An), (3.5)

A(&n) = A(§)An). (3.6)

Primero verifiquemos (3.5). Sean a+ba y o’ + b« con a, b, a’, b’ € D. Aplicando A
a su suma obtenemos A(a+ba+a +ba) = Ala+ad' + (b+V)a) = a+ad' + (b+V)o =

a+bo+ad +Vo=Ala+ba)+ Ald + Va).

El producto de dos elementos de Q nos da otro elemento en el casi-campo, por lo
que (a+ba)(a’ +b'a) = ¢+ da para algunos ¢, d € D, que se obtienen a partir de los
valores de a, a’, b, b’ y no dependen de «, eso se sigue de que el cuadrado de cualquier
elemento en ()* es —1. Entonces para cualquier otro elemento de o € Q, tenemos
que (a +bo)(a’ +bo) = ¢+ do. Ahora, A((a + ba)(a’ +ba)) = A(c+ da) = ¢+ do
y A(a + ba)A(a’ + b'a) = (a + bo)(a’ + Vo) = ¢ + do, lo que prueba (3.6).

Cualquier funcién de un casi-campo en si mismo que cumpla las propiedades
3.5, 3.6 la llamaremos automorfismo. Las permutaciones mencionadas previamente

cumplen con las propiedades 3.5 y 3.6, por lo tanto son automorfismos.
Teorema. 3.11. Los automorfismos del campo casi-campo Q cumplen lo siguiente:

. Son un grupo con la composicién de funciones.
. Cualquier automorfismo deja fijo a 0,1 y —1.

. Ademaés de la identidad no hay automorfismos que dejen fijo a a.

Demostracion. Sabemos que la composicién de funciones es funcién. Si A y B son
automorfismos entonces BA(¢ +n) = B(A(E) + A(n)) = (BA)(&) + (BA)(n).

De manera analoga para el producto, BA((n) = (BA)(€)(B.A)(n). Esto prueba
que la composicién de automorfismos es un automorfismo.

La composicion tiene por neutro a la funciéon identidad, que trivialmente es un
automorfismo.

Para probar el primer inciso resta verificar que el inverso de un automorfismo es

un automorfismo. Sea A un automorfismo y sean a, b dos elementos de Q, entonces
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hay dos elementos a/,b" tales que A(a’) = a y A(l) = b. De aqui se sigue que
A7 ab) = AT A()AQD)) = AHA@QY)) = d'V = A d)A (V). De manera
analoga se prueba la propiedad 3.5.

Dado un automorfismo A, tenemos que A(0) = A(0+0) = A(0) +.4(0). Asi que
A(0) = 0.

De forma similar,tenemos que A(1) = A(1o1) = A(1)o.A(1) por lo que A(1) = 1.

Por dltimo A(1 + (—1)) = A(1) + A(—1) = 1 + A(—1) y por otro lado A(1 +
(—1)) = A(0) = 0, por lo que A(—1) = —1.

Supongamos que existe un automorfismo A tal que A(a) = «a. Entonces un
elemento arbitrario a+ ba tiene por imagen a A(a+ba) = A(a)+.A(b)A(a) = a+ba,

por lo tanto es el automorfismo identidad. ]

Hasta ahora tenemos 6 automorfismos, que obtenemos de elegir a cualquiera de

los seis elementos de Q* como la imagen de a.
Corolario. 3.12. Sélo hay 6 automorfismos de Q.

Demostracion. Supongamos que hay mas. Entonces para algin p € Q* existen al
menos dos automorfismos A y B que mandan « a p. Asi, B~'A(a) = a, pero por el

teorema 3.11 debe ocurrir que B~ A es la identidad y por lo tanto A = B. |

3.4. Soluciones de ecuaciones en O

Debido a que el casi-campo Q no es conmutativo y no distribuye por la izquierda,
encontrar soluciones para ecuaciones puede ser complicado incluso en el caso de la
ecuaciones lineales.

Ya encontramos las soluciones de la ecuaciéon 22 = —1. La ecuacién general lineal en

Q es de la forma

prp +oxo' =71

con todos los coeficientes distintos de cero. Usando la ley distributiva por la derecha

obtenemos una ecuacién equivalente

(pzp' (o)t + ox)o’ =1,
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1 1

reescribiendo p'(¢’)™! como p” y 7(0’)~" como 7" tenemos que

prp” +ox=1"

Haciendo un cambio de variable con y = px y escribiendo op~! = ¢”, obtenemos
la ecuacion
// " "
yp  +oy=rT1".

Entonces basta con solucionar ecuaciones de la forma:
rp+ox =T.

Si p € D, tenemos que xp = pr y entonces podemos usar la distributividad por

la derecha para obtener (p + o)z = 7. Cuando p + ¢ # 0 la solucién es

r=(p+o) 't

Y cuando p + 0 = 0 la ecuacién tiene solucién si y sélo si 7 = 0, en cuyo caso
cualquier elemento es solucion.

El caso que nos va a intersar es en el que o = 1, para este caso tenemos la
ecuacion

Tp+ T =T.

Ya vimos qué pasa cuando p € D, ahora suponemos que p € Q*. Primero notemos que
si A es un automorfismo, entonces A(x)A(p) + A(x) = A(7) siy sblosi zp+x = 7.
Si elegimos A de manera que A(p) = « y sustituimos A(z) por y y A(7) por 7/,
tenemos la siguiente ecuacion:

ya+y=7’.

Con ayuda de las tablas 3.2 y 3.3 podemos dar valores a y y vemos que

y=1 ya+y=r; y=-1, ya+y=—;
y=qa, ya+y=/p; y=—a, ya+y=—F;
y=03, yat+y=1, y=-03, yat+y=—1;

y=7, you+y=—o; Y=, yoa+y=o;
y=0, ya+y=0.

De donde vemos que la ecuacion tiene solucién tnica para cada valor de 7.
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Teorema. 3.13. La ecuacion zp + = 7 tiene una tnica solucién si p # —1

Demostracion. Si p = 0, entonces x = 7. Si p = 1, entonces 7 = x + x = —u,
asi que x = —7. Por tltimo, en caso de que p € D* tomemos un automorfismo
A tal que A(p) = «, por lo que tenemos una solucién dnica p para la ecuaciéon
A(z)A(p) + A(z) = A(7). Entonces como A(x) = p y A es un automorfismo;
r=A"TA@) = A Hp). |

Teorema. 3.14. Los siguientes sistemas de ecuaciones tienen solucién tnica en Q

sip# '
y = px + kK,
y=p'r+r,
y = zp+ 5,
y=uxu + K.

Demostracion. Igualando el primer par de ecuaciones obtenemos ux + k = 'z + &/

y esto no da la ecuacién
k=K =pr—pr = —p
y por lo tanto x = (¢ — p) "' (k — K).
Ahora igualando el segundo par de ecuaciones tenemos la ecuacién xu + k =
i + k', a partir de la cual vemos que
k—K =xp —zp

la cual tiene solucién tnica por el teorema 3.13. El valor de y lo obtenemos al sustituir

el valor de x en cualquiera de las ecuaciones. ]
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Capitulo 4

El plano () y Qb

En este capitulo construiremos un plano proyectivo 2 que tiene orden 9 sobre el
casi-campo de los minicuaternios. A diferencia del plano de orden 9 que se obtiene
a partir del campo con 9 elementos, el plano proyectivo que construiremos no es
desarguesiano. También veremos que es diferente de su dual, el cual tampoco es

desarguesiano. Asi obtendremos 3 planos proyectivos diferentes de orden 9.

4.1. Construccion de §?

Consideremos el conjunto de puntos Q' = {(z,y) : z,y € Q} (81 puntos) y como

rectas a los subconjuntos de puntos:
[, k] ={(z,y) y=ap+r; p e Qf,

Al ={(z,y):x=X Xe Q}.

Hay 81 rectas [u, k] v 9 rectas [A]. Llamaremos a u la pendiente de la recta

Yy=xu+ K.

Como veremos a continuacién para cualesquiera dos puntos existe una recta que
pasa por ellos, pero no todas las rectas se intersectan, asi que {2 no es un plano
proyectivo. Mas adelante completaremos los puntos y la recta que nos faltan para

obtener un plano proyectivo.

37
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Lema. 4.1.
Dos rectas y = xp + k1 y Yy = T + Ko con u, ki, ke € Q v K1 # Ko NO se intersectan.

Cualesquiera dos rectas = A\; y x = Ay con distintas A, A2 € Q no se intersectan.

Demostracion. Si (xo,yp) es un punto en comin para las rectas y = zpu + Ky y
Yy = T + Ko entonces, yp = Tol + K1 = Top + k2. Como Ky # Ko, esto nos da una
contradiccién. Las rectas x = A consisten de los puntos (A, y) por lo que dos rectas

diferentes £ = A\ y x = Ay no tienen puntos en comuin si A\; # . |

Teorema. 4.2.
Hay exactamente una recta que une dos puntos distintos de €.

Dada una recta [ y un punto P que no esta en ella, existe una tinica recta que pasa
por P y que no intersecta a .

Demostracion. Sean A = (x1,y1) vy B = (22,y2) puntos distintos. Si 21 = x5
entonces la recta x = x; contiene a los dos puntos. Ademas esta recta es Unica ya
que si estuvieran en otra recta, se tendria que y; = 1t + Ky Yy = Toit + Kk para
algunos p, k € Q y como x; = x5, entonces y; = ¥s.

Si x1 £+ 9, vemos que para que se satisfagan simultdneamente y; = T4 + K y

Yo = Topt + k debe ocurrir que

Y1 — Y2 = Tt — Topt = (T1 — T2) L.

Entonces
p=(z1 —22) (1 — o).

Obtenemos « de la siguiente manera: k = y; — x4 = Y1 — x1(x1 — T2) (Y1 — ya2).
Ademas obtenemos el mismo valor para « de la ecuacion kK = yo — xou. Asi Ay B
satisfacen la ecuacion y = x(x; — x2) " Hyy — y2) — (g1 + x1(21 — 22) "H(yr — 32)).
La recta es tnica porque las ecuaciones determinan de manera tnica a 4y Ky
claramente no hay recta x = A\ que pase por los dos puntos. De aqui se concluye el
primer inciso.

Sea [ una recta y P un punto que no esté en [. Sil es una recta de tipoy = zu+k

entonces la recta y = xu + (b — ap) pasa por P = (a,b) y no intersecta a [. Por otro
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lado, cualesquiera rectas y = zpu; + k1 y y = zps + ko tienen un punto en comin
si jy # o, ya que por el teorema 3.14 existe una tnica solucién para el sistema de
ecuaciones. Ademas, cualquier recta x = X intersectan a una recta y = xpu + k en el

punto (A, A + ). Por lo tanto la recta construida es tnica.

Sea [ una recta de tipo x = Ay (a,b) un punto que no estd en [, entonces A # a.
Asi que la recta x = a no intersecta a [ y pasa por (a,b). Por otro lado cualquier
recta y = xp + K intersecta a © = X en (A, A\ + k). Esto prueba el segundo inciso.
|

El teorema anterior establece que para cada p € Q existe una familia de rectas
{y = zp+ K : k € Q} tales que éstas no se intersectan dos a dos. Para cada € Q
agregamos un punto (u) al conjunto €', y lo anadimos a las 9 rectas de la forma
y = xp + K. Entonces estas rectas se intersectan en (1). Y a cada una de las rectas
x = A agregamos un punto al que llamaremos Y comun a todas ellas. Ademas al
punto (0) también lo denotaremos como X. Por tltimo definimos la recta XY que
contiene a cada punto de los que acabamos de agregar XY = {(u) : p € Q} u {Y}
(ver figura 4.1).

A continucién probaremos que con los puntos y la recta que agregamos conse-
guimos un conjunto de puntos y rectas que forman un plano proyectivo.

A los puntos del conjunto €’ los llamamos puntos propios y los del conjunto
{(p) : pe QF u{Y} puntos ideales. A las rectas y = zp + k con p,k € Q y a las
rectas x = X\ con A € Q las llamamos rectas propias y la recta XY es llamada recta

ideal.

Teorema. 4.3. Los puntos {(z,y) : x,y € Q} junto con los puntos {(u) : p € Q} y
el punto Y, son lo puntos de un plano proyectivo que tiene por rectas a y = xpu + K

con , k€ Q;x=Acon Ae Qyalarecta XY.

Demostracion. Veamos primero que entre dos puntos distintos cualesquiera A y B
pasa una unica recta. Si los dos puntos son propios, tenemos que la recta existe y es

unica por el teorema 4.2. Si los dos son puntos ideales, la recta ideal pasa por los dos
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Recta ideal

Figura 4.1: Construccién del plano 2

y es la unica. Supongamos ahora que A = (xg, o) es propio y B es un punto ideal.
Cuando B =Y, tenemos que las rectas que pasan por Y son la ideal o las de la forma
x = ), asf la Unica de estas que pasa por A es z = xy. Y si B es igual (u), para algin

e Q,larectay = xu—xou+yo une a los dos puntos y es la tinica con esta propiedad.

Ahora probemos que cualesquiera dos rectas se intersectan en un punto. Sean dos
rectas [ y m distintas. Si [ es la recta ideal entonces intersecta a m (una recta propia)
en un unico punto, el punto ideal de m. Si las dos son rectas propias y tienen la
misma pendiente se intersectan en el punto ideal de su clase. Si [ es de la forma
y =xpu+ Ky m dela forma x = X se intersectan en el punto (A, \u + k). Resta

verificar el caso en que las dos son de la forma y = xp + K. Sean

Y =T + K1,

Y =Tz + K2
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dos rectas distintas. Restando la segunda ecuaciéon a la primera obtenemos
0= xp —xpg + K1 — Ka,
de la cual se sigue que
Ko — K1 = Ty — Tlh2.

Como las dos rectas tienen pendientes diferentes alguna pendiente es diferente de 0,

digamos p;. Podemos encontrar el valor de x resolviendo la ecuacion

(Ko — K1)py " = @ — zpapy

la cual tiene solucién tnica por el teorema 3.13.
Los puntos (1,0), (0,1), (0, ), («,0) forman un cuadrangulo regular. Las rectas

que pasan por estos 4 puntos son:

y=—-xz+1 (1,0), (0,1),
y=0 (1,0), (a,0),
x=0 (0,1), (0,c),

y=—-x+a (a,0), (0,a),

y=z(=a)+a (1,0), (0,a),

y=za+1 (0,1), (a,0).

Denotaremos al punto (0,0) como O, ya que lo estaremos utilizando de manera

frecuente.

4.2. Plano dual O?

Como vimos el dual de un plano proyectivo es un plano proyectivo. El dual de 2
tiene por puntos a las rectas de 2, es decir, las rectas [, k], [A\] v a la recta ideal.
Ademés tiene por rectas a los puntos (lapices de rectas) de 2 que son las parejas
(z,y) con z,y € Q, los puntos (u) de Q y Y. Como relaciones de incidencia en €

tenemos
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(p,0) €[, k] sty sblosio=pu+ k,
(p,o) € [A] siysélosip=A\,
(p,0) ¢ XY,

(1) € [u, k] siy soélosiT=p,

(7) ¢ [,

(1) € XY,

V¢ [p, k],

Ye[M],

Y e XY.

En QF las relaciones de incidencia se obtienen revirtiendo las incidencias en ).
Para cada resultado en el plano Q tenemos un resultado dual en Q2. Con esto

probaremos en la seccién 4.4 que €2 no es isomorfo a su propio dual.

4.3. Colineaciones en

Las colineaciones de €2 nos ayudaran a ver que el plano no es desarguesiano ni
isomorfo a su dual. Las operaciones de suma y multiplicaciéon en los minicuaternios

determinan colineaciones que veremos en las secciones 4.3.1 y 4.3.2.

A los 10 puntos de la recta XY los dividimos en los siguientes 5 bloques, a los

cuales vamos a llamar parejas imprimitivas:

{X =1(0), YE{(), (=D} (), (=)} {(5), (=5)}; {(7), (=)} (4.1)

4.3.1. Colineacion 7.

Dados ¢,0 € Q definimos las siguientes funciones en 2.
Te,s - (‘Tay) — (LU + &,y + 5)

Veamos que se extienden a colineaciones de ).
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Bajo una colineacién, cualquier recta debe ir a otra recta. Consideremos primero
las rectas y = xp + Kk y recordemos que cualquier punto (g, yo) en un de ellas es tal

que Yo = Top + k. Notemos que
Yo+d=zou+K+0=(ro+e)u+r+0d—cpu,
de donde se sigue que 7. 5(z0, yo) esta en la recta
Yy=xu+K+09+en

para cualquier punto (xg, o) en la recta y = xu + K.

Si la recta es = A, sus puntos son de la forma (A, yp), de donde 7. 5(\, yo) =
(A+e,y0+0) y estd en larecta z = X\ + ¢.

Visto lo anterior definimos 7. 5((1)) = (1) y 7.6(Y) = Y. Bajo 7.5, la recta XY
va a ella misma, y = zpu+ Kk vaalarectay =xu+rk+0—cuylarectar =)\ vaa
la recta x = .

Cada colineacion 75, fija a cada punto de XY, entonces es una colineacién axial,
y por la proposicién 1.18 es una colineaciéon central. Podemos ver que 7.5 es una
elacién con la recta ideal como eje; cuando ¢ # 0 tiene centro (¢710) y cuando & = 0

el centro es Y. Probaremos esto en la siguiente proposicion.

Proposicién. 4.4. 7. 5 es una elacién que tiene por eje a la recta ideal; cuando € # 0

tiene centro (¢710) y cuando € = 0 su centro es Y.

Demostracion. Como vimos la recta XY estd fija punto por punto bajo 7. 5. Supon-
gamos que € + 0 y tomemos un punto P = (g, yo). La recta que pasa por Py (¢710)
es y = x(e710) — xo(¢7'0) + yo; la imagen de P bajo 7.5 también estd en esa rec-

ta, por lo tanto las rectas que pasan por (¢7'§) son invariantes y asi éste es el centro.

Sie = 0 entonces 7. 5 manda a P en (zg,yo+0), la recta Y P es x = xy. Entonces
permuta los puntos de esta recta. Se sigue de aqui que las rectas que pasan por Y

son invariantes y por lo tanto Y es el centro.
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4.3.2. Colineacion (,,

Para p, o € Q\{0} definimos la funcién ¢,, en 2 como

Coo & (2,y) = (2p,y0).

Ahora veamos que (,, puede extenderse a una colineacion de 2. Tomemos una
recta cualquiera [. Si [ es de la forma y = zu + k entonces dado cualquier punto

(x0,%0) en esa recta tenemos que se satisface que:

Yo = Tolb + K,

de donde vemos que

Yoo = (zopt + K)o = opo + ko = (zop)(p~ ' po) + ko

Esto implica que cada una de la imagenes de los puntos de la recta estan en la

recta y = z(p~'po) + ko.

En caso de que la recta sea de la forma z = A, la imdgen bajo (,, del punto
(A, 40) es (Ap,yo0) v estard en la recta x = Ap, con lo que vemos que (,, fija al
punto Y. La recta XY va a si misma porque el punto (u) va al punto (p~'puo) y Y

vaaY.
Proposicién. 4.5. (,; es una (X, OY)-homologia.

Demostracion. Como vimos anteriormente, (1) bajo la colineacién 1 va a (p~'p),
entonces X = (0) queda fijo. Recordemos que la recta OY es la recta x = 0, y
cada punto en estd recta queda fijo bajo la colineaciéon (,;. De aqui concluimos
que la recta OY queda fija punto por punto. Por tltimo, si tomamos un punto
P = (xg,y0) con zy # 0, entonces la recta que pasa por Py X es y = yp; notemos
que C,1(%0,Y0) = (Top,yo) ¥y este punto también pertenece a la recta X P. Por lo

tanto X es el centro y OY el eje. |

De manera anéloga se prueba que (; , es una (Y, OX)-homologia. En general las

colineaciones (,, no son colineaciones centrales.
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4.3.3. Colineaciones R y U

Ahora estudiemos a la funcién R : (z,y) — (y,x). Es inmediato que es una fun-
ci6én biyectiva en el conjunto de puntos propios. Si (xg, yo) estd en la recta y = zp+ kK
con p # 0 entonces yo = wou + K, de donde se sigue que you ™! = wopup ™t + kp !
Despejando g obtenemos zg = you ™' — k!, de modo que R(zg, yo) esté en la recta
y = xp~t — kp~t. Ahora, las imdgenes de las rectas ¥ = A son las rectas y = \, y
viceversa. Por lo que R se extiende un colineacién de © que manda () a (p') con

i # 0 e intercambia X y Y.

La funcién U : (x,y) — (x + y,y — x) es una funcién biyectiva, ya que tiene por
inversa a la funcién U’ que envia (x,y) — (y — x, —x — y). Verifiquemos que U y U’

son funciones inversas:

UU(z,y) =U(r+y,y—z)=((y—2)— (+y),—(r+y) — (y —2)) = (z,y).

Ademas es una funcién que manda puntos propios colineales en puntos propios
colineales. Tomemos una recta de la forma y = zu + k con p € Q* Un punto

(zo,Y0) en ella serd tal que yo = zop + K. Asi

To — Yo = To — Lo — K
= (zg — xop)pp™" — K (4.2)
= (wop — wop* )~ — k.

Ya que p? = —1 tenemos que

To — Yo = (Topt + To)p™ — K
=(o—r+z)pu~ — K (43)
= (

= (

Con lo cual vemos que si p € O, la imagen de la recta y = zu + k bajo U es la

recta y = x(—p) + Kp — K.
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Consideremos una recta que tiene por ecuacion y = x + . Un punto (g, yo) en
la recta satisface que yg = x¢ + k. Esto implica que yo — xo = k y la imagen del
punto estard en la recta y = —k. Por otro lado, si (xg, o) es un punto de la recta
y = — + K tenemos que Yy + ro = k y la recta va a la recta x = k. Por tdltimo, si

(0,Y0) es un punto de la recta y = k entonces yo = K. Asi que

To — Yo = To + Yo + Yo
=Zo+ Yo + K.
Por lo tanto la recta y = x bajo la funcién U va a la recta y = x — k.

S6lo resta considerar las rectas de la forma z = A. Un punto (xq, o) en la recta

x = A satisface que xg = \ y entonces

To — Yo = To — Yo + To — To
= To + To — Yo — To
= —xy — Yo — To (4.5)
= (=) (1) ~ X
= (zo +yo)(—1) — A
por lo que la recta z = X tiene por imagen a la recta y = z(—1) — \.
Para extender a U definimos U((0)) := (1), U((Y)) := (=1), U((1)) := (0),
U((=1)) = Y y U(u)) = (~1) con g # 1,~1,0.

4.3.4. Colineaciones dadas por automorfismos

En el capitulo 2 hablamos de los automorfismos del casi-campo de los mini-
cuaternios. Dado un automorfismo F que envia a « en el elemento o definimos
Ay : (w,y) = (F(2), F(y)).

Veamos que podemos extender A, a una colineacién de 2. Primero probaremos
que los puntos propios colineales van a puntos propios colineales y luego definiremos
la funcion en los puntos ideales. Sea una recta de tipo = A un punto en ella es de la
forma (A, yo). Bajo la funcién A, su imagen es (A, (), A, (yo)) que es un punto en

la recta x = A, (), por lo que los puntos propios de x = A van a los puntos propios
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de la recta © = A, (). En una recta con ecuacién y = zu + £k un punto (g, yo) que
pertenece a ella satisface que yo = xou+k, y como F es un automorfismo se satisface
que F(y) = F(z)F () + F(r). Con lo cual vemos que A, ((xo,y0)) = (F(x0), F(yo))
pertenece a la recta y = xF(u) + F (k). En los puntos de la recta XY definimos A,
como A, ((p)) := (F(u)), en particular la imagen del punto X = (0) es X. Definimos
AY):=Y.

4.4. Transitividad en ¢

En esta seccién analizamos si dado un punto P y una recta [ existe o no una
(P, 1)-colineacion distinta de la identidad, y mas ain, si Q es (P,)-transitivo. Esto
nos ayudard a concluir que el plano no es desarguesiano (teorema 1.21).

Anteriormente vimos que las siguientes son colineaciones.

T€75 : (xay) — <x+‘€7y+ 6)7

(1) = (1), (4.6)

Y —Y.

Cpo & (2, y) = (2p,y0),
(1) = (p~'po), (4.7)

Y = Y(p,0+0).

R:(2,y) > (y.2),
X -YY - X, (4.8)

() = (u™") para p # 0.

U(Iay)’_’(x+yaff—y

),
(0) — (1), (1) — (0), (4.9)
(1) > VY = (=1)
1

)

(1) = (=) con p#0,1,—1.
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Ay (z,y) = (F(z), F(y)
(1) = (F(p)), Y =Y.

(4.10)

donde F es un automorfismo tal que F(a) = X € Q=

Proposicién. 4.6. Las funciones descritas en (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) y (4.10) son

colineaciones de 2. Ademds permutan a las parejas imprimitivas descritas en (4.1).

Demostracion. En la seccion 4.3 vimos que todas estas funciones son colineaciones,

ademas de que

7.5 deja a cada punto ideal fijo.

(o deja fija a la pareja {X,Y} pues deja fijo a cada uno de ellos. Por otro lado,
manda a la pareja {(1), (—p)} en (p~'po), (—p~ po).

Cuando aplicamos R, el punto (i) va a (u=') para u # 0. X y Y se intercambian.
En la colineacion U tenemos que U (0) = (1), U(Y) = (=1),U(1) = (0), U(-1) =Y
yU(p) = (—p) st p#0,1,-1

Dada una colineacién Ay y o # 0, como F es un automorfismo entonces F'(—pu) =

—F(p). Por otro lado X, Y son puntos fijos.

La proposicion 4.3 prueba que las parejas imprimitivas conforman un sistema
de bloques de imprimitividad [10] bajo el grupo de colineaciones generado por las
colineaciones 7. 5, () -, R,U, Aj.

Con los siguientes lemas veremos que existen colineaciones que permutan las
parejas imprimitivas de manera transitiva, es decir, dadas dos parejas existe una

colineacion que manda la primera en la segunda.

Lema. 4.7. Si p + 0 hay una colineacién que manda (u) a Xy (—u) a Y.

Demostracion. Recordemos primero que U(X) =1, U(Y) = =1y Cu1(p) = (=t x

px 1) = (1). Como la colineacién permuta las parejas imprimitivas se satisface
que C,1(—p) = (—1). De lo anterior tenemos que (Ut o (,1)(p) = (X)y U o
Cut)(=p) = (). u



4.4. TRANSITIVIDAD EN () 49

Lema. 4.8. Dadas dos parejas imprimitivas {Vi, W1} y {Va, W} existe una colinea-

cion que manda Vy a Vo y Wy a Wa.

Demostracion. Por el lema anterior existen colineaciones F; que mandan V; a X y

W; aY, para i = 1,2. Entonces F, ' F; es la colineacién buscada. |

Tenemos un resultado similar al lema 4.8. Para cualesquiera dos puntos propios
existe una colineacién que los envia a otros dos puntos propios. Este resultado esta

expuesto en el siguiente lema.

Lema. 4.9. Dados dos puntos propios distintos A y B, y dos puntos propios distintos

A’y B, existe una colineaciéon que manda A en A’ y B’ en B.

Demostracion. Primero probemos que dados cualesquiera dos A y B existe una
colineacion que manda A a (0,0), y B a (1,0). Tomemos las rectas AB y XY. Hay
una colineacién que manda el punto Z = AB n XY a X. Si Z = (u) existe por
el lema 4.8. Si Z =Y, tenemos que R(Y) = X. Supongamos que mediante esta
colineacién A va A; = (p,0) y B a cierto punto B;. La colineaciéon 7_, _, manda
Ay a (0,0), a By a cierto punto By y deja a X fijo. Como A,B,Z son colineales sus
imégenes van a la misma recta bajo la composiciéon de las colineaciones anteriores,
asi X, (0,0) y By, estan en la recta y = 0, por lo que By = (7,0). Con (-1 By va
(1,0) mientras que X y (0,0) se quedan fijos. De manera analoga encontramos una

colineacién que mande A"y B’ a (0,0) y a (1,0). |

Observacion. 4.10. De la proposicién anterior, concluimos que dadas dos rectas

propias existe una colineaciéon que envia una en la otra.

En los siguientes resultados mostramos parejas (P,1) con P un punto y [ una

recta para las que Q resulta ser (P,[)-transitivo.
Teorema. 4.11. Q es (W, XY)-transitivo para toda W e XY

Demostracion. Si W =Y, por la proposiciéon 4.4 sabemos que 7y, es una elacién
con centro Y y eje XY'; como hay una para cada € € Q tenemos que hay 9 elaciones
diferentes. De igual forma si W = (i), tenemos que 7., es una (W, XY)-elacién
por la proposicién 4.4 con lo cual obtenemos 9 ((u), XY)—elaciones diferentes, una

para cada € € ). Por el teorema 1.20 concluimos que §2 es (W, XY')-transitivo. W
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Teorema. 4.12. Q es (X, OY)-transitivo y (Y, OX) transitivo.

Demostracion. Para cada p € Q\{0} tenemos que (,; es una (X, OY')-homologia por
la proposicion 4.5, entonces tenemos 8 homologias distintas y por el teorema 1.20,
Q es (X, OY)-transitivo. De manera analoga € es (Y, OX) transitivo ya que (; , es
una (Y, OX)-homologia. |

Recordemos que dado un punto propio P = (g,0) la colineacién 7.5 fijaa X y a
Y, ademas envia O a P. Por lo que tenemos el siguiente corolario que se sigue del

teorema 1.19.

Corolario. 4.13. Si P es un punto propio tenemos que
i) Q es (X, PY)-transitivo y (Y, PX)-transitivo.
ii) Q2 es (W, PW’)-transitivo, para W, W' una pareja imprimitiva.

Demostracion. Sea P = (xg,yo). Tenemos que §2 es (X, OY)-transitivo por el teore-
ma 4.12. Como 7, ,, €s una colineacion, Q2 es (Tug 4o (X)), Tug.yo (O)Tug 4o (Y))-transitivo
por el teorema 1.19. Ademas X y Y son puntos fijos bajo 7,,,,, mientras que
Toowo (O) = P. De manera andloga probamos el plano es (Y, PX)-transitivo lo que

concluye la prueba del primer inciso.

De manera anéloga, usando el teorema 4.12 vemos que €2 es (W, PW')-transitivo
ya que la pareja imprimitiva {X,Y} puede enviarse mediante una colineacién a

cualquier otra pareja imprimitiva (ver teorema 1.19 y lema 4.8). |

No para cualquier punto P y recta [ existe una (P, [)-colineacién diferente de la

identidad. Por ejemplo no existen colineaciones no triviales con centro X y eje OX.

Para verificar los anterior supongamos que hay una (X, OX)-colineacién C. Como
X es el centro, tenemos que bajo C los puntos de una recta que pasa por X se
permutan entre ellos. La recta que pasa por un punto (xg, y9) y X es la recta y = ypo,
asi que la imagen de (z,yo) es un punto (z(,y) con zj, € Q. De la misma manera
la imagen de un punto ideal diferente de X es un punto en la recta ideal ya que la

recta XY es invariante.
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Analicemos las posibles imagenes del punto (1). La imagen de (1) no puede ser
X, ya que X es un punto fijo bajo una (X, OX)-colineacién y la tnica colineacion
que envia (1) a (1) es la colineacién identidad. Falta analizar los casos donde la

imagen del punto (1) es (—1), Y o (u) con p € Q*.

Lema. 4.14. No existe una (X, OX)-colineacién en la que la imagen de (1) es Y.

Demostracion. Los puntos (1),(zo, ¥0) ¥ (o —yo, 0) perteneces a la recta y = z—xo+
Yo Asi que los puntos C((1)) =Y, C((zo — 40,0)) = (0 —0,0) v C(x0,y0) = (24, Yo)
también son colineales. Como Y y (z¢ —yo, 0) estdn en la recta z = x¢ —yo se deduce
que xf, = o — Yo. Por lo tanto la imagen de un punto (zg,yo) es (o — Yo, Yo)-

Por otro lado los puntos (0,0), (1,a) vy (o, —1) estéan en la recta y = xa. Sin
embargo los puntos C(0,0) = (0,0), C(1,a) = (=03, a) estan en la recta y = x(—v),

mientras que C(a, —1) = (v, —1) no pertenece a esa recta. |
Lema. 4.15. No existe una (X, OX)-colineacién en la que la imagen de (1) es (—1).

Demostracion. Sea C es una (X, OX)-colineacién tal que C((1)) = (—1). De manera

andloga al lema 4.14 vemos que (—1), (z(,%0) ¥ (o — %o,0) son puntos colineales

que pertenecen a la recta y = x(—1) + g — yo y obtenemos que xf, = o + Yo.
Como en el caso anterior, los puntos colineales (0,0), (1,«) y («,—1) no van a

puntos colineales, ya que C(0,0) = (0,0), C(1,«) = (v,a) y C(a, —1) = (5, —1); el
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primero y el tltimo estédn en la recta y = 3, pero el punto (v, @) no pertenece a

dicha recta. [

Por tltimo consideremos el caso en que la imagen de (1) es un punto (u) con
e QF.
Lema. 4.16. No existe una (X, OX)-colineacion en la que la imagen de (1) es (u)

con pu € QF.

Demostracion. Las colineaciones A, de la proposicién 4.6 fijan a X y a la recta OX.
Para cada punto (), hay una colineacién A, que envia el punto (a) a (i), por lo
que basta verificar que no existen (X, OX)-colineaciones no triviales en la que la
imagen de (1) sea (a). Supongamos que el punto («) es la imagen del punto (1)
bajo la (X, OX)-colineacién F. Consideremos los puntos («), (zo — 0,0) v (23, yo)
que son colineales y pertenecen a la recta y = ra + ypao — roar de donde vemos que
Ty = Yoot + o — Yo.

Es facil ver que los puntos (0,0), (1, —1) y (—«, «) pertenecen a la recta y = —z.

Pero C(0,0) = (0,0),

C1,~1) =(a+1+1,-1)=(a—1,-1)=(8,—-1),

C(—a,a) = (aa™' —a—a,a) = (1+a,a) = (7,a),

no son colineales, ya que los puntos (0,0) (8, —1) estan en la recta y = =3 y el punto

(7, @) no esté contenido en dicha recta. |

Corolario. 4.17. Si [ es una recta propia y L es el punto ideal que esta en [, no

hay una (L, [)-elacién ademés de la trivial.

Demostracion. Si existiera una (L, [)-elacién no trivial, entonces como hay una co-
lineaciéon que manda L a X y [ a OX por la observacion 4.10, también habria una

(X, OX)-elacién no trivial contradiciendo el lema 4.16. |

Observacién. 4.18. Como 2 no es (X, 0X) transitivo, no es desarguesiano y de

esto es claro que no es isomorfo al plano sobre el campo de orden 9.

La recta ideal es una recta esencialmente diferente a las rectas propias, como

veremos en el siguiente teorema.
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Teorema. 4.19. Cada colineacion de €2 manda a la recta ideal en s{ misma.

Demostracion. Supongamos que hay una colineaciéon C que manda la recta ideal XY
a una recta propia [ y sea W el punto ideal en [. Entonces, como 2 es (W, XY )—
transitivo con W € XY por el teorema 4.11, también es (C(W),C(XY))-transitivo

por el 1.19, lo que contradice el corolario 4.17. [ |

Ya vimos que no habia colineaciones centrales no triviales que tengan por eje una
recta propia y por centro el punto ideal de la recta (corolario 4.17). En el siguiente
teorema vemos que no hay colineaciones no triviales con centro un punto propio y

eje una recta propia.

Teorema. 4.20. No hay una (P, [)-colineacién no trivial, con P un punto propio y

[ una recta propia.

Demostracion. Supongamos que existe dicha colineaciéon, como es no trivial la ima-

gen de la recta ideal es una recta propia m lo cual contradice el teorema 4.19. W
Teorema. 4.21. () no es autodual.

Demostracion. Por en teorema 4.11, Q es (W, XY)-transitivo para todo punto W
en XY. Entonces en QF es (XY, w)-transitivo con XY punto de QP y w cualquier
recta que pase por él. Por otro lado en €2, por los teoremas 4.17 y 4.20, tenemos que
no hay un punto P para el que el plano sea (P, [)-transitivo para cualquier recta [

que pase por P. Por lo tanto el plano €2 no es autodual. [ ]
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Conclusiones

Hay 4 planos proyectivos de orden 9. En esta tesis probamos la existencia de tres
de ellos: el plano proyectivo construido sobre el campo de orden 9, el plano 2 (que
es diferente del plano del campo por la observacién 4.18) y su dual Q. El plano
QP no es desarguesiano asi que es diferente al plano proyectivo sobre el campo con
9 elementos y por el teorema 4.21 sabemos que es diferente a 2. El plano ¥ es un
cuarto plano de orden 9 que es autodual por lo tanto no es isomorfo a ) y no es
desarguesiano con lo cual vemos que no es isomorfo al del campo. Los detalles de

este cuarto plano proyectivo pueden encontrarse en [1].
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