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Resumen

La presente tesis trata de la construcción de planos proyectivos. Damos una

construcción general para los planos proyectivos sobre campos. Todos estos planos

proyectivos son desarguesianos (cumplen con el teorema de Desargues).

El orden 9 es el primero para el cual hay planos proyectivos no desarguesianos,

como todos los plano que se construyen sobre campos son desarguesianos, necesita-

mos otra estructura. Construiremos dos Ω y su dual planos Ω y su dual que no son

desarguesianos. Estos se construyen sobre un casi-campo con 9 elementos que se lla-

ma minicuaternios. Además existe otro plano no isomorfo a los anteriores, también

construido sobre los minicuaternios que es no desarguesiano.

plano, proyectivo, casi-campo, minicuaternios, desarguesiano
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Abstract

In this tesis we construct projective planes. We have a general construction of

the planes over a field. Every projective plane over a field has the property of being

desarguesian (this means that the Desargues’ theorem holds).

In order 9 we have the first planes which aren’t desaguesian, as all the planes over

a field are desarguesian, to construct a no desarguesian plane we need other structure.

The structure we use is a near-field called Miniquaternions. The projective plane Ω

and its dual are no desarguesian planes. Also there is another plane not isomorphic

to Ω and its dual.
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Introducción

Dentro de las matemáticas discretas se han estudiado varias estructuras de in-

cidencia consistentes de un conjunto de puntos y un conjunto de subconjuntos de

puntos. Un ejemplo de ellas son las gráficas [2], que constan de un conjunto de

puntos que son los vértices y un conjunto de aristas que son subconjuntos de dos

vértices. Otros ejemplos son los matroides [3] y los diseños de bloques. Las estruc-

turas de incidencia que son importantes para esta tesis son los planos proyectivos, y

en menor medida los planos euclidianos, que están conformados por puntos y rectas

(subconjuntos de puntos).

En el plano euclidiano real tenemos que por cualesquiera dos puntos diferentes

pasa una única recta. Además dos rectas diferentes se intersectan en un único punto

a menos que sean paralelas. Entonces, si agregamos una recta que contenga puntos

de intersección para las rectas paralelas, obtendremos una estructura en la que cua-

lesquiera dos rectas se intersectan en un único punto, que es conocida como el plano

proyectivo real.

Podemos pensar a un plano proyectivo como un plano euclidiano agregándole una

recta a la que llamamos recta al infinito conformada por los puntos de intersección

de las rectas paralelas.

Es posible construir un plano euclidiano combinatorio a partir de cualquier cam-

po, de manera análoga a la construcción sobre los reales. La definición combinatoria

de plano euclidiano se basa en las incidencias de puntos y rectas de los planos eucli-

dianos construidos sobre campos, pero hay estructuras que satisfacen estos axiomas,

y por lo tanto son planos euclidianos combinatorios, sin embargo no pueden ser

construidas a partir de campos.

En el capítulo 1 se probará que en los planos proyectivos finitos todas las rectas

vii
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tienen la misma cantidad de puntos, por lo que podemos definir el orden de un plano

a partir de la cantidad de puntos que contiene una recta (uno menos que la cantidad

de puntos).

En 1782 Euler propuso el problema de los treinta y seis oficiales, el cual pregunta

si se pueden colocar 36 oficiales diferentes de 6 regimientos diferentes con 6 rangos

diferentes en una cuadrícula de 6ˆ6 de tal forma que en ninguna columna o renglón

haya dos oficiales del mismo rango o regimiento. En 1901 Gaston Tarry probó que

no se podía hacer el arreglo del problema de los 36 oficiales [9].

Determinar todos los planos proyectivos finitos sigue siendo un problema abier-

to. Por ejemplo se sabe que no hay un plano proyectivo de orden 6, porque esto

implicaría que se puede resolver el problema de los 36 oficiales.

Los planos proyectivos que se obtienen a partir de un campo son "desarguesianos"[8],

lo que quiere decir que en el plano tenemos la configuración del teorema de Desar-

gues. Dicha propiedad afirma que cualesquiera dos triángulos en perspectiva desde

un punto se encuentran en perspectiva desde una recta. En el capítulo 2 se abunda

sobre la propiedad de ser desarguesiano.

Todos los planos proyectivos de orden a los más 8 son desarguesianos. Existen 4

planos proyectivos distintos de orden 9 (todos tienen 91 puntos). Uno es el plano pro-

yectivo construido sobre el campo con 9 elementos y por lo tanto es desarguesiano.

Los 3 restantes no son desarguesianos, y por lo tanto no pueden ser construidos a

partir de un campo. Sin embargo los podemos construir sobre el casi-campo de los

minicuaternios (que tiene 9 elementos). Un casi-campo es una estructura que como

su nombre lo indica es casi un campo salvo algunos axiomas de conmutatividad y dis-

tributividad. Los minicuaternios reciben este nombre ya que su grupo multiplicativo

es el grupo de los cuaternios.

Hanfried Lenz dio una clasificación de planos proyectivos en 1954 [6], que des-

pués fue mejorada por Adriano Barlotti en 1957 [7]. Los clasificaron mediante el

grupo de colineaciones del plano proyectivo y los puntos y rectas para los cuales era

transitivo. Esta clasificación es conocida como la clasificación de Lenz-Bartolli de

planos proyectivos.

Los planos proyectivos que se presentan en este trabajo son principlamente los
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de orden 9, que es el menor orden para el que existe un plano proyectivo no desar-

guesiano. Como dijimos hay 4 planos de orden 9: el que se construye sobre el campo

con 9 elementos y que es autodual; un plano al que llamaremos Ω construido sobre

los minicuaternios que es diferente a su dual ΩD; y un plano Ψ también construido

sobre los Mincuaternios que es autodual.

El plano Ω se construye a partir de un plano afín construido sobre los minicua-

ternios y que luego se extiende a un plano proyectivo. A partir de éste construi-

mos su plano dual ΩD que no es isomorfo a Ω, lo cual se puede ver a partir de la

pP, lq-transitividad de Ω y ΩD para ciertos puntos y rectas. Estos dos planos son no

desarguesianos.

Además de construirse completando el plano proyectivo real con una recta, el

plano proyectivo real también se puede construir mediante coordenadas homogéneas

en R3. El plano Ψ se construye de forma parecida mediante coordenadas homogéneas

de ternas ordenadas que tienen por entradas elementos de los minicuaternios. Este

plano tampoco es desarguesiano. El plano Ψ no está presente en el desarrollo de este

trabajo ya que incrementaría demasiado su contenido.

La presente tesis se basa en el libro miniquaternion Geometry [1]. En el primer

capítulo damos las definición de plano proyectivo y sus propiedades básicas, además

de hablar de las colineaciones. En el segundo capítulo analizamos dos casi-campos

de orden 9, el campo finito de orden 9 y los minicuaternios. En el capítulo 3 vemos

una construcción de los planos proyectivos sobre campos. Por último, en el capítulo

4 analizamos los planos Ω y ΩD que no son desarguesianos.
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Capítulo 1

Planos proyectivos

En este capítulo daremos la nociones básicas de planos proyectivos. En un plano

proyectivo tenemos puntos y rectas (subconjuntos de puntos) y estudiamos sus re-

laciones de incidencia.

Definición. 1.1. Un plano proyectivo es un conjunto de puntos y rectas relacionados

mediante incidencia, que cumple los siguientes axiomas:

1) Dados dos puntos hay una única recta que los contiene.

2) Dadas dos rectas hay exactamente un punto que pertenece a ambas.

3) Hay un conjunto de 4 puntos con la propiedad de que cualesquiera 3 no pertenecen

a la misma recta.

Si un punto está en una recta se dice que esta contenido o que pertenece a la recta.

El último axioma se pide para evitar a los planos degenerados [5].

Denotaremos a la única recta que pasa por los puntos A y B por AB, y lXm al

único punto en la intersección de las rectas l y m.

El plano de la figura 1.1 es conocido como el plano de Fano. El plano de Fano

es un plano proyectivo. Tiene 7 puntos que son A,B,C,D,E, F,G. Sus 7 rectas

tienen 3 puntos cada una, y son tA,B,Cu, tC,F,Gu, tC,D,Eu, tB,F,Du, tA,F,Eu,

tB,G,Eu y tA,G,Du. Es fácil convencerse de que el plano de Fano cumple los 3

axiomas de plano proyectivo.

Definición. 1.2. Un cuadrángulo regular es un conjunto de cuatro puntos en los

que no hay 3 que sean colineales, es decir, que satisfagan el axioma 3q de la definición

1



2 CAPÍTULO 1. PLANOS PROYECTIVOS

Figura 1.1: Plano de Fano

1.1.

Por ejemplo en el plano de Fano los puntos F,D,G y E forman un cuadrángulo

regular (ver figura 1.1).

Gracias a la existencia de un cuadrángulo regular tenemos el siguiente lema.

Lema. 1.3. Dadas dos rectas diferentes en un plano proyectivo existe un punto que

no pertenece a ninguna de ellas.

Demostración. Sean l y m dos rectas en un plano proyectivo. Por la existencia de

un cuadrángulo regular (axioma 3) tenemos 4 puntos A,B,C y D que cumplen que

no hay tres de ellos que sean colineales. Si alguno de estos puntos no está en l ni en

m, es el punto buscado. En caso contrario tenemos A,B,C y D en l Ym, pero no

hay tres que pertenezcan a la misma recta. Digamos que A y C están en l y que B

y D están en m (ver figura 1.2).

Las rectas AB y CD se intersectan en un punto P . Como A pertenece a l y B a

m, entonces P no pertenece a l ni a m. �

Definición. 1.4. Al conjunto de rectas que pasan por un punto lo llamamos lápiz

de rectas.
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Figura 1.2:

A partir de un plano proyectivo Π podemos definir al plano dual ΠD, el cual

tiene por puntos a las rectas de Π y las rectas son lápices de rectas por Π. Como

las rectas en ΠD se corresponden con los puntos de Π se satisface que un punto es

incidente a una recta en ΠD si y sólo si son incidentes en Π como recta y punto

respectivamente.

Observación. 1.5. El plano de Fano es igual a su dual salvo por un reetiquetado

de vértices (ver figura 1.3).

La dualidad puede usarse para construir nuevos planos proyectivos, como muestra

el siguiente teorema.

Teorema. 1.6. Dado cualquier plano proyectivo Π su dual ΠD es un plano proyec-

tivo.

Demostración. Probaremos los 3 incisos de las definición 1.1 se valen para ΠD.

Dos puntos L y M en ΠD son dos rectas en Π. Entonces hay un único punto P de

Π en el que L y M se intersectan, por lo que este punto P es la única recta en ΠD

que contiene a ambos puntos.

De manera análoga, por el axioma 1q de la definición de plano proyectivo tenemos

que se cumple el axioma 2q en el plano dual; la recta que pasa por dos puntos P y

Q en Π corresponde al punto de intersección de las rectas que representan a P y Q

en ΠD.
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Figura 1.3: Dual del plano de Fano

Figura 1.4: Cuadrángulo regular

Como Π es un plano proyectivo existe un cuadrángulo regular ABCD (ver figura

1.4), entonces como en A,B,C,D no hay 3 puntos que sean colineales, en las rectas

AB, BC, CD y DA no hay 3 que sean concurrentes; y por lo tanto en ΠD los puntos

AB,BC,CD y DA son 4 puntos de ΠD de los cuales no hay 3 que sean colineales.

�

Los axiomas que debe satisfacer un plano proyectivo imponen varias restricciones

sobre el número de puntos de cada recta, como muestran los siguientes resultados.

Proposición. 1.7. En un plano proyectivo finito se cumple que:

i) Todas las rectas tienen el mismo número de puntos.

ii) El número de puntos en una recta es igual al número de rectas que pasan por un
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punto.

Demostración. Sean P y l un punto y una recta respectivamente, tales que P R l.

Cada recta que pasa por P intersecta a la recta l en un único punto, entonces

tenemos una correspondencia biyectiva entre los puntos de l y las rectas que pasan

por P . Sea m una recta distinta de l y Q un punto que no pertenezca a ninguna de

ellas, el cual existe por 1.3. Entonces las rectas que pasan por Q se corresponden

biyectivamente con los puntos en l y con los puntos en m, por lo que l y m tienen

el mismo número de puntos lo que prueba el primer inciso.

Como hemos visto, las rectas que pasan por un punto se corresponden biyectivamente

con los puntos de una recta a la que no pertenezca el punto, pero como todas las

rectas tienen la misma cantidad de puntos, se deduce ii). �

Decimos que un plano proyectivo con una cantidad finita de puntos tiene orden k

si cada recta tiene k` 1 puntos. Sabiendo el orden de un plano proyectivo podemos

deducir el número de rectas y puntos que contiene.

Teorema. 1.8. Un plano proyectivo finito de orden k tiene k2 ` k ` 1 rectas y

k2 ` k ` 1 puntos.

Demostración. Una recta l tiene k ` 1 puntos y por cualquier punto pasan k ` 1

rectas. Entonces tenemos k ` 1 puntos en l por los que pasan k rectas distintas de

l. Esto da en total pk ` 1qk rectas más la recta l, lo que nos da k2 ` k ` 1 rectas

distintas. De lo anterior es fácil ver que hay k2 ` k ` 1 puntos, ya que tenemos

k2 ` k ` 1 rectas con k ` 1 puntos, pero cada punto está en k ` 1 rectas. �

Definición. 1.9. Dos planos proyectivos son isomorfos si hay una biyección entre

los conjuntos de puntos tal que los puntos de una recta tienen por imágenes los

puntos de una recta.

No hay planos proyectivos de orden 1 ya que los planos proyectivos tienen al me-

nos 4 puntos. Veamos que hay un único plano de orden 2 salvo isomorfismo. Si Π es

un plano proyectivo de orden 2, entonces tiene 7 puntos digamos A,B,C,D,E, F,G.

Cada recta tiene 3 puntos y por cada punto pasan 3 rectas diferentes. Como en la fi-

gura 1.1, tomemos como rectas por A a los conjuntos tA,B,Du, tA,G,Cu,tA,E, F u.
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Figura 1.5: Colineación en el plano de Fano

La recta que une a B y C tiene que intersectar a tA,E, F u en un punto diferente de

A; tomemos E como el punto de intersección de las rectas BC y AE. De lo anterior

tenemos que necesariamente BGX AE “ F , DC X AE “ F , DGX AE “ E.

Así vemos que existe un plano de orden 2 salvo isomorfismo (el plano de Fano).

1.1. Colineaciones

Como los puntos y las rectas son los elementos básicos de un plano proyectivo

las funciones que nos van a interesar son aquellas que envían puntos en puntos y

rectas en rectas.

Definición. 1.10. Una colineación C en un plano proyectivo es una función biyectiva

del conjunto de puntos a sí mismo que manda rectas en rectas.

Por ejemplo la identidad es una colineación. En el plano de Fano vemos que

intercambiar las rectas AB y BC a manera de reflexión produce una colineación

(ver figura 1.5).

Proposición. 1.11. El conjunto de colineaciones de un plano proyectivo finito es

un grupo con la composición.

Demostración. Sean C y B colineaciones de un plano Π. Tomamos una recta l en el

plano, entonces Bplq “ l1 es una recta y Cpl1q es una recta por que C es una colinea-

ción, por lo que CBplq es una recta y el conjunto de colineaciones es cerrado bajo la
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operación.

La función identidad es biyectiva y deja fijas a las rectas por lo tanto es una coli-

neación.

Como las colineaciones son funciones biyectivas sus funciones inversas existen. Vea-

mos que la inversa de una colineación manda rectas en rectas. Sea l una recta en

un plano de orden k, entonces consta de k` 1 puntos y por lo tanto C´1plq también

tiene k ` 1 puntos. Supongamos que C´1plq no es una recta. Entonces existen tres

puntos A,B,C en la preimagen que no son colineales. Sin embargo, las imágenes de

las rectas AB, BC y CA bajo la colineación están en l. Lo anterior no es posible ya

que su unión involucra más de k ` 1 puntos. �

Hay dos tipos de colineaciones de especial interés para nosotros: las centrales y

las axiales.

Definición. 1.12. Una colineación central C es una colineación tal que existe un

punto P llamado centro que satisface lo siguiente:

i) P es un punto fijo,

ii) Para cada punto X se cumple que CpXq P PX.

La colineación de la figura 1.5 es una colineación central que tiene por centro al

punto F .

Observación. 1.13. Sea X un punto en un plano proyectivo. Si tenemos un co-

lineación central con centro P , la recta PX estará fija bajo la colineación, ya que

cualquier punto A distinto de P en la recta PX es tal que CpAq P PA “ PX. Por

lo tanto cada colineación central induce una permutación en el conjunto de puntos

en cada recta que pasa por P .

De forma dual definimos otro tipo de colineación.

Definición. 1.14. Una colineación axial es una colineación con una recta fija, a la

que llamamos eje, que está fija punto por punto.

La colineación de la figura 1.5 además de ser una colineación central es una

colineación axial que tiene por eje la recta BF .
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Figura 1.6:

En realidad las colineaciones centrales son axiales y las colineaciones axiales son

centrales. Antes de verificar lo anterior notemos primero que:

Lema. 1.15. Una colineación central que tiene un eje está determinada de forma

única por el centro P , por el eje l, un punto X que no pertenece a l, y la imagen de

X.

Demostración. Sean C una colineación central, sea Y R XP tal que Y R l, y sea Y 1

la imagen de Y . Tenemos que Y 1 P PY . Sea N “ XY X l; la imagen de la recta

XN es la recta X 1N , entonces Y 1 P X 1N . Dado que también Y 1 P PY , vemos que

Y 1 “ X 1N X PY (ver figura 1.6).

Sea Z un punto en XP diferente de X y de P , podemos encontrar su imagen de

forma análoga. �

Lema. 1.16. Sea C una colineación central y l una recta que no queda invariante

bajo C, entonces Cplq X l es un punto fijo de C.

Demostración. Sea A “ CplqX l y P el centro de la colineación. Tenemos que CpAq P

Cplq, y como es una colineación central, CpAq P PA. Por lo tanto CpAq “ A. �

La colineación identidad es central y fija a todas la rectas punto por punto, por

lo que todas las rectas son ejes. Para colineaciones centrales que no son la identidad

tenemos la siguiente proposición.
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Figura 1.7:

Proposición. 1.17. Cada colineación central C distinta de la identidad tiene un eje

y es único.

Demostración. Supongamos que hay más de un eje, sean l y m ejes distintos. Sea

X un punto tal que X ‰ P , X R l y X R m. Sean A,C P l tales que A,C R m

(ver figura 1.7). La recta AX intersecta a m en un punto B, de igual forma CX

intersecta a m en un punto D distinto de B. Como l y m son ejes A,B,C y D son

puntos fijos y las rectas AX y CX están fijas, por lo tanto X es fijo. Entonces todos

lo puntos están fijos y C es la colineación identidad. Esto quiere decir que a lo más

hay un eje en cada colineación central no trivial.

Ahora probemos la existencia de dicho eje bajo el supuesto de que hay una recta

invariante que no pasa por el centro. Supongamos que hay una recta invariante l que

no pasa por el centro P . Si A es un punto en l, PA es una recta invariante, entonces

CpAq P PA y CpAq P l, por lo que A es un punto fijo, y así l es un eje.
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Figura 1.8:

Finalmente probamos la existencia. Tomemos una recta l que no pase por P . Si

es invariante entonces es el eje. Si no, tomemos a A “ l X Cplq, y notemos que A es

fijo por el lema 1.16 (ver figura 1.8). Si PA es fijo punto por punto, es el eje.

Si C no fija a todos los puntos de PA, tomamos B P PA que no es fijo y tomamos

una recta m ‰ PA que pasa por B (ver figura 1.9). La recta no es invariante pues de

lo contrario su intersección con PA sería un punto fijo, pero esa intersección es B.

Como vimos para A tenemos que C “ m X Cpmq es un punto fijo, de donde vemos

que la recta AC es invariante y no pasa por P , por lo tanto es el eje. �

También tenemos que toda colineación axial es central.

Proposición. 1.18. Toda colineación axial no trivial tiene uno y sólo un centro.

Demostración. Sea C una colineación axial con eje l. Supongamos que P y P 1 son

centros distintos y sea X un punto que no este en la recta PP 1. Como P es centro,

PX está fija y por lo mismo P 1X es fija. Entonces su intersección X es un punto fijo.

De esta manera tenemos que todos las rectas están fijas, y por lo tanto los puntos

también, así que es la colineación trivial.

Si hay un punto fijo P que no esté en l, cualquier recta m que pasa por P intersecta

a l. Por lo tanto es una recta invariante, ya que tiene dos puntos fijos P y m X l.
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Figura 1.9:

Así que P es centro. Sólo resta analizar el caso en que no hay puntos fijos fuera

de l. Sean X, Y R l puntos distintos, sea P la intersección de XCpXq y l, y P 1 la

intersección de Y CpY q y l. La intersección de XP “ CpXqP y Y P 1 “ CpY qP 1 es un

punto fijo (ya que XP y Y P 1 son rectas invariantes) así que está en l por que no

hay puntos fijos fuera de l, por lo tanto P “ P 1. Entonces P es es centro ya que es

la intersección de las rectas XCpXq. �

En adelante utilizaremos los siguientes nombre para las colineaciones centrales

dependiendo de si el centro está o no en el eje.

Homología. Colineación central con centro y eje no incidentes. Una homología con

centro P y eje l la denotamos como una pP, lq-homología.

Elación. Colineación central con centro y eje incidentes. Una elación con centro P

y eje l la denotamos como una pP, lq-elación.

Por ejemplo, como vimos anteriormente en el plano de Fano intercambiar las

rectas AB y BC a manera de reflexión produce una elación con centro F y eje BF

(ver figura 1.5).

Una pP, lq-colineación, es un colineación central tal que P es el centro y l es el eje.
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Recordemos que si C es una pP, lq-colineación y X un punto distinto de P que no

está en l, entonces CpXq pertenece a la recta PX. Dado cualquier punto X 1 P PX

diferente de P , nos interesa saber si existe una pP, lq-colineación en la cual la imagen

de X sea X 1.

Un plano Π es pP, lq-transitivo si para cualesquiera puntos X,X 1 colineales con

P tales que X,X 1 ­“ P y X,X 1 R l hay una pP, lq-colineación que envía X a X 1. A

continuación veremos que la existencia de un punto P y una recta l para los cuales

Π es pP, lq-transitivo puede implicar la existencia de otros puntos P 1 y rectas l1 para

las cuales Π sea pP 1, l1q-transitivo.

Teorema. 1.19. Sean Π un plano proyectivo que es pP, lq-transitivo y τ una coli-

neación de Π. Entonces Π es pτpP q, τplqq-transitivo.

Demostración. Sean Y, Y 1 puntos colineales con P 1 :“ τpP q tales que Y, Y 1 R τplq.

Definimos X “ τ´1pY q y X 1 “ τ´1pY 1q, sabemos que X,X 1 R l. Como τ´1 es

también una colineación, X,X 1 y P son puntos colineales. Entonces, como Π es

pP, lq-transitivo, existe una pP, lq-colineación A, tal que ApXq “ X 1. Mediante las

colineaciones anteriores definimos A1 “ τAτ´1, tenemos que A1pY q “ τAτ´1pY q “

τApXq “ τpX 1q “ Y 1.

Hay que ver que A1 es una pτpP q, τplqq-colineación. P 1 es punto fijo de A1 ya que

τAτ´1pP 1q “ τApP q “ τpP q “ P 1. Además tenemos que A1pY q “ τAτ´1pY q “

τApXq “ τpX 1q “ Y 1, donde Y y Y’ son los puntos definidos al inicio de esta

demostración. Por lo tanto P 1 es centro de A1.

Por último veamos que la recta τplq es el eje. Sea Z P τplq, entonces Z “ τpLq con

L un punto en el eje de la colineación A. De donde A1pZq “ τAτ´1pZq “ τApLq “

τpLq “ Z. Por lo tanto τplq es el eje de la colineación A1. �

Teorema. 1.20. Sea Π es un plano finito de orden n entonces:

i) Si P P l y hay n pP, lq-elaciones distintas entonces Π es un plano pP, lq-transitivo.

ii) Si P R l y hay n´ 1 pP, lq-homologías entonces Π es un plano pP, lq-transitivo.

Demostración. En el caso i) tomemos m una recta que pasa por P y X P m un

punto distinto de P . Como hay n elaciones, cada elación manda a X a un punto

distinto por el teorema 1.15. De manera análoga se prueba ii). �
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1.2. Planos desarguesianos

Examinemos una consecuencia interesante de tener una colineación central. Su-

pongamos que τ es una colineación central no trivial con eje l y centro P . Sean

X, Y, Z tres puntos tales que formen un cuadrángulo regular con P . Sean τpXq “

X 1, τpY q “ Y 1, τpZq “ Z 1. Como vimos en el lema 1.16, los puntos A “ XY XX 1Y 1,

B “ Y Z X Y 1Z 1 y C “ ZX X Z 1X 1 son puntos fijos diferentes de P . Esto quiere

decir que los puntos A,B y C pertenecen a l ya que la colineación es no trivial (una

colineación no trivial no tiene puntos fijos además de los puntos del eje y el centro,

ver teorema 1.17).

Lo que acabamos de ver es que una colineación central nos da una configuración

de puntos a la que llamamos configuración de Desargues. En esta configuración se

tienen dos triángulos X, Y, Z y X 1, Y 1, Z 1 (un triángulo es un conjunto de 3 puntos

no colineales) tales que las rectas XX 1, Y Y 1 y ZZ 1 concurren en un punto P , y que

los puntos XY X X 1Y 1, Y Z X Y 1Z 1 y ZX X Z 1X 1 son colineales (ver figura 1.10).

Decimos que dos triángulos X, Y, Z y X 1, Y 1, Z 1 están en perspectiva desde un punto

P si PXX 1, PY Y 1 y PZZ 1 son rectas.

Un plano proyectivo es desarguesiano si cualesquiera dos triángulos en perspecti-

va inducen una configuración de Desargues. Como vimos, las colineaciones centrales

nos dan una configuración de Desargues y esto es fundamental para el siguiente

teorema.

Teorema. 1.21. Un plano proyectivo Π es desarguesiano si es pP, lq-transitivo para

cualquier punto P y cualquier recta l.

Demostración. Sean XY Z y X 1Y 1Z 1 dos triángulos en perpectiva desde P . Como

el plano es pP, lq-transitivo para cualquier punto P y recta l. Existe una pP, Y Zq-

colineación Cx que envía X a X 1, una pP,X 1Zq-colineación Cy que envía Y a Y 1 y

una pP,X 1Y 1q-colineación Cz con CpZq “ Z 1. Entonces C :“ CzCyCx cumple que es

una colineación con centro P que satisface CpXq “ X 1, CpY q “ Y 1 y CpZq “ Z 1.

Por la discusión anterior concluimos XY X X 1Y 1, Y Z X Y 1Z 1 y ZX X Z 1X 1 son

colineales. �
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Figura 1.10: Configuración de Desargues



Capítulo 2

Planos proyectivos sobre campos

Dado K un campo construiremos un plano proyectivo ΠpKq sobre K. Los puntos

son las clases de ternas ordenadas de K3 :“ tpx, y, zq : x, y, z P Ku diferentes de

p0, 0, 0q bajo la relación de equivalencia px, y, zq “ px, y, zqh para todo h P Kz0.

Una recta del plano proyectivo ΠpKq sobre K es el conjunto de puntos que

satisfacen una ecuación ax ` by ` cz “ 0, donde a, b, c P K. Si un punto px0, y0, z0q

satisface la ecuación de una recta ax` by` cz “ 0, tenemos que ax0` by0` cz0 “ 0

de donde vemos que se cumple que ax0h ` by0h ` cz0h “ 0, por lo que cualquier

representante de un punto cumple la ecuación.

Notemos que pkaqx`pkbqx`pkcqz “ 0 con k ‰ 0 representa la misma recta que

ax` by ` cz “ 0.

Teorema. 2.1. Cada campo K determina un plano proyectivo ΠpKq.

Demostración. Primero veamos que por cualesquiera dos puntos pasa una recta. Dos

puntos diferentes px1, y1, z1q y px2, y2, z2q están en una recta si y sólo si para algunos

a, b, c P K:

ax1 ` by1 ` cz1 “ 0, (2.1)

ax2 ` by2 ` cz2 “ 0. (2.2)

Para la existencia de dicha recta basta que el sistema de ecuaciones dado por las

ecuaciones 2.1 y 2.2 tenga solución, lo cual es inmediato ya que K es un campo. Con

esto probamos que por cualesquiera dos puntos pasa una única recta.

15
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Tenemos que dos rectas a1x` b1y ` c1z “ 0 y a2x` b2y ` c2z “ 0 se intersectan

en un único punto px1, y1, z1q si y sólo si

a1x
1
` b1y

1
` c1z

1
“ 0, (2.3)

a2x
1
` b2y

1
` c2z

1
“ 0. (2.4)

Como el rango de la matriz asociada al sistema es 2, el sistema como solución a

subespacio de dimensión 1, que representa al punto de ΠpKq que pertence a las dos

rectas.

Por último para concluir la prueba falta ver la existencia de un cuadrángulo

regular. Afirmamos que los puntos t p1, 1, 1q,p1, 0, 0q,p0, 1, 0q,p0, 0, 1q u cumplen que

son un cuadrángulo regular, es decir no hay 3 que sean colineales.

Una recta que pase por los puntos p1, 0, 0q,p0, 1, 0q y p0, 0, 1q cumple que:

ap1q ` bp0q ` cp0q “ 0,

ap0q ` bp1q ` cp0q “ 0,

ap0q ` bp0q ` cp1q “ 0,

pero esto implica que a “ b “ c “ 0.

Una recta que pase por los puntos p1, 1, 1q,p1, 0, 0q,p0, 1, 0q debe cumplir que

ap1q ` bp1q ` cp1q “ 0,

ap1q ` bp0q ` cp0q “ 0,

ap0q ` bp1q ` cp0q “ 0,

de donde vemos que a “ b “ c “ 0. En los casos restantes se verifica como el

último caso que a “ b “ c “ 0. Por lo tanto no hay recta que pase por tres puntos

p1, 1, 1q,p1, 0, 0q,p0, 1, 0q y p0, 0, 1q. �

De manera similar a las combinaciones lineales de K3, dados dos puntos u “

px1, y1, z1q y v “ px2, y2, z2q una combinación lineal de ellos es un punto uλ ` vκ “

px1λ`x2κ, y1λ`y2κ, z1λ`z2κq con λ, κ P K. Notemos que podemos obtener diferen-

tes combinaciones para valores iguales de λ y κ si tomamos diferentes representantes

de u y v.
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Teorema. 2.2. Los puntos del plano proyectivo ΠpKq que están en la recta que

pasa por los puntos u y v son combinaciones lineales de u y v. Además cualquier

combinación lineal de u y v está en la recta que pasa por u y por v.

Demostración. Una combinación lineal de u “ px1, y1, z1q y v “ px2, y2, z2q es un

punto uλ` vρ “ px1λ` x2ρ, y1λ` y2ρ, z1λ` z2ρq con λ, ρ P K, así que

apx1λ` x2ρq ` bpy1λ` y2ρq ` cpz1λ` z2ρq

“ apx1λq ` bpy1λq ` cpz1λq ` apx2ρq ` bpy2ρq ` cpz2ρq “ 0.

De lo anterior vemos que cualquier combinación lineal de u y v pertenece a la recta

que pasa por estos dos puntos.

La ecuación de una recta de Π es la ecuación de un plano Σ (un subespacio de

orden 2) en K3. De aquí se sigue que los puntos u y v pueden representarse como

dos vectores u1 y v1 linealmente independientes de Σ, y por lo tanto generan a Σ.

Sabemos que cualquier vector en Σ es combinación lineal de u1 y v1. De aquí se sigue

que todo punto de la recta de ΠpKq es combinación lineal de los puntos u y v. �

2.1. Proyectividades de ΠpKq

Una colineación proyectiva es una colineación que es un producto finito de coli-

neaciones centrales. El conjunto de colineaciones proyectivas de un plano proyectivo

es un subgrupo del grupo de colineaciones y lo llamamos el grupo de proyectividades.

En un plano proyectivo sobre un campo tenemos que se cumple el siguiente

criterio.

Lema. 2.3. Tres puntos en ΠpKq son colineales si y sólo si la matriz que tiene por

columnas a las los vectores de coordenadas de los puntos es singular.

Demostración. Tres puntos x1, x2, x3 son colineales si y sólo si x3 es combinación

lineal de x1 y x2 por el teorema 2.2, lo cual es equivalente a x3 “ x1h ` x2k para

algunos h, k P K no ambos 0. Por lo tanto la matriz que tiene a estos puntos como

columnas es singular. Por otro lado, si la matriz es singular entonces una columna
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es combinación lineal de las otras dos, así que un punto sera combinación lineal de

los otros dos. �

Podemos ver algunas colineaciones fácilmente como multiplicar por una matriz

de 3ˆ 3 no singular con coordenadas en K.

Lema. 2.4. En un plano sobre un campo ΠpKq una matriz invertible de orden 3ˆ3

con entradas en el campo define una colineación.

Demostración. Sea ax`by`cz “ 0 una recta. Escribamos el vector que la representa

como ra, b, cs. Sean M una matriz invertible de 3 ˆ 3 con entradas en el campo y

x “ px, y, zq un punto arbitrario en la recta. Tenemos que el producto punto de los

vectores que representan a la recta y el punto es igual a 0, de modo que la ecuación

se puede reescribir como

ra, b, cs ¨ px, y, zq “ 0. (2.5)

Como la inversa deM existe, podemos expresar la ecuación (2.5) de manera matricial

como

´

a b c
¯

M´1M

¨

˚

˚

˚

˝

x

y

z

˛

‹

‹

‹

‚

“ 0,

así que el punto MxT está en la recta ra, b, csM´1. Esta nueva recta no depende de

la elección de px, y, zq, por lo que todos lo puntos que se obtienen de una recta al

multiplicarlos porM están en la misma recta. Por lo tantoM es una colineación. �

Examinemos primero las colineaciones de la forma:

M1=

¨

˚

˚

˚

˝

r 0 0

0 1 0

0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

,

con r diferente de 0 y 1. Notemos que si r “ 0 tendremos una matriz singular, y si

r “ 1 tendríamos a la matriz identidad, que corresponde a la colineación trivial.
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Veamos que estas matrices representan colineaciones centrales no triviales (si

r ‰ 0, 1).

Sea X “ px, y, zq; entonces AX “ prx, y, zq. Denotemos por P1 al punto p1, 0, 0q;

afirmamos que éste será el centro de la colineación. Notemos primero que AP1 “

pr, 0, 0q “ p1, 0, 0q, de modo que este punto está fijo. Por el lema 2.3, vemos que

como

det

¨

˚

˚

˚

˝

1 x rx

0 y y

0 z z

˛

‹

‹

‹

‚

= 0,

los puntos P1, X y AX son colineales; de donde se deduce que P1 es el centro. Además

podemos ver que cada punto en la recta x “ 0 está fijo ya que es de la forma p0, y, zq

y su imagen es el mismo, así que esta recta es el eje. Denotemos a la recta x “ 0 por

l1, y concluimos que la función anterior es una pP1, l1q-colineación.

De la misma forma procedemos para probar que la matriz

M2 :“

¨

˚

˚

˚

˝

1 s 0

0 1 0

0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

,

con s ‰ 0 es una colineación central con centro P1 “ p1, 0, 0q y eje l2, que es la recta

y “ 0.

Veamos que P1 es el centro. Para ello notemos que AP1 “ p1, 0, 0q, por lo que

es un punto fijo. Veamos que deja invariantes a las rectas que pasan por él. Si

x “ px, y, zq es un punto cualquiera, su imagen es Ax “ px ` sy, y, zq. Usando el

criterio del lema 2.3 vemos que

det

¨

˚

˚

˚

˝

1 x x` cy

0 y y

0 z z

˛

‹

‹

‹

‚

= 0,

y concluimos que los puntos son colineales, por lo que se prueba que P1 es centro.



20 CAPÍTULO 2. PLANOS PROYECTIVOS SOBRE CAMPOS

Un punto cualquiera de la recta l2 es de la forma px, 0, zq, y su imagen es px, 0, zq,

por lo que los puntos de l2 quedan fijos. Como la multiplicación por M2 no es la

función identidad, l2 es el único eje. Así probamos queM2 es una pP1, l2q-colineación

no trivial.

En adelante denotaremos

P1 “ p1, 0, 0q,

l1 la recta x “ 0,

l2 la recta y “ 0.

(2.6)

Proposición. 2.5. El plano ΠpKq es pP1, l1q-transitivo y pP1, l2q-transitivo para

P1, l1 y l2 descritos en (2.6).

Demostración. Como vimos anteriormente las colineaciones dadas por la matrices
¨

˚

˚

˚

˝

µ 0 0

0 1 0

0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

con ν P Qzt0u,

son pP1, l1q-colineaciones. Así que ΠpKq es pP1, l1q-transitivo por el teorema 1.20, ya

que hay ocho pP1, l1q-colineaciones distintas, una por cada µ P Qzt0u.

Por otro lado, hemos visto que las colineaciones dadas por la matrices
¨

˚

˚

˚

˝

1 ν 0

0 1 0

0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

,

con ν P Q, inducen pP1, l2q-colineaciones. Por el teorema 1.21 concluimos que ΠpKq

es pP1, l2q-transitivo ya que hay 9 colineaciones distintas de este tipo. �

Los plano proyectivos sobre campos comparten algunas propiedades. Una de ellas

es que son desarguesianos, como mostramos a continuación.

Teorema. 2.6. Todo plano proyectivo ΠpKq sobre un campo es desarguesiano.
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Demostración. Sean P un punto y l una recta, veamos que ΠpKq es pP, lq-transitivo.

Supongamos primero que P R l. Como K es un campo, la propiedad universal de

las bases garantiza la existencia de una función C1 que manda P1 “ p1, 0, 0q en P

y p0, 1, 0q, p0, 0, 1q a dos puntos diferentes de l. La función C1 es una colineación

(ver el lema 2.4). Tenemos que C1 manda P1 a P y a l2 a l, por lo que ΠpKq es

pP, lq-transitivo como se prueba en el teorema 1.19.

Ahora consideremos el caso en que P P l. Tomemos un punto Q P l distinto de

P y un punto R que no está en l. Tenemos una colineación C2, que se obtiene de

mandar p1, 0, 0q a P , p0, 0, 1q a Q y p0, 1, 0q a R. Como ΠpKq es pP1, l2q-transitivo,

y C2 manda a P1 en P y l2 en l, entonces ΠpKq también es pP, lq-transitivo por el

teorema 1.19.

Como para cualquier punto P y cualquier recta l se tiene que ΠpKq es pP, lq-

transitivo, por el lema 1.21 se deduce que es desarguesiano. �

2.2. Otra construcción de ΠpKq

Ya vimos que ΠpKq es un plano proyectivo si K es un campo. Podemos dar

otra construcción para estos planos proyectivos de la siguiente manera; tomemos

por puntos a las parejas ordenadas de K2 “ tpx, yq : x, y P Ku y por rectas a los

subconjuntos que cumplen alguna de la siguientes ecuaciones.

y “ xm` k, (2.7)

x “ c, (2.8)

con m, k, c P K.

Es fácil verificar que por cualesquiera dos puntos pasa una recta resolviendo un

sistema de ecuaciones, sin embargo hay rectas que no se intersectan. Dos rectas

y “ mx ` k1 y y “ mx ` k2 no se intersectan si k1 ‰ k2, y las rectas x “ c1 y

x “ c2 con c1 ‰ c2 no se intersectan (notemos que el ser paralelo es un relación de

equivalencia, así que podemos hacer una partición del conjunto de rectas en clases
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de paralelas). Agregamos una recta con puntos de intersección para cada clase de

rectas paralelas, esta recta la llamamos la recta ideal.

Veamos que los puntos px, y, 1q de ΠpKq se corresponden con los puntos px, yq de

K2, las rectas ax` by ` cz “ 0 de ΠpKq se corresponden con las rectas ax` by “ c

de K2. La recta z “ 0 se corresponde con la recta ideal. Por lo que basta agregar la

recta ideal a K2 para obtener un plano proyectivo isomorfo a ΠpKq.



Capítulo 3

Casi-campos de 9 elementos.

Los campos finitos son parte de un concepto más amplio, que son los casi-campos.

Los minicuaternios son un casi-campo como veremos más adelante.

Definición. 3.1. Un casi-campo en un conjunto S con dos operaciones binarias `

y ‚ que cumple las siguientes propiedades.

S es finito,

pS,`q es un grupo abeliano con neutro 0,

pSzt0u, ‚q es un grupo con 1 como neutro,

‚ es distributiva por la derecha respecto a`, es decir, pµ`σq‚λ “ pµ‚λq`pσ‚λq

para todo σ, µ, λ P S,

µ ‚ 0 “ 0 para todo µ P S.

Todo campo es un casi-campo en que las dos leyes distributivas se cumplen.

Como es usual, en la expresión µ ‚ σ omitiremos ‚ y escribiremos simplemente

µσ.

de un casi-campo se define como la cardinalidad del conjunto de elementos.

Algunas propiedades de los campos se satisfacen en todo casi-campo. A conti-

nuación veremos alguna de estas propiedades.

Proposición. 3.2. Para toda µ en un casi-campo se satisface 0 ‚ µ “ 0.

23
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Demostración. 0 ‚ µ “ p0` 0q ‚ µ “ 0 ‚ µ` 0 ‚ µ de donde 0 ‚ µ “ 0. �

Proposición. 3.3. Si µ ‚ σ “ 0 entonces µ “ 0 ó σ “ 0.

Demostración. Supongamos que σ ‰ 0, entonces

0 “ µ ‚ σ ‚ σ´1
“ µ ‚ 1 “ µ.

De manera análoga si µ ‰ 0 vemos que σ “ 0. �

En este trabajo centraremos nuestro estudio a los casi-campos finitos de orden

9. Dado cualquier casi-campo finito de orden 9, el conjunto D :“ t0, 1,´1u juega un

rol especial. El subgrupo de pS,`q generado por 1 contiene a 0 y ´1. Tenemos que

1 ­“ ´1, o de lo contrario 0 “ 1 ´ 1 “ 1 ` 1, y entonces el subgrupo generado por

1 sería de orden 2, pero 2 ffl 9 lo cual contradice el teorema de Lagrange. Como el

grupo aditivo tiene orden 9,

p1` 1` 1qp1` 1` 1q “ 1` 1` 1` 1` 1` 1` 1` 1` 1 “ 0,

así por la proposición 3.3 tenemos que 1`1`1 “ 0. Entonces el subgrupo generado

por 1 tienen orden 3 por lo que es D. Para conocer el producto de cualquier par de

elementos de D sólo falta ver ´1 ‚´1 “ p1` 1q ‚´1 “ 1p´1q` 1p´1q “ ´1´ 1 “ 1.

Así vemos que pD,`, ‚q es el campo de orden 3.

En cualquier casi-campo de orden 9 se cumple lo siguiente.

Observación. 3.4. Sea S un casi-campo finito de orden 9. Supongamos que µ P S

y µ R D. Entonces cada elemento de S se puede escribir de manera única como

a` b ‚ µ para algunas a, b P D.

Demostración. Para verificar lo anterior supongamos primero que a` bµ “ a1` b1µ,

entonces

a´ a1 “ b1µ´ bµ “ pb1 ´ bqµ.

Si b1 ‰ b, entonces pb1´ bq´1 ‚ pa´ a1q “ pb1´ bq´1 ‚ pb1´ bq ‚ µ “ µ P D, pero µ R D.

Por lo tanto b1 “ b y entonces a1 “ a. Hay 9 elementos diferentes de la forma a` bµ,

así que son los 9 elementos de S. �
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Esto nos da una correspondencia biyectiva entre los elementos del casi-campo

(escritos de la forma a ` bµ) y las parejas ordenadas pa, bq con entradas en D. La

suma de dos elementos a` bµ y a1` b1µ, nos da a` bµ` a1` b1µ “ a` a1` pb` b1qµ

y entonces podemos definir la suma en la forma pa, bq ` pa1, b1q “ pa ` a1, b ` b1q.

Por lo tanto, la suma está determinada por los elementos de D. Así que la suma en

cualquier casi campo de orden 9 se define de la misma manera.

Observación. 3.5. La suma de parejas ordenadas de elementos de D definida en el

párrafo anterior induce un grupo aditivo.

A continuación probaremos algunas propiedades que cumplen los casi campos de

orden 9.

Lema. 3.6. Sea R un casi campo finito de orden 9, entonces para todo µ, σ P R

tenemos que:

i) µ` µ` µ “ 0.

ii) p´1q ‚ µ “ ´µ “ µ ‚ p´1q.

iii) p´µq ‚ σ “ ´µ ‚ σ “ µ ‚ p´σq.

iv) p´µq ‚ p´σq “ µ ‚ σ.

Demostración. I) µ` µ` µ “ p1` 1` 1q ‚ µ “ 0 ‚ µ “ 0.

II) Por el inciso anterior, µ` µ “ ´µ. Entonces p´1qµ “ p1` 1qµ “ µ` µ “ ´µ.

Ahora veamos que µp´1q “ p´1qµ. Si µ P D el enunciado se cumple ya que 1 y

0 conmutan con cualquier elemento y ´1 conmuta consigo mismo. Ahora supon-

gamos que µ R D. Tenemos 6 elementos que no están en D; digamos η, ν, λ y sus

inversos aditivos, todos elementos distintos. Procederemos por reducción al absurdo

suponiendo que ηp´1q ­“ ´η, entonces sin perdida de generalidad ηp´1q “ ν. Así

tenemos que

´ηp´1q “ ´ν,

νp´1q “ ηp´1qp´1q “ η,

´νp´1q “ ´η.
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De aquí se sigue que λp´1q tiene que ser igual a ´λ; por lo que al menos hay un

elemento tal que µp´1q “ ´1. Por la observación 3.4 cualquier elemento puede ser

escrito de la forma a` bλ. Así,

pa`bλqp´1q “ ap´1q`bλp´1q “ ´a`bp´λq “ ´a`bp´1λq “ ´a´bλ “ ´pa`bλq.

Lo que contradice que ηp´1q ‰ ´η, por lo que ´1 conmuta con todos los elementos

del casi-campo.

Veamos que III) se cumple. Usando II) sabemos que

p´µq ‚ σ “ p´1q ‚ µ ‚ σ “ ´µ ‚ σ “ µ ‚ σp´1q “ µ ‚ ´σ.

Por último verifiquemos el inciso IV)

p´µq ‚ p´σq “ p´1qµp´1q ‚ σ “ p´1qp´1qµ ‚ σ “ µ ‚ σ.

�

3.1. El campo de orden 9

Construiremos un casi-campo de orden 9 al que llamaremos F ; éste resulta ser el

campo de 9 elementos. Tomamos las parejas ordenadas pa, bq con a, b P D. Definimos

la suma y el producto de la siguiente manera:

pa1, b1q ` pa2, b2q “ pa1 ` a2, b1 ` b2q,

pa1, b1q ˆ pa2, b2q “ pa1a2 ´ b1b2, a1b2 ` a2b1q.

Por la observación 3.5 tenemos que el conjunto F “ tpa, bq : a, b P Du con la

operación ` forma un grupo conmutativo; donde la identidad es p0, 0q y el inverso

de pa, bq es p´a,´bq. De igual forma Fztp0, 0qu con la operación ˆ es un grupo

conmutativo, con elemento neutro p1, 0q e inversos dados por pa, bq´1 “ papa2 `

b2q´1,´bpa2` b2q´1q. Las pruebas de conmutatividad, asociatividad, distributividad

e inversos son análogas a las de los números complejos.

Escribimos pa, 0q “ a y p0, 1q “ ε. Así podemos escribir a cada elemento pa, bq

como a ` bε con ε2 “ ´1, por lo que ε4 “ p1, 0q “ 1. El grupo multiplicativo es un
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` 1 ω ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7

1 ω4 ω7 ω3 ω5 0 ω2 ω ω6

ω ω7 ω5 1 ω4 ω6 0 ω3 ω2

ω2 ω3 1 ω6 ω ω5 ω7 0 ω4

ω3 ω5 ω4 ω ω7 ω2 ω6 1 0

ω4 0 ω6 ω5 ω2 1 ω3 ω7 ω

ω5 ω2 0 ω7 ω6 ω3 ω ω4 1

ω6 ω ω3 0 1 ω7 ω4 ω2 ω5

ω7 ω6 ω2 ω4 0 ω 1 ω5 ω3

Cuadro 3.1: Tabla de la operación ` en términos de ω

grupo cíclico generado por p1 ´ εq. Vemos que las potencias 2, 4, 8 de p1 ´ εq son

p1´ εq2 “ 1` ε` ε2 “ ε, p1´ εq4 “ ε2 “ ´1, p1´ εq8 “ 1, y ninguna potencia menor

a 8 es igual a 1. Denotamos ω “ 1´ ε. Sus potencias son:

ω “ 1´ ε, ω2 “ ε, ω “ 1` ε3, ω4 “ ´1,

ω5 “ ´1` ε, ω6 “ ´ε, ω7 “ ´1´ ε, ω8 “ 1.

Ver a los elementos de F como potencias de ω simplifica la multiplicación, pero

en cambio dificulta la suma. Sin embargo tenemos la relación ω2 “ ´ω` 1, que nos

ayuda a obtener la tabla 3.1.

Por último veamos que se cumple la siguiente igualdad que nos será útil más

adelante.

Lema. 3.7. Sean ωn, ωm P F ; entonces pωn ` ωmq3 “ ω3n ` ω3m.

Demostración. Dado que el producto en F es conmutativo sabemos que pωn`ωmq3 “

ω3n ` 3ω2n`m ` 3ωn`2m ` ω3m, donde 3ωr significa sumar 3 veces el elemento ωr.

Tenemos que en los casi-campos de 9 elementos, 3ω2n`m “ 3ωn`2m “ 0 por inciso I)

del lema 3.6 y esto prueba la igualdad. �
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3.2. minicuaternios Q

Ya construimos un casi-campo de orden 9 que distribuye por la izquierda a la

suma y es conmutativo. Ahora construiremos un sistema que no distribuye por la

izquierda al cual llamaremos los minicuaternios y los denotaremos por Q.

Los elementos de Q son los mismos que los elementos de F , es decir las 9 parejas

pa, bq “ a` bε. Como vimos anteriormente en la observación 3.5 la suma induce un

grupo abeliano y todos los casi-campos de 9 elementos tienen la misma operación `

ya que depende de la suma de D.

Para definir la multiplicación tomamos los siguientes conjuntos. E “ t1, ω2, ω4, ω6u,

O “ tω, ω3, ω5, ω7u, con ω “ 1´ ε. La nueva multiplicación ˝ la definimos:

ωn ˝ ωm “

$

’

&

’

%

ωn ˆ ωm “ ωn`m si ωm P E ,

ω3n ˆ ωm “ ω3n`m si ωm P O,

(donde ˆ representa el producto en el campo).

Como habíamos dicho, el producto ˝ no es conmutativo y no distribuye a la suma

por la izquierda. Por ejemplo, ω3 ˝ ω2 “ ω5 y ω2 ˝ ω3 “ ω por lo que este producto

no es conmutativo. Tenemos que ω ˝ pω ` 1q “ ω ˝ ω7 “ ω3`7 “ ω2. Si la suma se

distribuyera por la izquierda, ω˝pω`1q sería igual a ω˝ω`ω˝1 “ ω3ω1`ω “ ω4`ω,

pero esto último es igual a ω6.

Por la derecha veremos que sí distribuye a la suma y que se cumplirán las otras

propiedades de un casi-campo.

Teorema. 3.8. Q es un casi-campo con 9 elementos.

Demostración. Por definición Q tiene 9 elementos y la suma `, por la observación

3.5, es una operación de grupo conmutativa. La operación ˝ es operación de grupo

para Qzt0u, tiene por neutro a 1 “ ω0 ya que ω0 ˝ ωn “ ωn y ωn ˝ ω0 “ ωn para

toda n. Si ωn P E entonces ωn tiene por inverso a ω´n, ya que ωn ˝ ω´n “ ωn´n “

ω´n`n “ ω´n ˝ ωn “ 1, y si ωn P O entonces ωn tiene por inverso a ω´3n ya que

ωn ˝ ω´3n “ ω3n´3n “ 1 y ω´3n ˝ ωn “ ω´9n`n “ ω´8n “ 1.
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Veamos que se cumple la distributividad por la derecha. Si ωr P E , entonces

pωn`ωmq ˝ωr “ pωn`ωmqˆωr “ ωnωr`ωmωr “ ωn`r`ωm`r “ ωn ˝ωr`ωm ˝ωr,

y si ωr P O entonces pωn ` ωmq ˝ ωr “ pωn ` ωmq ˆ ωr “ pω3n ` ω3mq ˆ ωr “

ω3n`r ` ω3m`r “ ωn ˝ ωr ` ω ˝ ωr.

Por último, se prueba la asocitividad de la siguiente manera. Si ωm, ωr P E ,

pωn˝ωmq˝ωr “ ωn`m˝ωr “ ωn`m`r. Como ωm`r P E , entonces ωn`m`r “ ωn˝ωm`r “

ωn ˝ pωm ˝ ωrq.

Si ωm, ωr P O, entonces pωn ˝ ωmq ˝ ωr “ ω3n`m ˝ ωr “ ω3p3n`mq`r “ ω9n`3m`r.

Como ω3m`r P E y ω9n “ ωn, entonces ω9n`3m`r “ ωn ˝ ω3m`r “ ωn ˝ pωm ˝ ωrq.

Si ωr P E y ωm P O, entonces pωn ˝ ωmq ˝ ωr “ ω3n`m ˝ ωr “ ω3n`m`r. Como

ωm`r P O, entonces ω3n`m`r “ ωn ˝ ωm`r “ ωn ˝ pωm ˝ ωrq.

Finalmente, si ωr P O y ωm P E , entonces pωn ˝ωmq˝ωr “ ωn`m ˝ωr “ ω3n`3m`r.

Como ω3m`r P O, entonces ω3n`3m`r “ ωn ˝ ω3m`r “ ωn ˝ pωm ˝ ωrq.

De lo anterior concluimos que Q es un casi-campo con 9 elementos. �

Observación. 3.9. Las potencias cuadradas de los elementos de Q son:
1˝1 “ 1; ω ˝ ω “ ω4 “ ´1; ω2 ˝ ω2 “ ω4 “ ´1; ω3 ˝ ω3 “ ω4 “ ´1;

ω4 ˝ ω4 “ 1; ω5 ˝ ω5 “ ω4 “ ´1; ω6 ˝ ω6 “ ω4 “ ´1; ω7 ˝ ω7 “ ω4 “ ´1.

De la observación anterior vemos que ´1 tiene 6 raíces cuadradas en Q. Entonces

el grupo multiplicativo de Q es el grupo de los cuaternios. Tenemos que ω4 “ ´1

por lo cual, ω5 “ ´ω , ω6 “ ´ω2 y ω7 “ ´ω3.

Así, por ejemplo, ω ˝ ω2 “ ω3 y ω2 ˝ ω “ ω7 “ ´ω3. Entonces tenemos

que ω ˝ ω2 “ ´ω2 ˝ ω “ ω3, de manera análoga ω ˝ ω3 “ ´ω3 ˝ ω “ ´ω2 y

ω2 ˝ ω3 “ ´ω3 ˝ ω2 “ ω.

Ahora escribimos α “ ω, β “ ω6, γ “ ω7. Con esta notación tenemos las siguien-

tes igualdades:

α ˝ β “ ´β ˝ α “ γ, (3.1)
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β ˝ γ “ ´γ ˝ β “ α, (3.2)

γ ˝ α “ ´α ˝ γ “ β, (3.3)

α ˝ α “ β ˝ β “ γ ˝ γ “ ´1. (3.4)

Con estas igualdades podemos construir la tabla 3.3. Así tenemos que Q “

t0,˘1,˘α,˘β,˘γu y denotamos Q˚ “ QzD.

Escribiremos simplemente los elementos seguidos para indicar la operación ˝

cuando no se pueda confundir con la operación ˆ o alguna otra.

Teorema. 3.10. Las siguientes relaciones se cumplen en el casi-campo Q:

α ´ β “ β ´ γ “ γ ´ α “ 1,

α ` β ` γ “ 0,

α2 “ β2 “ γ2 “ ´1,

αβγ “ ´1,

βγ “ ´γβ “ α,

γα “ ´αγ “ β,

αβ “ ´βα “ γ.

Demostración. Recuerde que α “ ω, β “ ω6, γ “ ω7, y que ´α “ ω5, ´β “ ω2,

´γ “ ω3. De las tablas 3.2 y 3.3 se verifican las relaciones. �

3.3. Automorfismos del casi campo de los mini-

cuaternios.

Sea σ P Q˚. Por la observación 3.4 tenemos que cualquier elemento de Q se

puede escribir como a` bσ con a, b P D. Entonces la función que manda el elemento

a` bα al elemento a` bσ es una permutación de los elementos del casi-campo. Sea
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` 1 α ´β ´γ ´1 ´α β γ

1 ´1 γ ´γ ´α 0 ´β α β

α γ ´α 1 ´1 β 0 ´γ ´β

´β ´γ 1 β α ´α γ 0 ´1

´γ ´α ´1 α γ ´β β 1 0

´1 0 β ´α ´β 1 ´γ γ α

´α ´β 0 γ β ´γ α ´1 1

β α ´γ 0 1 γ ´1 ´β ´α

γ β ´β ´1 0 α 1 ´α ´γ

Cuadro 3.2: Tabla de la operación ` en términos de α, β, γ.

˝ 1 α ´β ´γ ´1 ´α β γ

1 1 α ´β ´γ ´1 ´α β γ

α α ´1 ´γ β ´α 1 γ ´β

´β ´β γ ´1 α β ´γ 1 ´α

´γ ´γ ´β ´α ´1 γ β α 1

´1 ´1 ´α β γ 1 α ´β ´γ

´α ´α 1 γ ´β α ´1 ´γ β

β β ´γ 1 ´α ´β γ ´1 α

γ γ β α 1 ´γ ´β ´α ´1

Cuadro 3.3: Tabla de la operación ˝ en términos de α, β, γ.
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A una de estas permutaciones, afirmamos que las siguientes propiedades se cumplen:

Apξ ` ηq “ Apξq `Apηq, (3.5)

Apξηq “ ApξqApηq. (3.6)

Primero verifiquemos (3.5). Sean a`bα y a1`b1α con a, b, a1, b1 P D. Aplicando A

a su suma obtenemos Apa`bα`a1`b1αq “ Apa`a1`pb`b1qαq “ a`a1`pb`b1qσ “

a` bσ ` a1 ` b1σ “ Apa` bαq `Apa1 ` b1αq.

El producto de dos elementos de Q nos da otro elemento en el casi-campo, por lo

que pa` bαqpa1` b1αq “ c` dα para algunos c, d P D, que se obtienen a partir de los

valores de a, a1, b, b1 y no dependen de α, eso se sigue de que el cuadrado de cualquier

elemento en Q˚ es ´1. Entonces para cualquier otro elemento de σ P Q, tenemos

que pa` bσqpa1 ` b1σq “ c` dσ. Ahora, Appa` bαqpa1 ` b1αqq “ Apc` dαq “ c` dσ

y Apa` bαqApa1 ` b1αq “ pa` bσqpa1 ` b1σq “ c` dσ, lo que prueba (3.6).

Cualquier función de un casi-campo en sí mismo que cumpla las propiedades

3.5, 3.6 la llamaremos automorfismo. Las permutaciones mencionadas previamente

cumplen con las propiedades 3.5 y 3.6, por lo tanto son automorfismos.

Teorema. 3.11. Los automorfismos del campo casi-campo Q cumplen lo siguiente:

1. Son un grupo con la composición de funciones.

2. Cualquier automorfismo deja fijo a 0, 1 y ´1.

3. Además de la identidad no hay automorfismos que dejen fijo a α.

Demostración. Sabemos que la composición de funciones es función. Si A y B son

automorfismos entonces BApξ ` ηq “ BpApξq `Apηqq “ pBAqpξq ` pBAqpηq.

De manera análoga para el producto, BApξηq “ pBAqpξqpBAqpηq. Esto prueba

que la composición de automorfismos es un automorfismo.

La composición tiene por neutro a la función identidad, que trivialmente es un

automorfismo.

Para probar el primer inciso resta verificar que el inverso de un automorfismo es

un automorfismo. Sea A un automorfismo y sean a, b dos elementos de Q, entonces
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hay dos elementos a1, b1 tales que Apa1q “ a y Apb1q “ b. De aquí se sigue que

A´1pabq “ A´1pApa1qApb1qq “ A´1pApa1b1qq “ a1b1 “ A´1pa1qA´1pb1q. De manera

análoga se prueba la propiedad 3.5.

Dado un automorfismo A, tenemos que Ap0q “ Ap0` 0q “ Ap0q`Ap0q. Así que

Ap0q “ 0.

De forma similar,tenemos que Ap1q “ Ap1˝1q “ Ap1q˝Ap1q por lo que Ap1q “ 1.

Por último Ap1 ` p´1qq “ Ap1q ` Ap´1q “ 1 ` Ap´1q y por otro lado Ap1 `

p´1qq “ Ap0q “ 0, por lo que Ap´1q “ ´1.

Supongamos que existe un automorfismo A tal que Apαq “ α. Entonces un

elemento arbitrario a`bα tiene por imagen a Apa`bαq “ Apaq`ApbqApαq “ a`bα,

por lo tanto es el automorfismo identidad. �

Hasta ahora tenemos 6 automorfismos, que obtenemos de elegir a cualquiera de

los seis elementos de Q˚ como la imagen de α.

Corolario. 3.12. Sólo hay 6 automorfismos de Q.

Demostración. Supongamos que hay más. Entonces para algún ρ P Q˚ existen al

menos dos automorfismos A y B que mandan α a ρ. Así, B´1Apαq “ α, pero por el

teorema 3.11 debe ocurrir que B´1A es la identidad y por lo tanto A “ B. �

3.4. Soluciones de ecuaciones en Q

Debido a que el casi-campo Q no es conmutativo y no distribuye por la izquierda,

encontrar soluciones para ecuaciones puede ser complicado incluso en el caso de la

ecuaciones lineales.

Ya encontramos las soluciones de la ecuación x2 “ ´1. La ecuación general lineal en

Q es de la forma

ρxρ1 ` σxσ1 “ τ

con todos los coeficientes distintos de cero. Usando la ley distributiva por la derecha

obtenemos una ecuación equivalente

pρxρ1pσ1q´1
` σxqσ1 “ τ,
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reescribiendo ρ1pσ1q´1 como ρ2 y τpσ1q´1 como τ 2 tenemos que

ρxρ2 ` σx “ τ 2.

Haciendo un cambio de variable con y “ ρx y escribiendo σρ´1 “ σ2, obtenemos

la ecuación

yρ2 ` σ2y “ τ 2.

Entonces basta con solucionar ecuaciones de la forma:

xρ` σx “ τ.

Si ρ P D, tenemos que xρ “ ρx y entonces podemos usar la distributividad por

la derecha para obtener pρ` σqx “ τ . Cuando ρ` σ ‰ 0 la solución es

x “ pρ` σq´1τ.

Y cuando ρ ` σ “ 0 la ecuación tiene solución si y sólo si τ “ 0, en cuyo caso

cualquier elemento es solución.

El caso que nos va a intersar es en el que σ “ 1, para este caso tenemos la

ecuación

xρ` x “ τ.

Ya vimos qué pasa cuando ρ P D, ahora suponemos que ρ P Q˚. Primero notemos que

si A es un automorfismo, entonces ApxqApρq `Apxq “ Apτq si y sólo si xρ` x “ τ .

Si elegimos A de manera que Apρq “ α y sustituimos Apxq por y y Apτq por τ 1,

tenemos la siguiente ecuación:

yα ` y “ τ 1.

Con ayuda de las tablas 3.2 y 3.3 podemos dar valores a y y vemos que
y “ 1, yα ` y “ γ; y “ ´1, yα ` y “ ´γ;

y “ α, yα ` y “ β; y “ ´α, yα ` y “ ´β;

y “ β, yα ` y “ 1; y “ ´β, yα ` y “ ´1;

y “ γ, yα ` y “ ´α; y “ ´γ, yα ` y “ α;

y “ 0, yα ` y “ 0.

De donde vemos que la ecuación tiene solución única para cada valor de τ 1.
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Teorema. 3.13. La ecuación xρ` x “ τ tiene una única solución si ρ ‰ ´1

Demostración. Si ρ “ 0, entonces x “ τ . Si ρ “ 1, entonces τ “ x ` x “ ´x,

así que x “ ´τ . Por último, en caso de que ρ P D˚ tomemos un automorfismo

A tal que Apρq “ α, por lo que tenemos una solución única µ para la ecuación

ApxqApρq ` Apxq “ Apτq. Entonces como Apxq “ µ y A es un automorfismo;

x “ A´1Apxq “ A´1pµq. �

Teorema. 3.14. Los siguientes sistemas de ecuaciones tienen solución única en Q

si µ ‰ µ1:

y “ µx` κ,

y “ µ1x` κ1,

y “ xµ` κ,

y “ xµ1 ` κ1.

Demostración. Igualando el primer par de ecuaciones obtenemos µx` κ “ µ1x` κ1

y esto no da la ecuación

κ´ κ1 “ µ1x´ µx “ pµ1 ´ µqx

y por lo tanto x “ pµ1 ´ µq´1pκ´ κ1q.

Ahora igualando el segundo par de ecuaciones tenemos la ecuación xµ ` κ “

xµ` κ1, a partir de la cual vemos que

κ´ κ1 “ xµ1 ´ xµ

la cual tiene solución única por el teorema 3.13. El valor de y lo obtenemos al sustituir

el valor de x en cualquiera de las ecuaciones. �
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Capítulo 4

El plano Ω y ΩD

En este capítulo construiremos un plano proyectivo Ω que tiene orden 9 sobre el

casi-campo de los minicuaternios. A diferencia del plano de orden 9 que se obtiene

a partir del campo con 9 elementos, el plano proyectivo que construiremos no es

desarguesiano. También veremos que es diferente de su dual, el cual tampoco es

desarguesiano. Así obtendremos 3 planos proyectivos diferentes de orden 9.

4.1. Construcción de Ω

Consideremos el conjunto de puntos Ω1 “ tpx, yq : x, y P Qu (81 puntos) y como

rectas a los subconjuntos de puntos:

rµ, κs “ tpx, yq : y “ xµ` κ; µ, κ P Qu,

rλs “ tpx, yq : x “ λ; λ P Qu.

Hay 81 rectas rµ, κs y 9 rectas rλs. Llamaremos a µ la pendiente de la recta

y “ xµ` κ.

Como veremos a continuación para cualesquiera dos puntos existe una recta que

pasa por ellos, pero no todas las rectas se intersectan, así que Ω no es un plano

proyectivo. Más adelante completaremos los puntos y la recta que nos faltan para

obtener un plano proyectivo.

37
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Lema. 4.1.

Dos rectas y “ xµ` κ1 y y “ xµ` κ2 con µ, κ1, κ2 P Q y κ1 ‰ κ2 no se intersectan.

Cualesquiera dos rectas x “ λ1 y x “ λ2 con distintas λ1, λ2 P Q no se intersectan.

Demostración. Si px0, y0q es un punto en común para las rectas y “ xµ ` κ1 y

y “ xµ ` κ2 entonces, y0 “ x0µ ` κ1 “ x0µ ` κ2. Como κ1 ‰ κ2, esto nos da una

contradicción. Las rectas x “ λ consisten de los puntos pλ, yq por lo que dos rectas

diferentes x “ λ1 y x “ λ2 no tienen puntos en común si λ1 ‰ λ2. �

Teorema. 4.2.

Hay exactamente una recta que une dos puntos distintos de Ω.

Dada una recta l y un punto P que no está en ella, existe una única recta que pasa

por P y que no intersecta a l.

Demostración. Sean A “ px1, y1q y B “ px2, y2q puntos distintos. Si x1 “ x2

entonces la recta x “ x1 contiene a los dos puntos. Además esta recta es única ya

que si estuvieran en otra recta, se tendría que y1 “ x1µ ` κ y y2 “ x2µ ` κ para

algunos µ, κ P Q y como x1 “ x2, entonces y1 “ y2.

Si x1 ­“ x2, vemos que para que se satisfagan simultáneamente y1 “ x1µ ` κ y

y2 “ x2µ` κ debe ocurrir que

y1 ´ y2 “ x1µ´ x2µ “ px1 ´ x2qµ.

Entonces

µ “ px1 ´ x2q
´1
py1 ´ y2q.

Obtenemos κ de la siguiente manera: κ “ y1 ´ x1µ “ y1 ´ x1px1 ´ x2q
´1py1 ´ y2q.

Además obtenemos el mismo valor para κ de la ecuación κ “ y2 ´ x2µ. Así A y B

satisfacen la ecuación y “ xpx1 ´ x2q
´1py1 ´ y2q ´ py1 ` x1px1 ´ x2q

´1py1 ´ y2qq.

La recta es única porque las ecuaciones determinan de manera única a µ y κ y

claramente no hay recta x “ λ que pase por los dos puntos. De aquí se concluye el

primer inciso.

Sea l una recta y P un punto que no está en l. Si l es una recta de tipo y “ xµ`k

entonces la recta y “ xµ` pb´ aµq pasa por P “ pa, bq y no intersecta a l. Por otro
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lado, cualesquiera rectas y “ xµ1 ` k1 y y “ xµ2 ` k2 tienen un punto en común

si µ1 ‰ µ2, ya que por el teorema 3.14 existe una única solución para el sistema de

ecuaciones. Además, cualquier recta x “ λ intersectan a una recta y “ xµ` κ en el

punto pλ, λµ` κq. Por lo tanto la recta construida es única.

Sea l una recta de tipo x “ λ y pa, bq un punto que no está en l, entonces λ ­“ a.

Así que la recta x “ a no intersecta a l y pasa por pa, bq. Por otro lado cualquier

recta y “ xµ` κ intersecta a x “ λ en pλ, λµ` κq. Esto prueba el segundo inciso.

�

El teorema anterior establece que para cada µ P Q existe una familia de rectas

{y “ xµ ` κ : κ P Q} tales que éstas no se intersectan dos a dos. Para cada µ P Q

agregamos un punto pµq al conjunto Ω1, y lo añadimos a las 9 rectas de la forma

y “ xµ` κ. Entonces estas rectas se intersectan en pµq. Y a cada una de las rectas

x “ λ agregamos un punto al que llamaremos Y común a todas ellas. Además al

punto p0q también lo denotaremos como X. Por último definimos la recta XY que

contiene a cada punto de los que acabamos de agregar XY “ tpµq : µ P Qu Y tY u

(ver figura 4.1).

A continución probaremos que con los puntos y la recta que agregamos conse-

guimos un conjunto de puntos y rectas que forman un plano proyectivo.

A los puntos del conjunto Ω1 los llamamos puntos propios y los del conjunto

tpµq : µ P Qu Y tY u puntos ideales. A las rectas y “ xµ ` κ con µ, κ P Q y a las

rectas x “ λ con λ P Q las llamamos rectas propias y la recta XY es llamada recta

ideal.

Teorema. 4.3. Los puntos tpx, yq : x, y P Qu junto con los puntos tpµq : µ P Qu y

el punto Y , son lo puntos de un plano proyectivo que tiene por rectas a y “ xµ` κ

con µ, κ P Q; x “ λ con λ P Q y a la recta XY .

Demostración. Veamos primero que entre dos puntos distintos cualesquiera A y B

pasa una única recta. Si los dos puntos son propios, tenemos que la recta existe y es

única por el teorema 4.2. Si los dos son puntos ideales, la recta ideal pasa por los dos
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Figura 4.1: Construcción del plano Ω

y es la única. Supongamos ahora que A “ px0, y0q es propio y B es un punto ideal.

Cuando B “ Y , tenemos que las rectas que pasan por Y son la ideal o las de la forma

x “ λ, así la única de estas que pasa por A es x “ x0. Y si B es igual pµq, para algún

µ P Q, la recta y “ xµ´x0µ`y0 une a los dos puntos y es la única con esta propiedad.

Ahora probemos que cualesquiera dos rectas se intersectan en un punto. Sean dos

rectas l y m distintas. Si l es la recta ideal entonces intersecta a m (una recta propia)

en un único punto, el punto ideal de m. Si las dos son rectas propias y tienen la

misma pendiente se intersectan en el punto ideal de su clase. Si l es de la forma

y “ xµ ` κ y m de la forma x “ λ se intersectan en el punto pλ, λµ ` κq. Resta

verificar el caso en que las dos son de la forma y “ xµ` κ. Sean

y “ xµ1 ` κ1,

y “ xµ2 ` κ2
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dos rectas distintas. Restando la segunda ecuación a la primera obtenemos

0 “ xµ1 ´ xµ2 ` κ1 ´ κ2,

de la cual se sigue que

κ2 ´ κ1 “ xµ1 ´ xµ2.

Como las dos rectas tienen pendientes diferentes alguna pendiente es diferente de 0,

digamos µ1. Podemos encontrar el valor de x resolviendo la ecuación

pκ2 ´ κ1qµ
´1
1 “ x´ xµ2µ

´1
1 ,

la cual tiene solución única por el teorema 3.13.

Los puntos p1, 0q, p0, 1q, p0, αq, pα, 0q forman un cuadrángulo regular. Las rectas

que pasan por estos 4 puntos son:

y “ ´x` 1 p1, 0q, p0, 1q,

y “ 0 p1, 0q, pα, 0q,

x “ 0 p0, 1q, p0, αq,

y “ ´x` α pα, 0q, p0, αq,

y “ xp´αq ` α p1, 0q, p0, αq,

y “ xα ` 1 p0, 1q, pα, 0q.

�

Denotaremos al punto p0, 0q como O, ya que lo estaremos utilizando de manera

frecuente.

4.2. Plano dual ΩD

Como vimos el dual de un plano proyectivo es un plano proyectivo. El dual de Ω

tiene por puntos a las rectas de Ω, es decir, las rectas rµ, κs, rλs y a la recta ideal.

Además tiene por rectas a los puntos (lápices de rectas) de Ω que son las parejas

px, yq con x, y P Q, los puntos pµq de Ω y Y . Como relaciones de incidencia en Ω

tenemos
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pρ, σq P rµ, κs si y sólo si σ “ ρµ` κ,

pρ, σq P rλs si y sólo si ρ “ λ,

pρ, σq R XY,

pτq P rµ, κs si y sólo si τ “ µ,

pτq R rλs,

pτq P XY,

Y R rµ, κs,

Y P rλs,

Y P XY.

En ΩD las relaciones de incidencia se obtienen revirtiendo las incidencias en Ω.

Para cada resultado en el plano Ω tenemos un resultado dual en ΩD. Con esto

probaremos en la sección 4.4 que Ω no es isomorfo a su propio dual.

4.3. Colineaciones en Ω

Las colineaciones de Ω nos ayudaran a ver que el plano no es desarguesiano ni

isomorfo a su dual. Las operaciones de suma y multiplicación en los minicuaternios

determinan colineaciones que veremos en las secciones 4.3.1 y 4.3.2.

A los 10 puntos de la recta XY los dividimos en los siguientes 5 bloques, a los

cuales vamos a llamar parejas imprimitivas:

tX “ p0q, Y u; tp1q, p´1qu; tpαq, p´αqu; tpβq, p´βqu; tpγq, p´γqu. (4.1)

4.3.1. Colineación τε,δ

Dados ε, δ P Q definimos las siguientes funciones en Ω.

τε,δ : px, yq ÞÑ px` ε, y ` δq.

Veamos que se extienden a colineaciones de Ω.
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Bajo una colineación, cualquier recta debe ir a otra recta. Consideremos primero

las rectas y “ xµ` κ y recordemos que cualquier punto px0, y0q en un de ellas es tal

que y0 “ x0µ` κ. Notemos que

y0 ` δ “ x0µ` κ` δ “ px0 ` εqµ` κ` δ ´ εµ,

de donde se sigue que τε,δpx0, y0q está en la recta

y “ xµ` κ` δ ` εµ

para cualquier punto px0, y0q en la recta y “ xµ` κ.

Si la recta es x “ λ, sus puntos son de la forma pλ, y0q, de donde τε,δpλ, y0q “

pλ` ε, y0 ` δq y está en la recta x “ λ` ε.

Visto lo anterior definimos τε,δppµqq “ pµq y τε,δpY q “ Y . Bajo τε,δ, la recta XY

va a ella misma, y “ xµ` κ va a la recta y “ xµ` κ` δ ´ εµ y la recta x “ λ va a

la recta x “ λ1.

Cada colineación τδ,ε fija a cada punto de XY , entonces es una colineación axial,

y por la proposición 1.18 es una colineación central. Podemos ver que τε,δ es una

elación con la recta ideal como eje; cuando ε ­“ 0 tiene centro pε´1δq y cuando ε “ 0

el centro es Y . Probaremos esto en la siguiente proposición.

Proposición. 4.4. τε,δ es una elación que tiene por eje a la recta ideal; cuando ε ‰ 0

tiene centro pε´1δq y cuando ε “ 0 su centro es Y .

Demostración. Como vimos la recta XY está fija punto por punto bajo τε,δ. Supon-

gamos que ε ­“ 0 y tomemos un punto P “ px0, y0q. La recta que pasa por P y pε´1δq

es y “ xpε´1δq ´ x0pε
´1δq ` y0; la imagen de P bajo τε,δ también está en esa rec-

ta, por lo tanto las rectas que pasan por pε´1δq son invariantes y así éste es el centro.

Si ε “ 0 entonces τε,δ manda a P en px0, y0` δq, la recta Y P es x “ x0. Entonces

permuta los puntos de esta recta. Se sigue de aquí que las rectas que pasan por Y

son invariantes y por lo tanto Y es el centro.

�



44 CAPÍTULO 4. EL PLANO Ω Y ΩD

4.3.2. Colineación ζρ,σ

Para ρ, σ P Qzt0u definimos la función ζρ,σ en Ω como

ζρ,σ : px, yq ÞÑ pxρ, yσq.

Ahora veamos que ζρ,σ puede extenderse a una colineación de Ω. Tomemos una

recta cualquiera l. Si l es de la forma y “ xµ ` κ entonces dado cualquier punto

px0, y0q en esa recta tenemos que se satisface que:

y0 “ x0µ` κ,

de donde vemos que

y0σ “ px0µ` κqσ “ x0µσ ` κσ “ px0ρqpρ
´1µσq ` κσ.

Esto implica que cada una de la imágenes de los puntos de la recta están en la

recta y “ xpρ´1µσq ` κσ.

En caso de que la recta sea de la forma x “ λ, la imágen bajo ζρ,σ del punto

pλ, y0q es pλρ, y0σq y estará en la recta x “ λρ, con lo que vemos que ζρ,σ fija al

punto Y . La recta XY va a sí misma porque el punto pµq va al punto pρ´1µσq y Y

va a Y .

Proposición. 4.5. ζρ,1 es una pX,OY q-homología.

Demostración. Como vimos anteriormente, pµq bajo la colineación ζρ,1 va a pρ´1µq,

entonces X “ p0q queda fijo. Recordemos que la recta OY es la recta x “ 0, y

cada punto en está recta queda fijo bajo la colineación ζρ,1. De aquí concluimos

que la recta OY queda fija punto por punto. Por último, si tomamos un punto

P “ px0, y0q con x0 ‰ 0, entonces la recta que pasa por P y X es y “ y0; notemos

que ζρ,1px0, y0q “ px0ρ, y0q y este punto también pertenece a la recta XP . Por lo

tanto X es el centro y OY el eje. �

De manera análoga se prueba que ζ1,ρ es una pY,OXq-homología. En general las

colineaciones ζρ,σ no son colineaciones centrales.



4.3. COLINEACIONES EN Ω 45

4.3.3. Colineaciones R y U

Ahora estudiemos a la función R : px, yq ÞÑ py, xq. Es inmediato que es una fun-

ción biyectiva en el conjunto de puntos propios. Si px0, y0q está en la recta y “ xµ`κ

con µ ‰ 0 entonces y0 “ x0µ ` κ, de donde se sigue que y0µ
´1 “ x0µµ

´1 ` κµ´1.

Despejando x0 obtenemos x0 “ y0µ
´1´κµ´1, de modo que Rpx0, y0q está en la recta

y “ xµ´1 ´ κµ´1. Ahora, las imágenes de las rectas x “ λ son las rectas y “ λ, y

viceversa. Por lo que R se extiende un colineación de Ω que manda pµq a pµ´1q con

µ ‰ 0 e intercambia X y Y .

La función U : px, yq ÞÑ px` y, y ´ xq es una función biyectiva, ya que tiene por

inversa a la función U 1 que envía px, yq ÞÑ py ´ x,´x´ yq. Verifiquemos que U y U 1

son funciones inversas:

U 1Upx, yq “ U 1px` y, y ´ xq “ ppy ´ xq ´ px` yq,´px` yq ´ py ´ xqq “ px, yq.

Además es una función que manda puntos propios colineales en puntos propios

colineales. Tomemos una recta de la forma y “ xµ ` κ con µ P Q˚. Un punto

px0, y0q en ella será tal que y0 “ x0µ` κ. Así

x0 ´ y0 “ x0 ´ x0µ´ κ

“ px0 ´ x0µqµµ
´1
´ κ

“ px0µ´ x0µ
2
qµ´1

´ κ.

(4.2)

Ya que µ2 “ ´1 tenemos que

x0 ´ y0 “ px0µ` x0qµ
´1
´ κ

“ py0 ´ κ` x0qµ
´1
´ κ

“ py0 ` x0qµ
´1
´ κµ´1

´ κ

“ py0 ` x0qp´µq ` κµ´ κ.

(4.3)

Con lo cual vemos que si µ P Q˚, la imagen de la recta y “ xµ` κ bajo U es la

recta y “ xp´µq ` κµ´ κ.
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Consideremos una recta que tiene por ecuación y “ x` κ. Un punto px0, y0q en

la recta satisface que y0 “ x0 ` κ. Esto implica que y0 ´ x0 “ κ y la imagen del

punto estará en la recta y “ ´κ. Por otro lado, si px0, y0q es un punto de la recta

y “ ´x ` κ tenemos que y0 ` x0 “ κ y la recta va a la recta x “ κ. Por último, si

px0, y0q es un punto de la recta y “ κ entonces y0 “ κ. Así que

x0 ´ y0 “ x0 ` y0 ` y0

“ x0 ` y0 ` κ.
(4.4)

Por lo tanto la recta y “ κ bajo la función U va a la recta y “ x´ κ.

Sólo resta considerar las rectas de la forma x “ λ. Un punto px0, y0q en la recta

x “ λ satisface que x0 “ λ y entonces

x0 ´ y0 “ x0 ´ y0 ` x0 ´ x0

“ x0 ` x0 ´ y0 ´ x0

“ ´x0 ´ y0 ´ x0

“ x0p´1q ` y0p´1q ´ λ

“ px0 ` y0qp´1q ´ λ

(4.5)

por lo que la recta x “ λ tiene por imagen a la recta y “ xp´1q ´ λ.

Para extender a U definimos Upp0qq :“ p1q, UppY qq :“ p´1q, Upp1qq :“ p0q,

Upp´1qq :“ Y y Upµqq :“ p´µq con µ ‰ 1,´1, 0.

4.3.4. Colineaciones dadas por automorfismos

En el capítulo 2 hablamos de los automorfismos del casi-campo de los mini-

cuaternios. Dado un automorfismo F que envía a α en el elemento σ definimos

Aσ : px, yq ÞÑ pFpxq,Fpyqq.

Veamos que podemos extender Aσ a una colineación de Ω. Primero probaremos

que los puntos propios colineales van a puntos propios colineales y luego definiremos

la función en los puntos ideales. Sea una recta de tipo x “ λ un punto en ella es de la

forma pλ, y0q. Bajo la función Aσ su imagen es pAσpλq,Aσpy0qq que es un punto en

la recta x “ Aσpλq, por lo que los puntos propios de x “ λ van a los puntos propios
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de la recta x “ Aσpλq. En una recta con ecuación y “ xµ` κ un punto px0, y0q que

pertenece a ella satisface que y0 “ x0µ`κ, y como F es un automorfismo se satisface

que Fpyq “ FpxqFpµq`Fpκq. Con lo cual vemos que Aσppx0, y0qq “ pFpx0q,Fpy0qq

pertenece a la recta y “ xFpµq `Fpκq. En los puntos de la recta XY definimos Aσ

como Aσppµqq :“ pFpµqq, en particular la imagen del punto X “ p0q es X. Definimos

ApY q :“ Y .

4.4. Transitividad en Ω

En está sección analizamos si dado un punto P y una recta l existe o no una

pP, lq-colineación distinta de la identidad, y más aún, si Ω es pP, lq-transitivo. Esto

nos ayudará a concluir que el plano no es desarguesiano (teorema 1.21).

Anteriormente vimos que las siguientes son colineaciones.

τε,δ : px, yq ÞÑ px` ε, y ` δq,

pµq ÞÑ pµq,

Y ÞÑ Y.

(4.6)

ζρ,σ : px, yq ÞÑ pxρ, yσq,

pµq ÞÑ pρ´1µσq,

Y ÞÑ Y pρ, σ ­“ 0q.

(4.7)

R : px, yq ÞÑ py, xq,

X ÞÑ Y, Y ÞÑ X,

pµq ÞÑ pµ´1
q para µ ‰ 0.

(4.8)

U : px, yq ÞÑ px` y, x´ yq,

p0q ÞÑ p1q, p1q ÞÑ p0q,

p´1q ÞÑ Y, Y ÞÑ p´1q,

pµq ÞÑ p´µq con µ ‰ 0, 1,´1.

(4.9)
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Aλ : px, yq ÞÑ pFpxq,Fpyqq

pµq ÞÑ pFpµqq, Y ÞÑ Y.
(4.10)

donde F es un automorfismo tal que Fpαq “ λ P Q˚

Proposición. 4.6. Las funciones descritas en (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) y (4.10) son

colineaciones de Ω. Además permutan a las parejas imprimitivas descritas en (4.1).

Demostración. En la sección 4.3 vimos que todas estas funciones son colineaciones,

además de que

τε,δ deja a cada punto ideal fijo.

ζρ,σ deja fija a la pareja tX, Y u pues deja fijo a cada uno de ellos. Por otro lado,

manda a la pareja tpµq, p´µqu en pρ´1µσq, p´ρ´1µσq.

Cuando aplicamos R, el punto pµq va a pµ´1q para µ ­“ 0. X y Y se intercambian.

En la colineación U tenemos que Up0q “ p1q, UpY q “ p´1q, Up1q “ p0q, Up´1q “ Y

y Upµq “ p´µq si µ ‰ 0, 1,´1.

Dada una colineación Aλ y µ ‰ 0, como F es un automorfismo entonces F p´µq “

´Fpµq. Por otro lado X, Y son puntos fijos.

�

La proposición 4.3 prueba que las parejas imprimitivas conforman un sistema

de bloques de imprimitividad [10] bajo el grupo de colineaciones generado por las

colineaciones τε,δ, ζρ,σ,R,U ,Aλ.

Con los siguientes lemas veremos que existen colineaciones que permutan las

parejas imprimitivas de manera transitiva, es decir, dadas dos parejas existe una

colineación que manda la primera en la segunda.

Lema. 4.7. Si µ ­“ 0 hay una colineación que manda pµq a X y p´µq a Y .

Demostración. Recordemos primero que UpXq “ 1, UpY q “ ´1 y ζµ,1pµq “ pµ´1 ˆ

µ ˆ 1q “ p1q. Como la colineación permuta las parejas imprimitivas se satisface

que ζµ,1p´µq “ p´1q. De lo anterior tenemos que pU´1 ˝ ζµ,1qpµq “ pXq y pU´1 ˝

ζµ,1qp´µq “ pY q. �
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Lema. 4.8. Dadas dos parejas imprimitivas tV1,W1u y tV2,W2u existe una colinea-

ción que manda V1 a V2 y W1 a W2.

Demostración. Por el lema anterior existen colineaciones Fi que mandan Vi a X y

Wi a Y , para i “ 1, 2. Entonces F´1
2 F1 es la colineación buscada. �

Tenemos un resultado similar al lema 4.8. Para cualesquiera dos puntos propios

existe una colineación que los envía a otros dos puntos propios. Este resultado está

expuesto en el siguiente lema.

Lema. 4.9. Dados dos puntos propios distintos A y B, y dos puntos propios distintos

A1 y B1, existe una colineación que manda A en A1 y B1 en B.

Demostración. Primero probemos que dados cualesquiera dos A y B existe una

colineación que manda A a p0, 0q, y B a p1, 0q. Tomemos las rectas AB y XY . Hay

una colineación que manda el punto Z “ AB X XY a X. Si Z “ pµq existe por

el lema 4.8. Si Z “ Y , tenemos que RpY q “ X. Supongamos que mediante esta

colineación A va A1 “ pρ, σq y B a cierto punto B1. La colineación τ´ρ,´σ manda

A1 a p0, 0q, a B1 a cierto punto B2 y deja a X fijo. Como A,B,Z son colineales sus

imágenes van a la misma recta bajo la composición de las colineaciones anteriores,

así X, p0, 0q y B2, están en la recta y “ 0, por lo que B2 “ pτ, 0q. Con ζτ´1,1 B2 va

p1, 0q mientras que X y p0, 0q se quedan fijos. De manera análoga encontramos una

colineación que mande A1 y B1 a p0, 0q y a p1, 0q. �

Observación. 4.10. De la proposición anterior, concluimos que dadas dos rectas

propias existe una colineación que envía una en la otra.

En los siguientes resultados mostramos parejas pP, lq con P un punto y l una

recta para las que Ω resulta ser pP, lq-transitivo.

Teorema. 4.11. Ω es pW,XY q-transitivo para toda W P XY .

Demostración. Si W “ Y , por la proposición 4.4 sabemos que τ0,ε es una elación

con centro Y y eje XY ; como hay una para cada ε P Q tenemos que hay 9 elaciones

diferentes. De igual forma si W “ pµq, tenemos que τε,εµ es una pW,XY q-elación

por la proposición 4.4 con lo cual obtenemos 9 ppµq, XY q´elaciones diferentes, una

para cada ε P Q. Por el teorema 1.20 concluimos que Ω es pW,XY q-transitivo. �
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Teorema. 4.12. Ω es pX,OY q-transitivo y pY,OXq transitivo.

Demostración. Para cada ρ P Qzt0u tenemos que ζρ,1 es una pX,OY q-homología por

la proposición 4.5, entonces tenemos 8 homologías distintas y por el teorema 1.20,

Ω es pX,OY q-transitivo. De manera análoga Ω es pY,OXq transitivo ya que ζ1,ρ es

una pY,OXq-homología. �

Recordemos que dado un punto propio P “ pε, δq la colineación τε,δ fija a X y a

Y , además envía O a P . Por lo que tenemos el siguiente corolario que se sigue del

teorema 1.19.

Corolario. 4.13. Si P es un punto propio tenemos que

i) Ω es pX,PY q-transitivo y pY, PXq-transitivo.

ii) Ω es pW,PW 1q-transitivo, para W,W 1 una pareja imprimitiva.

Demostración. Sea P “ px0, y0q. Tenemos que Ω es pX,OY q-transitivo por el teore-

ma 4.12. Como τx0,y0 es una colineación, Ω es pτx0,y0pXq, τx0,y0pOqτx0,y0pY qq-transitivo

por el teorema 1.19. Además X y Y son puntos fijos bajo τx0,y0 , mientras que

τx0,y0pOq “ P . De manera análoga probamos el plano es pY, PXq-transitivo lo que

concluye la prueba del primer inciso.

De manera análoga, usando el teorema 4.12 vemos que Ω es pW,PW 1q-transitivo

ya que la pareja imprimitiva tX, Y u puede enviarse mediante una colineación a

cualquier otra pareja imprimitiva (ver teorema 1.19 y lema 4.8). �

No para cualquier punto P y recta l existe una pP, lq-colineación diferente de la

identidad. Por ejemplo no existen colineaciones no triviales con centro X y eje OX.

Para verificar los anterior supongamos que hay una pX,OXq-colineación C. Como

X es el centro, tenemos que bajo C los puntos de una recta que pasa por X se

permutan entre ellos. La recta que pasa por un punto px0, y0q y X es la recta y “ y0,

así que la imagen de px0, y0q es un punto px10, y0q con x10 P Q. De la misma manera

la imagen de un punto ideal diferente de X es un punto en la recta ideal ya que la

recta XY es invariante.
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Analicemos las posibles imágenes del punto p1q. La imagen de p1q no puede ser

X, ya que X es un punto fijo bajo una pX,OXq-colineación y la única colineación

que envía p1q a p1q es la colineación identidad. Falta analizar los casos donde la

imagen del punto p1q es p´1q, Y o pµq con µ P Q˚.

Lema. 4.14. No existe una pX,OXq-colineación en la que la imagen de p1q es Y .

Demostración. Los puntos p1q,px0, y0q y px0´y0, 0q perteneces a la recta y “ x´x0`

y0. Así que los puntos Cpp1qq “ Y , Cppx0´ y0, 0qq “ px0´ y0, 0q y Cpx0, y0q “ px
1
0, y0q

también son colineales. Como Y y px0´y0, 0q están en la recta x “ x0´y0 se deduce

que x10 “ x0 ´ y0. Por lo tanto la imagen de un punto px0, y0q es px0 ´ y0, y0q.

Por otro lado los puntos p0, 0q, p1, αq y pα,´1q están en la recta y “ xα. Sin

embargo los puntos Cp0, 0q “ p0, 0q, Cp1, αq “ p´β, αq están en la recta y “ xp´γq,

mientras que Cpα,´1q “ pγ,´1q no pertenece a esa recta. �

Lema. 4.15. No existe una pX,OXq-colineación en la que la imagen de p1q es p´1q.

Demostración. Sea C es una pX,OXq-colineación tal que Cpp1qq “ p´1q. De manera

análoga al lema 4.14 vemos que p´1q, px10, y0q y px0 ´ y0, 0q son puntos colineales

que pertenecen a la recta y “ xp´1q ` x0 ´ y0 y obtenemos que x10 “ x0 ` y0.

Como en el caso anterior, los puntos colineales p0, 0q, p1, αq y pα,´1q no van a

puntos colineales, ya que Cp0, 0q “ p0, 0q, Cp1, αq “ pγ, αq y Cpα,´1q “ pβ,´1q; el



52 CAPÍTULO 4. EL PLANO Ω Y ΩD

primero y el último están en la recta y “ xβ, pero el punto pγ, αq no pertenece a

dicha recta. �

Por último consideremos el caso en que la imagen de p1q es un punto pµq con

µ P Q˚.

Lema. 4.16. No existe una pX,OXq-colineación en la que la imagen de p1q es pµq

con µ P Q˚.

Demostración. Las colineaciones Aσ de la proposición 4.6 fijan a X y a la recta OX.

Para cada punto pµq, hay una colineación Aµ que envía el punto pαq a pµq, por lo

que basta verificar que no existen pX,OXq-colineaciónes no triviales en la que la

imagen de p1q sea pαq. Supongamos que el punto pαq es la imagen del punto p1q

bajo la pX,OXq-colineación F . Consideremos los puntos pαq, px0 ´ y0, 0q y px10, y0q

que son colineales y pertenecen a la recta y “ xα ` y0α ´ x0α de donde vemos que

x10 “ y0α
´1 ` x0 ´ y0.

Es fácil ver que los puntos p0, 0q, p1,´1q y p´α, αq pertenecen a la recta y “ ´x.

Pero Cp0, 0q “ p0, 0q,

Cp1,´1q “ pα ` 1` 1,´1q “ pα ´ 1,´1q “ pβ,´1q,

Cp´α, αq “ pαα´1
´ α ´ α, αq “ p1` α, αq “ pγ, αq,

no son colineales, ya que los puntos p0, 0q pβ,´1q están en la recta y “ xβ y el punto

pγ, αq no está contenido en dicha recta. �

Corolario. 4.17. Si l es una recta propia y L es el punto ideal que está en l, no

hay una pL, lq-elación además de la trivial.

Demostración. Si existiera una pL, lq-elación no trivial, entonces como hay una co-

lineación que manda L a X y l a OX por la observación 4.10, también habría una

pX,OXq-elación no trivial contradiciendo el lema 4.16. �

Observación. 4.18. Como Ω no es pX,OXq transitivo, no es desarguesiano y de

esto es claro que no es isomorfo al plano sobre el campo de orden 9.

La recta ideal es una recta esencialmente diferente a las rectas propias, como

veremos en el siguiente teorema.
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Teorema. 4.19. Cada colineación de Ω manda a la recta ideal en sí misma.

Demostración. Supongamos que hay una colineación C que manda la recta ideal XY

a una recta propia l y sea W el punto ideal en l. Entonces, como Ω es pW,XY q–

transitivo con W P XY por el teorema 4.11, también es pCpW q, CpXY qq-transitivo

por el 1.19, lo que contradice el corolario 4.17. �

Ya vimos que no había colineaciones centrales no triviales que tengan por eje una

recta propia y por centro el punto ideal de la recta (corolario 4.17). En el siguiente

teorema vemos que no hay colineaciones no triviales con centro un punto propio y

eje una recta propia.

Teorema. 4.20. No hay una pP, lq-colineación no trivial, con P un punto propio y

l una recta propia.

Demostración. Supongamos que existe dicha colineación, como es no trivial la ima-

gen de la recta ideal es una recta propia m lo cual contradice el teorema 4.19. �

Teorema. 4.21. Ω no es autodual.

Demostración. Por en teorema 4.11, Ω es pW,XY q-transitivo para todo punto W

en XY . Entonces en ΩD es pXY,wq-transitivo con XY punto de ΩD y w cualquier

recta que pase por él. Por otro lado en Ω, por los teoremas 4.17 y 4.20, tenemos que

no hay un punto P para el que el plano sea pP, lq-transitivo para cualquier recta l

que pase por P . Por lo tanto el plano Ω no es autodual. �
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Conclusiones

Hay 4 planos proyectivos de orden 9. En esta tesis probamos la existencia de tres

de ellos: el plano proyectivo construido sobre el campo de orden 9, el plano Ω (que

es diferente del plano del campo por la observación 4.18) y su dual ΩD. El plano

ΩD no es desarguesiano así que es diferente al plano proyectivo sobre el campo con

9 elementos y por el teorema 4.21 sabemos que es diferente a Ω. El plano Ψ es un

cuarto plano de orden 9 que es autodual por lo tanto no es isomorfo a Ω y no es

desarguesiano con lo cual vemos que no es isomorfo al del campo. Los detalles de

este cuarto plano proyectivo pueden encontrarse en [1].
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