UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN INGENIERIA
INGENIERIA CIVIL — ESTRUCTURAS

COMPORTAMIENTO DE PUENTES CARRETEROS ANTE CARGAS EOLICAS

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN INGENIERIA

PRESENTA: )
ISAAC ROSALES GARCIA

DR. HUGO HERNA[\IDES BARRIOS
FES ACATLAN UNAM

CIUDAD DE MEXICO, NOVIEMBRE 2018



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



JURADO ASIGNADO:

Presidente:
Secretario:

Vocal:
1 €r. Suplente:

2d 0. Suplente:

México, Ciudad de México

Dr. Gbmez Martinez Roberto
Dr. Pozos Estrada Adrian

Dr. Hernandez Barrios Hugo
Dr. Chavez Cano Marcos Mauricio

Dr. Rivera Vargas Dario

TUTOR DE TESIS:

Dr. Hugo Hernandez Barrios

FIRMA



%rac@cimientos

Fn  primer /ujar quisiera agradecer af rﬁl‘. %jo ?f(;rna’ncﬁez Barrios quien me estuvo gfyo]anclé desde Ja ficenciatura ya Jo

/ago de Ja maestria  para poder concluir con este trabajo.

HJa Tocultad do ingenieria y FES Fcatlin  por Ja ﬁrmaci&n que me dieron yme  permitieron desarre/larme amffimnente enef

drea de estructuras.

Hmi ' papd cuyo apoyo fa sido incondicional desde siermpre, y con ef cual nunca habria terminado Ja maestria.

Fomd mama quien siempre me insistié a no rendirme apesar de Ja adversidad” y estuvo al pendiente de mi en todo momento.
 Laura, mi fermana, que ha estado conmigo mostrando su apeyo

% mis tios fnn’yue 54 %ma/z’a queme hicieron ver Jo vafioso que soy para eflos y que fan estado a{penﬁeﬂte de mi trt{}/ectoria.
Aomi amiga Jezel, que con su sincera amistad me ha Lyavf}/a&v muche al mostrarme Jas cosas desde otros punto de vista

% mi amg'jc Iec que fea estado a/rz:fara escucharme Y darme sus COnJ?]’OJ.

Amis amigos de ;%cat/én, %u/t’na, %ro&/aia,lavz’er, ﬁu/ce, %c@ zet}/ con guienes he  podido compartir una honita
amistad.



Resumen

En este trabajo se presenta las ecuaciones para la obtencién de las
respuestas dinamicas en el dominio de la frecuencia y del tiempo tanto para
rafagas como desprendimiento de vortices; ademas se presentan las
ecuaciones para obtener la velocidad critica de las condiciones de
inestabilidad aeroelastica y la obtencién de su respuesta dinamica. Para la
obtencion de la respuesta de aleteo se hicieron simulaciones de viento de
rafaga en el dominio del tiempo. Se aplicé el método Quasy-Steady para la
respuesta de las rafagas, mientras que para los vortices se aplico la teoria
desarrollada por Vikery & Basu, para las condiciones de inestabilidad se
obtuvieron por medio de al propuesta de Strommen y para la respuesta del
aleteo se aplicaron las ecuaciones de Scanlan generando una simualcion
de viento por el método WAWS. Finalmente se aplicaron estas ecuaciones
al puente San Cristébal en etapa de construccion justo antes de su colapso,
para ello los coeficientes y derivadas aerodinamicas se obtuvieron de
puentes similares al San Cristobal y sus propiedades dinamicas se
obtuvieron de un modelo en SAP.
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Capitulo 1 Estado del conocimiento

Capitulo 1

Estado del conocimiento

1.1 Introduccion

Los puentes carreteros son susceptibles a la influencia de cargas dinamicas como
sismos, movimiento de los automdviles, viento, etc. Cuando estan sujetos a cargas
de viento durante un periodo largo, pueden sufrir inestabilidad estructural y
colapsar. Es por ello que los ingenieros deben considerar la influencia del viento
en el analisis y disefio.

El colapso del puente Tacoma Narrows en 1940 (Figura 1.1) atrajo la atencidn de
los ingenieros civiles en el tema de la ingenieria edlica sin embargo no fue el
primero en colapsar, en Inglaterra en 1836 colapso el puente | Bringhton Chain Pier, y
en 1879 en Escocia el Tay Bridge (Holmes, 2007).

Figura 1.1 Colapso del puente Tacoma Narrows (Bashford,1940)

Cuando se construyd el puente Tacoma, la teoria de disefio edlico consideraba
principalmente en cargas estaticas, al no considerar las cargas dinamicas se
desestimaban las caracteristicas aeroelasticas cuando el puente se movia (Jurado et al,
2011). De hecho lo que causo tanta conmocién fue que el puente se disefd para una
velocidad de viento de 44.72 m/s (161km/h) y una presion de 14.88 Pa (146 kg/m?) y
colaps6 ante un viento de 22.36 m/s con presiones de aproximadamente 2.48 Pa.

A partir del colapso del primer puente Tacoma se iniciaron las investigaciones con el fin
de determinar el origen de la falla, llegando a la conclusiéon de que el viento actué en
conjunto con el puente reduciendo el amortiguamiento e incrementando el movimiento
hasta llegar al colapso. Esta nueva teoria propuesta por Scanlan y Tomko (1976) es
conocida como aleteo (Flutter) la cual establece que hay un acoplamiento entre los modos

1



Capitulo 1 Estado del conocimiento

flexion y torsion. En el caso del Tacoma Narrows, su rigidez a torsion era baja por lo que
cuando se presentaron velocidades de viento bajas, se dio dicho acoplamiento generando
un incremento en la torsién (Jurado et al,2011).

A partir del colapso del puente Tacoma se comenzo a utilizar la teoria de aeroelasticidad
en la ingenieria civil, ademas de que los tableros de los puentes se comenzaron a
construir con formas aerodinamicas como el puente Great Belt de Dinamarca.

En la actualidad el analisis de viento se hace para tres efectos distintos: (1) Rafagas, (2)
desprendimiento de vértices y (3) condiciones de inestabilidad aeroelastica.

Las rafagas es el efecto directo del viento el cual depende de la velocidad del mismo. El
modo en que los cuerpos interactuan con el viento se puede medir con los coeficientes
aerodinamicos. En un principio cuando se desarrolld la teoria de rafagas, Davenport
(1973) propuso las ecuaciones de fuerza de viento en funcién a los coeficientes
aerodinamicos, esta teoria es conocida como cuasi-estatica (Quasy Steady).

El desprendimiento de vértices se genera cuando el flujo de viento entra en contacto con
un cuerpo, el cual se mantiene adherido a é€l, sin embargo a lo largo del cuerpo se va
generando una presion que puede llegar a ser negativa generando el desprendimiento del
flujo y con ello un vértice. Esto se da en cuerpos no aerodinamicos, es decir cuya forma
no permite el flujo normal del viento.

Los efectos de inestabilidad son aquellos en lo que el viento interactia con la estructura
modificando sus propiedades dinamicas y con ello lleva al colapso la estructura.
Strommen (2010) propone una metodologia para obtener las velocidades criticas ante
cuatro efectos de inestabilidad: (1) divergencia estatica, (2) inestabilidad torsional, (3)
galopeo y (4) aleteo.

La divergencia estatica es aquella en la que el puente va perdiendo rigidez a torsion
debido al viento, la inestabilidad a torsion es similar al a divergencia estatica, sin embargo,
considera los efectos dinamicos por lo que el puente pierde tanto rigidez como
amortiguamiento a torsién. El galopeo es la perdida de rigidez y amortiguamiento a flexién
vertical y el aleteo es el acoplamiento de los modos de flexion vertical como aleteo en el
cual se tiene que dar una serie de factores para entrar en esta inestabilidad.

La condiciones de inestabilidad son efecto debido a las rafagas, es decir que las
ecuaciones para resolverse provienen de la teoria de rafagas. Como se mencioné
anteriormente la teoria cuasi-estatica (Quasy Steady) fue desarrollada por Davenport sin
embargo para la revision de inestabilidad fue Scanalan (1976) quién introdujo que las
ecuaciones no estuvieran en funcién de los coeficientes aerodinamicos sino de unas
derivadas aerodinamicas las cuales dependen de la seccién del tablero.

Una caracteristica importante en el analisis edlico es conocer la interaccién del viento con
el puente, es por ello que se desarrollaron los métodos ya mencionados. Sin embargo,
otro tema muy importante es el comportamiento del viento.
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El viento tiende a ser muy variado, dependiendo de la region en donde se encuentre, la
altura en que se mida e incluso la temporada del afio haciendo que se requiera de
métodos probabilistas para su andlisis. Para poder trabajar con una variable tan
cambiante es necesario la aplicacion de métodos estocasticos, sin embargo, se tiene que
proponer ciertas hipétesis para poder aplicarlo de manera mas sencilla. Una de estas
hipétesis es que el viento se considera estacionario, es decir que sus propiedades
estadisticas no varian, la segunda hipétesis es que se considera ergorico, eso significa
que sus propiedades estadisticas no cambian durante todo el analisis y la tercera
hipétesis es tiene un comportamiento homogéneo, con ello se asegura que el
comportamiento estadistico de un punto analizado es igual que en todos los otros puntos.

El comportamiento estadistico del viento se comporta adecuadamente para ser
representado como como una funciéon con distribucion de probabilidad Gaussiana. A
pesar de saber como es la forma de la funcién de distribucion existen muchos autores que
han investigado diferentes ecuaciones para obtener esta funcién; por ejemplo, esta la
funcion de Kaimal la cual es usada en la mayoria de los reglamentos, otra es la de
Davenport la cual se basa en una velocidad media a 10 metros sobre el nivel de terreno,
existen otras como la Von Karman que tiene buenos valores comparados a los
experimentales, y otros como Simiu, Tielman, Panosfky, etc (Liu, 2012).

Con estas funciones se puede obtener la respuesta ante rafagas de manera directa como
lo hace Strommen (2010), sin embargo con el crecimiento actual de la tecnologia se
pueden crear modelos computarizados que permitan obtener la respuesta de una
estructura asignandole una historia en el tiempo. Esto conlleva a hacer simulaciones de
viento basado en las funciones de densidad. Dado que es un proceso estocastico existen
muchas manera de obtener las simulaciones, por ejemplo Shinozuka (1985), propone la
obtencion de la respuesta en el dominio del tiempo para un proceso simple el cual se
basa en una suma de funciones que involucra la funcion de densidad multiplicada con la
funcion coseno y un angulo de fase aleatorio, este método es conocido como WAWS. El
inconveniente de este método es que solo es valido sino se considera que existe
correlacién entre los puntos de analisis, para involucrar esta correlacion Cao et al, (2010)
muestran una metodologia especificamente para puentes. Sin embargo en cuestién de
simulaciones existe mucha literatura donde se puede obtener por medios de auto
regresion donde se incluye ruido al analisis. Este método es conocido como ARMA donde
Li & Kareemn (1990) indican como obtenerlo para la representacion de viento.

1.2 Objetivo y Alcances

El objetivo de este trabajo es proveer herramientas matematicas para la obtencién
de la respuesta dinamica de puentes carreteros ante efectos edlicos.

Los alcances de este trabajo constan de obtener la respuesta en el dominio de la
frecuencia y del tiempo de una estructura tipo linea horizontal en 2D en el dominio
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del tiempo para los efectos de rafagas, desprendimiento de vértices, y de la
respuesta en el dominio del tiempo del aleteo, ademas de la obtencidon de las
velocidades criticas para las condiciones de inestabilidad aeroelastica.
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Capitulo 2

Conceptos basicos de estadistica en ingenieria edlica

2.1 Introduccion

Cuando se habla de un analisis dinamico de viento siempre se tiene la incertidumbre de
como sera el comportamiento del viento en algun tiempo determinado, esto causa que el
problema tenga que resolverse con probabilidad. La rama de la probabilidad que sera de
gran utilidad son los procesos estocasticos, los cuales permitiran conocer con cierto grado
de certidumbre el comportamiento del viento.

Antes de involucrarse en la respuesta dinamica del viento es necesario definir ciertos
conceptos los cuales son basicos para la comprension de los procesos estocasticos.

2.2 Funcién de distribucién, media y varianza

Cuando se mide la velocidad del viento en un tiempo determinado y se grafican sus
resultados (Figura 2.1), se puede observar que sus valores son distintos en cualquier
punto de la grafica, sin embargo, presenta un comportamiento que se puede predecir
dentro de ciertos limites.

X
x(t)

Figura 2.1 Propiedades estadisticas de un flujo turbulento

Una caracteristica que se muestra en el comportamiento de la funcién de la Figura 2.1 es
la media, que representa un valor que es independiente del tiempo, es decir, que no varia
y se puede definir con la ecuacion (2.1).

¥=E[X]= xp(x)dx (2.1)
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donde X es la media, E[X] es la esperanza de que se obtenga el valor X deseado, x

es un valor esperado y p(x) es una funcion de distribucion, la cual se define mas

adelante. Sin embargo, cuando se hace una medicién por lo general se tienen valores
discretizados por lo que otra forma de definir la media es con la ecuacion (2.2).

1Y
x=lm—) X 2.2
lim N; ‘ (2.2)
donde N es la cantidad de datos medidos; entre mas datos se tenga mas preciso sera el
resultado.

En la ecuacion (2.1) se introdujo el concepto de funcién de densidad. Esta funcion de
densidad indica cual es la probabilidad de tener un cierto valor. Si se observa la parte
derecha de la Figura 2.1 se muestra que los valores cercanos a la media se repiten mas
que los alejados, es decir, que se tiene mayor probabilidad de que un resultado este cerca
de la media que cualquier otro valor. En la Figura 2.1 se muestra una distribucién de
Gauss, la cual matematicamente se representa con la ecuacion (2.3).

1 1(x-%Y
p(x)= exp ——[ J (2.3)

donde & es la desviacion estandar.

La desviacion estandar es una medida que indica que tan dispersos estan los datos,
también puede ser considerada con una medida de incertidumbre. Se puede ver que la
desviacion estandar influye en la funciéon de densidad, de tal modo que si la desviacién
estandar disminuye, la funcidon se vuelve mas estrecha. La desviacion estandar se obtiene
con la ecuacion (2.4).

ol =E|(x-%) | (2.4)
La ecuacion (2.4) se le conoce como varianza que también se puede escribir como la
ecuacion (2.5).

1 _
Var(X)=0? =lim— > (X, —x)2 (2.5)
N—)ooN )
2.2.1 Ejemplo 2.1
Sea la variable representada por la funcién continua,

x(t) = acos(w,t)

la varianza se puede obtener con:
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PRI T 4 2
o —;Erolo? , X (t)dt—;lig?jo [a cos(w,n)] dt

Haciendo un cambio de variable de tal modo que 7 =n T, donde n son numeros enteros

y @ =27/T; entonces la varianza es,

2 2
o’ =1lim ! ano a cos 2—”t dt 4
n—w p T(’) 0 T 2

Tal que sea la variable representada por,

x(t) =3 cos(2t)

y ¢ variade 0 a «.

La gréfica de la ecuacion se muestra en la Figura 2.2

05 1 15 2 25 3
t

0

[N}
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N

Figura 2.2 Funcién x(z) =3 cos(2t)

La varianza es:

cuya media X =0 . Los valores necesarios para el calculo se muestran en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1 Valores para el calculo de la desviacion estandar.

n ‘ X0 | [x@]

1 0.0000 | 3.0000 9.0000

2 | 03142 | 2.4271 5.8905

3 | 06283 | 0.9271 0.8594

4 | 09425 | -0.9271 0.8594

5 1.2566 | -2.4271 5.8905

6 15708 | -3.0000 | 9.0000

7 1.8850 | -2.4271 5.8905

8 | 21991 | -0.9271 0.8594

9 | 25133 | 0.9271 0.8594

10 | 2.8274 | 2.4271 5.8905

Y =45
1 & 2 1 Y 2 45

2 . J—
o =lim— X, —-x) =— X, -0) =—=45

NekaZ:;‘( %) 10;( «=0) 10

Aplicando la integral para elementos discretos (Tabla 2.2),

T 1 T 2 T 1 T 2
o =lim— e (t)dl‘—}lil;lo?jo [a cos(a)ot)] dt

T oo T

Se utilizara tiene entonces la integral de Simpson (Chapra & Canale, 2015) que esta
definida como

L (x)ax =3 F(a) 443 £ (x4 z £ () + ()

donde, n=N—1 sub intervalos. Se requiere que el nimero de sub intervalos sea par. El

—-a . .
. En la tabla 2.2 en la quinta columna viene el valor
n

ancho del sub intervalo es: 4 = b

FM que indica la multiplicacién ya sea por 4 o por 2 dependiendo el caso.
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Tabla 2.2 Valores para aplicar la integraciéon numérica de Simpson

n t x(1) [x] | M FM [x(t)]
1 0.0000 | 3.0000 | 9.000 1 9.0000
2 0.28274 | 2.5330 | 6.4161 4 25.6669
3 | 0.56548 | 1.2774 | 1.6318 2 3.2656
4 [0.84822 | -0.3759 | 0.1413 4 0.5632
5 1.13096 | -1.9122 | 3.6565 2 7.3074
6 1.4137 | -2.8531 | 8.1402 4 32.5231
7 1.69644 | -2.9058 | 8.4437 2 16.8913
8 1.97918 | -2.0537 | 4.2177 4 16.8916
9 [2.26192 | -0.5623 | 0.3162 2 0.6366
10 | 2.54466 | 1.1042 | 1.2193 4 4.8594
11 2.8274 | 2.4269 | 5.8898 1 5.8832
2 =123.53
n=N-1=11-1=10
,_b-a _28274-0_ ..,
n
2.8274 2 0.28274
[r()] dxe= 123532116395
2 M1L6395 s
2.8274

Cuando se emplea el método de Simpson, existe un error, el cual disminuira cuando el
numero de datos se incremente.

Con base a estos valores (la media, la funcion de distribucion, la desviacion estandar y la
varianza) se puede obtener el comportamiento del viento. A continuacion se presenta
conceptos que permiten conocer como influye el comportamiento del viento a un punto
determinado en tiempos distintos o puntos distintos.

2.3 Estadistica en el dominio del tiempo

El valor de un proceso aleatorio se puede obtener con su media y una variable
dependiente al tiempo, como se muestra en la ecuacion (2.6).

X=x+x(1) (2.6)
Es util conocer el comportamiento del viento en un tiempo determinado, sin embargo hay
que considerar que en una estructura tipo puente, el flujo no tiene el mismo valor a todo lo
largo. El comportamiento de un punto puede depender de otro al mismo tiempo o en
tiempos distintos. En la Figura 2.3 se muestra diferentes respuestas en un mismo tiempo
a lo largo de varios puntos.
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Figura 2.3 Eventos simultaneos de un mismo proceso en diferentes puntos

La relacion entre el comportamiento de un punto a otro se le conoce como correlacion, el
cual puede tomar valores de 0 a 1.0, donde 0 indica que no influye nada y 1.0 que tiene
completa influencia.

La correlacion esta directamente relacionada con los valores de dos eventos como se
muestra en la ecuacion (2.7)

Ry = E[ X, () X, ()] = im X, (0) X, (o) )

T->wT
Por otro lado, cuando se mide la relacidn de error entre dos datos se le conoce como
covarianza, ésta estima cuanto varian los dos valores de la media, por lo que su ecuacion
se considera una media de cero como se muestra en la ecuacion (2.8). Si en un analisis la
media es cero, la correlacion y la covarianza, producen los mismos resultados.

Cov,yos = E[x, () x, (¢) | = lim— [ x, (1) x, (1) (2.8)

T—o T J0
En las ecuaciones (2.9) y (2.10) se muestran las correlaciones y covarianza,
respectivamente, para valores discretos,

1Y
R, = E[Xl Xz] =]£1L1;10NZX11{ X (2.9)
P
_ _ . _ _
Cov,, ., =E[(X1 _xl)(Xz _xz)] :}/I_IEONZ(XM _xlk)(XZk _xzk) (2.10)
=1

10
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Con base a la definicion anterior se puede obtener la correlacion y covarianza de un
mismo punto en tiempos distintos, como se muestran en las ecuaciones (2.11) y (2.12). A
la auto-correlacion es:

Ry, =E[X(t)X(t+7)] —hm X(t+7)dt (2.11)

T—o©

y a la auto-covarianza es:

Cov,, ., —E[x t+r)]—11_r)130% x(1)x(t+7)dt (2.12)

Si son en distintos puntos y distinto tiempo se le conoce como correlacion cruzada y
covarianza cruzada, que se muestran en la ecuacion (2.13) y (2.14), respectivamente.

Rmz:E[Xl(t)Xz(tJrz')]—}E?O% X,(0)X, (1 + )i (2.13)
Cov,, , =E[x1 (1)x, (t+r):|— 11})13)% x (2)x, (¢ +7)dt (2.14)

En esta seccidn se muestra la correlacion y covarianza para dos puntos, sin embargo se
puede aplicar a una cantidad N de puntos.

2.3.1 Ejemplo 2.2

Dado una viable x(f) = acos(w,t), la covarianza se puede definir como
Cov,(7) = ;153; x(1)x (147 )t
- ;1_{2% . acos(wt) a cos[a)o (1+ r)]dt

2

a
=—0C0S(w,T
5 cos(@y7)

Si se acota con los mismos valores que el ejemplo anterior a=3 , @, =2y T =97/10 y

un tiempo de desfase 7=0.6283,

2
Cov, (7 =0.6283) = %cos[2(0.6283)] =1.3907

Aplicando la ecuacion para valores discretos (Tabla 2.3) considerando un Az =0.3142 y
N=10

11
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Tabla 2.3 Obtencion de la covarianza

Cov, (r=0.3142) =

=L
/ At

. 1A
Cov, (2' = ]AZ) :N——j Zxk+j X,
k=1

1 10—/

Z Kievj Xk

10—/ 13

. 0.6283
Jj= =2
0.3142

Cov, (0.6283) = 0

1

Aplicando el método de Simpson (Tabla 2.4)

J-2.8274
0

n=N-1=11-1=10

_b-a 2.8274-0

n

[f(x)][f(x+r)]dx:

2.8550

Cov(06283) =

12

=0.28274
0.2827

=1.0099

n t x(2) t+7 x(t+71) x(t)-x(t+71)
1 0.0000 3.0000 0.6283 0.9271 2.7812

2 0.3142 2.4271 0.9425 -0.9271 -2.2500
3 0.6283 0.9271 1.2566 -2.4271 -2.2500
4 0.9425 | -0.9271 1.5708 -3.0000 2.7812

5 1.2566 | -2.4271 1.8850 -2.4271 5.8906

6 1.5708 | -3.0000 2.1991 -0.9271 2.7812

7 1.8850 | -2.4271 2.5133 0.9271 -2.2500
8 2.1991 -0.9271 2.8274 2.4271 -2.2500
9 2.5133 0.9271 -—- - -

10 2.8274 2.4271 -- -—- -

> =5.2340

5(52340)=0.6543

30.2975=2.8550
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Tabla 2.4 Aplicacién del método de Simpson para la obtencion de la covarianza

n z X0 | itr | s+ | FM | [FM]x0x+0)]
1 0.0000 3.0000 0.6280 0.9289 1 2.7866

2 0.2827 2.5331 0.9107 -0.7440 4 -7.5382

3 0.5654 1.2778 1.1934 -2.1852 2 -5.5846

4 0.8481 -0.3752 1.4761 -2.9464 4 4.4222

5 1.1308 -1.9115 1.7588 -2.7904 2 10.6676
6 1.4135 -2.8528 2.0415 -1.7660 4 20.1514
7 1.6962 -2.9061 2.3242 -0.1918 2 1.1150

8 2.9789 -2.0550 2.6069 1.4420 4 -11.8530
9 2.2616 -0.5642 2.8896 2.6270 2 -2.9642
10 2.5443 1.1022 3.1723 2.9943 4 13.2014
11 2.8270 2.4255 3.4550 2.4297 1 5.8933

> =30.2974

Cuando se acota el problema, hay un error muy grande ya que se usan pocos datos
2.4 Valores maximos

Los valores que mas interesan en el disefio estructural son los maximos, ya que con base
en ellos se hace el disefio. En procesos estocasticos el valor maximo se obtiene a partir
de la ecuacién (2.15) donde se tiene un valor medio independiente del tiempo, un factor
pico y la desviacién estandar

X, =X+k,0, (2.15)

=./2In| fx + Y
k,=\2In[ fx(0)T ol A#(0)7] (2.16)

donde kp es el factor pico, X la media, ¥ es la constante de Euler que equivale a 0.5772,
O, la desviacion estandar y fx(O)Tes el niumero de cruces por cero.
Dependiendo del espectro de respuesta el factor pico puede tener diferentes valores, en

este trabajo se obtiene el factor pico por medio de una simulaciéon en el dominio del
tiempo lo cual permite obtener con la ecuacién (2.17) (Helliesen, 2013).

k,= (2.17)

donde

xmax

es el valor maximo de la simulacién. Este valor puede ser desplazamiento,
velocidad, fuerza etc.
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241 Ejemplo 2.3

Obtener el factor pico de la simulacion de viento mostrada en la Figura 2.4

40

301

27

107

V [ms]
—

0 100 200 300 400 500 600
T [s]
Figura 2.4 Simulacién de velocidad de viento para el ejemplo 2.3

Para obtener el numero de cruces por cero se identifica cuantas veces a lo largo del
registro pasa por cero como se muestra en la Figura 2.5, donde se marca con un circulo
rojo el punto donde el valor de la velocidad es cero.

14
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Figura 2.5 Puntos donde el registro cruza el cero

Al contar los puntos da un total de 45 veces que cruza por cero el registro, por lo que el
factor pico es:

k= 2In(45)+—212__5 97

' 21n(45)

2.5 Densidad de auto espectro

La densidad de auto-espectro contiene las propiedades del proceso en el dominio de la
frecuencia, es decir los valores de como varian los puntos a lo largo de la estructura tipo
puente. Dicho en otras palabras, es la auto-varianza en el dominio de la frecuencia. Para
ello sera necesario aplicar la transformada de Fourier.

La densidad de espectro en funcidén del tiempo se tienen valores deterministas, en
cambio, en el dominio de la frecuencia los valores son aleatorios. Para hacer eso (y
basado en la definicion de la transformada de Fourier) se hace la suma de varios
armonicos como se muestra en la ecuacion (2.18).

N

x(t) =1lim 2 X, (@,.1) (2.18)

15
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donde
o, =kAw (2.19)
Ao=2x/T
Cada armoénico se puede obtener con
X, (w,,t)=c, cos(w,t+¢,) (2.20)

donde las amplitudes son

¢, = «/a,f + b,f
y el angulo de fase

¢, =arctan(b, / a,)

donde 4, y b, se definen en la ecuacion (2.21).
a, | 2¢r cos ,t
=—| x()| . dt 2.21
{bj TIO ()Lma)kl} 221)

Por medio de este cambio la funcion de auto-espectro de un solo lado (para valores
positivos de ) se define similar a la varianza divido entre A@, como se muestra en la
ecuacion (2.22).

E X2 2
S ()= [A k] = Zxk (2.22)
w w
.1 1r 2
S ()= }%EF ) [ck cos(w,t +g, )] dt (2.23)

Si se define que la componente armoénica ¢ es 7, =27 /w,y T como »-T, entonces se
tiene que la funcion de densidad de un solo lado es:

2
1 1 I 2z ¢’
S (w)=lim———n c, COS| — 1+ dt =—* 2.24
(@) = Aw nT, jo[" (Tk (o"ﬂ 2A0 (224

Considerando para los valores negativos, entonces se tiene que

16
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E|l XX c?
S, (Faw,) = [ A';) kL - (2.25)

Si se considera que ¢, es la amplitud de la transformada entonces se puede poner que

1
S (a))—}l_rgﬁa (w)a(w) (2.26)

2.6 Densidad espectral cruzada

La funcién de densidad espectral cruzada contiene las propiedades de coherencia en el
dominio de la frecuencia, es el mismo concepto que la covarianza pero en el dominio de la
frecuencia.

Similar a la ecuacion (2.25) el espectro se puede definir como:

E[ XY,
[Aw ] 21T d, a (2.27)

S, (o) =

Dado que se esta empleando la transformada de Fourier donde la respuesta se define
como la suma de arménicos X, (@,.t) y Y.(@,,t) entonces se puede definir la respuesta
como:

x(2) —llmZX (0,.1)

N—ow

y(1)= hmZY @)

N—>x©
(2.28)
Por lo que la covarianza se puede definir como

Cov,, :E[xt t)]

—hmZ( [x.%])

N—w

= lim z Sx}

N—ow

= I_mey(ia)k)da) (2.29)

17
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El co-espectro SW por lo general es un valor complejo donde la parte real se conoce como

densidad co-espectral Co, (®) y la parte imaginaria quad-espectral Qu, (®). Esto se

puede representar como:

S,(@) =Co,,(@)-iQu, (@)
Sxy (0))‘ ei'(p"}'(w)

(2.30)

La funciéon de coherencia se define como

5, (@)

(2.31)
S (@)S, (@)

Coh (@)=

Si se considera que todo ocurre en un mismo proceso de tal forma que X =) entonces el
espectro cruzado (ahora auto-espectro) queda:

S, =S, (@)y/Coh (@) (2.32)

Para cuestiones practicas, las partes imaginarias pueden ser despreciadas por lo que

e”=(®) =1 si se introduce el concepto de co-espectro normalizado como se muestra en la
ecuacién (2.33) y se considera que la respuesta es debido al mismo proceso tal que
X =Y entonces la parte real del espectro se puede obtener como se ve en la ecuacion

(2.34).

Co,, () Re[ 3, (@) 233

o) =—F—— .

? VS (@)S, (w) (239
Re[S, (@) ] =S, (@)Co, () (2.34)

A partir de la ecuacion (2.34) se puede obtener la funcién de densidad para los diferentes
puntos que se muestran en la Figura 2.2 considerando como contribuyen cada uno al
comportamiento total de la estructura.

2.7 Conclusiones

En este capitulo se mostraron las ecuaciones que permiten obtener los valores
estadisticos de cualquier funcién. El viento presenta un comportamiento estadistico
Gaussiano Las ecuaciones aqui presentadas estan presentadas para funciones continuas
sin embargo en la ingenieria la mayoria de las veces se cuenta con sistemas discretos, es

18
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por ello que se presentd como obtener valores similares por medio de la integral se
Simpson permitiendo tener valores precisos dependiendo del nimero de datos.

19
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Capitulo 3

Descripcion estocastica del viento turbulento

3.1 Introduccion

El viento es un fendmeno natural que tiene un comportamiento estocastico, es decir, que
es aleatorio. La manera de describir el flujo es mediante

U=V+u(r) (3.1)
Donde U depende de un valor medio V', el cual depende de la altura y las caracteristicas
del terreno, y un valor estocastico que depende de la turbulencia, u(t)

3.2 Velocidad media del viento

Cuando se hace el andlisis estatico de viento para estructuras que son poco sensibles a
las rafagas de viento, es suficiente con considerar la velocidad media ya que la
turbulencia no genera efectos considerable en la estructura. En cambio, cuando la
estructura es sensible, se requiere hacer un analisis que incluya la turbulencia del viento.
Independientemente del tipo de analisis edlico es necesario obtener la velocidad media
del viento.

El Manual de Disefio de Obras Civiles, (MDOC, 2008) y el reglamento de construcciones
de la ciudad de México tienen un apartado para obtener una velocidad de disefio el cual
se obtuvo a partir de la medicién de registros a una altura de 10 m en un terreno abierto
con un tiempo de promediacion de 3s. Sin embargo, las metodologias descritas en la
literatura para obtener el comportamiento edlico emplean un tiempo promediado a 10
minutos por lo que la organizacion mundial meteorologia en su apéndice Il (Harper et al.,
2008) propone algunos factores de conversion los cuales dependen del tipo de terreno.
Estos factores se muestran en la Tabla 3.1

Tabla 3.1 Factores de conversion de velocidad

Terreno V3/vio | V10/V3
Terreno casi abierto 1.66 0.60
Terreno dentro de la 0.66

, 1.52
linea costera
Terreno fuera de la 0.72
, 1.38
linea costera
Mar abierto 1.23 0.81

20
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Para hacer la conversion solo se tiene que dividir la velocidad de disefio entre el factor
que le corresponde de la Tabla 3.1.

3.3 Estadistica en un solo punto de flujo turbulento

Para determinar la contribucién de la turbulencia, u(t) se considera que el proceso

aleatorio tiene una media de cero y es estacionario. El comportamiento de la turbulencia
es considerado como una funcién de densidad de probabilidad de Gauss cuyas varianzas

en la direccion del viento es, o—j, en la perpendicular, af, y en la vertical, o—j, y se definen
en la ecuacion (3.1):

o u’(t

1 ¢T
o2 :?L 0 (3.1)
O'i wz(t)

Por medio de estos valores se puede obtener la intensidad de turbulencia. La intensidad
de turbulencia es un parametro que permite ver la variacion del viento debido a la
turbulencia y se define matematicamente con la ecuacion (3.2),

I,(z)=2 (=) (3.2)

u(2)
donde I, es el indice de turbulencia, o, es la desviacion estandar a la altura deseada y

u(z)=V esla velocidad media calculada a una altura z .

Este indice se puede calcular con la ecuacion (3.3) y (3.4) los cuales se pueden encontrar
en el Eurocodigo

1 =
M(Z) (zj z . <z<z (3.3)
In| == min max
Z
1
()=
ln[zmmj z< Zmin (34)
2y

donde z, y z,, son parametros que dependen del terreno y se muestran en la Tabla
3.2y z_ =200m.

max

21
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Tabla 3.2 Valores de las constantes

Categoria del k, z, (M) Z o (M) Descripcion del terreno
terreno
1 017 0.01 1 Mar abierto, tgrreno llano sin
obstaculos
Granjas con setos, pequefnas
2 0.19 0.05 2 estructuras agrarias ocasionales,
] casas o arboles
3 0.29 0.30 5 Areas suburbanas o industriales,
] bosques permanentes
Areas urbanas con al menos 15 % de
4 0.43 1.00 10 superficie cubierta con edificios de
altura media mayora 15 m

Para obtener los indices de turbulencia en las direcciones v, w se puede aplicar la

ecuacion (3.5).
I, 3/4 / 35
| |12 (3-5)

Otro parametro importante es la longitud de escala de turbulencia, la cual indica el tamafio
de las rafagas la cual se puede obtener con la ecuacion (3.6).

7L, =VT, =u(z)T, (3.6)

donde YL, es la longitud de escala de turbulencia, ¥ es la velocidad media y 7, es el

tiempo de escala, es decir, el promedio de duraciéon de la rafaga. El tiempo de escala se
define en la ecuacion (3.7).

1,=[ p.(z)dz (3.7)
Strommen (2010) propone la expresion (3.8) para la obtencion de la longitud de escala
turbulenta.

’?fLu(z)zloo(ﬁj | (3.8)

Para obtener las demas longitudes de escala para las diferentes direcciones se pueden
obtener con la ecuacion (3.9),
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yf'Lu _1/3_

TL| |1/4

YL | 1/4

nyU _ 1/4 vy (3.9)
o | 2| '
vy | 1712

ny: 1/16

sy | L)

La ecuacion (3.10) representa la forma matematica de la funciéon de densidad espectral,
que es una buena representacion de las propiedades turbulentas la cual fue propuesta por
Kaimal

fSl’l(f)z An];n 3 10
o, (1+1.5A,,f)5/3 (3.10)

donde 1 es la frecuencia en Hz, S, (f) es la funcién de densidad, o, es la desviacion

estandar, 4, es un parametro que depende de la direccion a analizar, » =u,v,w, la cual

se muestraenlaTabla3.3y f =/ L /V

Tabla 3.3 Valoresde 4, 4,, 4,

Fr i
Constante Az eclencia rad/s
A, 6.8 1.08
A, 9.4 1.50
A, 9.4 1.50

Simplificando la ecuacion (3.10) se llega a la ecuacién (3.11) la cual puede usar
frecuencias en Hz 6 en radianes/s. Cabe destacar que siempre sera en la direccién xf,

que es la direccion del viento.

- . 3.11
o (1+154,07L, 7)) 3.1

La ecuacion (3.11) considera en el denominador la desviacion estandar, Kaimal (1972),
establece la funcién de densidad como se muestra en la ecuacién (3.12),

1055
SH(C(),Z)ZU*Z j5/3 (312)

143322
2z V

23



Capitulo 3. Descripcion estocastica del viento turbulento

donde U. se define en la ecuacion (3.13), z la altura, ¥ la velocidad media, @ la
frecuencia angular,

0.4V

ln[zj (3.13)

donde z, es la rugosidad del terreno que se puede encontrar en la Tabla 3.2.

U.=

3.3.1 Ejemplo 3.1

Graficar la funcidn de densidad de turbulencia para una altura z de 15 m en el estado de
Chiapas para una categoria de terreno tipo 2.

El manual de disefio MDOC (2008) establece que la velocidad media en Chiapas para un
periodo de retorno de 50 afios promediada a 3s, es V, =110km/h . Para obtener la

velocidad media de disefio se empleara el Eurocodigo en el apartado 4.3 donde establece
que la velocidad media se obtiene con:

v, (z) =c, (z)co (Z)VR

donde c.(z) es el factor de rugosidad que varia con la altura, c,(z) es el factor de

orografia el cual se tomara como 1 para este caso y V. es la velocidad regional en m /s
promediado a 10 minutos.

Dado que se necesita la velocidad en otras unidades se transforma la velocidad regional

v =110 1000m 30 Th 36 56
h\ lom )\ 36005

Para la obtener el tiempo de promediacion a 10 minutos se aplica la Tabla 3.1 para el
primer terreno de la siguiente manera:

Ve =w=18.41 m/s
1.66

Una vez obtenida la velocidad regional en las unidades y tiempo de promediacion
adecuada se requiere obtener el factor de rugosidad de la siguiente manera:

¢.(z)=k, h{iJ
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empleando la Tabla 3.2 para la categoria de terreno 2 se tiene que k =0.19 vy

z,=0.05 m obteniendo un factor de rugosidad de

cr(z:15)=0.19ln[%j=1.08

por lo que la velocidad media de disefio es

v, (15)=1.08(1)(18.41)=19.88m / s
Para obtener la funcion de densidad es necesario obtener la longitud de escala turbulenta,
esto se logra aplicando la ecuacion (3.8) para la direccion u y la ecuacion (3.9) para la
direccién w quedando

15 0.3
*f'Lu(z):loo(ﬁj =56.60

YL, (15) :% =4.72

La funcion de densidad de Kaimal se obtiene con la ecuacion (3.11), la cual tiene como
denominador a la varianza.

S.(f) _ 6.8(56.60/19.88) _ 1936
o, (1+(1.5)(6.8)(56.60/19.88) £} (1+29.045)"
S, (f) 223

> =

o, (1+3357)"

En la Figura 3.1 se muestran las graficas de las funciones, donde se puede ver
claramente que la funcion de densidad en la direccién u tiene valores mayores que en la
direccion w.

S.{f) ol

a) Funcion de kaimal direccién u

Su{f) /o2

10°3 1072 107! 10° 10"
!
b) Funcion de kaimal direccion w
Figura 3.1 Funcion de densidad de Kaimal
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Si se define la frecuencia reducida como

~ 'L,
/= 4

y la densidad reducida de auto espectro como

Entonces se puede graficar la funcidon de densidad reducida de auto espectro como se
muestra en la Figura 3.2.

0.25

n=u

n=w

02r

[-S{f)fe "

017y

0.05

0 .
104 1073 1072 107" 10° 10’ 102
Frecuencia reducida f - *L,/V

Figura 3.2 Funcion de densidad de Kaimal normalizado

Otra manera de obtener la funcién de densidad de Kaimal es con la ecuacion (3.12). La
diferencia con la ecuacion (3.11) radica en que ésta requiere la varianza mientras que la
otra la velocidad de corte U.. A continuacion se muestra la obtencién de la funcién de

densidad con la ecuacion (3.12).

. 2041933 | 5o
( 15
In| —
0.05
15
S, (f.z=15)=1.35" 19.88  _  149.73
u 15 \"° (1+25615)"
1433f >
19.33

26



Capitulo 3. Descripcién estocastica del viento turbulento

15
_15)=1 352 19.88 __ 28520
S.(f2=19)=133 o 15 Y (1+7.600)"
14982 > '

( 2ﬁ19.88j

En la Figura 3.3 se muestran las graficas de las funciones de densidad de Kaimal
aplicando la ecuacion (3.12) para este ejemplo

150

100

AS)

50

1073 1072 107" 10° 10"
f
a) Funcion de kaimal direccion u

b) Funcion de kaimal direcciéon w
Figura 3.3 Funcion de densidad de Kaimal con la ecuacion (3.12)

3.4 Propiedades espaciales del flujo turbulento

Dado que el viento varia a lo largo de la estructura tipo linea horizontal es importante
tener en cuenta cémo influye de manera espacial en cada punto el flujo. Esto se puede
saber por medio de la covarianza la cual relaciona tanto el espacio como en el tiempo de
dos puntos.
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Figura 3.4 Covarianza a lo largo de un tablero

En la Figura 3.4 se muestra el flujo turbulento en el dominio del tiempo para dos puntos a
lo largo de un tablero. Se muestra como la velocidad va en la direccién y del tablero, el

cual, puede causar flujo turbulento en tres direcciones ortogonales a la velocidad u, v y
w. Los puentes presentan caracteristicas de una estructura tipo linea horizontal, lo cual
hace que el viento en un punto sea distinto que en otro, para ello se emplea la covarianza
el cual nos indica como afecta esta distancia entre los puntos. Para casos distintos de las
estructuras tipo linea, como placas, se puede presentar covarianza en dos direcciones
simultdneamente, en el caso del puente, se presenta unicamente a lo largo del mismo. En
la Figura 3.4 se muestra que existe covarianza en la direccion x del puente el cual
corresponde a una funcion, sin embargo en la Figura 3.4 no se especifica para cual
componente fluctuante u, v o w corresponden, por lo que puede existir para la direccién
x covarianza para un flujo de la componente u# en un punto y v para otro punto.
Considerando todas las combinaciones, se tiene que para una direccién existen 9
funciones de covarianza posible, ademas, si se consideran las tres direcciones del puente
con sus respectivas componente fluctuantes, se tiene un total de 27 funciones de
covarianza.

Afortunadamente, las funciones de covarianza que son de importancia son aquellas
cuando influye el proceso de un mismo componente turbulento, es decir, que la
turbulencia en una direccion no influye con respecto a otra. Esto permite reducir a tres
funciones de covarianza por cada direccion.

En la ecuacion (3.14) se muestran las funciones de covarianza para cada componente
turbulenta.

28



Capitulo 3. Descripcion estocastica del viento turbulento

Cov,, (AS,T) = E[u(s,t)u(s +As,t+ T)] = %Jju(s,t)u(s + As,t+ r)dt

Cov,, (As,7) = E[v(s,t)v(s + As,t + r)] = %IOTv(s,t)v(s +As,t+7)dt (3.14)

Cov,,, (As,7)= E[w(s,t)w(s + As,t+ z‘)] = LIT

o ) w(s,t)w(s+As,t+z')dt

donde s=uxf,yf,zf con lo cual, considerando las tres direcciones del viento, se tienen 9
funciones de covarianza.

Para el caso de las estructuras tipo linea, se considera solo una direccion del viento,
reduciendo a 3 funciones de covarianza.

Las funciones de covarianza representan la variacion espacial de la turbulencia en el
dominio del tiempo, para tener la representacién en el dominio de la frecuencia se
emplean las funciones de densidad de espectro cruzado, la cual se puede obtener con:

S, (As,a))zzLJ.WCovnn (As,7)e ™ 7dr (3.15)
T 9o

El espectro cruzado se puede definir por el espectro de un solo punto e incluyendo la
funcién de coherencia y el espectro de fase como se muestra en la ecuacién (3.16)

S, (As,0)= ZLS” (w)\/Coh,, (As,7)exp(ip) (3.16)
7

Para las estructuras tipo linea horizontal el espectro de fase puede ser despreciado,
ademas si se considera que el espectro de un solo punto es conocido y tomando solo la
parte real del espectro cruzado se puede definir el co-espectro normalizado (Strommen,
2010).

El co-espectro contiene la informacion que indica como esta distribuida espectralmente la
covarianza. El co-espectro normalizado se puede obtener con la ecuacion (3.17), también
conocido como coherencia.

Re[ S, (As, f)]
5, (@)
En la literatura se puede encontrar como obtener el valor del co-espectro como una

primera aproximacion y bajo condiciones homogéneas como se indica en la ecuacién
(3.18) (Strommen, 2010).

Co,, (As,w)=2x (3.17)

A wAs
C As,w)= —C, —— 3.18
o,m( a)) exp( C, 272'Vj ( )

donde w es la frecuencia angular en rad/s, As es la distancia entre elementos 'y ¥ es la
velocidad media. En la ecuacion (3.17) se muestran los valores de ¢,
’
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Cuyf = Cugr ¥ 9
us =1 Coyt = Coop =Copy X6 (3.19)

Cozf ® 3

El coespectro muestra cémo se relaciona un punto con respecto a otro, es por ello que
entre mayor sea la distancia de As el coespectro serd menor.

Al hacer el analisis por rafagas, los datos que mas interesan son para la direccion u y w.
En la Figura 3.5 se muestra el coespectro en la direccion u horizontal para diferentes
distancias As con una velocidad media V' =10 m/s. Se puede ver claramente como el

coespectro es menor conforme aumenta la frecuencia, teniendo un mayor decremento
cuando se considera un espacio mayor.

1 \
A=5
0.9 AN A=10
A=50
081 Y\ \ A=100
or |
06 J|
<05 -|‘
04r|
||
03]
[
|
02r I|
|]’ -
\ - —
01F |\ —
3 . : : .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.5 Funcion de coespectro normalizado de diferentes valores A en la direccién u

En la Figura 3.6 Se muestran el coespectro para la direccion w , donde se puede observar

que exista una mayor relacion entre los puntos que en la direccion u mostrados en la
Figura 3.5

30



Capitulo 3. Descripcién estocastica del viento turbulento

09§

A=50
0.8

O7'J‘

06|

04r|
03} |
02 |\

0.1

7 8 9 10

Figura 3.6 Funcion de coespectro de diferentes valores A en la direccion w

La ecuacion (3.18) y (3.19) indican el coespectro para viento los cuales seran usadas
para obtener el comportamiento de las rafagas.

La ecuacion (3.20) indica el coespectro obtenido por Davenport (1967). En la Figura 3.5

se muestra el comportamiento para diferentes A sin embargo Davenport no hace
distincion en las direcciones,

Aah
C= exp(—%) (3.20)

donde C es el coespectro, 4 es un valor que varia entre 7 y 10, que en la mayoria de las
referencias se usa un valor de 10, @ es la frecuencia angular en rad/s, A es la
separacion entre tramos, en puentes esta separacion debe ser la misma para aplicar las
simplificaciones que se usan en las ecuaciones futuras usadas en este trabajo, y ¥ es la

velocidad media. En la Figura 3.7 se muestran como varia el coespectro aplicando la
ecuacion (3.20).
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A=5
A=10 | ]
A=50
A=100| ]

0.9 Fi\

0.8

0.7

061

04 fl
03]
02r1

0.1

Figura 3.7 Coherencia para diferentes puntos por el método de Davenport

3.5 Conclusiones

En este capitulo se traté sobre el comportamiento del viento, y se mostré como a
partir del MANUAL se obtiene la velocidad de disefio. Se puede ver que la
velocidad del viento depende tanto del tipo de terreno como la altura. Existen otros
factores que para estructuras pequefias no son necesarias como es la funcién de
densidad de Kaimal, el cual describe el comportamiento del viento en el dominio
de la frecuencia. Se eligid este porque es el que presenta mejores resultados, sin
embargo, existen varios que pueden ser usados como los de Davenport o Karman.
Por otro lado el comportamiento espacial, el cual indica como se correlaciona el
viento en diferentes puntos, puede ser aplicado con las ecuaciones (3.16), (3.17) y
(3.18) sin embargo son aproximaciones ya que obtener estos datos suele ser
complicado, existiendo en la literatura muchas formas de obtenerlo.
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Capitulo 4

Respuesta dinamica de un proceso estocastico

4.1 Introduccion

Cuando el comportamiento de un fenédmeno fisico esta regido por un proceso estocastico
es necesario resolver la ecuacion de movimiento haciendo uso de la estadistica y la
probabilidad. Es comun obtener la respuesta en el dominio de la frecuencia, por lo que
para resolverlo se hace uso de la transformada de Fourier.

4.2 Ecuacion de equilibrio dinamico

La expresion (4.1) se muestra la ecuacion de movimiento de un oscilador de un grado de
libertad,

mi(t)+cr(t)+kr(t)=q,, (?) (4.1)

donde m es la masa, ¢ el amortiguamiento, & la de rigidez, g,,(¢) la fuerza del viento y

r(1) el desplazamiento.

Considerando que la fuerza debido al viento es aleatoria la respuesta también lo es, como
se muestra en la ecuacion (4.2).

v (x,t)=7(x)+r(x,t

tor (X,7) _( )+r(x,1) 4.2)
qtot ('xat) = q(X) + q(xat)

donde 7(x) y g(x) son los valores medios de la respuesta y la carga, respectivamente; y

r(x,t) Y g(x,t) son sus componentes aleatorias.

La fuerza q(x,t) se puede separar en dos variables como se muestra en la ecuacion

(4.3). g(x,t) es la fuerza debido al viento directamente y ¢, (x,z,r,7,7) debido a la
interaccion con la estructura.

q(x,1)=G(x,0) + q,, (x,t,r,F,F) (4.3)

Cuando se representa de forma matricial la ecuacion de equilibrio dinamico, los valores de
la ecuacion (4.1) deben tener las componentes en las direcciones deseadas,
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generalmente, se consideran la direccién y, z y 6 que corresponden a las direcciones
mostradas en la Figura 4.1.

-y

Figura 4.1 Direcciones de analisis

Considerando las diferentes direcciones, la ecuacion de movimiento se puede escribir
como la ecuacion (4.3),

Mi+Cr+Kr=0,, (4.3)

donde las letras mayusculas corresponden a las matrices.

La ecuacién (4.3) se puede poner en funcion de sus componentes generalizadas, para
ello se considera que la respuesta depende de una matriz de forma modal ¢ y un vector

de amplitud modal » también conocido como vector de coordenadas generalizadas. Esta
relacion se muestra en la ecuacion (4.4).

r=¢n (4.4)

Si se sustituye (4.4) en (4.3) se tiene la ecuacién de movimiento en coordenadas
generalizadas como se muestra en la ecuacion (4.5),

Mij+Cr+Kn=0,, (4.5)

donde

onzt = J. (@Tsz)dx
Loy  (46)

donde M. es la masa generalizada, C es el amortiguamiento generalizado, K. es la

1 1

rigidez generalizada, Q,, es la fuerza generalizada, o, es la frecuencia angulary ¢, es el
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coeficiente de amortiguamiento, cada una correspondiente al modo i caracteristico.

Mientras que L es la longitud de toda la estructura 'y L., es la longitud donde actua el

viento.

4.3 Respuesta de un oscilador de un grado de libertad

Para obtener la respuesta de un oscilador de un grado de libertad ante efectos edlicos se
considera que no hay un acoplamiento entre modos verticales, horizontales y torsionales
ademas de que no existe covarianza que relacione los modos. Para obtener la varianza
en cada direccion, se suman las contribuciones de cada modo como se muestra en la
ecuacion (4.7).

2.
2 iy
iy
2 | _ 2
o, |= zo-[z (47)
iz

2
2.0
L i

La varianza se puede obtener a partir de la funcién de densidad espectral como se
muestra en la ecuacion (4.8),

~

o= IOwSri(xr,w) = MJ.: H(w)

K ‘2

S, (o) (4.8)

La funcidon de densidad espectral de desplazamiento se define en la ecuacion (4.9),

2

i (o)
2

S, (x,,0)=¢(x,) S (@) (4.9)

Para la determinacion de la ecuaciéon de movimiento véase el apéndice A.

En la Figura 4.1 se muestra la representacion grafica del espectro de respuesta de carga

A 2
S5 (@), la funcién de admitancia mecénica ‘H(a))‘ y el espectro de respuesta de

desplazamiento S.(x,,).
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Figura 4.2 funciones de espectro y transferencia en el dominio de la frecuencia

En la Figura 4.2 se puede observar que el area bajo la curva del espectro es la desviacion
estandar, en la parte derecha, se observa que la desviacién estandar total es la suma de
la desviacion estandar de base (de fondo) y la de resonancia.

4.3 Respuesta de un oscilador de varios grados de libertad

En la seccion anterior se vio como obtener la respuesta de forma independiente para cada
modo y cada fuerza. En esta seccidn se presenta la ecuacion para considerar los modos
superiores de vibrar. Aunque en este trabajo no se aplica esta metodologia.

El procedimiento es igual que para un solo modo, dejando en términos matriciales la
ecuacion (4.9) se expresa como:

S, (5,0 =4, (3, )| H (@), (@) 1] () |67 (x,) (4.10)

Los valores de # y ¢ se obtienen de una analisis de valores caracteristicos por lo que
falta mostrar como se obtiene la funcién de densidad de carga SQ_ . En la ecuacién (4.10)

no viene el término de la rigidez como se muestra en la ecuacion (4.9) ya que se incluye
en el espectro de la carga modal.
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4.4 Ecuacion de aleteo

Las ecuaciones (4.8) y (4.9) pueden ser usadas para obtener la respuesta de
cualquier estructura ante efectos de rafagas como de desprendimiento de vortices,
sin embargo, en estas ecuaciones no existe acoplamiento entre modos lo cual
sucede cuando se evalua el efecto ante aleteo.

Theodorsen (1935) propuso las ecuaciones de aleteo para una placa, ignorando la
separacion de flujo, esto limita su propuesta para puentes, por lo que Scanlan
(1978) modificd la teoria de Theodorsen. La teoria de Scanlan utiliza derivadas
aerodinamicas, las cuales se definen mas adelante, primero la ecuacion (4.3) se
puede reescribir como:

Mh+2¢,0,h+?h]l=L, + L, (4.11a)
1[é+2¢, 0,6 +wal=M,+M, (4.11b)

donde M es la masa modal, I es el momento de inercia masico, # es el desplazamiento
vertical, a es la rotacion, £, es el amortiguamiento critico, @, es la frecuencia circular

donde ne {h,a}, L, es el levante aerodindmico, M, es el momento, L, es la fuerza de
levante debido a las rafagas y M, el momento debido a las rafagas.

Scanlan define las fuerzas autoexitables como:

L, =2 pr2es)| ki Ly ki B2 ke (4.12a)
2 14 4
M, =%pV2(2BZ){KAl*§+KA;B—Va+K2A;a} (4.12b)

donde p es la densidad del viento, B es el ancho del tablero del puente, K es la

frecuencia reducida que se obtiene con K = Bw /V , V es la velocidad media, H, y 4 vy
n e {1,2,3} son las derivadas aerodinamicas.

Las fuerzas debido a las rafagas las define como:

1, u(t) (dc, w(t)

L= pV B[ch V +(da +CD) z } (4.13a)
_1 o u(?) (dCy Y (1)

M, == pVB {ZCM ; +( daj V } (4.13b)
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donde u(r) y w(z) es la velocidad horizontal y vertical debido a la rafaga, respectivamente.

C,, es el coeficiente de arrastre, C, el de levante, C, el de momento, ‘;CL es la derivada
o

del coeficiente de levante y 4Cy la derivada del coeficiente de momento.

da

Liu (2011) presenta las fuerzas de rafaga como se muestra en las ecuaciones 4.14 las
cuales se evaluan a partir de las derivadas aerodinamicas.

L, :5,;1/23{/(111 ;+kH2;a+k2H3a+k2H4 E} (4.14a)
1 * h * B . * * h
M, ZEIDVZB2 [kA1 ;+kH2;a+k2H3a+k2H4E} (4.14b)

La diferencia entre las ecuaciones (4.12) y (4.14) es en que la primera solo emplea seis
derivadas aerodindmicas y la segunda ocupa ocho derivadas aerodinamicas. Estas
derivadas aerodinamicas describen el comportamiento a flexion, torsion y la combinacién
de ambas por lo que la ecuacién (4.14) considera todas las combinaciones posibles entre
flexion y torsion.

4.5 Conclusiones

En este capitulo se revis6 como obtener la respuesta ante efectos rafagas y vortices en el
dominio de la frecuencia, esto permite trabajar con las funciones de densidad las cuales
se encuentran en este dominio.

También se mostraron las ecuaciones propuestas por Scanlan para el efecto de aleteo las
cuales involucran un acoplamiento torsional y a flexion vertical, esto permitira resolver las
ecuaciones en el dominio del tiempo.
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Capitulo 5

Cargas de viento y movimiento autoexitable

5.1 Introduccion

Cuando un puente esta sujeto a un flujo de viento, el angulo de incidencia cambiara
dependiendo del instante en el que actué, esto causara que la fuerza en la estructura
varie como se muestra en la Figura 5.1.

>

%&

-

P4

v
—+

—

>

P

Figura 5.1 Movimiento auto-excitable debido al viento

En el andlisis de viento, se consideran tres direcciones que corresponden a las
direcciones fluctuantes, estas dependen de la direccion del viento y se descomponen en
u, v Yy w que son en la direccion paralela, perpendicular horizontal y perpendicular
vertical al viento V' respectivamente. En la Figura 5.2 se muestran las direcciones del

flujo.
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direccion w
Parte fluctuante

direccion v \L

i Parte fluctuante

/J;arte fluctuante

direccion u

Viento
V

Figura 5.2 direccion del viento fluctuante

Las fuerzas por metro lineal se pueden descomponer en tres componentes: una fuerza
que genera un desplazamiento en direccion del viento ¢,(x,f), otra que genera un

desplazamiento perpendicular al viento ¢, (x,f) y otra que genera un giro del tablero

q, (x,t). A continuacion se presenta como obtener las fuerzas del viento incluyendo su
cambio de posicién.

5.2 Teoria de rafagas

La teoria que se presenta a continuacion fue desarrollada por Davenport (Strommen,
2010). En este caso es aplicada a estructuras tipo linea con una velocidad media de flujo
a cierta altura a lo largo del puente.

En la Figura 5.3 se muestran las fuerzas y desplazamientos causados por el viento y
como va cambiando el angulo del tablero, causando que la fuerza varie dependiendo del
angulo de ataque, esto se representa con la Figura 5.3 que se expresa con la ecuacién
(5.1).
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qL qz
N A
\\ e

P\C\ o qp
~_ >4,

Figura 5.3 Desplazamientos vy flujos

En la Figura 5.3 el tablero se encuentra en el punto P, antes de estar sometido al efecto
del viento. Una vez que el viento actua, el tablero, tiene los desplazamientos Fy, r,yr

moviendo el tablero al punto F;. Una vez que se encuentra el punto F; , el tablero, se

encuentra sometido a una velocidad relativa V.

rel

la cual se descomponen en su

componente horizontal expresada como V+u-r

" Y su componente vertical w-r, ,

formando un angulo . La velocidad relativa en el punto P, generara los

, 1. Yy r, cambiando la posicion del tablero al punto F.. La nueva

y

desplazamientos r,

posicién depende de la posicién inmediatamente anterior por lo que los desplazamientos
nuevos, se suman a los anteriores, sin embargo el angulo de ataque del viento cambia,

por lo que la rotacion del tablero con referencia a la direccidn de la velocidad relativa 7,

rel

es f+(i,+r,) alacual se le denomina « . En cada nueva posicion la presién de viento

cambia la cual se puede expresar la obtencién de esta presién en funcion del angulo de
ataque como se muestra en la ecuacioén (5.1),

qD(x,t) . DCD(a)
4. (x.1) |=5PVa’| BC.(a) (5.1)
QM(xst) BZCM(OC)
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donde ¢ es la presion dinamica, o es la densidad del viento, V,, es la velocidad relativa
del viento en un instante determinado, D es el peralte del puente, B es el ancho del
puente, o es el angulo de incidencia del vientoy C,, C, y C,, son los coeficientes de

arrastre, levante y momento respectivamente.

Para incluir la rotacién del tablero debido a las rafagas se emplea la matriz de rotacion
multiplicada por las presiones de las ecuacion (5.1).

q, cosff —sinff 0| g,
q.| =|[sinf cosf 0] ¢, (5.2)
90 |, 0 0 1 gy,
donde
w—7
=arctan| ———=— 5.3
p (VJru—f"y} (5:3)

Normalmente se considera que S es pequefio lo cual permite hacer las siguientes
consideraciones: cos(f8)~1, sin(8)~B y B~(w+F.)/V y la velocidad relativa se puede
obtener con la ecuacion (5.1)

V=V ru—i ) +(V+w—ri )~V 4 20u -2V, (5.4)

rel —

El angulo de incidencia a se divide en un valor medio « y una parte fluctuante «,. Con

esto se puede obtener los coeficientes aerodinamicos como se muestra en la ecuacién
(5.5).

Cp(a)] [Ch(@) Cp(a)
C,(a) |=| C(@) |+a; Cy (@) (5.5)
Cul(a)| [Cul(@) Cy (@)

donde C,,,C;,C,, son las pendientes de la variacion del angulo @ .

En la Figura 5.4 se muestra la variacion de los coeficientes aerodinamicos.
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[
\
N

NIl

a) Coeficiente de arrastre b) Coeficiente de levante

c) Coeficiente de momento
Figura 5.4 Gréficas de los coeficientes aerodinamicos

Sustituyendo la ecuacion (5.5) en (5.1) se tiene:

q, Vv DéD . DCVD . _BGL
g :pV(E+u—fyj BC, +(rg+%—’ﬂ BC, +W;’"Z DC, (5.6)
4o B*C,, BC,, 0

Si se asume que el producto de las variables de orden mayor (las derivadas multiplicadas
por derivadas) es suficientemente pequeno para no ser considerado, se tiene la ecuacién
(5.7).

qmt(x,t)=§+qu+Caer+Kaer (5.7)

. . .y . T . .
Considerando la direccion del viento v(x,/)=[u w]| y los desplazamientos relativos

T y . .
r(x,t) =[ry r rg] se tiene que la presion media del viento es:

z

67)/ 2 (D/B)ED 2

_ _ V°B — V-B -

q(x)z q. ='02 C;L =’02 ‘b, (5.8)
qﬂ BCM

La parte fluctuante (la parte dinamica) es
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¢(D/B)C, ((D/B)Cy-C,)
VB _ . _ VB
Bq(x):pT 2C,  (Cp+(D/B)Cy) =pT~Bq (5.9)
2BC,, BC,,

2(D/B)C, ((D/B)C,~C,)

_PVBl He (C,+(D/B)Cy)

C,. (x) =

(5.1)

(= - =)

2BC,, BC,,
L |00 (D/B)C,
V’B ,
Kae(x):p2 o0 C (5.11)
0 0 BC,

Dejando en términos matriciales se puede escribir que la parte fluctuante como

q(x,t):qu+[Ca€f+Kaer] (5.12)

En la ecuacion (5.12) se puede observar que la fuerza debido al viento depende de una
constante B v y otra [Caer'+Kae”] gue depende de la estructura. La segunda parte es la

que se conoce como fuerzas autoexitables ya que la propia estructura contribuye al
desplazamiento debido a las rafagas.

Para obtener la solucion de la ecuacion (5.12) en el dominio de la frecuencia, se aplica la
transformada de Fourier como se muestra en la ecuacion (5.13).

a,=B.a +(ioC,, +K,,)a, (5.13)

qu
donde a, son los valores asociados a las cargas del viento en las dos direcciones y el
giro, a, son los valores asociados a los desplazamientos relativos y a, son los valores
asociados a las direcciones de la turbulencia.

El término B, , en la ecuacion (5.12) se obtiene con la ecuacion (5.14).

(D/B)Cp4,, ((D/B)C,-C,)A,,

-2 oG4, (Cy+(DIB)C,)A (5.14)

Bq ()C) W
2BC,, 4y, BC,, 4,,

La ecuacion (5.12) se conoce como las funciones de admitancia las cuales depende de la
seccidn del tablero. Estos valores pueden obtener a partir de experimentos de tunel de
viento.
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Strommen (2010) propone una ecuacién para obtener la admitancia aerodinamica la cual
se muestra en la ecuacién (5.15), sin embargo en la literatura se pueden encontrar
diferentes formas de obtener la funcion de admitancia aerodinamica.

1

A,, ()=
(1+a,,Bo!V)
donde gq,, yb,, son constantes que dependen de la seccion. Los valores de 4, varian

B (5.15)

de 0 a1 dependiendo de la frecuencia circular.

Este método que se mostré es conocido como el Quasy Steady (QS) el cual se basa en
proponer valores de las derivadas aerodinamicas en funcibn a sus coeficientes
aerodinamicos, esto se muestra en las ecuaciones (5.9), (5.10) y (5.11) permitiendo
obtener la respuesta de la estructura ya que en la literatura existen muchas propuestas
para los coeficientes aerodinamicos. La popularidad de este método es debido a la
simplicidad de aplicacion. Tielman (2003) argumenta que éste método puede ser aplicado
solamente para predecir la fuerza en regiones de estancamiento, fallando al predecir la
fuerza para regiones separadas. Otra desventaja que tiene es que sobre estima la fuerza.

5.3 Ecuacion en el dominio del tiempo

En ocasiones es necesario transformar la funcién del dominio de la frecuencia al dominio
del tiempo, por ejemplo en las ecuaciones de aleteo se requieren las velocidades
fluctuantes en el dominio del tiempo, sin embargo la funcién de densidad de Kaimal, la
cual permite conocer la turbulencia, esta en el dominio de la frecuencia. También cuando
se aplican las ecuaciones mostradas en el capitulo 4 para obtener la respuesta ante
rafagas y desprendimiento de vértices se encuentran en el dominio de la frecuencia y para
obtener los valores maximos es necesario transformar la funcion al dominio del tiempo.

5.3.1 Respuesta no coherente en el dominio del tiempo

Para obtener la respuesta en el dominio del tiempo es necesario transformar el espectro
de respuesta (Strommen, 2010) con la ecuacion (5.16)

N
x(t)chk cos(w,t+6,) (5.16)

k=1

donde x(¢) es la respuesta en el tiempo, @, es la frecuencia angular, ¢ es el tempoy 6,
es una variable aleatoriaen 0 y 27 .
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La constante ¢, se obtiene a partir del espectro de respuesta la cual se muestra a
continuacion:

2
Ck

2Aw,
donde S.(w,) es el espectro de respuesta en el dominio de la frecuencia, y Aw, es la
diferencia de frecuencias.

S (w,)= (5.17)

Despejando ¢, de la ecuacion (5.17) y sustituyendo en (5.16), la respuesta en el tiempo
es:

N
x(t)zZ«/2AwkS(a)k cos (@t +6;) (5.18)
k=1

Entre mas valores de la frecuencia se usen, el resultado sera mas preciso.

5.3.2 Ejemplo 5.1

Supongase que se tiene los valores del espectro de respuesta que se muestran en la
Tabla 5.1.

Tabla 5.1 Espectro de respuesta del ejemplo

0] S,

0.2 0.5927
0.4 49.5155
0.6 0.0346
0.8 0.0032
1.0 0.0006

Dado que son 5 valores, se tendran 5 ecuaciones que se sumaran. Para obtener la
primera ecuacion se tiene que,

Aw=0.2
S (Aw=0.2)=0.5927
¢ =4/2(0.2)(0.5927) = 0.4869
0=27(0.87)=5.52
x; =0.49¢0s(0.21 +5.52)

Siguiendo el mismo procedimiento, en la Tabla 5.2 se muestran los datos para las demas
valores del espectro de respuesta.
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Tabla 5.2 Valores de frecuencia, funcion de densidad de desplazamiento, valor de ¢,
variable aleatoria y funcién en el dominio del tiempo

@ S, Ck % x(?)

0.2 0.5927 0.4869 552 | 0.49co0s(0.2¢+5.52)
0.4 49.5155 4.4504 243 | 4.45c0s(0.41+2.43)
0.6 0.0346 0.1177 455 0.12cos(0.6¢ +4.55)
0.8 0.0032 0.0358 3.29 0.04cos(0.8¢+3.29)
1.0 0.0006 0.0158 2.86 | 0.02cos(1.0¢+2.86)

En la Figura 5.5 se muestra la grafica de las 5 funciones, definidas en la ultima columna
de la Tabla 5.2.

0.5 . . . .
oV VYVVVYVVVVVVVY
—05 1 L ]
0 100 200 300 400 500 600
5 T v
0
-5 1 1 L 1
0 100 200 300 400 500 600
0.2 - ; - . .
o AAAAAAARMAAAAAAAAARAAAAAAAAAAAAAAAAAARARAAAARARAAAAAARAA
_0 2 1 1 L L L
0 100 200 300 400 500 600
0.05 . +
0 l |
-0.05 . L 2
0 100 200 300 400 500 600
0.05 T T
0 l I
-0.05 : : .
0 100 200 300 400 500 600

Figura 5.5 Funcion de la respuesta en el dominio del tiempo para cada intervalo

La suma de todas las funciones x(¢) dara la respuesta total. En este ejemplo, se aplico a

5 frecuencias; sin embargo, es recomendable hacerlo para mas valores. En la Figura 5.6
se muestra la grafica al sumar todas las funciones para 2000 frecuencias para tener
mayor precision.
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-5 L L 4 L
0 100 200 300 400 500 600

Figura 5.6 Respuesta en el tiempo del espectro Ejemplo

5.3.3 Respuesta coherente en el dominio del tiempo

Cao et al., (2000) muestra que se puede obtener la simulacion de un proceso ergddico
estocastico multivariado con la ecuacién (5.19),

Lj(t)=1/2(Aa))Zj:Z‘Hjm(a)l)‘cos(a)lt+¢m1) (5.19)

m=1 [=1
donde L, es la simulacion en el dominio del tiempo, A® es la separacion entre

frecuencias, H,,(w,) es la descomposicion de Cholesky de la matriz de espectro cruzado
de S°(w), t es el tiempo, @, es la frecuencia angular, ¢,, es una variable aleatoria en 0

y 27z, j es el numero de simulacion y N es el numero de frecuencias. Entre mas
frecuencias se usen, mayor sera la precision.

La ecuacion (5.20) muestra como se obtiene la descomposicién de Cholesky de la matriz
de espectro cruzado.

H(a)) = 1/S(a))G(a)) (5.20)
donde S(w) es la funcion de espectro y G(w) es la descomposicién de Cholesky de la
matriz de coherencia.

La descomposicion de Cholesky se puede obtener con la ecuacién (5.21) al considerar
que los nodos a evaluar estan separados espacialmente de forma equidistante. Es decir
que AS es igual para todos los puntos.
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1 0 0 0 0
C N1-C? 0 0 .. 0
c?  CcV1-C? J1-C? 0 .. 0

0

G(w)= (5.21)
¢ ci-c2 ci-¢t V1=
e o) T ool 6N T LN V| B Su NN el
Esta matriz puede obtener con el algoritmo de la ecuacion (5.22)
0 si 1<j<m<n
gjm(®)= cli si m=1,m<j<n (5.22)

ciJ1-c* si 2<m<j<n

donde C es la coherencia, g(w) es el elemento de la matriz G(w) de la ecuacion (5.21).
j y m son lafilay la columna de la matriz respectivamente y » es el numero de puntos a
evaluar.

Por ejemplo, para obtener la descomposicién de Cholesky de una matriz de coherencia
con 5 nodos usando la expresiéon de Davenport de la ecuacion (3.18) con A1=10,
separacion A=0.5m velocidad media V'=40m/s y frecuencia angular «=4rad/s se

sigue el siguiente procedimiento:

Primero se obtiene la coherencia; dado que esta separado equidistantemente la
coherencia entre puntos sera la misma.

Aplicando el algoritmo de la ecuacion (5.22) para 5 elementos se tiene que n=5, j hace
referencia a las filas y m alas columnas de la matriz.

Para la primera fila de la matriz de la descomposicion de Cholesky se tiene que

j=1,m=1,n=5
m=1lm<j<n
g, =C =l =(0.9235) =1
Para los demas valores de la fila
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j=1, m=2.n,n=>5
I€j<m<n
82.n=0
1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 |

G(ow)=

Para la segunda fila se tiene:

j=2,m=1,n=5
m=1lm<j<n
gy, =C/ =1 =(0.9235) =0.9235
j=2,m=2,n=5
2<m<j<n

25, =CVI1-C? 0923577 /1-(0.9235) =0.3836

j=2,m=3.n,n=>5
I£j<m<n
&Amzo
1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 |
0.9235 0.3836 0.0000 0.0000 0.0000
G(w)=

Para la tercera fila se tiene:

j:3’ m=1,l’l=5
m=1lm<j<n
gy, =P 2092357 =0.8529
j:3l m=2,l’l=5
2<m<j<n

gy, =C""N1-C? 20923577 [1-(0.9235)” =0.3542

m=3

gy, =CV 1= c? 20923577 /1-(0.9235) = 03836

j=2,m=4.n,n=>5
I<j<m<n

823.,=0
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[1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 ]
0.9235 0.3836 0.0000 0.0000 0.0000
G(w)=[0.8529 0.3542 0.3836 0.0000 0.0000

Para la cuarta fila se tiene:

j:4, m=1,n=5
m=1lm<j<n
2., =C"1=0.92351=0.7876
j:4’ m=2,n=5
2<m<j<n

24, =0.92357,/1-(0.9235)" =0.3721

m=3

245 =0.9235"7/1-(0.9235)’ =0.3542

m=4

244 =0.9235"7/1-(0.9235)* =0.3836

1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 |
0.9235 0.3836 0.0000 0.0000 0.0000
G(w)=[0.8529 0.3542 0.3836 0.0000 0.0000
0.7876 03271 0.3542 0.3836 0.0000

Para la quinta fila se tiene:
j = 5 , M= 1 ,n= 5
m=1lm<j<n
e, =1 20,9235 = 0.7274

j=5,m=2,n=5
2<m<j<n

g5, =0.9235° 71 -(0.9235)" =0.3021

m=3

g5, =0.9235"2/1-(0.9235)" =0.3721

m=4

54 =0.9235°,/1-(0.9235)’ =0.3542

m=4
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55 =0.923577/1-(0.9235)” =0.3836

j=2,m=4.n,n=>5
I€<j<m<n
g2,3...n:0
1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 |
0.9235 0.3836 0.0000 0.0000 0.0000
G(w)=[0.8529 0.3542 0.3836 0.0000 0.0000
0.7876 0.3271 0.3542 0.3836 0.0000
10.7274 03021 0.3271 0.3542 0.3836

Con base a lo anterior se puede reescribir la ecuacion (5.19) como,

L;(t)= Zj:ﬁ‘n 2008 (@,)g , (@, )cos(wyt +¢,,) (5.23)

m=1 [=1

Por ejemplo, si se desea obtener la simulacion de velocidad para 3 nodos en el dominio
del tiempo con la funcién de densidad de Kaimal considerando la coherencia entre nodos
se sigue el procedimiento siguiente:

Se define la funcién de Kaimal con la ecuacion (5.12) para una altura ya definida. En este
caso se usa la expresion siguiente:

1163
(1+9.950)"

Se define la funcion de coherencia, ya sea con la ecuacion (3.20) 6 (3.18). En este caso
se muestra la expresion simplificada en funcion de la frecuencia.

S(w)=

C =exp(-1.1250)
Se obtiene una matriz de numeros aleatorios de dimensiones jxN donde ; es el

numero de nodos y N el numero de frecuencias. El intervalo de niumeros aleatorios debe
serentre 0 y 2.

En este ejemplo se hara la simulacién tomando $j=3% y $N=2$ quedando una matriz
aleatoria de3x2

0.7000 0.6000 43982 3.7699
¢=|0.1000 0.4000 (27[): 0.6283 2.5133
0.1000 0.7000 0.6283 4.3982

Se define el radical de la ecuacion (5.23) con la letra a como:

a(w,) = \ 2(Aw)S(w;)
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Se define el intervalo de frecuencia a usar

Aw=04

Con estos datos ya se puede aplicar la ecuacion (5.23); para ello se comenzara con una
frecuencia @ =0.4 por lo que la funcién de densidad espectral, la coherencia y el radical
son:

o =04
1163
S(ay) = 5/3
[1+9.95(0.4) ]

C =exp| -1.125(0.4) | = 0.6376
a, (@)=, /2(0.4)(80.08) =8.0040

Se obtiene la descomposicion de Cholesky con la ecuacion (5.22)

=80.08

1.0000 0.0000 0.0000
G(a)): 0.6376 0.7704 0.0000
0.4065 0.4912 0.7704
Se aplica la ecuacion (5.23) para m=1, /=1y j=1 donde m hace referencia al nodo, / a
la frecuenciay ; a que lo aplicamos al primer nodo.

X :al(w1)g11(w1)cos(a)1t+¢11)
x, =8.0040cos 0.4z +4.3982)
Al aplicarlo al segundo nodo se tiene j=2 por lo que al emplear la ecuacién (5.23)

queda:

X, =a(®)g, (o )cos(wf +d,)+a(w)g,, (@) cos(of +¢y,)
x, =8.0040(0.6376)cos (0.4 +4.3982) +8.0040(0.7704 ) cos (0.4 + 0.6283)

Aplicandolo al tercer nodo entonces j=3 y empelando la ecuacion (5.23) entonces se
tiene:

xy=a(@) gy (@)cos(of+ ¢, ) +a(w)gs, (@)cos(of + )+ a(o) g5 (@ )cos(ayt + ¢y, )
x;  =8.0040(0.4065)cos(0.47 +4.3982) +8.0040(0.4912) cos (0.4 + 0.6283)
+8.0040(0.7704) cos (0.4 +0.6283)

Este procedimiento se hizo para N=1 y al principio se indicé que N=2 por lo que se
repite al procedimiento anterior con @ diferente y el resultado que se obtiene se suma al
anterior. A continuacién se muestra el procedimiento.
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Dado que Aw=0.4 entonces w, =Aw+ v,

®,=04+04=038

S(w,) = 1163 —=30.09
[1+9.95(0.8)]

C =exp[ ~1.125(0.8) | = 0.4066
a,(@;) = /2(0.4)(30.09) = 4.9062

Se obtiene la descomposicion de Cholesky

1.0000 0.0000 0.0000
G(w2)= 0.4066 0.9136 0.0000
0.1653 0.3715 0.9136
Para el primer nodo sumando el resultado anterior se tiene:

x =a(o)g,(o)cos(or+4)
+a(w,) g (@,)cos(wyt +¢,)
x,  =8.0040cos (0.4 +4.3982)
+4.9062cos (0.8 +2.5133)
Para el segundo nodo sumado al resultado anterior

x, =a(m)gy (@)cos(at+¢,)+a(®)gy (o )cos(wf +d,)
+a(@,) gy (@, )cos(myt + ¢, ) +a(@,) gy, (@, ) cos( @t + ¢y,)
X, =5.1033cos(0.47+4.3982)+6.1663cos (0.4 +0.6283)
+1.9949cos(0.87 +3.7699) + 4.4823 cos (0.8¢ + 2.5133)
Para el tercer nodo sumado al resultado anterior

x; =a(@) g (o)cos(of+d,)+a(a)gs, (@) cos(at+dy, )+ a(a) gy (@ )cos(ayt +dy,)
+a(w,) g, (@, )cos(m,t + ¢, ) +a(@,) gy, (@, )cos(@yt + )+ a(@,) g3 (@, )cos(wyt + ¢, )

X, =3.2536005(0.4¢ +4.3982)+3.9315c0s(0.4¢ +0.6283) + 6.1663 cos (0.4¢ + 0.6283)
—0.8110cos (0.8 +3.7699) +1.8227 cos (0.8¢ +2.5133) + 4.4823cos 0.8¢ +0.4.3982)

En la Figura 5.7 Se muestra la simulacion de los tres puntos
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c) Simulacion para el tercer nodo
Figura 5.7 Simulacién de viento coherente para cada uno de los nodos analizados

Para considerar mas puntos a evaluar y dominio de frecuencia se puede emplear el
programa «SimulacionesWAWS.m». El programa solo obtiene las componentes
fluctuantes, considerando una media de cero, es decir que si se desea obtener la
velocidad total se requiere sumar la velocidad media del viento V.

5.3.4 Método Auto Regresivo (AR)

Dado que se considera la velocidad del viento como una variable espacial
aleatoria en el tiempo, se puede idealizar como un proceso estocastico
multivariado, ademas de considerarse estacionario. Esto permite utilizar el método

auto regresivo (AR) (Hong, 2009) con la ecuacién (5.24) para una cantidad M de
puntos espacialmente distribuidos,

Tu(t)]= i[w it~ ka0 + [N (0)] (5.24)

donde u(r) es la matriz de velocidades en el tiempo 7, P es el orden del modelo

AR, v es una matriz de coeficientes del modelo AR, N es la variable aleatoria
normalmente distribuido con media cero y varianza de uno.
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Para el célculo de v se post multiplica la ecuacion (5.24) en ambos lados por
u(t — jAt)] quedando la ecuacion (5.25),

E{[u(t)][u(t-jar)]} = gE{[m][w(z—kAz)][u(z—jAz)]} B[N () ][u(e- jar) ] (5.25)

Esta expresion se conoce como covarianza (como se explica en el capitulo 2) por lo que
la ecuacion (5.25) se puede expresar con la ecuacion (5.26),

P

L (jar) Z At (5.26)

k=
donde R, es la matriz de covarianza y j;=1,2,---,P. La ecuacién (5.26) se puede

reescribir como:

=[R]lv] (5.27)
donde
R, (A1)
R, (2At)
[R]= ; (5.28)
R, (PAr)
¥
1= " (5.29)
Vp
RM(O) Ru(At) RI:(p 2) ] R“[ ]
R, (At) R, (0) R[(p 3)(A ] R[(p 2) )]
[R]= : : : : (5.30)
R[(p-2(a)] R[(p-3)(A1)] - R, (0) RM(At)
R [(p-D(Ar)] R[(p-2)(ar)] - R, (At) R, (0)
R'(jAt) - RM(jAr)
[R,(jat)]= : : (5.31)
R (jAr) - RM™(jAr)
vioow)
v, ]=| ¢+ (5.32)
v

Para obtener la relacion entre la funcién de densidad de potencia espectral y la
correlacion se hace uso del teorema de Wiener-Khinchin,
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R¥ (jAt)= I:S;k (@)cos(wjAt)de (5.33)

donde S, (@) es el espectro cruzado y @ es la frecuencia angular

Sj(@)=\S;(@)S; (@)coh; () (5.34)
donde coh; es la coherencia entre los puntos i, ;.

Para la obtencion de la variable aleatoria € se aplica la ecuacion (5.35)

[N (1) ]=[6][n(r)] (5.35)

donde [G] es la descomposicion de Cholesky de la matriz [R,] y [n(¢)] son variables
aleatorias independientes normalmente distribuidas con varianza de uno.

La obtencion de [R,] se obtiene con la ecuacion (5.36).

P
k=1
Para calcular la velocidad fluctuante se aplica la ecuacion (5.37)

u, (hAr) w (h—k)At | | N, (hAT)

ZZ‘[W"] A (5.37)

ty (T) y (T) Ny (T)

donde he{l,2...,N,}, T es el tiempo total de la simulacion, N, es la cantidad de puntos

a revisar la cual se obtiene de N,=TxAt.

5.3.5 Ejemplo 5.2

Se desea obtener la simulacion en el dominio del tiempo con el método AR para P=4
con una funcién de densidad de potencia espectral de Kaimal

1163

S (@)= ————
(149.950)"

Con la funcion de coherencia

Co =exp(-0.2Axw)
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Considerando que se desea la simulacion para tres puntos distanciados
equidistantemente Ax =28 m. La correlacién se obtiene con la ecuacion (5.23) donde:

R, J. 1163 5 exp(— 02Axa))cos[a)At(p 1)]da)
o 1+9 95w

Considerando que jAt=(p-1)At. La integral se considerara con un limite superior de 50.

En la Tabla 5.3 se muestran los valores para la correlaciéon para diferentes valores de Ax
considerando una p=1 y un Ar=0.1. Estos valores se obtuvieron con la funcién nativa

“Integral” en el programa Matlab.

Tabla 5.3 Correlacién para diferentes valores de Ax

Ax R

0 172.54
28 63.41
56 43.83

Armando la matriz de correlacion con la ecuacion (5.31) queda:

172.54 63.41 43.83
R =| 63.41 172.54 63.41
43.83 6341 43.83

C S
Il

Para las demas matrices se obtienen las integrales con la ecuacion (5.23) las cuales se
muestran en la Tabla 5.4 para un Ar=0.1,

Tabla 5.4 Correlacion para diferentes valores de Ax y p

p Ax R p Ax R
0 172.54 0 164.2

1 28 | 63.41 2 28 63.41
56 | 43.83 56 43.83
0 158.3 0 153.5

3 28 | 63.40 4 28 63.38
56 | 43.83 56 43.83

1642 6341 43.83 ,
R, =|6341 1642 63.41 P=
43.83 6341 1642 /
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1583
R, =|63.40
43.83
[153.5
R, =|63.38
43.83

63.40
158.3
63.40
63.38
153.5
63.38

43.83]
63.40
158.3 |
43.83]
63.38

153.5 |

~.
[
N W

S
Il

4
=3

~

Se obtiene una matriz de correlaciones con un A¢(p —1) =4At el cual servira para aplicar la
ecuacion (5.28).

149.15 63.36 43.82
R, =| 6336 149.15 63.36
43.82  63.36 149.15
Se aplica la ecuacion (5.30) con las matrices R, ;.

PAt =4At

>
=
>
=

=
=
=

=

I
u?U [N
I\?U -
.—>U [N
I\?U 9

=

e
=

[

Rl
Se aplica la ecuacion (5.28) con las matrices R, -

2

x~ X

R= 3
4
RS
El factor Auto regresivo se obtiene con la ecuacion (5.29) al obtener la inversa de R
multiplicando con R,

=

-1

R R Ry Ry R L4

71! R, R R, R R ¥,

[W] [ J [ ] R, R, R R R, L
R, Ry R, R Ry Vs

donde al hacer estas operaciones se obtiene cuatro matrices de dimensiones N, xN,
donde N, es al numero de nodos. Cada matriz y corresponde a los diferentes valores de

p . En este ejemplo se eligid una p =4, es por ello que se obtienen 4 i .

0.8159 0.0067 0.0027
v, =|0.0067 0.8142 0.0067
0.0027 0.0067 0.8159
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0.0674 0.0015 0.0006
v, =|0.0015 0.06698 0.0015
0.0006 0.0015 0.0674

[0.0364 0.0014 0.0006 |
w,=10.0014 0.0360 0.0014
10.0006 0.0014 0.0364 |
0.0347 0.0053 0.0023]
w, =| 0.0053 0.0331 0.0053
100023 0.0053  0.0347 |

Para la obtencion de la matriz de variables aleatorias se aplica la ecuacion (5.36) por lo
que:

Ry =R =y \Ry =y, Rs —ys Ry — W, Rs
quedando,

15.8643 0.1043  0.0417
Ry =] 0.1043 15.8385 0.1043
0.0417 0.1043 15.8643

después se aplica la descomposicion de Cholesky a R, para aplicar la ecuacion (5.35).
Este valor se obtuvo con la funcion nativa “chol” en Matlab.

3.9830 0 0
G=|0.0261 3.9796 0
0.0104 0.0261 3.9829

Se genera una serie de numeros aleatorios con variacion normal y desviacion estandar de
uno. Se deben generar N matrices de numeros aleatorios de dimensiones M x1 donde
M es el numero de nodos y N es la cantidad de Ar en la simulacion, en este ejemplo la
simulacion es de 600 segundos y el Ar=0.1 por lo que N =600/0.1=6000.A continuacién
se muestran las primeros cuatro matrices de numeros aleatorios.

0.5377 1.8338 -2.2588 0.8621
n =|-0.4913 n, =|0.6577 ny =|1.4360 n, =|-1.5350
1.1408 0.9330 -0.5206 -0.5897

La velocidad cuando ¢=0.1 se obtiene con la ecuacion (5.37). Se tiene que =1y k=1
por lo que:
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u(hAt) Z[V’k h=k)At+[G][n(t)]

Il
e
—

» 3.9830 0 0 0.5377
u(1(0.1)) = "[w; b (1-1)(0. 1){0 0261 3.9796 0 ]{—0.4913] :
k=l 0.0104 0.0261 3.9829 | 1.1408 h=1
2.14157 [2.1415
u(o.l)_[o]{mmzi {1.9412]
45363 | |4.5363
Para los siguientes cuatro intervalos de tiempo se tiene que:

u(hAt =i[ (h=k)At+[G][ n(t)]

P

1(2(01))= Elv k(20 (610 ()]
u(02)=[G][m]+[w][u(01)]

3.9830 0 0 7[1.83387 [0.8159 00067 0.0027][2.1415] "
u(02)=|0.0261 39796 0 | 0.6577 |+|0.0067 0.8142 0.0067 || 1.9412
L.0104 0.0261 3.9829 {0.9330] L.oom 0.0067 0.8159]{4.5363]

9.0509

u(O.Z)—{l.BOO]

7.4468

P

u(3(0.1))= Z k(3-k)At+[G][n(t)]

Z[l//k 3-k) At+[G][ ()]
u(03)=[G][ ol T[u(02)]+ aT[u(0.)] -
-1.4399
u(0.3) —{6.5680 ]
4.3525

u(4(0.1))= Z[wk 4=k)ar+[G][n(1)]

Z[y/k 4 - kAt+ G][n }
u(04)=[G ]['14] L u(03) ]y (02 s [0 h-

3.0097
u(0.4) = {0.6771]
1.8853
Para obtener las velocidades en el punto 5 se obtiene:
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u(0.5)=[G][ns]+[v][u(0.4) ]+ [wa][u(0.3) |+ [ws ][ #(0.2) |+ [wa ][ u(0.1) ] 2=0.5

=5
Para las demas velocidades se tiene:

u(h)z[G][nh]+[y/l][ [(r-1) 1Az]] +[v,] [ [(h-2 Az]] [1//3[ [(h-3 Azﬂ +[w,] [ [(h-4)

En la Figura 5.8 se muestra la velocidad fluctuante para la simulacion en 600 s.

50

40

301

20

v [m/s]

201

=301

401

£0 . . . . .
0 100 200 300 400 500 600
t[s]

Figura 5.8 Velocidad fluctuante con el método AR para el ejemplo

Para la obtencion de la simulaciones en las direcciones u y w se cred el programa
«SimulacionesAR.m » en Matlab cuyo cédigo se muestra en el apéndice C.

Este método puede tener problemas de estabilidad al momento de obtener la matriz de
Cholesky ya que al aplicar la ecuacion (3.6) se puede tener valores negativos haciendo
imposible obtener la descomposicion. Esto sucede cuando la funciéon de densidad llega a
tener valores pequefios como es el caso de la funcion de Kaimal para la direccion w para
valores de la altura considerables. Para poder obtener resultados estables se recomienda
usar la funcién de Davenport.

5.4 Funcion de admitancia aerodinamica

El método QS se caracteriza por su simplicidad fallando en la precision. Una forma de
mejorar la precision es por medio de la funcién de admitancia aerodinamica.

La funcion de admitancia aerodinamica se define como una funcién de trasferencia de un
operador aerodinamico lineal a una variacion de flujo debido al cuerpo mismo, es decir
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que mientras en el método QS no importa la forma del cuerpo mas que para las fuerzas
aerodinamicas, la funcion de admitancia aerodinamica corrige el comportamiento debido a
la forma del cuerpo. Es por ello que la funciéon depende de qué tipo de elemento se evalle
ya que sera diferente para el ala de un avién, el tablero de un puente o un vehiculo en
movimiento.

Davenport considerd que el tablero de un puente tiene un comportamiento similar a la de
un ala de avioén por lo que propuso tomar las funciones desarrolladas por Sears para
aplicarlas a viento, sin embargo Jancauskas & Melbourne (1980) muestra que se puede
tener una aproximacién con la funcion de Liepmann la cual se muestra en la ecuacién
(5.38),

1
1+2”2(a)Bj (5.38)
V

donde y es la admitancia aerodinamica, @ es la frecuencia angular, B es el ancho del

2(w)=

puente y V' es la velocidad media del viento.

Estas fuerzas se obtienen en el dominio de la frecuencia, sin embargo no se puede aplicar
el mismo método que se mostrd para obtener la respuesta en el dominio del tiempo ya
que la evolucion fisica de la rafaga puede ser violada.

Para obtener la simulacién del viento aplicando la funcion de admitancia aerodinamica lo
que se hace es obtener la simulacion de viento (con o sin coherencia) en el dominio del
tiempo, transformarla al dominio de la frecuencia aplicando la transformada de Fourier,
aplicar la admitancia aerodinamica, y para regresarla al dominio del tiempo aplicar la
transformada inversa de Fourier. Sin embargo en este trabajo, se aplicd la metodologia de
Strommen quien no emplea dicha admitancia aerodinamica.

5.5 Derivadas aerodinamicas

En la secciéon anterior se mostré6 como estd compuesta la parte fluctuante. Un parte
debido a la velocidad media del viento, otra que varia dependiendo de la estructura y la
fuerza del viento y la tercera que depende de las componentes aerodinamicas, es decir

las que modifican la rigidez K,, y amortiguamiento C,,, la masa del viento se desprecia

ae?

ya que es muy pequefia comparada a la estructura.

La rigidez y el amortiguamiento aerodinamico se desarrollé primero en el area de la
aeronautica para el disefio de aviones, el primero en desarrollarla fue Theodorsen
posteriormente Scanlan la adaptd para puentes. Las matrices de amortiguamiento y de
rigidez se presentan en la ecuacion (5.39) en el dominio de la frecuencia.
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'R B BR
C,=| H, H, BH,
BA; B4, B*4,
- (5.39)
Lk BB
K,=|H, H, BH,
| BA; BA, B’4,

Estas son conocidas como las derivadas aerodinamicas, las cuales dependen de las
frecuencias caracteristicas del viento asociada a la velocidad cuando entra en resonancia
con la estructura. Para ello se involucra la velocidad reducida la cual se muestra en la
ecuacion (5.40) la cual involucra la frecuencia caracteristica.

V=V/(Ba,) (5.40)
Al normalizar el amortiguamiento y la rigidez aerodinamica se tiene entonces,
2
Cae:pB I(V)
2 (5.41)
~ sz 2 A
aeKae_ 2 [wI(V)] ae
donde
R Py B P R P
C.=|HS H H,|yK,=|HZ H H (5.42)
A A A A, A A4
« - D T x =\D 7 x : vV
P =-2C,— H =-(C,C,)= -C
: " B Bw, (V) =G D)B Bo,(V) ' Y Ba(V)
P =0 H, =0 4,=0
2 2
* ' D V * ' V * ' V
P =—C,— H,=C 4 =C
B (Ba),.(V)J B, (V) ’ M(Ba;,.(V)] (5.43)
P = H,=0 4,=0
£ (= D ¥ - — vV " — Vv
P =\C -C))|———— =-2C A =-2C,, ———
T=(G D)B Ba, (V) ’ " Ba, (V) ’ " Ba, (V)
P =0 Hg=0 4,=0

Theodorsen (1935) dedujo las funciones de las derivadas aerodinamicas de flexién vy
torsion (H, y 4,) para una placa, en ocasiones cuando no se cuenta con las derivadas

aerodinamicas se pueden usar las Theodorsen, sobre todo si se hace analisis de aleteo

ya que el método QS no toma en cuenta la mitad de las derivadas aerodinamicas que
requiere la ecuacion Scanlan.
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27FV —%FI}
Hl* Al* 5(1+F+4GI?)I? —1(1—F—4GI?)I?
A 12 8 (5.44a)
Hy 4 2;;(FI?—G/4)I? %(FI}—GM)I}
H, A,
5(1—4(;1?) ZGy
L 2 2 ]
o) _ (S +X)+Y (Y - o)
F — | =
2} (L +7,) +(Y - J,) (5.44b)
(éj ___ NSt b (5.44c)
2 2 .
2) (S+Y) +(¥-J,)

donde F y G son las funciones de Bessel, y @ es la frecuencia reducida.

En la Figura 5.9 y 5.10 se muestran las derivadas aerodinamicas aplicando la ecuacion
(5.44).

0 5
0
-10
£Y) x5
-20
-10
-30 -15
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
V/(Bw) V/(Bw)
150 2
100 0
£ ]
50 -2
0 4
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

V/(Bw) V/(Bw)

Figura 5.9 Derivadas aerodinamicas de flexion de una placa con el método de
Theodorsen
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0 0
-2 2 \

T 4 < 4
6 6
8 -8
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
V/(Bw) V/(Bw)
40 0
30 /
05
< 20 <
X
10
0 15
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

V/(Bw) V/(Bw)

Figura 5.10 Derivadas aerodinamicas de torsion de una placa con el método de
Theodorsen

5.6 Desprendimiento de vértices

El efecto de desprendimiento de vortices ocurre cuando el flujo se separa del cuerpo,
causando un voértice al momento de la separacion. Esto sucede en cuerpos robustos ya
que hay un cambio de direccién brusca del viento causando la separacion. El efecto de
desprendimiento de vértices tiene mayor relevancia en la componente vertical del puente
y en torsién por lo que solo es necesario revisar bajo esos dos casos como se muestra en
la Figura 5.11.

Figura 5.11 Fuerzas debido al desprendimiento de vortices
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Una propiedad importante en el desprendimiento de vértices es la frecuencia, la cual esta
definida en la ecuacion (5.45),

v
fi=58t5 (5.45)

donde f, es la frecuencia del vortice, St es el numero de Strouhal, V' es la velocidad

media del viento y D es el peralte del puente. Tedricamente hablando, el mayor efecto
que puede causar es cuando se llega una resonancia, es decir cuando la frecuencia de
los vortices es igual a la frecuencia fundamental de la estructura. Bajo este concepto se
puede obtener una velocidad de resonancia la cual se muestra en la ecuacion (5.46).

V.=f.D/St (5.46)

Cuando la frecuencia del vortice y de la frecuencia es similar, se le conoce como lock-in.
Este efecto es muy agresivo, sin embargo cuando se presentan movimientos
autoextraibles, los voértices, dejan de tener efecto, es por ello que se considera que el
desprendimiento de vértices es auto-limitante.

La descripcién matematica se hace a partir de proceso estocasticos a partir de la teoria de
Vickery & Basu (1983) la cual se muestra en la ecuacion (5.33),

[quw’)}_w ! p“$”

(5.47)

donde S, es el espectro de carga de viento, &, es el coeficiente adimensional de la raiz

media cuadrada de levante o torsién, b, es un parametro adimensional del ancho de
banda del espectro de carga, el cual puede tener valores entre 0.1 y 0.3. @ y o, son la
frecuencia angular del flujo y de la estructura respectivamente; y ne {z,6}.

La coherencia se define como:

éoqm (Ax)= cos(%%} exp[—{%j } (5.48)

donde Coqm(Ax) es la coherencia, 4, es la longitud de escala adimensional de la

coherencia, Ax es la separacion entre nodos del puente, el cual puede tener valores entre
2y5.
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Las direcciones mas importantes a evaluar en el desprendimiento de vortices son: vertical
y torsion. Por lo que las derivadas aerodinamicas para desprendimiento de voértices se
pueden definir como;

0
0
0 0 4’ (5.49)
K

(5.50)

2
4=K, [1 —(@J }
dg

donde o, es la desviacion estandar, a, es un valor asociado con la naturaleza auto-

limitante del desprendimiento de vortices y K, es un coeficiente de velocidad que

n

depende del amortiguamiento.

El amortiguamiento de la estructura es afectado por el flujo por lo que el amortiguamiento
total es:

Ciot =S ~ G, (5.51)

donde ¢ es el amortiguamiento de la estructura y ¢, es el amortiguamiento

aerodinamico definido como:

_ [ #2ax

év — Caezz — szHl* Loy
“ 2a)z]\4z 4’;12 I¢szx
L
(5.38)
_ [ #2ax
ey ,DB4A* Lo

Cae, = :

C2w,M,  4m, j #ldx
L

Vickery & Basu proponen que para poder predecir el comportamiento del viento, se tiene
que hacer una modificacion a las propiedades de la estructura, es por ello que se
considera el amortiguamiento aerodinamico en el analisis.

5.7 Conclusiones

Este capitulo muestra las ecuaciones del comportamiento tanto de las rafagas como
vortices y al principio se indica como obtener la respuesta dinamica de la estructura con
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las funciones de densidad. Se puede observar que para las rafagas la teoria se puede
aplicar con el método Quasy-Steady y asi obtener la funcion de densidad, sin embargo
para los vortices es necesario obtener tanto las fuerzas debido al viento como el cambio
en las propiedades dinamicas de la estructura. En ambos casos se presentan método
tedricos que tienen sus desventajas con los experimentales, como es el caso de las
derivadas aerodinamicas donde las variables H,, H,, 4, y A, son cero, y al realizar el

ensayo experimental si existen valores diferentes de cero.
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Capitulo 6

Respuesta dinamica inducida por el viento

6.1 Introduccion

En el capitulo anterior se mostraron las ecuaciones para obtener los espectros de carga y
para realizar los registros sintéticos de velocidades de viento. En este capitulo se
emplearan los espectros de carga para obtener el espectro de respuesta para rafagas y
vortices en el plano.

6.2 Respuesta ante rafagas

6.2.1 Respuesta unidireccional considerando un solo modo

El espectro de carga S, se define en la ecuacién (6.1) la cual, la parte derecha depende
de la amplitud de Fourier a,, de su conjugado a;l. y del tiempo T .

S5 (@)= lim L(a;lagl) (6.1)

T—x ﬂ'T
Si se considera la forma modal en direccion y (paralela al viento) entonces la carga

modal inducida por el flujo del viento se define como:

0,(1)= [ 4,(x)a, (=)

(6.2)
0, (t) = %L_“ 9, (x)[Z%(_?Du (x,t) + (%Cb - (ij(x,t)}dx

La ecuacion (6.2) se obtuvo con la ecuacion (5.14).
Tomando la transformada de Fourier en ambos lados de la ecuacion (6.2) entonces:

ag (w)= j 9, (x)aqn (x,@)dx

Lexp
VB D - D _ . =
a; (w)= pTL-[ b, (x){QECDau (x,0)+ (ECD -C, Jaw (x,a))}dx (6.3)

exp

0 (0)=22 [ 4 (x)[2ELau (x,a))+(C'L +

L

exp

b
B

EDjaw(x,a))}dx
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az (@)= pVB I¢ )[28C, 0, (x.0)+(BC, )a, (x.) |dx

exp

Sustituyendo (6.2) en (6.1)
S, () (pZBj T%ET{J' s, { 2ca +(§C'[,5L]a;}dx}
{LJ' 5, {2%@% +(§c; éLjaw}dx}
S5 (@) (prJ T%ET{ 2 [2@@{@%@)@}&}
{J’ é. [2c a +( géDjaw}dx}
S, (@) =(’)TVBJ }E}oﬁ{j‘” | 28C,,a; +(BC, )a; }dx}

{M {2 C,a, +(BC, )a }dx}

la cual se puede simplificar como se muestra en la ecuacion (6.5),

(6.4)

S5 (w){”V;BJZ(w)T 6.5)

donde

(6.6)
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S (o) = j | ¢z(xl)¢z(x2){(25L[u y Suldeo) ((ij’“’)
{(%C;) + ELJIWT W} dxd,
J; () =ﬂ ¢g(xl)¢g(x2){(zéM1u ) D (UA;’“’)

2
(o3

w

+[C1'MIW}2 M} dx,dx,

las cual se conoce como la funcién de aceptacion conjunta. La ecuacion (6.6) ya incluye el
efecto de la turbulencia.

Si se define el espectro cruzado como:

Suu(Ax’a))zSuéOuu(Ax’w) (6 7)
S, (Ax,) =S, Co,, (Ax,0) '
. S, (@) . . . g . .
y el espectro de Kaimal, -— definido en la ecuacion (3.11), se sustituye en la ecuacion
(o3

n

(6.7), entonces el espectro cruzado queda:

uu

S, (w) ~
S (AX,CU)=7COW(AX,CU)

. 6.8
S, (Ax,) =S‘ng)co ©8)
o)

w

(Ax, 0)

ww

donde la coherencia Co,,,(Ax,w) se definié en la ecuacion (3.18).

Sustituyendo (6.8) en (6.6),

(6.9)

J22 (a)) = ” 9. (xl )¢z (x2 ){(25Llu )2 &l (260) éOuu (Ax, )

2
D_, = S, (®) A
+ ECD+CL I, Co,,,(Ax, ) rdx,dx,
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i) =] ¢9<x1>¢€(x2>{(zéMzu P 5@, a0

(o}

u

2
w

o2 S, (@) A
+[CMIWJ Co,, (Ax,®) » dx,dx,
o
La funcién de aceptancia conjunta normalizada se define como:

J(@)=J, 1 [gax (6.10)

Sustituyendo la ecuacion en la ecuacion (6.5) en (4.9) se obtiene el espectro de respuesta
de desplazamientos,

A 2
H(ow 2 2
S, (x,,0) = ¢ (x,) (~2)‘ {pV BJy(a))} (6.11)
K 2
donde
IZ = ﬁw)zj-(/ﬁ(x)dx (612)
L
Sustituyendo (6.12) en (6.11),
H (a’)‘2 V2B ’
S, (5.0 =473 ;| 252 0(0) o1
{nﬁ [# (x)de
L
Empleado la ecuacion (6.10) en (6.13) y ordenando los datos:
] ’
Sr(xr,a))z{gb(xr)['o~ ZJ‘H(a)) J(w)} (6.14)
2mw
Para obtener la funcién de transferencia mecanica se aplica la ecuacion (6.15),
2 -1
A [0} @
H (0)=|1-k, —-|—| +2i(¢, ¢, ) —
y (CO) |: ae, a)y + l(é/y é’ae}. ) a)}, ]
2 -1
. (o) =[1—kae - +2i(¢. - )ﬁ] (6.15)
Mo o,
) -1
ﬁg(w)zll—ka% _| e +2i(8y = Lo )— }
Wy o
donde las rigideces aerodinamicas son:
ae, = O
0 (6.16)
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4 j @2 dx
ke, =22, (Vj
© 2, Bw J.%dx

y el amortiguamiento aerodinamico es:

[ grax
; _ 1% 6 D(KjLex
aey 2}’)’!}; b 9] J.¢J2dx
L
I P2dx (6.17)
B D I
gaez_ 4~ (CL—‘F D_j(_J . 2
i, B )\ Bw I #>dx
L
Caey =0

La desviacion estandar se define como la integral del espectro de respuesta definida en la
ecuacion (6.18).

o’ (x,,0) = J‘{ [p;;ljj‘f[(w) j(a)):l (6.18)

Para obtener el espectro de respuesta para estructuras tipo puente ante efecto de
rafagas, en ocasiones, se pueden hacer algunas simplificaciones si se considera que,

Cp C,
C,t#0 C, =0 (6.19)
C, Cy

Sustituyendo (6.19) en (6.9) se obtiene la funciéon de admitancia conjunta,

D W(Ax W)
J;%(w):( 5 Co ) jj¢(xl)¢< ) 2= dd,

ll

2@ =( jj¢(xl)¢( 02 s, (6.20)
T3 = ﬂ o)y () 228D g g,

W

Considerando la funcién adlmen3|onal de admitancia conjunta normalizada como:
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[[ 4,08, (x)Co,, (Ax.0)dx s,

T ()= .
(J- ¢y2 (x) dxj

[[ 8.0)g.(x,)Co,, (Ax, @),

THw)=" .
U ¢3<x)dx} ©:21)

J-J. @, (x)9, (xz)é'ouu (Ax, a)) dx,dx,

T (@) == ;
[ [#, (x)de

por lo que el espectro de respuesta queda definido de manera simplificada,

_ ) 5
pB Dl V — ~ - S, ()
S"y (w’xr) - i, {Ba) J CD]u y ‘]y (a))] 0_2
L y u
2 2
S, (w,x,)= P8 D( r J C'LIW‘PAIZ(a))‘jZ(a))] Sw(,f") (6.22)
: BC()Z o,
2 2
B’D( V \ - S (w
S, (@,%,)=| ¢ (x )p ( ] c,I. Jw(w)} #
m, \ Bw, o,

La desviacion estandar se obtlene aplicando la integral a la ecuacion (6.22).

2 1/2
2 — V 0 A ZS —_
D=l (x, my De,i (EJ [jo A, (o) ”(Za))JyZ(a))da)}

GM
) 12
B VOV o Su(@) -
0. (x,)=|¢. (x >§m 1[5] U) (o) #J (w)da’} (6.23)
N S (a))

2 ) [t 22 T egan]

ag(x,)=|¢9(x,) Ha(a’)‘

w
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6.2.2 Funcion de aceptancia conjunta normalizada

La funcion de aceptancia conjunta representada por la ecuacion (6.9), requiere de la
obtencion de wuna doble integral, la cual puede consumir muchos recursos
computacionales si se desea obtener dicha integral para valores discretos. Por lo que a
continuacion se muestra una manera mas sencilla de obtener esta doble integral.

Si se considera que todos los valores son constantes excepto ¢(x) vy Conn(Ax,w), la
ecuacion (6.9) aplicada a la direccion y se puede reescribir quedando como,

(o) 2(22@5} $O) (15 (56, (52) o (A
B o

L (6.24)
D _, = S, (@) .
+ (ECD—CLJIW - [[4,(x)8, (x:)Co,, (Ax, @)dxdx,
w Lexp
Haciendo un cambio de variable la ecuacion (6.24) queda:
D= Y, (o D . = 2 S, (@
Ji(w){ ECDL,} 6( )I(ﬂu){(ECD —CLJIW} G( Li(s.) (6.25)

Del mismo modo se puede hacer el cambio de variable para la funcién de aceptancia
normalizada mostrada en la ecuacion (6.10) como:

.})%(a)):( %épluj Suty(j))j(ﬂu)+|:(%C'D—ELj]W:| SWO_(ZCO)IA(ﬂW) (626)
donde, ! ”
1 (ﬂn)=j; ;f ()£ (%,)Co(B,,A%)d3,ds, (6.27)
i(5) Il F(5)(2)Co(,.A%)dids, (6.28)
B,) =200 : 2
[[[r(yai]
donde,
Z% (6.28a)
Ax=[ =% (6.28b)
0<x <1 -
0<x,<I (6.28c)
Co(pax)=e ™™ (6.28d)
e ) (6.28¢)

En ocasiones obtener la integral puede ser imposible o realizarla con un método numérico
puede consumir mucho tiempo, por lo que la funcién se puede expresar con la ecuacion
(6.29)
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(6.29)

1 L& R L\ pi
:Fzzf(xl)f(xz)e

p=l k=

—_

6.2.3 Ejemplo 6.1

Por ejemplo si se desea obtener la integral f(,é’) para una funcién f(x)=sen(zx) para una
F =2 entonces se tiene que,

ij %) /(% Co(ﬁ AX)dz,d%,

L a]

1l R o\ AR m e
J. . IO sen(zx,)sen(rx,)e " dx,dx,

1 B)= 1 2
(#) '[O[sen(m%)zdfc]
i(ﬂ)z VE j_ﬁz {ﬂ+ ﬂzzfﬁz |:1_e_ﬂCOS(7Z'):|}

Sustituyendo S =2 entonces

i(2)== 4 . {2+ 222”2 1-e? cos(;r)]}

+

Si se desea hacer con datos discretizados se aplica la ecuacion (6.28) para ello se define
una N =10 y se obtiene los valores para intervalo x mostrados en la Tabla 6.1.

Tabla 6.1 Funcion sen(zx)

n £ | sen(7zx)
71 010 | 0.3090
2 | 020 | 05878
3 | 0.30 | 0.8090
4 | 040 | 0.9511
S | 050 | 1.0000
6 | 060 | 0.9511
7 | 070 | 0.8090
8 | 080 | 0.5878
9 | 090 | 0.3090
10 | 1.00 | 0.0000
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Posteriormente se requiere obtener la multiplicacion f(fcl)f(fcz)e’m". Para ello primero
se obtiene f(x,)f(x;) Esto se hace multiplicando cada elemento de f(x,) por cada
elemento de f(x;). Para ello se puede emplear una distribucion como la que se muestra

en la Tabla 6.2, donde en la primer fila se colocan los valores de sen(zx), haciendo lo

mismo para la primer columna. Después se multiplica la segunda fila por toda la primera
columna, y asi sucesivamente para los demas valores.

Tabla 6.2 Multiplicacion f(x;) (%))

f(x) 0.3090 0.5878 0.8090 0.9511 1.0000 0.9511 0.8090 0.5878 0.3090 0.0000

0.3090 0.0955 0.1816 0.2500 0.2939 0.3090 0.2939 0.2500 0.1816 0.0955 0.0000

0.5878 0.1816 0.3455 0.4755 0.5590 0.5878 0.5590 0.4755 0.3455 0.1816 0.0000

0.8090 0.2500 0.4755 0.6545 0.7694 0.8090 0.7694 0.6545 0.4755 0.2500 0.0000

0.9511 0.2939 0.5590 0.7694 0.9045 0.9511 0.9045 0.7694 0.5590 0.2939 0.0000

1.0000 0.3090 0.5878 0.8090 0.9511 1.0000 0.9511 0.8090 0.5878 0.3090 0.0000

0.9511 0.2939 0.5590 0.7694 0.9045 0.9511 0.9045 0.7694 0.5590 0.2939 0.0000

0.8090 0.2500 0.4755 0.6545 0.7694 0.8090 0.7694 0.6545 0.4755 0.2500 0.0000

0.5878 0.1816 0.3455 0.4755 0.5590 0.5878 0.5590 0.4755 0.3455 0.1816 0.0000

0.3090 0.0955 0.1816 0.2500 0.2939 0.3090 0.2939 0.2500 0.1816 0.0955 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Para obtener ¢ ”*primero se obtiene Ax =lx; —x, | aplicando el método mostrado en la

Tabla 6.2 con la diferencia que en vez de multiplicar los valores, se restan y se obtiene su
valor absoluto. El resultado de estas operaciones se muestra en la Tabla 6.3 donde la
primera fila corresponde a los valores de x los cuales se repiten para la primera columna
de la Tabla 6.3.

Tabla 6.3 Valores de Ax =fx; —x; |

X | ) 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000 0.8000 0.9000 1.0000

0.1000 0.0000 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000 0.8000 0.9000

0.2000 0.1000 0.0000 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000 0.8000

0.3000 0.2000 0.1000 0.0000 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000

0.4000 0.3000 0.2000 0.1000 0.0000 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000

0.5000 0.4000 0.3000 0.2000 0.1000 0.0000 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000

0.6000 0.5000 0.4000 0.3000 0.2000 0.1000 0.0000 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000

0.7000 0.6000 0.5000 0.4000 0.3000 0.2000 0.1000 0.0000 0.1000 0.2000 0.3000

0.8000 0.7000 0.6000 0.5000 0.4000 0.3000 0.2000 0.1000 0.0000 0.1000 0.2000

0.9000 0.8000 0.7000 0.6000 0.5000 0.4000 0.3000 0.2000 0.1000 0.0000 0.1000

1.0000 0.9000 0.8000 0.7000 0.6000 0.5000 0.4000 0.3000 0.2000 0.1000 0.0000
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Finalmente se multiplica cada valor de la Tabla 6.2 con ¢ ™", considerando que A% es

cada valor de la Tabla 6.3. Estos valores se muestran en la Tabla 6.4

Tabla 6.4 Multiplicacion £ (%) f (%, )e

0.0955 0.1487 0.1676 0.1613 0.1389 0.1081 0.0753 0.0448 0.0193 0.0000

0.1487 0.3455 0.3893 0.3747 0.3226 0.2512 0.1749 0.1041 0.0448 0.0000

0.1676 0.3893 0.6545 0.6299 0.5423 0.4223 0.2941 0.1749 0.0753 0.0000

0.1613 0.3747 0.6299 0.9045 0.7787 0.6063 0.4223 0.2512 0.1081 0.0000

0.1389 0.3226 0.5423 0.7787 1.0000 0.7787 0.5423 0.3226 0.1389 0.0000

0.1081 0.2512 0.4223 0.6063 0.7787 0.9045 0.6299 0.3747 0.1613 0.0000

0.0753 0.1749 0.2941 0.4223 0.5423 0.6299 0.6545 0.3893 0.1676 0.0000

0.0448 0.1041 0.1749 0.2512 0.3226 0.3747 0.3893 0.3455 0.1487 0.0000

0.0193 0.0448 0.0753 0.1081 0.1389 0.1613 0.1676 0.1487 0.0955 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

¥ =2597
La suma de todos los datos es XX =25.97, considerando N =10 entonces la integral

1(f) queda:

12)= % =0.2597

. . . 1 Y ~ 2
Para obtener la integral normalizada se requiere IO [sen(ﬂx)zdx] por lo que se emplea el

meétodo se Simpson. Los valores de la integral se muestran en la Tabla 6.5

Tabla 6.5 j;[sen(me)zd)e]z

n X sen(zx)> | FM | FM [x(t)]2
' | 0.0000 | 0.0000 1 0.0000
2 | 01000 | 0.0955 4 0.3820
3 | 02000 | 0.3455 2 0.6910
4 1 03000 | 06545 4 2.6180
5 | 04000 | 0.9045 2 1.8090
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1 2
Tabla 6.5 J.O[sen(m%)zdfc] (continuacion)

£ | sen(zi)} | FM | FM[x()]
6 0.5000 1.000 4 4.0000
7 0.6000 0.9045 2 1.8090
8 0.7000 0.6545 4 2.6180
9 0.8000 0.3455 2 0.6910
10 0.9000 0.0955 4 0.3820
" 1.0000 0 1 0
> =15.0000

2
1
jo[sen(me)zdﬂz ~ [15.0000%) —0.2500
Por lo que integral normalizada queda:

0.2597

~———~1.0388
0.2500

1(2)

El Error se obtiene con:

_ Xveal ~ xaprox

X

real

donde x,, es el valor exactoy x es el valor aproximado.

rea aprox

_ 1.0428-1.0388

1.0428
Para esta funcion el error es ¢=0.38%, dependiendo de la funcién el error puede variar,

sin embargo este error disminuye entre mas datos se usan.

6.2.4 Ejemplo 6.2

=0.0038

Obtener la desviacion estandar de la respuesta ante efecto de rafagas de un puente con
las caracteristicas mostradas en la Tabla 6.6.

Tabla 6.6 Propiedades del puente ejemplo 6.2

Caracteristica Simbolo Valor
Coeficiente de arrastre C, 0.7
Ancho del puente (m) B 20
Peralte del puente (m) D 4
Masa (kg/m) m, 10 000
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Tabla 6.6 Propiedades del puente ejemplo 6.2 (continuacion)

Caracteristica Simbolo Valor
Frecuencia angular (rad/s) , 0.4
Amortiguamiento ¢, 0.005
Densidad del viento (kg/m?) P 1.25

5 _ S, (@) 174.96
Funcién de potencia 03 262 440 )
espectral vV 1+T
Velocidad media (m/s) V 45
Longitud (m) L 500
Constante que define la C,. 9 14
coherencia 27
[ #rax
Considerando L., = L entonces LJ."—z =1 el amortiguamiento aerodinamico es (ecuacion
¢, dx
L
6.17),
é,ae = _LiEDD{_j
2m, w
1.25 45
=——(0.7)(4)] —
Sae, 2(10000)( ) ){0.4j
e =—0.0197

por lo que la funcion de transferencia mecanica es (ecuacion 6.15):
-1

2
. o . ;
H,(0)= [1_(ﬁ) +2i(0.005 + 00197)@}

A

H,(0)=[1-6250" +0.12340i |

Dado que es una funcién compleja, el valor se absoluto es

A, (o)) = [\/(1 ~6.250%) +(0.123401) }1

. 1
H (w) =
a )‘ V39.06250" —12.48480° +1
N 2 1
H =
Y (w)‘ 39.0625w" —12.4848w° +1
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Si se desea obtener la respuesta a mitad del claro, para una velocidad de V' =45 m/sy una
frecuencia de o =0.4 entonces la funcion de densidad de potencia queda:

$,(@) _ 174.96 05220
o, ( 262.44(0.4)}5/3
45) 14+ 2200
45
. 2 1
A, (o)

T 30.0625(0.4)" —12.4848(0.4)" +1

4, () =410.1907

Se obtiene el valor de la frecuencia normalizada £ (ecuacion 6.28a).

p= Cmna)LeXp a4
(1.4)(0.4)(500)

=" =6.2222
p 45

Para obtener la funcién de admitancia conjunta normalizada, se obtiene la integral
normalizada obtenida al inicio del ejemplo 6.1, la cual es la misma que la funciéon de
admitancia conjunta adimensional normalizada

4 4 27 -6.2222
1(6.2222)=—————16.2222+—————|1-¢°
( ) 6.2222° + 7° { T 620027 4 2 [ ¢ COS(”)]

1(6.2222)=0.5183
J(0.4)=0.5183

La funcién de densidad de desplazamiento para la mitad del claro donde ¢(0.5)=1.
Aplicando la ecuacion (6.22) para una estructura tipo puente considerando unicamente el
coeficiente de arrastre, el espectro de respuesta queda:

2

S, (0.4,1)= 1(1'251)(55332(4)((20;‘(50'4)J2(0.7)(0.15) (410.1907)(0.5229)(0.5229)

S, (0.4,1) = 49.5155 s-m’
La desviacion estandar es (ecuacion 6.23),

2 112
szD ~ V 1 5 2 Su(a)) T
- CDlu(Bw J U‘) A, (o) —szz(w)dw}
y y u

(o}

o, ()=l (x)

82



Capitulo 6. Calculos de la respuesta dinamica inducida por el viento

La desviacion se puede obtener con el area bajo la curva de la funcién de densidad, por lo
que aplicando el método de trapecio se puede obtener la desviacion estandar. La integral
tiene un limite superior infinito, sin embargo se puede acotar ya que para valores muy
grandes, el resultado es despreciable. Para ello se obtuvieron los valores de la funcion de
admitancia conjunta, la de densidad de potencia espectral y la de transferencia para
diferentes valores de @ como se muestra en la Tabla 6.7.

Para obtener los valores de la Tabla 6.7 se empled el método del trapecio para obtener la
integral. Para aplica la ecuacion (6.22) se obtuvieron los valores de,

u

que se consideran como:

Mult=| A (o) [ J? (w)]{&f’)}

(o}

u

La ultima columna se obtuvo con:

(Mult, )(Mult,., )(@,., — @,

Area, =
2

Para el primer valor se obtiene

Mult, =[1][0.5183][3.8505] =1.9958

Mult, =[1][0.5206][3.8136] =1.9856

(1.9958)(1.9586)(0.002—-0.001)
2

=0.0020

1:

Tabla 6.7 Valores de la funcion de transferencia, admitancia conjunta y potencia espectral
a diferentes valores @, su multiplicacién y su area basado en el método del trapecio

" [0 [:Iy (o) jyz (o) % Mult Area
1 0.001 1.0000 0.5183 3.8505 1.9958 0.0020
2 0.002 1.0000 0.5206 3.8136 1.9856 0.0020
3 0.003 1.0001 0.5229 3.7772 1.9755 0.0020
4 0.004 1.0002 0.5253 3.7414 1.9657 0.0020
5 0.005 1.0003 0.5276 3.7061 1.9560 0.0020
6 0.006 1.0004 0.5300 3.6714 1.9466 0.0019
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Tabla 6.7 Valores de la funcion de transferencia, admitancia conjunta y potencia espectral
a diferentes valores @, su multiplicacién y su area basado en el método del trapecio
(continuacion)

" o | H(o) | J (o) % Mult Area
7 0.007 1.0006 0.5323 | 3.6372 1.9373 0.0019
8 0.008 1.0008 0.5347 | 3.6035 1.9282 0.0019
9 0.009 1.0010 0.5370 | 3.5702 1.9193 0.0019
10 0.010 1.0012 0.5394 3.5375 1.9105 0.0187
11 0.020 1.0050 0.5633 3.2350 1.8313 0.0180

12 0.030 1.0113 0.5869 | 2.9718 1.7640 0.0173
13 0.040 1.0203 0.6098 2.7413 1.7055 0.0168
14 0.050 1.0320 0.6313 | 2.5381 1.6536 0.0163
15 0.060 1.0465 0.6511 2.3580 1.6067 0.0159
16 0.070 1.0641 0.6688 | 2.1975 1.5640 0.0154
17 0.080 1.0850 0.6843 | 2.0538 1.5247 0.0151
18 0.090 1.1093 0.6973 1.9246 1.4887 0.0147
19 0.100 1.1376 0.7078 1.8079 1.4558 0.1399
20 0.200 1.7759 0.7053 1.0719 1.3426 0.1821
21 0.300 5.1873 0.6152 | 0.7205 2.2990 5.7226
22 0.400 | 410.1907 | 0.5229 | 0.5229 | 112.1533 | 5.6356
23 0.500 3.1229 0.4472 | 0.3996 0.5581 0.0318
24 0.600 0.6378 0.3876 | 0.3171 0.0784 0.0050
25 0.700 0.2347 0.3406 | 0.2588 0.0207 0.0014
26 0.800 0.1110 0.3031 0.2159 0.0073 0.0005
27 0.900 0.0605 0.2726 | 0.1834 0.0030 0.0002
28 1.000 0.0363 0.2475 0.1581 0.0014 0.0007
29 2.000 0.0017 0.1273 0.0565 0.0000 0.0000
30 3.000 0.0003 0.0853 0.0301 0.0000

Suma 11.8856

Por lo que:

25, (0)

J(@)dw=11.8856

u

La desviacion estandar queda:

o,(1)= 1&0)2(4)0.7(0,15){%}2 [11.8856]"* =2.29 m

10000 20)0.4
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6.2.5 Respuesta de multiples GDL ante rafagas de viento

A diferencia de considerar un solo modo de vibrar cuando se consideran multiples grados
de libertad, GDL, se utiliza una matriz de formas modales. El espectro de respuesta de
desplazamiento para matrices se define en la ecuacién (6.30).

La relacion de frecuencias queda en forma matricial considerando la rigidez y el
amortiguamiento aerodinamico como se muestra en la ecuacion (6.31).

H,(0)=41-k, —(a) diag[iD +(2iw) diag{i}(g—é’ae) (6.30)
, o,

1 1
donde £k, es la matriz de rigidez aerodinamica, @ es la frecuencia del viento, . es la
matriz de frecuencias caracteristicas del sistema, £ es la matriz de amortiguamiento de
cadamodoy ¢, es la matriz de amortiguamiento aerodinamico.

Las matrices aerodinamicas estan en funcion a las derivadas aerodinamicas presentadas
en el capitulo 5. Estas matrices se obtienen como se muestran en las ecuaciones (6.31) y
(6.32)

. [ (0 Ko, )
_ ,0 Lex
Koy = 21, pj (%T%)dx (6.31)

Lexp

[ (0 Cut, )ax
£y =L 1 (6.32)
Y2 [ (gl g )dx '

Lexp
Si se considera que la matriz de espectros de carga modal se define como

Sy (@)= S60, (6.33)
donde
B (v V(v Y
pL-p 72
S. . = J: 6.34
00, (@)= 5 2;%][3@,.} [Ba)jj 7 (6:34)
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_U o (xl ){éq [Ijﬁu (M’W)Jé;} ?; (% )dxldxz

12 Lex]
J2 = Lew
[ I (p,-T(p,-deU(pfco,dx]
L L

A partir de estas ecuaciones se puede obtener la respuesta para modos acoplados.

(6.35)

6.3 Desprendimiento de vortices

6.3.1 Respuesta unidireccional considerando un GDL

La obtencién de la respuesta ante desprendimiento de vértices es similar a la respuesta
ante efectos de rafaga, cambiando las derivadas aerodinamicas mostradas en la ecuacién
(6.39).

El espectro de respuesta se calcula con la ecuacion (6.35),

S, (x,.0) = ¢ (x,)

La obtencion de H(w)y SQ se obtienen con la ecuacion (6.36) y (6.37), respectivamente

(o) 5, (o) (6.36)

n

Hn(w):ll—(a)—J +2i(¢, ~ <, );} (6.37)

S, (@) [ 4 (x)ax
S. (w)=2AD Lowp (6.38)
- (@201,)

donde el amortiguamiento aerodindmico ¢,, se obtiene con la ecuacion (6.40)

empelando la ecuacion (6.38).

C.=|0 K, [1—( 9: j } 0 (6.39)
: a.D
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g Cacy 6.40
ae, — 2a)n Mz ( . )

Sustituyendo la ecuacion (6.39) en (6.40),

- 5 J. ¢ dx
BZ
éf — P K 1- o, Lexp
ae, 4mz a, a.D J‘¢szx
L
(6.41)
2
B i 2 J. Py dx
é, _ ,0 K 1—(&J Lexp
o Am, i ay J‘(ﬁgzdx
L

El espectro de carga se obtiene mediante la ecuacién (6.42) la cual fue desarrollada por
Vickery & Basu (1983).

2
1 2 2
— oV ~ -0l w,
_(2/) j (85, {2 (6.42)
Sqn (0)= \/7 €
o, b.

Sustituyendo (6.41) en (6.37),

(lszBé'q jz [ 1-o/a; : J- ¢f12 (x)dx
2 : e [ b, j Lexp
\/;bsws (0)2]\;1,, )2

A partir de la ecuacion (6.43) se puede obtener el espectro de carga correlacionado. Para

obtener la varianza se integra el espectro de respuesta como se indica en la ecuacién
(6.44).

S, (@) =22D (6.43)

ol =[S, do~g (x,)[ i1 (o) do-S, (a,) (6.44)
Strommen (2010) reescribe la varianza como se muestra en la ecuacion (6.45) y (6.46).
7w, S - (a) )
o) =gy (x,)——2—= 6.45
aAOF ¢, ) (6:49)
1/2
, X 12| D J- ¢ dx
i: ¢z('xr) ,OBD O-qz A Lexp (V V)
D 27 @, sP bz(é’z _gaez) j¢22dx 8:\"r>
t (6.46)

1/2
12| D J- ¢92dx
IR B o L
g [b ( :ae,,)} ()

7 27/27[7/4 ’”710 Stz J’¢02dx
L
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donde &q es el coeficiente adimensional de la raiz cuadrada media de la fuerza de

levante o momento vy,

3/2 1(1—VRn/V
V 2y J
V. V)=l —1| e " 6.47
g, (Vs )(V&] (6.47)
donde la velocidad resonante es
Do
vV, = 2 4
B on St (6.48)

La ecuacion (6.46) queda en funcion del amortiguamiento aerodinamico, sin embargo
para obtener el amortiguamiento se requiere de la varianza, por lo que la solucién a este
problema se puede hacer al hacer un cambio de variable (Strommen, 2010), como se
muestra a continuacion.

Primero se deja en términos de una ecuacion de cuarto grado para la respuesta en
direccioén z.

6, —(1-$)6; - B> =0 (6.49)
donde la solucién es
A O 12 1/2
. 1-¢ |[1=¢ A2
= n + 6.50
y
[#2ax
s 4m
§=—1FP>— 6.51
sz Ka J. ¢2dx ( )
Lexp
1/2
n X 3 G
el e 2| Sus 652
227 ,;12]'¢22dx b.K, | St a,
L
Por lo que la desviacién estandar es
o, =0,a.D (6.53)
Para la direccion @ el procedimiento es el siguiente.
6, ~(1=$), — =0 (6.54)

La solucion a la ecuacion es:
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donde
) dydx
F= 4my Gy '!
pB4 K‘le j ¢€2dx
Lexp
1/2
s b)) o> 4 | S, g,

T A52_ T2 ~ 2
2527 mej¢§dx bK, | St a,
L
Por lo que la desviacion estandar es

O-VZ = O-I”Z aZ

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

Para el desprendimiento de vortices se requieren de ciertos valores que se obtienen a
partir de tunel de viento. Dado que no se cuenta con esos datos se supondran valores

provenientes de la literatura.

6.3.2 Ejemplo de aplicacion

Para el siguiente ejemplo se desea conocer la respuesta en el centro del claro de un

puente ante efectos de desprendimiento de vértices, con los datos de la Tabla 6.8.

Tabla 6.8 Datos del ejemplo para obtener la respuesta ante desprendimiento de vortices

Dato Simbolo | Valor

Masa (kg /m) a, 0.4
Longitud (m ) 500
Frecuencia angular en la direccion o 08
vertical (rad / s ) z '
Funcion de la forma modal P, senzx/L
Ancho del puente (m ) B 20
Peralte del puente (m ) D 4
Densidad del viento (kg / m’) Yy 1.25
Longitud de escala adimensional de

. : . : A 1.2
la coherencia en direccion vertical
Coeficiente adimensional de la raiz )
cuadrada media de la fuerza de o, 0.9
levante
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Tabla 6.8 Datos del ejemplo para obtener la respuesta ante desprendimiento de vértices
(continuacion)

Dato Simbolo | Valor
Parametro de ancho de banda en la
) . . b, 0.15
direccion vertical
Numero de Strouhal St 0.1
Coeficiente de velocidad
. X . K, 0.2
dependiente al amortiguamiento :

Para obtener la respuesta primero se requiere obtener la desviacion estandar por lo que
se aplica la ecuacion (6.58), para ello se obtienen los valores siguientes:

Obtencion de ¢ (ecuacion 6.56).

2
e A o)

pB* K, j ¢z2dx=1.25(20)2 0.2

Lexp

£ =

Obtencién de A (ecuacién 6.57).

Primero se obtiene g_, sin embargo el punto critico se da cuando existe resonancia, es

decir la frecuencia del viento y la del puente es el mismo por lo que g, =1

Por otro lado se calcula la integral Iqﬁf
L

L

[9.2 = [sen(mx/ L) dx =§= 250
L 0

172

= 9. (x’) pD3 A &qz g,
227" i, I #dxb.K, | S a,
L

A

P=gngm 10°(250) 0.15(0.2 o,l)zﬁz '

Obtencion de la desviacion estandar reducida &, (ecuacion 6.55).

3 172
~ [ [ 1.25(4) 1.2 09 1
) (

12 1/2

A AN2
| e
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1212
1-2 [(1-2Y >
G, =s——+||——| +(0.19) =0.19
) 2

La desviacion estandar es:

o, =0,a.D
o, =(0.19)0.4(4)=030

Una vez obtenido la desviacion estandar se puede obtener el espectro de respuesta, para
ello se obtiene la velocidad resonante (ecuacién 6.48),

4(0.8
- _De, _4O08) 500 s
" 2xSt 271(0.1)
el amortiguamiento aerodinamico (6.41),
B2 2 I ¢zzdx
é’ae = P Ka 1- O-Z -
© 4m, a.D J.¢22dx
L

2
Coe =M0.2 1- 03 1=0.0024
: 4(104) 0.4(4)

La funcién de trasferencia, la cual se obtiene de la misma manera que en el analisis de
rafagas.

n n

H,(0)= _1 —(wﬁj +2i(¢, <, )wﬁy

3 ) ¥
H,(0)= 1—(%} +2i(0.005—0.0024)%}

A

A, (0)=[0+0.005]"

n

A

A, (o) =37589.70

Se obtiene el valor M, :j¢2dx-mn para poder aplicar la ecuacion (6.43)
L

2
M, = [#dm, = [ sen ﬂj dx-10* =25x10°
L 500 500

(;szB&qz)z {W%I I¢3 (x)dx

b, Lex
e & P

Vrbo, (w202,

S5, (@)=24D
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;(1.25)(5.09)2 (20)(0.9)}2 _(1—0.8/0.8]2 550

e 0.15
2
Jz (0.15)(0.8) [(0.8)" (25x10°)]
S, (@) =0.0003753
La respuesta ante desprendimiento de vortices es

S5, (@) =2(1.2)(4)[

S, (x..0)=¢(x,) 1':1((0)‘2 Se, (o)

S, (x,,0) = (1) (37589.70)(0.000375) =14.11 m -5

6.3.3 Respuesta a multiples GDL

Dado que la contribucion de varios modos es importante ante el efecto de
desprendimiento de vortices, el espectro de respuesta se puede obtener con la ecuacién
(6.59), la cual esta representada en forma matricial.

0 0 0
Se (Mx,0)=|0 S, 0 (6.59)
0

9090
donde

(6.60)

241)[5% (@) j gdx+S, (o) j ¢,.jdx]

~ \2
(o)
Considerando la ecuacion anterior entonces Ssi queda como se muestra en la ecuacion
(6.62)

(6.61)

1 1 z

2AD  (pV?B/2) | o) -0 /0,
SQi(a)i) == (o )" | % Igzﬁifdxexp -t
(@'M,) ro, |b. |/ b

flq(w){l(wdiag{wilﬂz +2iwdiag{é}(g’§ae)}l (6.63)

1

Donde el amortiguamiento aerodinamico es
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2 2
j¢i¢j K, [1—( 9: j :ldx+BZI¢5i¢j KK, [1—["9] ]dx
2 z z z aD Lex 0 0 0 ag

¢ = pPB” L. : (6.64)
“ i, J'(¢y2 + 42+ 4 )dx
L
Para obtener la desviacion estandar se puede emplear la ecuacion (6.65)
2 o0 A 2 o0 A 2
o) = |f, (@) S5 (0)do~ [ |, (o) dos, (o) (6.65)
La cual la solucion es
- ﬂa)iSQni (a)l)
O, =—F——~ (6.66)
4(4/1 _é/ae[)

6.4 Verificaciéon de la metodologia

Para validar el procedimiento se verifico la metodologia con el puente Pierre Pfimlin
(Helliesen, 2013) y el puente Sogneford (Walbaekken, 2013).

6.4.1 Puente Pierre Pfimlin

El puente Pfimlin se encuentra ubicado sobre el rio Rin entre Alemania y Francia. Tiene
una longitud total de 957 m con una tablero que varia a lo largo del puente como se
muestra en la Figura 6.1.

Figura 6.1 Puete Pierre Pfimlin (Ulrich, 2016)

Con fines de verificar la metodologia empleada en este trabajo, se consideraron los datos
del puente tomadas de Helliesen (2013), y los mismos que se muestran en la Tabla 6.9.
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Tabla 6.9 Propiedades estructurales y de diseno del puente Pierre Pfimlin

Dato Simbolo | Valor
Masa (kg /m) M 11526.99
Frecuencia circular horizontal (rad /s ) » 1.401
Frecuencia circular vertical (rad /s ) , 6.10
Longitud total (m) L 159.80
Amortiguamiento c 0.008
Ancho del tablero (m) B 11.1
Peralte del tablero (m) D 3.4
Altura sobre el terreno (m) h 30.08
Coeficiente de arrastre C, 2.00
Coeficiente de levante C, 0.5
Coeficiente de momento Cy, NA
Derivada del coeficiente de arrastre aaif 0
Derivada del coeficiente de levante aaCaL 0
Derivada del coeficiente de momento a@% 0
Velocidad de disefo (m/s) V 38.4
Intensidad de turbulencia horizontal 1, 0.14
Intensidad de turbulencia vertical I, 0.07

Con estos valores se aplicé el programa “Buffeting” hecho en Matlab descrito en el
apéndice C. obteniendo la respuesta en el dominio del tiempo la cual se muestra en la
Figura 6.2. En la Tabla 6.11 se muestra la comparacion entre los resultados obtenidos en
este trabajo y los de Helliesen (2013).
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g1 Y T T
N’M W\T ﬂ)(h'ﬂ! W’M ‘Mlnmlh-mlmm I!l.!W)Mukw.imwnmﬁ

T [s]

b) Desplazamientos verticales
Figura 6.2 Desplazamientos ante rafagas del puente Pierre Pfimlin

Tabla 6.10 Comparacién de desplazamientos maximos obtenidos del puente Pierre
Pfimlin ante rafagas

Desplazamiento Desplazamiento
Autor : :
horizontal (m) vertical (m)
Helliesen, 2013 0.44 0.23
Este trabajo 0.47 0.26

Para verificar los valores obtenidos en relacién al desprendimiento de vortices se ultilizo el
programa «Buffeting.m» cuyo cddigo se muestra en el apéndice C. aplicando los datos se
muestran en la Tabla 6.11.

Tabla 6.11 Propiedades para la obtencion la respuesta ante desprendimiento vértices del
puente Pierre Pfimlin

Dato Simbolo | Valor
Masa (kg /m) a, 0.4
Longitud de escala adimensional de
. . o . A 2.0
la coherencia en direccion vertical
Coeficiente adimensional de la raiz )
cuadrada media de la fuerza de o, 1.0
levante
Parametro de ancho de banda en la
) s ; b 0.15
direccion vertical z
NuUmero de Strouhal St 0.11
Coeficiente de velocidad
. ; . K, 0.2
dependiente al amortiguamiento :
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En la Figura 6.3 se muestran los desplazamientos en el dominio del tiempo y en la Tabla
6.12 se muestra la comparaciéon de resultados.

0.4

r.m

o 100 200 300 400 500 600

t [s]

Figura 6.3 Desplazamientos del puente Pierre Pfimlin ante desprendimientos de vortices

Tabla 6.12 Comparacion de desplazamientos maximos debido al desprendimiento de
vortices obtenidos del puente Pierre Pfimlin

Autor Desplazamiento maximo vertical (m)
Helliesen, 2013 0.34
Este trabajo 0.36

6.4.2 Puente Sognejford

El puente Sognejford se ubica en Noruega y consta de una parte flotante, otra sumergida
y una ultima suspendida, salvando un claro de 3 700 m Sognejford (Ellevset & Skorpa,
2011). La parte suspendida es la que se evalud ante efectos de rafaga. En la Figura 6.4
se muestra el puente Sognejford.

e 0 L

e
-

Figura 6.4 Puente Snejford (Ellevset & Skorpa, 2011)
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Para la evaluacion del puente Sognejford se tienen los datos que se muestran en la Tabla
6.13 (Walbaekken, 2013).

Tabla 6.13 Propiedades del puente Sogneford

Dato Simbolo Valor
Masa (kg /m ) M 33893
Frecuencia circular vertical (rad /s ) , 0.3863
Longitud total (m) L 159.80
Amortiguamiento c 0.005
Ancho del tablero (m) B 15
Peralte del tablero (m) D 2
Altura sobre el terreno (m)
dato propuesto ya que Walbaekken, h 90
(2013) no lo define.
Coeficiente de arrastre Cy 1.5
Coeficiente de levante C, -0.15
Coeficiente de momento Cy, 0.13
Derivada del coeficiente de arrastre aaCD 0
(24
: . ac,
Derivada del coeficiente de levante 5 5.46
[24
Derivada del coeficiente de oCy,
—= 0.04
momento oa
Velocidad de disefio (m/s) V 40
Intensidad turbulenta horizontal I, 0.14

Con base a los datos de la Tabla se obtuvieron los resultados que se muestran en la
Figura 6.5, utilizando el programa «Buffeting» mostrado en el apéndice C.
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a) Desplazamientos verticales obtenidos por Walbaekken (2013)

Figura 6.5 Desplazamientos del puente Sogneford debido a rafagas

Se puede ver que los resultados obtenidos llegan a desplazamientos de hasta 2.2 m
contra 2.5 m que presenta el Walbaekken (2013).

No se hizo revision por desprendimiento de vortices ya que Walbaekken (2013) no hizo la
revision para este efecto.

6.5 Conclusiones

En este capitulo se muestra la obtencion de las respuestas de las rafagas como
desprendimiento de vodrtices, tanto en el dominio de la frecuencia como el dominio del
tiempo. Al obtener dicha respuesta en el dominio del tiempo se logra obtener los
desplazamientos de manera directa y con ello el desplazamiento maximo ademas de la
desviacion estandar y factor pico.

También se probd con un programa de Matlab la respuesta de puente ya evaluado donde
los resultados son similares, por lo que el procedimiento se puede tomar como valido, sin
embargo, en el desprendimiento de voértices existen valores que se obtuvieron de forma
experimental por lo que la revision de este efecto depende mucho de pruebas ante tunel
de viento.
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Capitulo 7. Inestabilidad aeroelastica

Capitulo 7

Inestabilidad aeroelastica

7.1 Introduccion

Cuando la velocidad aumenta los efectos debido a rafaga comienzan a hacer muy
importantes debido a que los desplazamientos comienzan a aumentar. Ademas pueden
presentarse acoplamiento entre torsién y flexion llevando a una condicion de inestabilidad.
En este capitulo se muestran los efectos de inestabilidad, las velocidades criticas y las
condiciones para que considerar dicha inestabilidad.

7.2 Matriz de impedancia

Para poder determinar la inestabilidad se hace uso de la matriz de impedancia definida en
la ecuacion (7.1) (Strommen, 2012),

1 ’ 1

E (0,V)=11-k, —(a)diag{—D + 2iwdiag[f}(§ - (ae) (7.1)

: [0

1 l

La ecuacion (7.1) esta en funcién a la frecuencia, la rigidez y amortiguamiento. Cuando
las velocidades son grandes las propiedades dinamicas cambian debido al flujo. Esto se
ve reflejado en la rigidez aerodinamica y el amortiguamiento aerodinamico. La masa no
tiene gran contribucién ya que es muy pequena comparado al puente.

Como se esta trabajando con un sistema de N formas modales, todo lo que se escribe
en la ecuacion (7.1) se trata de matrices las cuales se definen en la ecuacion (7.2) y (7.3).

2 I (@iTI%aeq)j )dx

Lexp
(7.2)
} I(wiTQf)dx
L
.
. @; Coep; | dx
;oo Gy _pB (V) Lip( ) (7.3)
aj o a)l.le. dm, o j((pfq)}.)dx
L
La ecuacion (7.1) es un problema de valores caracteristicos con N,

mod

_ Ky _pB[a(V)
“ WM, 2m | @

i i

raices. Por lo que
las condiciones que importan son,

\En (o, V)‘ =0 (7.4)
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La ecuacion (7.3) esta en funcién de la frecuencia o y la velocidad V' del sistema. Esto
se puede simplificar al considerar estabilidad estatica con =0 mientras que para una
estabilidad dinamica la respuesta dependera tanto de la frecuencia como la velocidad
asociados a valores de resonancia con la estructura. Para la estabilidad dinamica los
resultados que importan son los que estan asociados a la velocidad mas pequefia

conocida como velocidad critica ¥,y la frecuencia @, asociada a esta velocidad.

Los limites de estabilidad se pueden clasificar en cuatro dependiendo del modo que mas
afecte.

1) Debido a torsién para un problema estatico que se conoce como divergencia
estatica

2) Debido a un movimiento dinamico vertical conocido como galopeo

3) Debido a torsion dinamica y

4) Debido a una combinacion de los dos anteriores conocido como aleteo.

Estos efectos, en donde se presenta la inestabilidad, estan asociados a modos verticales
¢, y torsionales ¢, por lo que la matriz de impedancia puede escribirse como,

E ( V. ) 10 kaell kaelz (a)r /a)l )2 0
W — _ —
7 e 0 1 kanl kae22 0 (a), /a)z )2

. (a)r /a)l)2 0 ]|:é’1 _é/aell _é’aQIZ :|

+2i 5
0 (a)r /COZ) _é/anI 42 - é/ae22

(7.5)

7.3 Divergencia estatica

La divergencia estatica es debido a los efectos de torsion por lo que la forma modal que
interesa es debido a la torsién ¢, ademas se considera que @, =0por lo que la matriz de
impedancia queda,

E, (0.7, ) =1k, (7.6)

n >"er

donde
[ diax
% L

. [#3ax
L

Para obtener el determinante de tal manera que la matriz de impedancia sea cero, se
puede ver que k,,, =1por lo que la velocidad critica es:

(7.7)

k ae00 —

pB* (we (VW)J2

2m, W,
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1/2
[
2m, Y
PBCy [ gax

chp

V. =Ba, (7.8)

cr

7.3.1 Ejemplo 7.1

Obtener la velocidad critica para divergencia estatica de un puente con una ancho
B=20m, una frecuencia circular @, =0.8 rad/s, una derivada de coeficiente de momento

de C, =0.6y un momento masico de inercia 7, =6x10° kgm® /m y se considera que la

longitud expuesta es igual a lo longitud total.

2(6><105)

(1.23)(20*)(0

1/2
1| =51.00 m/s
6)

Var —(20)(0-8)[

7.4 Galopeo

Los modos que mas afectan en este caso es el vertical ¢, y el subindice asociado a la

ecuacion (7.4) es o =w, de igual forma con el amortiguamiento, quedando la matriz de
impedancia como:

E(0,V,) =1k =@,/ 0.) +2i({. =, ) 0, ] @, (7.9)
donde
2 2
B’ (@ ’ LJ. e B’ o LJ. e
by =2 2 B2y, =P P e (7.10)
25 | o, I #2dx 4, . I #2dx
L L

Obteniendo el determinante e igualando a cero se puede dividir en la parte real e
imaginaria donde la parte real se puede definir como:

Lo (7.11)

y la parte imaginaria como:
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z

j Hdx

2

(=g, =PE Ot (7.12)
4in, . I¢jdx

Los valores de inestabilidad se presentan cuando el valor de Hl* >0, el cual se puede
poner en funcion de la velocidad critica como se muestra en la ecuacion (7.13).

 [#ax
V —Bw <. 4m. 3
T (€L +Cy-DIB) pB® [ gax

L

exp

(7.13)

Para que la inestabilidad por galopeo se presente se debe cumplir que C, < —ED -D/B

7.4.1 Ejemplo 7.2

Obtener la velocidad critica para divergencia de galopeo de un puente con una ancho
B=20m, un peralte D=4muna frecuencia circular @, =0.5rad/s, una derivada de

coeficiente de levante de C'L =-1.6, un coeficiente de arrastre de ED =1.8, un coeficiente

de amortiguamiento critico ¢, =0.05, una masa distribuida i =3x10*kg/m vy se
considera que la longitud expuesta es igual a la longitud total

Primero se verifica que se puede presentar el galopeo.

~1.6 <—1.84(4/20)
-1.6<-0.36
por lo que se si se presenta inestabilidad por galopeo.

La velocidad critica es:

0.05 4(3><104

)i
164039 12320 (1)=98.35 m/s

V., =20(0.5)

cr

7.5 Limite de estabilidad dinamica en torsion

Los modos que mas afectan en este caso es el vertical ¢, y el subindice asociado a la

ecuacion (7.4) es w, =w, de igual forma con el amortiguamiento, quedando la matriz de
impedancia como:

EA'U(a)r’Vcr) zl_kaeﬁﬁ _(a)r /wé’)z +2l(§6 _gaeﬁﬁ)wr /a)é’ (714)
donde
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[ #iax [ #ax
pB [ ’ ) pB w, .1
kgeg,g =_~[ - J A3 pr—z y gae@@ =T - Az = ) (7-15)
2my \ o, I%dx 4m, w, J.¢9dx
L L

Obteniendo el determinante e igualando a cero se puede dividir en la parte real e
imaginaria donde la parte real se puede definir como

[ diax
pB* L
0, =, 1+ ——= (7.16)
2my | g;dx
L
y la parte imaginaria como
[ #iax
pB* 0. .1,
Co=Cuet0 = A, ——— (7.17)

4, . I¢€2dx
L
Los valores de inestabilidad se presentan cuando el valor de A; >0, el cual se puede

poner en funcién de la velocidad critica como se muestra en la ecuacién (7.12).

Sin embargo, en este trabajo se presenta que A;=0por lo que no se presentara
inestabilidad por torsion simple.

7.6 Aleteo

El aleteo se da cuando se combina los efectos por torsion ¢, y por flexion vertical @,
para que esto ocurra las frecuencias resonantes debido a torsion y flexion son iguales:

a)r :a)z(l/;r) :a)g(Vcr) (718)
Para obtener el determinante de la matriz de impedancia es conveniente separarlo en

cuatro matrices, dos reales y dos imaginarias asociadas a flexiéon y a torsion como se
muestra en la ecuacion (7.20) y (7.21).

E =E1+E2+2i( L+ A4) (7.19)

n
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oo _1 - kaezz - (a)r / @, )2 O_ o —0 _kaez0
b _kaeﬁz 0 E2 B 0 1- kaeHH - (a)r / a)0 )2
- - - 2 (7.20)
[ — (gz _é’aezz)'a)’ /a)z 0 B — 1_kaezz _(a)r /0)2) 0
’ - ael, : a)r /0)9 O_ 1 L _kaeﬁz 0

El limite de estabilidad se define con las siguientes condiciones, la parte real y la parte
imaginaria,

Re(det(EAﬂ)) = det(EA1 +EA2)—4de‘[(EA'3 +E'4) =0

7.21
im{det(£,)) =2 det( £ + £+ det( s + )]0 2y
Expandiendo se tiene que,
Re(det (Eiy )) =1- kaezz - kaeE’ kaezzkaeE‘E’ kaezE‘kaeE‘z -
4[(4; _gaezz)(gg _é/aet%’)_é/aezé’ aeHz](wr /a)z)(wr /a)e)_
(1= kyepo ) (@, / @, )2 —(1=ky.. )@, / @, )2 +(o, /0, )2 (o, / o, )2
=0
. 22
(det(E )) =2{|:( aeHH)(g _é’zz)_kaeﬁz;aeze]a)r /a)z + (7 )
|: aezz ae@@) kaez@ aeﬁzi|a)r / a)H -

< M@)m J0,) (0,10, ~(¢.~Co)(o, 1 0.) (0, @)}

donde
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[ grax [ 6.yx
IOB2 a)r ’ * Lexp pB3 r ’ * Lexp
kaezz = ~ H4 2 kaezﬁ =< H3 —2
2, \ o, J’ #2dx 2, | o, J'¢Z dx
L L
: j%w , | g
B4 a) B * L
ka6919 P [ J ae&z - p ( J A -
2m, J.¢9 2my, J-¢9 dx
(7.23)
j@w j@%w
2
co = pB” . o Ly Co = pB O, ox Ly
aezz 47’;!2 CUZ 1 J‘¢szx aez6 4’/;12 a)z 2 J‘¢szx
L L
j%w [ #ot.ax
pB4 * ,033 * chp
gaeﬁg é/aegz = 4_
4, (09 I% I(égdx
Selberg (1961) propone una formula que permite obtener la veI00|dad critica
o 2 (77’! I’;l )1/2 112
V., =0.6Baw,- 1—( z J e (7.24)
Wy pB

7.6.1 Ejemplo 7.3

Obtener la velocidad y frecuencias criticas para una estructura donde cuyas formas
modales ¢, ~¢, y la longitud expuesta es igual a la longitud total. EI ancho del puente es

=20m, m_=10* kg/m, s, =6-10° kg-m*/m, @, =0.8 rad/s, @, =1.6 rad/s, £, =¢, =0.005.

Se puede hacer unos cambio de variable (Kvamstad, 2011) de tal modo que

Bz
p. =7
mZ
B2
ﬂe = ,0~
my
_Yy
4 w

[ gt | g.gpax

Lexp Lexp

T e g
L L
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o, = Incégnita

La ecuacion 7.22 queda:

Re(det(E)) =1- (1+7 +AYCL, + ﬂ2 H, +/;“) j (é?;ﬁWH +¢. By A )3

o {1+ Pty o P PPty it Ao _A;H;%g)} 2 20

Im(det(£)) =2{:Zy+:g—§(ﬂzy2Hf+ﬂeA§) [4 (i‘)A +7J+m (ﬂz HIHH@E

ﬂzﬂ P * % P * ok 1 * * A
+7/2[T9(H1A3_H2A4‘//za_H3A1‘//29+H4A2)+Z(ﬁzH1+ﬂ9A2) y =0

(7.25)

Se puede observar que la parte real es una ecuacion de cuarto grado y la parte imaginaria
una de tercer grado por lo que la inestabilidad se da cuando en ambos casos el
determinante es igual a cero.

Para obtener la solucion de la ecuacién (7.25) se requieren las derivadas aerodinamicas.
En este ejemplo se ocuparan las de Theodorsen (1935), que se muestran en la Figura
7.1.
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0
2
< 4
6
-8
1 2 3 4 5
V/(Bw)
40
30
< 20
10
0
1 2 3 4 5
V/(Bw)
0
10
-
-20
-30
1 2 3 4 5
V/(Bw)
150
100
7

50

1 2 3 “
V/(Bw)

(&)

V/(Bw)

2 3 4
V/(Bw)

wn

V/(Bw)

2 3 4 5
V/(Bw)

Figura 7.1 Derivadas aerodinamicas para una placa

El proceso para obtener la velocidad critica es iterativo. Para ello se varia la velocidad
critica obteniendo diferentes frecuencia criticas. Cuando la frecuencia de la parte
imaginaria sea la misma que la parte real, se considera que existe inestabilidad.

La primera iteracion se propone V=18 por lo que se obtienen las derivadas

aerodinamicas aplicando las ecuaciones (5.44) del capitulo 5.

Para aplicar la ecuacion (5.44b) y (5.44c) se requieren las funciones de Bessel para el

A

(4]
valor —
2
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Q”_Ba)(V)_ 1
2w
) 1

—=———=04
2 2(11) 4

Para obtener las funciones de Bessel se us6é Matlab con el siguiente codigo:

% Funciones de Bessel para w/2=0.45
JO = besselj(0,w/2);
J1 = besselj(1,w/2);
YO0 = bessely(0,w/2);
Y1 = bessely(1,w/2);

J, =0.9490 J, =0.2215
Y, =—0.5141 ¥, =—1.5958

Aplicando las ecuaciones (5.44b) y (5.44c),

F(é]: S +Y%)+ K (Y =)
2 (J1+YO)2+(Y1_J0)2
3 0.2215(0.2215—0.5141)+—1.5958(—1.5958—0.9490)

F(0.45) 2 - —0.6090
(0.2215-0.5141)" +(~1.5958 — 0.9490)
[QAJ_ JiJy + 1Y
2) (J+5) + (5 -J)
6(045) = (0.2215)(0.9490) +(~1.5958)(=0.5141) s

(0.2215-0.5141)" +(~1.5958 - 0.9490)’
Aplicando la ecuacion (5.44a)

2xFV —%FI}
Hl* Al* Z(1+F+d6P )0 -Z(1-F-4GV)P
H, 4, _ 2 8
Hy 4 2;z(FI?—G/4)I? %(FI}—GM)I}
H, A,
£(1—4GI?) ZGy
2 2 |
; 4 =—LFp
H =-27FV )
Hy =-27(0.6090)(1.1) A =—1(0.6090)(1.1)
H, =-4.21 .2
A =-1.05
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H;=%(1+F+4GI})V A§=-%(1-F-4GV)I?

H, =%(1+ 0.6090 + 4(~0.1571)(1.1))(1.1) 4 = —%(1—0.6090—4(—0.1571)(1.1))1.1
H, =1.59 A, =—0.47

H; =22(FV -G /4)P A§=%(FV—G/4)V

Hy =27(0.6090(1.1) (~0.1571) / 4)(1.1) 4 =2((0.6090)(1.1) = (~0.1571) /4)(1.1)
H; =4.90 A7 =123

H, =%(1—4Gl}) A =%GI}

H, =%(1—4(—o.1571)(1.1)) 4 =%(—o.1571)(1.1)

H, =0.49 4, =-0.27

Para obtener la parte real e imaginaria se aplica la ecuacién (7.25), para ello se puede
poner en forma polindmica de la siguiente manera

Re(det(E)) = R, + R,&* + R, + R+ R,
Im(det(E)) = 1,0 + L,&* + L,&+1,
donde

R,=7 [1 Lot Do BR (i, - i s a0 - )}

2 4
= (SoBrHY +¢.5)43)
R, =(1+}/ +AyC L, + ﬂz °H, +ﬂ‘9 ]
R =0
R =1
2 Zﬂg * * * * * * * * 1 * * ~
Iy =2y 2 (H1A3_H2A4‘//z9_H3A1‘//29+H4A2)+Z(ﬂzH1 +ﬂ9A2) .

I,=-2 {g (ﬂu +}/j+§97/ (%H;‘Hﬂ

I =2~ (ﬁyzH +B,y43)
1022(527"‘56)

Al sustituirlo los valores se tiene que,
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0.33(0.05
R4=2{1+0‘7330.4852+%1.23+ (005)

((~1.05)(1.59)—(1.23)(-4.21) +(1.23)(0.4852) —(4).2714)(4.40))}

R, =4.84
R, =2(0.005(0.005)(2)(—4.21)+0.05(0.33)(~0.47))
Ry =—0.0058
2 0.05 , 0.33
R, = —(1 +2% +42(0.005)(0.005) 2704852 +71.23j

R,=-523
R =0
R, =1

L= 2(22){0'05(;'33) ((-049)(1.23) (1.59)(~0.27) (4.90)(~1.05) +(0.49)(-047)) +i(0.5(4.21) +0.33(4).47))}
1,=-0.73
L= —2{0.005[%1.23+2j+0.05(2)2 (%(0.49% 1)}
1,=-0.06

I = —2%(0.05(2)2 (-4.21)+0.33(-047))
1,=0.50

I, :2(527"—4’6)
1,=0.03

Por lo que las ecuaciones quedan:

Re(det(E)) = 4.840* —0.00586° —5.250% +1
Im(det(E)) = —0.730° — 0.066>0.50% + 0.03

Para obtener las raices se empled la funcion nativa de Matlab “roots” con el siguiente
codigo:

% Obtencién de raices reales e imaginarias; Re=reales, Im=Imaginarias
Re = roots([R4 R3 R2 R1 R0]);
Im = roots([I3 12 11 10]);

En la Tabla 7.1 se muestran las raices de @
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Tabla 7.1 Raices reales e imaginarias de & del ejemplo para V=18

Raices reales Raices imaginarias
-0.9156 0.8153
-0.4954 -0.8410
0.9173 0.06
0.4959

Se toman los valores maximos positivos reales para ambos casos por lo que cuando
V =1.8 entonces Re=0.9173 y Im=0.8153.

Para demas valores se reviso a diferentes velocidades reducidas empelando este
método. Los resultados se muestran en la Figura 7.2. El punto de interseccion es la
velocidad critica reducida.

0.94

0.92

09

0847

0.82 F

08

0.78 I —— Raices reales

Raices imaginarias

0.76 * * * * * * * * *
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
Ver

Figura 7.2 Solucién de las ecuaciones de aleteo con las derivadas aerodindmicas de
Theodorsen.

El punto de interseccion es ¥, =1.87 y @, =0.79 por lo que:

Ve :(I}cr)(é)r)(a)ﬁ)(B)
v, =1.87(0.79)(1.6)(20) = 47.27 m/s
Si aplica la ecuacion (7.24) se tiene que,

[ el

Ba, 1.6 1.25(20)’

1/2

112



Capitulo 7. Inestabilidad aeroelastica

Vo =1.44
Bw,
V, =20(1.6)(1.44) =46.08 m/s
Si se desea obtener el mismo resultado pero con el método Quasy-Steady es decir que

A4, =4, =H, =H, =0, se obtiene una grafica diferente como se muestra en la Figura 7.3.

095

09r

085

08r

— Raices reales

Raices imaginarias

0.75 ) . : . - : : . .
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Ve
Figura 7.3 Solucion de las ecuaciones de aleteo con las derivadas aerodinamicas Quasy-
Steady

El punto de interseccion es 170, =0.8 y @ =0.95 por lo que:

Vo= (V. )(@)(@,)(B)
v, =0.8(0.95)(1.6)(20) = 24.32 mvs

Esto muestra como las cuatro derivadas aerodinamicas que se eliminaron influyen para
obtener la velocidad critica.

7.7 Ecuacion de movimiento de aleteo

Se puede observar que por medio de la matriz de impedancia se puede obtener la
inestabilidad aeroelastica de las estructuras tipo puente, otra manera de verlo es
resolviendo las ecuaciones de movimiento de aleteo las cuales se definen en el capitulo 4
en las ecuaciones (4.11a) y (4.11b):
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M[h+2¢,w0,h+o?h] =1L, (4.11a)
I[é+2¢, 0,6 +0.al=M, (4.11b)

utilizando 8 derivadas aerodinamicas como se muestra en las ecuaciones (4.14a) y
(4.14b),

1 * h * B . * * h

Lh ZEszB|:kH1 ;+kH2;a+k2H3a+k2H4E:| (414a)
1 * h * B . * * h

M, =5,01/232{ch1 ;+kH2;a+k2H3a+k2H4E} (4.14Db)

Para resolver esta ecuacién se puede hacer uso de un método numérico como el de
Euler, Euler modificado o Runge Kutta que se muestran en las ecuaciones (7.26) , (7.27) y
(7.28) respectivamente (Chapra et al, 2015).

Para ello se pone la ecuacién diferencial como si fuera una funcion y = f(x.y) y se tiene
un intervalo de cambio 4.

7.7.1 Método de Euler

Para resolver una ecuacion diferencial por el método de Euler se aplica la ecuacion (7.27)

Vin =Y, (x5, 0)h (7.26)

7.7.2 Método de Euler modificado

Para resolver una ecuacion diferencial por el método de Euler modificado se aplica la
ecuacion (7.28). Este método es una extension de la ecuacion (7.27).

k=1 (x,,) (7.27a)
Y, =y +kh (7.27b)
x,=x;+h (7.27¢)
k= f(x,.5,) (7.27d)

h
Yin =V + E[kl +k, | (7.27e)
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7.7.3 Método de Runge Kutta

El método de Runge Kutta tiene una mayor precision que el de Euler, sin embargo su
precisiéon no es suficiente para los problemas en la practica (Chung et al, 2005). La
ecuacién (7.28) muestra el método de Runke Kutta de cuarto orden, el cual es el mas
utlizado.

k= f (%) (7.28a)
1 h
ky=f (xi +—hy, +k —j (7.28b)
2 2
k3 :f(xi +ﬁ’yi +k2 EJ (728C)
2 2
k, = f(xi +h,y, + k3h) (7.28d)
Ve = Vi +é(k1 +2ky + 2k + k4)h (7.28¢)

7.7.4 Método de Hamming

El método haming es predictor corrector, el cual consiste en predecir un valor y corregirlo.
Las ecuaciones se muestra a continuacion:

Predictor 45

Pra=YVis T T(sza —fea 2/ ) (7.29a)
Modificador 112

My = Pra T E(Ck - ) (7.29b)
Corrector 1

Cra1 :§{9J’k ~ k2t 3h[‘fk—1 +2f + f(tk+1’mk+l )]} (7.29¢)

9
Yir1 = Cral _E(ckﬂ _pk+l) (729d)

Para usar el método de Hamming se requiere de predecir los primeros intervalos por lo
que para los primeros pasos se aplica el método de Runge Kutta.

7.7.5 Ejemplo 7.4

Para ver como se aplican los métodos descritos en la secciones 7.7.1 al 7.7.4 se
empleara la siguiente ecuacion diferencial,

X =-4x

que describe la ecuacion de movimiento en vibracion libre para un sistema de un grado
libertad sin amortiguamiento.
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Ademas se presentan las condiciones iniciales de velocidad y desplazamiento donde

x(0)=0
x(0)=2

Dado que los métodos presentados anteriormente solo resuelven sistemas de primer
orden, se tiene que transformar la ecuacién de segundo orden a dos ecuaciones de
primer orden por lo que:

z(1) = x(¢)
z(1)=—4x(1)

Por lo que z representa la velocidad y x el desplazamiento. Esto implica que se tendran
que resolver dos ecuaciones diferenciales de primer orden al mismo tiempo.

El primer paso es poner en términos de funcién por lo que la funcién y = f(x.y) por lo que
el desplazamiento es:

f(t,x,z) = z(t)+0‘x(t)

Y la velocidad

g(t,x,z) =0- z(t) - 4x(t)
Simplificando,

f(t,x,z) = z(t)
g(t,x,z) = —4x(t)

El segundo paso es aplicar cualquier método es definir el tamafo de paso /. Entre méas
pequefio sea & mayor precision se obtendra. Para esto se usard 7=0.2.

Aplicando el método de Euler se utiliza la ecuacion (7.26), recordando las condiciones
iniciales de z, =0 y x, =2. Cuando ¢t =0.2 entonces,

X, =x+ f(t,x,2)h

X, =2+f(t=0,x=2,z=0)(0.2)
x,=2+0(02)=2

z, =2, +g(t,,%,.2 )h

z, =2+z(t=0,x=2,z=0)(0.2)
z,=2+[-4(2)](0.2)=-1.6
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Cuando ¢ = 0.4 entonces,

X =x,+ f(t,,%,,2,)
X =2+ f(1=02,x=2,2=-1.6)(0.2)
X, =2+ [—1.6](0.2) =1.68
zy=2,+g(ty,%,,2, ) h
zy=-1.6+z(=02,x=2,z=-1.6)(0.2)
z,=-1.6+[-4(2)](0.2)=-32

En la Tabla 7.2 se muestra los resultados para los diferentes valores

Tabla 7.2 Solucién de la ecuacion diferencial ejemplo con el método de Euler

! L X Z;

1 0.000 2.000 0.000
2 0.200 2.000 -1.600
3 0.400 1.680 -3.200
4 0.600 1.040 -4.544
5 0.800 0.131 -5.376
6 1.000 -0.944 -5.481

Usando el método de Runge-Kutta se define de igual manera las funciones

xzf(t,x,z)zz

z=g(t,x,z) =—4x
El siguiente paso consiste en obtener las k&, sin embargo al ser dos ecuaciones que
requieren resolverse al mismo tiempo se necesitan obtener un valor de k£ para x y otro

para z . Para que no confundir los valores se aplicara la nomenclatura de %, para hacer

referenciaa x y k7 para z, donde ne{l,2,3,4} .
Aplicando la ecuacién 7.28a,

ki=f(t=0,x=2,2=0)=0
ki=g(t=0,x=2,z=0)=-4(2)=-8
Para obtener k, se aplica la ecuacion (7.28b), la cual se reescribe a continuacion.

1 h
k,= +—h,y+k —
2 f(x 5 Y 12j

Se puede ver que esta ecuacion esta en funcion a dos variables (x y y )y las funciones

para este ejemplo dependen de tres (¢, x y z) por lo que para este problema se anexa la
tercera variable de la siguiente manera:
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k5 = £t +0.5h, x,+0.5kR, 7, +0.5k)
k5 =gt +0.5h, x,+0.5k'h, z, +0.5k h)
Para obtener los k, , primero se requiere obtener nuevos valores de las tres variables por
lo que se reescribira de la siguiente manera:
ky = f(t/c2 3 Xk, 2 21, )
k; = g(% X, > Zk, )

donde,
4, =t,+0.5(h)
4, =0+ 0.5(0.2) =0.1

X, =X +0.5k7h
X, =2+0.5(0)0.2=2
z;, =z, + 0.5k h

2, =0+0.5(-8)(02)=-0.8

Aplicando la ecuacién 7.28b,

ky = f(t=0.1,x=2, z=-0.8)=-0.8
K =g(t=0.1,x=2, z=-0.8)=—-4(2)=-8

Para obtener los valores de k, se tiene que,

h h
k3 :f(xi +§’yi +k2 Ej
Aplicando, el mismo procedimiento que se hizo para k, se tiene,
k5 = (6, +0.5h, %, +0.5k3h, 2, +0.5k,h)
ki = g(tl +0.5h, x, +0.5k}h, z, + 0.5k;h)
Haciendo un cambio de variable,
kS = (4502 )
k3z = g(tk3 ,xk3 ,Zk3 )

donde
t, =t +0.5(h)
b, = O+0.5(0.2) =0.1

X, =X +0.5k5h
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x,, =2+0.5(-0.8)0.2=1.92
z;, =z, + 0.5k h
2, =0+0.5(-8)(0.2) =—0.8

Se aplica la ecuacion (7.28c) para obtener los valores de £,

ky =f(t =0.1, x=1.92, z =—0.8)=—O.8
ki = g(t =0.,x=1.92, z= —0.8) = —4(1.92) =-7.68
Para obtener los valores de k, se tiene que,

ky =f(xl. +h,y; +k3h)
Aplicando, el mismo procedimiento que se hizo para k, se tiene,

ki = f(t+hy x(t)+ kSh, z(2) + k5h)
k; = g(t+0.5h, x(£)+0.5k3h, z(t)+0.5k5 )

Haciendo el cambio de variable,

ky zf(tk4’xk4’zk4)
o :g(tk4>xk4>zk4)
donde,
fy, =t+h
f, =0+02=02
x, =x(t=0)+kih
x,, =2+(-0.8)0.2=1.84
zy, =z(t=0)+k;h
z;, =0+(-7.68)(0.2) = -1.536

Aplicando la ecuacion (7.28d) para obtener los valores de £,

ki=f(t=02,x=1.84, z=-1.536)=-1.536
ki =g(t=0.2,x=1.84, z=-1.536)=—4(1.84) =-7.36
Para obtener el siguiente valor se aplica la ecuacion (7.28e),

Vin =V, +%(kl +2ky + 2ky + ky )

Por lo que aplicando a los valores de x y z se tiene

X, =X +%(klx +2ky +2k; +kj{)h
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X, =2+%(O+2(—0.8)+2(—0.8)+—1.536)(0.2)=1.8421
1 z z z z
z, =1 +g(kl + 205 + 2K + ki ) h

z,=0+ %(—8 +2(-8)+2(-7.68)+-7.36)(0.2) =1.5573

A continuacion se mostrara como obtener la soluciéon de la ecuacién con el método de
Euler modificado. Para obtener &, se aplica la ecuacion (7.27a),

ky = f(xi’yi)
Aplicando a la ecuacién deseada para las condiciones iniciales,
k' =f(t=0, x=2, z=0)=0
ki =g(t=0,x=2, z=0)=—4(2)=—8
El predictor y, se obtiene con la ecuacion (7.27b).

yp = y[ + klh

Al aplicarlo a la ecuacion queda

X, =x +ki'h

x,=2+0(02)=2

z, =z +kh

z, =0+-8(0.2)=-1.6
Se obtiene el k, , el cual permitira corregir la prediccion definida con la ecuacion (7.27d).

k, =f(xl. +h, y +k1h)

Aplicando al ejemplo

k5 = f(t+h x+kh, z+kh)

ky = g(t+h, x+k'h, z+kfh)
Haciendo un cambio de variable

ks = f(tkz Xty 2 2k, )

ky = g(tkz 2 Xk, » 2k, )
donde

fy, =t+h
4, =0+02=02
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X, =X+k'h
x, =2+0(02)=2
z, =z+kih
z, =0+-8(02)=-16
Por lo que &, queda

ky=f(t=02,x=22z=-16)=-1.6

K =g(t=0,x=2,z=-1.6)=-4(2)=-8
El nuevo valor se obtiene con la ecuacion (7.27d).

h
Yin =Y +5[k1 + kz]
Aplicandolo a las variables,
X, =X, +g[k1 +k2]
0.2
X, =2+7[0+(—1.6)] =1.84
z, =z +ﬁ ki + k3
2
z, =0+% (-8)+(-8)]=-1.6
En la Tabla 7.3 se muestran los resultados para los distintos métodos y el exacto.

Tabla 7.3 Solucion de la ecuacion diferencial con diferentes métodos

Exacto Euler Runge Kutta Euler modificado

it X, z, X, z, X, z, X, z,

1 0 2.00 0.00 2.00 0.00 2.00 0.00 2.00 0

2 102 1.84 -1.56 2.00 -1.60 1.84 -1.56 1.84 -1.6
3 |04 1.39 -2.87 1.68 -3.20 1.39 -2.87 1.37 -2.94
4 106 0.72 -3.73 1.04 -4.54 0.73 -3.73 0.67 -3.81
5 |08 -0.06 -4.00 0.13 -5.38 -0.06 -4.00 -0.14 -4.04
6 1 -0.83 -3.64 -0.94 -5.48 -0.83 -3.64 -0.93 -3.61

Para aplicar el método de Hamming se hara uso de la Tabla 7.2 usando el método exacto
para los primeros 3 valores x y z . Para aplicar este método k& debe ser mayor a 4.

El primer paso es obtener los primeros tres valores de la funcion, Esto se puede obtener
con Euler, Euler modificado o Runge Kutta, pero generalmente se usa el de Runge Kuta.

La obtencion de estos valores para cuando k£ =4 es:

fioa=f(t=02,x=1.84,z=-1.56) =-1.56
8, =8(t=02,x=1.84,z=-1.56)=—4(1.84)=-7.36
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Jea = f(t =04,x=1.39,z= —2.87) =-2.87
gy = g(t =04,x=139,z=-2.87)= —4(1.39) =-5.56
fi = f(t =0.6,x=0.72,z=-3.73)=-3.73
g = g(t =0.6,x=0.72,z=-3.73) =—4(0.72) = -2.88
Ordenando los datos queda:

S, =-1.56 g, =-7.36
fi=-2.87 g, =-5.56
f,=-3.73 g, =-2.88

Dado que no se tiene un predictor p, se pondra que

pi =t =-373
p,=-3.73
pi =g, =-2.88
p,=-2.88
Y el corrector ¢, de igual manera

¢ =f, =373
el =-3.73
¢, =g,=-2.88
ci=-2.88
Aplicando la ecuacion (7.29a) para el ejemplo

Ps =X +%(2f2 /s +2f4)

P =2+@[2(—1.56)—(—2.87)+2(—3.73)] =-0.056
. 4h
Ps =12 +?(2g2 - &3 +2g4)

=0+———> ( [2 ~7.36)—(~5.56)+2(-2.88) ] =-3.98

El modificando se obtiene con Ia ecuacion (7.29b)

112, . .
ms = Ps +E(c4 —p4)
112

$=-0. 056+—[ ~3.73-(-3.73) | =-0.056

ms = ps + iz( - pi)
112

i=-3. 98+—[ ~2.88-(-2.88)]=-3.98

El corrector se usa la ecuacion (7.29c)
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¢ =%{9x4 —x, 430 - £+ 21, +f(z5,mj,m;)]}

/(5 =0.8,m* ==0.056,m; =-3.98) =-3.98

¢t = é{9(o.72) —(1.84)+3(0.2)[ —(-2.87) +2(-3.73) +(~3.98) || =—0.063

oo sl

g(t; =0.8,m" =-0.056,m; =-3.98) = —4(-0.056) = 0.224

¢t = é{9(—3.73) —(~1.56)+3(0.2)[ ~(~5.56)+ 2(-2.88) + (0.224) ]} = —4.00

Aplicando la ecuacién (7.29d) se obtiene el nuevo valor

X5 =cj —%(C? —pj)

9
x5 =-0.063 —E[—o.ow ~(-0.056) ] =-0.062

7.7.6 Solucioén de la ecuacion de aleteo

Las ecuaciones de aleteo se muestran en el capitulo 4. Estas ecuaciones son de segundo
grado y estan acopladas por lo que para resolverlas con los métodos descritos se requiere
transformarlas a cuatro ecuaciones de primer orden. Para esto se emplearan las

ecuaciones (4.11), (4.13) y (4.14).

Las ecuaciones necesarias para resolver el sistema se muestra a continuacion.
m[h +2¢,0,h + a),fh] =L, ,+L,
1[é+2¢,0,6+wka]=M, +M,

L, ~Lorp ka‘ﬁ+kH;‘£oz +k*Hyo+k*H, L
2 v 4 B

M, ~Lorep kAfﬁ+kA;‘£a+k2A§a+k2Aj L
2 v v B
1 5 u®) (dcC, w(t)

L,=—pV’B|2C, —=+ +C

»To” { Ly (da NG
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M, =1 VB{zC u(t) [ j
2 V da

w(t)}

7

(7.31f)

Estas ecuaciones ya se definieron en el capitulo 4, aqui se reescriben para tener un
seguimiento mas sencillo.

Dividiendo entre m la ecuacién (7.31a) y entre [ la ecuacion (7.31b) queda:

[h+2¢,0,h+ whh}

[d +24 0,0+ wia} =

Lie I

—ae 4

Considerando que la presion dinamica de base es,

1
qg=—pV*

2

m
My
1

(7.32a)

(7.32b)

Sustituyendo y reescribiendo (7.31c), (7.31d), (7.31e) y (7.31f)

Considerando que:

€ — 4B kH—£+kH Barits +k2H h
mYV m m m B
ae _ 4B* kA h kA B g ipdh
1V 1V 1 I B
L _ g8l 2c, ) ( CD)W(’)
m mV da mV
&_qu 2, u(t) w(t)
I IV da
H' A
H, =gB| k—L A4, =qB*| k=L
H,=gB p B A4, =qB’ ELEEd
mV IV
H3=q3(k2i] 4, qu(kziJ
m 1
H, , H,
H,=qgB| kK*—% A, =qB*| k¥ =%
2C 2C
B =qB| —L By=¢B*| L
1 =4 [mVJ 3 =4 ([ j
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dC 1 dC, 1
B,=qB|| —%+Cp |—| B,=qB*| —L—
2= K da Dij} + =4 [da IVj

Y sustituyendo en (7.32a) y (7.32b)

h+2¢,0,h+@ph=Hh+H,& + Hyo + Hyh+ Bu(t) + Byw(t) (7.37a)
G +28,0,0 + w0 = Ah+ 4,0 + Ao+ Ah+ Byu(t)+ Bw(t) (7.37b)

Para poderlo resolver se tienen que despejar las ecuaciones y transformarlas a
ecuaciones de primer orden por lo que,

hy, =h (7.38a)
@ =d (7.38D)
hy =(H, - @} )h+ Hya +(H, = 24,0, ), + Hya, (7.38c)
G=Ah+ (4 -l o+ Ah +(4,-24,0,)a (7.38d)

Una vez definida estas ecuaciones se resuelven por algun método numérico donde el
tamafio de paso es pequeio.

Para resolver estas ecuaciones no se aplicd el método de Euler ya que no llegé a
converger, por lo que se uso el método de Hamming, sin embargo para tener resultados
precisos se requiere aplicar intervalos de tiempo muy pequefios por lo que se optd a usar
una funcion de Matlab llamada “ode45” la cual tiene una precision buena para este tipo de
problemas.

En la Figura 7.4 se muestra un ejemplo resolviendo la ecuacién con Hamming para
100000 datos, comparado con el ode45 (Figura 7.5).
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o rad

V., rad/s

0 200 400

600

600

0 200 400
tis

600

Figura 7.5 Solucién de las ecuaciones por el método ode45 de Matlab
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Se puede ver que llega a ver pequefias diferencias, sin embargo los resultados pueden
tomarse como aceptables.

Hay que tener en cuenta que no todos los problemas tienen inestabilidad por aleteo, esto
se puede ver en la Figura 7.6, donde se muestra el comportamiento de aleteo sin
considerar una velocidad fluctuante, sino las modificaciones dinamicas debido a la rigidez
y amortiguamiento aerodinamico. En otras palabras es un problema de aleteo en vibracién
libre.

zm

o

m
K =]
o o

0 100 200 300 400 500 600 700

0 100 200 300 400 500 600 700 ts
t

a) Estabilidad debido al aleteo b) Inestabilidad debido al aleteo
Figura 7.6 Desplazamientos debido al aleteo para condiciones estables e inestables

La parte izquierda muestra que converge por lo que los desplazamientos seran limitados,
por otro lado, la parte derecha los desplazamiento se incrementan generando la
inestabilidad.

7.8 Conclusiones

En este capitulo se revisaron las ecuaciones que determinan la velocidad critica para
obtener la inestabilidad en diferentes condiciones, siendo el aleteo la mas compleja de
obtener ya que requiere de iterar para obtener la solucion. También se puede ver que
dependiendo de las derivadas aerodinamicas puede darse la condicién de aleteo o no es
por ello que la obtencién de ellas es muy importante. En la mayoria de la literatura, estas
derivadas se obtienen a partir de ensayos experimentales.

Por otro lado, se obtuvo la respuesta en el dominio del tiempo de las condiciones de
aleteo, para ello fue necesario retomar las ecuaciones de Scanlan y resolverlas con algun
método numerico. Se presentaron varios métodos sin embargo la precision de varios
generaba resultados no esperados. Esto se dio principalmente en el método de Euler
comparado con el de Hamming en el cual el primero presentaba inestabilidad aeroelastica
mientras que el segundo no, sin embargo esta precision depende mucho de la cantidad
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de valores en el cual se divide el tiempo. El método usado para este trabajo fue con ayuda
de Matlab el cual usa un método numérico iterativo, el cual el tamano de paso depende
del resultado anterior. Cuando la precision es baja el tamafio de paso es mas pequefio
por lo que también el tiempo de ejecucion depende de la variacién de los resultados.
Ademas hay que tener en cuenta que se requiere de la obtencion de la velocidad
turbulento con media de cero considerando el factor de aleatoriedad, esto hace que al
momento de aplicar el método numérico empleado con Matlab varie dependiendo de esta
aleatoriedad.
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Capitulo 8. Puente San Cristébal

8.1 Introduccion

México es una zona donde los sismos y el viento son factores que afectan las
construcciones de manera importante, es por ello que se requiere de un analisis para
ambos casos. Los puentes carreteros que llegan a ser muy largo tienen periodos largos lo
cual los hace susceptibles a efectos del viento es por ello que se decidié hacer el analisis
de viento del puente San Cristdbal ya que en el 2004 colapso siendo el viento una posible
causa.

8.2 Descripcion del proyecto

El puente conecta San Cristobal de las casas con Tuxtla Gutiérrez ubicado en las
coordenadas 16.694278, -92.821903 en la carretera de cuota Tuxtla Gutiérrez — San
Cristobal de las casas. Debido a la orografia de la zona era necesario construir en puente
para salvar un claro de aproximadamente 324m como se muestra en la Figura 8.1.

Figura 8.1 Localizacién del puente San Cristobal

El puente se localiza en una curva horizontal con una curvatura de 2°45’ y pendientes
transversales y longitudinales de 10% y 5%, respectivamente. La subestructura esta
compuesta de dos estribos de concreto reforzado convencionales y dos pilas del mismo
material de seccién transversal rectangular hueca, aproximadamente, de 61 m de altura
cada una. La profundidad maxima desde la superestructura al fondo de la barranca era de
192 m.
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La superestructura consiste en un cajon de tres tramos con una longitud total de
324 m y una altura de 192 m (Figura 8.2). El ancho de calzada es de 13.64 m con dos
carriles (Figura 8.3) (Instituto Ingeniera UNAM, 2006).

A Chiapas de Corzo A San Cristobal

Figura 8.2 Elevacion del puente San Cristobal

13.64 m

7.74 m

Figura 8.3 Dimensiones de las dovelas

El método constructivo que se empled para el puente fue a partir del empujado de dovelas
donde se van colocando a partir de los extremos hasta unirse en el centro (Garcia, 2007).
Esto causa que el puente se encuentre en voladizo haciéndolo mas flexible en la
construccion que en operacion, es por ello se revisé en esta etapa. Los datos mostrados
en la tabla 8.1 describen las propiedades para 14 dovelas.
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8.3 Propiedades de la estructura

Para el analisis eodlico de la estructura, se consideré solo la superestructura. Los
coeficientes aerodinamicos se obtuvieron de (Rosales, 2016) los cuales se muestran en la
Tabla 8.2, las propiedades dinamicas se obtuvieron en colaboracién de Garcia, 2018 los
cuales se muestran en la Tabla 8.1. En el apéndice B se muestra la obtencion de las
masas modales y momentos masico de inercia.

Tabla 8.1 Propiedades dinamicas del puente San Cristobal

Dato Simbolo Valor
Masa modal (kg /m) M 18936.72
Momento masico de inercia
(kg—m®/m) 1 154172.74
Frecuencia angular horizontal (rad / s ) , 6.10
Frecuencia angular vertical (rad /s ) w, 3.98
Frecuencia angular a torsién (rad/S) w, 13.92
Longitud total () L 159.80
Amortiguamignto .crl'tico en ambas c 0.05
direcciones
Ancho del tablero (m ) B 13.64
Peralte del tablero (m ) D 7.74
Altura sobre el terreno (m ) h 192.00

Tabla 8.2 Coeficientes aerodinamicos del puente San Cristobal

Angulo de ataque a 0°
Coeficiente de arrastre Cp 1.83
Coeficiente de levante C, 1.27

Coeficiente de momento C, 0.76
Derivada del coeficiente de arrastre 6@%’ -0.3
Derivada del coeficiente de levante E;CaL 0.5

Derivada del coeficiente de momento % -0.05

131



Capitulo 8 Puente San Cristobal

8.4 Resultados

8.4.1 Velocidad de diseno e intensidad de turbulencia

Basado en la tabla C.1 del apéndice del manual de Disefio de Obras Civiles (MDOC,
2008) se tiene que la velocidad regional es V;, =150 km/h lo que equivale a V, =41.67 m/s,
la categoria de terreno, basado en la Tabla 3.2, se tomé como 2. Los valores necesarios
para la obtencion de la velocidad disefio son: &, =0.19, z, =0.05m y z=192 mde acuerdo
alaTabla 3.2..

Dado que la velocidad de disefios del manual de Disefio de Obras Civiles esta
promediada a 3 s y las ecuaciones empeladas del Eurocédigo son a 10 min se aplica la
Tabla 3.1 considerando que es un terreno casi abierto se elige el factor «en tierra», por lo
que la velocidad de regional promediada a 10 min es

Vk —M=25.10 m/s

D ==
1.66 1.66
Con esta velocidad se puede obtener la velocidad de diseno para la altura del puente

quedando
Vp=Cly

C, =O.191n££}z1.56
0.05

V, =1.56(25.10)=39.16 m/s

La intensidad turbulenta es:

I, = ! = ! =0.12

nl = ln(wzj
z, 0.05
1,=0.51,=0.5(0.12)=0.06
Vp =1.56(25.10)=39.16 m/s

8.4.2 Rafagas

A partir de la velocidad disefio y las propiedades del puente de la Tabla 8.1 y 8.2 se
obtuvo la respuesta en el dominio del tiempo con el programa «buffeting.m» de MATLAB
del apéndice C.
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La funcion de densidad de Kaimal se muestra en la Figura 8.4
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Figura 8.4 Funcién de densidad de Kaimal para San Cristébal de las casas

Se puede observar que se tiene mayor respuesta en la direccion paralela al viento en
frecuencias bajas, pero a partir de frecuencias mayores las funciones de densidad llegan
a tener valores similares.

En la Figura 8.5 se pueden observar las funciones de admitancia mecanica, es decir, en
que frecuencias tiene mayor respuesta mecanica. Se puede observar que la componente
vy (paralela al flujo de viento) tiene mayor respuesta para las frecuencias cercanas a4 y la

componente z (transversal vertical) tiene mayor respuesta para frecuencias cercanas a 6
aunque son menores comparadas a la componente y. Hay que tener en cuenta que esta
funcion depende del amortiguamiento aerodinamico y este a su vez de la velocidad de
disefo por lo que la admitancia varia dependiendo de la velocidad de disefio, en este
caso 38.24 m/s.

133



Capitulo 8 Puente San Cristébal

10

Hy
Hz

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

w|rad/s|

Figura 8.5 Funcion de admitancia mecanica para el puente San Cristobal

En la Figura 8.6 se muestra la funcion de admitancia conjunta, la cual correlaciona la
fuerza del viento con las propiedades aerodinamicas del puente. Se puede observar que
la admitancia en ambos casos es similar aunque su pico maximo sea en diferentes
frecuencias.
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Figura 8.6 Funcion de admitancia conjunta del puente San Cristébal

Las frecuencias de los modos horizontales y verticales son 6.10 y 3.98 rad/s
respectivamente los cuales corresponden a valores muy bajos de la funcion de admitancia
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conjunta, esto quiere decir que la respuesta del puente ante rafagas es baja por lo que la
mayor contribucion sera de la parte estatica.

A partir de estos datos se puede obtener la funcidén de respuesta la cual se muestra en la
Figura 8.7, el cual muestra valores pequefos para ambos sentidos siendo la componente
vertical la que tiene mayor respuesta.

<104
18 v v v v v v v v

— A

0 e . .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

wrad/s

Figura 8.7 Espectro de respuesta del puente San Cristobal

En la Figura 10.8 se muestra la simulacion en el dominio del tiempo donde se puede
observar que los desplazamientos son pequefios llegando a 2 cm para la componente
horizontal y 8 cm en la vertical. En la Tabla 8.3 se muestran las desviaciones estandar,
factores pico y desplazamientos maximos en las dos direcciones.
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Figura 8.8 Desplazamientos del puente San Cristdbal

Tabla 8.3 desviacion estandar, desplazamientos maximos y factores picos del puente San
Cristébal ante efectos de rafaga

o, 0.008 m
o, 0.0243 m
max 0.0236 m
max, 0.0798 m
kp, 2.9406
kp. 3.5756

En la Figura 8.9 se puede observar la variacién de los desplazamientos a diferentes
velocidades, se puede observar como a mayor velocidad el desplazamiento vertical se
incrementa mas que la componente horizontal.
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Figura 8.9 Variacién de los desplazamientos contra velocidad

8.4.3 Vortices

Para el desprendimiento de vortices se usaron los datos los cuales propone
(Helliesen, 2013) debido a que no se cuenta con estas propiedades del puente San
Cristébal a excepcion del numero de Strouhal el cual se obtuvo del Eurocodigo, 2002. En
la Tabla 8.4 se muestran los valores usados. Se usé el programa «Vortices.my» del
apéndice C.

Tabla 8.4 Propiedades ante efectos de vortices del puente San Cristdbal

Dato Simbolo Valor
Valor asociado con la naturaleza a, 04
autolimitante del desprendimiento de
vortices
Longitud de escala adimensional de la A 2.0
coherencia en direccion vertical
Coeficiente adimensional de la raiz S, 1.0
cuadrada media de la fuerza de ’
levante
Parametro de ancho de banda en la b, 0.15
direccion vertical
Numero de Strouhal St 0.1
Coeficiente de velocidad dependiente K, 0.2
al amortiguamiento )

Para el desprendimiento de vortices, se considera que es altamente resonante por lo que
los desplazamientos ya no se le agrega el desplazamiento medio. En el caso del puente
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San Cristébal la velocidad resonante fue de 44.43 m/s lo cual es superior a la velocidad
media. En la Figura 8.10 se muestra la respuesta en el dominio del tiempo donde se
puede ver que los desplazamientos llegan a ser de 1 m, lo cual se considera alto para el
puente.

1.5

r.m,

-1.5
0 100 200 300 400 500 600

Ts|

Figura 8.10 Respuesta del puente San Cristobal en el dominio del tiempo para una
velocidad resonante de 44.43 m/s

En la Figura 8.11 Se muestra la funcién de transferencia mecanica donde se puede
observar que es superior a las de rafagas debido a que el amortiguamiento aerodinamico
en los vortices es negativo mientas que para las rafagas es positivo.

12 14 16 18 20

Figura 8.11 Funcion de transferencia mecanica para el desprendimiento de vortices
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En la Figura 8.12 se muestra el espectro de carga el cual ya incluye la correlaciéon. Se
puede observar que para la frecuencia circular de 3.98 rad/s el cual equivale a la
frecuencia del modo vertical la funcion de transferencia y es espectro de carga tienen su
pico maximo.

«<10'"!

08|

06

0 2 K 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 8.12 Funcion de espectro de carga para el desprendimiento de vortices

En la Figura 8.13 Se muestra el espectro de respuesta el cual se muestran valores altos
aunque no abarca un rango grande de frecuencias por lo que lo hace de banda estrecha.
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Figura 8.13 Espectro de respuesta del puente San Cristébal para desprendimiento de
vortices

Si se grafican los desplazamientos maximos a diferentes velocidades como se muestra en
la Figura 8.14 se puede observar que los desplazamientos son grandes incluso para
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velocidades resonantes mayores a la calculada, también se puede observar que el
incremento considerable se da a partir de los 30m/s.
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Figura 8.14 Desplazamientos maximos del puente San Cristobal a diferentes velocidades

8.5 Aeroelasticidad

8.5.1 Divergencia estatica

Para la divergencia estatica se considera que la forma modal expuesta y la de la
estructura es la misma, el momento masico de inercia es m, =154172.74 kgm?/my su

frecuencia @, =13.92 rad/s

o 112
T
pPBCy,

2(154172.74)
1.25(13.64)" (0.76

172
) -1} =581.41m/s

v, :(13.64)(13.92){

La velocidad critica supera las velocidad maximas registradas por huracanes de categoria
5 por lo que la divergencia estatica no se presentara.

140



Capitulo 8 Puente San Cristébal

8.5.2 Galopeo

Para que se dé el galopeo se requiere que se cumpla la siguiente desigualdad

C, <-C,(D/B)
0.2<—(-0.3)(7.74/13.64)
0.2<0.17

Dado que la desigualdad es falsa no se presentara galopeo. Otra forma de comprobarlo
es con la derivada aerodinamica H, (Figura 8.15) donde se la inestabilidad con valores

positivos para esta derivada aerodinamica donde el puente San Cristobal presenta valores
negativos.

8.5.3 Inestabilidad a torsion

Para que exista inestabilidad por torsion el amortiguamiento aerodinamico debe ser
positivo por lo que la derivada aerodinamica A; debe ser mayor a cero. Al usar el méoto
Quasy-Steady la derivada es cero, y si se ocupa la de la Figura 8.15 su valor es negativo.

8.5.4 Aleteo

Para considerar el aleteo se requieren las derivadas aerodinamicas del puente San
Cristébal las cuales se presentan en la Figura 8.15 (Arias,2012). Para obtener la velocidad
critica de la Figura 8.16 se empled el programa «Vortices.m» del apéndice C

0.6 0.1
0.5 0.15
= 0.4 = 02
0.3 025
0.2 0.3
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
V/(Bw) V/(Bw)
0.8 0.4
0.6
0.2
= 0.4 <
0
0.2
0 02
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

V/(Bw) V/(Bw)
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Figura 8.15 Derivadas aerodinamicas para el puente San Cristobal

En la figura 8.16 se tienen las graficas de los valores reales e imaginarios, siendo el punto
de interseccion el valor de la velocidad critica donde se genera la inestabilidad.

—Raices reales

Raices imaginarias

1571

14

1271

117t

0.9 * * * * * * *
8 85 9 95 10 105 1 115 12
Ve
Figura 8.16 Raices de la parte imaginaria y real de la determinante de la matriz de
impedancia para el puente San Cristobal

El punto de interseccion es I7cr =10.30 y @, =1.06 por lo que
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8.5.5 Respuesta en el dominio del tiempo ante aleteo

Para obtener la respuesta primero se requiere obtener la simulaciéon de velocidad como se
mostré en el capitulo 5. Para el puente San Cristébal se muestra la simulaciéon de rafagas
en las dos direcciones en la Figura 10.17 las cuales se obtuvieron considerando
coherencia entre los puntos aplicando el programa «SimulacionesWAWS.m» del apéndice
C.
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20
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Figura 8.17 Simulacion de velocidades para el puente San Cristébal

En la Figura 8.18 se muestra la respuesta ante aleteo y en la tabla 8.5 se muestran los
desplazamientos, desviacion estandar y factor pico. Para ello es empleo el programa
«flutterOde45.m» del apéndice C
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Figura 8.18 Respuesta ante el efecto de aleteo del puente San Cristobal

Siendo el desplazamiento vertical maximo 0.3772 m

Tabla 8.5 Resultados de la respuesta ante el aleteo

Dato Simbolo Valor
Desviacion estandar a torsion o, 0.0016
Desviacion estandar a flexion o 0.09538
vertical
Rotacion maxima max,, 0.0068 rad
Desplazamiento maximo max, 0.3772m
vertical
Factor pico a torsion kp, 4.3592
Factor pico a flexion vertical kp, 4.0224

Se puede observar que el desplazamiento es considerablemente mayor que al efecto ante
rafagas, a pesar de que no presenta inestabilidad aeroelastica por aleteo a esta velocidad.
Para verificar si existe inestabilidad, por medio del programa «flutterOde45.m» se asigno
la velocidad fluctuante en las direcciones u y w igual a 0, ademas se escogié de forma
arbitraria las condiciones iniciales de desplazamiento horizontal de 1 cm y rotacion de

0.001 rad. En la Figura 8.19 se muestra su comportamiento en vibracion libre.
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Figura 8.19 Condicién de estabilidad del puente San Cristobal ante aleteo

Esta es otra forma de verificar que la estructura es estable ante aleteo, sin embargo tiene
desplazamientos considerables.

A continuacion se muestra el resultado para diferentes velocidades ante efecto de aleteo
en la Tabla 8.6, donde la segunda columna se muestra el valor de la velocidad fluctuante
con media de cero, y la tercera columna es el desplazamiento de la velocidad media mas
la velocidad fluctuante.

Tabla 8.6 Desplazamientos maximos debido al aleteo a diferentes velocidades

Velocidad(m/s) Desp:c?zamiento vertical | Desplazamiento vertical

uctuante(m) total (m)

39.16 0.3772 0.4930

50 0.5396 0.7269

60 1.1809 1.4488

70 1.3339 1.6963

80 1.8069 2.2777

90 2.5538 3.1468

100 2.6996 3.4287
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8.6 Conclusiones

En este capitulo se obtuvo la respuesta del puente San Cristobal ante diferentes cargas,
siendo las rafagas las que menor efecto tenia, también se observd que ante las cuatro
condiciones de inestabilidad la velocidad critica esta fuera del rango de velocidades que
se pueden alcanzar en la naturaleza. En el caso del aleteo se puede observar que los
desplazamientos fueron muy superiores a las rafagas por lo que la torsion influy6 en los
desplazamientos alcanzando un valor de 0.49m. En cuanto al desprendimiento de
vortices, se puede ver que tiene desplazamientos importantes, logrando alcanzar hasta 1
m por lo que este pudo ser un causante de que la columna fallara en 2006.
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Capitulo 9

Conclusiones

A lo largo de estos capitulos se mostré6 como obtener la respuesta de un puente ante los
efectos de rafaga, desprendimiento de voértices y aleteo de las estructuras tipo linea
horizontal que representa a los puentes en 2D y se mostré el comportamiento del puente
San Cristébal ante dichos efectos considerando solo dos dimensiones. Para ello fue
necesario el uso de varias herramientas matematicas como el uso de procesos
estocasticos, métodos numeéricos, etc.; asi como de programas computacionales como
MATLAB y SAP2000. A pesar de tener estas herramientas aun existe la incertidumbre
dado que se requieren pruebas experimentales para conocer el comportamiento real, sin
embargo en el capitulo 6 y 7 se mostro que los resultados son aceptables al aplicar la
metodologia.

En este trabajo se hizo la revision del puente San Cristdbal con el fin de aplicar las
ecuaciones a un caso practico. Para este puente sus propiedades aerodinamicas no
generan inestabilidad aeroelastica si se puede ver que ante efectos de desprendimiento
de vortices los desplazamientos son importantes lo cual pudo haber causado el colapso
cuando se estaba construyendo. Ante el efecto de torsion no presenta problemas ya que
por ser una seccién cuadrada tiene bastante rigidez y esto se puede ver incluso en su
periodo llegando a ser 0.45s. La respuesta ante aleteo llego a ser importante alcanzando
un desplazamiento de 50 cm, mientras que por rafagas el desplazamiento fue mucho
menor llegando a 8 cm. Cuando se hizo la revision ante estos efectos muchos de sus
valores se obtuvieron de puentes que son similares al puente San Cristébal sin embargo
una manera de corroborar estos resultados es por medio pruebas de tunel de viento,
ademas de conocer coémo seria el comportamiento en tres dimensiones.

Normalmente las revisiones para los puentes se hacen cuando esta en servicio, sin
embargo se tiene que revisar también durante el proceso constructivo ya que, como el
puente San Cristébal, es mas susceptible a tener efectos dinamicos de viento en
construccion que cuando esta terminado.
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Apéndice A

Ecuacion de movimiento en el dominio de la frecuencia

A.1 Introduccion

En este apéndice se muestra la obtencion de la respuesta en el dominio de la frecuencia
para la ecuacién de movimiento ante efectos de edlicos (Tamura & Kareem, 2013).

A.2 Solucién a la ecuacion de movimiento
La ecuacion de movimiento esta definida como

m-¥(t) +c-x(t)+ k- x(t) = £(2) (a.1)

Considérese la frecuencia como:

Y el amortiguamiento

c

Go =

2ma,

donde w, es la frecuencia natural del sistema en rad / s, ¢ es el coeficiente de

amortiguamiento criticoy m es la masa. La solucion a la ecuacion de movimiento en
vibracién libre es

x(t)= exp(—g’sa)ot)[A sin (@) + Bcos(a)ot)J (a.4)

Mientras que la respuesta a una excitacion forzada F(¢) conocida como integral de
Duhamel es

x(t) = J.;F(s)h(t — 5)ds (a.5)

donde i(¢) es la funcién de respuesta a un impulso la cual se define como:
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h(t) = (ma, ) exp(—¢,myt)sin mt (a.6)

La solucién a la ecuacion (a.5) se puede aproximar como

x(1) = {1 —exp(—¢,myt) cos gt} / k = A(r) (a.7)

Por lo que la funcion de respuesta a un impulso se puede escribir

h(t)=dA/ dt (a.8)

Por lo que la escuacion a.5 se puede escribir como

x(t) =j0’F(z—s)A'(s)ds (a.9)

Si se considera una excitacion arménica F(T) =exp(iwt) la solucion es

() =(e:t J[l_(QT +i-2C, wﬁll _F(0)H(e) (a.10)

@, k

[

donde H(w)/k se le conoce como la funcién de respuesta mecanica la cual permite

conocer la respuesta en el dominio de la frecuencia al obtener la transformada de Fourier
de la funcion.

La respuesta a una carga aleatoria se puede formular como se muestra en la ecuacion
(a.11)

x(z)=j;F(z—a)h(a)da (a.11)

Por otro lado, si se tiene que la auto-covarianza de la sefia x(¢) es

R(r) =] x(t)x(t+7)=["

—00

UwF(l—G)h(ﬁ)dﬁ}UwF(tJrr—Q)h(g)dtg}h

=" [ Re (e +6,-6,)1(8,)(0,) d6,d,
(a.12)

Si se toma la transformada de Fourier de R_(r)entonces se tiene que
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S (o) = j“; R.(r)e " dr (a.13)

Sustituyendo (a.12) en (a.13)

Si@)=[" e ar[” ["R.(c+6,-0,)h(6)h(0,)d6,d0,d (a.14)
Expandiendo
(@) =] n(8)edo, " n(6,)e " do,

o A (a.14)
L Ry (t+6,-6, )eim(ﬁg‘*%)dr

La solucién de la ecuacion (a.14) tiene una solucion en el campo de los reales y de los
imaginarios (que se expresa con un asterisco *’) de tal modo que reescribiendo queda

5. (@)= H](:O) H Ifa))

jw R.(0)e ™ do (a.15)

La ecuacion (a.15) se puede escribir como
~ 2
H (o)
k2

Sx(a))Z SF(Q)) (316)

donde

) -1 (A7)
|- ol
k m )\ @, 20,m )\ o,

donde el subindice ae corresponde a las propiedades aerodinamicas 'y S, en (a.16) es la
funcién de densidad del viento, es decir, la contribucion del viento.

La ecuacion (a.16) se conoce como el espectro de respuesta de desplazamiento. Si el
sistema es continuo, se puede obtener a una distancia x, como se muestra en la

ecuacion (a.18).
H (o)
k2

‘2

S (x,,0) =4 (x,.) Sy (o) (a.18)
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donde ¢ es un punto en especifico en funcién a la forma modal deseada.
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Apéndice B

Propiedades dinamicas del puente San Cristébal

B.1 Introduccion

El puente que se analiza en este trabajo es el San Cristébal cuya ubicacion esta en
Chiapas. Este puente sufrid un colapso cuando estaba a punto de terminarse (Balboa,
2006). Para el analisis edlico se reviso en el estado del puente cuando colapsé. Para ello
se tuvo colaboracién con Francisco quien realizo el modelo en SAP2000 de donde se
obtuvieron las propiedades dinamicas del puente.

B.2 Modelo computacional del Puente San Cristébal

En la Figura B.1 se muestra modelo computacional del puente San cristpobal

Figura B.1. Modelo del puente San Cristobal en su etapa previa a la colocacion de la
dovela de cierre. (Garcia, 2018)
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B.3 Formas modales del puente San Cristébal

En la Figura B.2, B.3 y B.4Se muestran sus formas modales que describe el software

Figura B.2 Forma modal vertical del puente San Cristobal (f=0.63 hz)

Figura B.3 Forma modal horizontal del puente San Cristébal (f=0.97 hz)
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Figura B.4 Forma modal torsional del puente San Cristébal (f=2.21 hz)

En Tabla B.1 se muestran los valores de las formas modales normalizados al extremo
libre.

Tabla B.1 Formas Modales del puente San Cristébal

N 4, ¢, 4, N 4, 8. 4,

1 1.0000 1.0000 0.9949 25 0.0114 | 0.1677 | 0.0062
2 0.9444 0.9504 1.0000 26 -0.0073 | 0.1518 | 0.0026
3 0.8884 0.8994 0.9524 27 -0.0189 | 0.1407 | 0.0007
4 0.8321 0.8472 0.8824 28 -0.0287 | 0.1304 | -0.0007
5 0.7757 0.7941 0.7951 29 -0.0368 | 0.1208 | -0.0016
6 0.7192 0.7403 0.6992 30 -0.0435 | 0.1117 | -0.0021
7 0.6629 0.6863 0.6012 31 -0.0488 | 0.1029 | -0.0024
8 0.6070 0.6327 0.5038 32 -0.0526 | 0.0946 | -0.0025
9 0.5517 0.5800 0.4066 33 -0.0551 | 0.0866 | -0.0024
10 0.4973 0.5290 0.3024 34 -0.0562 | 0.0788 | -0.0021
11 0.4439 0.4802 0.1883 35 -0.0560 | 0.0713 | -0.0018
12 0.3918 0.4344 0.0818 36 -0.0545 | 0.0640 | -0.0013
13 0.3405 0.3903 0.0947 37 -0.0505 | 0.0544 | -0.0001
14 0.2945 0.3597 0.0771 38 -0.0449 | 0.0455 | -0.0012
15 0.2510 0.3300 0.0648 39 -0.0382 | 0.0372 | 0.0009
16 0.2203 0.3105 0.0562 40 -0.0309 | 0.0302 | 0.0020
17 0.1910 0.2918 0.0478 41 -0.0236 | 0.0237 | 0.0032
18 0.1630 0.2738 0.0401 42 -0.0169 | 0.0170 | 0.0045
19 0.1365 0.2565 0.0333 43 -0.0110 | 0.0118 | 0.0052
20 0.1116 0.2399 0.0274 44 -0.0059 | 0.0071 | 0.0052
21 0.0883 0.2241 0.0223 45 -0.0013 | 0.0008 | 0.0014
22 0.0666 0.2089 0.0178 46 0.0003 | -0.0033 | -0.0036
23 0.0464 0.1944 0.0136 47 0.0008 | -0.0052 | -0.0057
24 0.0280 0.1805 0.0097
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B.4 Masa modal

Para obtener la masa modal se aplicod la ecuacion (B.1) obteniendo la integral con el
método de Simpson

m_jm-¢(x)2dx

“Toara (B.1)

Donde m es la masa modal m es la masa de cada elemento, #(x) es la forma modal.

En la Tabla B.2 se muestran los valores de las masas

Tabla B.2 Masas de las dovelas del puente San

Cristébal

N m (kg) N m (kg)
1 9000 26 40090
2 15400 27 42575
3 13750 28 46800
4 13500 29 46535
5 15400 30 46540
6 12900 31 45470
7 12900 32 44385
8 14100 33 43380
9 14100 34 43380
10 13900 35 42505
11 15150 36 58030
12 17200 37 59185
13 33735 38 59100
14 54525 39 64165
15 41735 40 54050
16 41880 41 95450
17 42705 42 156300
18 42455 43 156300
19 42470 44 152050
20 44965 45 178530
21 46525 46 107700
22 46535 47 29795
23 46795

24 47610

25 39545
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Masa modal y

j m-@,(x)*dx = 337045.98
j ¢ (x)*dx=20.90
)

. 337045.98

m =16126.6 kg/m
g 20.90

Masa modal z

[m-4.(x)" dx = 449958.97
I¢Z(x)2dx =24.17

. 44995897

m_ =18616.42 kg/m
24.17

B.5 Momento masico de inercia modal

Para el momento masico de inercia se usa el método de Steiner (Franco, 2007) que se
muestra en la ecuacion B.2

Iy=) mr’ (B.2)

Donde I, es el momento masico de inercia, m es la masa del elemento,  es la distancia

al centro de masas

Para ello el puente se divide en 13 areas como se muestra en la Figura B.5

A2
Figura B.5 Areas asignadas del puente San Cristébal
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En la tabla B.3 se muestra sus masas y coordenadas para el tablero de la Figura B.5.

Tabla B.3 Coordenadas y masas de los elementos del tablero del puente San Cristébal

Elemento X (m) Y (m) Masa (kg)
A1 8.04 5.79 2602
A2 8.03 0.44 2417
A3 3.78 3.53 1813
A4 12.05 2.70 1973
A5 5.97 3.50 140
A6 9.81 3.12 140
A7 4.97 3.56 10
A8 8.02 3.23 20
A9 11.11 2.92 10
A10 6.06 2.10 13
A11 7.05 2.04 17
A12 8.94 1.89 17
A13 9.94 1.67 13

A partir de la Tabla B.3 se obtiene que el centro de masas es

al cuadrado.

. 2. mx, 7179726 _ 27
dom 900497

B mei ~ 28541.82 _317

Y TS T 900497
En la tabla B.4 se muestran las distancias y la multiplicacién de las masas por la distancia

Tabla B.4 Obtencion del momento
masico de inercia

Distancia | 1o = (m)(r?)
Elemento

(m) (kg-mz)
A1 6.87 17876.2
A2 7.45 18013.3
A3 17.71 32117.4
A4 16.84 30203.0
A5 4.12 577.0
A6 3.38 472.7
A7 9.17 91.7
A8 0.01 0.1
A9 9.90 99.0
A10 4.80 64.1
A11 2.13 35.5
A12 2.57 429
A13 6.12 81.6

> 99674.4
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[m-8,(x)dx =2752501.61
j¢ (x)’dx=17.85

. 2752501.61

m, =154172.74 kg-m’/m
17.85

B.6 Amortiguamiento

En la literatura no existe informacién del amortiguamiento por lo que se propuso un valor
de 0.05 el porcentaje de amortiguamiento critico para los tres modos.
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