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2. Descripción de las islas magnéticas 7
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3.1.2. Ecuación de deriva cinética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.1.3. Operador de colisiones de Fokker-Planck . . . . . . . . . . . . 17
3.1.4. Dispersión de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2. Dinámica de 1-part́ıcula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2.1. Ecuaciones de centro gúıa en coordenadas cartesianas . . . . . 21
3.2.2. Operadores de Boozer y Kuo-Petravic . . . . . . . . . . . . . . 23
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B. Equivalencia entre operadores de colisión de Fokker-Planck y ope-
radores de Boozer y Kuo-Petravic 57

Bibliograf́ıa 59

iv



Resumen

Se realizaron simulaciones Monte Carlo para estudiar el transporte
de una población de iones en un plasma para varias configuraciones
de campo: de placa, tokamak y stellarator. En cada uno se incluyó
el efecto de colisiones e islas magnéticas. Se obtuvieron trayectorias
individuales para estudiar la dinámica microscópica del sistema, sec-
ciones de Poincaré y coeficientes de difusión en varios reǵımenes de
colisionalidad y para varios anchos de isla.

En el modelo de placa se muestra que las superficies magnéticas
se mantienen tanto para las secciones de Poincaré del campo como
para las secciones de trayectorias, i.e. no hay transporte estocástico.
Además se obtiene que se incrementa el transporte de iones térmicos en
la vecindad de la cadena de islas. En el modelo de tokamak que incluye
curvatura del campo se obtiene que existe transporte estocástico y los
coeficientes de difusión incrementan con el tamaño de las islas. En el
modelo de stellarator se muestra que hay atrapamiento helicoidal, lo
cual da un régimen de superbanana en la difusión.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El consumo de enerǵıa de la población mundial está en aumento, mientras que
la cantidad de recursos naturales de los que se extrae enerǵıa principalmente (gas
natural y petróleo) está en decremento [1]. Además de esto, la extracción de enerǵıa
de estos recursos tiene como consecuencia la producción de gases contaminantes que
tienen un impacto negativo al medio ambiente y contribuyen al calentamiento global
[2]. Por ello, es necesario encontrar una alternativa a la producción de enerǵıa actual,
que sea menos costosa en cuanto a recursos naturales y además menos contaminante.

Un gran candidato para resolver esta problemática es la producción de enerǵıa por
fusión nuclear, que consiste en colisionar núcleos atómicos ligeros para convertirlos
en un solo núcleo más pesado y estable. En contraste a la fisión nuclear (separación
de núcleos pesados en otros más ligeros), que se utiliza actualmente para producir
enerǵıa en plantas nucleares alrededor del mundo, la enerǵıa por fusión aún no se
ha producido de manera autosustentable. Si bien ambas son capaces de satisfacer
la demanda energética de la población mundial, conseguir enerǵıa de fusión nuclear
de forma autosustentable representaŕıa grandes ventajas respecto a la obtenida por
fisión nuclear: la primera requiere menos recursos, tiene un impacto menor en el
medio ambiente y además es más segura (los posibles accidentes seŕıan poco signi-
ficativos en la zona de desastre, mientras que las plantas de fisión nuclear pueden
tener consecuencias mayores; recuérdese los casos de Chernobyl y Fukushima).

Para conseguir producción de enerǵıa por fusión nuclear, es necesario que el sis-
tema que contiene a los núcleos fusionables posea una alta densidad y temperatura.
Por ejemplo, tal situación ocurre en el sol, en donde la fuerza gravitacional es lo sufi-
cientemente grande para producir temperaturas de 150 millones de ◦C. Sin embargo,
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Caṕıtulo 1. Introducción

esto es dif́ıcil de imitar en un laboratorio, debido a las altas presiones requeridas que
no se pueden generar con instrumentos convencionales. Dos ĺıneas de investigación
principales han sido estudiadas para conseguir fusión nuclear en un laboratorio: la
fusión por confinamiento inercial y la fusión por confinamiento magnético. La prime-
ra consiste en comprimir un blanco pequeño de material fusionable mediante láseres,
hasta lograr que dicho material implosione [3]. La segunda, que es el objeto de estudio
en esta tesis, consiste en calentar a altas temperaturas el combustible y confinarlo
durante el tiempo suficiente para que se den las reacciones de fusión. A temperaturas
tan altas el combustible se encuentra en estado de plasma, el cual posee propiedades
que permiten el uso campos magnéticos para su confinamiento [4].

1.1. Aparatos de fusión por confinamiento magnéti-

co

La interacción entre las part́ıculas cargadas y los campos electromagnéticos está
prescrita por la llamada fuerza de Lorentz. De acuerdo a ésta, en un campo magnético
uniforme una part́ıcula cargada seguirá una trayectoria helicoidal alrededor de una
ĺınea de campo (ver figura 1.1a). Este movimiento puede separarse en una parte
de giro alrededor de la ĺınea de campo y un desplazamiento del centro del ćırculo
descrito, llamado centro de gúıa, paralelo a la ĺınea de campo.

Entonces, un campo magnético uniforme acota a las part́ıculas en dirección per-
pendicular al campo. Para acotarlas también en dirección paralela, puede pensarse
en unir a las ĺıneas de campo por sus extremos, quedando una geometŕıa de espiras
circulares para el campo. Esta puede generarse con un embobinado alrededor de una
cámara toroidal. Sin embargo, este sistema tendŕıa una magnitud más grande en el
eje de simetŕıa de la configuración (en esa región las bobinas se encuentran más cerca
las unas de las otras), lo cual provocaŕıa una deriva vertical de las part́ıculas y por
tanto la pérdida del plasma. Esta pérdida puede evitarse con una geometŕıa un poco
distinta: la de ĺıneas de campo embobinadas alrededor de superficies toroidales. De
modo que la deriva vertical en la parte exterior del toroide compense a la deriva en
la parte interior (ver figura 1.1b).

Se han propuesto dos aparatos de confinamiento que permiten generar campos
magnéticos de este tipo: tokamaks y stellarators. Los tokamaks (ver figura 1.2a) son
aparatos axisimétricos en los cuales el campo magnético es generado por bobinas ex-
ternas y el plasma mismo. Una corriente de plasma muy intensa es inducida mediante
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1.1. Aparatos de fusión por confinamiento magnético

(a) (b)

Figura 1.1: Dinámica de part́ıculas cargadas en un campo magnético. (a)
Movimiento en un campo local, se muestra la deriva debida a la curvatura
del campo. Imagen tomada de [5] (b) Movimiento en un campo toroidal.
Se muestra cómo el movimiento del centro gúıa en promedio se mantiene
sobre la ĺınea de campo. Imagen tomada de [4].

un solenoide central, la cual genera parte importante del campo magnético total. Por
otro lado, los stellarators (ver figura 1.2b) son aparatos sin axisimetŕıa cuyo campo es
enteramente generado por bobinas externas que pueden tener diseños complicados.
Debe destacarse que el tokamak ha pasado por un proceso de selección en el cual se
ha mejorado cada vez más y más su diseño para conseguir el confinamiento óptimo y
ha culminado en las propuestas de ITER y DEMO [6], experimentos que tienen como
objetivo principal probar la utilidad del tokamak como aparato para producir enerǵıa
de fusión nuclear de manera autosustentable. Lo mismo no ha ocurrido todav́ıa para
el stellarator, cuyo diseño aún sigue en desarrollo.

Existen varias problemáticas por las cuales la producción de enerǵıa de manera
autosustentable no ha podido conseguirse con estos aparatos. Una de ellas tiene que
ver con las temperaturas necesarias para que ocurran las reacciones de fusión. Para
el tokamak, la producción de enerǵıa está dada por la potencia generada debido al
calentamiento ohmico POH = RpI

2
p , donde Rp es la resistencia eléctrica del plasma

e Ip la corriente. Desafortunadamente, el máximo de la corriente del plasma se en-
cuentra limitado por inestabilidades que pueden destruir la topoloǵıa del campo y
terminar el confinamiento. Por otro lado, el diseño del tokamak no puede alcanzar
temperaturas tan altas por si mismo, por lo que deben utilizarse métodos adicionales
para alcanzar las temperaturas requeridas. Uno de los métodos es el calentamiento
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Caṕıtulo 1. Introducción

(a) (b)

Figura 1.2: Aparatos de fusión por confinamiento magnético. (a) Toka-
mak. (b) Stellarator.

por inyección de haces de part́ıculas neutras (NBI por sus siglas en inglés), éstas se
introducen en una región del plasma a velocidades muy grandes, entonces penetran
y se ionizan por colisiones con el plasma hasta termalizarse, i. e. hasta alcanzar la
enerǵıa cinética promedio del plasma. Durante este proceso la enerǵıa cinética de las
part́ıculas neutras es transferida al plasma, aumentando su temperatura [7]. Otro
método es el calentamiento por resonancia de ciclotrón, que consiste en incidir una
onda electromagnética en una región del plasma con frecuencia tal que correspon-
da a la frecuencia de ciclotrón de iones o electrones. Las part́ıculas en ésta región
aumentan su enerǵıa y la transfieren al resto del plasma por colisiones [8].

1.2. Transporte del plasma en regiones con islas

magnéticas

Un haz de part́ıculas neutras inyectado en el plasma se ioniza tras haber penetrado.
Entonces, queda una población de iones con una enerǵıa cinética superior a la de los
iones que componen al plasma. Estos iones rápidos colisionan y se transportan a
través del aparato de fusión. El transporte estará determinado por la topoloǵıa del
campo magnético y por las variables termodinámicas que caractericen al plasma, i.e.
su densidad n y su temperatura T . Entender la dinámica de esta población de iones
es importante puesto que en un experimento de fusión debe controlarse la pérdida de
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1.2. Transporte del plasma en regiones con islas magnéticas

Figura 1.3: Representación tridimensional de una isla magnética en un
tokamak. Imagen tomada de Sanderson et. al. [9].

estas part́ıculas, es decir, deben controlarse las colisiones con las paredes que pueden
dañar al aparato.

La población de part́ıculas se moverá en conjunto a través del plasma, cambiando
su distribución espacial y sus promedios de enerǵıa y momento. Cuantitativamente,
este cambio se determina mediante los llamados coeficientes de transporte. Estos ya
han sido calculados de manera sistemática y exacta para campo uniforme e infinito
(Braginskii 1965 [10]), a la teoŕıa formal que desarrolló se le llamó teoŕıa de transporte
clásico. Otra teoŕıa fue desarrollada durante los años 60’s y resumida por Hinton
y Hazeltine en 1976 [11] para calcular coeficientes de transporte para plasmas con
campos toroidales. En contraste al caso de campos uniformes a esta se le llamó teoŕıa
de transporte neoclásico. Estas teoŕıas tienen en común que las ecuaciones que las
describen son lineales en la función de distribución, lo cual es una buena aproximación
para tiempos de confinamiento cortos. Sin embargo, para los experimentos de fusión
con tiempos de confinamiento más largos es necesario desarrollar una teoŕıa que
incluya efectos no lineales de las ecuaciones que se refieren al transporte producido
por fluctuaciones en el plasma, tal teoŕıa aún sigue en desarrollo y lleva el nombre
de Teoŕıa de Transporte Anómalo [12].

El transporte neoclásico considera un campo magnético en equilibrio que se en-
cuentra alojado en superficies toroidales anidadas llamadas superficies magnéticas.
Sin embargo, si este campo en equilibrio es perturbado, es posible que en ciertas
regiones se produzcan reconexiones del campo y se generen subestructuras llamadas
islas magnéticas (véase la figura 1.3). Recientemente la existencia de islas magnéti-
cas en el vaćıo fue verificada de experimentalmente [13], en la figura 1.4 puede verse
la topoloǵıa del campo del stellarator W7X, la cual incluye islas magnéticas. Las
teoŕıas de transporte clásico y neoclásico no incluyen el efecto de islas magnéticas en
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Caṕıtulo 1. Introducción

(a) (b)

Figura 1.4: Mediciones experimentales de la topoloǵıa del campo
magnético. (a) Ĺıneas de campo. (b) Isla 5/6. Imagenes tomadas de [13].

los coeficientes de difusión que predicen. Por ello el objetivo de esta tesis es es-
tudiar numéricamente el efecto de las islas magnéticas sobre el transporte
de iones en varios modelos de campo magnético.

La estructura de la tesis es la siguiente: en el caṕıtulo 2 se describe matemática-
mente la estructura de las islas debida a una perturbación del campo magnético. En
el caṕıtulo 3 se muestran las ecuaciones que describen la dinámica de una población
de part́ıculas en el plasma y su equivalencia con ecuaciones de una sola part́ıcula. Se
obtienen ecuaciones de movimiento que se pueden resolver para distintas geometŕıas
de campo magnético con una región de islas magnéticas. En el caṕıtulo 4 se mues-
tran resultados numéricos. Primero se muestra como es la dinámica individual de
las part́ıculas y luego las secciones de Poincaré y coeficientes de difusión obtenidos
de simular a un ensemble de part́ıculas. Finalmente, en el caṕıtulo 5 se discuten los
resultados y se dictan algunas conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Descripción de las islas magnéticas

En experimentos de fusión, es posible conseguir el confinamiento del plasma me-
diante el diseño de un campo magnético B capaz de acotar el movimiento de las
part́ıculas a una región finita del espacio. Tal campo magnético debe estar alojado
en una superficie bidimensional finita y suave. Es sabido, dado un importante teo-
rema matemático (Teorema de la bola peluda), que la única topoloǵıa que cumple
dichas condiciones es la de superficies toroidales anidadas, la cual es usada en apara-
tos de fusión como el tokamak y el stellarator. Sin embargo, no es posible mantener
la estructura de estos campos magnéticos a todo tiempo. Cuando el plasma está
presente existen perturbaciones en el sistema que pueden llevar a la reconexión de
ĺıneas de campo en algunas regiones del espacio, produciendo aśı a las llamadas islas
magnéticas, que a su vez interactúan con el plasma en cuestión.

En este capitulo se discute cómo se representa matemáticamente la perturbación
que genera una cadena de islas magnéticas en una región de un campo en equilibrio.
Para simular el transporte de una población de iones en presencia de esta cadena debe
incluirse la perturbación estudiada en las ecuaciones de movimiento de las part́ıculas
cargadas (véanse secciones 3.2.1 y 3.3).
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Caṕıtulo 2. Descripción de las islas magnéticas

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Coordenadas toroidales. (b) Componentes del campo.
Azul: dirección toroidal. Rojo: dirección poloidal. Imágenes por Sánchez
et. al. [14].

2.1. Representación del campo magnético

El campo magnético de un sistema descrito por coordenadas toroidales (ψ, θ, ζ)
(ver figura 2.1a) tiene la representación covariante

B = ∇ψ ×∇θ −∇ψp ×∇ζ = Bp +Bt. (2.1)

Al primer término de esta ecuación se le llama campo poloidal y al segundo cam-
po toroidal de acuerdo a sus direcciones, ver figura 2.1b. Esta representación tiene
la caracteŕıstica de que las trayectorias de las ĺıneas de campo son de naturaleza
Hamiltoniana, i. e. se cumplen las ecuaciones

dψ

dζ
= −∂ψp

∂θ
, (2.2a)

dθ

dζ
=
∂ψp
∂ψ

, (2.2b)

que tienen la forma de ecuaciones de Hamilton con ψp(ψ, θ, ζ) el Hamiltoniano, ψ
el momento conjugado, θ la coordenada generalizada y ζ el tiempo.

Una superficie magnética se define por una función f(r) = cte si en todo punto
del espacio el campo magnético es tangente a esta, B · ∇f = 0. Se dice entonces que
f(r) es una cantidad de superficie. De la ecuación (2.1) puede notarse que ψ y ψp
son cantidades de superficie solo si ψp = ψp(ψ).

8



2.2. Formación de las islas magnéticas

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Superficies magnéticas anidadas. (b) Cortes perpendicu-
lares al flujo toroidal (azul) y poloidal (guinda). Imágenes por Sánchez et.
al. [14].

A las funciones ψ y ψp se les puede asociar una interpretación f́ısica dadas las
relaciones

1

2π

∫
dζdθdψJ (B · ∇ζ) = 2πψ, (2.3a)

1

2π

∫
dζdθdψJ (B · ∇θ) = 2πψp, (2.3b)

donde J −1 = ∇ψ · (∇θ×∇ζ) es el Jacobiano. La ecuación (2.3a) representa al flujo
de campo toroidal a través de una superficie definida en 0 < ψ < ψ0, 0 < θ < 2π
y ζ = cte. (2.3b) representa al flujo de campo poloidal a través de una superficie
definida en 0 < ψ < ψ0, θ = cte y 0 < ζ < 2π. Véase la figura 2.2b.

De esta manera, tanto el flujo poloidal ψp como el flujo toroidal ψ sirven como
etiquetas para las superficies magnéticas anidadas sobre las cuales se inscriben las
trayectorias de campo magnético (ver figura 2.2a, nótese que las superficies anidadas
no necesariamente deben ser de sección circular). A las superficies que se etiquetan
con las funciones ψ y ψp se les llama también superficies de flujo. Por último, es usual
definir a la relación dψp/dψ ≡ 1/q(ψ), donde a q(ψ) se le llama factor de seguridad.
También se puede definir a la función inversa ι = 1/q que se le llama transformada
rotacional, esta mide el número de vueltas que hace una ĺınea de campo alrededor
del toroide en dirección poloidal tras haber dado una vuelta en dirección toroidal.

9



Caṕıtulo 2. Descripción de las islas magnéticas

(a) (b)

Figura 2.3: (a) Geometŕıa de la reconexión. (b) Cadena de islas magnéti-
cas.

2.2. Formación de las islas magnéticas

Para ilustrar cómo se forma una cadena de islas, se introduce una pequeña per-
turbación α0 a la función de flujo poloidal. Se toma su desarrollo de Fourier en las
variables θ, ζ y se considera un solo armónico

ψp =

∫
dψ

q
+ α0 cos(nζ −mθ). (2.4)

Entonces, las ecuaciones de Hamilton para las ĺıneas de campo (2.2) son

dψ

dζ
= −α0m sin(nζ −mθ), (2.5a)

dθ

dζ
=

1

q(ψ)
. (2.5b)

De (2.5b) puede notarse que q(ψ) define a la helicidad del campo en las variables θ,
ζ sobre la superficie ψ, entonces si q′ = dq/dψ 6= 0 se dice que el campo es cizallado.

De las ecuaciones (2.1), (2.5) se tiene que B · ∇ψ = mα0 sin(nζ − mθ)/J , i. e.
la perturbación α0 introduce una componente B en la dirección perpendicular a las
superficies de flujo. Si q(ψ) no está cerca del número racional m/n, ψ es una función
oscilatoria y q(ψ) puede aproximarse a una constante, dando entonces

θ = ζ/q + θ0, (2.6a)

ψ = α0m
cos(nζ −mθ)
n−m/q

+ ψ0. (2.6b)

10



2.2. Formación de las islas magnéticas

En este caso, si bien las superficies de flujo se distorsionan, la topoloǵıa de super-
ficies anidadas se mantiene. Sin embargo si q(ψ) ≈ m/n, el denominador de (2.6b)
diverge. Para obtener una solución cerca de una superficie racional, se desarrolla en
serie de Taylor a q(ψ) alrededor de ψ0, con q(ψ0) = m/n, y se introduce la variable
Q = nζ −mθ. Entonces, las ecuaciones de Hamilton toman la forma

dQ =
mq′

q2
(ψ − ψ0)dζ (2.7a)

dψ = −α0m sinQdζ (2.7b)

donde q y q′ = dq/dψ se evalúan en ψ = ψ0. Integrando las ecuaciones (2.7) se
obtiene que

(ψ − ψ0)2 =
q2α0

q′
(cosQ+ k), (2.8)

donde k es una constante de integración.

Los puntos en el plano ψ−θ con ζ = 0 descritos por tránsitos sucesivos de una ĺınea
de campo forman una sección de Poincaré. Si q es racional, la sección de Poincaré
consistirá de un conjunto finito de puntos dados por (2.8). Si q es irracional, toda la
superficie será cubierta. Nótese que los puntos dados por cosQ = 1, k = −1 y por
cosQ = −1, k = 1 son periódicos con periodo m. Si se desarrolla el coseno alrededor
de cosQ = 1 se obtiene la ecuación

(ψ − ψ0)2 =
q2α0

q′
(1−Q2/2 + k). (2.9)

Entonces, para α0q
′ > 0, los puntos se encuentran en superficies eĺıpticas alrededor

de los puntos periódicos. Estos forman curvas continuas o puntos discretos depen-
diendo del valor de q. Similarmente, cerca de los puntos con cosQ = −1, los puntos
en la sección de Poincaré yacen en superficies hiperbólicas. Aśı, hay una cadena de
hipérbolas y elipses en ψ = ψ0 a la cual se le llama cadena de islas, y se distingue
de las superficies toroidales por una separatriz que pasa por los puntos X (ver figura
2.3). La separatriz se describe eligiendo la constante de integración k = 1, dando aśı
islas con ancho

δψ = 4

(
α0q

2

q′

)1/2

. (2.10)
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Caṕıtulo 3

Ecuaciones estocásticas de centro
gúıa

En este caṕıtulo se muestra la derivación de ecuaciones de movimiento para una
población de part́ıculas cargadas sujetas a campos externos y que colisionan con
un plasma de fondo. Se obtiene un sistema acoplado de ecuaciones de Langevin:
estas son ecuaciones diferenciales de primer orden que poseen una parte determinista
debida a los campos y una parte estocástica debida a las colisiones. Las ecuaciones de
Langevin pueden integrarse numéricamente mediante un algoritmo de Runge-Kutta
y el esquema de Euler-Maruyama [15]. Por otro lado, las teoŕıas de transporte han
sido descritas en términos de la función de distribución y sus momentos, de lo cual se
obtiene de forma anaĺıtica a los coeficientes de transporte [10]. La ecuación de Fokker-
Planck determina a la función de distribución de una población de N part́ıculas,
ésta puede resolverse equivalentemente mediante la integración de N ecuaciones de
Langevin.

En la sección 3.1 se muestra cómo se obtiene la ecuación de deriva cinética y el
operador generalizado de dispersión de Lorentz, lo cual determina a la ecuación de
Fokker-Planck. En la sección 3.2 se muestra la derivación de las ecuaciones de centro
gúıa y los operadores de Boozer y Kuo-Petravic, lo cual determina a las ecuaciones de
Langevin. La resolución de éstas ecuaciones determinan la evolución de las variables
de espacio fase (x, y, z, v2, λ) adecuadas para el modelo de placa. Finalmente en la
sección 3.3 se muestran las ecuaciones de centro gúıa para las variables de espacio
fase (ψ, θ, ζ, v2, λ) adecuadas en el modelo de tokamak.
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Caṕıtulo 3. Ecuaciones estocásticas de centro gúıa

3.1. Dinámica de la función de distribución

Se considera una población de N part́ıculas cargadas de cualquier especie (i.e. iones
o electrones) en un plasma. Debe tomarse en cuenta la interacción con campos exter-
nos y campos de las demás part́ıculas cargadas en el plasma. A continuación se verá
que, aunque la resolución exacta a este problema es imposible, puede simplificarse si
se toman algunas aproximaciones f́ısicamente razonables.

3.1.1. Ecuación cinética

Un plasma se compone de electrones y una o varias especies de iones. Cada part́ıcu-
la se caracteriza por su carga q, su posición r y su velocidad v. Para conocer la
dinámica de una población de part́ıculas en un plasma es necesario determinar a la
función de distribución fa(r,v, t) tal que

fa(r,v, t)d
3rd3v (3.1)

representa al número de part́ıculas de especie a en un elemento de volumen del
espacio fase d3rd3v alrededor del punto (r,v) a tiempo t.

La función de distribución obedece a la ecuación de conservación

∂fa
∂t

+ v · ∇fa + a · ∇vfa = 0, (3.2)

donde ∇ es un operador de derivadas espaciales y ∇v de derivadas respecto a las
componentes de velocidad. v = ẋ es la velocidad de la part́ıcula y a = v̇ la aceleración
que está dada por la fuerza de Lorentz como

a =
ea
ma

(E + v ×B). (3.3)

E y B representan a los campos totales, es decir, la contribución de campos exter-
nos pero también los producidos por las part́ıculas cargadas que conforman al plasma.
Entonces, la ecuación (3.2) incluye a la interacción electromagnética entre todas las
part́ıculas del sistema. Resolverla requiere resolver las ecuaciones de Maxwell para
obtener los campos producidos por cada part́ıcula en el plasma, de modo que la ace-
leración (3.3) dependerá de las posiciones y velocidades de todas las part́ıculas del
sistema.
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3.1. Dinámica de la función de distribución

Para simplificar el problema tómese en cuenta lo siguiente: a nivel macroscópico,
i.e. a escalas espaciales mayores a la longitud de Debye, es posible tomar cantidades
promedio respecto a un ensemble de plasmas macroscópicamente equivalentes, por
ejemplo

f̄ = 〈f〉ensemble, ā = 〈a〉ensemble. (3.4)

Tomar el promedio de ensemble de la ecuación (3.2) dará en el último término〈
a · ∇vfa

〉
ensemble

6= ā · ∇vf̄a, (3.5)

donde la igualdad se cumple solo si a y f son estad́ısticamente independientes, es
decir en ausencia de interacción.

La ecuación cinética es una ecuación de evolución aproximada para f̄ que incluye
a las colisiones como el “residuo” de las correlaciones entre part́ıculas mediante un
operador C(f), se escribe como

∂fa
∂t

+ v · ∇fa + a · ∇vfa = C(f) (3.6)

donde se ha suprimido la notación de barra a las cantidades promedio. El operador
de colisiones se define como

C(f) = ĺım
∆t→0

f(v, t+ ∆t)− f(v, t)

∆t
. (3.7)

A C(f) se le llama operador de Fokker-Planck si este representa colisiones Coulom-
bianas, en tal caso a (3.6) suele llamarsele también ecuación de Fokker-Planck. Por
otro lado, si C(f) = 0, a (3.6) se le llama ecuación de Vlasov. Cualquier operador de
colisiones en la ecuación cinética debe cumplir las propiedades siguientes [16]:

1. Bilinearidad. Cualquier proceso colisional debe ser dominado por interac-
ciones binarias, contribuciones de interacción de tres o más cuerpos son po-
co probables. En este caso el operador de colisiones puede escribirse como
Ca =

∑
bCab(fa, fb), donde Cab representa dispersión de part́ıculas prueba de

la distribución fa debido a part́ıculas de fondo de la distribución fb.

2. Disipación clásica. El operador de colisiones debe incrementar la entroṕıa.
De modo que en equilibrio Ca se anula para fa = fMa, esta es la distribución
Maxwelliana

fMa(r, t) = na(r, t)

(
ma

2πTa(r, t)

)3/2

exp

(
mav

2

2Ta(r, t)

)
(3.8)
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Caṕıtulo 3. Ecuaciones estocásticas de centro gúıa

3. Invariancia de Galileo. El proceso colisional no cambia si las part́ıculas se
mueven con un flujo V

Cab(fa(v − V ), fb(v − V )) = Cab(fa(v), fb(v)) (3.9)

4. Simetŕıa espacial. El operador de colisiones debe tener invariancia traslacio-
nal y debe reflejar la invariancia rotacional del proceso colisional subyacente.

5. Conservación mecánica local. El operador de colisiones debe cumplir con-
servación de part́ıculas, enerǵıa y momento en cada punto del espacio.

3.1.2. Ecuación de deriva cinética

La ecuación cinética puede describirse en distintas variables de espacio fase. Para
coordenadas generales (z, t) se escribe como

∂f

∂t
+ żk

∂f

∂zk
= C(f). (3.10)

En particular interesan las variables z = (r, v2, λ, θ), donde r = (x, y, z) son
coordenadas espaciales, v2 la enerǵıa cinética normalizada, λ el ángulo de inclinación
y θ el ángulo de giro (véase la sección 3.2.1). Para simplificar a esta ecuación puede
tomarse un promedio de la ecuación cinética respecto al ángulo de giro 〈F 〉 =

∮
dθF .

Entonces 〈
∂f

∂t
+ v · ∇f +

dv2

dt

∂f

∂v2
+
dλ

dt

∂f

∂λ
+
dθ

dt

∂f

∂θ

〉
=
∂f

∂t
+ v · ∇f +

dv2

dt

∂f

∂v2
+
dλ

dt

∂f

∂λ
= C(f), (3.11)

donde f y C(f) en la segunda igualdad son cantidades promedio respecto al ángulo de
giro, se ha suprimido la notación de promedio. Esto borra la información relacionada
al giro de la part́ıcula y reduce la dimensión de variables de espacio fase de 6 a 5,
de modo que las variables restantes quedan referidas únicamente al movimiento de
centro gúıa (véase la figura 1.1a). A (3.11) se le llama ecuación de deriva cinética,
esta contiene la información de la dinámica de la part́ıcula debida a los campos
externos. Sin embargo, para tomar en cuenta el efecto de colisiones con el plasma
aún falta especificar la parte derecha de 3.6.
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3.1. Dinámica de la función de distribución

3.1.3. Operador de colisiones de Fokker-Planck

Que las part́ıculas cargadas tengan interacción Coulombiana permite considerar
solo cambios pequeños en la velocidad. Con ello se puede reducir al operador de
colisiones a un operador de difusión en el espacio de velocidades, esto es el operador
de Fokker-Planck.

Se muestra la derivación de la ecuación unidimensional de manera breve, es directo
generalizar al caso tridimensional. Considérese una población de part́ıculas en el
plasma con función de distribución f(x, v, t). Sea F (v,∆v) la probabilidad de que la
velocidad de las part́ıculas cambie de v a v + ∆v como resultado de una colisión en
un intervalo de tiempo ∆t, entonces debe cumplirse que

f(v, t+ ∆t) =

∫
d∆vf(v −∆v, t)F (v −∆v,∆v), (3.12)

esta es la ecuación de Chapman-Kolmogorov, que da el cambio exacto de la función
de distribución si el proceso es Markoviano, es decir, si el cambio depende solo del
estado inmediatamente anterior de la función de distribución. Para cambios pequeños
de la velocidad, es apropiado tomar un desarrollo de Taylor en el primer argumento
de f(v −∆v, t) y F (v −∆v,∆v), y con los momentos∫

d∆vF (v,∆v) = 1 (3.13a)

〈∆v〉 ≡
∫
d∆vF (v,∆v)∆v (3.13b)

〈(∆v)2〉 ≡
∫
d∆vF (v,∆v)(∆v)2 (3.13c)

puede obtenerse que

C(f) ≈≈ − ∂

∂v

(
〈∆v〉f

)
+

1

2

∂2

∂v2

(
〈(∆v)2〉f

)
. (3.14)

En el caso tridimensional y anisótropo, el operador de colisiones puede reescribirse
como

C(f) = − ∂

∂vi

(
〈∆vi〉f(v, t)

)
+

1

2

∂2

∂vi∂vj

(
〈∆vi∆vj〉f(v, t)

)
, (3.15)

este es el operador de colisiones de Fokker-Planck, éste describe la contribución de
colisiones.
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Caṕıtulo 3. Ecuaciones estocásticas de centro gúıa

3.1.4. Dispersión de Lorentz

Para terminar de especificar al operador de colisiones hace falta dar la función de
distribución del plasma de fondo fBG con el que colisiona la población de part́ıculas
de prueba. Se considera que el plasma de fondo es Maxwelliano, es decir los iones y
electrones que lo componen estarán (separademente) en equilibrio térmico y por tanto
su función de distribución descrita por (3.8). Bajo esta suposición y en las variables de
espacio fase (r, v, λ), el operador de colisiones de Fokker-Planck se reduce al llamado
operador de Lorentz, que considera dispersión en ángulo de inclinación y velocidad.
Sin embargo, resulta útil reescribirlo en términos de las variables de espacio fase
(r, v2, λ).

Colisiones con un plasma Maxwelliano

Se busca la forma del operador de colisiones de Fokker-Planck para el caso de
colisiones entre una población de part́ıculas de prueba y un plasma Maxwelliano.
Para ello es útil reescribir a la ecuación de Fokker-Planck en términos de potenciales
de Rosenbluth

hb(v) ≡ m+mb

mb

∫
d3v′

fb(v
′)

|v − v′|
, (3.16a)

gb(v) ≡
∫
d3v′|v − v′|fb(v′). (3.16b)

Estas funciones pueden interpretarse f́ısicamente como el potencial que actúa so-
bre las part́ıculas de prueba con velocidad v debido a las part́ıculas del plasma de
especie b con función de distribución fb. Entonces, para varias especies el operador
de colisiones de Fokker-Planck puede escribirse como

C(f) =
∑
b

Γb

[
− ∂

∂vk

(
f
∂hb
∂vk

)
+

1

2

∂2

∂vj∂vk

(
f
∂2gb
∂vj∂vk

)]
, (3.17)

donde

Γb =
4πZ2Z2

b e
4 ln Λb

m2
, (3.18)

m es la masa de las part́ıculas de prueba, Z su número de carga, Zb el número de
carga de las part́ıculas del plasma de especie b y ln Λb su logaritmo de Coulomb.

18



3.1. Dinámica de la función de distribución

Puede probarse que, para plasma Maxwelliano, la función de distribución fb(v) =
fM(v) tiene la forma de la ecuación (3.8) [17]. En tal caso los potenciales de Rosen-
bluth son isótropos y toman la forma

hb(v) = hb(v) =
nb
v

(
1 +

m

mb

)
Φ(v/vT,b) (3.19a)

gb(v) = gb(v) = nb

[(
v +

v2
T,b

2v

)
Φ(v/vT,b) +

vT,b exp(−v2/v2
T,b)√

π

]
(3.19b)

donde

Φ(x) =
2√
π

∫ x

0

dxe−x
2

(3.20)

es la función de error, nb la densidad de las part́ıculas de especie b y vT,b su velocidad
térmica.

Operador generalizado de Lorentz

El operador de colisiones (3.17) está escrito en coordenadas cartesianas. Es posi-
ble reescribirlo en forma covariante para coordenadas generalizadas [18]. Aśı, para
variables (r, v, λ) se escribe como

C(f) =
∑
b

Γb

{
1

2v2

∂2

∂u2

(
v2∂

2gb
∂v2

f

)
− 1

v2

∂

∂u

[
f

(
v2∂hb
∂v

+
∂gb
∂v

)]
+

1

2v3

∂gb
∂v

∂

∂λ
(1− λ2)

∂f

∂λ

}
, (3.21)

después de tomar las derivadas, es posible reescribirlo como [19]

C(f) =
∑
b

νd,b
2

∂

∂λ
(1− λ2)

∂f

∂λ
+

1

v2

∂

∂v

[∑
b

νE,bv
3f

]
+

1

v2

∂

∂v

[∑
b

νE,bv
2
th,bv

2∂f

∂v

]
. (3.22)

Éste es el llamado operador generalizado de dispersión de Lorentz, donde se han
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definido las siguientes cantidades

νB,e =
4

3

√
2π

me

e4n ln Λ

ε20(kBTe)3/2
, νB,i =

4

3

√
π

mi

e4n ln Λ

ε20(kBTi)3/2
, (3.23a)

νd,e =
3

4

√
πνB,e

m2
e

m2
i

Φ(xe)−Ψ(xe)

x3
e

, νd,i =
3

2

√
π

2
νB,i

Φ(xi)−Ψ(xi)

x3
i

, (3.23b)

νE,e =
3

2

√
πνB,e

mi

me

Ψ(xe)

xe
, νE,i = 3

√
π

2
νB,i

Ψ(xi)

xi
. (3.23c)

Aqúı νB,b es la frecuencia de colisiones de Braginskii [10] de las part́ıculas de
especie b, νd,b la frecuencia de deflexiones, i.e. la frecuencia con que una part́ıcula
prueba se deflecta un ángulo π/2 debido a colisiones con part́ıculas de especie b, νE,b
la frecuencia de dispersión de enerǵıa, i. e. la frecuencia con que una part́ıcula de
prueba con enerǵıa inicial E se relaja a una enerǵıa final de termalización ET debido
a colisiones con part́ıculas de especie b. También se han definido

Ψ(x) =
Φ(x)− xΦ′(x)

2x2
, (3.24)

ln Λ = ln

[
3

2

ε
3/2
0√
πne3

(kBTi)
3/2

]
, (3.25)

donde ln Λ es el logaritmo de Coulomb de iones.

El operador (3.22) incluye efectos convección y dispersión de ángulo de inclinación
en su primer término y de enerǵıa en su segundo término. Resolver la ecuación cinéti-
ca (3.6) significa obtener la evolución de la función de distribución de las part́ıculas
de prueba incluidos los efectos de campos externos y colisiones con el plasma de
fondo.

3.2. Dinámica de 1-part́ıcula

La ecuación de Fokker-Planck dada por 3.11 y 3.22 es una ecuación diferencial
parcial acoplada a las ecuaciones de movimiento para (r, v2, λ). En esta sección se
muestra que para el mismo sistema f́ısico se pueden obtener ecuaciones de Langevin,
que son las ecuaciones de movimiento para (r, v2, λ) mas una parte estocástica y son
sencillas de integrar numéricamente. En el apéndice B se muestra que de hecho la
ecuación de Fokker-Planck y las ecuaciones de Langevin son equivalentes.
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3.2. Dinámica de 1-part́ıcula

3.2.1. Ecuaciones de centro gúıa en coordenadas cartesianas

El movimiento de un ion de masa m y carga q sujeto a campos externos E y B
se describe mediante la fuerza de Lorentz. Por ejemplo, sabemos que en un campo
magnético uniforme la trayectoria de una part́ıcula cargada girará alrededor de una
ĺınea de campo a la vez que se trasladará paralelamente. Sin embargo, si el campo
es inhomogéneo y curvo es posible tener movimientos perpendiculares superpuestos
al giro y traslación paralela a la linea de campo, a éstos se les llama movimientos de
deriva. Tal situación complica bastante las ecuaciones de movimiento descritas por
la fuerza de Lorentz.

Las ecuaciones de centro gúıa son una aproximación al movimiento original de
la part́ıcula, que considera sólo la dinámica del centro gúıa y desprecia la informa-
ción de giro (véase la figura 1.1a). Se considera ρ/L � 1 donde L es una longitud
caracteŕıstica del sistema. Entonces, las ecuaciones de centro gúıa se obtienen desa-
rrollando a las ecuaciones de movimiento respecto al radio de giro pequeño ρ y se les
toma el promedio respecto al ángulo de giro θ (de la misma manera que se hace para
obtener la ecuación de deriva cinética 3.11). A orden mas bajo del radio de giro, las
ecuaciones para las coordenadas espaciales r = (x, y, z) son

dr

dt
= v‖ + vD, (3.26)

donde v‖ es la componente de la velocidad en dirección paralela a la ĺınea de campo
y vD la velocidad de deriva (que es perpendicular a v‖), se escriben como

v‖ = vλb+
mv2(1− λ2)

eB
b ·
(
∇× b

)
b, (3.27a)

vD =
E ×B
B2

+
mv2(1− λ2)

2eB3
B ×∇B +

mv2λ2

eB
κ, (3.27b)

donde b = B/B. El segundo término en 3.27a es una corrección a primer orden de la
velocidad paralela. El primer término de 3.27b corresponde a la velocidad de deriva
vE×B debido al campo eléctrico. El segundo término es la velocidad v∇B debida al
gradiente del campo y el tercer término la velocidad vκ debida a la curvatura del
campo κ = b× (b · ∇)b.

Nótese que las ecuaciones 3.27 corresponden a una part́ıcula cargada positivamen-
te, para obtener las correspondientes a un electrón basta con tomar e → −e. Una
consecuencia de promediar respecto al ángulo de giro es que las variables de espacio
fase necesarias para integrar al sistema se reducen de 6 a 5. En particular, en este
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trabajo resultará útil intercambiar a las variables (r,v) por (r, v2, λ), donde r son
coordenadas cartesianas de posición, v2 es enerǵıa cinética normalizada y λ es el
ángulo de inclinación de la part́ıcula, que se define como

λ =
v ·B
vB

, (3.28)

es decir es el ángulo formado entre el vector de velocidad v y el vector b.

Resolver (3.26) determina a la parte espacial del espacio fase. Aún se necesitan
ecuaciones de movimiento para v2 y λ que determinen al espacio fase faltante. Una
de las ecuaciones se puede obtener si se deriva respecto al tiempo a la cantidad
conservada U = mv2/2 + eΦ donde U es la enerǵıa total de la part́ıcula y Φ el
potencial electrostático, se obtiene que

dv2

dt
= 2

e

m
v ·E. (3.29)

donde E = −∇Φ es el campo eléctrico externo.

El momento magnético µ = mv2
⊥/2B es otra cantidad conservada, puede reescri-

birse en términos del ángulo de inclinación como µ = mv2(1 − λ2)/2B. Si se deriva
respecto al tiempo queda otra ecuación de movimiento

dλ

dt
=

1− λ2

2λ

[
2
e

m

1

v2
v ·E − 1

B
v · ∇B

]
. (3.30)

Nótese que esta ecuación tiene al ángulo de inclinación en el denominador, esto es
indeseable para una resolución numérica ya que genera inestabilidades en el proceso
de integración debido a que puede ser un número muy pequeño. Para resolver esto
debe reemplazarse por λ = v‖/v.

En resumen, las ecuaciones de movimiento bajo la aproximación de centro gúıa
que determinan completamente a las variables de espacio fase (x, y, z, v2, λ) son

dr

dt
= v‖ + vD (3.31a)

dv2

dt
=

2e

m
(v‖ + vD) ·E (3.31b)

dλ

dt
=

1− λ2

2

[
2e

m

1

vv‖
(v‖ + vD) ·E − v

v‖B
(v‖ + vD) · ∇B

]
. (3.31c)

En adelante nos referiremos a ellas simplemente como ecuaciones de centro gúıa.
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3.2. Dinámica de 1-part́ıcula

3.2.2. Operadores de Boozer y Kuo-Petravic

Se muestra brevemente el procedimiento seguido por A. H. Boozer y G. Kuo-
Petravic [20] para derivar un operador Monte Carlo equivalente al operador de dis-
persión de Lorentz. Considérese el valor promedio del ángulo de inclinación

〈λ〉 =

∫ 1

−1

λfdλ, (3.32)

puede obtenerse que

d〈λ〉
dt

= −νd〈λ〉, (3.33a)

dσ2

dt
= νd(1− 3〈λ2〉 − 〈λ〉2). (3.33b)

Si además se considera que inicialmente la distribución es una función delta de
Dirac centrada en λ0, a t = 0

d〈λ〉
dt

= −νdλ0, (3.34a)

dσ2

dt
= νd(1− λ2

0), (3.34b)

donde σ2 = 〈λ2〉 − 〈λ〉2 es la varianza.

Después de un tiempo corto t, se espera que f sea una distribución gaussiana
centrada en λ = λ0(1− νdt) con desviación estándar [(1− λ2

0)νdt]
1/2. Supóngase que

el esparcimiento de f se debe a un número grande de cambios en ángulo de inclinación
de mismo tamaño pero signo distinto. De este modo

λn = λ0(1− νdτ)± [(1− λ2
0)νdτ ]1/2, (3.35)

éste el operador de dispersión de ángulo de inclinación de Boozer y Kuo-Petravic.
En notación diferencial, y si se considera dispersión debida a varias especies [19], el
operador de dispersión de ángulo de inclinación puede escribirse como

dλ = −
∑
b

νd,bdt±
√∑

b

νd,b(1− λ2)dt1/2. (3.36)
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Caṕıtulo 3. Ecuaciones estocásticas de centro gúıa

Además, puede obtenerse un operador de dispersión de enerǵıa mediante el pro-
medio

〈E〉 =

∫
1

2
mv2f4πv2dv (3.37)

y de manera similar al procedimiento seguido para (3.35) puede obtenerse un opera-
dor para la enerǵıa

En = E0 − (2νEτ)

[
E0 −

(
3

2
+
E

νE

dνE
dE

)
T

]
± 2[TE0(νEτ)]1/2. (3.38)

Para varias especies y en forma diferencial, se puede escribir un operador de dis-
persión de enerǵıa para v2

dv2 = −2
∑
b

νE,b

(
v2 − xb√

π

e−v
2/v2th,b

Ψ(v/vth,b)

3kBTb
m

)
dt± 2v

√∑
b

νE,b
3kBTb
m

dt1/2. (3.39)

El primer término de las ecuaciones 3.36 y 3.39 representa convección de las varia-
bles λ y v2, i.e. amortiguamiento respecto a la evolución descrita por las ecuaciones
de centro gúıa 3.31. El segundo término representa dispersión, i.e. pequeñas desvia-
ciones con signo aleatorio ± respecto a la evolución descrita por 3.31.

3.2.3. Ecuaciones estocásticas de centro gúıa

Se pueden sumar los operadores de Boozer y Kuo-Petravic (3.36) y (3.39) a las
ecuaciones de centro gúıa (3.31) para obtener

dr = (v‖ + vD)dt (3.40a)

dv2 = 2(v‖ + vD) ·Edt− 2
∑
b

νE,b

(
v2 − xb√

π

e−v
2/v2th,b

Ψ(v/vth,b)
3kBTb

)
dt

± 2v

√∑
b

νE,b3kBTbdt
1/2 (3.40b)

dλ =
1− λ2

2

[
2

vv‖
(v‖ + vD) ·E − v

v‖B
(v‖ + vD) · ∇B

]
dt

−
∑
b

νd,bdt±
√∑

b

νd,b(1− λ2)dt1/2. (3.40c)
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3.3. Ecuaciones de centro gúıa en coordenadas magnéticas

estas son las ecuaciones estocásticas de centro gúıa. Su nombre se debe a que con-
sideran una parte determinista dada por las ecuaciones de centro gúıa y una parte
estocástica dada por los operadores de Boozer y Kuo-Petravic. En el mismo sentido
se dice que son ecuaciones de Langevin.

La utilidad de 3.40 es que son un sistema acoplado de ecuaciones lineales que,
dados los campos E y B y los parámetros de plasma n y T , pueden integrarse
numéricamente mediante un algoritmo de Runge-Kutta y un esquema de Euler-
Maruyama [5]. Las ecuaciones estocásticas de centro gúıa 3.40 dan la dinámica de 1
part́ıcula, debido a campos externos (en su parte determinista), y debido a colisiones
con otras part́ıculas que componen al plasma (en su parte estocástica). Resolverla
para N part́ıculas es equivalente a obtener la función de distribución f que es la
solución a la ecuación de Fokker-Planck equivalente.

En este sentido, puede aplicarse un método de Monte Carlo para estudiar al trans-
porte de una población de part́ıculas prueba en el plasma. Pues integrar 3.41 requiere
muestrear aleatoriamente debido al carácter estocástico de las ecuaciones. A partir
de ello pueden realizarse diagnósticos para obtener cantidades macroscópicas del
sistema, e.g. coeficientes de difusión.

3.3. Ecuaciones de centro gúıa en coordenadas magnéti-

cas

Las ecuaciones estocásticas de centro gúıa 3.40 son dif́ıciles de resolver para una
configuración de campo con geometŕıa toroidal, puesto que los modelos de campos de
este tipo se describen con la magnitud B en términos de las coordenadas magnéticas
(ψp, θ, ζ) (véase la figura 2.1a), mientras que para resolver 3.40 se requiere la forma
vectorial del campo, B. Sin embargo, también es posible obtener la dinámica de una
part́ıcula prueba en coordenadas magnéticas e incluir el efecto de islas y colisiones
con el plasma. Para ello se utiliza la formulación Hamiltoniana del movimiento de
centro gúıa [21].

En el apéndice A se muestra cómo se derivan las ecuaciones de centro gúıa en la
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Caṕıtulo 3. Ecuaciones estocásticas de centro gúıa

formulación Hamiltoniana. El resultado es
ρ̇‖
ψ̇p
θ̇

ζ̇

 =


0 −K C −F
K 0 −g I
−C g 0 0
F −I 0 0



∂ρ‖H

∂ψpH
∂θH
∂ζH

 , (3.41)

donde H es el hamiltoniano, C = −1 + (ρ‖ + α)∂ψpg + g∂ψpα, K = g∂θα − I∂ζα
y F = q + (ρ‖ + α)∂ψpI + I∂ψpα, g e I son las corrientes poloidal y toroidal, α la
amplitud de perturbación del campo con la forma

B = B0 +∇× αB0, (3.42)

donde B0 es el campo sin perturbar. α es una función con la forma

α(r, θ, ζ) = α0(r) sin(mθ − nζ), (3.43)

esta genera una isla de ancho 2.10.

Para tomar en cuenta el efecto de colisiones pueden integrarse las ecuaciones 3.41
junto a los operadores de Boozer y Kuo-Petravic 3.35 y 3.38. Otros códigos de centro
gúıa ya han sido desarrollados antes para campos reales, e. g. ORBIT [21] Y GC3
[22].
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Caṕıtulo 4

Simulaciones en modelos de islas
magnéticas

Se desarrolló un código en FORTRAN y se paralelizó usando OpenMP y la arqui-
tectura multiproceso del cluster Tochtli (Instituto de Ciencias Nucleares, UNAM).
Con éste se realizaron simulaciones en los modelos de placa (sección 4.1), de to-
kamak (sección 4.2) y de stellarator (sección 4.3). Para cada modelo se obtuvieron
trayectorias individuales, secciones de Poincaré y coeficientes de difusión.

4.1. Modelo de placa

Una primera aproximación para estudiar al transporte en islas magnéticas es en
geometŕıa plana. Para ello se considera un campo cizallado inscrito en planos para-
lelos sin curvatura y se le toma una perturbación tal que produzca islas (ver figura
2.3). Aśı, el campo magnético se escribe como

B = ẑ ×∇ψ +B0ẑ, (4.1)

donde B0 es una constante y ψ es

ψ(x, y) = ψx ln[cosh(kxx+ x0)] + ψy cos(kyy + y0), (4.2)

aqúı ψy/ψx es una constante que da el ancho de la isla, ky = NI/L con NI es el
número de islas y L la longitud caracteŕıstica del sistema, kx = 1/L, x0 y y0 son
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Caṕıtulo 4. Simulaciones en modelos de islas magnéticas

constantes que desplazan la posición de la cadena de islas en el plano x − y. Las
superficies magnéticas descritas por ψ(x, y) = cte. define curvas en el plano x − y
que se extienden paralelamente sobre el eje z.

En componentes, el campo magnético es

Bx = kyψy sin(kyy + y0), (4.3a)

By = kxψx tanh(kxx+ x0), (4.3b)

Bz = B0, (4.3c)

puede verse que si ψy = 0 se tiene un campo cizallado sin islas en el plano y − z.

Para integrar a las ecuaciones de movimiento se requieren condiciones de frontera,
aqúı se toman condiciones que emulan las de un toroide: −a/2 < x < a/2 de modo
que si una part́ıcula llega a los extremos se considera como perdida (corresponde
a un choque con la pared en un tokamak), 0 < y < 2πa, 0 < z < 2πR tienen
condiciones periódicas. Aqúı a y R son el radio menor y mayor del toroide equivalente.
La geometŕıa de este modelo puede verse en la figura 4.1.

Figura 4.1: Geometŕıa de placa.

Dados los campos externos B, E, condiciones iniciales y de frontera, y los paráme-
tros del plasma n, T ya pueden integrarse las ecuaciones (3.40). Esto se ha hecho
previamente para campos de aparatos de fusión reales pero sin incluir el efecto de
islas magnéticas [5]. Aqúı el objetivo será estudiar cómo se modifica el transporte
de una población de iones en presencia de una cadena de islas. Para tener un mejor
entendimiento del fenómeno, es útil conocer al tipo de trayectorias que tendrán los
iones en este sistema.
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4.1. Modelo de placa

4.1.1. Trayectorias

Se realizó la integración de las ecuaciones (3.31). Esto dio como resultado la evo-
lución de trayectorias de iones durante un intervalo de tiempo t = 0.18 ms. Además
se utilizaron los parámetros que se muestran en la tabla 4.1.

Parámetro Valor
Magnitud del campo en el eje B0 2 T
Radio mayor R 200 cm
Radio menor a 20 cm
Temperatura de iones Ti 1 keV
Temperatura de electrones Te 1 keV
Densidad de plasma n 2× 1014 cm−3

Tabla 4.1: Parámetros.

En la figura 4.2a se muestran varias trayectorias de iones térmicos, i.e. iones con
la misma distribución maxwelliana del plasma. Algunas trayectorias son pasantes,
éstas se encuentran fuera de la cadena de islas, y otras atrapadas en la cadena que
se encuentran en los puntos O de la cadena. En este caso sin colisiones, toda la
trayectoria de una part́ıcula se aloja en una sola superficie magnética, pues sigue
una sola ĺınea de campo correspondiente a la posición inicial. En la figura 4.2b se
muestran trayectorias obtenidas bajo el efecto de colisiones con un plasma de fondo,
ésto se caracteriza por la frecuencia de colisiones ν. Puede notarse que la trayectoria
de una part́ıcula pasante cambia a ser atrapada durante el tiempo de simulación.
Aunque, en general, lo contrario también puede ocurrir. En la figura 4.2c puede
verse que las part́ıculas cambian más frecuentemente de superficie magnética, lo que
se relaciona al incremento en la frecuencia de colisiones.

En la figura 4.3 se muestra la evolución de las variables de espacio fase para una
part́ıcula rápida con enerǵıa inicial de E = 10 keV. De la figura 4.3a puede notarse
la oscilación de la variable x debido a la isla, y de y, z debido a las condiciones
periódicas en esas direcciones. El ángulo de inclinación y la enerǵıa se mantienen
constantes. En la figura 4.3b se incluye el efecto de colisiones. Puede notarse que
para t < 0.5× 10−1 s−1 las variables cartesianas se mantienen aproximadamente
iguales que el caso sin colisiones, el ángulo de inclinación oscila alrededor de λ = 1 y
la enerǵıa decrece hasta alcanzar la termalización. Para t > 0.5× 10−1 s−1 se observa
variación estocástica en las variables cartesianas y el ángulo de paso, mientras que la
enerǵıa oscila alrededor de la enerǵıa térmica de los iones del plasma. De ésto puede
decirse que los iones rápidos desv́ıan poco su trayectoria debido a las colisiones, pero
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śı disminuye su enerǵıa hasta la termalización en donde las desviaciones ya se vuelve
apreciables.

(a) (b) (c)

Figura 4.2: Proyección en el plano x − y de las trayectorias de
part́ıculas. Se iniciaron con ángulo de inclinación λ = 1 y x =
−0.5,−1.5,−2.0,−5.0 cm. (a) Sin colisiones. (b) Con frecuencia de colisio-
nes ν = 1.8× 103 s−1. (c) Con frecuencia de colisiones ν = 1.8× 104 s−1.

(a) (b)

Figura 4.3: Evolución temporal de las coordenadas de espacio fase para
una part́ıcula rápida con enerǵıa inicial E = 10 keV y ángulo de inclinación
inicial de λ = 1. (a) Sin colisiones. (b) Con colisiones.
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4.1. Modelo de placa

4.1.2. Simulaciones Monte Carlo

Una sección de Poincaré puede obtenerse simulando un ensemble de part́ıculas
iniciadas en distintas superficies magnéticas, se elije un plano x − y para z = 0
de modo que la intersección de una trayectoria con ese plano se representa como un
punto. En la figura 4.4 se muestra una sección de Poincaré obtenida para el modelo de
placa, de esta puede verse que las part́ıculas se mueven sobre superficies magnéticas.
Cabe destacar que una sección de Poincaré no necesariamente corresponde a las ĺıneas
de campo, pues las trayectorias podŕıan desviarse de estas debido a derivas. Aún aśı
puede obtenerse una sección de Poincaré del campo magnético tomando part́ıculas
con enerǵıas muy bajas, E = 1× 10−10 keV, de modo que sigan a las ĺıneas de campo.
En este modelo tanto part́ıculas lentas como rápidas dibujan el mismo tipo de sección
de Poincaré, contrario a lo que ocurre en el modelo de tokamak (ver sección 4.2.2).

Figura 4.4: Sección de Poincaré. Se muestran en azul las superficies di-
bujadas tomando ψ(x, y) = cte. de 4.2.

Los coeficientes de difusión pueden calcularse a partir de la dispersión mediante la
formula

D(x0) =
〈x2〉 − 〈x〉2

2t
, (4.4)

donde 〈〉 representa el promedio de ensemble, x0 es el valor inicial de x para la
población de part́ıculas simulada. En la figura 4.5 se muestra la dispersión de las
part́ıculas en la variable x iniciadas en x0, el coeficiente de difusión está dado por la
pendiente de la recta obtenida por regresión lineal. Aśı, pueden hacerse simulaciones
para obtener coeficientes de difusión para varias frecuencias de colisión y para varios
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anchos de isla. En la figura 4.6 se muestran curvas de difusión D(ν) obtenidas para
varios anchos de isla. Puede verse que la difusión incrementa con el ancho de isla.

Figura 4.5: Dispersión de la variable x para un ensemble de part́ıculas
ininiciadas en x0. La ĺınea puntada representa la regresión lineal hecha
cuya pendiente corresponde al coeficiente de difusión.

Figura 4.6: Difusión de iones térmicos para varios anchos de isla ψ0 =
2× 10−3, 4× 10−3, 6× 10−3, 8× 10−3.

Para visualizar que ocurre f́ısicamente con el incremento del ancho de isla, pueden
verse las distribuciones finales de part́ıculas de la figura 4.7. Para anchos de isla cada
vez más grandes, (a-d), las part́ıculas alcanzan a transportarse al otro lado de la
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4.1. Modelo de placa

isla a través de los puntos X, esto corresponde a un incremento en la dispersión y
por tanto del coeficiente de difusión. Por otro lado, puede verse que ocurre con el
incremento de la frecuencia de colisiones, (e-h). Como es de esperarse, de ésta se ve
que las part́ıculas se transportan cada vez más y más lejos del valor inicial x0 para
ν cada vez más grande, lo que también significa un incremento en el coeficiente de
difusión. Estos dos efectos combinados explican la forma de las curvas obtenidas en
4.6.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 4.7: Distribución final del ensemble de iones iniciado en x0. Se
muestran para varios anchos de isla ψy = 2× 10−3, 4× 10−3, 6× 10−3,
8× 10−3 (a-d) y para varias frecuencias de colisión ν = 2× 102, 2× 103,
2× 104, 2× 105 (e-h).
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4.2. Modelo de Tokamak

A diferencia del modelo de placa, el modelo de tokamak incluye un efecto de
curvatura para el campo. En este las superficies magnéticas son superficies toroidales
anidadas, como se ve en la figura 2.2a. Por otro lado, una isla magnética se ve como
en la figura 1.3. Se modela al campo de tokamak de sección circular de acuerdo a
[20]

B(r, θ) = B0

(
1− εw

r

a
cos θ

)
, (4.5)

donde B0 es la magnitud del campo en el eje magnético, εw = R/a la razón de
aspecto inversa en la pared y a el radio menor del tokamak. Para poder resolver las
ecuaciones de centro gúıa 3.41 hace falta dar al factor de seguridad q, las corrientes
g, I y sus derivadas g′, I ′. Aqúı se toman a las corrientes como constantes: g = RBϕ

e I = rBθ, por tanto g′ = I ′ = 0. Para el factor de seguridad se toma al perfil

q(ψ) = qw

(
ψp
ψw

)1/2

, (4.6)

donde qw = εwBt/Bp es el factor de seguridad en la pared y ψw es el flujo poloidal
en la pared.

Para modelar a la amplitud de perturbación α en 3.41, se utiliza [23]

α(r) = αmax

(
r

rmax

)m(
a− r

a− rmax

)n
, (4.7)

cuyo máximo es αmax y se encuentra en αmax = rmax/a = m/(m + p). Éste es un
buen modelo para m/n > 1, aqúı se utiliza m = 2, n = 1. En la figura 4.8 se muestra
la forma de α(r).

4.2.1. Trayectorias

La integración de las ecuaciones 3.41 junto a los operadores de colisión 3.36 y
3.39 para una sola part́ıcula dio como resultado las trayectorias de la figura 4.9.
En 4.9a se muestran cuatro trayectorias para varios ángulos de inclinación. Puede
verse que las part́ıculas con ángulos de inclinación cercanos a −1 tienen trayectorias
recorridas hacia la pared interna (la más cercana al eje), mientras que ángulos de
inclinación cercanos a 0− tienen trayectorias recorridas hacia la pared externa (la más
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4.2. Modelo de Tokamak

Figura 4.8: Forma de la amplitud de perturbación.

alejada al eje). Existen dos tipos de órbitas en este caso: las part́ıculas con ángulo
de inclinación más chico dan lugar a órbitas de banana, cuya velocidad paralela se
anula cerca de las puntas y la part́ıcula se refleja hacia superficies magnéticas más
cercanas a la pared externa. Las part́ıculas con ángulo de inclinación grande tienen
órbitas pasantes cuyas trayectorias no se reflejan y continúan hacia superficies más
cercanas a la pared interna.

En la figura 4.9b se muestran las trayectorias bajo el efecto de colisiones, esto hace
que las part́ıculas cambien de superficie magnética y también puedan cambiar su
tipo de órbita de banana a pasante (o viceversa). En 4.9c se incluye el efecto de una
cadena de islas m = 2, n = 1 pero no el de colisiones. Puede verse que las part́ıculas
cambian de superficie magnética pero mantienen su tipo de trayectoria. Finalmente
en 4.9d se muestra el efecto combinado de colisiones e islas magnéticas.

En la figura 4.10 se muestra la evolución de las variables de espacio fase para
una part́ıcula con ángulo de inclinación inicial λ = 1 y enerǵıa E = 10 keV. En
4.10a se observa una oscilación en el flujo magnético, esto indica que, si bien la
part́ıcula tiene una órbita pasante, esta tiene un movimiento acotado entre superficies
magnéticas. También puede verse el incremento en las variables toroidal y poloidal,
y una oscilación del radio de giro paralelo. En la figura 4.10b se incluye el efecto
de colisiones, puede verse un salto en el ángulo poloidal, que corresponde con una
reflexión de la trayectoria, es decir el cambio de órbita pasante a órbita de banana.
En 4.10c se incluye el efecto de las islas solamente que no cambian significativamente
las variables salvo la variable de flujo. En la figura 4.10d se incluyen los efectos tanto
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.9: Proyección en el plano x− z de las trayectorias de part́ıculas
individuales con ángulos de inclinación iniciales λ = 0.1, 0.5,−0.1,−0.5 en
el modelo de tokamak. (a) Sin colisiones. (b) Con colisiones. (c) Con islas.
(d) Con colisiones e islas.

de las colisiones como de la isla.

En la figura 4.11 se muestra la evolución del ángulo de inclinación y de la enerǵıa
para la misma part́ıcula de la figura 4.10. Como es natural, de 4.11b puede verse que
el efecto de colisiones cambia de forma estocástica al ángulo de inclinación y relaja
la enerǵıa a la termalización. Por otro lado de 4.11c puede verse que el efecto de islas
no cambia la evolución de estas variables.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.10: Evolución temporal de las coordenadas de Boozer para una
part́ıcula con ángulo de inclinación inicial λ = 0.5 en el modelo de toka-
mak. (a) Sin colisiones. (b) Con colisiones. (c) Con islas. (d) Con colisiones
e islas.

4.2.2. Simulaciones Monte Carlo

Para verificar la rotación de la cadena de islas se simula a un grupo de part́ıculas,
N = 80, poco energéticas que siguen las ĺıneas de campo. Se obtienen secciones
de Poincaré para varios ángulos toroidales, estas secciones corresponden al campo
magnético. En la figura 4.12 puede verse que, efectivamente, la cadena de islas rota
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.11: Evolución temporal del ángulo de inclinación y la enerǵıa
para una part́ıcula con ángulo de paso inicial λ = 0.5 en el modelo de
tokamak. (a) Sin colisiones. (b) Con colisiones. (c) Con islas. (d) Con
colisiones e islas.

en dirección poloidal a medida que da una vuelta en dirección toroidal.

En la figura 4.13 se muestran secciones de Poincaré en el plano r − θ, puede
verse el cambio en el tamaño de las islas al variar la amplitud de la perturbación
α0 = 2× 10−4, 4× 10−4, 6× 10−4, 8× 10−4. En (a-d) puede verse que las ĺıneas
de campo se mantienen alojadas en superficies y hay una cadena de m = 2 islas
en r = 0.5rmin. En (e-h) se muestran secciones para trayectorias de iones rápidos,
puede verse que aparecen islas secundarias además de la m = 2 inducida por la
perturbación, por ejemplo aparece una cadena m = 3 en r = 0.8rmin. Además, en
este caso hay una región estocástica cerca de r = 0 en la cual las trayectorias no se
alojan sobre superficies y se ven como ruido en la sección de Poincaré.

Se realizaron simulaciones de un ensemble de N = 1× 104 iones térmicos con los
parámetros mostrados en la tabla 4.1 y a partir de ello se calcularon coeficientes
de difusión. La figura 4.14a muestra curvas de difusión D(ν∗) para iones térmicos
iniciados en r = 0.3rmin para varios anchos de isla α0. Puede verse que para anchos
de isla más grandes la difusión incrementa en los reǵımenes de banana y de Phirsch-
Schluter. Ademas, pueden compararse los resultados numéricos con la curva predicha
por el transporte neoclásico [11]. Por otro lado, la figura 4.14b muestra curvas de
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.12: Secciones de Poincaré del Tokamak en el espacio r− z para
varios ángulos toroidales. (a) ζ = 0. (b) ζ = π/3. (c) ζ = 2π/3. (d) ζ = π.
(e) ζ = 4π/3. (f) ζ = 5π/3.

difusión para iones térmicos iniciados en r = 0.7rmin, en este caso puede verse que el
ancho de isla no tiene un efecto significativo en el transporte. Nótese que la isla se
encuentra alrededor de r = 0.5rmin.

En la figura 4.15 se muestran las curvas de difusión D(r) para varios anchos de isla.
En 4.15a se muestran las curvas para iones térmicos en el régimen de plateau, puede
verse que para anchos de isla más grandes se incrementa la difusión en la región
cercana al eje magnético, r/rmin = 0. Cerca de la cadena, alrededor de r/rmin = 0.5
la difusión se mantiene para todos los anchos de isla. En 4.15b se muestran las curvas
de difusión para iones rápidos con enerǵıa de E = 10 keV en el régimen de plateau.
En 4.15c se muestran las curvas de difusión para iones térmicos en el régimen de
banana, puede verse que la difusión es menor para todos los anchos de isla respecto
a 4.15a, pero la forma de las curvas es cualitativamente similar. En 4.15d se muestra
el caso para iones rápidos en el régimen de banana.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 4.13: Secciones de Poincaré en el espacio r− θ para campo de to-
kamak (a-d) y para el espacio fase de iones rápidos con enerǵıa E = 10keV
(e-h). Se usaron amplitudes de perturbación α = 2× 10−4, 4× 10−4,
6× 10−4, 8× 10−4.

Para tener una idea de que ocurre f́ısicamente con la difusión pueden obtener-
se distribuciones de part́ıculas. En la figura 4.16a se muestra la distribución final
de part́ıculas para una simulación sin colisiones y sin islas. Puede verse que las
part́ıculas se mantienen prácticamente sobre la misma superficie magnética en que
fueron iniciadas. En la figura 4.16b se muestra el efecto de colisiones en el régimen
de Plateau, puede verse que las part́ıculas se encuentran dispersas respecto a su
posición inicial. En la figura 4.16c se muestra el efecto de la cadena de islas con
amplitud α0 = 6× 10−3, puede verse que, en comparación al caso de solo colisiones,
las part́ıculas se encuentran más dispersas respecto a su superficie inicial. La figura
4.16d muestra el efecto combinado de colisiones e islas, en esta puede verse que hay
part́ıculas que colisionan con la pared inferior (se muestra como puntos verdes en la
pared).
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(a) (b)

Figura 4.14: Coeficientes de difusión D(ν∗) de iones térmicos para va-
rios anchos de isla. Se muestra también el valor que predice el transporte
neoclásico sin islas. (a) Para r0 = 0.3. (b) Para r0 = 0.7
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.15: Coeficientes de difusión D(r) de iones para varios anchos
de isla α0 = 2× 10−4, 4× 10−4, 6× 10−4, 8× 10−4. (a) Iones térmicos
en el régimen de plateau. (b) Iones rápidos en el régimen de plateau. (c)
Iones térmicos en el régimen de banana. (d) Iones rápidos en el régimen
de banana.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.16: Proyección en el plano poloidal de la distribución final de
part́ıculas. (a) Sin colisiones y sin islas. (b) Con colisiones y sin islas. (c)
Sin colisiones y con islas. (d) Con colisiones y con islas
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4.3. Modelo de Stellarator

A diferencia del modelo de placa y el de tokamak, el modelo de stellarator incluye
tanto el efecto de curvatura como el efecto de atrapamiento helicoidal.

Se puede modelar al campo de stellarator de acuerdo a [24]

B(r, θ, ζ) = B0

[
1− εt cos θ − εh cos η +

1

2
σ(εh− cos η− + εh+η+)

]
(4.8)

donde εt = r/R es la razón de aspecto inversa, εh = ε0(r/a)l, εh± = ε±(r/a)(l±1),
η = lθ−mζ, η± = (l±1)θ−mζ, con ε0, ε± constantes. Aqúı se elige entre σ = −1, 0, 1
de manera que el confinamiento sea óptimo. Para ello debe tomarse el perfil de
campo que localice a las órbitas atrapadas helicoidalmente al interior del toroide,
esto compensa los movimientos de deriva que llevan a las part́ıculas hacia la pared.
En la figura 4.17 se muestran los perfiles a lo largo de una ĺınea de campo, puede
verse que para σ = 1 el perfil es máximo cerca de θ = ±π, lo cual corresponde al
confinamiento óptimo (véase 4.3.1).

Figura 4.17: Perfiles de campo magnético a lo largo de una ĺınea de
campo. (a) σ = 0. (b) σ = 1. (c) σ = −1
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4.3.1. Trayectorias

En la figura 4.18 se muestran trayectorias de iones térmicos de E = 1 keV iniciados
en r = 0.5rmin con diferentes ángulos de inclinación λ = −0.5, −0.1, 0.5, 0.1. No se
incluyen efectos de colisión ni islas. En 4.18a se muestran las trayectorias para el
perfil de campo σ = 0. Las órbitas con ángulo de inclinación grande, λ = −0.5, 0.5,
son pasantes. Por otro lado los iones con λ = −0.1, 0.1 son atrapados helicoidalmente
y derivan hacia la pared interna. La trayectoria con λ = −0.1 choca con la pared
mientras que la trayectoria con λ = 0.1 alcanza a alejarse de la pared sin chocar.
Esta configuración no es óptima para el confinamiento, puesto que la distancia entre
las órbitas atrapadas helicoidalmente y las órbitas pasantes es muy grande y acerca
a las part́ıculas con ángulo de inclinación más chico hacia la pared interna.

En la figura 4.18b pueden verse las trayerctorias para el perfil de campo σ = 1.
La trayectoria con λ = −0.1 tiene una órbita atrapada de banana y la trayectoria
con λ = 0.1 es en parte una órbita de banana, pero también se vuelve una órbita
atrapada helicoidalmente. Esta configuración es óptima puesto que la distancia entre
las órbitas atrapadas helicoidalmente y las órbitas pasantes se mantiene aproximada-
mente constante. En comparación al perfil σ = 0, los iones no se acercan demasiado
a la pared interna.

En la figura 4.18c pueden verse las trayectorias para el perfil de campo σ = −1.
En este caso la órbita atrapada helicoidalmente tiene una deriva abrupta hacia la
pared. Es claro que esta configuración no es óptima. Al igual que en los modelos de
placa y de tokamak, el efecto de colisiones e islas es mover a los iones de superficie
magnética de manera estocástica (véanse las figuras 4.2 y 4.9).

4.3.2. Simulaciones Monte Carlo

En la figura 4.19 se muestran secciones de Poincaré del campo (a-d) y de los iones
rápidos (e-h). Puede verse que los anchos de isla más grandes no genera regiones
estocásticas para el campo. Sin embargo, para las secciones de iones rápidos con
los mismos anchos de isla puede verse que poseen una región estocástica cerca de
r/rmin = 0 y además aparecen islas secundarias cerca de r/rmin = 1. Cualitativamente
ocurre lo mismo que para la secciones de tokamak, pero en este caso las secciones de
iones rápidos tienen una estructura ligeramente distinta.

En la figura 4.20 se muestran los coeficientes de difusión D(ν∗) obtenidos para
iones térmicos de E = 1 keV. En este caso, los coeficientes en el régimen de baja
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(a) (b) (c)

Figura 4.18: Proyección en el plano x−z de las trayectorias de iones con
varios ángulos de inclinación iniciales λ = 0.1, 0.5,−0.1,−0.5. (a) σ = 0.
(b) σ = 1. (c) σ = −1.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 4.19: Secciones de Poincaré en el espacio r−θ para varios anchos
de isla α = 0, 2× 10−4, 4× 10−4, 6× 10−4, 8× 10−4. Se muestran las
secciones del campo (a-d) y de iones rápidos (e-h).

colisionalidad difieren bastante respecto a lo predicho por el transporte neoclásico
en tokamaks. Este efecto ya ha sido estudiado previamente y es sabido que se de-
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4.3. Modelo de Stellarator

Figura 4.20: Coeficientes de difusión D(ν∗) para varios anchos de isla
α = 0, 2× 10−4, 4× 10−4, 6× 10−4, 8× 10−4. Se muestran los reǵımenes
de superbanana y plateau.

be al atrapamiento helicoidal [16]. A tal régimen en el modelo de stellarator se le
llama de superbanana, y en este existen órbitas pasantes, de banana y atrapadas
helicoidalmente. Puede notarse que el efecto de islas es despreciable en el régimen de
superbanana, mientras que en el régimen de plateau se incrementa muy ligeramente
la difusión.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Se desarrolló un código que resuelve las ecuaciones de centro gúıa para una pobla-
ción de iones (térmicos o rápidos) en los modelos de placa, tokamak y stellarator.
Se incluyó una cadena de islas magnéticas y el efecto de colisiones con un plasma
maxwelliano de fondo mediante operadores de Boozer y Kuo-Petravic. A partir de
la simulación de un ensemble de part́ıculas, se obtuvo una solución numérica para la
evolución de las variables de espacio fase de cada part́ıcula. Ésto equivale a obtener
la función de distribución que soluciona a la ecuación de Fokker-Planck con un ope-
rador de colisiones de Lorentz. Se realizaron diagnósticos para calcular trayectorias,
secciones de Poincaré y coeficientes de difusión en varios reǵımenes de colisionalidad
y para varios anchos de isla en cada modelo.

A partir de secciones de Poincaré se obtuvo que, en el modelo de placa, tanto las
ĺıneas de campo como las trayectorias de las part́ıculas se alojan sobre superficies
magnéticas. Por tanto, no existe transporte estocástico en este caso. Se obtuvo que
las islas magnéticas incrementan el transporte radial de iones térmicos. Tal efecto
se asocia a que los iones simplemente siguen las ĺıneas de campo que tienen una
componente radial debido a la presencia de la cadena de islas. Por otro lado el
efecto de colisiones cambia de superficies magnéticas a los iones, contribuyendo con
la difusión.

En las secciones de Poincaré para trayectorias en el modelo de tokamak, se obtuvo
que se generan islas secundarias en la región cercana a la pared del tokamak y existen
regiones estocásticas cercanas al eje magnético. Se calcularon coeficientes de difusión
D(ν∗) en varios reǵımenes de colisionalidad y se obtuvo una buena correspondencia
con lo predicho por la teoŕıa de transporte neoclásico para el caso sin islas. Además,
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se calcularon coeficientes D(r) para una sola frecuencia de colisiones y varios anchos
de isla. Para iones térmicos se observó que el efecto del transporte estocástico se
ve reflejado como un incremento de los coeficientes de difusión en la región cercana
al eje magnético, mientras que cerca de la cadena de islas la difusión se mantuvo
constante para todos los anchos de isla. Para iones rápidos en el régimen de plateau
no se observó un cambio significativo en el transporte debido a la cadena de islas,
mientras que en el régimen de banana se observó un comportamiento similar al de
iones térmicos. El incremento de la difusión en presencia de islas magnéticas está de
acuerdo con resultados experimentales recientes [25].

Finalmente, en el modelo de stellarator se obtuvo que las secciones de Poincaré son
cualitativamente similares a las del tokamak. Los coeficientes de difusión mostraron
una buena correspondencia con la teoŕıa de transporte que predice un régimen de
super banana cuando hay atrapamiento helicoidal de las part́ıculas.
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Apéndice A

Derivación de las ecuaciones de
centro gúıa en coordenadas
magnéticas

A.1. Formulación Lagrangiana de la aproximación

de centro gúıa

El método consiste en un desarrollo orden a orden de la función lagrangiana res-
pecto al radio de giro, además se agrega en cada paso una derivada total respecto al
tiempo (que simplifica el cálculo a ese orden). La derivación detallada puede encon-
trarse en [26], aqúı solo se muestran los pasos esenciales.

Se parte de la función lagrangiana de una part́ıcula cargada en un campo electro-
magnético

L = [A(x, t) + v] · ẋ−H(v,x), (A.1)

con B = ∇×A y función hamiltoniana H = v2/2 + Φ(x, t).

Se separa el movimiento paralelo al campo magnético respecto al movimiento per-
pendicular, esto se muestra a través del vector de velocidad, v = v‖b̂ + wĉ donde

b̂ = B/B y ĉ = − sin ξê1 − cos ξê2 con b̂ = ê1 × ê2, ξ el ángulo de giro y w la
magnitud de la velocidad perpendicular.
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magnéticas

El centro de gúıa de una part́ıcula se define con

x = X +
w

B
â, (A.2)

donde â = cos ξê1 − sin ξê2 tal que b̂ = ĉ × â y todas las cantidades en el segundo
término están evaluadas en la posición del centro gúıa X. Aśı, se reescribe la función
lagrangiana como

L = [A+ v‖b̂+ wĉ] ·
[
Ẋ +

d

dt

(
w

B
â

)]
−H. (A.3)

Ahora, se hace un desarrollo respecto al parámetro pequeño w. Es decir, todas las
escalas espaciales son grandes comparadas a w tal que las variaciones temporales del
campo son lentas respecto a la frecuencia de giro ξ̇. Entonces, se puede escribir al
potencial vector como

A(x, t) ≈ A(X, t) +
w

B
â · ∇A(X, t), (A.4)

este se sustituye en (A.3). Luego se suma la derivada total de una cantidad S1 y se
aproxima a orden más bajo respecto ξ̇. Se repite el procedimiento para otra cantidad
S2. Aqúı S1 y S2 son

S1 = −w
B
â ·A, (A.5a)

S2 = − w2

2B2
(â · ∇)A · â. (A.5b)

Luego de este procedimiento la función lagrangiana queda reducida a

L = [A+ v‖b̂+ wĉ] · Ẋ +
w2ξ̇

2B
− w

B
â · ∂A

∂t
−H (A.6)

y finalmente se toma el promedio respecto al ángulo de giro. Queda entonces

L = [A+ ρ‖B] · Ẋ + µξ̇ −H, (A.7)

donde H = H(v‖, w,X, t), µ = w2/2B es el momento magnético y ρ‖ = v‖/B es el
radio de giro paralelo.

De esta función lagrangiana se puede concluir que µ es una cantidad conservada
y ξ̇ es constante. Hasta este punto no se hizo ninguna suposición sobre el campo
magnético, por lo cual (A.7) es válida independientemente de la existencia de super-
ficies magnéticas, equilibrio u otras condiciones sobre B.
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A.2. Formulación Hamiltoniana de la aproxima-

ción de centro gúıa

La formulación Hamiltoniana del movimiento de centro gúıa fue construida expĺıci-
tamente por [27]. Además se puede extender el formalismo para incluir campos que
no poseen superficies magnéticas bien definidas, dando lugar a campos estocásticos.

De la forma covariante del campo puede identificarse queB = ∇×(ψ∇θ−ψp∇ζ) =
∇×A, por otro lado v = ψ̇∇ψ+ θ̇∇θ+ ζ̇∇ζ. Entonces, puede reescribirse la función
A.7 en términos de las variables (ψ, θ, ζ) como

L = (ψ + ρ‖I)θ̇ + (ρ‖g − ψp)ζ̇ + µξ̇ + δρ‖ψ̇ −H, (A.8a)

donde la función Hamiltoniana se escribe como H = ρ2
‖/2 + µB + Φ.

Salvo el término que incluye a δ, este lagrangiano tiene la forma canónica L =
Pkq̇k −H. Puede probarse que δ no representa ninguna contribución a la trayectoria
del centro gúıa en (ψp, θ) ni a la precesión toroidal en la variable ζ, simplemente
corresponde a una fase adicional en la variable de tiempo. Por esto, puede eliminarse
el término que lo incluye en la función Lagrangiana y ello no cambiará la descripción
de la trayectoria [26]. Aśı, es directo identificar a los momentos canónicos

Pθ = ψ + ρ‖I, (A.9a)

Pζ = ρ‖g − ψp, (A.9b)

y las ecuaciones de movimiento son

θ̇ =
∂H
∂Pθ

, Ṗθ = −∂H
∂θ

, (A.10a)

ζ̇ =
∂H
∂Pζ

, Ṗζ = −∂H
∂ζ

. (A.10b)

Nótese que la función hamiltoniana está dada en las variables (ρ‖, ψ, ζ, θ), y las

ecuaciones de Hamilton en (Pζ , Pθ, ζ, θ). Sin embargo, se pueden obtener (ρ̇‖, ψ̇, ζ̇, θ̇)
en las variables (ρ‖, ψ, ζ, θ) con el cambio de coordenadas

ρ̇‖
ψ̇

ζ̇

θ̇

 =
1

D


0 0 −∂ψPθ ∂ψPζ
0 0 ∂ρ‖Pθ −∂ρ‖Pζ

∂ψPθ −∂ρ‖Pθ 0 0

−∂ψPζ ∂ρ‖Pζ 0 0



∂ρ‖H
∂ρψH
∂ρζH
∂ρθH

 , (A.11)
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donde D = gq + I + ρ‖(gI
′ − Ig′).

Un cálculo directo lleva a reescribir A.11 como las ecuaciones de movimiento

ψ̇p = − g
D

[
(µ+ ρ2

‖B)∂θB + ∂θΦ

]
+
I

D

[
(µ+ ρ2

‖B)∂ζB + ∂ζΦ

]
, (A.12a)

θ̇ =
ρ‖B

2

D
(1− ρ‖g′) +

g

D

[
(µ+ ρ2

‖B)∂ψpB + ∂ψpΦ

]
, (A.12b)

ζ̇ =
ρ‖B

2

D
(q + ρ‖I

′)− I

D

[
(µ+ ρ2

‖B)∂ψpB + ∂ψpΦ

]
, (A.12c)

ρ̇‖ = − 1

D
(1− ρ‖g′)

[
(µ+ ρ2

‖B)∂θB + ∂θΦ

]
− 1

D
(q + ρ‖I

′)

[
(µ+ ρ2

‖B)∂ζB + ∂ζΦ

]
. (A.12d)
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Apéndice B

Equivalencia entre operadores de
colisión de Fokker-Planck y
operadores de Boozer y
Kuo-Petravic

Aqúı se muestra que existe una equivalencia entre el operador de colisiones en la
ecuación de Fokker-Planck que describe la interacción de una población de part́ıcu-
las de prueba con un plasma de fondo [18] y ecuaciones de Langevin en donde las
colisiones aparecen como términos que se agregan a las ecuaciones de centro gúıa y
que están dados por los operadores de Boozer y Kuo-Petravic [20].

La equivalencia entre una ecuación de Fokker-Planck y ecuaciones de Langevin
está dada por

∂f

∂t
= − ∂

∂xµ
(F µf) +

1

2

∂2

∂xµ∂xν
(Gµ

ηG
ηνf), (B.1a)

dxi = F i(x, t)dt+Gi
j(x, t)dW

j, (B.1b)

donde la primera ecuación es la de Fokker-Planck y la segunda las ecuaciones de
Langevin para las variables de espacio fase i, j = (r, v2, λ). La función F i(x, t) con-
tiene la información de la dinámica de las part́ıculas debido a los campos B, E. El
efecto de colisiones se encuentran en F i(x, t) y Gi

j(x, t) para i, j = (v2, λ). dW j son
números aleatorios.
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Apéndice B. Equivalencia entre operadores de colisión de Fokker-Planck y
operadores de Boozer y Kuo-Petravic

Debido a la interacción de largo alcanza de la fuerza de Coulomb, las colisio-
nes lejanas de ángulo pequeño son mucho más probables que las de ángulo grande.
Ésto permite escribir a la ecuación de Fokker-Planck en las variables de espacio fase
(r, λ, v2) como [18]

Lf =
νd
2

∂

∂λ

[
(1− λ2)

∂f

∂λ

]
+

1

v2

∂

∂v

[
v2νE

(
vf +

T

m

∂f

∂v

)]
, (B.2)

donde Lf contiene la parte de la ecuación que describe la dinámica de la función de
distribución f debida a los campos B y E, νd y νE son las frecuencias de relajación
de deflexión y de enerǵıa definidas por 3.23.

En estas expresiones x = v/vth, νB,i es la frecuencia de Braginskii para iones, ln Λi

es el logaritmo de Coulomb para iones, ni la densidad de iones. Además

Φ(x) =

∫ x

0

dy
2√
π
e−y

2

, (B.3a)

Ψ(x) =
Φ(x)− xΦ′(x)

2x2
. (B.3b)

La ecuación B.2 puede reescribirse mediante cálculo de Ito [15] como

∂f

∂t
= −∇rGC · (arGCf) +

∂

∂λ

[
−(aλ + aIto

λ )f +
λ

(b2
λf)
]

+
∂

∂x2

[
−(ax2 + aIto

x2 )f +
1

2

∂

∂x2
(b2
x2f)

]
. (B.4)

De la ecuación B.4 pueden identificarse los términos

aIto
λ = −λνd, aIto

x2 = −2νE

(
x2 − x√

π

e−x
2

Ψ(x)

)
(B.5a)

bIto
λ =

√
(1− λ2)νd, bIto

x2 = 2x
√
νE, (B.5b)

estos corresponden a los operadores de Boozer y Kuo-Petravic. aIto
λ y aIto

x2 corres-
ponden a convección de las variables (v2, λ), mientras que bIto

λ y bIto
x2 corresponden a

dispersión de esas mismas variables.
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Entonces, las ecuaciones de Langevin se escriben como

drGC

dt
= arGC

, (B.6a)

dλ

dt
= (aλ + aIto

λ ) +Wλb
Ito
λ , (B.6b)

dx2

dt
= (ax2 + aIto

x2 ) +Wx2b
Ito
x2 , (B.6c)

Éstas ecuaciones son las mismas que 3.31, donde arGC
está dada por la aproxima-

ción de centro gúıa.
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Apéndice B. Equivalencia entre operadores de colisión de Fokker-Planck y
operadores de Boozer y Kuo-Petravic
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