UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
POSGRADO EN CIENCIAS FiSICAS
INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES

SIMULACIONES MONTE CARLO DEL TRANSPORTE DE PARTiQULAS
ENERGETICAS EN PLASMAS CON REGIONES DE ISLAS MAGNETICAS

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS (FISICA)

PRESENTA:
RODRIGO SAAVEDRA ESTRADA

JULIO JAVIER MARTINELL BENITO
INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES, UNAM
JOSE JULIO EMILIO HERRERA VELAZQUEZ
INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES, UNAM
ROSALIO FERNANDO RODRIGUEZ ZEPEDA
INSTITUTO DE FiSICA, UNAM

CIUDAD UNIVERSITARIA, CD. MX. DICIEMBRE 2018



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



II



Indice general

1. Introduccion 1
1.1. Aparatos de fusién por confinamiento magnético . . . . . . . . . . ..
1.2. Transporte del plasma en regiones con islas magnéticas . . . . . . . . 4]

2. Descripcién de las islas magnéticas 7
2.1. Representacién del campo magnético . . . . . . . . ... ... ... K]
2.2. Formacion de las islas magnéticas . . . . . . . . ... .. ... ... 10l

3. Ecuaciones estocasticas de centro guia 13
3.1. Dinamica de la funcién de distribucion . . . . . . .. ... 14

3.1.1. Ecuacién cinética . . . . . . . . . . ... 14
3.1.2. Ecuacién de deriva cinética . . . . . . ... 16l
3.1.3. Operador de colisiones de Fokker-Planck . . . . ... ... .. 17
3.1.4. Dispersién de Lorentz . . . . . . .. ..o 18
3.2. Dinamica de 1-particula . . . . . . ... ... ... L. 201
3.2.1. Ecuaciones de centro guia en coordenadas cartesianas . . . . . 211
3.2.2. Operadores de Boozer y Kuo-Petravic. . . . . . .. ... ... 23
3.2.3. Ecuaciones estocasticas de centro guia . . . . . ... ... .. 2]
3.3. Ecuaciones de centro guia en coordenadas magnéticas . . . . . . . . .

4. Simulaciones en modelos de islas magnéticas 27

4.1. Modelodeplaca . . . . . .. . . . ... ... 271
4.1.1. Trayectorias . . . . . . . . . . . . ... 20
4.1.2. Simulaciones Monte Carlo . . . . . ... ... ... ...... B1]

4.2. Modelo de Tokamak . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 341
4.2.1. Trayectorias . . . . . . . . . ... B4
4.2.2. Simulaciones Monte Carlo . . . . . .. ... ... ... .... B7

4.3. Modelo de Stellarator . . . . . . . . . .. ... ... 44



Indice general

4.3.1. Trayectorias . . . . . . . . ... 45l

4.3.2. Simulaciones Monte Carlo . . . . . . ... ... .. ... ... 5]

5. Conclusiones 49

Apéndice 51l
A. Derivacion de las ecuaciones de centro guia en coordenadas magnéti-

cas 63|

A.1. Formulaciéon Lagrangiana de la aproximacion de centro guia . . . . . 5%}

A.2. Formulacién Hamiltoniana de la aproximacién de centro guia . . . . . Hol

B. Equivalencia entre operadores de colisiéon de Fokker-Planck y ope-

radores de Boozer y Kuo-Petravic ls¥d
Bibliografia 59

v



Resumen

Se realizaron simulaciones Monte Carlo para estudiar el transporte
de una poblacién de iones en un plasma para varias configuraciones
de campo: de placa, tokamak y stellarator. En cada uno se incluyé
el efecto de colisiones e islas magnéticas. Se obtuvieron trayectorias
individuales para estudiar la dinamica microscopica del sistema, sec-
ciones de Poincaré y coeficientes de difusiéon en varios regimenes de
colisionalidad y para varios anchos de isla.

En el modelo de placa se muestra que las superficies magnéticas
se mantienen tanto para las secciones de Poincaré del campo como
para las secciones de trayectorias, i.e. no hay transporte estocastico.
Ademads se obtiene que se incrementa el transporte de iones térmicos en
la vecindad de la cadena de islas. En el modelo de tokamak que incluye
curvatura del campo se obtiene que existe transporte estocastico y los
coeficientes de difusién incrementan con el tamano de las islas. En el
modelo de stellarator se muestra que hay atrapamiento helicoidal, lo
cual da un régimen de superbanana en la difusién.
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Capitulo 1

Introduccion

El consumo de energia de la poblacion mundial estd en aumento, mientras que
la cantidad de recursos naturales de los que se extrae energia principalmente (gas
natural y petrdleo) esta en decremento |1]. Ademds de esto, la extraccién de energia
de estos recursos tiene como consecuencia la produccién de gases contaminantes que
tienen un impacto negativo al medio ambiente y contribuyen al calentamiento global
[2]. Por ello, es necesario encontrar una alternativa a la produccién de energia actual,
que sea menos costosa en cuanto a recursos naturales y ademas menos contaminante.

Un gran candidato para resolver esta problematica es la produccién de energia por
fusion nuclear, que consiste en colisionar nticleos atémicos ligeros para convertirlos
en un solo nicleo més pesado y estable. En contraste a la fision nuclear (separaciéon
de nicleos pesados en otros maés ligeros), que se utiliza actualmente para producir
energia en plantas nucleares alrededor del mundo, la energia por fusién ain no se
ha producido de manera autosustentable. Si bien ambas son capaces de satisfacer
la demanda energética de la poblacién mundial, conseguir energia de fusiéon nuclear
de forma autosustentable representaria grandes ventajas respecto a la obtenida por
fision nuclear: la primera requiere menos recursos, tiene un impacto menor en el
medio ambiente y ademés es més segura (los posibles accidentes serian poco signi-
ficativos en la zona de desastre, mientras que las plantas de fisién nuclear pueden
tener consecuencias mayores; recuérdese los casos de Chernobyl y Fukushima).

Para conseguir produccion de energia por fusién nuclear, es necesario que el sis-
tema que contiene a los nicleos fusionables posea una alta densidad y temperatura.
Por ejemplo, tal situacién ocurre en el sol, en donde la fuerza gravitacional es lo sufi-
cientemente grande para producir temperaturas de 150 millones de °C. Sin embargo,
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esto es dificil de imitar en un laboratorio, debido a las altas presiones requeridas que
no se pueden generar con instrumentos convencionales. Dos lineas de investigacion
principales han sido estudiadas para conseguir fusién nuclear en un laboratorio: la
fusion por confinamiento inercial y la fusion por confinamiento magnético. La prime-
ra consiste en comprimir un blanco pequeno de material fusionable mediante laseres,
hasta lograr que dicho material implosione [3]. La segunda, que es el objeto de estudio
en esta tesis, consiste en calentar a altas temperaturas el combustible y confinarlo
durante el tiempo suficiente para que se den las reacciones de fusién. A temperaturas
tan altas el combustible se encuentra en estado de plasma, el cual posee propiedades
que permiten el uso campos magnéticos para su confinamiento [4].

1.1. Aparatos de fusiéon por confinamiento magnéti-
co

La interaccién entre las particulas cargadas y los campos electromagnéticos esta
prescrita por la llamada fuerza de Lorentz. De acuerdo a ésta, en un campo magnético
uniforme una particula cargada seguird una trayectoria helicoidal alrededor de una
linea de campo (ver figura . Este movimiento puede separarse en una parte
de giro alrededor de la linea de campo y un desplazamiento del centro del circulo
descrito, llamado centro de guia, paralelo a la linea de campo.

Entonces, un campo magnético uniforme acota a las particulas en direccién per-
pendicular al campo. Para acotarlas también en direccion paralela, puede pensarse
en unir a las lineas de campo por sus extremos, quedando una geometria de espiras
circulares para el campo. Esta puede generarse con un embobinado alrededor de una
camara toroidal. Sin embargo, este sistema tendria una magnitud mas grande en el
eje de simetria de la configuracién (en esa regién las bobinas se encuentran més cerca
las unas de las otras), lo cual provocaria una deriva vertical de las particulas y por
tanto la pérdida del plasma. Esta pérdida puede evitarse con una geometria un poco
distinta: la de lineas de campo embobinadas alrededor de superficies toroidales. De
modo que la deriva vertical en la parte exterior del toroide compense a la deriva en
la parte interior (ver figura [L.1D]).

Se han propuesto dos aparatos de confinamiento que permiten generar campos
magnéticos de este tipo: tokamaks y stellarators. Los tokamaks (ver figura son
aparatos axisimétricos en los cuales el campo magnético es generado por bobinas ex-
ternas y el plasma mismo. Una corriente de plasma muy intensa es inducida mediante



1.1. Aparatos de fusién por confinamiento magnético
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Particula

(a) (b)

Figura 1.1: Dindmica de particulas cargadas en un campo magnético. (a)
Movimiento en un campo local, se muestra la deriva debida a la curvatura
del campo. Imagen tomada de [5] (b) Movimiento en un campo toroidal.
Se muestra como el movimiento del centro guia en promedio se mantiene
sobre la linea de campo. Imagen tomada de [4].

un solenoide central, la cual genera parte importante del campo magnético total. Por
otro lado, los stellarators (ver ﬁgura son aparatos sin axisimetria cuyo campo es
enteramente generado por bobinas externas que pueden tener disenos complicados.
Debe destacarse que el tokamak ha pasado por un proceso de seleccion en el cual se
ha mejorado cada vez més y mas su disenio para conseguir el confinamiento 6ptimo y
ha culminado en las propuestas de ITER y DEMO [6], experimentos que tienen como
objetivo principal probar la utilidad del tokamak como aparato para producir energia
de fusion nuclear de manera autosustentable. Lo mismo no ha ocurrido todavia para
el stellarator, cuyo diseno aun sigue en desarrollo.

Existen varias problematicas por las cuales la produccién de energia de manera
autosustentable no ha podido conseguirse con estos aparatos. Una de ellas tiene que
ver con las temperaturas necesarias para que ocurran las reacciones de fusion. Para
el tokamak, la produccién de energia esta dada por la potencia generada debido al
calentamiento ohmico Poyg = Rpllf, donde R, es la resistencia eléctrica del plasma
e I, la corriente. Desafortunadamente, el maximo de la corriente del plasma se en-
cuentra limitado por inestabilidades que pueden destruir la topologia del campo y
terminar el confinamiento. Por otro lado, el diseno del tokamak no puede alcanzar
temperaturas tan altas por si mismo, por lo que deben utilizarse métodos adicionales
para alcanzar las temperaturas requeridas. Uno de los métodos es el calentamiento
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(a) (b)

Figura 1.2: Aparatos de fusién por confinamiento magnético. (a) Toka-
mak. (b) Stellarator.

por inyeccion de haces de particulas neutras (NBI por sus siglas en inglés), éstas se
introducen en una regién del plasma a velocidades muy grandes, entonces penetran
y se ionizan por colisiones con el plasma hasta termalizarse, i. e. hasta alcanzar la
energia cinética promedio del plasma. Durante este proceso la energia cinética de las
particulas neutras es transferida al plasma, aumentando su temperatura . Otro
método es el calentamiento por resonancia de ciclotron, que consiste en incidir una
onda electromagnética en una regién del plasma con frecuencia tal que correspon-
da a la frecuencia de ciclotréon de iones o electrones. Las particulas en ésta regiéon
aumentan su energia y la transfieren al resto del plasma por colisiones [§].

1.2. Transporte del plasma en regiones con islas
magnéticas

Un haz de particulas neutras inyectado en el plasma se ioniza tras haber penetrado.
Entonces, queda una poblacién de iones con una energia cinética superior a la de los
iones que componen al plasma. Estos iones rdpidos colisionan y se transportan a
través del aparato de fusién. El transporte estarda determinado por la topologia del
campo magnético y por las variables termodindmicas que caractericen al plasma, i.e.
su densidad n y su temperatura T'. Entender la dindmica de esta poblacién de iones
es importante puesto que en un experimento de fusién debe controlarse la pérdida de
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1.2. Transporte del plasma en regiones con islas magnéticas

Figura 1.3: Representacion tridimensional de una isla magnética en un
tokamak. Imagen tomada de Sanderson et. al. @ﬂ

estas particulas, es decir, deben controlarse las colisiones con las paredes que pueden
danar al aparato.

La poblacién de particulas se movera en conjunto a través del plasma, cambiando
su distribucién espacial y sus promedios de energia y momento. Cuantitativamente,
este cambio se determina mediante los llamados coeficientes de transporte. Estos ya
han sido calculados de manera sistematica y exacta para campo uniforme e infinito
(Braginskii 1965 ), a la teoria formal que desarroll6 se le llamo teoria de transporte
clasico. Otra teoria fue desarrollada durante los afios 60’s y resumida por Hinton
y Hazeltine en 1976 para calcular coeficientes de transporte para plasmas con
campos toroidales. En contraste al caso de campos uniformes a esta se le llamé teoria
de transporte neocldsico. Estas teorias tienen en comun que las ecuaciones que las
describen son lineales en la funcion de distribucion, lo cual es una buena aproximacién
para tiempos de confinamiento cortos. Sin embargo, para los experimentos de fusién
con tiempos de confinamiento mas largos es necesario desarrollar una teoria que
incluya efectos no lineales de las ecuaciones que se refieren al transporte producido
por fluctuaciones en el plasma, tal teoria aun sigue en desarrollo y lleva el nombre
de Teoria de Transporte Andmalo [12].

El transporte neoclasico considera un campo magnético en equilibrio que se en-
cuentra alojado en superficies toroidales anidadas llamadas superficies magnéticas.
Sin embargo, si este campo en equilibrio es perturbado, es posible que en ciertas
regiones se produzcan reconexiones del campo y se generen subestructuras llamadas
islas magnéticas (véase la figura . Recientemente la existencia de islas magnéti-
cas en el vacio fue verificada de experimentalmente , en la figura puede verse
la topologia del campo del stellarator W7X, la cual incluye islas magnéticas. Las
teorias de transporte clasico y neoclasico no incluyen el efecto de islas magnéticas en
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(2) (b)

Figura 1.4: Mediciones experimentales de la topologia del campo
magnético. (a) Lineas de campo. (b) Isla 5/6. Imagenes tomadas de .

los coeficientes de difusion que predicen. Por ello el objetivo de esta tesis es es-
tudiar numéricamente el efecto de las islas magnéticas sobre el transporte
de iones en varios modelos de campo magnético.

La estructura de la tesis es la siguiente: en el capitulo 2 se describe matematica-
mente la estructura de las islas debida a una perturbacion del campo magnético. En
el capitulo 3 se muestran las ecuaciones que describen la dindmica de una poblacién
de particulas en el plasma y su equivalencia con ecuaciones de una sola particula. Se
obtienen ecuaciones de movimiento que se pueden resolver para distintas geometrias
de campo magnético con una region de islas magnéticas. En el capitulo 4 se mues-
tran resultados numéricos. Primero se muestra como es la dindmica individual de
las particulas y luego las secciones de Poincaré y coeficientes de difusién obtenidos
de simular a un ensemble de particulas. Finalmente, en el capitulo 5 se discuten los
resultados y se dictan algunas conclusiones.



Capitulo 2

Descripcion de las islas magnéticas

En experimentos de fusion, es posible conseguir el confinamiento del plasma me-
diante el diseno de un campo magnético B capaz de acotar el movimiento de las
particulas a una region finita del espacio. Tal campo magnético debe estar alojado
en una superficie bidimensional finita y suave. Es sabido, dado un importante teo-
rema matematico (Teorema de la bola peluda), que la tnica topologia que cumple
dichas condiciones es la de superficies toroidales anidadas, la cual es usada en apara-
tos de fusién como el tokamak y el stellarator. Sin embargo, no es posible mantener
la estructura de estos campos magnéticos a todo tiempo. Cuando el plasma esta
presente existen perturbaciones en el sistema que pueden llevar a la reconexién de
lineas de campo en algunas regiones del espacio, produciendo asi a las llamadas islas
magnéticas, que a su vez interactian con el plasma en cuestion.

En este capitulo se discute como se representa matematicamente la perturbacion
que genera una cadena de islas magnéticas en una region de un campo en equilibrio.
Para simular el transporte de una poblacion de iones en presencia de esta cadena debe
incluirse la perturbacion estudiada en las ecuaciones de movimiento de las particulas

cargadas (véanse secciones y 3-3).
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(a) (b)

Figura 2.1: (a) Coordenadas toroidales. (b) Componentes del campo.
Azul: direccién toroidal. Rojo: direccién poloidal. Imédgenes por Sanchez

et. al. .

2.1. Representacion del campo magnético

El campo magnético de un sistema descrito por coordenadas toroidales (1,6, ()
(ver figura [2.1a]) tiene la representacion covariante

B =V x V0 -V, x V(= B, + B,. (2.1)

Al primer término de esta ecuacién se le llama campo poloidal y al segundo cam-
po toroidal de acuerdo a sus direcciones, ver figura [2.1b, Esta representacion tiene
la caracteristica de que las trayectorias de las lineas de campo son de naturaleza
Hamiltoniana, i. e. se cumplen las ecuaciones

dp O
TR (2:20)
o oy,
i (2.2b)

que tienen la forma de ecuaciones de Hamilton con ,(¢, 0, () el Hamiltoniano, 1
el momento conjugado, # la coordenada generalizada y ( el tiempo.

Una superficie magnética se define por una funcién f(r) = cte si en todo punto
del espacio el campo magnético es tangente a esta, B -V f = 0. Se dice entonces que
f(r) es una cantidad de superficie. De la ecuacién (2.1) puede notarse que ¢ y 1,
son cantidades de superficie solo si 1, = 1,(¢).

8
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(a) (b)

Figura 2.2: (a) Superficies magnéticas anidadas. (b) Cortes perpendicu-
lares al flujo toroidal (azul) y poloidal (guinda). Imagenes por Sdnchez et.

al. .

A las funciones ¢ y 1, se les puede asociar una interpretacién fisica dadas las
relaciones

1
= / dCdody.J (B - V() = 2mp, (2.3a)

1
= / dCdbdibT (B - V) = 27, (2.3b)

donde J~! = V- (VO x V() es el Jacobiano. La ecuacién ({2.3a)) representa al flujo
de campo toroidal a través de una superficie definida en 0 < @ < ¢y, 0 < 0 < 27

y ¢ = cte. (2.3b]) representa al flujo de campo poloidal a través de una superficie
definida en 0 < 1) < by, § = cte y 0 < ¢ < 27. Véase la figura [2.21]

De esta manera, tanto el flujo poloidal 1, como el flujo toroidal 1 sirven como
etiquetas para las superficies magnéticas anidadas sobre las cuales se inscriben las
trayectorias de campo magnético (ver figura , noétese que las superficies anidadas
no necesariamente deben ser de seccién circular). A las superficies que se etiquetan
con las funciones ¢ y v, se les llama también superficies de flujo. Por iltimo, es usual
definir a la relacién di,/dy = 1/q(v), donde a ¢(¢) se le llama factor de seguridad.
También se puede definir a la funcién inversa ¢ = 1/q que se le llama transformada
rotacional, esta mide el niimero de vueltas que hace una linea de campo alrededor
del toroide en direccion poloidal tras haber dado una vuelta en direccién toroidal.
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Q
(b)

Figura 2.3: (a) Geometria de la reconexién. (b) Cadena de islas magnéti-
cas.

2.2. Formacion de las islas magnéticas

Para ilustrar como se forma una cadena de islas, se introduce una pequena per-
turbacién g a la funcién de flujo poloidal. Se toma su desarrollo de Fourier en las
variables 6, ( y se considera un solo arménico

d
Yy = /—¢ + a cos(n¢ — mé). (2.4)
q
Entonces, las ecuaciones de Hamilton para las lineas de campo (2.2)) son

d

d—zé} = —qymsin(n¢ — m#), (2.5a)

do 1

— = 2.5b

¢ q() (2:5b)

De ([2.5b]) puede notarse que ¢(1) define a la helicidad del campo en las variables 6,
( sobre la superficie 1, entonces si ¢ = dq/dy # 0 se dice que el campo es cizallado.

De las ecuaciones (2.1)), se tiene que B - Vi = magsin(n¢ — mb)/TJ, i. e.
la perturbacion o introduce una componente B en la direccién perpendicular a las
superficies de flujo. Si ¢(¢) no estd cerca del nimero racional m/n, ¥ es una funcién
oscilatoria y ¢(¢) puede aproximarse a una constante, dando entonces

QZC/Q—F@(), (26&)
b = aqm™e =) (2.6b)
n—m/q

10



2.2. Formacion de las islas magnéticas

En este caso, si bien las superficies de flujo se distorsionan, la topologia de super-
ficies anidadas se mantiene. Sin embargo si (1) ~ m/n, el denominador de
diverge. Para obtener una solucién cerca de una superficie racional, se desarrolla en
serie de Taylor a ¢(v) alrededor de 1)y, con q(1g) = m/n, y se introduce la variable
@ = n¢ — m#. Entonces, las ecuaciones de Hamilton toman la forma
mq'

dQ = 7 (1 — tbo)d( (2.7a)
dip = —agmsin Qd( (2.7b)

donde ¢ y ¢ = dq/diy se evalian en b = 1)y. Integrando las ecuaciones se
obtiene que

(b — )2 = qzc,“‘) (cosQ + k), (2.8)

donde £ es una constante de integracion.

Los puntos en el plano 1) —60 con ¢ = 0 descritos por transitos sucesivos de una linea
de campo forman una seccion de Poincaré. Si q es racional, la secciéon de Poincaré
consistira de un conjunto finito de puntos dados por . Si q es irracional, toda la
superficie sera cubierta. Nétese que los puntos dados por cos@ = 1, £k = —1 y por
cos ) = —1, k = 1 son periddicos con periodo m. Si se desarrolla el coseno alrededor
de cos () = 1 se obtiene la ecuacién

2

(b — )2 = qq‘f‘O (1—Q*/2+k). (2.9)

Entonces, para agq’ > 0, los puntos se encuentran en superficies elipticas alrededor
de los puntos periddicos. Estos forman curvas continuas o puntos discretos depen-
diendo del valor de ¢. Similarmente, cerca de los puntos con cos () = —1, los puntos
en la seccién de Poincaré yacen en superficies hiperbdlicas. Asi, hay una cadena de
hipérbolas y elipses en 1 = 1y a la cual se le llama cadena de islas, y se distingue
de las superficies toroidales por una separatriz que pasa por los puntos X (ver figura
. La separatriz se describe eligiendo la constante de integracion £ = 1, dando asi
islas con ancho

1/2
5 = 4(0‘2?2) . (2.10)

11
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Capitulo 3

Ecuaciones estocasticas de centro
guia

En este capitulo se muestra la derivacion de ecuaciones de movimiento para una
poblacién de particulas cargadas sujetas a campos externos y que colisionan con
un plasma de fondo. Se obtiene un sistema acoplado de ecuaciones de Langevin:
estas son ecuaciones diferenciales de primer orden que poseen una parte determinista
debida a los campos y una parte estocastica debida a las colisiones. Las ecuaciones de
Langevin pueden integrarse numéricamente mediante un algoritmo de Runge-Kutta
y el esquema de Euler-Maruyama [15]. Por otro lado, las teorias de transporte han
sido descritas en términos de la funcién de distribucién y sus momentos, de lo cual se
obtiene de forma analitica a los coeficientes de transporte [10]. La ecuacién de Fokker-
Planck determina a la funcién de distribucién de una poblacion de N particulas,
ésta puede resolverse equivalentemente mediante la integracion de N ecuaciones de
Langevin.

En la seccion se muestra como se obtiene la ecuacién de deriva cinética y el
operador generalizado de dispersion de Lorentz, lo cual determina a la ecuacién de
Fokker-Planck. En la seccion se muestra la derivacion de las ecuaciones de centro
guia y los operadores de Boozer y Kuo-Petravic, lo cual determina a las ecuaciones de
Langevin. La resolucién de éstas ecuaciones determinan la evolucion de las variables
de espacio fase (r,v, 2,02 \) adecuadas para el modelo de placa. Finalmente en la
seccién se muestran las ecuaciones de centro guia para las variables de espacio
fase (1,0, (,v%, \) adecuadas en el modelo de tokamak.
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Capitulo 3. Ecuaciones estocasticas de centro guia

3.1. Dinamica de la funcion de distribucion

Se considera una poblacién de N particulas cargadas de cualquier especie (i.e. iones
o electrones) en un plasma. Debe tomarse en cuenta la interaccién con campos exter-
nos y campos de las demas particulas cargadas en el plasma. A continuacion se vera
que, aunque la resolucién exacta a este problema es imposible, puede simplificarse si
se toman algunas aproximaciones fisicamente razonables.

3.1.1. Ecuacidn cinética

Un plasma se compone de electrones y una o varias especies de iones. Cada particu-
la se caracteriza por su carga ¢, su posicion r y su velocidad v. Para conocer la
dinamica de una poblacién de particulas en un plasma es necesario determinar a la
funcion de distribucion fq(r,v,t) tal que

fa(r, v, t)dPrd®v (3.1)

representa al nimero de particulas de especie a en un elemento de volumen del
espacio fase d®rd®v alrededor del punto (r,v) a tiempo t.

La funcién de distribucién obedece a la ecuacién de conservacion

9fa
ot

+v-Vf,+a- -V,f, =0, (3.2)

donde V es un operador de derivadas espaciales y V, de derivadas respecto a las
componentes de velocidad. v = x es la velocidad de la particula y @ = v la aceleraciéon
que esta dada por la fuerza de Lorentz como

€q
=—(F+ B). 3.3
a ma( v X B) (3.3)

E y B representan a los campos totales, es decir, la contribucién de campos exter-
nos pero también los producidos por las particulas cargadas que conforman al plasma.
Entonces, la ecuacion (3.2)) incluye a la interaccién electromagnética entre todas las
particulas del sistema. Resolverla requiere resolver las ecuaciones de Maxwell para
obtener los campos producidos por cada particula en el plasma, de modo que la ace-
leracién dependera de las posiciones y velocidades de todas las particulas del
sistema.
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3.1. Dindmica de la funcion de distribucién

Para simplificar el problema téomese en cuenta lo siguiente: a nivel macroscopico,
i.e. a escalas espaciales mayores a la longitud de Debye, es posible tomar cantidades
promedio respecto a un ensemble de plasmas macroscopicamente equivalentes, por
ejemplo

f - <f>ensemble7 a = <a>ensemble~ (34)

Tomar el promedio de ensemble de la ecuacién (3.2) dara en el dltimo término

<a'vvfa> %d'vvfaa (35)
ensemble

donde la igualdad se cumple solo si @ y f son estadisticamente independientes, es
decir en ausencia de interaccion.

La ecuacion cinética es una ecuacion de evolucion aproximada para f que incluye
a las colisiones como el “residuo” de las correlaciones entre particulas mediante un
operador C(f), se escribe como

Ofa
ot

donde se ha suprimido la notacion de barra a las cantidades promedio. El operador
de colisiones se define como

+v-Vfota Vyfo=C(f) (3.6)

U7t+At> — f(U,t)
A0 At '

(3.7)

A C(f) se le llama operador de Fokker-Planck si este representa colisiones Coulom-
bianas, en tal caso a suele llamarsele también ecuacion de Fokker-Planck. Por
otro lado, si C'(f) = 0, a (3.6]) se le llama ecuacion de Vlasov. Cualquier operador de
colisiones en la ecuacién cinética debe cumplir las propiedades siguientes [16]:

1. Bilinearidad. Cualquier proceso colisional debe ser dominado por interac-
ciones binarias, contribuciones de interaccién de tres o mas cuerpos son po-
co probables. En este caso el operador de colisiones puede escribirse como
Co =Y, Cap(fa, fp), donde Cyp representa dispersién de particulas prueba de
la distribucién f, debido a particulas de fondo de la distribucion f;,.

2. Disipacion clasica. El operador de colisiones debe incrementar la entropia.
De modo que en equilibrio C, se anula para f, = fi, esta es la distribucion
Mazwelliana

Frta(r,t) = na(r, t) (#@)m exp (%) (3.8)
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Capitulo 3. Ecuaciones estocasticas de centro guia

3. Invariancia de Galileo. El proceso colisional no cambia si las particulas se
mueven con un flujo V

Cap(fa(v = V), fo(v = V) = Cap(fa(v), fo(v)) (3.9)

4. Simetria espacial. El operador de colisiones debe tener invariancia traslacio-
nal y debe reflejar la invariancia rotacional del proceso colisional subyacente.

5. Comnservacién mecanica local. El operador de colisiones debe cumplir con-
servacion de particulas, energia y momento en cada punto del espacio.

3.1.2. Ecuacion de deriva cinética

La ecuacién cinética puede describirse en distintas variables de espacio fase. Para
coordenadas generales (z,t) se escribe como

of . of
— — =C(f). 3.10
En particular interesan las variables 2z = (r,v% ),0), donde » = (z,y,2) son

coordenadas espaciales, v? la energfa cinética normalizada, A el angulo de inclinacién
y 6 el dangulo de giro (véase la seccién . Para simplificar a esta ecuacién puede
tomarse un promedio de la ecuacién cinética respecto al dngulo de giro (F) = ¢ dOF.
Entonces

of dv? 0f d\Of dOof
<E+”'W+%8v2+dtm+dtae

of dv? of  dNOf

o TV raa Yoy~ ¢V (3.1

donde fy C(f) en la segunda igualdad son cantidades promedio respecto al &ngulo de
giro, se ha suprimido la notaciéon de promedio. Esto borra la informacién relacionada
al giro de la particula y reduce la dimensiéon de variables de espacio fase de 6 a 5,
de modo que las variables restantes quedan referidas inicamente al movimiento de
centro guia (véase la figura [1.1a). A (3.11)) se le llama ecuacion de deriva cinética,
esta contiene la informacién de la dinamica de la particula debida a los campos
externos. Sin embargo, para tomar en cuenta el efecto de colisiones con el plasma
atn falta especificar la parte derecha de [3.6]

16



3.1. Dindmica de la funcion de distribucién

3.1.3. Operador de colisiones de Fokker-Planck

Que las particulas cargadas tengan interaccién Coulombiana permite considerar
solo cambios pequenos en la velocidad. Con ello se puede reducir al operador de

colisiones a un operador de difusion en el espacio de velocidades, esto es el operador
de Fokker-Planck.

Se muestra la derivacién de la ecuacién unidimensional de manera breve, es directo
generalizar al caso tridimensional. Considérese una poblacién de particulas en el
plasma con funcién de distribucién f(x,v,t). Sea F'(v, Av) la probabilidad de que la
velocidad de las particulas cambie de v a v + Av como resultado de una colisién en
un intervalo de tiempo At, entonces debe cumplirse que

Flo,t+ Af) = /dAvf(v — Av ) F(v — Av, Av), (3.12)

esta es la ecuacion de Chapman-Kolmogorov, que da el cambio exacto de la funcién
de distribucién si el proceso es Markoviano, es decir, si el cambio depende solo del
estado inmediatamente anterior de la funcién de distribucion. Para cambios pequenos
de la velocidad, es apropiado tomar un desarrollo de Taylor en el primer argumento
de f(v—Av,t) y F(v— Av, Av), y con los momentos

/ dAvF (v, Av) = 1 (3.130)
(Av) = / dAVF (v, Av) A (3.13b)
(Av)?) = / dAVF (v, Av) (Aov)? (3.13¢)
puede obtenerse que
o) = g (180)7) + 5 (a0 ). (3.1

En el caso tridimensional y anisétropo, el operador de colisiones puede reescribirse
como

o) =~ (@sw0) + o (Gudupswn), @13

este es el operador de colisiones de Fokker-Planck, éste describe la contribucién de
colisiones.
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Capitulo 3. Ecuaciones estocasticas de centro guia

3.1.4. Dispersion de Lorentz

Para terminar de especificar al operador de colisiones hace falta dar la funcion de
distribucién del plasma de fondo fgg con el que colisiona la poblacién de particulas
de prueba. Se considera que el plasma de fondo es Maxwelliano, es decir los iones y
electrones que lo componen estarén (separademente) en equilibrio térmico y por tanto
su funcién de distribucion descrita por . Bajo esta suposiciéon y en las variables de
espacio fase (r,v, A), el operador de colisiones de Fokker-Planck se reduce al llamado
operador de Lorentz, que considera dispersién en angulo de inclinacién y velocidad.
Sin embargo, resulta tutil reescribirlo en términos de las variables de espacio fase
(r, 0% N).

Colisiones con un plasma Maxwelliano

Se busca la forma del operador de colisiones de Fokker-Planck para el caso de
colisiones entre una poblacion de particulas de prueba y un plasma Maxwelliano.
Para ello es 1util reescribir a la ecuacién de Fokker-Planck en términos de potenciales
de Rosenbluth

_m+my , Jo(v')
hb(’U) = Tb/dS’U "U — /U/‘, (316&)
a(v) = / @' v — o' f(v). (3.16b)

Estas funciones pueden interpretarse fisicamente como el potencial que actia so-
bre las particulas de prueba con velocidad v debido a las particulas del plasma de
especie b con funcion de distribucion f,. Entonces, para varias especies el operador
de colisiones de Fokker-Planck puede escribirse como

B o [ .0h\ 1 8 8%,
ci) = Z}Fb[— a—%(f a_> 250,00, (f avjavk)}7 (8:17)
donde
272 4
r, = drZ an; lnAb7 (3.18)

m es la masa de las particulas de prueba, Z su ntmero de carga, Z, el nimero de
carga de las particulas del plasma de especie b y In A, su logaritmo de Coulomb.
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3.1. Dindmica de la funcion de distribucién

Puede probarse que, para plasma Maxwelliano, la funcién de distribucién f,(v) =
fur(v) tiene la forma de la ecuacién (3.8) [17]. En tal caso los potenciales de Rosen-
bluth son isétropos y toman la forma

hy(v) = hy(v) = % <1 + mﬂb) O(v/vry) (3.19a)
(V) = gu(v) = ny KU + %) B(v/vry) + expf/_;Q/ vry) (3.19b)

donde

B(z) = % /O e (3.20)

es la funcién de error, n, la densidad de las particulas de especie b y vr;, su velocidad
térmica.

Operador generalizado de Lorentz

El operador de colisiones (3.17]) esta escrito en coordenadas cartesianas. Es posi-
ble reescribirlo en forma covariante para coordenadas generalizadas [18]. Asi, para
variables (r, v, A) se escribe como

. 1 82 2829b 1 0 8hb ng
C<f>—;“{2—vzw(“ F )“%{f( o a)]

1 dgy O 2 Of
T anant Moy (3:21)
después de tomar las derivadas, es posible reescribirlo como [19]
C(f)zzydba(l_)\Q i— ZVEbUf
- 2 0\ v? v
1 0
+ i [Z”E it v} (3:22)

Este es el llamado operador generalizado de dispersion de Lorentz, donde se han
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Capitulo 3. Ecuaciones estocasticas de centro guia

definido las siguientes cantidades

4 21 e*nlnA 4 [ e*nlnA (3.23a)
VBe = —A| — 55—, VBi= —4|——+—r, .23a
P 3V me kT TP T 3\ my (kpTi)32

2P - v O(x) — Uz,
Vd,e:%\/%y&eme (we) (xe)’ Vg = \/gyBﬂ.w’ (3.23b)

m2 x3
3 i V(e W (z;
VB,e = —\/%VBpﬁ (@ ), Vg = 3\/21/]3,@- (z ) (3.23¢)
x

DN o

7
2 me T 7

Aqui vp, es la frecuencia de colisiones de Braginskii [10] de las particulas de
especie b, vy la frecuencia de deflexiones, i.e. la frecuencia con que una particula
prueba se deflecta un dngulo 7/2 debido a colisiones con particulas de especie b, v,
la frecuencia de dispersién de energia, i. e. la frecuencia con que una particula de
prueba con energia inicial E se relaja a una energia final de termalizacién Fr debido
a colisiones con particulas de especie b. También se han definido

_ ®(z) —2d(2)
U(z) = oo : (3.24)
3 E3/2
InA =In |=—2(kpT})*?|, (3.25)

2 \/mne3
donde In A es el logaritmo de Coulomb de iones.

El operador incluye efectos conveccién y dispersion de angulo de inclinacion
en su primer término y de energia en su segundo término. Resolver la ecuacion cinéti-
ca significa obtener la evolucion de la funcién de distribucion de las particulas
de prueba incluidos los efectos de campos externos y colisiones con el plasma de
fondo.

3.2. Dinamica de 1-particula

La ecuacién de Fokker-Planck dada por y es una ecuacién diferencial
parcial acoplada a las ecuaciones de movimiento para (r,v% \). En esta seccién se
muestra que para el mismo sistema fisico se pueden obtener ecuaciones de Langevin,
que son las ecuaciones de movimiento para (r,v?, \) mas una parte estocastica y son
sencillas de integrar numéricamente. En el apéndice [B| se muestra que de hecho la
ecuacion de Fokker-Planck y las ecuaciones de Langevin son equivalentes.
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3.2. Dinamica de 1-particula

3.2.1. Ecuaciones de centro guia en coordenadas cartesianas

El movimiento de un ion de masa m y carga q sujeto a campos externos £ y B
se describe mediante la fuerza de Lorentz. Por ejemplo, sabemos que en un campo
magnético uniforme la trayectoria de una particula cargada girara alrededor de una
linea de campo a la vez que se trasladara paralelamente. Sin embargo, si el campo
es inhomogéneo y curvo es posible tener movimientos perpendiculares superpuestos
al giro y traslacion paralela a la linea de campo, a éstos se les llama movimientos de
deriva. Tal situacion complica bastante las ecuaciones de movimiento descritas por
la fuerza de Lorentz.

Las ecuaciones de centro guia son una aproximacion al movimiento original de
la particula, que considera sélo la dinamica del centro guia y desprecia la informa-
cién de giro (véase la figura [1.1a). Se considera p/L < 1 donde L es una longitud
caracteristica del sistema. Entonces, las ecuaciones de centro guia se obtienen desa-
rrollando a las ecuaciones de movimiento respecto al radio de giro pequeno p y se les
toma el promedio respecto al angulo de giro 6 (de la misma manera que se hace para
obtener la ecuacién de deriva cinética [3.11)). A orden mas bajo del radio de giro, las
ecuaciones para las coordenadas espaciales r = (z,y, z) son

dr

dt
donde v es la componente de la velocidad en direccion paralela a la linea de campo
y vp la velocidad de deriva (que es perpendicular a v|), se escriben como

=v| + vp, (3.26)

2 1 — /\2
v = oAb+ ML= A (v X b> b, (3.27a)
eB
Ex B mvi(l—\?) muv3\?
V=gt s B x VB + 5 (3.27Db)

donde b = B/B. El segundo término en es una correcciéon a primer orden de la
velocidad paralela. El primer término de [3.27b| corresponde a la velocidad de deriva
vexp debido al campo eléctrico. El segundo término es la velocidad vy g debida al
gradiente del campo y el tercer término la velocidad v, debida a la curvatura del

campo k = b x (b-V)b.

Notese que las ecuaciones corresponden a una particula cargada positivamen-
te, para obtener las correspondientes a un electrén basta con tomar e — —e. Una
consecuencia de promediar respecto al angulo de giro es que las variables de espacio
fase necesarias para integrar al sistema se reducen de 6 a 5. En particular, en este
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Capitulo 3. Ecuaciones estocasticas de centro guia

trabajo resultard ttil intercambiar a las variables (r,v) por (r,v? \), donde 7 son
coordenadas cartesianas de posicién, v? es energfa cinética normalizada y A es el
angulo de inclinacion de la particula, que se define como
v-B
vB '’

es decir es el dngulo formado entre el vector de velocidad v y el vector b.

A:

(3.28)

Resolver determina a la parte espacial del espacio fase. Aun se necesitan
ecuaciones de movimiento para v? y A que determinen al espacio fase faltante. Una
de las ecuaciones se puede obtener si se deriva respecto al tiempo a la cantidad
conservada U = mv?/2 + e® donde U es la energia total de la particula y ® el
potencial electrostatico, se obtiene que

dv? e

— =2—v-E. 3.29

dt mv ( )
donde E = —V® es el campo eléctrico externo.

El momento magnético u = mv? /2B es otra cantidad conservada, puede reescri-
birse en términos del dngulo de inclinacién como y = mv*(1 — A\?)/2B. Si se deriva
respecto al tiempo queda otra ecuacion de movimiento

dx 11— N[ el 1

AT Yy E— —v-VB|. .
dt 2\ vav Bv v (3.30)

Notese que esta ecuacion tiene al angulo de inclinacién en el denominador, esto es
indeseable para una resolucion numérica ya que genera inestabilidades en el proceso
de integracion debido a que puede ser un nimero muy pequeno. Para resolver esto
debe reemplazarse por A = v /v.

En resumen, las ecuaciones de movimiento bajo la aproximacién de centro guia
que determinan completamente a las variables de espacio fase (z,y, z,v%, \) son

dr

priall] +vp (3.31a)
dv? 2e

dX 1—X[2 1 )

— = — E— — -VB]|. 3.31
= > o (v + vp) U”B(UH +vp)-V (3.31c)

En adelante nos referiremos a ellas simplemente como ecuaciones de centro guia.
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3.2. Dinamica de 1-particula

3.2.2. Operadores de Boozer y Kuo-Petravic

Se muestra brevemente el procedimiento seguido por A. H. Boozer y G. Kuo-
Petravic [20] para derivar un operador Monte Carlo equivalente al operador de dis-
persion de Lorentz. Considérese el valor promedio del dngulo de inclinaciéon

1

() = /_ M, (3.32)

1

puede obtenerse que

% I (3.33)
O =1 —30%) — () (3.33b)

Si ademas se considera que inicialmente la distribucién es una funcién delta de
Dirac centrada en \g, at =0

d(A
do?

donde 0% = (A\?) — (\)? es la varianza.

Después de un tiempo corto t, se espera que f sea una distribucién gaussiana
centrada en A = \o(1 — v4t) con desviacién estandar [(1 — A2)vqt]'/2. Supéngase que
el esparcimiento de f se debe a un niimero grande de cambios en angulo de inclinacion
de mismo tamano pero signo distinto. De este modo

A = Xo(1 = vg7) £ [(1 = M)var]?, (3.35)
éste el operador de dispersién de dngulo de inclinaciéon de Boozer y Kuo-Petravic.

En notacién diferencial, y si se considera dispersién debida a varias especies [19], el
operador de dispersién de angulo de inclinaciéon puede escribirse como

A\ == vapdt + \/Z vap(1 — A2)dt'/2. (3.36)
b b
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Capitulo 3. Ecuaciones estocasticas de centro guia

Ademas, puede obtenerse un operador de dispersién de energia mediante el pro-
medio

(E) :/%mvzfélede (3.37)

y de manera similar al procedimiento seguido para ([3.35) puede obtenerse un opera-
dor para la energia

3 FEd
B, = Ey— 2upr) | By — ( 2+ =22\ 7| £ 2T Eo(vpr)]V2 (3.38)
2 Vg dE
Para varias especies y en forma diferencial, se puede escribir un operador de dis-
persién de energia para v?

/% 3kpT, 3ksTh
dv? = —2 2_ 1o © BIb ) gt 42 BLb 11/2 (339
=2 S ( e oS (3.39)

El primer término de las ecuaciones y representa conveccién de las varia-
bles A y v?, i.e. amortiguamiento respecto a la evolucién descrita por las ecuaciones
de centro guia [3.31] El segundo término representa dispersion, i.e. pequenas desvia-
ciones con signo aleatorio + respecto a la evolucion descrita por [3.31].

3.2.3. Ecuaciones estocasticas de centro guia

Se pueden sumar los operadores de Boozer y Kuo-Petravic (3.36) y (3.39) a las
ecuaciones de centro guia ([3.31]) para obtener

dr = (v + vp)dt (3.40a)

V2 /v
T, e ;
d/l)z = 2 vy + Up) - Edt — 2 E VE (’U2 — _—SkBT>dt
( I ) ; b \/_71\11(1}/?}“171,) b

+ 2v Z VE7b3kBdetl/2 (340b)
v b

[i(v +vp) - E— —— (v +vp) - VB} dt

UUH ’UHB

- Z Vapdt £ \/Z vap(1 — A2)dt*2. (3.40c)
b b

1=
92

d\

24



3.3. Ecuaciones de centro guia en coordenadas magnéticas

estas son las ecuaciones estocdsticas de centro guia. Su nombre se debe a que con-

sideran una parte determinista dada por las ecuaciones de centro guia y una parte
estocastica dada por los operadores de Boozer y Kuo-Petravic. En el mismo sentido
se dice que son ecuaciones de Langevin.

La utilidad de [3.40] es que son un sistema acoplado de ecuaciones lineales que,
dados los campos E y B y los parametros de plasma n y T, pueden integrarse
numéricamente mediante un algoritmo de Runge-Kutta y un esquema de Euler-
Maruyama [5]. Las ecuaciones estocasticas de centro guia dan la dindmica de 1
particula, debido a campos externos (en su parte determinista), y debido a colisiones
con otras particulas que componen al plasma (en su parte estocastica). Resolverla
para N particulas es equivalente a obtener la funcion de distribucion f que es la
solucién a la ecuacion de Fokker-Planck equivalente.

En este sentido, puede aplicarse un método de Monte Carlo para estudiar al trans-
porte de una poblacién de particulas prueba en el plasma. Pues integrar requiere
muestrear aleatoriamente debido al caracter estocastico de las ecuaciones. A partir
de ello pueden realizarse diagndsticos para obtener cantidades macroscopicas del
sistema, e.g. coeficientes de difusion.

3.3. Ecuaciones de centro guia en coordenadas magnéti-
cas

Las ecuaciones estocasticas de centro guia [3.40] son dificiles de resolver para una
configuracion de campo con geometria toroidal, puesto que los modelos de campos de
este tipo se describen con la magnitud B en términos de las coordenadas magnéticas
(¢p,0,C) (véase la figura , mientras que para resolver se requiere la forma
vectorial del campo, B. Sin embargo, también es posible obtener la dinamica de una
particula prueba en coordenadas magnéticas e incluir el efecto de islas y colisiones
con el plasma. Para ello se utiliza la formulacién Hamiltoniana del movimiento de
centro guia [21].

En el apéndice [A] se muestra cémo se derivan las ecuaciones de centro guia en la
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Capitulo 3. Ecuaciones estocasticas de centro guia

formulacién Hamiltoniana. El resultado es

ol 0 -K C =F\ [(J,H
bl |k 0 —g 1 ||oH
61 |-C g 0 0 OpH |’ (341)
¢ F -1 0 o) \oH

donde H es el hamiltoniano, C' = —1 + (p| + @)0y,g + goy,a, K = gdpa — 10, x
y F =q+ (p) + a)0y,I + 04,0, g e I son las corrientes poloidal y toroidal, o la
amplitud de perturbacién del campo con la forma

B = By, +V x aB,, (3.42)
donde By es el campo sin perturbar. « es una funcién con la forma
a(r,8,¢) = ap(r) sin(mb — n(), (3.43)

esta genera una isla de ancho [2.10

Para tomar en cuenta el efecto de colisiones pueden integrarse las ecuaciones
junto a los operadores de Boozer y Kuo-Petravic v [3.38 Otros codigos de centro
gufa ya han sido desarrollados antes para campos reales, e. g. ORBIT [21] Y GC3
[22].
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Capitulo 4

Simulaciones en modelos de islas
magnéticas

Se desarroll6 un codigo en FORTRAN y se paralelizé usando OpenMP y la arqui-
tectura multiproceso del cluster Tochtli (Instituto de Ciencias Nucleares, UNAM).
Con éste se realizaron simulaciones en los modelos de placa (seccién , de to-
kamak (seccién y de stellarator (seccién [£.3). Para cada modelo se obtuvieron

trayectorias individuales, secciones de Poincaré y coeficientes de difusion.

4.1. Modelo de placa

Una primera aproximacién para estudiar al transporte en islas magnéticas es en
geometria plana. Para ello se considera un campo cizallado inscrito en planos para-
lelos sin curvatura y se le toma una perturbacién tal que produzca islas (ver figura
. Asi, el campo magnético se escribe como

B =2z x V¢ + Byz, (4.1)
donde B, es una constante y 1) es
Y(x,y) = ¥, In[cosh(k,x + x0)] + ¥y cos(kyy + yo), (4.2)

aqui 1, /1), es una constante que da el ancho de la isla, k, = N;/L con N; es el
nimero de islas y L la longitud caracteristica del sistema, k, = 1/L, g y yo son
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Capitulo 4. Simulaciones en modelos de islas magnéticas

constantes que desplazan la posicion de la cadena de islas en el plano x — y. Las
superficies magnéticas descritas por ¥ (x,y) = cte. define curvas en el plano = — y
que se extienden paralelamente sobre el eje z.

En componentes, el campo magnético es

B, = kyy sin(kyy + vo), (4.3a)
By = k), tanh(k,x + x), (4.3b)
B. = B, (4.3¢)

puede verse que si ¢, = 0 se tiene un campo cizallado sin islas en el plano y — z.

Para integrar a las ecuaciones de movimiento se requieren condiciones de frontera,
aqui se toman condiciones que emulan las de un toroide: —a/2 < x < a/2 de modo
que si una particula llega a los extremos se considera como perdida (corresponde
a un choque con la pared en un tokamak), 0 < y < 27wa, 0 < z < 27R tienen
condiciones peridédicas. Aqui a 'y R son el radio menor y mayor del toroide equivalente.
La geometria de este modelo puede verse en la figura

2mna

Figura 4.1: Geometria de placa.

Dados los campos externos B, E, condiciones iniciales y de frontera, y los parame-
tros del plasma n, T" ya pueden integrarse las ecuaciones . Esto se ha hecho
previamente para campos de aparatos de fusién reales pero sin incluir el efecto de
islas magnéticas [b]. Aqui el objetivo sera estudiar cémo se modifica el transporte
de una poblacién de iones en presencia de una cadena de islas. Para tener un mejor
entendimiento del fenémeno, es 1til conocer al tipo de trayectorias que tendran los
lones en este sistema.
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4.1. Modelo de placa

4.1.1. Trayectorias

Se realiz6 la integracién de las ecuaciones ([3.31). Esto dio como resultado la evo-
lucién de trayectorias de iones durante un intervalo de tiempo ¢t = 0.18 ms. Ademas
se utilizaron los pardmetros que se muestran en la tabla [4.1]

Parametro Valor
Magnitud del campo en el eje By 2T

Radio mayor R 200 cm

Radio menor a 20 cm
Temperatura de iones 7T; 1keV
Temperatura de electrones T, 1keV
Densidad de plasma n 2 x 104 em ™3

Tabla 4.1: Pardmetros.

En la figura se muestran varias trayectorias de iones térmicos, i.e. iones con
la misma distribucién maxwelliana del plasma. Algunas trayectorias son pasantes,
éstas se encuentran fuera de la cadena de islas, y otras atrapadas en la cadena que
se encuentran en los puntos O de la cadena. En este caso sin colisiones, toda la
trayectoria de una particula se aloja en una sola superficie magnética, pues sigue
una sola linea de campo correspondiente a la posicién inicial. En la figura se
muestran trayectorias obtenidas bajo el efecto de colisiones con un plasma de fondo,
ésto se caracteriza por la frecuencia de colisiones v. Puede notarse que la trayectoria
de una particula pasante cambia a ser atrapada durante el tiempo de simulacion.
Aunque, en general, lo contrario también puede ocurrir. En la figura puede
verse que las particulas cambian mas frecuentemente de superficie magnética, lo que
se relaciona al incremento en la frecuencia de colisiones.

En la figura se muestra la evolucién de las variables de espacio fase para una
particula rapida con energia inicial de £ = 10keV. De la figura puede notarse
la oscilacion de la variable x debido a la isla, y de y, z debido a las condiciones
periddicas en esas direcciones. El angulo de inclinacién y la energia se mantienen
constantes. En la figura se incluye el efecto de colisiones. Puede notarse que
para t < 0.5 x 1071s7! las variables cartesianas se mantienen aproximadamente
iguales que el caso sin colisiones, el angulo de inclinacién oscila alrededor de A =1y
la energfa decrece hasta alcanzar la termalizacién. Para t > 0.5 x 107! s™! se observa
variaciéon estocastica en las variables cartesianas y el angulo de paso, mientras que la
energia oscila alrededor de la energia térmica de los iones del plasma. De ésto puede
decirse que los iones rapidos desvian poco su trayectoria debido a las colisiones, pero
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Capitulo 4. Simulaciones en modelos de islas magnéticas

si disminuye su energia hasta la termalizacion en donde las desviaciones ya se vuelve
apreciables.

& & &F
b xlem) xlem) xlem)
0.5 - 0.5 - 0.5
4 L5 4 L5 4 L5
| -2.0 -2.0 -2.0
-5.0 -5.0 — 5.0
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x{cm) 1= =1 x{cm) 1e1
(2) (b) ()

Figura 4.2: Proyeccién en el plano x — y de las trayectorias de
particulas. Se iniciaron con angulo de inclinacion A\ = 1 y =z =
—0.5,—1.5,—2.0, =5.0 cm. (a) Sin colisiones. (b) Con frecuencia de colisio-
nes v = 1.8 x 103s71. (c) Con frecuencia de colisiones v = 1.8 x 10*s71.
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Figura 4.3: Evoluciéon temporal de las coordenadas de espacio fase para
una particula rapida con energia inicial £ = 10keV y dngulo de inclinaciéon
inicial de A = 1. (a) Sin colisiones. (b) Con colisiones.
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4.1. Modelo de placa

4.1.2. Simulaciones Monte Carlo

Una seccion de Poincaré puede obtenerse simulando un ensemble de particulas
iniciadas en distintas superficies magnéticas, se elije un plano = — y para z = 0
de modo que la interseccion de una trayectoria con ese plano se representa como un
punto. En la figuraf.4]se muestra una seccién de Poincaré obtenida para el modelo de
placa, de esta puede verse que las particulas se mueven sobre superficies magnéticas.
Cabe destacar que una seccién de Poincaré no necesariamente corresponde a las lineas
de campo, pues las trayectorias podrian desviarse de estas debido a derivas. Atn asi
puede obtenerse una seccion de Poincaré del campo magnético tomando particulas
con energias muy bajas, E = 1 x 107 keV, de modo que sigan a las lineas de campo.
En este modelo tanto particulas lentas como rapidas dibujan el mismo tipo de seccién
de Poincaré, contrario a lo que ocurre en el modelo de tokamak (ver seccién .

ylcm)

10 05 0.0 0.5
x(cm)

Figura 4.4: Seccién de Poincaré. Se muestran en azul las superficies di-
bujadas tomando ¥ (x,y) = cte. de

Los coeficientes de difusién pueden calcularse a partir de la dispersion mediante la

formula
(2?) — (z)?
D(wo) = —A 0 (4.4)
2t

donde () representa el promedio de ensemble, zy es el valor inicial de = para la

poblacion de particulas simulada. En la figura [4.5] se muestra la dispersion de las

particulas en la variable x iniciadas en xq, el coeficiente de difusion esta dado por la

pendiente de la recta obtenida por regresion lineal. Asi, pueden hacerse simulaciones

para obtener coeficientes de difusion para varias frecuencias de colisién y para varios
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Capitulo 4. Simulaciones en modelos de islas magnéticas

anchos de isla. En la figura se muestran curvas de difusién D(v) obtenidas para
varios anchos de isla. Puede verse que la difusion incrementa con el ancho de isla.

g e

1.2 -

-~ 1.0} -
~ 0.8 E
—~ 0.6} -
8 0.4 -

00 [ 1 1 1 1 1

Figura 4.5: Dispersién de la variable z para un ensemble de particulas
ininiciadas en xg. La linea puntada representa la regresiéon lineal hecha
cuya pendiente corresponde al coeficiente de difusién.

10°

=2 10'p ]
— Py =23
N T
e 3y =6e—3
Py =8e—3
103 L 1 L
10° 10° 10* 10° 108

v

Figura 4.6: Difusion de iones térmicos para varios anchos de isla 1y =
2x1073,4x 1073, 6 x 1073, 8 x 1073.

Para visualizar que ocurre fisicamente con el incremento del ancho de isla, pueden
verse las distribuciones finales de particulas de la figura[4.7 Para anchos de isla cada

vez més grandes, (a-d), las particulas alcanzan a transportarse al otro lado de la
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4.1. Modelo de placa

isla a través de los puntos X, esto corresponde a un incremento en la dispersion y
por tanto del coeficiente de difusion. Por otro lado, puede verse que ocurre con el
incremento de la frecuencia de colisiones, (e-h). Como es de esperarse, de ésta se ve
que las particulas se transportan cada vez mas y mas lejos del valor inicial x( para
v cada vez mas grande, lo que también significa un incremento en el coeficiente de
difusion. Estos dos efectos combinados explican la forma de las curvas obtenidas en
4.0l

B T— L s, B3 " -t 5T -t s L
-1.00-0.75-0.50-0.2% 0.00 025 Q50 073 1.00 -1.00-0.75-0.50-0.2% 0.00 025 Q50 073 1.00 -1.00-0.75-0.50-0.2% 0.00 025 Q50 073 1.00 ~1.00 -0.75 -0.50 -0 2 00 025 os0 a7 1
lem . lem) . lem) . lem) -

(b) (c) (d)

il 20l ™

(h)

Figura 4.7: Distribucién final del ensemble de iones iniciado en xg. Se
muestran para varios anchos de isla ¢, = 2 x 1073, 4 x 1073, 6 x 1073,

8 x 1073 (a-d) y para varias frecuencias de colisién v = 2 x 102, 2 x 103,
2 x 104, 2 x 10° (e-h).
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Capitulo 4. Simulaciones en modelos de islas magnéticas

4.2. Modelo de Tokamak

A diferencia del modelo de placa, el modelo de tokamak incluye un efecto de
curvatura para el campo. En este las superficies magnéticas son superficies toroidales
anidadas, como se ve en la figura [2.2al Por otro lado, una isla magnética se ve como
en la figura [[.3] Se modela al campo de tokamak de seccién circular de acuerdo a
20]

B(r,0) = B, (1 — eu’ cos 9) , (4.5)

a
donde By es la magnitud del campo en el eje magnético, €, = R/a la razén de
aspecto inversa en la pared y a el radio menor del tokamak. Para poder resolver las
ecuaciones de centro guia hace falta dar al factor de seguridad ¢, las corrientes
g, I y sus derivadas ¢’, I'. Aqui se toman a las corrientes como constantes: g = RB,,
e [ =rBy, por tanto ¢’ = I’ = 0. Para el factor de seguridad se toma al perfil

q(¥) = qu (%)m : (4.6)

donde ¢, = €,B:/B, es el factor de seguridad en la pared y 1, es el flujo poloidal
en la pared.

Para modelar a la amplitud de perturbacién « en [3.41] se utiliza [23]

e NS

CUYO MAXIMO €S (pax Y S€ encuentra en max = Tmax/a = m/(m + p). Este es un
buen modelo para m/n > 1, aqui se utiliza m =2, n = 1. En la ﬁgura se muestra
la forma de a(r).

4.2.1. Trayectorias

La integracién de las ecuaciones junto a los operadores de colisién y
para una sola particula dio como resultado las trayectorias de la figura [4.9]
En se muestran cuatro trayectorias para varios angulos de inclinacion. Puede
verse que las particulas con dngulos de inclinacion cercanos a —1 tienen trayectorias
recorridas hacia la pared interna (la mas cercana al eje), mientras que angulos de
inclinacién cercanos a 0~ tienen trayectorias recorridas hacia la pared externa (la més
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4.2. Modelo de Tokamak

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0
r lel

Figura 4.8: Forma de la amplitud de perturbacion.

alejada al eje). Existen dos tipos de dérbitas en este caso: las particulas con dangulo
de inclinaciéon més chico dan lugar a drbitas de banana, cuya velocidad paralela se
anula cerca de las puntas y la particula se refleja hacia superficies magnéticas mas
cercanas a la pared externa. Las particulas con angulo de inclinacién grande tienen
orbitas pasantes cuyas trayectorias no se reflejan y contintian hacia superficies mas
cercanas a la pared interna.

En la figura [4.9D] se muestran las trayectorias bajo el efecto de colisiones, esto hace
que las particulas cambien de superficie magnética y también puedan cambiar su
tipo de 6rbita de banana a pasante (o viceversa). En se incluye el efecto de una
cadena de islas m = 2, n = 1 pero no el de colisiones. Puede verse que las particulas
cambian de superficie magnética pero mantienen su tipo de trayectoria. Finalmente
en se muestra el efecto combinado de colisiones e islas magnéticas.

En la figura [£.10] se muestra la evolucién de las variables de espacio fase para
una particula con dngulo de inclinacion inicial A = 1 y energia £ = 10keV. En
se observa una oscilacion en el flujo magnético, esto indica que, si bien la
particula tiene una orbita pasante, esta tiene un movimiento acotado entre superficies
magnéticas. También puede verse el incremento en las variables toroidal y poloidal,
y una oscilacion del radio de giro paralelo. En la figura se incluye el efecto
de colisiones, puede verse un salto en el dngulo poloidal, que corresponde con una
reflexién de la trayectoria, es decir el cambio de érbita pasante a érbita de banana.
En se incluye el efecto de las islas solamente que no cambian significativamente
las variables salvo la variable de flujo. En la figura se incluyen los efectos tanto
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18 19 7.0 71 2.2 18 19 7.0 71 2.2
x(cm) le2 x(cm) le2

8 19 2.0 2.1 2.2 8 19 2.0 2.1 2.2
x(cm) le2 x(cm) le2

(c) (d)

Figura 4.9: Proyeccién en el plano x — z de las trayectorias de particulas
individuales con angulos de inclinacién iniciales A = 0.1,0.5, —0.1, —0.5 en
el modelo de tokamak. (a) Sin colisiones. (b) Con colisiones. (c) Con islas.
(d) Con colisiones e islas.

de las colisiones como de la isla.

En la figura [£.11] se muestra la evolucién del dngulo de inclinacién y de la energfa
para la misma particula de la figura [£.10] Como es natural, de puede verse que
el efecto de colisiones cambia de forma estocastica al dngulo de inclinacion y relaja
la energia a la termalizaciéon. Por otro lado de puede verse que el efecto de islas
no cambia la evolucién de estas variables.
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Figura 4.10: Evolucién temporal de las coordenadas de Boozer para una
particula con &dngulo de inclinacién inicial A = 0.5 en el modelo de toka-
mak. (a) Sin colisiones. (b) Con colisiones. (¢) Con islas. (d) Con colisiones
e islas.

4.2.2. Simulaciones Monte Carlo

Para verificar la rotacién de la cadena de islas se simula a un grupo de particulas,
N = 80, poco energéticas que siguen las lineas de campo. Se obtienen secciones
de Poincaré para varios angulos toroidales, estas secciones corresponden al campo
magnético. En la figura puede verse que, efectivamente, la cadena de islas rota
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Figura 4.11: Evolucién temporal del dngulo de inclinacién y la energia
para una particula con dngulo de paso inicial A = 0.5 en el modelo de
tokamak. (a) Sin colisiones. (b) Con colisiones. (c) Con islas. (d) Con
colisiones e islas.

en direccion poloidal a medida que da una vuelta en direccion toroidal.

En la figura se muestran secciones de Poincaré en el plano r — 6, puede
verse el cambio en el tamano de las islas al variar la amplitud de la perturbacién
ap = 2x107% 4x 107 6 x 1074, 8 x 107%. En (a-d) puede verse que las lineas
de campo se mantienen alojadas en superficies y hay una cadena de m = 2 islas
en r = 0.5ry,. En (e-h) se muestran secciones para trayectorias de iones répidos,
puede verse que aparecen islas secundarias ademas de la m = 2 inducida por la
perturbacion, por ejemplo aparece una cadena m = 3 en 7 = 0.8ry;,. Ademas, en
este caso hay una region estocastica cerca de » = 0 en la cual las trayectorias no se
alojan sobre superficies y se ven como ruido en la seccién de Poincaré.

Se realizaron simulaciones de un ensemble de N = 1 x 10 iones térmicos con los
parametros mostrados en la tabla y a partir de ello se calcularon coeficientes
de difusion. La figura muestra curvas de difusion D(v,) para iones térmicos
iniciados en r = 0.3r,;, para varios anchos de isla . Puede verse que para anchos
de isla més grandes la difusion incrementa en los regimenes de banana y de Phirsch-
Schluter. Ademas, pueden compararse los resultados numéricos con la curva predicha

por el transporte neocldsico [11]. Por otro lado, la figura [4.14b) muestra curvas de
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Figura 4.12: Secciones de Poincaré del Tokamak en el espacio r — z para
varios angulos toroidales. (a) ( = 0. (b) ( =7/3. (¢) ( =27/3. (d) ¢ = 7.
(e) ¢ =4n/3. (f) ¢ = b57/3.

difusién para iones térmicos iniciados en r = 0.7r,;,, en este caso puede verse que el
ancho de isla no tiene un efecto significativo en el transporte. Notese que la isla se
encuentra alrededor de r = 0.57r ;.

En la ﬁgura se muestran las curvas de difusién D(r) para varios anchos de isla.
En se muestran las curvas para iones térmicos en el régimen de plateau, puede
verse que para anchos de isla mas grandes se incrementa la difusién en la region
cercana al eje magnético, r/rn;, = 0. Cerca de la cadena, alrededor de r/ryy, = 0.5
la difusién se mantiene para todos los anchos de isla. En[£.15D]se muestran las curvas
de difusion para iones rapidos con energia de £ = 10keV en el régimen de plateau.
En se muestran las curvas de difusién para iones térmicos en el régimen de
banana, puede verse que la difusién es menor para todos los anchos de isla respecto
a pero la forma de las curvas es cualitativamente similar. En se muestra
el caso para iones rapidos en el régimen de banana.
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Figura 4.13: Secciones de Poincaré en el espacio r — 6 para campo de to-
kamak (a-d) y para el espacio fase de iones rapidos con energia F = 10keV
(e-h). Se usaron amplitudes de perturbacién a = 2 x 1074, 4 x 1074,
6 x 1074, 8 x 1074,

Para tener una idea de que ocurre fisicamente con la difusién pueden obtener-
se distribuciones de particulas. En la figura se muestra la distribucion final
de particulas para una simulacion sin colisiones y sin islas. Puede verse que las
particulas se mantienen practicamente sobre la misma superficie magnética en que
fueron iniciadas. En la figura se muestra el efecto de colisiones en el régimen
de Plateau, puede verse que las particulas se encuentran dispersas respecto a su
posicién inicial. En la figura se muestra el efecto de la cadena de islas con
amplitud o = 6 x 1072, puede verse que, en comparacién al caso de solo colisiones,
las particulas se encuentran mas dispersas respecto a su superficie inicial. La figura
muestra el efecto combinado de colisiones e islas, en esta puede verse que hay
particulas que colisionan con la pared inferior (se muestra como puntos verdes en la
pared).
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Figura 4.14: Coeficientes de difusién D(v,) de iones térmicos para va-
rios anchos de isla. Se muestra también el valor que predice el transporte
neocldsico sin islas. (a) Para rg = 0.3. (b) Para o = 0.7
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Figura 4.15: Coeficientes de difusién D(r) de iones para varios anchos
de isla ap = 2x107%, 4 x 1074, 6 x 107%, 8 x 107%. (a) Iones térmicos
en el régimen de plateau. (b) Iones rapidos en el régimen de plateau. (c)
Iones térmicos en el régimen de banana. (d) Iones rapidos en el régimen

de banana.
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4.2. Modelo de Tokamak

z(cm)
z(cm)

8 1.9 2.0 2.1 2.2
x(cm) lez

z(cm)
z(cm)

2 . z 8 19 2.0 2.1 2.2
x(cm) le2 x{cm) 1e2

Figura 4.16: Proyeccion en el plano poloidal de la distribucién final de
particulas. (a) Sin colisiones y sin islas. (b) Con colisiones y sin islas. (c)
Sin colisiones y con islas. (d) Con colisiones y con islas
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Capitulo 4. Simulaciones en modelos de islas magnéticas

4.3. Modelo de Stellarator

A diferencia del modelo de placa y el de tokamak, el modelo de stellarator incluye
tanto el efecto de curvatura como el efecto de atrapamiento helicoidal.

Se puede modelar al campo de stellarator de acuerdo a
1
B(r,0,() = By |1 — €, cos @ — e, cosn + §U<€h‘ coSn_ + €, N+) (4.8)

donde ¢, = 7/R es la razén de aspecto inversa, €, = e(r/a)!, ep, = ex(r/a)tFV,
n=10—m(,ne = ({£1)0—m(, con €y, €1 constantes. Aqui se elige entre 0 = —1,0, 1
de manera que el confinamiento sea 6ptimo. Para ello debe tomarse el perfil de
campo que localice a las orbitas atrapadas helicoidalmente al interior del toroide,
esto compensa los movimientos de deriva que llevan a las particulas hacia la pared.
En la figura [4.17] se muestran los perfiles a lo largo de una linea de campo, puede
verse que para o = 1 el perfil es maximo cerca de # = =+, lo cual corresponde al
confinamiento éptimo (véase [£.3.1)).

12 T T T T T T

£1_0 /\/\/\f\/\n nnﬂf\X\/\
Y L VV\/\/\/\/\/\/\/VV 4

Figura 4.17: Perfiles de campo magnético a lo largo de una linea de
campo. (a) 0 =0. (b) o =1. (¢) 0 = —1
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4.3. Modelo de Stellarator

4.3.1. Trayectorias

En la figura[4.18|se muestran trayectorias de iones térmicos de E = 1keV iniciados
en r = 0.5ryui, con diferentes dngulos de inclinacion A = —0.5, —0.1, 0.5, 0.1. No se
incluyen efectos de colisién ni islas. En se muestran las trayectorias para el
perfil de campo ¢ = 0. Las érbitas con angulo de inclinaciéon grande, A = —0.5, 0.5,
son pasantes. Por otro lado los iones con A = —0.1, 0.1 son atrapados helicoidalmente
y derivan hacia la pared interna. La trayectoria con A = —0.1 choca con la pared
mientras que la trayectoria con A = 0.1 alcanza a alejarse de la pared sin chocar.
Esta configuracién no es 6ptima para el confinamiento, puesto que la distancia entre
las érbitas atrapadas helicoidalmente y las 6rbitas pasantes es muy grande y acerca
a las particulas con angulo de inclinaciéon mas chico hacia la pared interna.

En la figura pueden verse las trayerctorias para el perfil de campo o = 1.
La trayectoria con A = —0.1 tiene una orbita atrapada de banana y la trayectoria
con A = 0.1 es en parte una 6rbita de banana, pero también se vuelve una orbita
atrapada helicoidalmente. Esta configuracién es éptima puesto que la distancia entre
las 6rbitas atrapadas helicoidalmente y las érbitas pasantes se mantiene aproximada-
mente constante. En comparacién al perfil ¢ = 0, los iones no se acercan demasiado
a la pared interna.

En la figura pueden verse las trayectorias para el perfil de campo o = —1.
En este caso la érbita atrapada helicoidalmente tiene una deriva abrupta hacia la
pared. Es claro que esta configuracién no es éptima. Al igual que en los modelos de
placa y de tokamak, el efecto de colisiones e islas es mover a los iones de superficie
magnética de manera estocastica (véanse las figuras y .

4.3.2. Simulaciones Monte Carlo

En la figura se muestran secciones de Poincaré del campo (a-d) y de los iones
rapidos (e-h). Puede verse que los anchos de isla mas grandes no genera regiones
estocasticas para el campo. Sin embargo, para las secciones de iones rapidos con
los mismos anchos de isla puede verse que poseen una region estocastica cerca de
r/rmin = 0y ademés aparecen islas secundarias cerca de 7 /7y, = 1. Cualitativamente
ocurre lo mismo que para la secciones de tokamak, pero en este caso las secciones de
iones réapidos tienen una estructura ligeramente distinta.

En la figura se muestran los coeficientes de difusién D(v,) obtenidos para
iones térmicos de £ = 1keV. En este caso, los coeficientes en el régimen de baja
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Capitulo 4. Simulaciones en modelos de islas magnéticas

Figura 4.18: Proyeccién en el plano x — z de las trayectorias de iones con
varios dngulos de inclinacién iniciales A = 0.1,0.5,—0.1, —0.5. (a) o = 0.
(b) o =1.(c) o = —1.

(e () (8) (h)

Figura 4.19: Secciones de Poincaré en el espacio r — # para varios anchos
deisla @ = 0, 2x 1074, 4 x 1074, 6 x 107%, 8 x 10%. Se muestran las
secciones del campo (a-d) y de iones répidos (e-h).

colisionalidad difieren bastante respecto a lo predicho por el transporte neoclasico
en tokamaks. Este efecto ya ha sido estudiado previamente y es sabido que se de-
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4.3. Modelo de Stellarator

Plateau |

Figura 4.20: Coeficientes de difusién D(v,) para varios anchos de isla
a=0,2x10"% 4x107% 6 x 1074, 8 x 10~%. Se muestran los regimenes
de superbanana y plateau.

be al atrapamiento helicoidal [16]. A tal régimen en el modelo de stellarator se le
llama de superbanana, y en este existen Orbitas pasantes, de banana y atrapadas
helicoidalmente. Puede notarse que el efecto de islas es despreciable en el régimen de
superbanana, mientras que en el régimen de plateau se incrementa muy ligeramente
la difusion.
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Capitulo 5

Conclusiones

Se desarrollé un cédigo que resuelve las ecuaciones de centro guia para una pobla-
cién de iones (térmicos o répidos) en los modelos de placa, tokamak y stellarator.
Se incluy6 una cadena de islas magnéticas y el efecto de colisiones con un plasma
maxwelliano de fondo mediante operadores de Boozer y Kuo-Petravic. A partir de
la simulaciéon de un ensemble de particulas, se obtuvo una solucion numérica para la
evolucion de las variables de espacio fase de cada particula. Esto equivale a obtener
la funcién de distribucion que soluciona a la ecuacion de Fokker-Planck con un ope-
rador de colisiones de Lorentz. Se realizaron diagndsticos para calcular trayectorias,
secciones de Poincaré y coeficientes de difusién en varios regimenes de colisionalidad
y para varios anchos de isla en cada modelo.

A partir de secciones de Poincaré se obtuvo que, en el modelo de placa, tanto las
lineas de campo como las trayectorias de las particulas se alojan sobre superficies
magnéticas. Por tanto, no existe transporte estocastico en este caso. Se obtuvo que
las islas magnéticas incrementan el transporte radial de iones térmicos. Tal efecto
se asocia a que los iones simplemente siguen las lineas de campo que tienen una
componente radial debido a la presencia de la cadena de islas. Por otro lado el
efecto de colisiones cambia de superficies magnéticas a los iones, contribuyendo con
la difusién.

En las secciones de Poincaré para trayectorias en el modelo de tokamak, se obtuvo
que se generan islas secundarias en la region cercana a la pared del tokamak y existen
regiones estocasticas cercanas al eje magnético. Se calcularon coeficientes de difusion
D(v,) en varios regimenes de colisionalidad y se obtuvo una buena correspondencia
con lo predicho por la teoria de transporte neoclasico para el caso sin islas. Ademas,
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Capitulo 5. Conclusiones

se calcularon coeficientes D(r) para una sola frecuencia de colisiones y varios anchos
de isla. Para iones térmicos se observé que el efecto del transporte estocastico se
ve reflejado como un incremento de los coeficientes de difusién en la region cercana
al eje magnético, mientras que cerca de la cadena de islas la difusién se mantuvo
constante para todos los anchos de isla. Para iones rapidos en el régimen de plateau
no se observé un cambio significativo en el transporte debido a la cadena de islas,
mientras que en el régimen de banana se observé un comportamiento similar al de
iones térmicos. El incremento de la difusién en presencia de islas magnéticas esta de
acuerdo con resultados experimentales recientes [25].

Finalmente, en el modelo de stellarator se obtuvo que las secciones de Poincaré son
cualitativamente similares a las del tokamak. Los coeficientes de difusién mostraron
una buena correspondencia con la teoria de transporte que predice un régimen de
super banana cuando hay atrapamiento helicoidal de las particulas.
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Apéndice A

Derivacion de las ecuaciones de
centro guia en coordenadas
magnéticas

A.1. Formulaciéon Lagrangiana de la aproximacion
de centro guia

El método consiste en un desarrollo orden a orden de la funcién lagrangiana res-
pecto al radio de giro, ademas se agrega en cada paso una derivada total respecto al
tiempo (que simplifica el cdlculo a ese orden). La derivacién detallada puede encon-
trarse en [26], aqui solo se muestran los pasos esenciales.

Se parte de la funcién lagrangiana de una particula cargada en un campo electro-
magnético

L=[A(x,t)+v] - —H(v, @), (A1)

con B =V x Ay funcién hamiltoniana H = v?/2 + ®(x, t).

Se separa el movimiento paralelo al campo magnético respecto al movimiento per-
pendicular, esto se muestra a través del vector de velocidad, v = v b + w¢ donde

b = B/By ¢ = —sine; — coséeéy con b =6 x €y, ¢ el dngulo de giro y w la
magnitud de la velocidad perpendicular.
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Apéndice A. Derivacion de las ecuaciones de centro guia en coordenadas
magnéticas

El centro de guia de una particula se define con

w .
=X+ 3% (A.2)
donde a = cosée; — sinée, tal que b=2¢xa y todas las cantidades en el segundo
término estan evaluadas en la posicién del centro guia X . Asi, se reescribe la funcion
lagrangiana como

L=[A+uvb+we- {X+%(%a)} — . (A.3)

Ahora, se hace un desarrollo respecto al parametro pequeno w. Es decir, todas las
escalas espaciales son grandes comparadas a w tal que las variaciones temporales del
campo son lentas respecto a la frecuencia de giro €. Entonces, se puede escribir al
potencial vector como

Az, t) ~ A(X, 1) + %a VA(X,1), (A4)

este se sustituye en (A.3)). Luego se suma la derivada total de una cantidad S; y se
aproxima a orden mas bajo respecto &. Se repite el procedimiento para otra cantidad
Sg. Aqui Sl y SQ son

w
S1 = —354" A, (A.5a)
w? .

Luego de este procedimiento la funcién lagrangiana queda reducida a

. e wX w,. 0A
y finalmente se toma el promedio respecto al angulo de giro. Queda entonces
L=[A+pB]- X+ —H, (A7)

donde H = H(vj, w, X ,t), p = w?/2B es el momento magnético y py = vj/B es el
radio de giro paralelo.

De esta funcién lagrangiana se puede concluir que g es una cantidad conservada
y § es constante. Hasta este punto no se hizo ninguna suposicién sobre el campo
magnético, por lo cual es valida independientemente de la existencia de super-
ficies magnéticas, equilibrio u otras condiciones sobre B.
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A.2. Formulacion Hamiltoniana de la aproxima-
cion de centro guia

La formulaciéon Hamiltoniana del movimiento de centro guia fue construida explici-
tamente por [27]. Ademés se puede extender el formalismo para incluir campos que
no poseen superficies magnéticas bien definidas, dando lugar a campos estocasticos.

De la forma covariante del campo puede identificarse que B = V x (¢ V0—,V() =
V x A, por otro lado v = YV 4+ 6V + V(. Entonces, puede reescribirse la funcion
en términos de las variables (¢, 6, () como

L=+p D)0+ (p1g — p)C + pé + dpyh — H, (A.8a)
donde la funcién Hamiltoniana se escribe como H = pﬁ /24 uB + O.

Salvo el término que incluye a ¢, este lagrangiano tiene la forma canénica £ =
Prgr — H. Puede probarse que ¢ no representa ninguna contribucion a la trayectoria
del centro guia en (¢,,60) ni a la precesién toroidal en la variable ¢, simplemente
corresponde a una fase adicional en la variable de tiempo. Por esto, puede eliminarse
el término que lo incluye en la funcién Lagrangiana y ello no cambiard la descripcién
de la trayectoria [26]. Asi, es directo identificar a los momentos canénicos

Py =v+pyl, (A.9a)
Pe=p1g — by, (A.9b)
y las ecuaciones de movimiento son
. OH . OH
e—a—Pe, Pg——%, (AlOa)
. OH . OH
= — Pr=———. A.10b
¢ o ¢ o (A.10b)

Nétese que la funcién hamiltoniana esta dada en las variables (p,1,(,0), y las

ecuaciones de Hamilton en (P, Py, ¢, 0). Sin embargo, se pueden obtener (py, ¥, ¢, 0)
en las variables (pj, v, (,6) con el cambio de coordenadas

,O“ 0 0 —0ypPy Oy F 8p||H
# — 1 0 0 aPH Ly _aPHPC 9o, H 7 (A.11)
g D 8¢P9 —8p” Py 0 0 8PC%
0 —0ypPe 0, 1% 0 0 [



Apéndice A. Derivacion de las ecuaciones de centro guia en coordenadas
magnéticas

donde D = gq + 1 + pj(gl' — 1g").

Un célculo directo lleva a reescribir [A.11] como las ecuaciones de movimiento

Py = —% [(u + pﬁB)agB + a&} + é {(u + pﬁB)@CB + accbl , (A.12a)
0 = pH—Z;BZ(l —p19) + % [(u + pi B)y, B + 3wp‘b] : (A.12b)
¢ = pl'—lé}?(q—i—pl’) —é[(u#—pﬁB)@%B%—@%@}, (A.12¢)

Pl = —%(1 —n9) {(u +piB)0s B + 6@}

- %(q + pi ") {(,u + pﬁB)@CB + a<q>] . (A.12d)
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Apéndice B

Equivalencia entre operadores de
colision de Fokker-Planck y
operadores de Boozer y
Kuo-Petravic

Aqui se muestra que existe una equivalencia entre el operador de colisiones en la
ecuacion de Fokker-Planck que describe la interaccion de una poblacién de particu-
las de prueba con un plasma de fondo 18] y ecuaciones de Langevin en donde las
colisiones aparecen como términos que se agregan a las ecuaciones de centro guia y
que estan dados por los operadores de Boozer y Kuo-Petravic [20].

La equivalencia entre una ecuacién de Fokker-Planck y ecuaciones de Langevin
estd dada por

aof 0 1 02 .
E _@ijf) * 2 Ozt Oz (Gan ), (B.1a)
da' = F'(z,t)dt + Gi(x,t)dW, (B.1b)

donde la primera ecuacion es la de Fokker-Planck y la segunda las ecuaciones de
Langevin para las variables de espacio fase i,j = (r,v2 \). La funcién F(z,t) con-
tiene la informacién de la dinamica de las particulas debido a los campos B, E. El
efecto de colisiones se encuentran en F'(z,t) y G%(x,t) para 4, j = (v*, A). dW7 son
nimeros aleatorios.
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Apéndice B. Equivalencia entre operadores de colision de Fokker-Planck y
operadores de Boozer y Kuo-Petravic

Debido a la interaccion de largo alcanza de la fuerza de Coulomb, las colisio-
nes lejanas de angulo pequeno son mucho mas probables que las de angulo grande.
Esto permite escribir a la ecuacion de Fokker-Planck en las variables de espacio fase
(7, \,v?) como [1§]

cr=12 {(142)%} b [U%E (vf+%%>}, (.2)

donde Lf contiene la parte de la ecuacion que describe la dinamica de la funcién de
distribucién f debida a los campos B y E, v; vy vg son las frecuencias de relajacion
de deflexién y de energia definidas por [3.23

En estas expresiones x = v/uvy, vp,; es la frecuencia de Braginskii para iones, In A;
es el logaritmo de Coulomb para iones, n; la densidad de iones. Ademas

O(z) = Ox dy%e_yQ, (B.3a)
¥(z) = 2 ;qu)/(m). (B.3b)

La ecuacién puede reescribirse mediante célculo de Ito [15] como

of 0 o
E = _vrcc ’ (arccf) + 5 [_(a)\ + a{\t )f + X(bif)]
8 It 1 a 2
— (a2 o ——(b% )] . B.4
oz | (0 + 9 + g1 (B.4)
De la ecuacién [B.4] pueden identificarse los términos
z e

a&to = — A\, a?QO = 2ug (CL’Q — ﬁ@) (B.5a)

Do = /(1 = N2y, b =22\/vg, (B.5b)

estos corresponden a los operadores de Boozer y Kuo-Petravic. a}® y alf corres-

ponden a conveccién de las variables (v?) \), mientras que bY° y b;tzo corresponden a

dispersién de esas mismas variables.
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Entonces, las ecuaciones de Langevin se escriben como

drac
o = Groo (B.6a)
dX\
E = (CL>\ + a&to) + W)\b&to, (B6b)
d 2
d—g“; = (az2 + d'%) + W,2bl%p, (B.6c)

Estas ecuaciones son las mismas que , donde a, . estd dada por la aproxima-
cién de centro guia.
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