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Introduccion

Algunos dirfan que la nociéon de punto es una nocién primitiva,
otros, como Euclides, se atreverian a dar una definiciéon. Euclides dice
que un punto es “aquello que no tiene partes”, lo que naturalmente
nos lleva a la pregunta ;Qué es una parte? ;Por qué Euclides da una
definicién a partir de una negaciéon? Define el punto a partir de una
ausencia, la ausencia de partes (ahora ‘parte’ es la nocién primitiva).
Euclides nos dice que si logramos saber si un objeto tiene o no par-
tes sabremos si es un punto. ;Cémo entiende a los puntos? jcomo los
ladrillos basicos de la geometria? ;entiende a las figuras geométricas
como compuestas por puntos? Al decir que son objetos indivisibles,
sin dimensiones, inmediatamente imaginamos a un punto como una
estrellita y no como una esfera ¢ algin otro objeto que pueda hacer
referencia a un interior, indivisible. No dice que no hay un mundo in-
terior en el punto, sélo que no podemos acceder a el, y por lo tanto es
irrelevante. La forma de visualizar el punto determina la visualizacién
de los demés objetos geométricos. La interseccién de dos rectas no pa-
ralelas es un punto, el centro de un circulo es un punto, los extremos
de un segmento de recta son puntos, dos puntos distintos determinan
una unica recta, hay una infinidad de puntos en el segmento que une
dos puntos... Parece ser que las figuras geométricas si estan compues-
tas de puntos y el punto es el ladrillo fundamental de la geometria, la
figura mas elemental. ; Como imaginar algo que no tiene dimensiones?
Los puntos representan ubicaciones en el espacio geométrico, la forma
de senalar mas precisa es identificando puntos. ;Cémo sabemos si dos
puntos son o no el mismo? Una posible respuesta (en un universo eucli-
diano) serfa ver cuantas rectas pasan por estos puntos, si sélo hay una
entonces son distintos. Distinguir puntos de esta manera hace uso de su
relacién con el entorno, con los demés objetos que viven en este espacio.
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. Qué diria Leibniz si le preguntamos sobre el punto? Probablemente
nos hablaria de la ménada. En su primer borrador de “La Monadologia”
habia escrito y luego borrado “Las monadas no son puntos matemati-
cos, pues estos puntos sélo son extremidades, y la linea no puede ser
compuesta por puntos”. Es muy interesante que haya escrito y borrado
esto, y que no volviera a hablar de las ménadas como puntos matemati-
cos. Parece ser que su concepto de moénada incluye el de punto, o que
su descripcion de la ménada puede llevarnos a tomar como represen-
tante al punto matematico. Leibniz considera que las moénadas tienen
una estructura interna, y que es ésta la que permite distinguir entre
diferentes ménadas pero que esta estructura interna es inalterable por
cualquier criatura. No pueden perecer ni surgir naturalmente, ya que
no se forman por composicion, sélo pueden ser creadas o aniquiladas.
No puede entrar ni salir nada de una ménada, no se le pueden asignar
o salir de ellas accidentes. Es indivisible, no sélo materialmente, sino
conceptualmente. Sin embargo tienen cualidades, y es a partir de la
diferencia entre las cualidades de las diferentes ménadas que podemos
percibir un cambio en las cosas. Le da a cada ménada una identidad
propia y dice que no existen dos seres ( considera a las ménadas como
seres) que sean perfectamente iguales en la naturaleza, en las cuales
no haya una diferencia interna. Esta diciendo que lo que nos permite
distinguir entre dos ménadas es su estructura interna. ;Si nada puede
salir o entrar a una ménada, entonces podemos nosotros, seres conscien-
tes, distinguir entre dos moénadas distintas? ; Puede nuestra consciencia
percibir esa estructura? Porque nos esta diciendo que es la estructura
interna la que nos permite diferenciar entre ellas, a diferencia del caso
Euclidiano, en donde es la relacion con el exterior el que determina si
dos puntos son distintos o no.

. Hay relacion entre el Punto de Euclides y la Monada de Leibniz?
Si salimos de la Tierra y nos alejamos, veremos como esta gran esfera
se va haciendo cada vez mas pequena hasta convertirse en un punto
brillante. A esa distancia es dificil pensar que dentro de ese punto se
encuentran tantas historias, tanto movimiento, tanta informacién. Eu-
clides y Leibniz coincidian en la propiedad de Indivisibilidad. Leibniz
habla de una estructura interna, no se olvida que dentro de ese punto
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hay un universo de posibilidades, en cambio a Euclides no le importa
si hay algo adentro, lo ve como un objeto de dimension 0. Leibniz dis-
tingue entre méonadas de manera Interna, Euclides distingue puntos de
manera ezterna. ;Donde mas vemos esta forma de distinguir objetos?

Es dificil saber que entendian estos personajes por el concepto de
punto. Euclides lo menciona muy poco, no hay un teorema que diga
“... y como el punto es aquello que no tiene partes entonces...” . Luego
viene Hilbert a dar una conjunto axiomatico mas preciso de la geo-
metria Fuclidiana. Empieza diciendo que hay 3 objetos primitivos, los
puntos, las rectas y los planos, los deméds axiomas establecen las rela-
ciones que hay entre estos objetos, pero al final nos acaba diciendo que
las rectas se pueden reconstruir a partir de puntos. En cambio Tarski
realmente define a la geometria euclidiana a través de propiedades de
los puntos, o tuplas de ellos, y nada mas. El espacio geométrico es un
conjunto y sus elementos son los puntos. Las rectas, planos y demas
figuras geométricas se entienden a partir de relaciones entre puntos. La
colinealidad es una relacién ternaria, R(z,y, z), que nos dice que y estd
entre x y z. De esta manera podemos entender a una recta que pasa por
x'y z como el conjunto de puntos y para los que se cumple R(z,y, z) o
la relaciéon bajo alguna permutacion de estos 3 elementos. Otra de las
relaciones primitivas es una 4-aria, D(z,y, z,u) que se entiende como
que el segmento xy es congruente al segmento zu. Estas son las formu-
las atomicas con las que construye a los lenguajes que seran modelos
de la geometria euclidiana 2 dimensional. Podemos ver que bajo esta
perspectiva todo es dicho en base a relaciones de puntos, los puntos
adquieren un caracter verdaderamente esencial, partimos del punto y
llegamos al punto.

En esta tesis hablaré del concepto de punto bajo diferentes pers-
pectivas, las cudles van a estar divididas en dos secciones: Clasica y
Cuantica. Cada una tendrda como subsecciones distintas perspectivas
dentro de estos marcos conceptuales. El punto depende fuertemente
del entorno, lo que permite tener una visiéon externa, una interna y
hacer una comparacion. El recorrido por el universo clasico comienza
en la teoria de Conjuntos, donde un punto es un elemento de un con-
junto. Axioma de Extensionalidad nos da la forma interna de ver a los
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puntos y Axioma del Par nos permite distinguir entre dos puntos. Y
si permitimos salir del contexto de la logica clasica encontramos una
manera externa de ver al punto, como el conjunto de los conjuntos que
lo contienen.

Agregando estructura al conjunto podemos analizarlo desde una
perspectiva topologica. La manera interna de ver al punto permanece
igual a la de conjuntos, pero la externa (ultrafiltros principales) muestra
un fenémeno muy interesante, la forma de ver al punto cambia cuando
variamos la estructura topoldgica.

Luego viene el contexto de la teoria de Categorias. Donde el punto
se ve en términos de flechas y nos olvidamos de la estructura interna,
solamente vemos al punto en relacién a su entorno, al algebra de flechas
y los objetos de la categoria. El punto, relaciones y conceptos de la
teoria de conjuntos se traducen al lenguaje de flechas, y la relacion de
pertenencia vista desde categorias cumple propiedades distintas a la de
la teoria de conjuntos.

Ya teniendo varias formas de ver al punto vamos al contexto de la
Légica para ver en que se traducen estas cosas. En este contexto con-
tamos con la Dualidad de Stone, la cual permite observar y comparar
las perspectivas topoldgicas (elemento en un espacio topolégico), alge-
braicas (ultrafiltros), categdricas (elementos globales), l6gica (valuacio-
nes), y cémo ésta dualidad que unifica dos contextos, uno algebraico
y otro topoldgico, tiene como consecuencia el teorema de Completud-
Correctud, el cual unifica dentro del contexto de la logica clésica la
semantica con la sintaxis.

Después le agregaremos variacion al punto. Para esto introduciré el
concepto de elemento variable y como ejemplo veremos el caso de los
modelos Booleano-Valuados. Tendremos nuestro primer encuentro con
un comportamiento probabilistico, el cual sera justificado, veremos la
construccién de estos modelos y su relacion con los elementos estandar.
También veremos como diferentes nociones de punto, bajo ciertas con-
diciones, determinan el comportamiento de la extensién genérica de un
modelo Booleano-valuado. Con esto finalizamos la seccién Clasica.

Para la seccién Cudantica daré una breve explicacion del marco con-
ceptual dado por la Geometria Cudntica, la cudl tiene sus raices en
la fisica cuantica. Esta rama de las mateméticas nos brinda una nueva
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nocién de punto. Las dlgebras C* tienen un rol primordial en esta rama
y empezaré analizando el punto a través de la Dualidad de Gelfand, la
cual unifica a las Algebms C* conmutativas con los espacios topoldgicos
localmente compactos. Haré un anélisis del punto muy similar al que
se hizo en el caso de Stone, pero veremos mas equivalencias dadas por
la riqueza estructural de las dlgebras C*. Veremos que los puntos del
espacio topolégico se corresponden con caracteres del dlgebra asocia-
da, que a su vez esta en biyeccion con ideales maximales, estados puros
y clases de equivalencia unitaria de representaciones irreducibles. El
punto desde la fisica se puede ver como un estado puro, una medida
de probabilidad sobre el espacio fase libre de dispersion. Justificamos
la conexion que hay entre las medidas de probabilidad y la definicién
algebraica de estado, lo cual relaciona la definicién fisica de punto con
las demas.

Una vez vistas las equivalencias en el caso clasico veremos que no se
sostienen en el caso cuantico. Analizaré tres ejemplos: la esfera cuanti-
ca (el dlgebra de matrices 2x2 con entradas complejas), el plano hi-
perbdlico cuédntico (élgebra de Toeplitz) y el toro cuantico (dlgebra de
rotacién). Daré justificaciones de estos nombres y veré en qué sentido
se rompen las equivalencias entre los puntos.



Capitulo 1

Clasica

1.1. Conjuntos

En sus obras Cantor hace mencién de dos conceptos: “Mengen” y
“Kardinalen”. Mengen es el concepto de conjunto que tenemos hoy en
dia, Kardinalen se parece al conjunto abstracto propuesto por F.W.
Lawvere, en donde podemos visualizar estos objetos como una “bolsa
de puntos” en la cual podemos distinguir si dos puntos son distintos
0 no, pero no nos interesa saber mas de ellos. Zermelo, el editor de
las obras de Cantor, creia que este concepto era inconsistente ya que
no podiamos distinguir entre dos conjuntos abstractos (Kardinalen)
con la misma cardinalidad. Es una abstracciéon de los conjuntos que
nos da objetos “arquetipicos”, mas puros, donde no nos interesan los
detalles, sélo su comportamiento. Estas ideas aparecen en la Teoria
de Categorias, en donde sustituimos la nocién de identidad por la de
isomorfismo, lo que nos permite olvidar ciertos detalles del objeto y
enfocarnos en su comportamiento con respecto a los demés objetos.

Zermelo edita y corrige las obras de Cantor y junto con las co-
rrecciones hechas por Adolf Fraenkel se obtiene el sistema axiomaético
que hoy conocemos como ZF. Este sistema caracteriza los objetos de
la Teoria de Conjuntos a partir del comportamiento de la relacién de
pertenencia, €, una relaciéon binaria. Se entiende a x € y como “x es
un elemento de y”. Si visualizamos a los conjuntos como “bolsas” esto
sugiere que la bolsa que se llama x se encuentra dentro de la bolsa que
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se llama y. Esta relacién determina a los “elementos” de un conjunto ,
los que estén a la izquierda (en el dominio) de €, y los “contenedores”,
los que estdn a la derecha (en el codominio). Gracias al Axioma del
Par cualquier objeto es un elemento, pero no es cierto que todo objeto
tenga un elemento (gracias a la existencia del conjunto vacio).

En este mundo (modelo de ZF) la forma de saber si dos objetos son
iguales es viendo si tienen los mismos elementos, esto es el Axioma de
Extensionalidad, x = y <= Vz(z € © +— z € y). La manera de
saber si dos objetos son iguales es interna, pero hay que observar que si
hay una dependencia con el entorno, el cual estd dado por el modelo en
donde estemos trabajando. Puede darse la situacién de que dos objetos
sean iguales en un modelo pero distintos en otro.

En el universo de Conjuntos ;Cual es el punto? Los objetos mas
bésicos son los conjuntos, de hecho todos los objetos son conjuntos, asi
que inevitablemente tendremos que un punto es un conjunto. Al definir
“parte” como “subconjunto” no tendremos puntos (segin la definicién
que da Euclides), ya que Vz(z C z). Se puede arreglar esto diciendo
que una parte es un subconjunto propio, pero el inico conjunto que no
tiene subconjuntos propios es el vacio, por lo tanto, bajo esta definicion
cualquier modelo de la teoria de conjuntos sélo tendria un punto.

Se puede pensar en puntos a partir de la relaciéon de pertenencia, lo
que da dos posibilidades: los puntos son los objetos del dominio de la
relacion (los elementos) o los de la imagen (los contenedores). Decir que
son los que estan en el dominio da a todos los conjuntos, y decir que
son los que estan en la imagen excluye al vacio. Es natural pensar en
punto como elemento. Esto nos lleva a que los puntos de un conjunto
son sus elementos. Podemos pensar en ésta definicion de punto como
la definicion conjuntista de punto. Observemos que la nocién de punto
es relativa a un entorno, decimos 'punto de un conjunto’, por lo que
la definiciéon conjuntista de puntos implica que para cualquier objeto
existe un contexto en el cual es un punto (Axioma del Par). Cualquier
conjunto puede ser punto y los puntos de un conjunto son sus elementos.

Extensionalidad da una manera Interna de saber si dos puntos son
iguales. Si definimos B(z) = {y | = € y} entonces por Axioma del Par
r#y <= JuI((zrcurnz¢v)NyecvAy¢u) < Bx)#
B(y)). Por lo que B(_) nos da una manera externa de saber si dos ele-
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mentos son iguales o no, aunque esto no lo podemos ver desde la teoria
ya que B(z) es una clase.
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1.2. Topologia

En el libro de Topologia General de Bourbaki definen a un punto
como “un elemento de un espacio topoldgico”, a esto le llamaremos
Definicion Topologica de Punto. Un espacio topoldgico es un conjunto
X equipado con una topologia 7 donde 7 C (X)) tal que:

1. X,0er
2.VD(DCT—-UDen)
3. {Ai}lgign Crt— m?zl Az cT

Siempre podemos equipar a un conjunto con una topologia, como
por ejemplo tomar a 7 = (X ), por lo tanto la definicién topoldgica de
punto es equivalente a la conjuntista. Es interesante que hagan mencién
de la topologia, en este caso el punto depende del entorno. ;Si vemos
al mismo punto conjuntista en dos topologias distintas, es el mismo
punto? Para responder a esta pregunta veamos el siguiente resultado.

En cada topologia, los conjuntos de vecindades B(z) cumplen que:
1. VAe p(X)(3BeB(x)NBC A) — A e B(z))

2. VA, ..., A, € B(z)(Ni, A; € B(z))

3. VAe B(z)(x € A)

4. VA € B(z)3U € B(z)Vy € U(A € B(y))

Estas propiedades caracterizan de manera unica a la topologia, es de-
cir, si para todo x € X existen B(x) que cumplen las 4 propiedades
anteriores, entonces hay una tnica topologia tal que B(z) es el conjun-
to de vecindades de cada punto en esa topologia. Los abiertos de la
topologia estan dados por aquellos elementos A € B(x), para cualquier
z, tal que Vy € A(A € B(y)), es decir, A es vecindad de todos sus
puntos. Si la topologia es Hausdorff, entonces hay una biyeccién entre
estas familias de abiertos y los puntos, lo que dice que hay una manera
externa, dependiente del entorno, para saber si dos puntos son o no el
mismo. Si cambiamos la topologia, cambia esta familia de vecindades
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(observemos que cada uno de los B(x) va a resultar ser un ultrafiltro
principal). Tenemos una definicién para la cual el entorno si cambia la
percepciéon del punto.

Esto da otra forma de ver al punto topolédgico, como ultrafiltro. Este
detalle es sumamente importante ya que nos va a dar varias definicio-
nes equivalentes de Punto. Recordemos la definicion de filtro en una
reticula.

Una reticula L es un conjunto tal que:

Para todo x,y € L existe t Ay,zVy € L tal que z Ay = inf{x,y}
y xVy = sup{z,y}

Un conjunto F' € L es un filtro si y sélo si:

1. L#£0
2. Ve e FVye Llx<y—y€eF)
3. Ve,y € F(x Ny € F)

Un ultrafiltro es un filtro propio (subconjunto propio de la reticula)
maximal. Un ultrafiltro U es principal si y solo si:

Joe LU={r e L|a<x})

Los puntos conjuntistas de la topologia se van a corresponder con
los ultrafiltros principales cuando el espacio topoldgico sea Hausdorftf.
Por lo que podemos adoptar una nueva definicién de punto, la de ul-
trafiltros. Esta definicion depende de la estructura topoldgica y va a
agregar a nuevos “tipos” de puntos, los ultrafiltros no principales. Lla-
maremos a los ultrafiltros principales puntos topolégicos cldsicos y a
los ultrafiltros no principales puntos topoldgicos ideales.
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1.3. Categorias

La perspectiva topoldgica habla de una dependencia con el entorno,
una forma de contextualidad. Felix Klein muestra que en la geometria
no podemos hablar de figuras geométricas en términos absolutos, te-
nemos que especificar el grupo de simetrias y ese grupo es el que da
la nocién de congruencia que define los “tipos” de figuras que habitan
en esa geometria. En el caso de la teoria de conjuntos las simetrias
son funciones biyectivas, lo que senala que en esta geometria los tipos
estan caracterizados por la cardinalidad. Es probable que ésta es la idea
detras del Kardinalen, en donde las instancias particulares de estos ti-
pos son de poco interés, nos olvidamos de las cualidades intrinsecas de
los elementos y nos quedamos tinicamente con que podemos diferenciar-
los entre ellos. Estas ideas las volvemos a ver en teoria de categorias,
en donde la estructura que nos interesa analizar estda capturada en
las flechas entre los objetos. Lawvere, en resonancia con las ideas de
Cantor, presenta la categoria de conjuntos abstractos, S, en donde po-
demos pensar a los objetos como “bolsas con puntos” y las flechas son
funciones entres las bolsas. Los axiomas que definen a esta categoria
son:

1. § es un topos elemental: La estructura de topos esta motivada
por la categoria de conjuntos. Dentro de un topos hay suficiente
estructura como para hablar (en lenguaje conjuntista) de pro-
ductos, uniones disjuntas, subconjuntos, conjuntos de funciones
entre conjuntos, evaluacién de funciones, funciones caracteristi-
cas, construccion de objetos a partir de propiedades (axioma de
separacion)...

2. El clasificador de subobjetos es Q = {0, 1}: Esto nos dice que la
logica interna es clasica, sélo hay dos valores de verdad, verdadero
o falso.

3. 0 22 1: El vacio y el unitario son distintos. Podemos distinguir
entre la nada y algo

4. Axioma del Infinito: Contamos con el poder de tener objetos que
tengan una cantidad infinita de cosas.
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5. Axioma de Eleccién: Dada una funcion suprayectiva podemos
encontrar secciones.

6. 1 es separador: Con saber que pasa en los puntos sabemos coémo
se comportan las funciones.

Lawvere reinterpreté la relacion de pertenencia € en este contexto, la
cual va a tener un comportamiento distinto al de la pertenencia de ZF.
Lo que conocemos como “elemento” en la teoria de conjuntos, ahora
tiene el nombre de “elemento global”. Hay que ver a z € A en el len-
guaje de flechas. El objeto terminal 1 es el “punto arquetipico” y la
forma de ver a un elemento dentro de un objeto es representar a este
punto dentro del objeto como el elemento que nos interesa, como la
flecha 1 = A . En la categoria de conjuntos, el objeto terminal es un
conjunto unitario, la flecha que representa a un punto es la funcién
que manda al tinico elemento del objeto terminal en el elemento que
queremos tomar.

Evaluar un elemento de A bajo una funcién A Iy B va a ser conse-

cuencia de la composicién de funciones. La composicién 1 I Byaa
ser un elemento de B bajo ésta nueva definicién y por la unicidad de la
composicion entre flechas, la funcién esta bien definida, es decir, este
elemento es unico.

125 A

fomf% lf
B

Si tenemos dos flechas A 5 B y B % C, evaluar el elemento 1 = A es
un caso particular de la asociatividad de la composicion entre flechas,
retratada en el siguiente diagrama conmutativo:

(gof)z
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Ya que estamos traduciendo las nociones de conjuntos a este len-
guaje, veamos como se ven los subconjuntos, o partes, de un conjunto
abstracto. No nos interesa la estructura interna de los elementos, asi
que ya no hay que procurar el hecho de que los elementos del subcon-
junto sean idénticos a algunos elementos del conjunto que lo contiene,
basta con saber que hay suficientes elementos para representar al obje-
to como un subconjunto del otro, lo que sugiere que un subconjunto va

a estar representado por una flecha mono. Una flecha A I, B es mono
si para cualesquiera h,g : C' — A tenemos que f o h = f o g implica
h = g. En la categoria de conjuntos esto es lo mismo a decir que la
funcion f es inyectiva.

Diremos que la parte i : U — A esta contenida en la parte j :
Ve A i Cy j,siiy json monos y existe U 5V tal que el siguiente
diagrama conmuta:

U—t,v
\j’
A

Decir que un elemento pertenece a una parte, x € 4 1, significa que
: k .
existe 1 — U que hace conmutar al diagrama

LI

N

Para ver que tan distinto se comporta esta pertenencia en compa-
racion con la de ZF, veamos que cualquier flecha que tenga a 1 en el
dominio va a ser mono, gracias a la propiedad universal del objeto ter-
minal. Por lo tanto, los elementos globales son partes, x €4 i = x Cy 7.
Al tener identidades para cada objeto también vamos a tener que
x €4 x para todo elemento global. A los elementos globales los lla-
maré puntos categoricos.

Es interesante observar lo que pasa cuando el objeto terminal no es
generador y cuando el generador no es terminal. En el caso de espacios
vectoriales y grupos tenemos que el objeto terminal es inicial también,
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ya que para el espacio vectorial que s6lo tiene al cero (y el grupo que
sélo tiene al neutro) sélo hay una funcién desde y hacia cualquier otro
objeto de la categoria. Si tomamos la definicién de punto como elemento
global entonces en estas categorias cualquier objeto tiene sélamente un
punto. En este caso el objeto terminal no es generador, es decir, no nos
permite distinguir entre dos flechas distintas, por lo que esto podria
justificar un cambio de definicién de punto que diga que son las flechas
que van desde el objeto generador al objeto, en el caso de espacios
vectoriales va a ser el campo y en el caso de grupos va a ser el grupo
de los enteros. Esto cambia nuestra intuicién de punto a un objeto que
nos permite distinguir, una perspectiva mas cercana a la de punto como
ubicacion en el espacio.
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1.4. Lobgica

En el libro Anélisis Matematico de la Logica, George Boole desa-
rrolla la estructura algebraica de la logica clasica, ahora conocida como
algebras de Boole, que podemos definir de las dos siguientes maneras
equivalentes:

1. A es una reticula distributiva con complementos y con al menos
dos elementos distintos

2. (A, A, V,%,0,1) es una estructura algebraica tal que Vz,y, z € A:

) [eVy=yVva] , [zAy=yAaz
) [rVvyvaz)=(@Vy Vv, [sA(ynz)=(xAy) Az

o) (xAy)Vy=yl , [(zVy) Ny =y)
) [(xVy)Az=(xAz)V(yA2)] , [(xAy)Vz= (xVz)A(yVz)]
) [xvar=1] , [z Ax*=0]

El supremo e infimo de la reticula cumplen las propiedades de la defi-
nicién algebraica y se puede definir el orden de la reticula a partir de
la estructura algebraica comoz <y <= zAy=2 <= zVy=y
En la logica exploramos la estructura del lenguaje matematico, la no-
cién de verdad y la relacién entre la semantica y la sintaxis. Analice-
mos el caso proposicional, en donde el lenguaje se define a partir de
un conjunto de variables proposicionales 2 = { P, };¢c,,, conectivos 16gi-
cos: A, V,, —, <> y una manera recursiva para definir el conjunto de
férmulas Form(€2).

Por el lado semantico, al tener una funcion f : €2 — 2 donde 2 =
({0,1}, 4+, -, % <) es el dlgebra de Boole més simple, podemos extender
el dominio de f a Form(2) recursivamente como:

Si f(z), f(y) estan definidos, z,y € Form({2), entonces:
flany) = f@)- f(y), fleVy)=flx)+ fy), [(ox) = f(z)

obteniendo un morfismo booleano. Estas funciones son los modelos de
dicho lenguaje.
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El teorema de representacion de Stone nos da una relacion entre
una teorfa algebraica (dlgebras de Boole), y una topolégica (espacios
de Stone). Esta equivalencia permite observar a los puntos de una teoria
en otra, dandonos definiciones alternativas de punto.

Al tomar un ultrafiltro ¢ en un &dlgebra de Boole A, el cociente
dado por la relacién de equivalencia a ~b <= If e U(aNf=bAf)
construye un algebra de Boole isomorfa al dlgebra 2. Gracias a esto a
todo ultrafiltro podemos asociarle un morfismo booleano fi, : A — 2.

Para cualquier morfismo booleano f : A — 2, Uy = f~1({1}) es
un ultrafiltro. Si pasamos de un ultrafiltro, a su morfismo f;; y luego
sacamos el ultrafiltro dado por la preimagen del {1} regresamos al ul-
trafiltro inicial, Uy, = f;;' ({—1}) = U. Comenzando con el morfismo
J + A — 2 tendremos también que f;;, = f. Lo que nos dice que la
funcion que asocia a cada morfismo con codominio 2 su ultrafiltro es
inversa de la funciéon que le asocia a cada ultrafiltro su morfismo con
codominio 2, por lo tanto Ult(A) = 24, donde 2# es el conjunto de
morfismos booleanos de A en 2.

Un espacio topologico X es de Stone si es compacto, Hausdorff y
totalmente disconexo. El teorema de representaciéon de Stone nos da
dos funtores contravariantes entre la categoria de algebras de Boole,
Boole, y la categoria de espacios de Stone, Stone. El funtor que va de
Boole a Stone manda a cada algebra de Boole A en su conjunto de
ultrafiltros, que podemos identificarlo con 24, el conjunto de morfismos
booleanos de A en 2 equipado con la topologia 74 generada por la
familia {p(a) | a € AAp(a) = {f € 2* | f(a) = 1}}. Estos funtores nos
dan una equivalencia entre las categorias Boole” y Stone

Spec(_) : Boole — Stone
A € Ob(Boole) — (24, 74) € Ob(Stone)
f:A— Be Ar(Boole) — f € Ar(Stone)

f:28 524
grrgof
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Si X es un espacio de Stone, entonces podemos definir un algebra
de Boole (Ax ={Z C X | Z es abierto y cerrado}, C)
Clopen(_) : Stone — Boole
X € Ob(Stone) — (Ax, C) € Ob(Boole)
f:X =Y € Ar(Stone) — f: Ay — Ax
Z— 7]

Los puntos del espacio de Stone asociado a un algebra de Boole son
sus ultrafiltros y cada espacio de Stone es homeomorfo al conjunto de
ultrafiltros de un algebra booleana. ;Estas ideas estan en armonia con
la nocién de punto categérico? En Boole no hay elemento terminal,
asi que en esta categoria los objetos no tienen puntos categéricos. En
cambio en Stone si hay, al igual que en conjuntos va a resultar ser
isomorfo a un conjunto unitario. Tomemos X un espacio de Stone y
un punto categérico ahi, 1 = X. El funtor Clopen es contravarian-
te, entonces manda el objeto terminal a su dual, el objeto inicial. En
Boole el objeto inicial es el algebra 2. El funtor manda a cada punto
categorico de X en Stone a un ultrafiltro de Clopen(X). Esto permite
representar al punto topoldogico de manera algebraica, como un ultra-
filtro, y hablar de puntos topoldgicos en un algebra de Boole. Como
tenemos dos tipos de ultrafiltros, los principales y los no principales,
tenemos dos tipos de puntos topoldgicos en las dlgebras, los clasicos
y los ideales. En la légica los puntos son los modelos del lenguaje, ya
que la propiedad universal del cociente nos da una biyeccién entre los
modelos {0 : Form(Q) — 2} de Form() y los puntos {0 : £ — 2} del
algebra de Lindendabum L.

Form(Q)) —— L

I
(BN
16
x “I(
2
Veamos otra consecuencia del teorema de representacion de Stone den-
tro de la logica.

La nociéon de verdad seméntica es la satisfaccion logica, Fo. Un
modelo f satisface una féormula ¢ € Form(Q)), f Fc ¢, si y sdlo si
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f(¢#) = 1. Una tautologia es una férmula ¢ que se satisface en todos
los modelos y lo escribimos como F¢ ¢.

La nocion de verdad vista desde la sintaxis es la deducibilidad, .
Para definirla damos los axiomas:

Vo,1, & € Form(Q)

L ¢—= (=)
2. (0= = =100 —=¢)=(¢—=¢)
3. (¢ = ~¢) = (¥ = 9)
4 (oY) = o
(@NnY) =y
6. =] =[E—=1¢) = (E—=[ony])
T.¢—=(oVY)
8. = (pVY)
9. [0 =& ==& = (oVi] =)

Para todo ¢ axioma se satisface que F ¢. Para saber si otras férmulas
se deducen usamos la regla de inferencia Modus Ponens, que dice:

F¢—1vy F ¢entonces

Por lo tanto F ¢ quiere decir que existe una sucesion finita de férmulas
{¢1,...,0n} tal que Vi € {1,...,n},¢; es un axioma 6 Jk,j < i(¢p =
(pj = @) v ¢ = ¢, i.e. son axiomas o se deducen de anteriores a
partir de Modus Ponens. Cuando sucede esto decimos que {¢1, ..., ¢, }
es una prueba de ¢ . Tenemos dos nociones de verdad, una semantica
y una sintactica.

Podemos apreciar el trabajo que inici6 Boole cuando observamos
estas nociones desde una perspectiva algebraica. Para hacer esto ge-
neralizaremos la nocion de satisfacibilidad mediante clases de algebras
de tipo booleano. Observemos que Form(§2) es casi un élgebra de Boo-
le, digo “casi” porque para que sea un algebra de Boole tenemos que
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identificar las férmulas que son légicamente equivalentes, pero igual
tenemos una estructura algebraica dada por los conectivos légicos. Di-
remos que un algebra de tipo booleano (A,+, -, *,0,1) satisface una
férmula € € Form(Q2), AE ¢, si y sélo si:

Para toda funcién 6 : Form(§2) — A que sea un morfismo booleano, es decir:
Yo, € Form(f) :
0(p A1) = 0(d) A
(¢ V) =0(d)V
0(—¢) = 0(¢)°
(L)=0

0(4)
0(¢)

Se cumple que 8(§) =1
Por definicién tenemos que:

Foop <= 2F ¢

Esta nocién de satisfacibilidad cumple que si B es una subalgebra de
A entonces

AE o= BE

Ya que si tenemos 0 : Form(§2) — B entonces al componer por la in-
clusién ¢ : B < A se obtiene un morfismo io @ : Form(2) — A que por
hipétesis i 06(¢) = 1. Por la inyectividad de la inclusién y que i(1) =1
resulta que 6(¢) = 1

Silesun conjuntoy definimos a A' = ({f : I — A | f es funcién},, +,%,0, 1)
y a las operaciones coordenada por coordenada como:

Vige Aliel
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Dado un morfismo 6 : Form(§)) — A’ al componer con las proyecciones
(que también son morfismos booleanos) m; : A’ — A obtenemos una
funcién m;00 : Form(2) — A. Sif(¢) = 1 entonces 0(¢)(i) = m;00(¢p) =
1 y por lo tanto

AE¢=A"F¢

Si I es un conjunto p(I) = 2!, esto y los dos resultados anteriores
dicen que para cualquier X = (X,),J,—,0) algebra de conjuntos
donde X = p(I) para algtin conjunto I o es una subélgebra de p(I)
entonces:

2F ¢ <—= X Fo¢

Definimos la satisfaccion de una férmula mediante una clase de algebras
K como,

KE¢ <= VAc K(AE )

Con es la clase de todas las algebras y subalgebras booleanas de la
potencia de un conjunto. Acabamos de probar que:

Fo¢p «<— 2F ¢ <— Conk ¢

La clase de algebras de conjuntos captura la nociéon de satisfaccién
semantica.

Ahora hay que ver qué clase de algebras es la que caracteriza la
nocion de deducibilidad. Para esto le damos una estructura de algebra
de Boole a Form(2) definiendo la relacién de equivalencia en Form(€2):

O~ = Pp—Y

Esta relacién es una congruencia, una relacién de equivalencia que se
lleva bien con las operaciones booleanas ya que:

Vo, 9,0,& € Form(Q)((¢ ~ ) y (0 ~ £))
entonces
ONO ~YPNE
PVO~YVE
g~
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Form(€2)/ ~ es un algebra de Boole, conocida como el dlgebra de
Lindenbaum, en la cual definimos las operaciones de la siguiente ma-
nera: V[¢][¢] € Form(S) :

[WIA[g] = [ A g
WV o] =Vl
W] = =]

0:=[L1],1:=[T]

Al algebra de Lindenbaum la denotaremos como L. Observemos
que:
Fo <—=FoeT = [ #]T]

Asi que si ¥ ¢ la proyeccién 7 : Form(2) — Form(2)/ ~ = £ cumple
que (@) = [¢] # [T] = n(T) =1, i.e., w(¢) # 1 entonces L ¥ ¢. Por

contrapositiva obtenemos
LEp = Fo

Cualquier morfismo 6 : Form(Q2) — L que respete las operaciones
booleanas va a respetar la regla modus ponens,

0(¢p =) =0(¢) =1 = 0(y) =1
y para cualquier ¢ axioma, 6(¢) = [T].

Fy <— LFEY

Notemos que la prueba de - ¢ = L E ¢ no depende de £, podemos
hacer la misma prueba para cualquier dlgebra booleana. Si denotamos
a AB como la clase de algebras Booleanas entonces

F¢ — ABE ¢
y como L es un algebra Booleana,

Fo <— ABF ¢
Tenemos las siguientes equivalencias:

Fop < Conk ¢
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¢ < ABF ¢

El Teorema de Representacion de Stone dice que toda algebra Booleana
A es isomorfa a una subalgebra de la potencia de sus ultrafiltros, A <
o(UltA) esto implica que:

ConkE ¢ < ABF ¢
El teorema de completud-correctud “débil” se puede formular como
Fo¢p <= F ¢
dando como resultado:
Teorema de Representacion de Stone = Teorema de Completud-Correctud Débil

Lo que nos dice que la relacién “débil” entre semantica y sintaxis
es una consecuencia de la relacion entre algebra y topologia.
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1.5. Elementos Variables

Hasta el momento hemos analizado el concepto de punto como un
objeto que tiene estructura interna constante. En nuestra experiencia
humana solemos nombrar, y de esta manera dividir, un proceso que
nos permite descomponer a los objetos de nuestra experiencia en par-
tes. Hemos llevado este acto de division a lugares imperceptibles para
los sentidos de forma directa, como el mundo de las particulas elemen-
tales y los agujeros negros. Dividir viene acompanado de una relacion
entre las partes, a veces olvidamos esta relacién y creemos que se en-
cuentran completamente separadas las partes. Pero hay veces en las
que no perdemos la relacién y sabemos como volver a “pegar” las par-
tes para regresar a la unidad que fue dividida. Por lo que cada divisién
viene acompanada de una estructura y determina una perspectiva del
mundo, un contexto. Una vez mas tenemos una relacion entre la es-
tructura interna y la externa. Un ejemplo seria dividir a los objetos en
particulas elementales, en ese caso nuestra perspectiva del mundo seria
muy distinta, seria dificil distinguir una silla de un perro. Pensar al ob-
jeto como algo indivisible es como considerar que su estructura interna
es constante, podemos distinguir entre dos objetos distintos pero no
podemos percibir las diferencias de manera interna, muy parecido a los
conjuntos abstractos. Esa idea es utilizada en el estudio de las particu-
las elementales, se considera que todos los electrones son idénticos, que
tienen las mismas propiedades y lo tinico que cambia son los acciden-
tes, las ubicaciones espacio-temporales, pero no hay una forma interna
del electrén para saber si dos electrones que hayan sido observados
son o no el mismo. ;Que objeto matematico es buen candidato para
representar un objeto con vida interna? Una propuesta interesante es
la de “elemento variable”. Lawvere habla de elementos variables como
objetos en un Topos. En general podemos pensarlos como pregavillas
sobre una categoria que es la que da la variacion. Esta estructura es la
que permite entender una dindmica dentro y entre los objetos, la que
define la estructura interna, el “pegamento” de las partes del elemento.

Un ejemplo de variacién discreta es la categoria de objetos bivarian-

tes, la cual tiene como objetos funciones entre conjuntos X END'e 1y las
flechas entre los objetos, digamos entre X END'e Ly Yo & Y, son pares
de flechas (X, LN L Y1) tales que ko f = goh. Se puede enten-
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der la variacion de esta estructura como un “antes y después” de los
objetos. El dominio representa el estado del objeto en el primer tiempo,
en el “antes”, y el codominio representa el estado del objeto “después”,
decir que le pasé a un elemento “después” es ver su imagen. Podemos
encontrarnos en el caso de funciones no inyectivas, objetos que tienen
elementos distintos (antes) que se vuelven el mismo (después) pero no
podemos tener un objeto que se divide en dos o més elementos.

Otro ejemplo de variacion discreta esta en la categoria de endo-
mapas de conjuntos. En esta categoria los objetos son parejas (X, «)
donde X es un conjunto y X < X un endomapa de X. Las flechas
en esta categoria son funciones que respetan la estructura dada por el
endomapa. Si (X, «) ER (Y, B) entonces X Iy y foa=fof. La
variacion del objeto estd dada por el endomapa. Estos objetos se pre-
sentan frecuentemente como sistemas dinamicos discretos o automatas.
Se pueden pensar a los elementos de X como los posibles estados de
un sistema donde el endomapa representa su evolucion.

Como ya habia mencionado, muchos ejemplos de categorias de con-
juntos variables son reconstruibles de la categoria de conjuntos abstrac-
tos S como la categoria ST, donde T es la estructura interna de los
objetos que estamos estudiando, “concretizados” en §. Esta categoria
tiene como objetos funtores y como flechas transformaciones naturales.
De aqui podemos ver que cuando T = 1, la categoria con un solo objeto
y sélo la flecha identidad, entonces S* = S. Lo que dice que podemos
ver a la categoria de conjuntos abstractos como caso particular de ele-
mento variable, el caso mas simple, cuando la variacién esta dada por
1. Por lo que el concepto de punto que hemos estudiado hasta ahora
es un caso particular de elementos variables.

Una manera muy interesante en el cual podemos apreciar la magia
que surge al darle variaciéon a los elementos es observando el compor-
tamiento de los elementos en un modelo Booleano-valuado, en donde
la variacién esta dada por un algebra de Boole.
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1.6. Modelos Booleano valuados

Una de las estructuras que llevo a Lawvere y Tierney a generalizar
la teoria de Topos establecida por Grothendieck y Giraud fue el forcing
de Cohen. Una manera de realizar este método es a través de modelos
Booleano valuados, en donde la variacion estd dada por un algebra de
Boole.

En general, una estructura B-valuada consiste en un &algebra de
Boole (B, A, V,*,1,0) una clase S y dos funciones || - = ||, || - € - ||:
S xS — B tal que

Para toda ¢, € L, para cualesquiera u,v,w € S y para toda ¢(x)
formula con una variable libre:

L Jlu=u|=1

2. Ju=v=lv=u |

B flu=vnflv=wl<]u=uw]
4 fu=vlAfuew|<|vew]|
S flv=wlnfuev|<]uvewl]
6. [[oAnvl=lollnllve]

T A==l oI

8. [ Fzp(x) = Vies Il (u) ||

Donde L es la extension del lenguaje de primer orden de la teoria de
conjuntos agregando una constante por cada elemento de S

Debido al axioma de regularidad podemos probar que todos los
conjuntos se pueden construir a partir de la construccién de la jerar-
quia acumulativa presentada por Von Neumann, definida por recursién
transfinita como:

Vo=10
Va1 = p(Va)
V, = U Vs siy es limite

B<y
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v=J v

aeOrd
Hay otra construccién que nos dara un modelo isomorfo a este pero
en donde los elementos ahora seran funciones que tienen como rango el
algebra booleana 2, podemos pensar a cada elemento como una funcién
caracteristica. Este modelo es lo que llamamos un modelo 2-valuado,
V) construido recursivamente como:

VP = {z| “zesfuncién” Aran(z) =2 A3 < aldom(z) C ‘/5(2))}

V® = {z|3afz e VP
De esta manera construimos un universo en el que todos los objetos
son funciones que tienen como dominio un subconjunto de algiin Vcsz)
y como codominio el dlgebra 2. De manera andloga podemos hacer la
construccién de un modelo B-valuado, donde B es un dlgebra de Boole,
de manera recursiva como:
B) « sz o (B)

VB = {z| “z es funcién” A ran(z) =B A 3 < aldom(z) C VeIt

«

VB = (2| Jafz € VP}

VB es la B-extensién de V.
En este universo tenemos que

reV® —= ALSByACVB

Una manera de interpretar a z(y), y € dom(z), es como “la probabili-
dad booleana de que y € z”7. Extendemos el lenguaje de primer orden
de la teoria de conjuntos L que tiene a la igualdad y € agregando una
constante para cada elemento de VB sea LB este lenguaje extendido.
Para cada 586), los £B-enunciados, se define su valor booleano en V(5
a través de una funcién || - ||: ﬁ(()B) — B definido por recursién sobre la
complejidad de las férmulas:

Para las férmulas atémicas: Yu,v € VB

lucvl= \ @ Allu=yl]

yEdom(v)
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lu=vil= A [u@)=lzevlln N k) =lyeull

z€dom(u) yEdom(v)

Yo, € £E)B) y para cualquier féormula ¢(z) con una variable libre:

Fondli=1el Al
=l =1el
1 3ze(z) 1= \/ Il )|
ueV(B)

Por estar en un algebra de Boole podemos entender a (a = b) como
a* Vb, para cualquier a,b € B

La satisfaccién de un ¢ € £B-enunciado en V® se define como
VEEG =l ¢l=1

Esto define una estructura B-valuada en donde u(z) <|| x € u || para
toda x € dom(u) y la satisfaccion respeta las reglas de inferencia. Si
tenemos una subdlgebra completa 4 de B entonces al hacer la misma
construccién se obtiene que V) C VB y para cualquier u,v € VA,

luevt=llucvlf , Jlu=v|*=[u=v]"

Entonces para cualquier férmula, ¢(x1, ..., z,,), Ag (acotada) se cum-
ple que para todo uy, ..., u, € VY,

s I®

o, ) A = || (i, )

VA es un submodelo de V®B),
2 es una subdlgebra completa de cualquier algebra de Boole, entonces

V) siempre va a ser un submodelo de cualquier modelo Booleano
valuado VB,
Sia cada x € V lo identificamos con el elemento

i={@1)|yea} eV cv®

tenemos una asignacién inyectiva y el valor Booleano de & € ¢ y de
T = g para cualquier x,y € V va a pertenecer al algebra 2. Mas aun,
tendremos que para cualquier férmula ¢(z1,...,z,) y v1,...,v, € V|

o1, ..., vy) < VO I (v, ..., 0,)
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Supongamos que u € V) es tal que Vv € dom(u),3y € V(§ = v).
Tomando a x = {y € V | u(y) = 1} entonces || & = u ||= 1, lo que
significa que V® E & = u, por lo que la asignacién es biyectiva y
por lo tanto V 22 V®_ Esto dice que el modelo V® va a tener como
submodelo al modelo original V. Esta construccién se puede repetir
para cualquier modelo transitivo de ZFC esencialmente de la misma
manera, por lo que tenemos una forma de extender modelos.

Gracias a este isomorfismo podemos pensar en los objetos del mo-
delo inicial V' como los elementos 2-valuados, los que cumplen que su
rango esta contenido en el algebra 2, y les llamamos los elementos
estandar de VB, Esta extensién del modelo presenta un comporta-
miento probabilistico, donde los valores de probabilidad estdan dados
por un algebra de Boole. La pertenencia, igualdad y propiedades entre
los objetos de este universo se satisfacen bajo cierta probabilidad. El
comportamiento de esta probabilidad es poco intuitivo ya que el orden
que define el algebra no es un orden lineal. Podemos tener elementos
que estén a la “misma distancia” del 0 y del 1 pero que sean incom-
patibles i.e. a A b = 0. Por ejemplo, supongamos que el dlgebra B es
atémica y tomamos a dos dtomos distintos, a,b € B. Si u, w,v € V®)
. Qué interpretacién le podemos dar a |[u e w||=aya | vew ||=0b7
. Este comportamiento pasara en la naturaleza? ;Cual es una intuicion
adecuada para entenderlo?

V®B) es un modelo de ZFC, asf que podemos ver a los puntos conjun-
tistas en este modelo. Habiamos dicho que los puntos de un conjunto
son sus elementos pero ahora tenemos que la afirmacion de que un
conjunto sea elemento de otro sélo puede darse de forma probabilisti-
ca. Vamos a tener “puntos probabilisticos” ya que no se puede afirmar
siempre si un elemento en V® es un punto de otro. Se puede dar
la probabilidad booleana de que lo sea, lo que cambia la intuicién de
punto conjuntista. Para dar una representacién visual de este compor-
tamiento podemos usar una analogia con colores. Digamos que estamos
viendo a todo el universo y ver a un conjunto es asignarle colores a los
objetos del universo, en donde se colorean blancos si pertenecen con
probabilidad 1, negros si no pertenecen (la probabilidad es 0), y para
ayudar a la analogia suponemos que es atémica el algebra de Boole
asi que a cada atomo se le corresponde un color, y segiin la teoria del
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color la unién de colores se ird acercando al blanco. En el caso clasico
(2-valuado) sélo se quedardn iluminados los elementos del conjunto,
pero si no es 2-valuado entonces habréa colores distintos para objetos
incompatibles, tonos oscuros para los elementos que tengan poca pro-
babilidad booleana de pertenecer y colores muy brillantes, casi blancos,
para los que tengan una gran probabilidad de pertenecer. Cambiar de
conjunto corresponde a una coloracion distinta del universo, y habra
muchos “tipos” de puntos, tantos como colores y tonos, que correspon-
den a los elementos del dlgebra de Boole.

En este contexto aparece un enunciado equivalente al axioma de
Eleccién, el Principio del Maximo. Dice que para cualquier férmula ¢(z)
existe una u € V® tal que || 3x¢(z) ||=|| ¢(u) ||. Sino tenemos axioma
de Eleccién entonces existe una férmula ¢(x) tal que para cualquier
u € VO, || 3p(z) ] 6(w) |l. Como || Feé(z) = Voepw Il 6(u) |
entonces || ¢(u) ||<|| Jzp(z) ||. Asi que sin la proteccién del axioma de
eleccidn, es posible que tengamos que || Jzo(x) ||= 1 pero || ¢(u) ||# 1
para todo u € VB Alguien satisface la férmula pero ese alguien no
tiene nombre.

Dado que estamos en un ambiente probabilistico tiene sentido con-
siderar mezclas de elementos. Dados dos subconjuntos {a;}ier C By
{us}ier € VB definimos a la mezcla Yicra; - u; de {u; }ier con respecto
a {a;}ier como el elemento u € VB tal que dom(u) = J,; dom(w;) y
para z € dom(u),

U(Z)Z\/[az‘AHZGUi ]
iel
Una particién de la unidad es un conjunto {a; }ies tal que \/{a;}icr =

1 y para toda a,b € {a;}ies si a # b entonces a A b = 0. Hay dos resul-
tados que justifican el hecho de que llamemos a este elemento “mezcla”.

1. Si{z;}ier CV estal quesii#j— x; # x; entonces
3z ¢ V® tal que a; = || 2 = #; || para toda i€ I
2. Sea {u;}ier € VB y supongamos que v € VB satisface que

a; <|| v = |
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para toda ¢ € [ se tiene que VB Eqy= Yiera; - u;

Mas evidencia del comportamiento probabilistico surge cuando ob-
servamos ciertas clases de objetos importantes en teoria de conjuntos,
como los ordinales y los definibles. Un ordinal es un elemento transitivo
y bien ordenado por €. Esto se puede escribir mediante una férmula,
Ord(z) que es Ay, y como es acotada se tiene que los ordinales en V/
siguen siendo ordinales en V). A los ordinales & € V®, donde oo € V/
es ordinal, les llamamos ordinales estandar. Como ahora estamos en un
universo mas grande vamos a tener mas elementos que cumplan ser or-
dinales, pero algo muy interesante es que para saber “que tan ordinal”
es el elemento basta ver que tan parecido es a los ordinales estandar.
Dicho en férmulas,

| Ord(u) |=\/ lu=a|

a€ORD
Otro resultado muy interesante es el siguiente,

| Ord(u) ||= 1 <= existe un conjunto A de ordinales y una
particién de la unidad {ae}eea tal que || u = Seeaae - € ||= 1

iLos ordinales de V8 son mezclas de los ordinales estandar! Esto
pasa también para los definibles de V®) pero en ese caso A es un con-
junto de definibles estandar.

Los ordinales son definibles, asi que podemos resumir esto diciendo
que los nuevos definibles son mezclas de los definibles estandar, lo que
fortalece la intuicion de que nos encontramos en un universo proba-
bilistico, pasamos de la certidumbre a la incertidumbre de una manera
bastante interesante y no trivial.

Podemos repetir ésta construccién para cualquier modelo transitivo
M de “ZFC” (ya que por el teorema de incompletud no puede ser de
todo el sistema axiomatico pero por el teorema de Reflexién podemos
tomarlo de todos los axiomas que hemos usado hasta la fecha, los cuales
forman un conjunto finito, pero para no cargar demasiado la notacién
no pondré las comillas en ZFC) en donde M € V' y obtener un modelo
M®) en el cual se satisface

M E “B es un algebra de Boole completa”
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esto se cumple si para cualquier X € p(B)(\M = ™) (B) entonces
V X, A\ X existen y estan en M.

M®) es la relativizacién de VB a M, M®B) = (VB y B
(LBNYM) también dicho de otra manera M) es la B-extension de M.
Los resultados que se vieron para V' van a ser validos aqui. El valor
booleano de los enunciados de éste lenguaje es la restriccién a 55\?),
y la satisfaccién en el modelo se define como MB) E ¢ si || ¢ ||= 1.
Esta construccién vuelve a dar un modelo Booleano valuado de ZFC
en donde M — M®) gracias a la asignacion = — & = {(¢,1) | y € 2}
para cada x € M.

Dado un ultrafiltro U en B, definimos la relacién de equivalencia
~y en M®) como

rpy = |le=yleU

y denotamos 2V = {y € MB) | x ~y y}.
Definimos €;; como

v epy’ = |lzecyl|eU
y el cociente de M®) por U como
MPBU = {2V |z € MP)}, ep)

Por induccion sobre la complejidad de las férmulas y utilizando el Prin-
cipio del Maximo para el caso existencial, el cual tenemos ya que esta-
mos en un modelo de ZFC, se prueba que:

MB U E ¢[a¥, .., 2Y] <= || d(21,...,2,) ||€U

Esto implica que
MPBE = MP /U E ¢

lo que quiere decir que M®) es un submodelo de M®) /U. En particu-
lar tenemos que M P /U es un modelo de ZFC.
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Si €y es una relacién bien fundada, por el Lema del Colapso Transi-
tivo de Mostowski existe un conjunto transitivo, M [U] tal que la funcién
h definida recursivamente como

h:MP) /U = MU
27 = {h(y?) |y € z [le U}
es una biyeccion que satisface

YU ey 2V < h(yY) € h(zY)

Esto permite definir un mapeo i : M) — M|[U] como

i(x) = ha") ={ily) Il y € = |l€ U}

A este mapeo se le conoce como el mapeo candnico de MB) sobre M[U].

Como h es un isomorfismo entre M®) /U y M[U] entonces para cual-

quier férmula ¢(vy, ..., v,) y cualesquiera a1, ..., 7, € M®) se cumple

MU E @li(xy), ....i(z,)] <= MPB /U E ¢aV, ... 2Y] <= || ¢(x1,...,z,) [[€ U

“ey n

Con estos €-morfismos tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M (B —— MB) U

N

MIU]

Definimos a U, € M® como dom(U,) = {& | x € B} = dom(B) y
U.(Z) = z para = € B. Notemos que este elemento no depende de U.
Como ||z € U || = V,cp [y Allz=17]] entonces para z € B

|Z2eU ==
lo que implica que para cualquier B-enunciado ¢, si b =|| ¢ ||

| bel, |[=b
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entonces )
MP e[| ¢ | €U+ ¢l

El papel que tiene U, es el de representar los valores booleanos que van
a tener los enunciados que son verdaderos en M),
U es M-genérico si para todo X € p(B) N M

VXeU—=XnU#0

Ya definimos suficiente herramienta para ver resultados interesantes
cuando U es M-genérico.

= Todos los ordinales de M®) /U son los ordinales estdndar
= MB)/UE Ord[zV] <= 2V = aY para algtin a € Ord™)
= ¢ es una relacién bien fundada

» Vo € M(j(x) = ) lo que implica que M C M[U]

» j[M] es transitivo

» Voe U(j(b)=0)y i(U,) =U

» U e M[U]

» M® E ‘U, es un ultrafiltro M-genérico en B”

A U, se le conoce como el ultrafiltro genérico candnico en MP) y a
M[U] la extension genérica de M. M[U] va a resultar ser el minimo
€-modelo transitivo de ZF tal que M C M[U] y U € M[U].

Regresemos al punto. Habiamos hablado de los puntos topolégicos
en un algebra de Boole como sus ultrafiltros en donde a los princi-
pales les llamamos “clasicos” y a los no principales “ideales”. ;Hay
diferencia en las construcciones si las hacemos a partir de un punto
ideal o de un punto clasico? Afortunadamente si la hay, y es MUY
interesante. Resulta que en el caso en el que M F V = L tenemos
que MU EV =L <= U = U, para algin dtomo a. La prueba se
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encuentra en el Apéndice. Por lo tanto

MU EV =L < U = U, para algin dtomo a
M[UJEV =L <= U es ultrafiltro principal
M[U|EV =L <= U es un punto clésico
M[U|EV =L <= U es un punto ideal M-genérico

Esto nos da informacién sobre la diferencia entre los puntos clasicos (ul-
trafiltros principales) e ideales (no principales) en el caso M EV = L.
Tenemos que todos los puntos clasicos viven en el modelo y los idea-
les no necesariamente. Como M[U] y M tiene a los mismos definibles
entonces si un punto es ideal entonces no es definible.



Capitulo 2

Cuantica

El siguiente andlisis se hara dentro del marco conceptual de la Geo-
metria Cudntica. Esta es una rama de las matematicas que relaciona
métodos y conceptos de diversas ramas, como analisis funcional, geo-
metria diferencial y dlgebras C* no conmutativas, a través de ideas
que nacen junto con la teoria de la mecanica cuantica. La Geometria
Cuantica también es conocida como Geometria No Conmutativa, asi
que lo que hace a una geometria “Cuantica” es la no conmutatividad.
En la teoria Cuantica formalizada en los espacios de Hilbert tenemos
que el espacio de Hilbert representa el sistema fisico, los vectores son
los estados y los operadores hermitianos las observables del sistema.
Los vectores propios de un operador hermitiano forman una base or-
togonal del espacio de Hilbert, y si dos operadores conmutan entonces
comparten los vectores propios. Si tenemos un estado y le aplicamos
un operador hermitiano nos va a dar el estado del sistema después de
la medicién, por lo que si dos operadores conmutan entonces obten-
dremos el mismo estado después de las mediciones sin importar cual
observamos primero. Si no conmutan esto no es necesariamente cierto,
puede ser que al medir primero una observable y después la otra nos de
un estado distinto a hacer la medicién en el otro orden, un fenémeno
cuantico, también relacionado con el principio de incertidumbre, en
donde obtenemos la desigualdad dada por Heisenberg debido a la no
conmutatividad del operador de posiciéon con el de momento.

. Qué es un espacio? Esta pregunta puede llevarnos a otra tesis muy
interesante. En un principio se entendia el concepto de “espacio” como

30



CAPITULO 2. CUANTICA 31

una abstraccion del espacio 3-dimensional que percibimos en nuestra
vida diaria. Un espacio euclidiano que se creia que era absoluto al igual
que los teoremas que se derivan de los axiomas que caracterizan a la
geometria euclidiana. Con la llegada de las otras geometrias se vié
que la estructura geométrica no era algo dado a priori, lo que llevo a
abandonar la creencia de que los teoremas de la Geometria Euclidiana
eran verdades absolutas, y a darle méas importancia a la relacién que
hay entre los objetos, y no a su naturaleza.

Luego llegd Felix Klein con su programa de Erlangen, en el cual
nos dice que la estructura geométrica de un espacio esta capturada en
el grupo de automorfismos. Esto permitié grandes avances en la rama
de la geometria algebraica, en donde se dan pruebas de teoremas de la
geometria clasica a través de la teoria de grupos. Esto dié inicio a gran-
des teoremas y a poder ver dos ramas aparentemente distintas como
dos caras de la misma moneda, y eventualmente nos permitié cons-
truir diccionarios para poder estudiar objetos geométricos en términos
algebraicos y viceversa.

Una nocién (clésica) de espacio es un conjunto con una estructura.
Digo que es clésico porque partimos de un conjunto, un objeto con pun-
tos, y pronto veremos que en el caso cuantico vamos a encontrarnos con
espacios sin puntos. Si nuestra estructura es una medida del espacio,
esta estd capturada por la *-dlgebra de las funciones medibles que van
del conjunto a los complejos; la topologica esta dada por las funciones
continuas, la diferencial por las suaves... Lo que nos dice que podemos
entender al espacio dentro del formalismo de dlgebras C*. Todas estas
algebras son conmutativas, lo cual nos dice que seguimos en un contex-
to clasico, ahora hay que encontrar una generalizacién adecuada para
hablar de espacios geométricos dados por algebras no conmutativas, lo
que nos lleva a la Geometria Cuéntica.

Debido a que la tesis sélo se ocupa del concepto de punto, iremos di-
recto al punto. Afortunadamente contamos con la Dualidad de Gelfand,
la cual nos permite ver con mucha claridad la relacion entre espacios
topoldgicos y algebras C*. Haré un andlisis parecido al caso de la Dua-
lidad de Stone, en donde veremos qué pasa con los puntos cuando son
transformados por el funtor correspondiente.
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2.1. Algebras C* Conmutativas con 1

Otro lugar interesante para explorar es la categoria de Algebras C*
conmutativas con unidad, AlgC? Un dlgebra C* of = (A, -, +, %, 1, ||

conm,1°
||), es un espacio vectorial sobre C completo bajo su norma tal que:
Vr,y,z € o YA e C

L a(yz) = (zvy)z

2. 2(y+z2)=ay+az(y+z)r=yxr+z2x

3. May) = (Az)y = z(Ay)

4 (x+y) =" +y

5. (Az)* = \a*

6. (zy)* =y a*

7. x" =

8. Ix=x1=x

9. || wz* ||=[ ||

Y es Conmutativa si adicionalmente cumple que
Va,y € o (zy = yr)

Le damos estructura C* a C(X) = {f : X — C} definiendo las
operaciones de la siguiente manera:

(f +9)(x) = f(z) + g()
(f9)(x) = f(x)g(x)
(f)(2) = f(x)

I/ ll= sup{| f(z) [ € X}

Definida de esta manera, C'(X) es un dlgebra C* conmutativa y tiene
unidad, que es la funciéon constante 1.
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La primera equivalencia que exploraremos es la que hay entre ideales
maximales y puntos del espacio topolégico.
Sea I < .&7 un ideal maximal. Si existen x1, 29 € X tal que

Ve I(f(z1) = f(x2) = 0)

entonces definimos I,, = {f € C(X) | f(z;) =0},i =1,2. Si f,g € I,
y A € Centonces (Af+g)(z;) = ANf(x;)+g(z;) =0y f(zF) = f(z;) = 0.
I,, es un subespacio vectorial cerrado bajo la operacién *. Si h € C(X
Y f €I, entonces f - hlz;) = h(z)f(x:) = f(z)h(z:) = h- f(z:) =
h(z;)0 = 0, por lo tanto, I, es un ideal bilateral de /. Entonces
I C I, y como [ es ideal maximal I = [,,. Por el lema de Urysohn
C(X) separa puntos, para cualesquiera dos puntos distintos existe una
funcién que los manda a puntos distintos, asi que x1; = x5, asi que hay
a lo mas un punto en la interseccion de los nicleos de las funciones del
ideal.

Si no hay ninguno, Vf € I 3z € X(f(x) # 0), entonces eso significa
que {Ker(f) | f € I} no tiene la propiedad de la interseccién finita,
por lo tanto existen fi,..., f,, € I tal que (), Ker(f;) = 0. Como I
es un espacio vectorial cerrado bajo * entonces g = ¥, fif, € Iy
g(x) # 0 para todo x € X, lo que implica que es invertible por lo que
existe g1 € &7, como I es ideal entonces g-¢g~' =1 € I y como la
unidad estd en el ideal entonces I = 7.

~—

SV <@/ (Tesmaximal = e € X(I ={f € C(X) | f(z) =0}))

Ya vimos que dado y € X entonces I, = {f € C(X) | f(y) = 0}
es un ideal bilateral *. Si no es maximal, entonces por el axioma de
eleccion tenemos que podemos encontrar un ideal maximal J que lo
contenga, pero por lo que acabamos de probar existe o € X tal que
J = I,,. Usando que C(X) separa puntos, si y # o tendremos una
funcién f € C(X) tal que f(y) # f(xo). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que f(y) # 0, en caso contrario hacemos lo mismo para
f(zo). Como f(y) # 0, entonces f(y)-1— f =he I, — I, lo cual es
una contradiccién ya que I, € J = I, por lo tanto y = x¢ entonces I,
es maximal.

.1 maximal <= Jzro€ X(I =1,)
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Hay una biyeccién entre ideales maximales y puntos del espacio to-
polégico. Una definicion algebraica de los puntos en el contexto de las
algebras C*.

Otra definicién de punto que podemos dar en este contexto es a
partir de los caracteres del algebra. Un caracter, k : &/ — C es una
funcién que cumple Vz,y € o V) € C:

L Kz + Ay) = K(z) + Ak (y)

2. k(zy) = K(2)k(y)

3. k(z*) = k(2)
4. Jz € o (k(x) #0)

Veamos que hay una biyeccién entre los caracteres y los ideales ma-
ximales. Tomemos un caracter  : C(X) — C y lo asociamos con el
ideal maximal Ker(k). Es ideal bilateral ya que para cualquierf €
C(X), si g € Ker(k) entonces k(fg) = r(f)r(g) = rk(g)k(f) =
k(f) g = 0 por lo tanto fg,g9f € Ker(k). También es cerrado ba-
jo la operacién * ya que

g€ Ker(k) = r(¢") =r(g)=0=0

Y como existe z € C'(X) tal que x(x) # 0 entonces k es suprayectivo
y C(X)/Ker(r) = C, lo que nos dice que Ker(x) tiene codimensién 1,
lo que implica que es maximal.
Para el regreso tomemos I < C'(X) ideal maximal y g ¢ I. Sea J =
{fg+vy | f e C(X),y € I} entonces J es ideal y I C J. Por la
maximalidad de I,C(X) = J, lo que nos dice que 1 = fg + y para
algin f € C(X),y € I, es decir, para cualquier [g] =g+ I € C(X)/I
con [g] # [0], existe [f] = f + I tal que [f]lg] = fg+1 =1=1[1], lo
que significa que todo elemento es invertible.

I es ideal maximal entonces es cerrado, entonces C'(X)/I es un
algebra de Banach donde todo elemento es invertible, por el teorema

de Gelfand-Mazur, C'(X)/I = C. Sea h el isomorfismo C(X)/I n .

Este isomorfismo es tnico ya que si hubiera otro, C'(X)/I — C,entonces
hok™ :C — C es un isomorfismo y como preserva la operacién *, en
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este caso la conjugacion, y es multiplicativo entonces h o k=! = Id ya
que el inico *-isomorfismo (multiplicativo) de C en C es la identidad,
por lo tanto h = k, lo que implica que el isomorfismo dado es 1nico.

Tenemos C(X) 5 CO(X)/I % €, como ambas son *-morfismos

hom
entonces C'(X) — C es un caracter tal que Ker(hom;) = I, y por
la unicidad del isomorfismo con C, si dos caracteres tienen el mismo
nicleo, entonces son el mismo. Hemos probado la siguiente equivalen-
cia:

ideales maximales <= caracteres del 4lgebra

La equivalencia entre ideales maximales y puntos mezclada con la
de ideales maximales y caracteres da una tercera equivalencia que
es entre puntos y caracteres. Una forma de entender esta biyeccién
es de la siguiente manera. Si x € X entonces se le puede asociar
el caracter k, : f +— f(x). Lo que nos dice que el caracter asocia-
do a x es la evaluacion en ese punto y el ideal maximal asociado es
Ker(k,) = I, = {f € C(X) | f(z) = 0}. Viendo la relacién de carac-
teres y puntos de esta manera, podemos ver que en éstas algebras los
puntos estan caracterizados por como actiian los elementos del algebra
en ellos. Saber cual es la imagen del punto para cada funcién es toda

la informacién que necesitamos para saber de que punto estamos ha-
blando.

Tenemos estas equivalencias:
r € X <= ideales maximales de C(X) <= caracteres x: C(X) — C

Esta prueba vale para cualquier algebra C* conmutativa. El caso ge-
neral es un resultado conocido como el teorema de Gelfand-Naimark,
que establece la equivalencia entre AlgCy,,,, 1 ¥ la categoria de espa-
cios Topoldgicos Hausdorff compactos, Comp. Una implicacién de este
teorema es que si tenemos un dlgebra C* conmutativa con unidad 7 en-
tonces existe un espacio topoldgico Hausdorff Compacto X tal que o/ =
C(X), donde el isomorfismo es isométrico. El espacio X que le asocia
al lgebra es el conjunto & = {® : &/ — C | ® es un *-morfismo}, los
caracteres del dlgebra, conocido como el espectro del algebra, equipado
con la topologia *-débil.
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Como consecuencia de este teorema se pueden construir dos funtores
contravariantes:
N N
: AlgClopm1 — Comp

o/ € Ob(AlgC:, . ,) — o/ € Ob (Comp)

conm,1

[ — B e Ar(AlgC; ) — [ : B — o/ € Ar(Comp)

conm,1
f:®— Dof
y como C(X) = {f : X — C | fes continua} es un algebra C*

entonces se puede definir el funtor:

C(.) : Comp — AlgC;,

conm,1

X € Ob(Comp) — C(X) € Ob(AlgCy, 1)
f:X =Y € Ar(Comp) — C(f) : C(Y) = C(X) € Ar(AlgCl,um1)
C(f):gr——gof

., Como se ven los puntos topoldgicos en el contexto algebraico?
Tomemos un objeto X € Ob(Comp) y un elemento categdrico en él,

1 5 X, lo cual corresponde a un punto topolégico. Por la contravarian-

za del funtor C'(_), esta flecha en la categorfa AlgCy,,,,, ; se transforma
C(x

a C(X) @, C(1). El objeto C(1) es un objeto inicial de AlgCy, 1 1,

mas aun, como el objeto terminal de Comp es un espacio unitario

entonces C'(1) = C. El funtor manda al punto categérico del espacio

topoldgico, los puntos topoldgicos, a una flecha C'(X) % C, un ca-

racter del dlgebra C'(X). Otra forma de ver lo que ya se habia probado
de “manera interna” ahora a través de los funtores, una “manera exter-
na” de ver la correspondencia entre estos conceptos de punto. Una vez
mas se puede apreciar la armonia que hay entre la definicion categorica
de punto en los espacios topoldgicos, los teoremas de representacion y
las definiciones algebraicas de punto.
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2.2. Fisica

Nuestro andlisis del punto desde el enfoque de la fisica parte de la
mecanica clasica. El enfoque de esta rama es el estudio de las leyes
que describen el movimiento de los cuerpos que se encuentran bajo
la influencia de fuerzas. Tomemos un sistema en el cual tenemos una
cantidad finita, n, de grados de libertad. Un estado del sistema esta
determinado por sus coordenadas de posicién y momento, (p,q) € R*"
en un instante de tiempo. El conjunto de todos los posibles estados es
el espacio fase, F. El estado del sistema nos da informacion sobre la
posible evolucién del sistema, dada por el movimiento del punto (p, q)
segun las ecuaciones de Hamilton. Una manera mas realista de entender
a los estados es como medidas de probabilidad sobre el espacio fase, ya
que no contamos con la informacion que nos dice con maxima precision
el estado de un sistema.

Un medida de probabilidad es una funcién

p: F—=R"U{0}

para la cual la probabilidad de encontrar puntos de la medida sobre
todo el espacio fase es 1

/ p(q,p)dgdp =1
_F

La medida de probabilidad de un subconjunto £ C F esta dada
por

p(E) = /E pdqdp

Si tenemos dos estados p1, po entonces la combinacién convexa de ellos
es también un estado p = a;p1+agpy donde a;+a; =1y 0 < ay,ay < 1.
Un estado que es combinacién convexa de otros estados se le llama
estado mixto. Si un estado no puede ser escrito como una combinacién
convexa no trivial, entonces se le llama estado puro. Los estados puros
en mecanica clasica son las funciones delta, concentradas en un punto,
es decir hay un punto en el espacio fase en donde la medida es distinta
de 0 y vale 0 en todos los demas puntos. En este contexto fisico podemos
pensar a los puntos como elementos en el espacio fase, los cuales se
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corresponden con los estados puros. Los puntos fisicos son los estados
que tienen la “méxima informacién epistémicamente posible”.

Para hablar de puntos tenemos que decir en que espacio viven los
puntos, puede ser clasico o cuantico. Un contexto generalizado de los
sistemas fisicos son las algebras C* unitales conmutativas. El caso
cuantico se debe a que el dlgebra C* sea no conmutativa. La razén
detras de esto tiene sus origenes en el principio de incertidumbre. El
Teorema de Gelfand-Naimark nos dice que si el algebra C* es conmu-
tativa con unital, entonces es isomorfa a C'(X), donde X es un espacio
topolégico Hausdorff compacto. El teorema de representacién de Riesz-
Kakutani nos dice que cualquier funcional lineal ¢ : C(X) — C es de
la forma

o(f) = /X f(@)dp(z)

para una medida pu, y si ¢ es positivo, es decir, Vf € C(X)(0 < o(f -
f*)), entonces la medida es positiva. Esto nos sugiere que en las dlgebras
C* podemos pensar a los estados como funcionales lineales positivos y
normalizados. De esta manera generalizamos la nocién de punto fisico
al contexto de algebras C*. Lo que motiva la definicién de estado en
un algebra C*, A, que es un funcional p : A — C tal que:

Ve,ye AL\ e C

L p(Az +y) = Ap(z) + p(y)
2. 0 < p(zz*)

3. p(la) =1

A continuacién estudiaremos la relacién que hay entre los estados
de un algebra C* y sus representaciones. Primero daremos unas defini-
clones.

Una *-representaciéon de A en un espacio de Hilbert H es un *-
homomorfismo D : A — B(H), donde B(H) es el conjunto de ope-
radores acotados sobre H. En B(H) tendremos como operaciones a la
suma de operadores, la composicién y el adjunto. Estaremos trabajan-
do con élgebras unitales asi que también pedimos que D(14) = Id.
Un vector ¢ € H es ciclico si {D(a)y | a € A} = H. Un subespacio
M C H es D-invariante si D(a)(M) C M para toda a € A.
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Dadas dos representaciones D : A — B(H),D’ : A — B(H') de-
cimos que son unitariamente equivalentes si existe una transformacién
unitaria U : H — H, U~! = U*, tal que para toda a € A

D(a)=Uo D'(a) o U*
esta relacién es una relacion de equivalencia.

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (GNS), asocia a cada
estado p una tripleta (D,, H,,1,) donde D, es una *-representacion,
H, un espacio de Hilbert y v, un vector ciclico. La representacion es
tnica salvo equivalencia unitaria y p(x) = (¢, D(z)v), siendo ( , ) el
producto interior definido en el espacio de Hilbert H,,. La construccién
se encuentra en el apéndice:

Cada representacién ciclica D : A — B(H) con vector ciclico v,
| ¥ ||I= 1, nos define un estado pp : A — C como

po(x) = (¢, D(x))

Por la linearidad del producto interior en el argumento derecho y de la
representacion, es lineal. Es positivo ya que

pp(x"z) = (¢, D(z"2)y) = (D(x), D(x)v) = D(x)y [*> 0

y normalizado porque pp(14) =|| ¢ ||*= 1.
Hay una correspondencia entre estados y clases de equivalencia uni-
taria de representaciones ciclicas con vector ciclico de norma 1.

Nuestra definicién de punto fisico estaba dada como un estado puro
de nuestra algebra. ;Qué cara tienen las representaciones asociadas a
un estado puro? Son irreducibles.

Una representacion D : A — B(H) es irreducible si los tnicos
subespacios cerrados D-invariantes son {0} y H. A continuacién dare-
mos las ideas para la prueba de esta correspondencia.

Tomemos un subespacio cerrado M < H del espacio de Hilbert.

Como H = M @& M~ podemos asociarle un proyector ortogonal P, tal
que, P = P? = P* Ker(P) = M+, P |y=Id. Si M es D-invariante y
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tomamos un vector ¢ € H, entonces Pvy € M y por la D-invarianza
de M, D(z)Py € M, para cualquier x € A. . PD(z)Py = D(z)Py
para cualquier ¢ € H,z € A. Por lo tanto,

D(x)P = PD(x)P

Como (ab)* = b*a*, P = P* y D(x)* = D(z*) entonces PD(z*) =
PD(xz*)P. Esto pasa para cualquier x € A, en particular para z*, lo
que nos dice que,

PD(z) = PD(z)P = D(x)P
P conmuta con todos los operadores en la imagen de D.

Ahora tomemos un proyector P que conmuta con todos los opera-
dores y un vector £ € M. Entonces

P¢=¢ y PD(x)§ = D(x)PE = D(x)¢

esto pasa si D(z)¢ € M para todo x € A i.e. D es M-invariante.

Lo que nos da una manera de saber si una representacion es M-
invariante a partir del proyector P, asociado al subespacio cerrado
M.

D es M-invariante <= Vo € A(PyD(x) = D(z)Py)

Por lo que una representacion es irreducible si y sélo si el tinico pro-
yector que conmuta con todos los operadores en la imagen de D es la
Identidad y el que manda todos al 0.

Otra equivalencia que nos va a servir es que una representacién D
es irreducible si y solo si los inicos operadores acotados que conmutan
con todos los D(x) son de la forma Ald, A € C.

Debido a que los estados son funcionales positivos, 0 < p(z*x) para
todo x € A, podemos equipar al conjunto de estados del algebra, S(.A),
con un orden parcial. Si p y ¢ son estados, decimos que

p domina a ¢,q < p,< It € RVz € A(q(z"z) <t-p(xz*x))

Sabemos que dada una *-representacién ciclica, con vector ciclico v,
p(x) = (¢, D(x)1) es un estado. Cualquier estado ¢ dominado por p va
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a cumplir que existe un tnico operador 7" tal que para cualquier ¢ € H
(. T@) = 0 (es positivo), || T |= 1, q(x) = (16, TD()Tw) y T con-
muta con cada D(zx). Cualquier operador T positivo que conmute con
todos los D(x) y || T% ||= 1 nos define un estado q(x) = (¢, TD(z)T))
dominado por p.

Al estar en un orden parcial vamos a tener estados p que se compor-
tan como dtomos, Vg € S(A)(q¢ < p = q¢ = p). Veamos que los atomos
de S(A) son los puntos extremales, lo que justifica llamarlos estados
puros.

S(A), es un conjunto convexo. Sea el estado p un dtomo del orden
parcial y supongamos que existen dos estados ¢i,q2 y un t € (0, 1) tal
que p = tq + (1 — t)ge. Despejando a ¢; obtenemos

q(z'r) = (1/t)p(a"x) + (t = Dga(2"z) < (1/t)p(z"x)

ya que (t — 1)ga(z*z) < 0 entonces ¢ < p y como p es un atomo
entonces ¢q; = p. Podemos repetir el procedimiento con ¢y. Entonces p
no puede ser visto como una combinacion convexa no trivial de otros
estados, p es un punto extremal de S(A).

Ahora supongamos que p no es un atomo, existe un estado ¢ domi-
nado por p. Por lo tanto existe t € R tal que Vo € A(q(z*z) < tp(x*x)).
Despejando obtenemos 1/tq(x*z) < p(x*x). Sea n(x) = p(x) —1/tq(z),
es lineal y positiva. Como n(14) = 1—1/t y 14 es positivoy 1/t € (0,1)
entonces 0 < 1 — 1/t. Sea a(x) = n(z)/(1 — 1/t). a es un estado y
p(x) = (1—=1/t)a(x)+1/tq(x), por lo tanto p no es un punto extremal
de S(A).

atomo <= punto extremal

Esta equivalencia conecta la estructura de orden con la estructura
geométrica de S(A) y nos permite llamarle estado puro a los atomos y
a los puntos extremales.

Tomemos un estado puro p y su tripleta (D,,,, H,) asociada por
la construccién GNS. Si P es un proyector que acttia sobre H, y con-
muta con D,(z) para cualquier z € A entonces la imagen de P es D,-
invariante. Si T' = (1/ || Py, ||)P entonces || T, ||=1,0 < T y es un
operador lineal. Podemos construir un estado g(z) = (¢, TD,(x)v,)
dominado por p pero p es puro entonces q(z) = p(x) lo que significa
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que P = Id. Asi que el tinico subespacio invariante no trivial es el total,
i.e. D, es irreducible.

Sea D, irreducible. Si ¢ < p entonces existe 7' un operador que
conmuta con todos los D,(x), esto significa que 7' = AId para algin
A € C. Como || T4, ||= 1 entonces | A |= 1 y como T es positivo
entonces A = 1, por lo tanto ¢ = p i.e. p es un estado puro.

Juntando estas dos pruebas obtenemos que:

p es estado puro <= D, es irreducible

Una equivalencia de la definicién de punto motivada por la fisica.

Conectemos las nuevas definiciones de punto con las anteriores. Sea
A un algebra C* unital y conmutativa. Habiamos denotado a A como
los caracteres del algebra. Todo caracter, k, es un funcional lineal, nor-
malizado, y gracias a que es multiplicativo y respeta la operacién * es
positivo. Lo que quiere decir que todo caracter es un estado.

AC S(A)

De hecho se cumple que los caracteres van a ser precisamente los
estados puros, de nuevo la prueba se encuentra en el Apéndice.

Tenemos varias definiciones equivalentes de punto en el contexto de
las algebras C* conmutativas unitales: caracteres, ideales maximales,
estados puros, clases de equivalencia unitaria de representaciones irre-
ducibles y puntos del espacio topolégico asociado al algebra. En el caso
cuantico no se van a respetar estas equivalencias, de hecho, si nuestra
algebra es un espacio de operadores de un espacio de Hilbert de dimen-
sion mayor o igual a 2 entonces no va a haber caracteres, pero puede
haber estados puros o ideales maximales (los cuales no pueden ser bila-
terales). En estos casos ocurre un fenémeno que llamaremos “difraccién
cuantica del punto”. En éstas dlgebras la definicién de punto que tome-
mos nos mostrara una imagen y distintas definiciones nos pueden dar
distintas imagenes. Observaremos éste fenémeno en unas algebras no
conmutativas muy interesantes: La Esfera Cudntica (M;(C)), el Plano
Hiperbdlico Cuantico (dlgebra de Toeplitz ) y el Toro Cuéntico (dlgebra
de rotacion).
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2.3. Ejemplos

2.3.1. Esfera Cuantica

La queridisima algebra de matrices de 2x2 con entradas complejas,
M;(C). Un élgebra C* en donde definimos a la norma de una matriz
como

I All=sup{|l Az ||| = € C*, || = ||= 1}

Es unital, la unidad estd dada por la matriz identidad I = <(1) (1)) Y,

muy importante, es no conmutativa.
El centro de ésta algebra es
A0
0

206(©) ={() 1) 11e)

. Por qué le llamamos esfera? Felix Klein nos dice que podemos ca-
racterizar a las geometrias a partir de su grupo de simetrias, que vienen
siendo los automorfismos del algebra. Hay un subgrupo de simetrias que
son exclusivas del comportamiento cuantico de un algebra, las simetrias
internas, que son los automorfismos definidos a partir de la conjuga-
cién por un elemento del dlgebra, si a € A entonces x — axa™! es un
automorfismo interno. Si el algebra es conmutativa entonces el tinico
automorfismo interno es la identidad. Esto justifica que le llamemos
simetrias cudnticas a este grupo. En M,(C), todos los automorfismos
son internos. Si denotamos a C* = {A | A € C — {0}} y al grupo
de Mobius como M(2) = {f(z) = ¥ | a,b,c,d € C,ad — bc # 0}

cz+d
entonces:

Aut(My(C)) = GL(2,C)/C* = SL(2,C)/{I, ~I} = M(2)

Los automorfismos son los mismos que los de la esfera de Riemann.
Estos automorfismos no preservan necesariamente la estructura *, si
pedimos que lo hagan, f(a*) = f(a)*, entonces obtenemos al subgrupo
de simetrias que denotaremos como Aut*(M,(C)). La condicién de que
preserve la estructura interna obliga al elemento por el cual estamos
conjugando a ser unitario, ya que

fa(z) = fal2)* & azx*a™ = (aza™')* = (a7 2*a*
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& afab® = b*ata

Esto nos dice que a*a € Z(M;(C)), el centro del dlgebra, por lo tanto

* A0 * —1
aa—(o )\) y a"=Aa " donde A >0

Como f, = fu. para cualquier p € C*, si definimos a ¢ =
tenemos que

<
IS

1 1
c=al, cfc= Xa*a = X)\a_la =1

por lo tanto f, = f. donde ¢* = ¢!, es unitario.

Tenemos los siguientes isomorfismos:

Aut*(C) = U(2)/U(1) = SU(2)/{I, ~I} = SO(3)

los *-automorfismos son las simetrias de la 2-esfera.

Una de las razones por la cual le llamamos a esta algebra la Esfera
Cuantica.

Una base de esta algebra son las matrices de Pauli junto con la identi-

dad
(10 (01 (0 —i (i 0
o 1) \1 0/)%27\i 0)7%% o —i

Estas matrices cumplen que:

ol=o0=03=1
0109 — —09071 — 7:0'3
0903 — —0309 = iO‘l
0301 = —0103 = iO’Q

Lo que tiene como consecuencia que el algebra no tiene caracteres,
ya que si k es un caracter entonces

Kk(o;)? = n(a?) =1sk(o;) =1V5€{1,2,3}

k(03) = K(0102) = —K(0901) = —k(09)k(01) = —K(01)K(02) = —K(03)
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H(Jg) = —H(Ug) = K(Ug) =0

Tenemos la contradiccion 1 = k(o;) = 0, por lo tanto no hay carac-
teres. El espacio geométrico asociado al algebra no tiene puntos bajo
la definicién de punto como caracter.

Podemos definir un producto escalar en el algebra con la traza como,

(a,b) — tr(a*b)

Por el teorema de Riesz, para cada funcional del algebra, en particular
para cualquier estado p : My(C) — C, existe una unica matriz, p, tal
que

p(x) = tr(pz)
De ahora en adelante utilizaré la notacién de Dirac. En esta notacién
la forma de esta matriz es,

p=2up(| )i ) 14)(7]
con | i),|j) elementos de una base ortonormal.

Para ver que el teorema de Riesz si asocia a cada estado una matriz de
densidad, tomemos z = ¥;z; | i ) € My(C), entonces

(2,02) = (2, Bizp(1 )T 1) [ 3)(0 ] 2) = Zajp(| 1)(T (2, 0)0,2) =

= Zigp(l4)(7 Dzz = p(l 2)(2]) 20

y como p(l) = 1 entonces tr(p*1) = tr(p) = 1. Lo que nos dé una
inyeccién de los estados en los operadores de densidad. La biyeccién la
podemos ver observando que dado una matriz de densidad, p, podemos
definir a un estado con el mapeo x — tr(px). Lo que nos da la biyec-
cion entre ellos. Esta biyeccién es afin, va a mandar a los estados puros
en operadores de densidad extremales, que resultaran ser proyectores
1-dimensionales de la forma | ¢ )( ¢ | con || ¢ ||= 1.

Para probar que asi se ven los puntos extremales del conjunto de
operadores de densidad, recordemos que si tenemos una base ortonor-
mal de un espacio de Hilbert, {v;}ier €l conjunto de diadas {| v;)(v; |
}ijer es una base de B(H). Tomemos una matriz de densidad p, como
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es autoadjunta entonces hay una base ortonormal de vectores propios
de la matriz, denotemoslos | ¢ ), | ¢ ). Entonces la matriz de densidad
puede ser escrita como p = A | ¢ )( ¢ | +A2 | ¥ ){ ¢ |. Como su
traza es 1 entonces A\; + Ay = 1 y por ser positiva A\;, Ay > 0. Esto nos
dice que puede ser visto como una combinacién convexa de proyectores
1-dimensionales, y como la transformacién entre estados y operadores
de densidad es afin entonces si el estado asociado es puro, eso quiere
decir que un valor propio es 1 y el otro 0. Por lo tanto

p=lo)o]
con || ¢ ||= 1.

Si tomamos una diada | ¢ ){ ¢ | con || ¢ ||= 1, como ya vimos que
es parte de una base de M,(C) entonces no podemos escribirla como
combinacion convexa de otros operadores de densidad, ya que estos
operadores son combinaciones lineales de los elementos de la base y
por la independencia lineal eso significa que los coeficientes de los otros
elementos son 0, lo que nos dice que los operadores de la forma | ¢ )( ¢ |
son puntos extremales, asi que sus estados asociados son estados pu-
ros. Esto nos dice que los estados puros estan en correspondencia con
proyectores 1-dimensionales.

Toda matriz autoadjunta, de traza 1 puede ser vista de la siguiente

manera
1 /142 x—iy
2 (:E 4wy 1—2z )
con z,y,z € R. Si la matriz es una matriz de densidad, entonces sus
valores propios son positivos, por lo que el determinante también va a
ser positivo. Como vimos que si tiene asociado un estado puro entonces

la matriz, p , es de la forma | ¢ )( ¢ | con || ¢ ||= 1, lo que nos dice que
p*=py 1=tr(p) =tr(p*) por lo tanto

1((1+z)2—|—x2+y2 *

=1 * 2 +y? + (11— 2)?

1
):§(1+m2+y2+z2)
=22+ +22=1

Esto nos dice que si entendemos a los puntos como estados puros
entonces en esta algebra son parametrizados por la 2-esfera.
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Otro resultado que se relaciona con nuestros propésitos, es que esta
algebra es simple, no tiene ideales propios no triviales, lo que nos dice
que bajo esa interpretacion de punto, tampoco los hay. En conclusién
tenemos que no hay puntos como caracteres o como ideales maximales
(no triviales), como estados puros se encuentran parametrizados por la
2-esfera, y las simetrias que no preservan la estructura * estan dadas
por el grupo de Mobius, que son las simetrias de la esfera de Riemann,
y las que si preservan la estructura * son las de la 2-esfera y todas son
internas, es decir, cuanticas!
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2.3.2. Plano Hiperbdlico Cuantico

Sea (?(N) el espacio que tiene como elementos sucesiones (7;)ien
tales que X2, | 7; |*< oo, y consideremos el operador “shift” S en (2
definido como:

S(nb N2, ) = (07 n, N2, )
Si denotamos a la base canénica ortonormal como {| n) : n € N} en

donde | n) es la sucesién que tiene 1 en la n-ésima entrada y 0 en las
demas, entonces

S|n)=|n+1)
§* ) =|n—1)
S*10y=0

donde | 0) es el vector que tiene 1 en la primera coordenada y 0 en
las demas. El operador S es isométrico, S*S = I, pero no es unitario ya
que SS* # I, de hecho SS* = I— | 0)(0 | donde | 0)(0 | es el proyector
sobre la primera entrada. Gracias a esto, en el dlgebra C* generada
por S, C*(s), vamos a tener a los operadores que proyectan sobre la
entrada n y la trasladan a la entrada m como

| m)(n |= S™(1 — S§*)§™

Esto implica que el espacio de matrices infinitas con un ntmero
finito de entradas distintas de 0, M, (C), va a estar contenido en C*(S)
ya que cualquier matriz de esta forma puede ser vista como combinacion
lineal de los operadores | m)(n |. La cerradura de M, (C) es K(¢?),
el espacio de operadores compactos de 2. Esto mas el hecho de que
C*(S)/K(C) = C(S") (S es el circulo unitario) nos da la siguiente
sucesién corta exacta conocida como la extensiéon de Toeplitz de C'(S1)

0 — K(*) — C*(S) = C(S") =0

Una de las razones por las que llamamos a esta algebra Plano Hi-
perbdlico Cuantico es porque nos gusta ponerle cuantico a las algebras
no conmutativas, y también porque bajo la misma filosofia del ejem-
plo anterior y del siguiente, las simetrias de esta algebra tiene como
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subgrupo al cociente de las simetrds del modelo del disco de Poincaré,

SU(1,1) = {(% b) la|—|b|=1} médulo {I,—I}

SUL,1)/{I, I} = Aut(C*(S))

En la filosofia de la mecanica cuantica, los vectores propios repre-
sentan estados del sistema. Veamos cuales son los vectores propios en
esta algebra. S no tiene vectores propios. Si lo hubiera, digamos que
| ) = Xn>0a, | n) es uno, ie.,, S| ) =\ | ¢), y como

S | ¢> = S(anoan | n>) = ZJnZOanS | n) - Enzoan | n+ 1)
tenemos que
A @) = nzoan |0+ 1) = X0, | 1)

Lo que nos dice que A\a,, = a,_1. Esto implica que todos los coeficientes
son 0, por lo tanto no hay vectores propios.

En cambio S* si tiene. Supongamos que | ¢) es uno de ellos y estd
normalizado y veamos que forma tiene.

S* o) = S*(Bn>0an | n)) = Xn>0a,S™ | n) = Xpsoa, | n— 1)
= A ’ ¢> = En20an+1 | n>
= A, = apy1 = a, = \"ag
=] ¢) = Xnz0\"ao | n)
Supusimos que || ¢ ||= 1, esto quiere decir que
1 =300 | a0 P X [*"=[ a0 | (Znzo(| A [)")

lo que nos arroja una bien conocida y querida serie geométrica, la cual
sabemos que es convergente si y solamente si | A |?< 1.

=|ao|= (1= [ A )2

Esto nos dice que para cualquier punto dentro del circulo unitario,
tenemos asociado un vector propio de S* que lo tiene como valor propio.
Si z € C(| z |=1) entonces llamemos | ¢,) a su vector propio asociado.

| ¢2) = (1= | = [)/*Euz02" | m)
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Otra razén por la cual llamamos a esta algebra Plano Hiperbodlico
Cuantico, se debe a una bella relacion entre una propiedad fisica y
una matematica. En Mecanica Cudntica tenemos que la probabilidad
de transicién de un estado | ¢) a otro | ¥) estd dada por | (¢ | ) |
Algo interesante en este universo sucede cuando observamos la proba-
bilidad de no transiciéon entre dos estados de S*. Sean z,w € C tal
que || z ||=|| w ||= 1 y sus estados asociados | ¢.),| ¢, ). Entonces la
probabilidad de no transicion esta dada por

B | w— z |?

1— ’ <¢z ‘ ¢w> |2

| 1—zw|?
Si ahora tomamos el limite w — z obtenemos

dzdz
(1= 1]z [?)?

la métrica hiperbdlica!

En este ejemplo vemos que si hay puntos como caracteres, y son
precisamente el circulo unitario, contrario a lo que pasaba en el caso
clasico del modelo de Poincaré en donde la frontera del disco repre-
sentaba el horizonte. Y los puntos como estados, “puntos estocasticos”
siguiendo la filosofia de Edward Prugovecki, van a estar parametrizados
por el interior del disco unitario. Una difraccién cuantica muy bonita.
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2.3.3. Toro Cuantico

Definimos al dlgebra de rotacion Ay de la siguiente manera: toma-
mos el anillo de polinomios, Py, de 4 variables no conmutativas U, U*, V, V*
con unidad, 1. Luego, consideramos el ideal Z generado por {U*U —
LUU* = 1,V*V — 1L.VV* — 1,VU — UV }. Tomamos el cociente
Ag/T = Aj). Esta algebra tiene estructura * y cada elemento z € Aj
puede ser visto como una suma finita * = X, ez A, U"V™. Ahora
definimos una norma a partir de las representaciones del algebra:

| @ ||:= sup{|| Dz ||| D es una representacién de Aj}

Ya tenemos todos los ingredientes para definir el algebra de nuestro
interés, Ay = Aj, donde la cerradura la tomamos sobre la norma que
acabamos de definir.

Ap es un élgebra C*. Si § = 0,1 entonces Ay = C(T?), donde T?
es el toro clasico. En este caso podemos observar que el algebra es
conmutativa. Una de las primeras razones por la cual llamamos a esta
algebra Toro Cuéantico.

Otra razén es que podemos definir una accién del Toro Clasico
sobre el dlgebra, T? x Ay — Ay, que nos va a permitir ver al Toro
Clésico como una subgrupo de los automorfismos de Ay. Sea («, ) €
T? = U(1) x U(1), definimos T, s a partir de su comportamiento so-
bre los generadores, entonces T, 5(U) = aU y T,5(V) = BV. Es-
tas transformaciones forman un grupo ya que T, 30 1,5 = T, 35,
I'=T,yT, [13 = T53, y son *-automorfismos, lo que nos da un mor-
fismo de grupos T : T? — Aut(Ap), (o, ) + T, p. Los automorfis-
mos internos fy(a) = UaU* y fy(a) = VaV* podemos verlos como
Ty, T, respectivamente, donde z = ™. Gracias a esto tenemos que
si (a, B) € {(e2mn0e’™ ™ InmeZ)Y entonces T, es un automorfismo in-
terno. Cuando 6 es irracional el conjunto de estas parejas es denso en
T2.

Cuando | n | + | m |# 0 tenemos que

nermydacdB
//TzTa’ﬁ(U v )27T27T_0
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Entonces si & = Yy, mezAnm U™ V™ tenemos que
€

dad
// sl 2 6 = Ao - 1
T2 ™ om

Ahora supongamos que 6 es irracional, y que Z < Ay es un ideal no
trivial. Sea € Z — {0} y consideremos el conjunto M, = {(«,f) €
T? | T.5(z*x) € Z}. Si a = ¥ y 3 = ™™ entonces T, 5 es un
automorfismo interno, lo que quiere decir que para estos automorfismos
T.p(z*x) € . Al ser 6 irracional, tenemos que M, es denso en T? y
como Z es cerrado entonces tenemos que M, = T2 La integral es un
limite de sumas finitas y el ideal es un espacio vectorial, esto implica

que:
/ / da dp _
”3 JZ {L‘
T2 o7 21

Sia*r = X, meztnmU™V™ entonces
poo -1 €Z

lo que significa que tenemos un escalar en el ideal, por lo tanto Z = Aj,.
En otras palabras, si 0 es irracional, entonces Ay es un algebra simple.

Un resultado de la teoria de dlgebras C* es que si A es un algebra C*
con unidad, entonces su conjunto de estados es no vacio. El conjunto
de estados es convexo y compacto en la topologia *-débil, y por el
teorema de Krein-Milman tenemos que va a ser la cerradura convexa
de sus puntos extremales. Por la construccion GNS tenemos que los
puntos extremales estdn asociados con representaciones irreducibles,
asi que al haber estados puros tenemos representaciones irreducibles del
algebra. El toro cuantico es un algebra C* unital, por lo que tenemos
una representacion irreducible, sea D : Ay — B(H) una de ellas. Al ser
0 racional tenemos que existe n € N tal que 2™ = 1, esto quiere decir
que para cualquier k,l € Z

DU D(V)" € {a € B(H)| ¥b € Im(D)(ab=ba)} = {\-1] X € C}

Entonces estos operadores son linealmente dependientes en B(H), lo
que implica que en D(Ag) hay a lo mds n? operadores linealmente
independientes, en otras palabras, D(Ay) es de dimensién finita. Al
ser un espacio de dimensién finita sobre un campo algebraicamente
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cerrado, tenemos que todo operador tiene vector propio. Sea ¢ un vector
propio de D(V') con valor propio A, como la representacién respeta la
propiedad VU = zUV tenemos que

D(V)D(U)p = zD(U)D(V)¢ = zAD(U)¢

= D(V)D(U)?¢ = 22D(U)2D(V)¢ = z°AD(U)%¢

Por lo que D(U)¢, D(U)?*$ son vectores propios de V' con valores
propios z\, 22\ respectivamente. Nos interesa el caso z # 1 asi que
estos valores propios son distintos, lo que nos dice que D(U), D(U)?
son linealmente independientes.

-2 < dimD(Ag) < n?

El nicleo de la representacion, Ker(D), es un ideal de Ay, y como Ay
es de dimensién finita y por el primer teorema de isomorfismo tenemos
que Ag/Ker(D) = D(Ayp), lo que implica que

2 < dimAy — dimKer(D) < n?

{0} # Ker(D) # Ag

Hemos encontrado un ideal propio en el caso racional, lo que nos dice
que
Ay es simple < 6 es irracional

Concluyendo con este bello ejemplo, hemos obtenido que sélo hay
caracteres cuando el algebra es conmutativa, es decir ¢ = 0,1, y son
precisamente los puntos del toro clasico. Si no es conmutativa no tene-
mos caracteres, y tendremos que no hay puntos como ideales solamente
cuando @ es irracional.



Capitulo 3

Conclusion

Hemos visto varias formas de ver matematicamente al concepto de
punto. Dimos definiciones del punto dentro de diferentes teorias: Con-
juntos, Topologia, Categorias, Algebras C*, Logica, Fisica, y luego las
unimos mediante ciertas dualidades muy especiales: la de Stone y la
de Gelfand. En este trayecto nos dimos cuenta que podemos ver que
el punto es algo que depende fuertemente de su entorno. Para hablar
de punto primero tenemos que responder a la pregunta ;En dénde esta
el punto?. Ya vimos que en el caso cldsico (conmutativo), hay varias
definiciones de punto que coinciden: punto topoldgico, caracter, ideal
maximal, categorico, representaciones irreducibles, estados puros... pe-
ro al irnos a un entorno cuéntico (no conmutativo), perdemos la equi-
valencia entre estas definiciones y ahora hay que tener saber bajo que
definicién de punto estamos observando a los puntos. Esto nos dice que,
por lo menos en la investigacién que se hizo en esta tesis, no hay una
definicion absoluta de punto. El punto es relativo, contextual. Vimos
que en el caso topoldgico al ver al punto como un ultrafiltro como al
cambiar la topologia cambia la percepcién del punto. En teoria de mo-
delos puede ser el caso de que haya dos puntos distintos en un modelo
pero iguales en otro. Nos encontramos ante la Contextualidad.

Es importante hacer énfasis en el papel que tienen las Dualidades
que se utilizaron. Ellas nos permitieron ver cémo se traducen ciertas de-
finiciones de punto dadas en una teoria a otra, de ver los puntos de una
“a través del espejo”. En el reflejo vimos nuevas maneras de percibir al

54
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punto. En el caso de la Dualidad de Stone, los puntos ategéricos de los
espacios de Stone son puntos en el sentido topolégico (y conjuntista) y
en el espejo se velan como funciones de un algebra de Boole al 2, y co-
mo toda algebra de Boole se corresponde a un algebra de Lindenbaum
entonces se corresponden a modelos de un lenguaje proposicional, y
también pueden ser vistos como ultrafiltros que pueden ser principales
o no principales. El espejo nos permite ver de varias formas al mismo
concepto, lo que permite tener un entendimiento mas rico de dicho con-
cepto. | Sera posible que si entendemos suficientemente bien como se
dan estas traducciones de conceptos, entonces podamos encontrar nue-
vas dualidades? ; O las traducciones son posibles gracias a que tenemos
a las dualidades? Las dualidades nos permiten ver ciertas teorias como
universos en donde uno es el reflejo del otro. ; Qué es este espejo en
el cual se reflejan? ; Hay alguna manera de verlo de manera general?
., Comparten algo las distintas dualidades? Estas son preguntas que
me gustaria continuar explorando. Un primer paso para entender la
estructura de la Dualidad es entendiendo cuales son las caracteristicas
que comparten las traducciones de punto entre estos dos universos.

Al agregar variacién pudimos explorar los universos Booleano-valuados.
Nuestro primer encuentro con un comportamiento estocastico de los
puntos. Es muy interesante ver que esto se justifica viendo que los nue-
vos elementos Booleano-valuados se corresponden con mezclas Boolea-
nas de los elementos estandar en el caso de los definibles. Y que si el
modelo inicial cumple que todos sus elementos son definibles entonces
la extension gen’erica a través de un ultrafiltro contiene propiamente
al modelo inicial si y solamente si el ultrafiltro genérico es no principal.
Un movimiento hermoso, en donde partimos de un mundo donde hay
certeza, donde los valores de verdad solamente son verdadero y falso, y
nos vamos a la incertidumbre, una bastante bien portada, para luego
regresar a la certeza y si lo hacemos a partir de estos ultrafiltros que no
tienen fin, en donde podemos pensar al punto que representan como un
tipo de baricentro del ultrafiltro, entonces si ese punto no se puede ver
en el mundo, al regresar a un modelo 2-valuado lo vamos a tener, exis-
tird aquella estrella que antes no veiamos directamente, que podiamos
ver gracias a que habia un conjunto de estrellas que la senalaban y en
este viaje a través de la incertidumbre aprendimos y concretizamos su
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existencia. Esta variacion puede verse como un cambio del clasificador
de subobjetos del topos, de uno clasico y bivaluado a un algebra de
Boole y luego de regreso. Es interesante ver que efecto tiene el modifi-
car el objeto que determina la légica interna de la estructura, y como
esa logica determina nuestra perspectiva sobre los puntos. Una difrac-
cion clasica del punto

Después nos fuimos a explorar las ideas que nos presenta la teoria
de la Geometria Cuantica, la cual nos permite ver aquello que es im-
perceptible de manera clasica. Una vez mas, gracias al poder de las
dualidades, en este caso la Dualidad de Gelfand, pudimos dar definicio-
nes de punto en una dindmica analoga al caso de la dualidad de Stone,
pero aqui pudimos ver mas correspondencias con otros objetos alge-
braicos. Lo cudl nos permitié ver de varias maneras el punto y apreciar
el fenémeno de difracciéon cuantica dado en 3 bellos ejemplos de esta
teoria. Le encontramos sentido a poder estudiar espacios sin puntos,
espacios vacios (bajo una definicién de punto), pero con una estruc-
tura bellisima, con simetrias cudnticas que justificaban sus respectivos
nombres. Una vez mas observamos como el punto, bajo la definicién
de estado puro y como consecuencia del principio de incertidumbre,
adquiere un comportamiento estocastico. El espacio esta construido
de puntos, pero estos puntos ahora tienen una naturaleza fluctuante.
Estas ideas estan en resonancia con las ideas de Edward Prugovecki,
que propone construir el espacio-tiempo en base a este comportamiento
estocéastico. La geometria regresa a sus origenes fisicos...



Apéndice A
Apéndice

Teorema 1. Si M F 'V = L entonces MU FV =L «<— U =
U, para algun atomo a

Demostracion. Sea U un ultrafiltro principal. Por definicién existe un
elemento a € B,a # 0 que es un détomo y U = U, = {b € B | a < b}.
Afirmacién: U, es M-genérico. Si no lo es entonces existe X € p(B) N
M tal que \/ X € U, y para todo = € X(z* € U,), porque U, es
un ultrafiltro. Entonces tenemos que a < z* para todo z € X, por
lo tanto a < A cx{2z*} = ANX* = (V X)*, entonces (\/ X)* € U,.
V X € U, entonces a < \/ X, (\/ X)* por lo tanto a = 0, lo que es una
contradiccion. Concluimos que existe z € XNU,, i.e. U, es M-genérico.

Debido a que B € M y M es transitivo entonces B C M, lo que
quiere decir que a € M. M es modelo de ZFC asi que utilizando el
Axioma de Separacién se puede construir a U, = {b € B | a < b}
por lo tanto U, € M. Como M|U,| es el minimo modelo que cumple
M C M[U]y U, € M entonces M = MI[U,].

Esto prueba que la extension genérica de un modelo transitivo M
a través de un ultrafiltro principal es él mismo. Asi que si al sacar la
extension genérica se obtiene un modelo distinto, con mas elementos,
es porque el ultrafiltro que se utilizé es no principal.

Si estamos trabajando en un modelo en donde se satisface M F V =
L entonces se obtiene un modelo distinto si y sélo si el ultrafiltro por el

cual se construye la extension genérica es no principal. Primero veamos
que U, es M-Genérico en M(B). Sea X € p!M)(B) si \/ X € U, eso
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quiere decir que | \/ X € U, ||=1, es decir

VUubnallb=\Xx|=1

beB

y como \/ X € B entonces | b=\/X ||€ {0,1}, lo que quiere decir

que
1=U.((\/x) =V X

y esto quiere decir que

1=\/ U.0)A [[beX |

beB

Lo que quiere decir que || U,N X # () ||= 1 y acabamos de probar que:

M®B) “U, es un ultrafiltro M-genérico”

en particular
M®P) E U, es un ultrafiltro”

Sea p(z) = “x es un ultrafiltro”. Como

Fe@) ATz =yl <l e

entonces para cualquier y € M,
[ Uc=g 1 <l e@) |l {01}

- VIu =gl= '\ U=7l

yeM y ultrafiltro
Por otro lado
|Us=7 = N OO =lbeglhn N\ @G =z2ecU.|)
bedom(U.)=B zedomy

Si y es un ultrafiltro en B entonces y C By Vz € dom(9)(]| 2 € U, ||=
z)
= U.=gll= No=llbegih r A (1=2)

beB zedom(9)
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Recordemos que si b € B — y entonces [ be g ||= 0, si b € y entonces
lbeg|=1,(b=0)=b"b=1=1,1=b=0b, y que por ser y un
ultrafiltro entonces si b ¢ y — b* € y

~ MU =il=(ADACA IAC A 2= A =

bey beB—y ze€dom(y) z€dom(9)

su=gl= A s

ze€dom(y)

Sea A ={a € B| aesun atomo}. Sia= A\
es un atomo y y = U,, por lo tanto

Vv =gl=\4

yeM

vedom() % # (0 entonces a

Ya vimos que si U = U, entonces M = M|[U,] asi que se satisface
que
Vee MB) IyeM (||z=7|cU,)
vee MP Iye M (a<|a=7])
Sea u = Ygeaa - a, como A C M entonces Va € A(]| u = a [|= a).

|
Por construccién dom(u) = |J,c 4 dom(a) y si v € a entonces u(0) = a.
Entonces para cualquier x € M

lieul= \ w@Alo=2]<\/4

vedom(u)
= Vlu=73l=Vlu=alv \/ [u=0]
yeM acA beM—A
Como
lu=0bl= N @) =lveblhr N G)=|deul)
vEdom(u) wedom(b)

b(w) € {0,1} y como Vo € M(|| & € u ||< \/ A) si b # () entonces existe
w € dom(b) tal que b(w) =1y si b= () entonces b(w) =|| w € u ||=1,
lo que implica que

A @) =laoeu])<\/A

wedom(b)
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Entonces

lu=bl< A (u)=lveblhr\/ 4

VEJgea dom(a)

En el caso b = |J A tenemos que para cualquier v € |J,., dom(a)

se cumple || v € b ||= 1 entonces
A @) =lveblh=\/  u
VEUge 4 dom(a) VEJgea dom(a)

Debido a que 0 ¢ A entonces para cualquier a € A existe v € dom(a
tal que || v € a [|= 1. Por definicién u(v) = \,cx [a A [[vEa | ]
y como v € dom(a) € M® entonces || v € a ||€ {0,1} para cualquier
v € dom(u) asi que

\/ u(v) :\/A

VE€EUqe 4 dom(a)

lu=b]=\/ A

Tenemos que para cualquier y € M existe u € MP) tal que || u =

7 |l=\V A entonces
Vilu=gl=\/4

yeM

- A V<=Va

x€M<B> yEM

por lo tanto

Con este resultado y observando que cuando probamos que para

todaa € A, a <V, ¢y || @ =7 [ fue para cualquier z € M(B) entonces
A Vile=gl=\4
{L’EM(B) yEM
Si L(x) = “z es definible” entonces || L(z) ||= V, e || # = @ || ast

que si M FV = L entonces

lv=rl= A\ L@ = A Viz=gl= A V lz=3l

zeM(B) zeM(B) yeL zeM(B) yeM
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=\VA=\ 1U=3l=\ IU.=gl=]LU.) |

yeM yeL
AV=Li=] L) =\ A

Para cualquier d&tomo a € A tenemos que a <|| V =L ||=\ A € U,
por lo tanto

U=U,— MU EFV =L

Ahora supongamos que M[U] FV = L y fijemonos en el conjunto

Di=AU{yeB—{0}|y<(\/A)}

Sea z € B.
Siz < (\/ A)* entonces x € Dy.
Siz £ (\ A)* entonces

0£zA(\/A)=\(xra)

acA

Por lo tanto existe a € A tal que x A a # 0. a es un atomo entonces
x = a. Esto nos dice que Dy es denso y como U es ultrafiltro genérico
entonces Dy NU # 0.

Seax € DanNU. Sixz e {ye B-—{0} |y < (VA)*} entonces
z < (\/ A)*, esto implica que (\/ A)* € U pero por la hipétesis tenemos
que || L=V ||=VAeU lo que nos da que \/ A, (\/ A)* € U, esto no
puede ser ya que implica que 0 € U. Entonces x € A, hay un atomo
en U entonces U es el ultrafiltro principal generado por ese atomo,
U = U,. Estos resultados juntos nos dicen que si M F V = L entonces

MU EV =L < U = U, para algin dtomo a
[

Teorema 2. Construccion G.N.S. Dado un estado p : A — C existe
un espacio de Hilbert, H,, una *-representacion D, : A — B(H,) y
un vector ciclico unitario, v,, tal que p(a) = (¢,, D,(a),) para toda

ac A
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Demostracion. Definimos (x,y) := p(z*y) entonces ( , ) es un semi
producto interior definido en A, antilineal en el primer argumento y
lineal en el segundo, positivo, pero puede ser degenerado, i.e. (x,z) = 0
y x # 0. Para volverlo un producto interior sacamos el cociente A/I,
donde I = {z € A | p(z*z) = 0}. Gracias a la desigualdad de Cauchy-
Schwarz se cumple que

|2

| p(z™y) |7 < pla™z)p(y™y)

lo que implica que [ = {z € A | p(z*y) = 0} es un ideal bilateral. Por
lo que X = A/I es un espacio pre-Hilbert, ya que no necesariamente
es completo, con respecto al producto interior (z + I,y + I) = p(z*y).

Para cada r € A definimos 6, : X — X como 0,(y+ ) = zy + I,
este operador estd bien definido porque I es ideal. Esto define una *-
representacién sobre X, x + 6,. Ahora tomemos a H, = X y D,(z)
como la unica extensién de 6, a un operador lineal acotado en H,.
Como X es denso en H, entonces las propiedades algebraicas de 8, se
extienden a D,(x), por lo que

D,:xw— D,(x)

es una *-representacién de A en H,.
Ahora consideremos a ¢, = 14+1 € X. || ¢, ||= 1 y para cualquier
x € A,

pla) = p(Laz) = Qa+ Lz + 1) = (Qa+Lz-1at+ 1) = {0y, Dy(x)d,)
X esdensoen H,y D,(x)Y, =x-14+1 = x+ I entonces 1, es ciclico.

Hemos construido la tripleta que se buscaba

Dada otra tripleta (D, H’,z//) que cumple p(z) = (¢, D, (z),)
entonces (v,, D,(z),) = (i, D,(x)i),). Sean x,y € A. Como las

representaciones son multiplicativas, D(xy) = D(x)D(y), tenemos que:

<Dp(x)7v/}pa Dﬂ(y)¢p> = (¥, D ( )*D (y) V) = (Vy, (x*y)¢p>
= (¥, D(x"y)y,) = (D (x)iy,, D,(y)¥),)

Tomando x = y tenemos que

Vo € A([| Dy(z) [|=] Dy(z) )
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Definimos el mapeo Uy : D,(A)y, — D, (A);, como Us(D,(z)1,) =
D),(x)y;,. Es una isometrfa lineal de un espacio denso de H, en un es-
pacio denso de H f’), por lo que podemos extenderla a un mapeo unitario
U: H — H' que cumple

Uon(x)oU*(D;(y)Qﬁ;) = UoD,(x)oU"(UD,(y),) = UoD,(x)(D,(y)¥,)

= U o Dy(zy)v, = D (xy)), = D) (x)(D,(y)))

Como ¢, v, son ciclicos, esto quiere decir que

(Do) ly € A} y {D, (W)Y, |y € A}

son conjuntos densos en H,, H), respectivamente, lo que implica que la
igualdad anterior se da para todos los elementos de H,.
Asi que para toda z € A

UoDy(x)oU* = D;(:L‘)

por lo tanto D, y D; son unitariamente equivalentes

La construccién de la representacién a partir del estado es tunica
salvo equivalencia unitaria. O

Teorema 3. Sea A un dlgebra C* conmutativa entonces A = dS(A),
es decir, Kk es caracter si y solo si es un estado puro

Demostracion. Supongamos que existen ¢,¢ € S(A),t € (0,1) tal
que k = t¢ + (1 — t)1p. Como k es multiplicativo Va € A, k(a?) =
k(a)®. Si f € S(A) podemos definir un semi producto interior con
el mapeo (a,b) — f(a*b), lo que nos da la desigualdad || f(a*b) ||<
f(a*a)'?f(b*b)"/2, en particular se cumple f(a)? < f(a*a) y si a = a*
entonces f(a)? < f(a?).

k es caracter si y so6lo si es un estado puro

Sea a = a*, como k(a*) = k(a)? entonces

0= r(a?) — r(a)” = to(a®) + (1 — t)(a) — (té(a) — (1 — t)¥(a))* =

> t¢(a)’ +(1=t)p(a)’ = (*p(a)’ +2t(L—t)$(a)y(a) + (1 —t)*)(a)*) =
= 0(a)*(t —t*) + (t — )¥(a)” — 2(t — t*)p(a)(a) =
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= (t = 1*)(¢(a)® + ¥(a)* — 2¢(a)¥(a)) = (t — t*)(¢(a) — ¢(a))* > 0
- ¢(a) = ¢(a)
S Kk€EOIS(A) .. ACIS(A)
Si ahora tomamos a f € 0S(A), donde OS(A) es la frontera de

S(A), los estados puros. f es lineal y normalizado, nos gustaria mucho
que fuera multiplicativo. Para ver esto tomemos a,b,c € 4,0 < ¢ <
1,0 < b entonces existen u,v,d € A tal que

c=dd,1—c=u"u,b=v"
y como A es conmutativa
be = v'ud*d = d*v*vd = (vd)*vd > 0y b—bc =b(1—c) >0..0<bc<b

Definamos a g : A — C como g(z) = f(zc¢) para toda z € A. Si
b > 0 entonces g(b) = f(bc) > 0 y hereda la linealidad debido a la
distributividad del algebra, por lo que g es un funcional positivo. g es
dominado por f, ya que si b > 0 entonces bc > 0y f(b) —g(b) = f(b) —
f(bc) = f(b(1 —¢)) > 0. f es un estado puro entonces It € R(g =t f)

= flac) = gla) =tf(a) =tf(1)f(a) = g(1)f(a) = f(c)f(a)
=Vae AVee A0<c<1— f(ac) = f(a)f(c))

Podemos extender este resultado a todos los elementos del algebra
ya que todo elemento b € A puede ser descompuesto como b = = + iy
donde z = z*, y = y*. Todo elemento positivo (si es hermitiano entonces
es positivo) puede ser descompuesto como

T=Ty T Y=Y — Yo

donde =z, z_,y,,y_ > 0. Tenemos que b = x, — x_ + i(yy — y_), si
llamamos by = x,,b; = y; — y_, by = x_ entonces

. b
b=2_i" || by || ——

asi que
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by
| b ||

b,
) =
I b |

f(ab) = f(a(Sigi" | be | ) = Sioi” | b || f(a

— Fa) (S | by | f(HZ—zH» — Fa)f(b)

[ es un estado multiplicativo, por lo tanto es un caracter, S (A) C
A. )
S A=05(A)

k es caracter si y solo si es un estado puro
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