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«Sabia, aunque cualquiera hubiese podido percibirlo en la magia
de aquella placida respiraciéon, que el periodo obedecia a la relacion
entre la raiz cuadrada de la longitud del hilo y ese ntimero “pi” que,

irracional para las mentes sublunares, por divina razén vincula

necesariamentela circunferencia con el didmetro de todos los
circulos posibles, por lo que el compas de ese vagar de una esfera entre
uno y otro polo era el efecto de una arcana conjura de las méas
intemporales de las medidas, la unidad del punto de suspension,
la dualidad de una dimensién abstracta, la naturaleza ternaria de él,
el tetragono secreto de la raiz, la perfeccion del circulo.»

El péndulo de Foucault, Umberto Eco



Agradecimientos

El trabajo que a continuaciéon presento, no hubiera sido posible sin el apoyo
incondicional del Dr. Juan Adrian Reyes Cervantes. Mi total gratitud por su tiem-
po, dedicaciéon y paciencia, ademas de las muchas discusiones para la realizacion
de la presente tesis.

Agradezco a mi familia, a mi amorosa y optimista madre Irais que nunca
perdia la esperanza en mi, cuando yo lo hacia, y quien me dio la libertad de
equivocarme tantas veces hasta lograr encontrarme; a mi padre Felix, héroe de
infancia y de toda la vida, por aventurarse a migrar y ensenarme que el amor es
un acto silencioso, presente todo el tiempo en diferentes formas; a mis hermanos
Liz y Ariel, compafieros de batalla, crecer a su lado ha sido lo mejor de la vida; a
mis abuelos Belén y Elias, que ya no estan pero tengo presentes perpetuamente.

A mi fraternidad, por su amor absoluto, por ensenarme a vivir; a mi padrino
Radl por esas horas y horas de platicas de café que me regresaban a la realidad.
A todos mis companeros y amigos de la Facultad, es especial a mi amigo Alejan-
dro, por esos momentos inolvidables a lo largo de la carrera, gracias por nuestra
amistad.

A mis profesores, por enseniarme el amor a la ciencia, a la literatura y a la
libertad de pensamiento. En especial a aquel profesor que me enseno los poemas
de Jorge Luis Borges y Leon Felipe.

A todos aquellos cientificos, que construyeron el enorme edificio del conoci-
miento de la fisica y la matematica para poder admirarlo.

Agradezco al IPN, al INBA, a la Facultad de Ciencias de la UNAM vy al
Instituto de Fisica por permitirme saber un poco maés.

Agradezco a mis sinodales el tiempo y dedicacion para la revision y correc-
cion de este trabajo: Dr. Gerardo Ruiz Chavarria, Dr. Omar Guillermo Morales
Saavedra, Dr. Arturo Rodriguez Gémez y al M. en C. José Luis del Rio Valdés.

Finalmente agradezco al CONACyT por el apoyo otorgado a lo largo de este
trabajo.



Indice general

Resumen
Introduccién

1. Mesofases
1.1. Introduccién a los Cristales Liquidos . . . . . . . . . . ... ...
1.2. El Descubrimiento de los Cristales Liquidos . . . . . . ... ...

2. Calculo de Variaciones
2.1. Breve Introduccién al Calculo de Variaciones . . . . . . . . . ..
2.2. Condiciones de Frontera Fijas: Anclaje Fuerte . . . . . . . . ..
2.3. Condiciones de Frontera Variables: Anclaje débil. . . . . . . ..
3. Energia Libre en Presencia de Campos Externos
3.1. Densidad de Energia en Presencia de
Campos Eléctricos y Magnéticos. . . . . . . .. ... ... ...
3.2. Transicién de Fredericksz . . . . . . . .. ... ... ... .. ..
3.2.1. Longitud de Coherencia . . . . ... ... ... .....
4. Ecuaciones de Equilibrio
4.1. Ecuaciones de equilibrio para la fase colestérica . . . . . . . ..
4.1.1. Aproximacion a Anclaje fuerte mediante Anclaje débil. . .
4.2. Determinacién del Campo Eléctrico Umbral ¢, . . . . . . . ..
5. Resultados
Conclusiones
Apéndice

1.3. Descripcion basica de los Cristales Liquidos . . . . . . . . .. ..
1.4. Densidad de Energia Libre . . . . .. ... ... ... .....

Bibliografia

23

23
26
30

32
34
43
o7

61

75

77

83



Resumen

En el presente trabajo de tesis investigamos las posibles configuraciones de
equilibrio para Cristales Liquidos (CL), en particular para la fase colestérica con-
finada entre placas paralelas con anclaje débil sometida a un campo eléctrico ex-
terno perpendicular a ellas. Al minimizar la densidad de energia de Frank-Oseen
(FO), densidad que determina el estado de deformacion de la fase colestérica
la cual se desarrolla a lo largo del eje Z, obtenemos configuraciones de minima
energia las cuales corresponden a configuraciones de equilibrio. Proponemos una
metodologia para solucionar las ecuaciones diferenciales producto de minimizar la
densidad de energia de FO. Tanto las condiciones planares de anclaje débil como
la simetria del campo eléctrico externo aplicado a las placas paralelas, permite
escribir las ecuaciones diferenciales correspondientes como un sistema de ecua-
ciones integrales acopladas. Sobre las placas definimos condiciones planares que
establecen una direccién unitaria ng especifica que obliga a la direcciéon local del
alineamiento promedio de las moléculas de la fase N* (representada por un vec-
tor unitario n), a alinearse con ella en las fronteras, es decir, sobre las placas
paralelas. Existen dos opciones, o bien estas direcciones se alinean de manera
paralela o perpendicular, o bien forman un dngulo entre ellas representado por
n - ng = cosy; la primera opcién se representa como condiciones fijas a la frontera
(o anclaje fuerte ) y la segunda como condiciones variables (o anclaje débil). Es
posible hacer una aproximacién al limite de anclaje fuerte mediante anclaje débil
cuando la razon entre la energia de superficie y la energia de bulto w* — oo, bajo
esta condicién investigamos como se desarrolla la fase N* al variar la intensidad
del campo eléctrico externo y esperamos que debido a la aproximacion al limite
de anclaje fuerte v «~ k7, con k entero.

Concluimos en esta breve investigacién que es necesario imponer condiciones
de frontera fuertes de manera externa, pues por debajo del campo eléctrico critico
y para anclaje débil encontramos configuraciones conicas-focales; por arriba del
campo critico y para anclaje fuerte obtenemos configuraciones colestéricas (N*)
que se desenrrollan en neméticas (V).
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Introduccion

En los ultimos anos las aplicaciones de los Cristales Liquidos han ido en au-
mento, como por ejemplo en dispositivos de visualizacion, el mas comun de ellos
las pantallas LCD (Liquid Cristal Display). Los cristales liquidos se utilizan para
modular la luz incidente debido a los efectos electro-6pticos que ocurren dentro
de las muestras de cristal liquido, las cuales funcionan a bajos voltajes (~ pV') lo
que minimiza el consumo de energia de ciertos dispositivos electrénicos. Es posible
la modulacién de la luz incidente sobre las muestras también por la anisotropia
que presentan los cristales liquidos, las propiedades anisotropicas se deben a la
forma de las moléculas alargadas y sus enlaces quimicos rigidos de algunos de
ellos, ademés de su orden de largo alcance entre las orientaciones promedio de las
moléculas, que mediante la aplicacién de un campo eléctrico externo la orientacion
promedio de las moléculas cambia a causa de la anisotropia dieléctrica del medio
mesofasico, esta reorientacion debida a la influencia de un campo eléctrico ex-
terno se vuelve visible a causa de esta anisotropia éptica que presenta el material
[1]. En la actualidad debido a sus propiedades electré-opticas existen tecnologias
basadas en una clase particular de cristales liquidos conocidos como Colestéricos
(N*) o Nemaéticos quirales, quirales pues su imagen especular no coincide con su
imagen real, estos son utilizados en rejillas de difraccién intercambiables, lentes
con transparencia controlada por voltaje, dispositivos de direccionamiento de ha-
ces (beam-steering) etc. La comprension de las estructuras orientacionales en los
cristales liquidos colestéricos y las transiciones que ocurren por perturbaciones
externas ya sea mecanicas, eléctricas o magnéticas, son de importancia tedrica
y practica. Cuando un campo externo interactiia con un medio dieléctricamen-
te anisotropico este puede modificar los puntos de transicién de fase, cambiar los
parametros de orden o inducir una nueva simetria, es decir, influye en la estructura
y las propiedades termodimamicas del medio, tales fenémenos deben distinguirse
de los efectos del campo relacionados con la reorientacién promedio de las molécu-
las que se acompana de cambios fuertes en las propiedades 6pticas de los cristales
liquidos [2].

Poco después del descubrimiento de los cristales liquidos y de establecer teorias
de la elasticidad para describir el comportamiento orientacional de estas sustancias
organicas, se desarrollo un trabajo intenso sobre los efectos que sufren los cristales
liquidos mediante la aplicacién de campos externos. Las primeras investigaciones
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INTRODUCCION

sobre las interacciones entre campos eléctricos y magnéticos con cristales liqui-
dos colestéricos mostraron que para campos suficientemente fuertes el paso de la
hélice, es decir, el giro de la direccién promedio de las moléculas de una capa a
otra formando una espiral ascendente hasta regresar a la misma direccion tam-
bién conocido como el pitch (p) se desenrrolla provocando una transicién de la
fase colestérica a la nematica (Ch-N) [3, 4, 5]. Posteriormente las variaciones pro-
nosticadas entre el pitch y el campo aplicado se observaron experimentalmente.
6,7, 8]

En trabajos sobre los pardmetros de control de la configuracion colestérica se
enfatiza que tales parametros de la transicién Ch-N no depende de la temperatura,
sino de un campo de origen mecanico, eléctrico o magnético. El radio de confina-
miento w = d/p (donde d es el espesor de la muestra) es el principal parametro
de control que caracteriza la accién mecanica de las dos superficies que limitan
la muestra mientras que los campo externos actian como parametros de control
adicionales. [9]

Las investigaciones realizadas muestran que tanto la anisotropia dieléctrica del
medio (positiva o negativa) como el radio de confinamiento influyen de manera
importante en la configuracién de la fase colestérica confinada entre placas para-
lelas ya que bajo la influencia de un campo eléctrico (paralelo al eje helicoidal)
y el giro a causa de la quiralidad (que es inversamente proporcional a p) se ha
observado el desarrollo de diferentes texturas [10, 11, 12]. Las muestras de cristal
liquido sometidas a condiciones fijas o variables en la frontera sobre las placas
que confinan las muestras de cristal liquido juegan un papel importante en el
desarrollo de las configuraciones de los sistemas mesafasicos, ya que ademas de
observarse contracciones o dilataciones en el pitch de la fase colestérica a con-
secuencia de la aplicacion externa de campos, eléctricos principalmente, dan pie
a una serie de diferentes estructuras y transiciones de fase no solo la transicion
Ch-N. [13, 14, 15, 16]

El objetivo del trabajo de tesis aqui presentado es encontrar como varia la
direccion local promedio de alineacion de la fase colestérica confinada entre pla-
cas paralelas sometidas a condiciones de frontera mediante una aproximacién de
anclaje débil al limite de anclaje fuerte, bajo la aplicacién de un campo eléctrico
externo perpendicular a las placas, desde la prespectiva de su espacio fase, para
ello este trabajo consta de 5 capitulos y una seccion donde exponemos las conclu-
siones de esta investigacion. En el capitulo 1 presentamos una breve introduccién
histérica sobre el descubrimiento de las fases mesomorficas o cristales liquidos,
ademas de una descripcion basica de las propiedades para algunas de las mesofa-
ses mas comunes: Nematica (IV), Colestérica o nemdtica quiral (N*) y Esméctica
(S). Posteriormente establecemos una relacién matemética para la fase nemética
y colestérica, mediante la densidad de energia Frank-Oseen (FO) la cual describe
la deformacion elastica que sufre la direccion promedio molecular a una tempera-
tura constante, es decir, trabajaremos con una descripcion isotérmica del medio.
También presentamos una interpretacién geométrica de las constantes eldsticas
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INTRODUCCION

de Frank [17]. La fase N* serd de principal interés en este trabajo. En el capitulo
2 presentamos una breve introduccion al calculo de variaciones para medios con-
tinuos. La descripcion del estado de deformacion lo determinamos en el capitulo
anterior mediante la densidad de energia de FO la cual determina el estado de
deformacion elastica, esta densidad de energia corresponde a configuraciones de
equilibrio, buscamos minimizar la densidad de energia de FO con la herramienta
del calculo de variaciones, ya que las configuraciones de equilibrio ocurren jus-
tamente cuando la densidad de FO es minima, este proceso implica utilizar las
ecuaciones de Euler-Lagrange (EL) aplicadas a medios continuos. La descripcién
de los estados de equilibrio necesitan establecer las condiciones de frontera, para
ello analizamos el caso de condiciones de extremos fijos (Anclaje fuerte) y también
las condiciones de extremos variables (Anclaje débil). Las descripciones del estado
de deformacién de la fase colestérica corresponde a la teoria continua estatica de
cristales liquidos [18].

En el capitulo 3 analizamos los efectos de campos externos sobre las mues-
tras de cristales liquidos. Estos campos tratan de alinear las muestras iniciando
asi una competencia entre la direccién promedio de las moléculas en la frontera y
la direccion del campo aplicado, de esta manera es necesario encontrar la orienta-
cién promedio de las moléculas ahora en presencia de campos externos (eléctricos
o magnéticos), lo que da como resultado un término adicional de superficie a la
densidad de energia libre total de FO. Analizamos la transicién de Fredericksz
la cual ocurre en la fase nematica, ella establece el campo magnético adimensio-
nal critico o umbral en el que la direccién promedio de las moléculas sufre una
reorientacién, también discutimos sobre la longitud de coherencia la cual mide la
distancia en la que el director n comienza a variar en presencia del campo hasta
que este se alinea con el campo [19]. Para este trabajo analizamos los efectos de
un campo eléctrico paralelo al eje helicoidal de la fase colestérica.

Para el capitulo 4 proponemos una forma vectorial para la direccion local del
alineamiento promedio de las moléculas, n (campo director unitario) que depende
explicitamente de la coordenada z (paralela al eje de la hélice x) y perpendicular
a las placas paralelas que confinan la fase N* donde existe la configuracién de la
fase. La densidad de energia total depende explicitamente de este campo direc-
tor, dando como resultado una forma funcional escalar. Mediante las ecuaciones
de equilibrio que resultan del proceso de minimizacién, encontramos constantes
de equilibrio (anédlogas a las constantes de movimiento en la mecénica clasica) y
la simetria del campo eléctrico externo perpendicular a las placas nos permiten
construir un sistema de ecuaciones integrales de equilibrio, el cual escibimos en
términos de sus parametros adimensionales. Sobre las placas paralelas impone-
mos una direccion de tendencia ng, paralela a las placas, en la direccion X, es
decir condiciones planares sobre la muestra. Como consecuencia de aproximar el
anclaje débil al fuerte se establecen condiciones aproximadamente fijas sobre las
fronteras, estas condiciones a su vez permiten modificar el sistema de ecuaciones
que imponen periodos caracterizados por nimeros enteros n, mgy para el angulo
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INTRODUCCION

de inclinacién 6 y ¢ respectivamente a lo largo del eje Z. Proponemos una estra-
tegia para resolver el sistema resultante con un radio de confinamiento fijo w y
las constantes elasticas de Frank para la fase N, 5CB. Al final de este capitulo
desarrollamos el célculo para encontrar el campo umbral adimensional de la fase
colestérica, similar al cdlculo para encontrar el campo umbral de la transicién de
Fredericksz.

En el capitulo 5 exponemos los resultados obtenidos utilizando la metodologia
descrita en el capitulo anterior, las soluciones del sistema de ecuaciones integrales
se resuelven mediante el método de Newton-Raphson (NR). Una vez obtenida una
solucién del sistema para un valor del campo eléctrico dado, variamos la intensi-
dad del campo provocando un reajuste en los parametros el cual es necesario para
que en el sistema sigan cumpliéndose las condiciones de frontera, por medio de
este proceso encontramos un conjunto de soluciones particulares, a continuacién
graficamos la variacion de los parametros contra el campo eléctrico externo adi-
mensional correspondiente a cada solucién del sistema de ecuaciones. Construimos
la funcién del angulo de inclinacién 6 = 6(§), esta funcién depende de la variable
¢ donde se desarrolla la textura colestérica a lo largo de Z, de esta manera es
posible observar la variacién de las amplitudes de oscilacion a causa de las varia-
ciones de la intensidad del campo eléctrico adimensional aplicado a lo largo de la
muestra. Observamos que a pesar de tener una aproximacion al anclaje fuerte los
soluciones se configuran para anclaje débil, calculamos el valor del campo umbral
(o, v observamos que para valores superiores a dicho campo las curvas del espacio
fase adquieren el anclaje fuerte esperado.

Finalmente discutimos los resultados obtenidos. Concluimos con una discusién
sobre las limitaciones que encontramos a lo largo de este trabajo, sus posibles
extensiones y perspectivas para futuras investigaciones.

VI



Capitulo 1

Mesofases

1.1. Introduccion a los Cristales Liquidos

Cuando observamos la naturaleza es comtn que identifiquemos tres estados de
agregacion de la materia o fases, a saber, sélido, liquido y gaseoso, algunos com-
puestos como el agua presentan todos estos estados a diferentes temperaturas.
Sabemos que el agua se encuentra en estado sélido cuando la temperatura esta
bajo los 0°C', de forma liquida entre 0°C' y 100°C', y gaseosa cuando la tempera-
tura pasa de los 100°C'. Sin embargo existen materiales que no se ajustan a esta
clasificacién. Una sustancia se llama isotrépica cuando sus propiedades fisicas no
dependen de la direccion en la que son estudiadas, pues ciertas magnitudes vecto-
riales medibles dan resultados idénticos independientemente de la direccién elegida
para dicha medida. El agua a temperatura ambiente es un ejemplo de un liquido
isotrépico, sin embargo algunas sustancias orgdnicas como los CL presentan an-
isotropia pues sus propiedades fisicas son diferentes para diferentes direcciones,
estas sustancia son en realidad de otra clase, a esta clase de fases se les conoce
como mesofases o fases mesomorficas, o simplemente como fases intermedias. Esta
clasificacion le permite mas libertades a la materia en el sentido de que los CL, a
la vez liquido puede fluir como fluido o fluido viscoso, y al mismo tiempo posee
caracteristicas de un cristal sélido, es decir, propiedades 6pticas como birrefrin-
gencia etc. Por lo tanto al exhibir ambas caracteristicas tanto de liquido como de
solido el nombre Cristal Liquido representa claramente su naturaleza, no obstante
las controversias generadas por este nombre.

1.2. El Descubrimiento de los Cristales Liquidos

El descubrimiento de los CL se atribuye principalmente al botanico Austriaco
F. Reinitzer [20] quien en 1888 experiment$ y reporté las propiedades insélitas
de ciertas sustancia que hoy conocemos como cristales liquidos. Reinitzer [18],
quien trabajaba con ésteres de colestérico (5-colester-3-il benzoato) o también co-



CAPITULO 1. MESOFASES

nocido como Benzoato de Colesteril, el cual es sélido a temperatura ambiente,
observé que existian dos puntos de fusion para dicha sustancia, el primero apa-
recia a una temperatura de 145.5°C' el material llegado a esta temperatura, pasaba
de ser un sélido a un liquido opaco, y el segundo punto de fusién a un tempe-
ratura de 178.5°C', en este caso el liquido antes opaco se convertia en un liquido
claro. Lo que Reinitzer encontrd en el primer punto de fusién, el liquido apaco,
es lo que ahora conocemos como CL Colestéricos, en ocaciones también llamados
CL Neméticos quirales (N*). También observé un comportamiento inusual en el
cambio de colores que se iban presentando en la sustancia conforme se variaba la
temperatura; el color azul apararecio llegando al primer punto de fusién, a conti-
nuacion a un color azul-violeta brilloso cuando la temperatura hizo que el liquido
opaco se cristalizard. Reinitzer envié muestras de su trabajo al Fisico aleman F.
Lehmann, quien observo propiedades opticas semejantes a las de los cristales, a su
vez estas sustancia tenfan la propiedad de fluir a la que acuno el término “fowing
cystals”, es decir cristales que fluyen, posteriormente en 1900 Lehmann establece
el término general Cristal Liquido, término utilizado actualmente.

Sin percatarse por completo estos cientificos estaban frente a un nuevo descu-
brimiento, un nuevo estado de sustancia, las cuales poseian fluidez, como cualquier
liquido ordinario, y a su vez propiedades de un sélido cristalino. Los resultados
publicados por Reinitzer y Lehmann interesaron a otros cientificos quienes se su-
maron a este nuevo descubrimiento. A principios del siglo XX, cientificos como
Vorlander de Halle (Alemania), prepar6 una centena de nuevos cristales liquidos;
J. Friedel (Francia), propuso una primera clasificacién de los CL; S. Oseen junto
con J. Zocher, holandes y checo respectivamente, fundaron una teoria de elasti-
ciadad; y por parte de la antigua URSS en los anos 30’s V. K. Frederiks y V. N.
Tsvetkov por primera vez realizaron investigaciones sobre las propiedades 6pticas
y eléctricas de los CL [20].

1.3. Descripcion basica de los Cristales Liquidos

La mayor parte de los CL son sustancias organicas, estas sustancias pueden, de
cierta manera, forzarse a exhibir fases de cristal liquido o bien variando la tempe-
ratura o bien variando la concentracién en un solvente, a los primeros se les conoce
como CL termotroépicos; a los segundos, CL liotréopicos. Los materiales que ba-
jo condiciones apropiadas dan lugar a esta clase de mesofases se le conoce como
materiales mesogénicos [18]. En este trabajo de tesis trataremos basicamente
una descripcion isotérmica, es decir, a una temperatura fija, en otras palabras,
trabajaremos con CL termotrdpicos, entendemos también por termotrépico los
CL cuyas transiciones entre estados intermedios se deben unicamente a procesos
térmicos. Por otra parte los compuestos de CL que pasan por una o varias me-
sofases antes de convertirse en un liquido isotropico ordinario depende también



CAPITULO 1. MESOFASES

Figura 1.3.1: Representacién esquemadtica de las moléculas alargadas (calacmiti-
cas) y su composicién orgénica que yace a lo largo de la molécula.

de factores como la estructura molecular, densidad o campos electromagnéticos
aplicados externamente [18].

En un cristal liquido por regla general las moléculas son altamente anisotropi-
cas en su forma geométrica, esta condiciéon junto con la rigidez de sus enlaces
permite que la sustancia exhiba estas fases intermedias, ademas de presentarse
como moléculas rigidas de forma alargada (moléculas calacmiticas) o como un
disco (moléculas discéticas) [20].

La mayoria de los CL termotrépicos estan constituidos por moleculas alar-
gadas en forma de barra, vedse la figura (1.3.1). La justificaciéon a este modelo
molecular proviene de la interaccién entre los atomos neutros de las moléculas lo
que provoca desplazamientos de las nubes electronicas, en concecuencia aparecen
campos eléctricos que forman dipolos eléctricos resultado del dezplazamiento de
las nubes de electrones de los atomos, ésta formacién de dipolos conduce a que
las partes del &tomos con cargas opuestas se atraigan mutuamente y por lo tanto
la totalidad del dtomo también se atrae con otros atomos [20].

En el caso de las moléculas alargadas los atomos se sitian a lo largo de un
linea determinada como se puede ver en la figura (1.3.1), o bien permanecen en un
plano para las moléculas en forma de disco, como se muestra en la figura (1.3.2)

Una vez justificado el modelo de molécula alargada con enlaces quimicos rigi-
dos, es necesaria una clasificacion de los CL, ya que a pesar de que existen sus-
tancias que comparten un estado, o una mesofase, existen caracteristicas que
distinguen entre si a los diferentes CL que se presentan en la naturaleza. Los
CL que presentan sus moléculas de forma alargada, de acuerdo a la clasificacion
realizada por Friedel, se pueden clasificar en tres grupos o mesofases: Némati-
cos, Colestéricos y Esmécticos [21], cabe mencionar aqui que nuestro interés
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Figura 1.3.2: Representacion esquematica de las moléculas en forma de discos
(discéticas) y su composicién orgénica que yace dentro del plano de la molécula.

sera principalmente en CL termotropicos en su fase Colestérica, ya que el desarrolo
porterior estard centrado en ésta mesofase en particular. A continuacién haremos
una breve descripcion de estos tres grupos.

Fase Nematica: Los ejes individuales de las moléculas que constituyen la
sustancia, tienden a alinearse, espontaneamente, paralelas unas con otras a lo lar-
go de una direccién preferencial (salvo fluctuaciones térmicas) como se ve en la
figura (1.3.3), en la mayorfa de los nematicos esta direccién se conoce como eje
anisotropico. La fase nematica posee un alto grado de orden orientacional aunque
no de orden traslacional, ademéas de no existir una correlaciéon de largo alcance
entre los centro de masa de las moléculas, que le permite trasladarse libremente
mientras permanezcan alineadas en promedio, paralelas una con otra, esta carac-
teristica le da la posibilidad al nematico de fluir como un liquido. También existe
una simetria rotacional alrededor del eje anisotréopico o director, entonces la fase
nematica es uniaxial. Este eje uniaxial usualmente no tiene polaridad, aunque
podria tenerla.

Es conveniente introducir un vector unitario n, llamado el director, para des-
cribir la direccion local del alineamiento promedio de las moléculas, al no existir
polaridad en el eje anisotrépico en dichas moléculas implica que n y —n son
indistingibles, es decir no tiene relevancia fisica el cambié de signo.

Fase Colestérica: Debido a su estructura, la fase colestérica se conoce tam-
bién como fase nemadtica quiral, (esto significa que su imagen especular no puede
hacerse coincidir con la imagen real) aunque al igual que las moléculas en el

4



CAPITULO 1. MESOFASES

Figura 1.3.3: Arreglo molecular de la fase nematica, las moléculas se alinean en
promedio con el vector director n.

nematico, para la fase colestérica se consideran modelos de moléculas en forma
de barra o disco. La fase colestérica puede describirse como una fase formada por
una gran cantidad de capas nematicas apiladas, sin embargo en la fase colestérica
el director n de estas capas realizan un giro a cierto angulo de una capa a la otra
alrededor del eje x normal al director. La quiralidad de la molécula nos indica si
la fase es de giro izquierdo o derecho, esta energia de giro es pequena comparada
con la energfa total de alineamiento paralelo de las moléculas [22]. Este arreglo
helicoidal exhibe propiedades épticas como reflexién selectiva de luz polarizada
circularmente y un alto poder rotativo. Las primeras investigaciones sobre CL se
realizaron con ésteres de la colesterina que presentaban las caracteristicas arriba
descritas, de alli el nombre de fase colestérica. Una representacion esquematica de
esta fase puede verse en la figura (1.3.4)

Fase Esméctica: Son estructuras estratificadas que tienen una distancia en-
tre capas consecutivas bien definidas ademas de que sus moléculas poseen orden
posicional. Para cada tipo de estratificacién los arreglos moleculares varian. Por
ejemplo en la fase esméctica A las moléculas estan ordenadas verticalmente en
cada una de las capas. La atraccién entre capas es relativamente débil comparada
con las fuerzas de atraccion que ejercen las moléculas vecinas, de alli la capacidad
que tienen estas capas para deslizarse una respecto a la otra con facilidad. Por
otro lado la fase esméctica C tienen una cierto grado de inclinacién respecto a la
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Figura 1.3.4: Arreglo molecular para la fase colestérica, el director n realiza un
giro de una capa a la otra alrederor del eje .

normal del plano de la capa. Existen otras variantes de la fase esméctica como la
fase esméctica la C* o la fase esméctica Hexatica por mencionar algunas [22].

En la fase Hexatica las moléculas estan distribuidas en una red triangular; la
fase C* surge de agregar actividad optica a las moléculas de la fase esméctica C
provocando que las moléculas giren alrededor del eje normal a la capa obteniendo
una configuracién helicoidal. Una representacion esquematica de esta fase puede
verse en la figura (1.3.5)

1.4. Densidad de Energia Libre

La anisitropia presente en los cristales liquidos dota a estos de propiedades
elasticas, eléctricas, magnéticas y Opticas. Las aplicaciones de estos materiales
principalmente se basan en dichas propiedades y en como reaccionan a perturba-
ciones externas. Las propiedades pueden clasificarse en escalares: como los parame-
tros de transicién termodinamicos (es decir, a las posibles transiciones de fase), y
no escalares como los coeficientes dieléctricos, diamagnéticos, viscosos, opticos y
elasticos. En esta seccion nos centraremos en las propiedades elasticas, mientras
que en capitulos posteriores a propiedades no escalares, como dieléctricas etc.

Cuando intentamos deformar la alineaciéon de n, generamos una reaccion, una
fuerza restitutiva de naturaleza elastica, las constantes de proporcionalidad de
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Figura 1.3.5: Arreglo molecular para: fase esméctica A ( derecha), fase Esméctica
C (izquierda)

los esfuerzos de deformacion y restitucion se conocen como constantes eldsticas
[22]. En el siguiente desarrollo vamos a considerar un medio débilmente deforma-
do, deformaciones facilmente observadas opticamente que tiene una energia libre
asociada como veremos a continuacion.

Podemos describir el estado de deformacién de la fase nematica o colestérica,
a una temperatura fija 7' mediante el director n. Es natural asociarle a la energia
libre! una dependencia de deformacién involucrando explicitamente el gradiente
del director es decir, Vn, que en componentes se escribe como 27"; o de manera
simplificada n; ; [17]. Serd necesario también suponer una distorsién pequeila, es
decir:

1
(1.4.1) i | < pr

donde a es el tamano tipico de la molécula, esta condicion presenta varias ventajas,
podemos definir una orientacién n(r) tangente a cada punto r, de tal manera
que sea posible hacer una descripcién continua del medio mesofésico [17]. En
cualquier punto r las simetrias que presenta la orientacién del director n, deberan
hacerse presentes en la densidad de energia libre, que denotaremos por f(r), la
cual también debe depender explicitamente de sus derivadas Vn, esta energia libre
es invariante bajo cualquier cambio de orientacién tanto de n como de Vn. Asi la
densidad de energia libre ya sea de la fase nematica o colestérica tiene que ser
invariante bajo cualquier operacién que preserve la orientacién local de n. Dicha
condiciéon también revela una invarianza bajo la operacion n — —n, operacién

1La energfa libre que asociamos a las deformaciones es la energfa libre de Helmholtz (F'),
pues estamos considerando sitemas isotérmicos a volumen constante. Esta energia cumple dF =
—SdT + PdV [23]
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comun tanto en nematicos como en colestéricos, cabe hacer la observacion de
que esta operacion de simetria no es una trasnformacién espacial que transporte
materia, tampoco es una inversion central, sino una operacion en el parametro de
orden espacial que no afecta las moléculas fisicas, la ausencia de inversion central
impide que tal operacién transforme un colestérico de giro derecho en uno de giro
izquierdo. Por otro lado la invarianza bajo rotaciones de 7 alrededor del director
n, del eje de la hélice que denotamos por y y del eje transversal 7 = y X n,
preservan la orientacion local de n.

Tanto en la fase nematica y colestérica es necesario restringir el desarrollo de la
densidad de energia libre a términos cuadraticos pues la restriccion de la ecuacion
(1.4.1), indica que Vn es muy pequeno.

El tinico invariante escalar lineal es V-n = n, ;, mientras que el inico invariante
bajo cualquier rotacién esn - V x n =¢;j;n jn;, donde €, es el tensor totalmente
antisimétrico de Levi-Civita. Podemos observa que V-n es impar en n por lo tanto
debe ser excluido del desarrollo de la densidad de energia libre; sin embargo el
término (V-n)? esta permitido para nemdticos y colestéricos. El términon-V xn
cambia de signo bajo de inversiéon de coordenadas, por lo que sélo aparece en la
densidad de energia libre para la fase colestérica, finalmente el invariante escalar
(V x n)? aparece en ambas fases.

Utilizando la identidad (V xn)? = (n-V x n)?+ (n x V x n)?, donde ambos
términos del lado derecho son invatiantes simétricos, la densidad de energia libre
restringida a derivadas de primer orden, para el caso del nématico se escribe como:

1 1 1
(1.4.2) fro = 5Kl(v n)? + 5KQ(n- (V xn))*+ §K3(n x V x n)?.

A la expresién (1.4.2) se le conoce como densidad de energia de Frank-Oseen
donde K, Ky y K3 son las constantes elasticas de Frank todas positivas de un
orden ~ 1072 N . Para la fase colestérica en presencia del término n - (V X n)
nos conduce a la expresion:

1 1 1
(143) fFO = §K1(V . n)2 + §K2(1’1 . (V X l’l) + %)2 + §K3(1’1 x V X Il)?,

donde ¢y = 27”, con p el periodo espacial o paso (pitch) de la fase. Para gq positivo
en la fase colestérica tomaremos la convencién de giro derecho, mientras que para
qo negativo cuando la fase sea de giro izquierdo.

Las expresiones (1.4.2) y (1.4.3) representan la densidad de energia libre, a
veces llamada energia de bulto (bulk), dentro de una frontera especifica de los CL,
sin embargo para completar la descripcion elastica serd necesario que consideremos
las contribuciones de la energia libre de la frontera, esta frontera comunmente es
una superficie por lo que esta energia libre superficial esta dada por:

(144) f13 + f14 = K13V : (nV . 1’1) — K24(HV'1’1 +n X (V X Il))

8
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La expresion (1.4.4) corresponde a densidades de energfa las cuales se deben
integrar sobre la superficie cerrada de los CL. La naturaleza matemaética de fi3
y fi4 permite llevar la expresién [(fi3 + fia)dV una integral de volumen, a una
integral de superficie aplicando el Teorema de Gauss. Dichas integrales junto con
[ frodV generalmente escalan linealmente con el tamatio del sistema deformado,
por lo tanto, la energfa libre total estard dada por [(fro + fi3 + f14)dV, notemos
que tanto K3 como K4 no contribuyen a la enegia de bulto, pero bien podrian
hacerlo influyendo en el equilibrio de n mediante las condiciones de frontera en la
superficie. Es necesario observar también que cuando el director n se encuentra
en un sistema de coordenadas cartesianas la expresion (1.4.4) se anula, es decir
Ji3+ fia=0.

Si consideramos que las expresiones (1.4.2) y (1.4.3) describen por completo
el estado de distorsién del sistema, es decir, despreciando los términos que corres-
ponden a la energia de superficie (o divergencia), podemos hacer un andlis de los
CL solamente en el bulto, como mostraremos a continuacion.

Si empleamos coordenadas cilindricas (r, ¢, z) y suponemos que el director n
tiene las componentes siguientes: n, = cos ¢, n, = sinp y n, = 0, podemos obser-
var una dependencia bidimensional, desarrolando tenemos que V-n = % mientras
que los términos de las constantes Ky y K3 se anulan ya que V xn = 0. Un analisis
para el caso tridimensional ocurre cuando tomamos las componentes del director
de la siguiente manera: n, = %, n, = ¢ y n, = Z en donde r = /22 + y% + 22, por
lo tanto V-n = % y V x n = 0. Tanto en el caso bidimensional como en el tridi-
mensional nos referimos a la ecuacion (1.4.2), donde el tinico término para ambos
casos que no se anula es la constante K. La constante de Frank K; se conoce
como modulo eldstico de separacion (splay elastic modulus). La figura (1.4.1.a)
muestra la forma geométrica o distorsién que se asocia a la constante K.

Por otro lado considerando las componentes del director como: n, = cosqz,
ny =singzyn,=0,conqg=9 = 2?” > () donde « es el angulo de giro a través de
los planos y d la anchura de la muestra que confina la fase mesofasica entre dos
superficies defiinidas. También podemos obervar que n - (V x n) 4+ ¢ = 0, donde
g=—n-(V xn) es el nimero de onda del material asociado al pitch p. El tinico
término no nulo para (1.4.2) y (1.4.3) en este caso es n-V X n, término que tiene
asociada la constante de Frank K, llamado mddulo eldstico de giro (twist elastic
modulus). La distorsién asociada a K5 la podemos observar graficamente en la
figura (1.4.1.b).

Por tltimo considerando el director como: n, = sing, n, = cosp y n, = 0,
donde observamos que el tinico término que no se anula es n x V X n, el cual
se le asocia la constante de Frank K3 conocida como mddulo elastico de flexion
(bend elastic modulus), su interpretacion geométrica la observamos en la figura
((1.4.1.c). El significado de este médulo tiene una interpretacion geométrica adi-
cional, la expresion n X V X n es el vector normal a la envolvente del campo
director con longitud |n X V x n| = % que es la curvatura.

Los coeficientes K7, Ks, K3, K13 y Koy tienen las dimensiones de fueza ([N]
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V-n#0 n-Vxn#0 nxVxn#0
(a) (b) (©)

Figura 1.4.1: Médulos elasticos de deformacién: (a) Separacién, (b) Giro, (c) Fle-
xi6n [24].

Newtons), sin embargo es necesario aclarar que estas constantes dependen de la
sustancia. Por ejemplo, cuando hablamos de un cristal liquido nematico 5CB (4-
pentyl-4’-cyanobiphenyl) cerca de 26°C' los valores de las constantes de Frank son
[17]:

K =62x1072N: K, =39x10"2N: K; =82 x 10712\
Por otro lado para una sustancia MBBA (4-methoxybenzylidene-4’-butylaniline),

la cual es un cristal liquido nematico, cerca de 25°C tiene los valores para las cons-
tantes de Frank:

Ki=6x10""2N; K,=38x10""2N; K;=75x10"12N;

10



Capitulo 2

Calculo de Variaciones

2.1. Breve Introduccion al Calculo de Variacio-
nes

El objetivo principal del célculo de variaciones es encontrar maximos y mini-
mos de una cantidad escalar F' que se escribe como una integral definida (2.1.1),
expresion importante en muchas éreas de la fisica y la matemética [25]; dicha inte-
gral representa una trayectoria entre dos puntos fijos en un espacio donde esta bien
definida. En realidad existe una infinidad de posibles trayectorias que pasan por
esos dos puntos, en principio fijos, aunque no necesariamente como veremos m&s
adelante. El calculo de variaciones hace uso del principio variacional de minima
accidn comunmente usado en la mécanica clasica [26] y hoy en dia practicamente
en cualquier rama de la fisica. Este principio nos dice que de todas las trayectorias
posibles aquella en la que F' tiene un valor extremal minimo, es la que describe
el sistema mecanico observado en la naturaleza, es decir, las trayectorias que las
particulas describen, sujetas a condiciones iniciales. La cantidad F' es a menudo
llamada la accién, un funcional que a diferencia de una funcion ordinaria sus va-
riables independientes son funciones, en otras palabras, el funcional es una funcién
de funciones.

En la seccion anterior encontramos la expresion de la energia libre, para la fase
nemética (1.4.2) y para la fase colestérica (1.4.3), estas expresiones nos indican el
estado de deformacién de las fases nemaética y colestérica respectivamente. Ahora
nos interesa conocer el estado de la mesofase cuando ha alcanzado el equilibrio,
es decir, cuando su estado de deformacién ya es independiente del tiempo, de
perturbaciones externas etc. (un tipo de equilibrio termodinamico), dicho estado
de equilibrio ocurre justamente cuando la densidad de energia de Frank-Oseen
(FO) es minima.

Podemos recurrir al procedimiento utilizado en la mecanica clésica para obte-
ner ecuaciones de movimiento para n particulas puntuales sujetas a condiciones
iniciales, por medio de la variacién de un funcional del tipo

11
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(2.1.1) Flg] = /t 1 flais gi, t]dt,

con ¢ = 1,2,3,...n, sobre este funcional se realiza una variaciéon denotada por
0F de tal manera que se cumpla la condicién 0F = 0, es decir, un minimo (o
méximo) o propiamente dicho un extremal de dicho funcional, entonces mediante
esta condicién obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange (EL) que dependen
de f. La forma de f (conocido como lagraniano o lagrangiana) depende del siste-
ma mecanico que se desee estudiar, al sustituirse en EL implican las ecuaciones
diferenciales que describen tal sistema y las soluciones de estas describen las tra-
yectorias para particulas sujetas a condiciones iniciales. De esta forma el calculo
variacional ofrece un método para encontrar ecuaciones de movimiento que descri-
ben los sistemas mecanicos. El cumplimiento de las ecuaciones de Euler-Lagrange
son una condicién necesaria para el equilibrio en el caso de una teoria continua
estatica de cristales liquidos. Como hemos mencionado con anterioridad postu-
lamos a los CL como un medio continuo del cual ahora buscamos su estado de
equilibrio, mediante el método variacional que nos proporcione ecuaciones, las
ecuaciones de equilibrio de minima distorsiéon. Por lo tanto es necesario hacer
las distinciones de un sistema mecanico de particulas puntuales a un sistema en
equilibrio para un medio continuo, como veremos a continuacion.

2.2. Condiciones de Frontera Fijas: Anclaje Fuer-
te

Antes de iniciar es importante conocer cuales son las coordenadas indepen-
dientes que describen el sistema de equilibrio que deseamos encontrar con el obje-
tivo de ser capaces de realizar una asociacion con las coordenadas de un sistema
mecanico a un medio continuo, es decir

¢(t) < 0(2)
G;(t) < 0'(2)
t < 2.

Hemos asociado las coordenadas generalizas con el angulo de inclinacion 6
que caracteriza la deformacion, mientras que 6’ es un equivalente del tensor de
deformacién [27], podemos observar la representacion de este dngulo en la figura
(2.2.1) ademds hemos asociado el tiempo ¢ con el eje coordenado z. Para llevar a
cabo una descripcion discreta de particulas a una descripcién de un medio continuo
primero asociamos la particula :—ésima tanto su posicion ¢; como su velocidad g;
con 0(z) y 0'(z) respectivamente que son funciones continuas que dependen de z,

12
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X

Figura 2.2.1: Representacién esquematica del angulo de inclinacién 6 dentro del
plano de las placas (en el plano x — y) y el dngulo de giro ¢, que representan la
inclinacién del director n fuera del plano de las placas.

y segundo, en el caso de un sistema mecanico el lagrangiano f tiene unidades de
energia, sin embargo al pasar a una descripcién de un medio continuo lo correcto
es hablar de una densidad de energia (o densidad lagraniana) que denotaremos a
partir de aqui simplemente como f.

Para resolver un problema mediante el método variacional la manera comin
de proceder es determinar la funcién 6.,(2) €[0, d], intervalo donde es continua y
diferenciable (al menos una vez), que minimiza el funcional

Flo(z)] = / 116(2),0(2), 2)av
(2.2.1) 0
Flo(2)]/L = / £10(2),8(2), 2)dz,

que de manera simplificada la escribimos como

(2.2.2) F = /df[Q,Ql,z]dz,
0

donde F es la energia total por unidad de area y suponiendo los valores de frontera
fijos

13



CAPITULO 2. CALCULO DE VARIACIONES

(2.2.3) O(z=0)="6y, 0(z=d) =0y,

en la muestra del CL donde d es el espesor de la muestra confinada entre placas
paralelas como se puede ver en la figura (2.2.3). Cuando los valores de la funcién
desconocida 6, son fijos en las fronteras de la muestra se conoce como anclaje
fuerte [27], bajo estas condiciones suponemos que la interaccién en la superficie
es infinitamente fuerte de manera que la orientaciéon del director estd fija en la
superficie e independiente de las distorsiones eldsticas en el bulto?

Todas las funciones posibles §(z) pueden representarse mediante caminos que
conectan los puntos que hacen referencia a las condiciones de frontera, a saber,
z2=0,0 =0,y z=4d, 0 = 0; Podemos suponer que conocemos la funciéon
0eq(2)€]0,d] que minimiza el funcional (2.2.2), la cual satisface las condiciones
de frontera (2.2.3), también podemos suponer que una funcién 6(z) arbitraria
definida también en [0, d] se encuentra cerca de .,(z), y como puede observarse
ambas satisfacen las mismas condiciones de frontera como se ve en la figura (2.2.2).

IEn la realidad la interaccién molecular en las placas paralelas es de naturaleza finita, sin
embargo se considera infinitamente fuerte pues otra manera de escribir la energia elastica total
por unidad de drea de una muestra de CL es

d
F= [ fdz+m+,
0

donde f = f(0,0',2), y 712 = m,2(6(z = 0,d)) es la densidad de energfa superficial, esto

corresponde al caso en donde las contribuciones superficiales son muy grandes comparadas con
la contribucién del bulto[27], es decir,

d
> / fdz,
0

de alli que estas contribuciones se consideren infinitamente fuertes matematicamente.

14
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0 d Z

Figura 2.2.2: Condiciones de frontera fijas: Anclaje fuerte.

Cuando decimos que 6(z) esta cerca de 6.,4(z) significa que

(2.2.4) 30(z) = 0(z) — beq(2),

es una cantidad pequena |d0(z)| < 1 para todo z €[0, d]. Por hipétesis la funcién
0eq(2) es la funcién que minimiza el funcional F y por lo tanto F[0(z)] < FlOeq,(2)].
Convenientemente escojemos 6(z) cerca de 6.,(z) como

(2.2.5) 0(2) = beq(2) + av(2),

donde v(z) €[0, d] es una funcién arbitraria diferenciable y oz un pardmetro pequeno
y real. La expresion (2.2.5) nos dice que si 0,,(z) minimiza a F[f.,(z)] entonces
h(a) = Fley(2) + av(z)] tiene un minimo cuando o = 0. Podemos reescribir
(2.2.1) de la siguiente forma

r Y eq

(2.2.6) Flbeg(2) + av(z / [10eq(2) + av(2), 0., (2) + av'(2), z]dz.

Sabemos que el principio variacional implica que 6 F' = 0, por lo tanto

0F[leq(2) + av(2)] = %]—"[Heq(z) + av(z)] W
(2.2.7) {%/0 flOeq(2) + av(2),0;,(2) + av'(2), Z]d'z}a:o =0,
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observamos que la variaciéon nos conduce al siguiente desarrollo

55 = { [ 2 (104(2) + 00(2). 0,0 + a1, ) ) -

a=0

d /
(2.2.8) { / (0200 OT0M ) —a

De la expresién (2.2.8) y de (2.2.5) observamos que

a0 a9
a—a—v(z), a——v(z).

«

utilizando el hecho anterior concluimos que

(2.2.9) OF = {/Od [%v(z) + %v’(z)] dz}azo = 0.

Por otro lado tenemos la siguiente identidad

of ,, . d|of d of
(2.2.10) 0" (2) = 7 [wv(z)] - [E%] v(z),

Sustituyendola tano en (2.2.10) como en (2.2.9) y utilizando el teorema funda-
mental del cdlculo adecuadamente, eventualmente llegamos a la siguiente igualdad

. d
(2.2.11) {/0 [% — d%%] v(2)dz + %v(z)] o}“ = 0.

En el caso de anclaje fuerte los valores de 6(z = 0, d) estan fijos, ello implica
que como por hipétesis 0 y 0., satisfacen las mismas condiciones de frontera se
debe cumplir necesariamente que v(z = 0,d) = 0. Cuando hacemos a = 0 la
expresion (2.2.11) se reduce finalmente a

fof  dof B
(2.2.12) /0 [% - E%] o(2)dz = 0.

En esta expresion el integrando

of dof
(2.2.13) 5 o
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debe de ser idénticamente cero, de no serlo podemos suponer que el integrando
toma un valor positivo (negativo), por continuidad el integrando debera der po-
sitivo (o negativo) en un intervalo tal que {2 C D con D = [0,d]. Por otro lado
si tomamos a la funcién v(z) cero en casi todas partes de D excepto en (2 entonces
el integrando es positivo o negativo

of dof lor  aoar
[% - @w]“@ >0 [% —@w]”@ <0

contradiciendo el hecho de que la integral es identicamente cero, por lo tanto

0 d (o
221 L-2(%)-o

para 0 < z < d. La ecuacién (2.2.14) se conoce como ecuacion diferencial de
Euler-Lagrange (EL) para un problema unidimensional de un medio continuo.
Las soluciones son una familia de funciones § = 6(z, ¢1, ¢2) donde ¢; y ¢ son dos
constantes de integraciéon determinadas de las dos condiciones (2.2.3).

Cuando f no depende explicitamente de z la primera integral de las ecuaciones
de EL (2.2.14) se encuentra de manera inmediatamente que

Of
(2.2.15) 0o —F=C.

donde C' es una constante.
Para fijar ideas mostraremos un ejemplo sencillo. Consideremos el siguiente
director

(2.2.16) n = (cosf(z),sinf(z),0),

y consideremos una muestra de CL nematico confinado entre dos placas paralelas
a una distancia d como se muestra en la figura (2.2.3).

Vamos a encontrar la soluciéon de equilibrio utilizando anclaje fuerte en la
fronteras de las placas, de esta manera n debera satisfacer las condiciones de
frontera

(2.2.17) no = (1,0,0),

en z =0,d , es decir que

(2.2.18) 0].—0a =0

17
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VA Z
——  ——  ——  cSS—
— T T  c— n

(a) (b)

Figura 2.2.3: Cristal liquido nematico confinado entre un par de placas paralelas:
(a) Condiciones planares de frontera sobre el par de placas. (b) Textura nemaética,
alineamiento del director n uniformemente constante a través de la muestra.

como podemos observar en la figura (2.2.3.a). Insertando el director (2.2.16) en la
densidad de Frank-Oseen (1.4.2) obtenemos que

1 df\2

(2.2.19) fro = §K2 (@) )
y por lo tanto

1 ¢ rdoN?
2.2.20 F=sia | (5) =
( ) 272 /0 dz)

La ecuacién de equilibrio esta dada por la expresion (2.2.14), y utilizando

(2.2.19) obtenemos la ecuacién diferencial

d*0
2.2.21 — =0
( ) dz2 ’

la cual tiene solucién para el angulo de inclinacién

(2.2.22) 0(z) =az+0,

con a, b contantes. Aplicando las condiciones de frontera (2.2.18) nos revela que

(2.2.23) 0(z) =0, 0<z<d,

18



CAPITULO 2. CALCULO DE VARIACIONES

y el alineamiento con el directo n es uniformemente constante a través de la
muestra como se ve en la figura (2.2.3.b).

Consideremos ahora que se tiene otra coordenada independiente ademas del
angulo de inclinacién 6(z), el dngulo de giro (2.2.1) ¢(z) de tal manera el funcional
correspondiente ahora se expresa como

(2.2.24) f=10(2),0(2),6(2),¢'(2), 2),

es decir, ahora el cristal liquido se desarrolla en un espacio tridimensional, por lo
tanto el funcional a variar ahora es

(2.2.25) Fl0(2), 6(2)] :/0 f16(2),0'(2), 6(2), ¢'(2), 2]dz,

con condiciones de anclaje fuerte

(2.2.26) 0(z=0)=6y, 0(z=d) =0,

(2.2.27) ¢(2=0) = ¢y, ¢(2 = d) = ¢a,

El procedimieto es completamente andlogo tomando en cuenta que tanto 6 y
¢ estan cerca de 0., y ¢, respectivamente, es decir que

36(z)
09(2)

0(2) = 0eq(2)
¢(2) = Peq(2),

las cuales son cantidades pequenas, a saber, |d0(z)| < 1y |d¢(z)| < 1. Conve-
nientemente escojemos 6(z) cerca de 6,,(z) como

(2.2.28) 0(z) = Ocq(2) + av(2),

y ¢(2) cerca de ¢.4(z) de la siguiente manera

(2.2.29) $(2) = Peqg(2) + Pw(2),

con v(z) y w(z) funciones arbitrarias ambas diferenciables en el intervalo [0, d], «
y [ son parametros reales. Las condiciones (2.2.28) y (2.2.29) implican que
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(2.2.30) v(z=0,d) =w(z=0,d) =0.

Ya que las funciones 6., y ¢, minimizan la expresién (2.2.25) se sigue que
Fl0, @] > Flbeq, Peql, que en términos de ay 5 F(e, B) > F(0,0), de esta manera
la funcién g(o, 8) = Flleq(2) + av(2), ¢eq(2) + Bw(2)] tiene un minimo cuando
a =0y =0, de donde se sigue que

(2.2.31) <%> ‘0,0 B (6)8;;) ‘0,0 =0

para todo v(z) y w(z). Por lo tanto

5F = 97 dif:{/od (g% +ﬁa—¢/)dz}6

~op )y 08 0603 " 09’ 0B
drof of , B drof d of of d
/0 (6—¢w(z) + 8_¢>’w (z)) dz = /0 [% — Ea—gb,}w(z)dz - [a_qb’w(z)]o
=0,
donde hemos utilizado la identidad
Of sy 4| 9f _ |4 9f
(2.2.32) 3_¢’w (2) = 7 [8¢/w(z)] [dz 8¢’]w(2)'

El procedimiento es completamente analogo para 0F = ?9_5' Imponiendo la
condicion (2.2.31) y tomando en cuenta que (2.2.30) podemos derivar las fun-
ciones que extremizan la ecuacién (2.2.25) que son soluciones de las ecuaciones
diferenciales

of dof\
of d[of\ _
(2.2.34) T (@) =0,

definidas en 0 < z < d. Si f no depende explicitamente de z existe una primera
integral de la forma

(22.35) o= oo vogl -y

con H, una constante.
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2.3. Condiciones de Frontera Variables: Anclaje
débil.

En la derivacién de las ecuaciones de EL suponemos que las interacciones con
las superficies son infinitamente fuertes y mantienen la orientacién del director fijo
e independiente de las distorsiones elasticas en el bulto. Ahora estamos interesados
en reducir la energia, las distorsiones elasticas fuertes en el bulto se pueden relajar
desviando al director de los ejes de la superficie 6y v 64 . Estas desviaciones
transportan energia superficial que se describe mediante un potencial de anclaje
fs, el cual es una funcién de la magnitud de las desviaciones sobre las superficies
que confinan la mesofase. La enegia total por unidad de area se escribe como:

d
(2.3.1) F= / £10,0, 21dz + fuo(B0 — Bo) + fsa(ba — 02),
0

nuevamente la diferencia 06 = 6(z) —0,,(z) = an(z), donde ahora la nueva funcién
n(z) no es necesariamente cero en las fronteras (ver figura (2.3.1)), ya que en la
variacion del funcional obtenemos que

dfso(6o)
do

df s0
dfy’

y por lo tanto siguiendo el procediento para condiciones fuertes teniendo presente
lo anterior obtenemos

d
of d of
2.3.3 - - d
(2:33) /0 [ae i 09']”(2) a
las ecuaciones de EL se usan para encontrar la familia de soluciones de la forma

0 = 0(z,c1,ca), sin embargo ahora las dos constantes de integracion ¢; y ¢o estan
definidas de las condiciones de frontera Variables de la forma

(2.3.2)

- %fso[eo,eq + an(z = 0)] = n(0)

af dst
o + dz

_I_

z=0

00 dz

Gf_W@] 0
z=d

of df]| . [or dfa]
(2.3.4) [—%—Fdzlzo—() ; [89’ dz]:d_o

El procedimiento anterior se puede generalizar si tenemos un director ademas
de variar 0(z) también esta variando con ¢(z), en tal caso se tiene que minimizar
el funcional (2.2.24), y siguiendo el procedimiento anterior considerando anclaje
débil para las funciones 0(z) y ¢(z) llegamos al siguiente conjunto de expresiones:

0 d (0
(2.3.5) 8—£ - <a_g/> =0
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Figura 2.3.1: Condiciones de frontera Variables: Anclaje débil. [17]

8f dfsU _ . ﬁ ded =
(2.3.6) {—% + do LO =0 {69’ * do Ld -
af d (Oof\ _
(2.3.7) 96 d= (8_¢’> =0
8f dst _ . a_f ded =
(2.3.8) {_a_(b, + dé L:o =0 {(9925’ " do L:d -

Estas ultimas ecuaciones determinan las configuraciones de equilibrio cuando
el director n varia en el espacio y se le permite en las fronteras desviarse, esta
desviacién ahora también le permite al angulo de giro ¢ cierto relajamiento el cual
tiene una magnitud determinada por el potencial de anclaje f, espresado en las
ecuaciones (2.3.8) para el angulo de giro y (2.3.6) para el dngulo de inclinacién.

22



Capitulo 3

Energia Libre en Presencia de
Campos Externos

3.1. Densidad de Energia en Presencia de
Campos Eléctricos y Magnéticos.

Una practica comun en la investigacién en cristales liquidos es aplicar campos
magnéticos o eléctricos para alinear las muestras de nemadtico o colestérico [18].
Este alineamiento obliga al director n a que sea o bien paralelo al campo o bien
perpendicular. En la practica se ha observado que cuando el director es paralelo
generalmente corresponde a un cristal liquido nemético mientras que es colestérico
cuando el director es perpendicular al campo. Es importante conocer el efecto de
los campos sobre las muestras de CL ya que estos modifican su estructura de
manera parcial o total, en esta seccion se estudiaran los efectos que provocan los
campos externos aplicados a una muestra de cristales liquidos.

Los efectos de campos externos aplicados a una muestra de cristal liquido,
se estudian cuando éste se encuentra confinado en una celda formada por placas
de vidrio, las superficies internas de estas placas estan cubiertas por un material
conductor, se puede inducir a las moléculas por medio de un recubrimiento para
que éstas se adhieran a las superficies de tal manera que queden alineadas a lo
largo de una direcciéon previamente establecida en las placas, esta direccion se
conoce como direccién de anclaje, en relacion con las condiciones sobre las placas
discutidas en el capitulo anterior.

Nuestro objetivo es encontrar la orientacion de equilibrio promedio de las
moléculas n en presencia de campo externos, para ello haremos ciertas suposi-
ciones: los CL son un aislante perfecto, las placas de la celda no se polarizan por
efecto de acumulacion de iones por presencia de impurezas en la mesofase. Para
nuestro estudio aplicaremos un campo externo conectando la celda a una fuente
que genera un potencial constante a través de la celda. El acoplamiento dieléctrico
implica que las moléculas del CL tienden a orientarse de tal manera que la com-
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ponente del tensor de polarizabilidad molecular a través del campo es maximo.
Para encontrar la orientacion de equilibrio del campo director en presencia de un
campo electrico externo, debemos minimizar, ademas de la densidad de energia
eléstica F = [ fpodV, la densidad de energfa eléctrica distribuida en un volumén
V' del espacio [28] expresada como:

(3.1.1) Fp = /fEdV_ %/E-de

una reorientacon diferencial promedio de las moléculas puede expresarse como

1
(3.1.2) 5&:§/E6UN

Ademas cuando n se reorienta debemos considerar la energia libre asociada
con el cambio de las cargas en los electrodos. Para mantener constante el voltaje
a través de la celda debe existir una fuente que suministre energia extra d Fz con
signo opuesto a 0Fp, esta energia extra se manifiesta para mantener el voltaje
fijo cuando el desplazamiento eléctrico 0D cambia y naturalmente modifica la
densidad de carga superficial en las placas por la cantidad —dD,, el subindice z
denota la componente de D a lo largo de la normal a las placas:

(3.1.3) §Fy = //A W6D.dA — / div(sD)dV,

donde hemos utilizado el teorema de Gauss. En esta expresion 1 denota el po-
tencial eléctrico, mientras que dA es el elemento de superficie de los electrodos.
Debido a que E = —V1; div(¢dD) = 1divéD + 6D - Vi) y divdD =0 y puesto
que no hay carga libres, eventualmente llegamos a

(3.1.4) M%:—/EﬁHW:—%&.

Por lo tanto la minima energia total de bulto en el material la podemos obtener
sumando las contribuciones de estas variaciones de la siguiente manera

(3.1.5) 0Fro =0F + 0Fg + 0Fg = 0F — 0Fg = 6(F — Fg) = 0.

La densidad de energia eléctrica (3.1.1) la podemos escribir en términos del
campo de fuerza y los componentes del tensor de permitividad dieléctrica €. La
representacion del desplazamineto electrico D(r) esta dada como una funcional
lineal del campo eléctrico E(r) exactamente en el mismo punto r, sin embargo la
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presencia de la rotacion intrinseca remanente de la fase isotropica sera despreciada
por ser débil, de esta manera

(3.1.6) D(r) = €E(r),

el vector desplazamiento depende de la orientacion del campo respecto a n de la
siguiente manera:

D(r) = ¢E(r) , E(r)|n

(3.1.7) D(r), =, E(r) , E(r)Ln

La expresion (3.1.7) nos brinda informacién sobre la respuesta del medio an-
isotrépico en presencia del campo eléctrico, la cual es diferente si el campo se
dirige a lo largo del eje del nematico o perpendicular a éste. Tomemos el caso

n_l E,

como concecuencia: la componente perpendicular del vector desplazamiento D =
e E+¢€,F-n=¢ F, ahora considerando

n| E,

por lo tanto D = €, E+¢,FE -n = (e, +€,)E, pues como vimos D = ¢ E, por ello
€| = €L T €q-

Podemos concluir con lo anterior que el tensor dieléctrico tiene la siguiente
forma, en términos de una base diddica:

(3.1.8) € =€, l+e,nn,

de la discucién anterior el vector desplazamiento puede escribirse como

(3.1.9) D= ¢E=¢E+¢(E-n)n,

esta expresion la podemos insertar en (3.1.7) y obtenemos

(3.1.10) E D = e, |[E|? + oea(n - E)?,

el término independiente de n lo podemos despreciar, por lo tanto la densidad de
energia libre total finalmente adquiere la forma

(3.1.11) Jr= fro+ e = f]v’o—%eoﬁa(lfl‘E)2
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El procedimiento anterior puede aplicarse a la energia libre en presencia de un
campo magnético de manera completamente analoga si consideramos un campo
magnético aplicado B que provoca una magnetizacion

(3.1.12) M = . B + pioxa(B - n)n,

con la densidad magnética f, = — fOB M.dB, bajos argumentos similares discu-
tidos para el campo eléctrico obtenemos

(3.1.13) fr = fro+ fu = fro — i xa(n - BY,
donde hemos omitido nuevamente el término independiente de n.

Hasta este punto hemos considerado como se modifica la densidad de energia
libre en presencia de campo externos bajo las suposiciones del acoplamiento
dieléctrico; sin embargo nuestra descripciéon ain no es completa. Existe otro
fenémenos llamado Flexoelectricidad en los cristales liquidos, este efecto es andlo-
go a la piezoelectricidad en algunos sélidos [22]: La curvatura del director causa
la polarizacién eléctrica del medio donde las moléculas del cristal liquido son an-
isométricas con momentos dipolares permanentes, ésta geometria no permite la
alineacién de los mometos dipolares provocando la palarizacién en el medio. Esta
polarizacion flexoeléctrica tiene una acoplamiento con el campo eléctrico externo
que contribuye a la densidad de energia, lineal en E mediante la expresién

(3.1.14) Fpiee = =Py - E,

con esta expresion podemos completar la descripcion del medio bajo la presencia
de campo externos. Mediante una minimizacion del F podemos obtener el campo
director n en equilibrio, este estado de minima energia ocurre ademés cuando el
director n es uniforme, como vimos en el capitulo anterior.

3.2. Transicion de Fredericksz

En una muestra de CL existe una competencia entre el alineamineto del direc-
tor n en la frontera de la muestra y la orientacion de éste inducido por un campo
externo aplicado [18]. En la fase nematica con anisotropia magnética y, > 0 un
campo magnético H podria estar en una direcciéon de tal manera que atrajése
al director n para iniciar un alineamiento en el bulto paralelo a H, y diferente
al alineamiento incial de la muestra, cuando H = |H| es mayor que algtin valor
critico H,, frecuentemente mayor a cero. Mientras el valor del campo se encuentre
en 0 < H < H, la alineacién del director no se vera influenciada por el campo
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magnético, sino hasta que H > H,. se iniciard el ajuste de la orientacion del di-
rector cada vez mas paralelo a H. El cambio en la orientacion después de que
la magnitud del campo magnético incrementa hasta el valor H, se conoce como
transicion de Fredericksz,' y H, como el valor del campo critico. Un fenémeno
similar ocurre bajo la influencia de campos eléctricos.

Consideremos una muestra de espesor d en donde confinamos cristal liquido
nematico entre dos placas paralelas, éstas previamente han pasado por un proceso
de pulimiento para conseguir una direccién particular, en la placa inferior z = 0
imponemos la condicién de que las moléculas formen un angulo 6y entre n y el eje x,
y en la placa superior z = d forma el angulo 6;. Con lo anterior el campo director
se puede escribir como n =[cosf(z),siné(z), 0], éste campo estd parametrizado
unicamente por z.

Con el director anterior la densidad de energia puramente eldstica de Frank-
Oseen es

(3.2.1) F= %KQ /d (ﬁ)zdz,
0

el cual tiene solucion al aplicar condiciones de frontera
(3.2.2) 0(z) = (0, — 90)% + 0,

K.
con F = 2—2(6d —0p).

La ecuacién (3.2.1) cuando aplicamos un campo magnético a la muestra, la
densidad de energia libre se modifica de la siguiente manera

(3.2.3) F = %/d (Kg(j—i)z — XoH?sin? 0) dz,
0

utilizando la ecuacién de (2.2.15) del capitulo anterior obtenemos la expresién

2
(3.2.4) 5?{(%) =cos’f + C.

donde &y = [Ky/(xaH?)]"/?, queremos determinar el campo magnético critico,
para lograrlo vamos a considerar el caso particular cuando los valores en la frontera

L También se conoce como transicion de Frederiksz de sequndo Orden: La transicién de Fre-
derikcks no es una "transicion de fase” en el sentido comin que damos a estas palabras ya que
no hay un cambio de fase ni tampoco fenomenos criticos. Estamos hablando de si esta transi-
cion es continua (es decir, la deformacidn aumenta infinitesimalmente por encima del campo
del umbral) o si es discontinua (con un salto, o incluso una histéresis).
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(c) (d)

Figura 3.2.1: Transicién de Fredericksz debida a un campo magnético H externo
aplicado a una muestra de cristal liquido confinada entre placas paralelas de las
moléculas sobre las placas yacen paralelas a la superficie: (a)H < H.. (b)H > H..
Las moléculas permanecen alineadas perpendiculares a la superfie: (¢) H < H..

(b) H > H.. [19]
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son 0y = 03 = 0, recordando que estos angulos se miden respecto al eje x en z = 0
y z = d repectivamente. Como hemos mencionado las condiciones de frontera
son infinitamente fuertes por lo tanto es natural pensar que el efecto del campo
critico por simetria ocurrird a una distancia z = d/2 de la celda pues es el lugar
mas alejado de las fronteras donde el efecto de las condiciones de frontera ha
disminuido, en este punto se alcanza el maximo por ello 8 = 0,ademds 6(d/2 —
z) = 0(d/2 + z). Cuando el director alcanza este dngulo que denotaremos por
0(z = 1/2) = 0.. Estas condiciones aplicadas directamente a (3.2.4) proporcionan
el valor de la constante C' = — cos?(f,..). Sustituyendo esta condicién y resolviendo
por cuadratura obtemos

z 0(z) do
g Jo  v/cos20+ cos2,

(3.2.5)

Ya que en 6, el director sufre una desviacién en z = 1/2, conforme H — H,
, 8. — 0, es posible hacer un desarrollo en serie de Taylor alrededor de § = 0 a
cuarto orden, asi

d 0(2) do O do 1
3.2.6) — =~ ~ R 1—{——&3—1—&2 ,
(320) 3, /0 JE— (0 —0N/3 Jo IO 1+ 50+ )]

resolviendo la integral anterior mediante un cambio de variable adecuando llega-
mos a

d s
3.2.7 — ==
(3.2.7) 2%, 2

Tomando los términos hasta segundo orden en 6. y evaluando el valor de &g,
despejamos 6>

14562+ 0]

4d [Xa
(3.2.8) 02="" ey

¢ ™ K2

La existencia de la deformacién ocurre cuando 6, # 0 = 62 > 0, depejando
ademas H tenemos

(3.2.9) H>=, =2

Asi el campo critico ocurre cuando
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s K2
2.1 H.=—4/—,
(3.2.10) d \/ Xa

podemos observar que el campo critico depende tnicamente de las propiedades
del material. En la figura (3.2.2) mostramos las diferentes curvas que se prentan
cuando el campo externo H ha superado el campo umbral y por lo tanto se observa
una distorcién del 4ngulo @ a lo largo de la placas. Podemos definir H = H/H,
como la intensidad del campo magnético adimensional, de igual manera para
Z = z/d. Podemos observar que para H > 1 los efectos del campo sobre la
muestra de CL se pueden vizualizar como en (3.2.2), otra observacién importante
es que a medida que aumentamos la intensidad del campo las curvas tienden al
valor 6 = /2.

90
80 -
70 .
60
50
40 - .
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1

Tl
1
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T

o]

Il

— L

i/ of o
1

6 (degrees)
T
]

1 1 1 1 1 1 1

O 1 1
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

N

Figura 3.2.2: Curvas solucién (%), 0 <z < 1 para diferentes valores de la inten-
sidad del campo magnético adimensional H [18§]

3.2.1. Longitud de Coherencia

En la siguiente expresién

(3.2.11) & = [Ka/ (xaH?)]'?,

&g tiene unidades de longitud Figura (3.2.3), de hecho se conoce como longitud
de coherencia magnética (coherencia eléctrica g para el caso eléctrico), ésta mide
la distancia en la que el director n comienza a variar en presencia del campo
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CAPITULO 3. CAMPOS EXTERNOS

Figura 3.2.3: Longitud de coherencia £g. El efecto del campo H aplicado a las
moléculas modifica la direccién de sus ejes, dentro de la muestra de cristal liqui-
do, hasta alinearse con el campo a una distancia £y de una de las placas de la
muestra.[19]

magnético hasta que éste se alinea con el campo. Esta se obtiene por comparar la
densidad de energfa de Frank-Oseen con la energia de alineamiento[19]

(3212 LKE = SxaH? = & = [K/(H))”,

donde hemos hecho la aproximacion a una constante K = K; = Ky = K3.Siég >
d, el campo serd incapaz de sobreponerse al efecto producido por las condiciones
en las fronteras ya la configuracién de equilibrio continuard uniformente, vease
Figura (3.2.1.c). Por otro lado si £y < d,el director se alineard con el campo H
en el centro de la muestra como se muestra en la Figura (3.2.1.d)
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Capitulo 4

Ecuaciones de Equilibrio

En esta secciéon vamos a encontrar la expresion de la densidad de energia libre
de Frank-Oseen para la fase colésterica, es decir, mediante la expresion matematica
hallada en el capitulo 1:

1 1 1
(4.0.1)  f., = 5}(1(v -n)? + 5Kg(n (V xn)+q)+ 5Kg(n x V x n)2.

Proponemos las componentes del director n, también conocido como eje éptico
[20], que cumpla la condicién ||n||? = 1. Se estudiard a lo largo de este trabajo el
director:

(4.0.2) n = [cos(0(z)) cos(¢p(z)),sin(p(2)) cos(0(2)), sin((2))],

podemos observar una representacion esquematica de los angulos 6 y ¢ en la figura
(2.2.1). Por otro lado de las expresiones (4.0.1) y (4.0.2) se obtiene que el valor
de la energia libre es

fro = %Kl (0052 0(z) (%)2)

1 2 2 do(z) 4 do(z) ’
(4.0.3) + 2K2 (qo 2qp cos” 0(z) 7 + cos” 0(z) 7
1 2 2
+ §K3 (sin2 0(2) ((dil(,:)) + cos?0(z) (d(z(;)) ))
La expresién fpy = —%E - D corresponde a la densidad de energia eléctrica,

como vimos detalladamente en el capitulo 3, es decir:
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1 1
(404) fE'M == —§E -D = _§(€0<€J_I -+ Eaﬁfl) . E) -E

1 .
= —eoleL B + el B)?).

Consideramos el siguiente campo eléctrico

(4.0.5) E = Fy(0,0,1).

En su forma general el director se esbribe como n = (n,,n,, n,) por lo tanto
se obtiene que el cuadrado del producto escalar con el campo eléctrico resulta
(n-E)? = (Fyn.)?, de la expresién (4.0.2) se tiene que n, = sin(6(z)), por lo tanto
(n-E)? = E2sin?(0(2)) y |E|? = E2, asf la expresién final para (4.0.4) en términos
de la densidad de energia eléctrica es

1
(4.0.6) fem = — éeoeaEg sin? 0(z2).

Con lo discutido anteriormente la expresion final para la densidad de energia
libre total adquiere la expresién:

fr = gHr ool (dg@)? ey <q§ - o0 (92

dz dz

(107)  + cost(0(2) (%@)) v %Kg(sin(ﬁ(z))[(dz(j))Q

2
+ cos? 6(2) (%(ZZ)) ] - %eoeaEg sin? 0(z2).

En el capitulo anterior discutimos el fenémeno flexoeléctrico, como observamos
la energia total fr con la que trabajaremos no incluye este término de densidad
de energia, la razén es la siguiente: El fenémeno flexoeléctrico ocurre cuando las
moléculas son anisométricas a campo eléctricos de alta intensidad, en el modelo
que vamos a considerar las moleculas que estamos considerando que forman la
fase colestérica son alargadas con enlaces quimicos rigidos como se muestra en
la figura (1.3.1), por ello en nuestra energia total de bulto hemos omitido esta
contribucion.
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4.1. Ecuaciones de equilibrio para la fase colestéri-
ca

La expresion (4.0.7), corresponde a la densidad de energia libre total, vamos
a hacer la siguiente identificacién para simplificar la notacién: cos(6(z)) = cos#,
sin(f(z)) = sinf y %(ZZ) = ¢’, y de manera similar para la variable ¢. Por lo tanto

la expresiéon se reduce como sigue:

(4.1.1)
1 1
fr(0,0,¢,¢") = §K1[(9’)2 cos® 0] + §K2[q(2] — 2qo (¢') cos® 0 + (¢')? cos* 0]
+ %Kg[(0,)2 + (¢')*cos® 0] sin® O — %eoeaEg sin? 6.

Observamos que la ecuacién (4.1.1) no depende de ¢ explicitamente, por lo
que la ecuacién (2.3.7) se reduce a

d (0
(4.1.2) 4 () _
dz \ O¢'
Esto significa que tanto z como ¢ son variables ciclicas, es decir existe una
constante de equilibrio. De la ecuacién (4.1.2) observamos que %’;T, = (C con C
una constante. Por otro lado tomando la derivada de fr con respecto a 6’ es

Ofr
By

de donde despejamos ¢’ para obtener:

(4.1.3) = Ky(—qocos®0 + ¢’ cos* ) + Ks3(¢'sin®6fcos?0) = C,

B C + Kyq,cos®0
"~ Kycostf + Kysin®6cos?6’

(4.1.4) ¢

Con las observaciones anteriores se puede construir la expresién (2.2.35) ya
que la expresién (4.1.1) no depende explicitamente de la varaible z asi es posible
escribir una expresién como:

dfr dfr
4.1.5 Hy=0— + ¢ — — 0,0, 0,0 z),
(4.1.5) 0 =05 + Vg — Jr6:0.6.9:2)
Hj una constante para todo z. Notemos que la ecuacién (4.1.5) estéd en términos
de 0, ¢ y sus correspondientes derivadas respecto a z, sin embargo es posible
escribirla inicamente en términos de 6 y #'. Para llevar a cabo este procedimiento
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insertamos la ecuacién (4.1.4) en (4.1.1), y por lo tanto la densidad energia libre
total es:

1 1 K 2
[1(0,0) = SKA[(0) o 0] + S [g8 — qucosm( C + Ko cos* 0 )

Kycost @ + Kssin?6cos? 6
(4.1.6)

C + Kyg,cos® 0 2 1 e
—K3[(0 0
Kycostf + Kgsin29(30529) ] T 2 3[(0")° sin” 0]

1 ) C + Kyq,cos?6 2 1 )
+ ~K;sin?0 29( ) — —epea B2 sin 6.
2 3 S Ueos Kycost@ + Kysin® 6 cos? 6 g 0cat 0 i

+ cos? 8(

Ademas la derivada parcial % la podemos deducir de (4.1.6) entonces

dfr

4.1.
(4.1.7) 20

= 0'(K;cos’ + Kzsin®0).

Mientras como vimos, existe la constante de movimiento % = (. Con las

expresiones (4.1.7) y (4.1.6) desarrollamos para la expresion (4.1.5) lo que da
como resultado la expresion:

afT /afT . / /.
86/ + d) a¢/ fT(0707¢7¢?2)
= (0")*(Kcos’ 0 + Kssin®0)

C + Kyq,cos?6
+ C —
cos? §(Kycos?6 + Kjsin®0)

H0:9'

- %Kﬂ(@’)%os? g — %Kg[(ef)%m? 0]
C + Kyq,cos’0 >

4.1.8 + K
( ) 2qo<K200529 + Kysin?6

K cos® 6
+ K008 <K200829+Kgsin26

2

2
C + Ksyq,cos?0 )

2 Kycos2 + Kysin?6

1 1
+ §€0€aEg sin2 0 — §K2q(2)
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Al simplificar convenientemente la ecuacion (4.1.8) se reduce a

1 , 1 (C + Kaq,cos?0)?
Hy ==(0')*(Kycos®0 + Kysin®0) + - >
0 2( J (R cos™6 4 Ky sin™0) + 2 (Kycos20 + Kysin®6)cos?6
1 1
(4.1.9) —3 2qp + §eoeaE§ sin? 6.

Para escribir de manera més compacta (4.1.9) definimos las siguientes funcio-
nes

h(0) =(K, cos* 0 + Kssin®0)
9(0) =(Kycos’ 0 + Kzsin®#0) cos? 0,

asf reescribimos (4.1.9) como

1 1(C + Kyg,cos?6)? 1 1 ,
HO = §(Ql>2h(0) + 5 g(e) - 5 qu + QEOEGES S1H2 07

la cual finalmente podemos expresarla como:

ﬁ)Q (C + Kaq,cos?)?
dz 9(0)

con G = 2H, una constante. Podemos observar que si ¢o = 0, por un lado la
ec.(4.1.4) resulta

_ 2 220
t - 2 a - )
(4.1.10) h(@)( Kyq5 + €€ Efsin“ =G

C C
4.1.11 = =
( ) ¢ cos? (Ko cos26 + Kysin®6)  g(0)’

y por otro la expresién (4.1.10) se reduce a

do 2 C? .

(4.1.12) hw)(@) tog coca B2 sin? 0 = G.

La expresion (4.1.12) ya has sido tratada en [21] y corresponde a una fase
nematica al no tener la quiralidad expresada por .

A continuacién vamos a adimensionalizar los pardmetros de la expresién (4.1.10).
Adimensionalizar los parametros proporciona ciertas ventajas, como la indepen-
dencia de escala para analizar y comparar diferentes configuraciones de equilibrio.
Primero realizamos el siguiente cambio de variable £ = z/d donde &
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0 z=0
(4.1.13) £ = {1 s d’
Este cambio de variable modifica la ecuacién (4.1.10) de la siguiente manera:
(4.1.14)
o) (Gg) + WU UL g+ e B o9 - G

Para llevar a cabo la adimensionalidad de los parametros de la ecuacién mul-
tiplicamos por 1/K; la ecuacién (4.1.14) y la reescribimos como

(4.1.15)
% df\ 2 [(dC/Kl) + qu(Kg/Kl) COS2 0(5)]2 KQ €0€GE8 SiIl2 0 . d2G
wo)(Z) + ¢ 0) I oy o

Finalmente definimos los parametros adimensionales de la siguiente manera

Cy = (dC/K1), (= epeaEG/(K1/d?), 1= dgo(K2/K)
K:Kl/Kg G*:d2G/K1

Por lo tanto la expresién resultante es:

d_9>2 (Cy + mcos? 6)?
dg g*(0)

De la ec.(4.1.16) se puede resolver por cuadraturas, entonces:

(4.1.16) h*(0)< — K + (sin?6 = G,

g (O)(G" + K — (sin® 0) = (Cy + neos?0)* _ df
(4.1.17) \/ h*(6)g*(6) Cde
2 h*(0)g* () too [
(4.1.18) /90 (g*(Q)(G* + Kn? — ( sin? ) — (Cy + ncos? 0)2> do = /0 dg
(4.1.19) /90 (g*(@)(G* + Kn? — (sin? ) — (Cy + ncos? 0)2> dfd =1

Andlogamente para la expresién (4.1.11) obtenemos

dp  Cy + ncos*d
d¢ g*(0)
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La expresién (4.1.20) resulta de utilidad pues al tomar las expresiones (4.1.17)
y (4.1.20) mediante la operacién

0 0
(/%) - &

es posible intragrarla por cuadratura, obteniendo la expresién

(4.1.21)

(4122) g*(0)*(G* + Kn?> — ¢sinf) — g(0)(Cy + mcos®0)* _ df
o h*(8)(Cy + ncos?§)? ~ do

(4.1.23)

g h*(0)(C + ncos®6)? 5o [
/90 (g*(@)Q(G* + Kn? — (sinf) — g(0)(Cy + ncos? 9)2> 40 = /% a¢

(4.1.24)
" h*(0)(Cy + neos” 0)” 5
/90 <9*(9)2(G* + K — (sinb) — g(0)(Cy + ncos® 9)2> 46 = 61~ do.

Si los integrandos de las expresiones (4.1.24) y (4.1.19) los redefinimos como

_ h*(0)g"(6) %
(4.1.25) A(9) = (g*(Q)(G* + Kn? — (sin? ) — (Cg + ncos? 9)27>

(NI

— h*(0)(Cy + ncos®)?
o= (9*(9)2(0* + K12 — (sind) — g(0)(Cy + 1 cos? 9)2> |

(4.1.26)

las expresiones (4.1.24) y (4.1.19) las podemos escribir ahora simplemente como

(4.1.27) / " A@)d0 = 1

0o

01
(4.1.28) / B(0)d0 = ¢1 — ¢o
0o

Nuestro objetivo principal es, a partir de ahora, encontrar soluciones para las
ecuaciones integrales (4.1.27) y (4.1.28), las cuales forman un sistema en definitiva
insoluble por la via completamente analitica.

Las expresiones (2.3.6) y (2.3.8) corresponden a las ecuaciones de frontera vari-
ables o anclaje débil, hace uso de la funcién f, que corresponde a un potencial de
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anclaje como ya se ha mencionado en capitulos anteriores. Cerca de las fronteras
de la muestra la orientacién de la fase N* depende también de las propiedades
especificas sobre las superficies, donde la situacién es mas complicada, pues las
fuerzas superficiales del director n son obligadas a orientantarse paralela o per-
pendicularmente a una direccién de tendencia ng, por ello es necesario conocer la
forma funcional de la densidad de energia superficial de anclaje en la superficie
fs, la forma mas sencilla fue propuesta por primera vez por Rapini y Papoular
[18], la cual se puede escribir como

1
(4.1.29) fs = —5Wo cos? 7,

donde cosy = n - ng, con 7 el dngulo formado entre en director y la direccién de
tendencia sobre la superficie y wy una constante (frecuentemente renormalizada
en términos de las constantes eldsticas de Frank), asf :

(4.1.30) fs= —%wg(n -ng)?.

Podemos imponer condiciones planares de tal manera que la direccion de ten-
dencia sea paralela a las placas de confinamiento, es decir, ng = [1,0,0] (de esta

manera ¢y = 0 para la ecuacién (4.1.24)) y n como en (4.0.2). Por lo tanto la
expresion para fg es la siguiente

(4.1.31) fs= —%wo(cosé’ cos ¢)?.

A continuacién utilizaremos las condiciones de frontera (2.3.6), a saber:

a.f dfsﬂ o
(4.1.32) [—w%— 20 LO—O

af dfsd o
(4.1.33) {% +10 } = 0,

de la ecuacion (4.1.32) concluimos que

(4.1.34) —0' (K cos®0 + Kysin?6) +w,cosfcospsinf| =0

z=0

De manera andloga la ec.(4.1.34) podemos adimensionalizar sus parametros
como

1do
(4.1.35) _Ed_g(Kl cos” 0 + Kssin®0) + w, cos@cosd)sinHL =0
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(4.1.36) Z_Z _ w*cos ch;s) osing|
§=0 0
donde definimos w* = dwy/K,; (observamos que w* también es adimensional)

mientras que para la expresién (4.1.33) se tiene:

df w* cosf cos psin b
4.1.37 — = —
4137 &, W)

¢=1

La expresion (4.1.36) se puede sustituir en (4.1.16), evaluando esta ultima en
¢ = 0, obtenemos

(4.1.38)
x )2 2 )2
A(bo, do) = (w cos@fos¢sm9) + (G +*17COS 6) —K*n*+(sin*0 =G".
0 ) B
De manera similar para £ = 1 utilizando (4.1.37) se obtiene
(4.1.39)
x )2 2 )2
A(br, 01) = (w” cos cos §sin0) + (G & neos™d) —K*n*+(sin* 0 =G".
20 7@) .

Las expresiones (4.1.38) y (4.1.39) nos indican que tanto en & = 0 como en
& =1 el valor de éstas es igual a la constante G*, para que esta igualdad sea
posible necesariamente se debe cumplir que

(4.1.40) A(bo, po) = A1, ¢1) = G,

es decir, que en particular 8y = 0, y ¢9 = ¢,. Bajo esta iltima observacién
podemos imponer condiciones sobre el sistema formado por (4.1.27) y (4.1.28)
como veremos a continuacion. De manera mas general podemos pensar que en las
fronteras de la muestra se cumple que

(4141) 90 = 91 + nm,

(4.1.42) qbo = ¢1 + meT,
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con n, mg enteros, esta ultima condicién permitird expresar las ecuaciones inte-
grales (4.1.24) y (4.1.19) de una manera conveniente como veremos después. Para
verificar que se siga cumpliendo la identidad (4.1.40), primero vamos a desarrollar
las siguientes identidades

cos 20y = (cos(f; + nm))? = (cos 6 cosnm — sin 0, sinnr)?
(4.1.43) = (=1)*"cos? 6,

= cos? 6.

sin 0y = (sin(6; + n7))? = (sin 0 cos n7 + cos f; sin nr)?
(4.1.44) = (—=1)*sin® 6,

= Sil’l2 491 .

Anélogamente para la variable ¢ obtenemos ahora

LA cos 2y = (—1)?™ cos® ¢1 = cos® ¢
(4.1.45) sin?¢y = (—1)*™¢ sin® ¢; = sin® ¢,

De esta manera hemos verificado que la identidad (4.1.40) se mantiene. Por
lo tanto las condiciones (4.1.41) y (4.1.42) nos indican que basta un nimero de
vueltas enteras n y my para el angulo de inclinacion y de giro respectivamente,
que determinan la configuracion sobre las fronteras de la muestra de CL. Por
ello es posible tomar el valor de las integrales (4.1.27) y (4.1.28) unicamente en
un periodo y sumar las contribuciones necesarias para que ambas ecuaciones se
satisfagan mutuamente, imponiendo una condicién sobre los n giros enteros de 6,
nos permite realizar el siguiente procedimiento. Tomando la expresion (4.1.27):

(4.1.46)
61 Oo+m Oo+2m Oo+nm
/‘mww5/ A@M+/ mww+~+/ A(6)d6
6o 6o Oo+m 90+(n71)7r
Oo+7
= n/ A(0)de,
0o

es facil observar que el valor de cada integral del lado derecho de (4.1.46) barre
la misma area bajo la curva, de alli que sea equivalente tomar n veces el valor de
una de ellas, por lo tanto debera cumplirse que

Oo+m
(4.1.47) n/ A(0)d6—1 =0,
)

y de manera analoga para B(f) tenemos que
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90+7r
(4.1.48) n/ B(6)do — mgm = 0.
0o

Las ecuaciones (4.1.47) y (4.1.48) nos dicen que cuantitativamente obtendre-
mos el mismo resultado al integrar A(f) (o B(#)) de 6y en & = 0 hasta 6; en
& = 1, que tomar n veces la contribucién de la integral de 6y a 0y + 7. Mas atin
es necesario aclarar que la manera en la que estamos tomando los valores n y
mg Testringen como se configura la fase colestérica pues esta es una consecuen-
cia de haber utilizado la funciéon f, que depende de la direccién de tendencia ng
como del director n sobre las fronteras de la muestra. La direcciéon de ng bien
puede yacer sobre el plano XY o ser perpendicular a los planos Z = const., sin
embargo las condiciones planares, es decir, cuando ng es paralelo al eje X, han
permitido escribir el sistema de ecuaciones (4.1.47) y (4.1.48) lo cual ha brindado
un panorama mas accesible para resolver el estado de deformacion del sistema
mesofasico que estamos estudiando, veamos también por ejemplo, la simetria im-
puesta en el campo eléctrico E aplicado perpendicular a las placas paralelas como
se muestra en la figura (4.1.1). Observemos que si el campo tuviera la direccién
E,, = E,(1,1,0) ya no hay manera de obtener las constantes Cy y Hy que per-
mitieron determinar el sistema de ecuaciones integrales, sin embargo a pesar de
romper la simetria todavia es posible encontrar soluciones de equilibrio proce-
diendo por otro método para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales que
proporcionan las ecuaciones de EL.

Es posible verificar por otro camino las consecuencias de tomar las condiciones
(4.1.41) y (4.1.42) si observamos el espacio fase que define la expresién (4.1.17).
Sustituimos (4.1.43) y (4.1.44) y obtenemos que

oy _ \/9*(90>(G* + K2 — Csin® 0g) — (Cy + 1 cos? fy)?
®lecg (009" (60)
-
_de
Z

Por otro lado para (4.1.20) usando (4.1.45)

(4.1.50) fl—?

_ Gy + meos’tly  Cy + neos’y  do

g (6) g (6) € -

£=0
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Figura 4.1.1: Representacion esquematica de la aplicacion de un campo eléctrico
E = Ey(0,0,1) a la fase colestérica confinada entre un par de placas paralelas.

el valor de la pendiente es el mismo en ambos puntos de retorno® del espacio fase
0" vs O correspondientes a alguna curva definida alli, vedse por ejemplo la figura
(4.1.2).

4.1.1. Aproximaciéon a Anclaje fuerte mediante Anclaje
débil.
La condicién de anclaje fuerte implica que el valor de la derivada 6’ es infinito

en £ = 0,1 en el espacio # vs £&. Cuando imponemos anclaje débil el valor de la
derivada es

db _,w*cosBcos¢psinb

0E| oy RO |,

(4.1.51)

El significado de punto de retorno se utliliza ampliamente en mécanica clasica, el cual
corresponde a los extremos de las trayectorias que limitan el movimiento de las particulas, en
este sentido un punto de retorno ocurre en el espacio fase cuando el momento de la particula
es minimo y el potencial maximo. En realidad estamos cometiendo un abuso del lenguaje pues
recordemos que el estado de equilibrio de la fase colestérica no depende del tiempo, a falta de
un término equivalente utilizaremos este término indistintamente a partir de aqui .
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es decir, un valor finito el cual induce un relajamiento del director n sobre la
superficie de las placas via ng, este relajamiento tiene un valor especifico que se
determina encontrando el valor de dicha pendiente, que es proporcional al valor
dado w*, notemos ademds que el valor de la derivada que nos proporciona la
ecuacion (4.1.49) es tnicamente el valor absoluto ya que en la expresion (4.1.51)
al introducir la funcién f, nos brinda mas informacién la cual implica que ademas
de ser iguales numéricamente tienen signo contrario, lo que es de suma importancia
pues nos indica como es la pendiente en cada placa. Como en anclaje fuerte el
valor de esta pendiente tiende a infinito, es decir, w* — oo o equivalentemente

1
w* d€ £=0.1

se puede esperar que para valores grandes de w* las condiciones de anclaje débil
tiendan al anclaje fuerte. En el espacio fase 6’ vs 6, el valor w* tiene un valor
diferente para cada punto sobre la curva y es muy grande cuando ¢ — 0. Si el
limite existe entonces de (4.1.51):

(4.1.52) 0,

(4.1.53) + costp 1 cosppqsinbty; ~ 0.

Las soluciones que satisfacen esta condicién son aproximadamente (4.1.41) y
(4.1.42). Numéricamente el valor de w* no es infinito, sin embargo cuanto mas
grande sea, esperamos que mejor serd la aproximacion a anclaje fuerte. Por lo
tanto los puntos 6 ; definirfan las condiciones de frontera en las placas paralelas
en ¢ = 0, 1, respectivamente. Observemos que se sigue cumpliendo (4.1.49). Si bien
sabemos como son las condiciones que debe cumplir (4.1.53), atin no sabemos el
valor de 6, tampoco como proponerlos, pero podemos identificar estos dngulos.
Miremos por ejemplo la figura (4.1.2), los puntos donde se hace cero ¢ son el
andlogo a los puntos de retorno de un sistema mecanico, por ejemplo el de un
oscilador arménico simple, y son los que corresponden a los puntos 6y .

A continuacién explicamos el procedimiento para encontrar estos puntos de
retorno de forma analitica. En el espacio fase (¢',0) vedse figura (4.1.2) notemos
que los puntos en las cuales #/ = 0 determinan los puntos de retorno, estos se
pueden calcular entontrado los valores en donde 8 anula la expresion

(4.1.54) g (0)(G* + Kn? — (sinf) — (Cy + ncos?0)? =0,

por como hemos construido (4.1.19) y (4.1.24).
Mediante un cambio de variable adecuado podemos llevar la ecuacién anterior
a una ecuacion algebraica. Tomamos el siguiente cambio de variable

r=sin’f ;1 —x = cos 26,
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N
=

Figura 4.1.2: Espacio fase: Curvas que satisfacen el sistema (4.1.72) con valores
para G* = 5, Cy = 12.5204 y ¢ = 47.26, pardmetros que determinan los puntos
de retorno cuando df/d¢ = 0 los cuales se encuentran mediante el método de
Cardano para ecuaciones algebréicas con coeficientes reales.
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(4.1.55) P(z) = g*(2)(G* + Kn* — (x) — (Cy + n(1 —2))> =0

con g*(r) = (Ko /K1)(1 — 2)? + (K3/K;)x(1 — z), cuando desarrollamos (4.1.55)
llegamos a un polinomio P3(z) de 3er grado, el cual se puede resolver analitica-
mente mediante el método de Cardano para ecuaciones algebraicas con coeficien-
tes reales, como se ha desarrollado detalladamente en el Apéndice. Notémos que
cuando ¢ = 0 el polonimo se reduce a segundo grado Py(x) el cual se resuelve
con la férmula cuadratica. El método de Cardano nos proporciona tres raices,
sin embargo notamos que una de ellas no es fisicamente posible pues sus valores
conducen a valores de 6 complejos, por lo tanto tenemos tinicamente dos raices
que corresponden a los dos puntos 6y ; cuando 6’ = 0.

Debido al cambio de variable = sin? 6 existen en realidad cuatro raices, es
decir:

(4.1.56) 6y = arcsin(£+/x¢)
(4.1.57) 0, = arcsin(£+/71),

La manera en que elegimos estos puntos de retorno dependera de la configura-
cion de la fase, pues como observamos en el Apéndice, x; = x;(G*, C*, () depende
de varios parametros.

La perioricidad de (4.1.17) y (4.1.22) debe tratarse con cuidado numéricamen-
te. Por ejemplo, si una configuraciéon de la fase colestérica nos proporciona los
punto de retorno

0oy = arcsin(++/7o)
61+ = arcsin(++/71)

la curva del espacio fase se encuentra en 6 > 0 pues la imagen de la funcién arco-
seno también es positiva cuando su argumento es positivo, procedemos entonces
a calcular las integrales (4.1.19) y (4.1.24), la integral la calculamos de 6y a 6,
pero mediane el analisis realizado con anterioridad sabemos que su equivalente es
tomar n contribuciones de las integrales de 6y a 6y + 7, aqui es donde se presenta
el problema ya que estamos sumando contribuciones extras a las integrales. Las
dos raices restantes

(4.1.58)

0o = arcsin(—+/xg)
0, = arcsin(—+/x7)
pertenecen a dos puntos de retorno de la misma configuracion que se encuentran

dentro del intervalo J = [0y, 6y + 7], estos puntos ”extras” pertenecen a los puntos
de retorno —6y +nmw y —0; + nm, para el que existe algtin valor de n, tal que estos

(4.1.59)
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df 15

d¢

Figura 4.1.3: Regién del espacio fase para ¢’ > 0: Curvas que satisfacen el sistema
(4.1.72) con valores para G* = 5, Cy = 12.5204 y ¢ = 47.26, se muestran cua-
tros puntos de retorno correspondientes a las ecuaciones (4.1.56) y (4.1.57) en el
intervalo 0 < 6 < 7.

puntos extras intersectan con [J, graficamente se visualizan cuatro puntos de
retorno en J que definen dos curvas en el espacio fase, como vemos en la figura
(4.1.3), lo cual es correcto por la forma de la funcién (4.1.17), estas dos curvas se
estan integrando en el intervalo (g, 6p+7) por lo tanto se suman las dos dreas bajo
la curva. La discusion tiene como objetivo mostrar que aunque analiticamente es
correcto integrar n veces de 0y a 6y + m nimericamente debemos evitar de alguna
manera sumar la curva definida por los dos puntos extras. La manera de solucionar
este problema es integrar nuevamente de 6, a 6. Es importante aclarar que esto
no es regresar al problema inicial, donde queriamos resolver el sistema formado
por (4.1.27) y (4.1.28) como explicaremos detalladamente en seguida. Para fijar
ideas utilizaremos el oscilador arménico simple a modo de ilustracion.
Cuando se resuleve por cuadraturas el hamiltoniano

2 2.2
P Mwx
4.1.60 H=-—

( ) 2m + 2

que define a dicho sistema mecénico llegamos a la expresion
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x _
2o V2E — w?x?

tomando la masa m = 1. Esta integral es bien conocida [25], aqui H es la energia
mecanica, la cual es una constante; H = E, con E la energia total del sistema
pues el hamiltonaino es independiente del tiempo t; to el tiempo inicial; z = z(t)
la posicién intantanea y w la frecuencia angular de oscilacion. La integral esta
definida desde una posicién inical z¢ y x varfa hasta una posicién final x¢, es
decir, es posible definir una funcién

(4.1.62) t()—i/x L
. X o 2E = w2a_:2 0-

La expresion (4.1.62) se puede integrar, es decir, existe una primitiva, de hecho
la integral que resulta es una funcién arcoseno o arcocoseno que al despejar x de
ella obtenemos una funcién periédica x = z(t), la solucién correspondiente a un
oscilador arménico simple una funcién senoidal o cosenoidal, ello dependera del
signo que tomemos.

Para propodsitos ilustrativos supongamos que no es posible integrarla de manera
analitica por lo tanto no es posible invertir la funcién, y solo sabremos que t = ¢(x).
La manera de resolver el problema es proceder de manera numérica graficamos ¢(x)
versus  desde z a x; y posteriormente invertir la funcién ¢ = t(z) para obtener
la solucién en términos de la posicién x = z(t). Aqui se presenta una dificultad ya
que cuando graficamos t(x) vs z, tomando el signo positivo de (4.1.61) e invertimos
dicha funcién obtenemos = = x(t) pero unicamente en el intervalo [to, tg + 7/2].
Ahora notamos que cuando graficamos (4.1.61) pero con signo negativo y ademés
sumamos la contribucién de la primera integral, es decir, el valor de t(zy) al
invertirla obtenemos otra regién de la gréfica * = x(t) que ahora corresponde
al intervalo [to + 7/2,ty + 7| unicamente. Este procedimiento consiste entonces
en ir construyendo la funcién = = z(t) apartir de la funcién (4.1.62) t = t(z)
alternando el signo y uniendo los puntos finales de una grafica con los iniciales de
otra, hasta satisfacer las condiciones iniciales, al final habremos recuperado por
completo la solucién z = z(t). En resumen hemos ido sumando n contribuciones
reiterativamente de (4.1.62) hasta reconstruir x = x(t) a partir de ¢t = ¢(x).

El proceso anterior es innecesario cuando la integral se resuelve con algin cam-
bio de variable y se puede despejar para obtener una expresién y posteriormente
imponer las condiciones iniciales (o de frontera segin sea el caso). El ejemplo
anterior es sumamente 1til pues este proceso de construccion de funciones es el
que aplicaremos de manera completamente andloga en las expresiones (4.1.19)
y (4.1.24) pues no es posible integrarlas analiticamente. En nuestro sistema la
funcién constructora es & = &(0) que nos proporciona ((4.1.19), para obtener

finalmente 6 = 6(¢).
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Con la discusién anterior aclaramos que integrar n veces de 6y a 61 es cuan-
titativamente correcto, es decir que para efectos numéricos nuestro sistema de
ecuaciones por resolver ahora es

01
(4.1.63) n/ A(Q)d@ —1=0
Oo
01
(4.1.64) n/ B(0)dd — mm = 0.
Oo

Otra manera de explicar este procedimiento de integracion es el siguiente:
Supongamos que estamos en el espacio fase, nos ubicamos en 6y con ¢ = 0 e
iniciamos nuestro recorrido de la curva hasta llegar a 6; hasta aqui recorrimos

la parte positiva de la curva en el espacio fase Z—g > 0, ahora, ubicados en 6
continuamos nuestro recorrido por la parte negativa de la curva fl—g < 0, hasta

llegar nuevamente a 6y hasta qui hemos recorrido dos vueltas completas en el
espacio fase, repetimos este procedimiento para completar n vueltas hasta que se
cumple que el valor de su integral es 1, de manera analoga para las vueltas en ¢
hasta que el valor de su valor es m.

En principio podrian existir una infinidad de valores n, my enteros que satis-
fagan el (4.1.63) y (4.1.64) , es decir, una solucién al sistema que proporcione una
configuracién de equilirbio o textura; sin embargo antes de encontrar n y my, es
necesario analizar los pardmetros involucrados en el sistema que estamos tratando
de resolver pues en realidad nuestro sistema es de la forma

n [y A(0,G*,Cy,C)d0 1 =0

4.1.65
( ) n [y B(0,G*,Cy,()d) —mm =0

con By = 0y(G*,Cy, () y b1 = 0:(G*, Cy, (), que corresponden a los limites de inte-
graciéon y su valor se determina mediante el método de Cardano. Obervemos que
los integrandos A(f) y B(f) al ser radicales no todos sus valores son reales, ello
depende de los parametros, a su vez los limites de integracion también dependen
de éstos, por lo tanto es necesario tener un panorama general del comportamiento
cuantitativo de estos limites cuando variamos los parametros, pues existen regio-
nes donde tanto los limites de integracién como los integrandos toman valores
complejos, y nuestro interés, por el sentido fisico principalemente es en las curvas
reales que proporcionan (4.1.65) es por ello que vamos a determinar las condiciones
sobre los limites y los integrandos del sistema.

Ya hemos discutido la eleccion de los limites de integracién, ellos los determi-
namos cuando df/d{ = 0 en el espacio fase y también los limites de integracién
que corresponde a la aproximacién a anclaje fuerte en las fronteras de las placas
paralelas donde se confina la fase colestérica como se muestra esquematicamente
en la figura (4.1.4).
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& % N

0 0

(a) (b)

Figura 4.1.4: Condiciones de frontera fijas o Anclaje fuerte: (a) Representacién
esquématica de las condiciones de frontera en las placas paralelas para 6y y #; en
¢ = 0,1 respectivamente, (b) Condiciones de frontera fijas con la distorsién del
director.

Estamos interesados en ver como los angulos

(4.1.66) 00,1 = 60,1(G", Cy, €),

varfan cuando cambiamos los pardmetros G*, C, y ¢. No es posible, sin embargo,
observar todas las variaciones a la vez ya que existen tres variables independientes,
asi para observar el comportamiento individual de cada pardmetro podemos fijar
dos de las variables y obtener una grafica de la forma 6y; = 6p1(G*) una vez
ya fijados Cy y (. Aunque esta simplificacién no muestra todo el espectro de
las variables nos brinda un panorama general del comportamiento de los angulos
inicial § y final #; cuando se varian los parametros del campo ¢ por ejemplo. Como
se discutio brevemente en el Capitulo 1, las constantes de Frank dependen de la
sustancia con la que se este trabajando, y justamente se mantienen constantes
cuando la temperatura también lo es, vamos a utilizar las constantes materiales
para 5C B?. En la figura (4.1.5) podemos notar el comportamiento de los puntos de

?Para el desarrollo siguiente consideraremos las constantes eldsticas de Frank son:

Ki=62x10"2N; K, =39x10"12N; Kz =8.2x 10712N;

estas constantes corresponde a la sustancia 5CB (4-pentyl-4’-cyanobiphenyl) cerca de 26°C
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Figura 4.1.5: Soluciones reales x; (i = 0, 1) de P3(z) por el método de Cardano que
corresponden a: #y (curvas punteadas), y 6; (curvas continuas) respectivamente,
vs el pardmetro G*, con Cy = 10 para las diferentes curvas. Cada valor de G*
determina dos puntos de retorno del espacio fase ¢’ vs 6.

retorno en el espacio fase, es decir las soluciones al polinomio de tercer grado, tales
soluciones se obtuvieron con el software Mathematica [29]. Las curvas punteadas
corresponde a los valores que toma 6y = 0y(G*) cuando variamos el parametro G*,
mientras que las lineas continuas corresponden a los valores que toma la funcién
61 = 0,(G*) cuando se fija Cj y un valor de ¢ (fijo) para cada color de curva. Por
ejemplo si elegimos el valor particular G* = 0, se definen dos dngulos, 6y = 6,(0)
y 01 = 61(0), mds ain estos puntos generan un intervalo [y, ;], donde la curva
del espacio fase que se desarrolla estd bien definida y es de valores reales, fuera
de él los valores de la curva del espacio fase son complejos, sin embargo las curvas
en (4.1.5) tanto para y y 6; no satisfacen el sistema de ecuaciones (4.1.65), es
decir, no son una configuracion de equilibrio. Otra observacién pertinente es que
ya fijos los tres parametros (G*,Cy,() establecen los dos puntos de retorno que
oscilan alrededor de un dngulo especifico ,,,.(§ = &) = 6., con & donde ocurre
el maximo valor de 8" sobre la curva definida por los parametros fijos en el espacio
fase (recordemos que el éngulo 6 nos brinda informacién de la manera en la cual
se inclina el director n a lo largo de £ como se ve en la figura(2.2.1)).

Veamos ahora la figura (4.1.6), podemos notar las variaciones de los dngulos

[18]
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0 [rad]

Figura 4.1.6: Soluciones reales x; (i = 0, 1) de P3(z) por el método de Cardano que
corresponden a: #y (curvas punteadas), y 6; (curvas continuas) respectivamente,
vs el parametro Cy, con G* = 100 y ¢ = 2500, 1500, 800, y 200 (de izquierda a
derecha) para las diferentes curvas. Las curvas restantes con ( =0y G* = 100 y
500 (de izquierda a derecha) soluciones de una ecuacién cuadratica Ps(x). Cada
valor de Cy determina dos puntos de retorno del espacio fase 6" vs 6.

(4.1.66) con respecto a Cy son similares a las curvas de la figura (4.1.5) y el
angulo 6, al que nos hemos referido donde 6" alcanza un valor méaximo se sigue
manteniendo en la region 6, > 0 para las curvas de esta grafica, sin embargo
notemos ahora la figura (4.1.7), en la cual el valor ( = 0, variable que contiene
la informacion de la intensidad del campo eléctrico, que implica que la fase no
esta sometida a ningun campo eléctrico, observamos que 6, ahora oscila en torno
a 6, ~ 0. Sin embargo no podemos, concluir todavia algin resultado, por un
lado el valor ( = 0 no esta definido para nuestros proposito pues en este caso los
coeficientes del polinomio P3(zg ;) se indeterminan, y por otro no se satisfacen
(4.1.63) y (4.1.64). Retomaremos esta discusion mas adelante.

También obervamos el comportamiento de los angulos (4.1.66) cuando varia-
mos el pardmetro ¢ como se puede observar en la figura (4.1.8), donde nuevamente
observamos que el dngulo 6. > 0.

Para encontrar soluciones al sistema de ecuaciones (4.1.65), en el proceso fue
necesario analizar con detenimiento la variable adimensionalizada
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— o * | | — G*=1500
© 7 | |
£ o0----¢ | | — G*=5000
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Co

Figura 4.1.7: Soluciones reales z; (i = 0,1) de Py(z) que corresponden a: 6 (curvas
punteadas), y 6#; (curvas continuas) respectivamente, vs el pardametro Cy, con
G* =500, 1500, 5000, 7000, y 10000 (de izquierda a derecha) para las diferentes
curvas, con ¢ = 0. Cada valor de Cy determina dos puntos de retorno del espacio
fase 0" vs 6.
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0 1000 20‘00 3000 4000 5000 6000
¢

Figura 4.1.8: Soluciones reales z; (i = 0, 1) de P3(z) por el método de Cardano que
corresponden a: #y (curvas punteadas), y ; (curvas continuas) respectivamente,
vs el pardmetro ¢, con Cy = 10 y G* = 100, 500, 1000, 1200, 1400 (de izquierda
a derecha) para las diferentes curvas. Cada valor de ¢ determina dos puntos de
retorno del espacio fase 6’ vs 6.

o4



CAPITULO 4. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

(4.1.67) n =dgK,

esta variable contiene la informacion de la quiralidad de la fase colestérica; si eva-
luamos 1 = 0 obtenemos (4.1.12), la expresién que corresponde a la fase neméti-
ca. Vamos a reescribir 1 por razones que veremos a continuacién, recordando que
qo = 2m/p, entonces

(4.1.68) n=2r (d/p)K

la cantidad (d/p) es la razén entre la distancia de sepacién de las placas paralelas
y el pitch de la fase colestérica llamada también radio de confinamiento, intuiti-
vamente podriamos argumentar que esta razén debe ser un entero positivo, mas
ain ya que esta razén nos brinda la informacion de cuantos periodos en ¢ hay
entre las placas paralelas y ya que hemos caracterizado el niimero de vueltas en
¢ con m, un numero entero, entonces el parametro 7 lo podemos expresar como

(4.1.69) n = 2mmyK

Esta afirmacién es incorrecta, pues tanto las constantes elasticas de Frank K;
(con i = 1,2,3) como el valor de gy son propiedades intrinsecas del material o
sustancia organica que en este caso se trata de la fase colestérica, es decir, estas
propiedades pertencen a la densidad de energia de bulto independientemente de
las condiciones de frontera sobre las placas paralelas, podemos elegir por ejemplo
d/p = w, w un numero entero, sin embargo este niimero no satisface las condicio-
nes de frontera necesariamente, ya que no se han considerado las fuerzas elasticas
ejercidas por el anclaje fuerte (o débil) ejercidas por las placas sobre la fase por
lo tanto concluimos que mg # w. Al imponer la condicién d/p = w, lo que es-
tamos haciendo es trabajar con una fase colestérica que antes de ser sometida a
condiciones de frontera el paso de la fase colestérica tiene el tamano p = d/w
en el bulto. Observamos que justamente la aplicacién de anclaje fuerte (6 débil)
sobre las fronteras, que en este caso son placas paralelas, es lo que modifica estos
giros en ¢ mediante m, hasta que la densidad de energia de total Frank-Oseen
fr es minima, requisito para que la configuracion de la fase sea una configuracion
en equilibrio o textura. Supongamos que existe un entero w tal que my = w,
por lo que hemos discutido esto supone que la fase colestérica antes de someterla
a fuerzas elasticas en las fronteras ya se encuentra en equilibrio lo cual es poco
probable.

El sistema de ecuaciones (4.1.65) puede ser resuelto por el método de Newton-
Rapson (NR) [30] para funciones escalares, si definimos las siguiente funciones,
con sus dependencias respectivas tenemos:
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01(G,Cy,0)
(4.1.70) q(G*,Cy,(,n) = n/ A(0,G*,Cy,¢)dl — 1
OO(G*rcLISvC)
91(G70¢»C)
(4.1.71) s(G*,Cy,C,n,my) = n/ B(0,G*,Cy, ()d0 — mym
00(G*,C4,()

Por lo tanto lo que buscamos es cuando se cumple

Q(G*7 C¢>7 <7 n) =0

4.1.72
( ) S(G*70¢7C7n>m¢) = Oa

simultaneamente. Notemos que no es posible resolver este sistema ya que tenemos
2 ecuaciones y 5 variables, es necesario entonces fijar 3 variables para que este
sistema sea soluble. La manera en que procedimos fue la siguiente: Primero es ne-
cesario asegurarse que las variables que se van a fijar correspondan a valores reales
de las soluciones del polinomio Ps(z ) para verificar que los limites de integracién
efectivamente son reales, lo que impone la condicién |\/m | <1 sobre los valores
de las raices, que a su vez implica que |0| < /2, con 6y = arcsin(4,/To1). A
pesar de que tenemos expresiones analiticas para las raices proporcionadas por el
método de Cardano, los calculos numéricos de estas expresiones arrojan nimeros
complejos, es decir, arcsin(£,/7;) = a+jb (con j = /=1y a, b niimero reales), sin
embargo se puede prescindir de la parte compleja si |b] < 1. Segundo, los limites
de integracion son los valores en los cuales el integrando diverge, por ello podria
pensarse que la integral en algin momento del cdlulo numérico no converge ya
que justo en esos puntos (de retorno) el error numérico podria crecer y arrojar
resultados erréneos.

Recurramos nuevamente al ejemplo del oscilador armoénico para ilustrar esta
dificultad de una manera sencilla, especificamente nos referimos a la expresion
(4.1.61), los puntos de retorno se encuentran en z = +4/2FE /w?, en estos puntos el
integrando diverge. Supongamos que el integrando, que definiremos como I(z) =
1/vV/2F — w?z? lo desarrollamos en serie de Taylor en x = 0 y obtenemos I(x) =
Co + Coz® + O(z*), con Cy y Cy constantes, que al integrarla y llevar a cabo la
sustitucién en los puntos de retorno no diverge. Lo mismo ocurre en los integrando
del sistema (4.1.65), por supuesto que este analisis es para el integrando I(z) que es
analitico, es decir, que puede expresarse como una serie de potencias convergente;
para nuestro sistema (4.1.65) los integrandos son del tipo eliptico que también
admiten expansién en serie y a pesar de que no exista una primitiva para resolver
estas integrales se sigue aplicando el mismo razonamiento a (4.1.61).

Finalmente, el método numérico aplicado para el calculo de las integrales tiene
la capacidad para manejar integrandos que "explotan", este método de integracion
comprueba automaticamente las singularidades en los puntos de la region de inte-
gracién [29]. Por dltimo, visualizar graficamente las funciones (4.1.71) y (4.1.70)
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es de suma utilidad pues nos permite observar los lugares donde estas funciones
se intersectan y mediante un ajuste de los pardmetros G*, Cy4, ¢, n 'y mg nos
aproximamos para que se satisfaga (4.1.72) una vez que nos hemos acercado lo
suficiente, es decir, una vez que las funciones se intersectan en cero, mediante el
método de NR encontramos la solucién buscada con una mejor aproximacion.

En suma hemos establecido las condiciones para los limites de integracion;
discutimos los posibles errores numéricos debidos a las singularidades de los inte-
grandos y a la integracion numérica y establecimos una forma visual para facilitar
las soluciones de (4.1.72), mediante un método nimerico para afinar nuestra apro-
ximacion.

4.2. Determinacién del Campo Eléctrico Umbral

Co

Para finalizar este capitulo encontraremos el campo umbral {, aproximado para
la fase colestérica, en el capitulo 3 encontramos un campo magnético adimensional
H para la fase nemética, que es el campo magnético minimo necesario para que se
presente una distorsién sobre la fase nematica debida a la presencia de un campo
externo, utililizando un procedimiento similar encontraremos un campo eléctrico
umbral adimensional para la expresién

(4.2.1) h*(e)(j—gf (Co ZZGC)OS f)

donde Q2 = G* + Kn? una constante. La constante Q de la ecuacion diferencial
(4.2.1) la determinamos teniendo que el efecto del campo eléctrico ¢ implica que
df/d¢ = 0 cuando 0(¢ = 1/2) = 6. por lo tanto

+ (sin®0 = Q,

(Cy + mcos?6.)?
g+ ()

asf la ecuacion diferencial (4.2.1) se puede reescribir convenientemente definiendo
® como

(4.2.2) 0= + (sin® 4.,

(4.2.3)

_ ((Co t neo? N0 (Co + neos? OO oy :
() = ( Pt o) CEnt00) m») [ 0),
entonces es posible escribir (4.2.1) como
(4.2.4) r(\) = o\ — (3—2)2 —0,
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La forma en la hemos definido I'()), es la siguiente: sobre esta funcién lleva-
remos a cabo un desarrollo en serie de Taylor alrededor de cero para la variable A
para tener solo una variable, por lo tanto el desarrollo en serie es

do\2
(4.2.5) ru):—<%)«+@V+sM%+ou%
donde los coeficientes s1 9 = s12(0, 6., G*, Cy, (,n). Podemos tomar esta expresion
unicamente hasta cuarto orden pues conforme ( — (y, 6. — 0. Por otro lado
realizamos el cambio de variable § = 6. sinu, donde u = u(§), de esta manera

(4.26) (3—2)2 = (B cosu)(u)?,

realizando este cambio de variable obtenemos la expresiéon
Lo o (. o .42 du 2
(4.2.7) ') ~ §QC oS u(jg)\ + j4\*sin® u — 3<d_§> ) =0,
la cual tiene solucién una solucion trivial %93 cos?u = 0, observemos ademés que
s12 7 J1,2. Conviene entonces tomar la solucién no trivial, es decir:

duN

(4.2.8) GoA? 4 juA sin® u — Sdf ~ 0.
La ecuacién diferencial (4.2.8) se puede resolver por cuadraturas escribiéndola

CcOo1mo

1/2 72
(4.2.9) / ds = / du .
0 0 \/%(ﬁ)\? + js\4sin? w)

Nuevamente vamos a realizar un desarrollo en series de Taylor pues como
indicamos al inicio de esta seccion, estamos realizando el procedimiento similar al
desarrollado para encontrar el campo umbral H. Para llevar a cabo esta expansién
definimos la siguiente funcion

1
\/ LA + juXdsin® u)

(4.2.10) A(0,) =

donde llevaremos a cabo el desarrollo en términos de 6. haciendo A = 1, recor-
demos que los coeficientes ji o = j12(0., G*, Cy, (,n), de esta manera tenemos del
desarrollo
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(4.2.11) A(0.) = p1 + (p2 + dasin® u)0? + O(6?),

con p1o = p12(¢,n,Cy) y do = da((,n,Cyp) por lo tanto si tomamos hasta segundo
orden el lado derecho de (4.2.9) se puede reescribir como

T2
(4.2.12) ~ / (p1 + (pa + dysin® u)6?)du,
0

1
2

Cuando integramos el lado derecho de la expresion (4.2.12) obtenemos

(4.2.13) —2+1(0.,¢,n,Cy) =0.

De esta tltima expresién es posible despejar la variable 6. y obtenemos una
funcién de la forma

(4.2.14) 0. ~ £1(¢,n, Cy),

tomamos el signo positivo y ademés por la condicién sobre 6. — 0, entonces
Y(Co,m, Cp) =~ 0. Finalmente, de 1 es posible despejar la variable ¢, como

- Cg(kig, — 2]€2> + Cd)(kg - 2]{327’]) + k37’]2 + k%ﬂ'Q

(4.2.15) Go B

También podemos encontrar el valor de la constante Cy, la cual como sabemos
en una constante de integracion que debe ser determinada, para llevar a acabo un
desarrollo en serie de

dp  Cy + ncos®f
d¢ gr @)
para (4.2.16) podemos realizar el desarrollo como antes, sin embargo podemos

tomar solo a primer orden pues estamos haciendo la expansién cerca del punto
0 = 0 de esta manera, del lado izquierdo tenemos

(4.2.16)

(4.2.17) % ~ i—? = =,

y para el lado derecho de (4.2.16)
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Cy + ncos”d  Cy+1

(4.2.18) O

entonces Cy = komgm — 7, la sustituimos en la (4.2.15), de donde finalmente
podemos obtener

(4.2.19) o = w(m + mim(ks — ka) + 2mgn)

donde ko3 = Ky3/Kj.

La expresion que acabamos de encontrar (4.2.19) serd de suma utilidad para
determinar cualitativamente que ocurre por arriba de este campo y por debajo
también, como veremos en el proximo capitulo.
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Capitulo 5

Resultados

En esta secciéon mostraremos los resultado que obtuvimos al resolver el siste-
ma (4.1.72) expresado en la seccién (4.1) bajo las consideraciones hechas en el
capitulo anterior. Nuestro interés esta enfocado principalmente en como responde
nuestro sistema ante la presencia de un campo eléctrico adimensional {, como
mencionamos en la seccion anterior para que sea posible resolver nuestro sistema
(4.1.72) es necesario que establezcamos valores para tres variables, con ello el sis-
tema consta de dos ecuaciones y dos variables. La complejidad del sistema limita
abordarlo de manera completamente numeérica, pues en nuestro analisis de este
sistema encontramos que la soluciones dependen fuertemente de los pardmetros
enteros n y mg, mediante una exploracién arbitraria de estos valores encontramos
la configuracion n = 25 y my = 27, una vez fijados esto valores comenzamos a
ajustar los parametros restantes, ademas fijamos el radio de confinamiento como
d/p = 10 para todas las soluciones que encontramos. Tomenos ahora las variables
G*,Cy, C, de las cuales elegimos ¢ > 0 fijo para cada solucién, la restriccién so-
bre ¢ corresponde al hecho que este parametro involucra el cuadrado del campo
eléctrico, con ello nuestro sistema adquiere la siguiente forma

q(G*7 C¢)

=0
(5.0.1) S(G Cy =0,

la expresion (5.0.1) nos permite usar algiin método numérico para encontrar solu-
ciones a este sistema pues ahora tenemos dos ecuaciones y dos variables, a conti-
nuacion fijamos el valor de la constante G* pues los ceros obtenidos por el método
de NR (el método fue desarrollado en el software Mathematica [30]), fueron del
orden ~ 1073. Debido a que nuestra solucién es mediante un método numérico
no es posible obtener un cero analitico por ello es necesario establecer un inter-
valo alrederor de este cero exacto, asi los valores encontrados numéricamente que
estén dentro de dicho intervalo pueden ser consideradas soluciones, para establecer
un criterio podemos utilizar el siguiente hecho: ya que hemos adimensionalizado
nuestras ecuaciones integrales, nuestros ceros numéricos pueden ser comparados
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con la unidad. Una vez fijado el valor G*, fue posible tener ahora el sistema

0.06

0.04

0.02

0.00

-0.02

-0.04

10 11 12 13 14 15

Figura 5.0.1: Interseccién de las funciones ¢(Cyp) y s(Cy) simultaneamente con en
el origen implican la solucién del sistema (5.0.2).

(5.0.2) 1(Co) =0
S(C¢) =0.

Este sitema se puede graficar como observamos en la figura (5.0.1), de esta
manera es posible visualizar la interseccién de ambas curvas de (5.0.2) finalmente
mediante el ajuste tanto de G* y C, fue posible obtener ceros del orden ~ 1072
de (5.0.2), que al compararlo con la unidad el error es muy pequeno, este crite-
rio fue el utilizado para cada soluciéon que encontramos. Por otro lado para las
soluciones del método de Cardano, las cuales definen tanto los limites de inte-
gracion, como los puntos de retorno deben corresponder efectivamente a valores
reales, sin embargo obtuvimos valores complejos, la parte imaginaria por ejemplo
de arcsin(+,/z;) = a + jb, b es aproximadamente del orden [b| ~ 1072, por lo
que podemos tomar unicamente la parte real. Con este procedimiento podemos ir
variando la intensidad de ( y asegurar que las soluciones econtradas corresponden
a texturas, es decir, son configuraciones en equilibrio. En la figura (5.0.2) podemos
observar algunas curvas del espacio fase, estas curvas son soluciones del sistema
(4.1.65) que se definen cuando imponemos sus parametros correspondientes.
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Figura 5.0.2: Regién del espacio fase fl—g versus 6 que determinan las curvas ob-
tenidas de la ecuacion (4.1.17) para diferentes valores de ¢ que satisfacen sus
respectivas condiciones de frontera con valores n = 25y my = 27 de 0 y ¢ respec-
tivamente.

El procedimiento descrito anteriormente para encontrar la solucion del sistema
(5.0.2) puede extenderse. Para encontrar otras soluciones del sistema en equilibrio
podemos ir variando el parametro ( en el sistema de ecuaciones, sin embargo la
variacion de este parametro de campo eléctrico adimensional implica el reajuste de
los pardmetros restantes, en la figura (5.0.3) observamos la variacién del pardmetro
Cy respecto a ¢ por el hecho de variar su intensidad, el proceso para encontrar esta
curva fue el siguiente: Una vez que encontramos una configuracion que satisface el
sistema (4.1.72) variamos el parametro ( = (o £ ¢ donde (j es el pardmetro inicial
(que si satisface el sistema (4.1.72)) y § ~ 0.5, ahora el nuevo valor que toma ¢ no
satisface el sistema, pero mediante el ajuste Cy = C(;O) + ¢ (donde C'(;O) si satisface
el sistema) con € pequeno y real mediante el método de NR es posible obtener
una nueva solucion del sistema, este procedimiento lo realizamos reiterativamente.
Notemos que en algiin momento de este procedimiento obtenemos el valor { = 0,
por la discusion hecha en (4.1.1) alo largo de este trabajo inicamente se estudiaron
las curvas con campos eléctricos no nulos (¢ > 0). Cada punto sobre la curva
(5.0.3) corresponde a una pareja (Cy, () que es solucion del sistema de ecuaciones
(4.1.72)

El proceso descrito anteriormente, que mediante el método de NR ajustamos
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117\ L L L L 1 \711

Figura 5.0.3: Curva que muestra el comportamiento del parametro Cy al variar ¢,
pardmetro que involucra el cuadrado de la intensidad del campo eléctrico (FE3).
Cada pareja (Cy, ) corresponde a una solucién del sistema de ecuaciones (4.1.72),
solucion que determina el estado de equilibio o textura de la fase colestérica con-
finada entre placas paralelas con condiciones de frontera fuertes sometidas a un
campo eléctrico perpendicular a las placas.
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Figura 5.0.4: Curva que muestra el comportamiento del parametro G* al variar (,
pardmetro que involucra el cuadrado de la intensidad del campo eléctrico (E3).
Cada pareja ordenada (¢, G*) corresponde a una solucién del sistema de ecuacio-
nes (4.1.72), solucione que determina el estado de equilibio o textura de la fase
colestérica confinada entre placas paralelas con condiciones de frontera fuertes
sometidas a un campo eléctrico perpendicular a las placas.

Cy nos proporcioné simultaneamente el valor para G*, para cada incremento de ¢
en el pardmetro (, de esta manera podemos también observar el comportamiento
de G* en funcion de (¢ (el campo eléctrico adimensional) como se muestra en la
curva (5.0.4).

También observamos que al cambiar las constantes eldsticas de Frank (K;)
para otras sustancias organicas como M BBA y PAA [18] las curvas del espacio
fase también giran también entorno a un 6., angulo que ya discutimos en la seccion
(4.1.1), ademés cuando aumentamos la intensidad del campo eléctrico los puntos
de retorno 6y, — 6. para cada configuraciéon correspondiente tanto para 5CB
como para M BBA y PAA. En resumen observamos que al aumentar la intensidad
del campo eléctrico los puntos de retorno que son dos (6 1) tienden tnicamente a
uno (6.) a lo largo del eje £ perpendicular a las placas paralelas.

El angulo 6. que hemos discutido anteriormente se puede encontrar de la si-
guiente manera: de la ecuacién (4.1.16) observamos que la expresion
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2 92
(5.0.3) vy = ot o0 | gt w

g*(0)
con X = — Kn?, es una especie de potencial, y justamente de esta encontramos
los puntos de retorno cuando V(6y1) — G* = 0.

Antes de continuar es necesario hacer una aclaracion pues a lo largo de este
trabajo hemos recurrido frecuentemente a la mecéanica clasica por las similitudes
matematicas con nuestro sistema mesofasico, sin embargo debemos ser cuidadosos
al interpretar el sentido fisico propio la fase colestérica aqui estudiada, un ejemplo
de ello es que en el caso de un sistema mecénico cuando el hamiltoniano no depende
explicitamente del tiempo ¢, dicho hamiltoniano corresponde a la energia total del
sistema [25] , en el Capitulo 2, hicimos la asociacién ¢ <+ z, y encontramos que la
ecuacién (4.1.8) no depende explicitamente de z por ello podriamos afirmar que la
variable Hy de dicha expresion corresponde a la energia total de nuestro sistema
mesofasico, y que por lo tanto sus valores posibles son Hy > 0. Esta interpretacion
es incorrecta pues, en mécanica clasica el valor extremal se realiza sobre la accion
F', mientras que en nuestro medio continuo mesofasico fue la energia libre total por
unidad de area F, de donde implicaron las ecuaciones de EL, que dependen de fr
que es una especie de densidad lagrangiana, por ello es que para nuestro caso, un
medio continuo, los valores posibles de Hy son todos lo reales y no corresponden
a la energia total, Hy es una constante de integracion.

Podemos ahora graficar la funcién (5.0.3) para los valores de los pardmetros
utilizados para las curvas en la figura (5.0.2), los cuales definen las curvas pre-
sentadas en la figura (5.0.5). En la seccién (4.2) cuando hablamos de la curva del
espacio fase la cual quedaba definida entre los dos puntos de retorno correspon-
dientes a cada curva, mencionamos que esta curva estaba bien definida, con la
ayuda del la figura (5.0.5) podemos entender a que nos referiamos pues en ella
ponemos observar que una vez que encontremos el valor de G* para que se cumpla
V(6o.1) — G* = 0 los puntos de retorno que se definen estén entre valores reales de
esta curva como se puede observar, ese valor de G* (el valor de G*, en analogia
en la mécanica clasica, es similar a la energia mecanica que se representa como
una linea horizontal que representa el valor de la energia que se brinda al sistema
subiendo o bajando esta linea a lo largo del eje V' del potencial).

De la expresién (5.0.3) podemos observar que ¢*(8) = 0 cuando § = w(2(+1)/2
donde [ es un numero entero, en la figura (5.0.5) observamos que para | = 0 te-
nemos que g(m/2) = 0y por lo tanto V(7/2) — oo. Esta especie de potencial
diverge en 7/2, en esta esta regién el potencial es repulsivo, es decir, es un punto
inestable. Podemos interpretar esta singularidad de la siguiente manera: al ser un
punto inestable muestra que la configuracion rechaza adquirir esta direccion, es
decir, el vector director no admite orientarse en la direccién 7/2. Esta restriccién
también nos dice que no puede existir para las configuraciones que estamos traba-
jando (aquellas que satisfacen el sistema de ecuaciones (4.1.65)), una transicion
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Figura 5.0.5: Curvas de la ecuacién (5.0.3) para diferentes valores del campo adi-
mensional ¢

de la fase colestérica inicial a una fase nematica.

Podemos encontrar de forma anlitica el angulo 6, mediante V (), de la manera
usual para encontrar un maximo de una funcién, tomando su derivada e igualando
a cero, es decir, V'(0) = 0 y el criterio de la segunda derivada. En la figura (5.0.6)
presentamos las curvas que obtuvimos de la derivada de la funcién (5.0.3), cada
curva presentada corresponde a diferentes parametros que satisfacen el sistema
(4.1.72) al igual que en la figura (5.0.5). Notamos que para valores de # > 0 donde
las curvas cruzan el eje 6 son los valores correspondientes a los 6. de cada curva
del espacio fase de la figura (5.0.2) y nuevamente en 7/2 la derivada diverge.

Hasta ahora hemos encontrado soluciones a nuestro sistema (4.1.72) que nos
proporcionaron informacién de su geometria en el espacio fase, ahora estamos in-
teresados en observar el comportamiento del angulo de inclinacién 6 a lo largo de
las placas paralelas, es decir, a lo largo del eje £. En la figura (5.0.7) observamos
el comportamiento del angulo de inclinacién 6 a lo largo de las placas paralelas,
es decir, en 0 < ¢ < 1, la construccion de esta grafica fue realizada con el pro-
cedimiento descrito en la seccién (4.1.1), el comportamiento de esta curva tiene
gran similitud con las soluciones de un oscilador armoénico simple, en el sentido de
que oscila a lo largo de un punto de equilibrio, en este caso el angulo ampliamen-
te discutido con anterioridad, #.. Notamos también que el nimero n = 25 de la
expresion (4.1.47) se corresponde al nimero de veces que la curva cruza el eje del
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Figura 5.0.6: Curvas de la derivada de la ecuacién (5.0.3) para diferentes valores

del campo adimensional ¢

angulo 0, ~ 1.04721 para esta configuracién. Los parametros de la figura anterior

son soluciones del sistema de ecuaciones (4.1.72).
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Figura 5.0.7: Variacién del dngulo de inclinacién 6(§), 0 < £ < 1 de la textura
colestérica a lo largo del eje £ perpendicular a las placas paralelas sometidas a un
campo eléctrico externo E (paralelo a al eje ) , con ¢ = 47.26, Cy = 12.5204 y
G* = b, que oscila entorno al angulo especifico 6, ~ 1.04721, con condiciones de
frontera fuertes 6y = 0.6664 y #; =~ 1.2860 en & = 0, 1 respectivamente.

En el Capitulo 3 seccién (3.2) discutimos sobre el efecto Fredericksz y obser-
vamos el comportamiento de soluciones §(Z) en presencia del campo magnético
adimensional H para diferentes valores, vease figura (3.2.2), mientras la intensi-
dad de este campo externo va en aumento las curvas adquieren una configuracién
diferente, por ello se espera que para un campo muy intenso la configuracién
tomard el dngulo 6 = /2.

Ahora miremos las curvas de la figura (5.0.8), en ella observamos las soluciones
0(&) para diferentes intensidades de campo eléctrico adimensional ¢. En principio
podriamos pensar que dada una solucién del sistema de ecuaciones (4.1.72), que
tiene ya bien definidos sus parametros Cy, G*, n, my bastarfa ir variando ¢ hasta
ver los efectos causados sobre la configuracion inicial, sin embargo la variacion de
¢ implica, como ya vimos, un reajuste de estos parametros excepto para n y mg,
a su vez las condiciones de frontera van modificandose conforme estos pardametros
se van ajustando, a diferencia de la figura (3.2.2) en donde las condiciones de fron-
tera se mantienen fijas para diferentes valores de H, en este caso las condiciones
de frontera siguen manteniendo su valor a pesar de la variacién de H , es decir
se cumple anclaje fuerte. En la figura (5.0.8) graficamos uinicamente una regién

69



CAPITULO 5. RESULTADOS

Figura 5.0.8: Variacién del dngulo de inclinacién 6(§), 0 < € < 0.08 de la textura
colestérica a lo largo del eje £ perpendicular a las placas paralelas sometidas a un
campo eléctrico externo adimensional ¢ (paralelo a al eje ).

de las soluciones de #(§) vs € (con 0 < £ < 0.08) en ellas podemos observar dife-
rentes soluciones del sistema (4.1.72) cada una de las soluciones tiene diferentes
valores para 6y, es decir, que no satisface anclaje fuerte cuando aumentamos el
valor de (. Mientras el campo eléctrico adimensional va aumentando en inten-
sidad es necesario que estas condiciones de frontera se ajusten para que pueda
existir una configuracion de equilibrio de la textura colestérica, cumpliéndose el
sistema (4.1.65) para todas las soluciones presentadas. Observamos también que
para campos externos relativamente grandes las oscilaciones gradualmente van
disminuyendo hasta tender a una solucién constante es decir, 6(§) — const. Estos
resultados ademas muestran que para que la densidad de energia libre fr de la
fase colestérica sea minima es necesario que las condiciones de frontera impuestas
6,1 cambien segun la intensidad del campo eléctrico adimensional ¢, por lo tanto
no satisfacen el anclaje fuerte impuesto como condiciones planares pues recorde-
mos que impusimos la direccién de tendencia ng paralela a las placas paralelas,
es decir, que en el espacio fase en algiin momento # = 0 lo cual no pasa en las
soluciones de la figura (5.0.8), es decir no se anclan todos las soluciones a un solo
valor 6y y #; como esperabamos.

Podria pensarse que para llegar a estas conclusiones no era necesario desarro-
llar los célculos anteriores, y que simplemente a partir de las soluciones del método
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de Cardano era posible concluir que las condiciones 6, variaban, en otras pala-
bras, no se fijan a un valor pues dependen de los pardmetros (Cy, G*,(), ademas
las soluciones del método de Cardano son indirectamente soluciones de la ecuacion
diferencial (4.1.16) cuando ¢'|¢—o; = 0 por construccién, sin embargo estas no son
soluciones del sistema (4.1.65) y aunque observamos que no se fijan, no es posible
asegurar que para algin valor de la intensidad del campo externo estas condiciones
si se fijarfan. A pesar de ello no fue posible seguir estudiando las configuraciones
para intensidades de campo mas grandes pues los valores de las curvas en el es-
pacio fase eran complejos debido al método para encontrar soluciones mediante
modificaciones pequenas de ( y el reajuste de los demas parametros. Es posible,
sin embargo encontrar el valor aproximado del campo externo ¢ en el que si se
cumplen estas condiciones, y que ademés nos brinde una idea de la magnitud de
dicho campo mediante la expresion del campo umbral adimensional desarrollada
en la seccién (4.2) para (p, es decir:

(5.0.4) Co = w(m + mim(ks — ko) + 2mgn),

encontramos que el valor aproximado de este campo umbral es (y = 7179.02, es-
te valor del campo implica una transicién de fase como observamos en la figura
(5.0.9) donde podemos notar que para valores ¢ = 5,500, 1000, obtenemos curvas
similares a las encontradas en la figura (5.0.2), mientras que para valores aproxi-
madamente mayores a (;, = 6200 se comienza a observar un cambio significativo,
pues en este valor los dngulos 6 ; en las fronteras ya son fijos, y para valores por
debajo de (j, el valor de estos angulos en las fronteras corresponde al anclaje débil.
También observamos que el angulo de inclinacion @ cruza el origen para algin va-
lor de 0" para (, lo cual es consistente con la condicién de direccién de tendencia
ng. Notemos que el valor {; # (5, lo cual es de esperarse por las aproximaciones
que tomamos para encontrar una expresion analitica del campo umbral (j, sin
embargo del mismo orden, ademas de que el valor de (y nos indicé la existencia de
la transicién de fase. Es importante aclarar que las curvas en (5.0.9) no satisfacen
el sistema (4.1.65), sin embargo esto no implica que no sean texturas colestéricas,
como veremos a continuacion.
Como resultado de tomar la aproximacion

Lo

5.0.5 —
(5.0.5) o |,

— 0,

afirmamos que nuestra aproximacion de anclaje fuerte mediante el anclaje débil
tomando w* — oo implica que

do

(5.0.6) "

£=0,1
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Figura 5.0.9: Region del espacio fase 6’ vs 6. Se observa que para valores del
campo eléctrico adimensional menores a (;, = 6200: las curvas estan sometidas a
condiciones variables (Anclaje débil), mientras que para valores de superiores las
curvas satisfacen condiciones fijas (Anclaje fuerte).
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este limite en las fronteras nos proporcioné los valores de 6y, fijos como con-
secuencia de la ecuacién (5.0.6), sin embargo esta expresién fue insertada en las
expresiones A(fy, ¢o) v A(61, ¢1), de donde establecimos la condicion (5.0.7)

(5.0.7) by =0, +nr

como consecuencia de (5.0.6) A(6y, o) v A(61, ¢1) se indefinen, para evitarlo las
soluciones de (4.1.65) se ven forzadas a configurarse mediante anclaje débil como
lo exhiben los diferentes valores de 6, para cada configuracién como podemos ver
en la figura (5.0.2), es decir no se fijan las condiciones en £ = 0, 1, en consecuencia
el sistema (4.1.65) es valido solo para anclaje débil, en otras palabras, es necesario
imponer el anclaje fuerte externamente.

Para encontrar soluciones de (4.1.65) los valores de los parametros Cy y G*
son diferentes para cada solucién a causa de variar (, ello era completamente
necesario para darle solucién al sistema asi planteado, por otro lado para la ecua-
cién diferencial (4.1.16) encontramos que estos pardmetros también varian y sin
embargo los valores 0y ; son fijos para valores ( > (5, podemos darnos una idea
del valor de estos parametros al mirar las curvas de la figura (5.0.9), en pun-
tos donde #'(6 = 6p1) = 0 y con la ayuda de la ecuacién diferencial (4.1.16) de
aqui obtenemos

(Cy + ncos?byq1)?
g*(6o,1)

con 2 = G*+ Kn?, s imponemos externamente el valor de 1 obtenemos el valor
de las constantes Cy y €2, (pues tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos
variables) para una curva con un valor especifico de ¢, si varfamos la intensidad
del campo estas constantes cambian pero los valores de 6, ya no para cualquier
intensidad del campo externo mayor al campo umbral, con estas condiciones de
anclaje fuerte, ademas observemos que se sigue cumpliendo la condicion

(508) + Csin2 9071 = Q,

(5.0.9) 0y = 61 + nm,

pero no necesariamente n entero. La grafica 0 = 6,,,,(£) se puede encontrar
mediante algin método numérico que resuelva la ecuacién diferencial (4.1.16) con
condiciones fijas en las fronteras, una vez encontrada 6,,,,,(£) puede ser utilizada
para encontrar la solucién nimerica de (4.1.20) de la siguiente manera

d_¢ _ C(b + nCOSz(Qnum(g))
d§ g* (Ornum(§))
Por 1ltimo, a lo largo de este trabajo tomamos un valor fijo para el parametro

7, sin embargo puede tomarse cualquiera arbitrariamente, en nuestros resulta-
do obtenidos encontramos que para las configuraciones en equilibrio del sistema

(5.0.10)
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(4.1.65) el valor del pitch p ya sometido al campo externo se contrajo para poder
llegar a un estado de equilibrio, para valores més grandes de n es de esperarse que
para encontrar soluciones con anclaje fuerte impuestas externamente la intensidad
del campo eléctrico externo deber ser mayor pues (, es proporcional a 7).
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El estudio de los Cristales Liquidos, en particular la fase colestérica (N*)
aqui estudiada, desde principios del siglo pasado y el presente sigue siendo de par-
tircular interés para diferentes situaciones fisicas, como por ejemplo las recientes
investigaciones sobre la propagacién de ondas electromagnéticas a través de estas
sustancias [32]. En la presente tesis elegimos trabajar con la fase N* pues hasta
donde sabemos no hay investigaciones que realicen un andlisis del espacio fase. En
particular el estudio de las configuraciones se refiere a problemas de condiciones
en la frontera cuyo estudio en el espacio fase no ha sido analizado, dicho espacio
fase presenta una riqueza geométrica que brinda informacion relevante sobre el
desarrollo de las configuraciones sometidas a diferentes tipos de perturbaciones
externas, ademas el analisis desde el espacio fase resulta de suma importancia
para situaciones en las que no es sencillo resolver un sistema de ecuaciones dife-
renciales cuando se investigan ciertas texturas, ya que generalmente la tinica via
para resolver tal sistema es mediante métodos numéricos. Sin embargo resolver
una ecuacion diferencial de forma numérica deja de lado toda la familia de posi-
bles soluciones limitandose a valores especificos de los parametros considerados.
En este trabajo fue necesario recurrir a métodos numeéricos y de cierta menera
robustecer los resultados mediante aproximaciones analiticas, como desarrollos en
series de Taylor etc.

La presente investigacion aporta un nuevo enfoque en el andlsis de configura-
ciones colestéricas desde la perspectiva del espacio fase, nuestro objetivo fue des-
cribir el sistema de texturas colestéricas confinada entre placas paralelas, cuando
esta mesofase se somete a un campo eléctrico externo con direcciéon perpendicu-
lar a las placas, las investigaciones sobre efectos de campos externos aplicados a
muestras de cristales liquidos colestéricos ya han sido reportadas en la literatura,
sin embargo bajo esta nueva perpectiva del espacio fase los principales resultados
obtenidos a lo largo de esta investigacién para anclaje planar arbitrario muestran
que a) imponer anclaje débil sobre las placas de la muestra implica un sistema de
ecuaciones integrales del cual se encuentran configuraciones en las que el angulo
de inclinacién € (o dngulo polar) oscila con amplitud pequena entorno a cierta
direccién 0 ~ 60°, dando lugar a texturas conocidas en la literatura como conicas-
focales [33], bajo esta condicién de anclaje débil los resultados muestran ademés
que para tales texturas hay una contraccion del paso de la hélice p como también
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CONCLUSIONES

ya ha sido reportado por algunos investigadores tanto tedrica como experimental-
mente, ademas fue posible establecer las ecuaciones integrales por la simetria del
campo eléctrico externo, aplicado a la muestra, b) para anclaje fuerte se encuentra
una expresion analitica para el campo eléctrico umbral a partir del cual las confi-
guraciones colestéricas se desenrrollan en nematicas, sin embargo para valores por
debajo del campo umbral las texturas se someten a anclaje débil para establecer
una configuracién de minima energia lo que da como resultado una configuracién
de equilibrio que no admite ciertas direcciones particulares ¢) las ecuaciones inte-
grales para anclaje débil no convergen al caso de anclaje fuerte haciendo tender
las fuerzas de amarre en las fronteras al infinito por lo tanto se tiene convergencia
no uniforme, y como consecuencia es necesario imponer las condiciones planares
de anclaje fuerte de manera externa.

Posteriores trabajos pueden dirigirse a la investigacion de diferentes configu-
raciones bajo otro tipo de perturbaciones externas, o mediante la variacién de
los parametros de control, ya que estos son los principales responsables de las
transiciones de fase que se presentan en las diferentes configuraciones, el método
expuesto en el presente trabajo puede extenderse para otras mesofases conocidas
y para diferentes tipos de interaccién entre las fronteras y las muestras de cristal
liquido confinadas entre placas paralelas.
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Apéndice

Método de Cardano para ecuaciones algebraicas
con coeficientes reales.

El método de Cardano para coeficientes reales, permite encontrar soluciones
analiticas de un polinomio de tercer grado. Consideremos el polinomio

(5.0.11) 23 4 pr? 4+ qr+1r=0.

El método de Cardano para encontrar la soluciones de la ecuacién (5.0.11)
comienza por realizar la sustitucion [31]:

(5.0.12) r=y— 2—),

3
esto resulta en la ecuacion cubica reducida
(5.0.13) v+ Py+Q =0,
donde

P

(5.0.14) P=qg- 3
20°  pg
5.0.15 = — ——
( ) Q=73

Definimos y = u + v. Por lo tanto la ecuacién (5.0.13) se expresa como

(5.0.16) w? 4+ 03 + Buv + P)(u+v) +Q = 0.

Si sustituimos v = —3, 0 la ecuacién (5.0.16), entonces obtenemos
u
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3

P
. -]. 6 3 _—— = .
(5.0.17) u + Qu o 0

De manera andloga, si sustituimos para u en la ecuacién (5.0.16), encontramos
que

3

P
5.0.18 6 3___ =0
(5.0.18) v+ QU — o

las ecuaciones (5.0.17) y (5.0.18) corresponden a ecuaciones cuadraticas para u?

y v%, respectivamente, las soluciones son

(5.0.19) u3:%<—Qi\/Q2+42—];3>
(5.0.20) v?’:%(—Qi\/QHt—f),

ya que u y v no son las mismas, tomamos

(5.0.21) u? :% ( —Q+1/Q*+ 42—}:)>

1 4p3
(5.0.22) US = | — Q _ QQ + — .
2 2
Entonces
K 4P*\ |3
frmd — — 2 _
(5.0.23) Uy, =W, 2( Q+1\/ Q%+ 5 )

1
_ 1%
(5.0.24) Vp, =W, %(—Q—\/Qz—i—%) 3,

donde w, = €*™/3 con n = 0, 1, 2 son las tres raices ciibicas de (5.0.11), las
cuales son
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szl
—1+iV3
W) =——————— = W,y
2
—1—-i/3
) =Ty = wy.

Por lo tanto las soluciones a las ecuaciones (5.0.21) (5.0.22), son

1
/ 3\ 13

1
K 4P\ |3
.0.2 = | —0— 2 '

Las raices de la ecuacién (5.0.11) estan dadas por © = u + v — p/3, ya que
existen tres soluciones para u y tres para v, existen nueve combinaciones diferentes
de u+wv. Pata determinar cuales expresiones para u y v de (5.0.11), observemos las
expresiones v = —P/3u, (5.0.25) y (5.0.26) que el producto u,vy debera satisfacer

P P
5.0.27 = —WpWp— = ——,
( ) ULV W Wk 3 3
asi, debemos elegir aquellas raices ctbicas de (5.0.11) que satisfagan wyw,, = 1,
ya que solo wowp = 1 v wiws = wewy = 1, las tres raices de la ecuacién cubica
(5.0.11) son

p
$00:U0+U0——

3
(5~0~28) T1g = U + Vg — g
T21 :U2+U1—§.

Observamos de (5.0.25) y (5.0.26), que si el discriminante satisface Q2 +
4P3/27 = 0, entonces u; = v y us = vy, de donde x9; = x15. Esto significa que
si el discriminante es cero, existen inicamente dos raices distintas. Por otro lado si
las tres se repiten entonces, ademaés de pedir que el discriminante es cero, también
necesitamos que ug = vp = u; = v; = uUs = V9. Ahora ya que wg # wy # wo, €s
necesario que ) = 0. Puesto que el discriminante es cero esto conduce a P =0y
ur = v, = 0, entonces Tog = T12 = To1 = —p/3.
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Los resultado anteriores se pueden obtener con (5.0.14) y (5.0.15),si P = Q =
0 podemos reescribir (5.0.23) y (5.0.24), nos permite escribir las ecuacién cibica
de la forma (x + p/3)® = 0. Si p, ¢ y r (y por lo tanto P y Q) son reales, y el
discriminante es negativo, como

1
1 4p3 3
.0.2 n=Wnl|l=1 — ) 2 -
(5.0.29) uw2< Q+1 Q+27)
1
1 4p3 3
(5.0.30) Up, =W, 5(—@—2\ Q2+2—7 ) = uy.
Entonces
p « P b
$00:U0+U0—§ :U0+UO—§ :2R€(’U,0)—§
(5031) T2 = Wilg + Walg — g = WUy + UJT’U/S — g = 2R6((JJ1U0) — g
Tyl = Wallp + WUy — g = Wolly + Wity — g = 2Re(woug) — g

Por lo tanto, cuando el discriminante es negativo, todas las raices son reales.
Si Py @ son reales y el discriminante es positivo, ug y vy son reales. Por lo tanto,

p
ZToo = Ug + Vg — =

3
(5.0.32) T12 = Wilg + Waly — 3= Wity + wivy — 3
To1 = Wolly + Wiy — g = WU + Wiy — § = Tq9.

Esto significa que cuando el discriminante es positivo, el polinomio tiene una
raiz real y dos complejas que son conjugados el uno del otro.

Tomando la expresién

(5.0.33) g (0)(G* + Kn? — ¢sin?0) — (Cy + ncos’0)?,

hacemos la siguiente simplificacién a@ = G* + Kn?. Por otro lado sabemos que
g*(0) = (K3/Ky)cos* + (K3/K;)sin?fcos?f, y haciendo ky = Ky/K, k3 =
K3/ K, ,tenemos por lo tanto que

(5.0.34)  p3(0) = (kycos* @ + kzsin®6cos®0)(a — (sin? ) — (Cy + ncos’ 0)?,
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buscamos entonces que r(f) = 0. Hemos igualado a cero la expresién ya que
buscamos las raices de la expresion anterior. Ahora haremos los siguientes cambios
de variable

sinf =z ; cos’ =1—z,

de tal manera que se cumple la identidad sin? §+cos? # = 1. Del cambio de variable
anterior tenemos que

Py(z) = (ka(1—2)* +ks(1—2)z)(a—Cx) = (C5+2Csn (1 —z) +7*(1—2)*) = 0.
Desarrollando y simplificando convenientemente eventualmente llegamos a
2 {C(ks — k2)} + 2?{C(2ks — k3) + (ks — k) — 1’}

(5.0.35) + a{Cha + alks — 2k) + 2nCy + 20°} + atky
—2’/]C¢ — C¢ — 7’/2 =0

Haciendo la siguiente simplificacion:
A = ((ks — k2)
B = C(ng — kg) + Oé(kg — kg) — 772

C =Cky+ Oé(k‘g — 2/{?2) + 2770¢ + 2772
D:ak2—2n0¢—0¢—n2

Por lo tanto tenemos que el polinomio es de tercer grado

(5.0.36) Az® 4+ Bx* + Cz + D =0,

siempre que A # 0. Con esta tltima condicion podemos observar que
B D

(5.0.37) 4 =t S+ = =0,

si hacemos p = %, q= %, r= %, asi

(5.0.38) 2’ +pr*+qr+r=0

De donde encontramos las tres raices correspondientes mediante el método de
Cardano descrito anteriormente:
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» Q/—Qp?’ + 3\/5\/4])37“ — p%q® — 18pqr + 4¢3 + 27r% + 9pq — 27r
s

90002—3 3\3/5
V2 (3q — p?)

3{’/—2}93 + 3v/3+\/4pdr — p2q% — 18pqr + 4¢3 + 27r2 + 9pq — 27r

(L+iv3) (3¢ —p?)
(3)2%/3 f’/—2p3 + 3v/3\/4pdr — p2q% — 18pqr + 4¢3 + 27r2 + 9pq — 27r

T2 = . .

3

(1—1iv3) {’/—2p3 +3V3\/4ApPr — pPq? — 18pqr + 4¢® + 27r% + 9pq — 2Tr
632

(1+4iv3) f’/—2p3 + 3v/3/4p3r — p2q% — 18pgr + 4¢3 + 27r2 + 9pq — 27r
To1 = —5 - 6\3/§
(1 —iv3) (3¢ — p*)

+
(3)22/3 i/—2p3 + 3v/3+\/4pPr — p2q% — 18pqr + 4¢3 + 27r2 + 9pq — 27r
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