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Introduccion

Un campo vectorial sobre una variedad diferencial M genera un flujo el cual, a cada
tiempo t € R define una aplicacion diferenciable oy : M — M, la cual varia suavemente
respecto al tiempo t. Analogamente, al iterar un difeomorfismo f : M — M obtenemos,
para cada tiempo n € Z, el difeomorfismo ™. En ambos casos, la trayectoria de los puntos
de M al variar el tiempo genera una dindmica sobre M. Como veremos a lo largo del texto,
hay cierta dualidad entre la dinamica de un campo vectorial y la de los difeomorfismos.
Asi, para simplificar, nos referiremos a ambos como sistemas dinamicos. Decimos que dos
sistemas dindmicos son topologicamente equivalentes si sus dindmicas son homeomorfas.
Es decir, si hay un homeomorfismo h : M — M el cual lleva trayectorias de un sistema
en trayectorias del otro. El estudio de los sistemas dinamicos es el estudio de los campos
vectoriales y difeomorfismos moédulo esta relacién de equivalencia.

En la busqueda de clasificar el comportamiento de los sistemas dinamicos aparece, de
manera natural, el tema de la estabilidad estructural. Decimos que un sistema dinamico es
estructuralmente estable si, bajo pequenas perturbaciones, su dinamica no cambia. Una
pregunta interesante es cual es la relacién entre la topologia de la variedad y las posibles
dindmicas que esta acepta. Un resultado clésico es que no se puede peinar a la esfera. Es
decir, todo campo vectorial sobre la esfera S? tiene, por lo menos, una singularidad. A
diferencia del toro, donde puede haber flujos sin singularidades. Asi, una pregunta natural
es si existe un campo estructuralmente estable en S? con exactamente una singularidad.
Como veremos después, la respuesta es que no. Otro resultado interesante acerca de la
dinamica en la esfera es el Teorema de Poincaré-Bendixson. El cual nos dice como es el
comportamiento a largo plazo de las trayectorias generadas por un campo vectorial.

La importancia del estudio de la estabilidad estructural reside, a mi parecer, prin-
cipalmente en dos cuestiones. Por un lado, en la aplicacién, todo fenémeno observable
debe ser estructuralmente estable. Esto debido a que las mediciones son sélo aproximacio-
nes. Por lo que si el fenémeno a estudiar no fuese estable, entonces nuestras mediciones
no reflejarfan su comportamiento. Es decir, no seria observable. La segunda cuestion
es de un aspecto mas teodrico. Para clasificar la dinamica de los sistemas dinamicos, es
necesario restringirse a un subclase. Para mostrar esto, fijémonos en el circulo S'. Sea
XY : S — R campo vectorial unitario. Asi, todo campo vectorial sobre el circulo es de
la forma X; = fX° donde f : S* — R es una funcién suave. Ahora, si tomamos un
compacto K C S', entonces existe una funcién f tal que f~1(0) = K. Es claro que si dos
campos vectoriales tienen dinamicas equivalentes, entonces sus conjuntos de singularida-
des respectivos deben ser homeomorfos. Luego, existen, por lo menos, tantas dindmicas
para campos de vectores como subconjuntos compactos de S!. La cual cantidad no nume-
rable. Asi, para tener alguna esperanza de clasificar la dindmica de campos vectoriales,
necesitamos alguna restriccién sobre los sistemas dindamicos a estudiar.

Nos enfocaremos, primero, en estudiar cuales son las condiciones necesarias para que
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un sistema dinamico sea estructuralmente estable. En el ultimo capitulo estudiamos bre-
vemente algunas condiciones suficientes para garantizar que un sistema dinamico sea
estructuralmente estable. En general, clasificar cuales son los sistemas dinamicos estruc-
turalmente estables sigue siendo un problema abierto.

En el primer capitulo se dan resultados de calculo y topologia diferencial que se usa-
ran a lo largo del texto. Tales como el Teorema de la funcién implicita, el Teorema
de transversalidad de Thom y el Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones di-
ferenciales. Se dan las definiciones béasicas y damos una demostracién del Teorema de
Poincaré-Bendixson como una motivacién de lo que se busca para los siguientes capitu-
los. Dotamos al espacio de aplicaciones C* entre variedades con una topologia y se dan
las propiedades basicas de esta. En la tdltima seccién del capitulo se dan las definiciones
de estabilidad estructural y varios ejemplos. Se estudia el caso particular de los difeomor-
fismos sobre el circulo y se clasifican los difeomorfismos estructuralmente estables sobre
este.

En el segundo capitulo se busca generalizar la clasificacién dada para el circulo y las
pruebas de estabilidad para los ejemplos que se dieron en el capitulo anterior. Para esto
se estudia, en las primeras dos secciones, el comportamiento de los campos vectoriales
lineales e isomorfismos lineales sobre R™. Clasificamos los sistemas dindmicos lineales que
son estructuralmente estables. En la tercer seccién usamos lo aprendido sobre sistemas
dindmicos lineales para aproximar, mediante la diferencial, a los sistemas dindmicos sobre
variedades diferenciales. Podemos extender los resultados de sistemas lineales a sistemas
que sean “decentes” via el Teorema de Grobman-Hartman. En la cuarta seccién clasifi-
camos los sistemas dinamicos que son localmente estables. En la quinta y sexta seccién
extendemos propiedades de la dinamica de los sistemas lineales a los sistemas dinamicos.

En el tercer capitulo se estudian las érbitas cerradas de campos vectoriales via el
mapeo de Poincaré. Se definen los sistemas dinamicos de Kupka-Smale y se muestra
que, si la variedad es compacta, entonces estos forman un subconjunto residual de los
sistemas dinamicos. En una variedad compacta, los sistemas dindmicos forman un espacio
de Baire, por lo que ser residual es “grande” en este sentido. Se muestra que todo sistema
dinamico estable es un sistema de Kupka-Smale. Asi, para que un sistema dindmico sea
estructuralmente estable es necesario que sea un sistema de Kupka-Smale.

En el cuarto y ultimo capitulo buscaremos condiciones suficientes para que un siste-
ma dindmico sea estructuralmente estable. Para esto, primero definimos los sistemas de
Morse-Smale y mostramos que estos son estructuralmente estables. Para el caso de su-
perficies orientables se da una demostracién del Teorema de Peixoto. El cual dice que un
campo vectorial sobre una superficie orientable es estructuralmente estable si y sélo si es
de Morse-Smale. En la tercer seccion se da algunas generalizaciones para dimensiones ma-
yores que 2 y se muestra que en general los sistemas dindmicos que son estructuralmente
estables no son densos. Para finalizar, en la cuarta seccién se describe un ejemplo debido
a Thom de un difeomorfismo sobre el Toro, que es estable, pero no es de Morse-Smale.
Este ejemplo motiva la definicion de una nueva clase de sistemas dindmicos que son es-
tructuralmente estables, conocidos como sistemas de Anosov. Después se una definicién
debida a Smale que generaliza los sistemas de Anosov y de Morse-Smale. Se conjetura
que un sistema dindmico es estructuralmente estable si y sélo si pertenece a esta clase.
Finalizamos dando el ejemplo de la Herradura de Smale, el cual satisface la definicion
dada por Smale.



Capitulo 1

Variedades diferenciales y campos
vectoriales

En este capitulo recordamos algunos resultados de célculo, tales como los teoremas
de la funcién implicita y de la funcién inversa. Mostramos la existencia y unicidad del
flujo global para un campo vectorial sobre R™. Definimos lo que entendemos por variedad
diferenciable C* y extendemos los resultados de calculo a variedades diferenciables. Una
vez que terminamos con estos preliminares, definimos los conceptos bésicos del estudio
de los sistemas dinamicos y demostramos sus propiedades basicas.

Para poder hablar acerca de la estabilidad de un sistema dinamico necesitamos decir
cuando dos sistemas dinamicos son cercanos. Para esto dotamos al espacio de funciones
diferenciales entre una variedad diferenciable M y R™ de una topologia, conocida como
topologia C* o topologia de Whitney. Mostraremos que el conjunto de campos vectoriales
es un subconjunto cerrado, y el conjunto de difeomorfismos es un subconjunto abierto.
Resulta que si M es una variedad compacta, entonces tanto el conjunto de espacios
vectoriales como el conjunto de difeomorfismos son espacios de Baire separables, lo cual
es importante para los resultados de genericidad de los tltimos dos capitulos.

1.1. Preliminares de Calculo

En esta seccion daremos algunos resultados que usaremos a lo largo de la tesis. Para
las demostraciones faltantes uno puede referirse al libro de Guillemin y Pollack [1]. En
particular buscamos establecer la notacién que utilizaremos a lo largo de la tesis.

Lema 1.1.1 (Lema de contraccion). Sean (M, d) espacio métrico completo yT : M — M
aplicacion continua. St T es una contraccion, es decir, si hay k € R con 0 < k < 1 tal
que, para cualesquiera x,y € M d(Tx,Ty) < kd(,x,y), entonces T tiene un inico punto
fijo z € My para cada x € M se da que lim T"x = z.

n—o0

Sean U C R™ abierto, f : U — R™ y p &€ R™. Decimos que f es diferenciable en p si
hay 7' : R" — R™ funcién lineal tal que Vo € R* f(p+v) = f(p) +Tv+ R(v) donde R(v)
es una funcién continua y h'n% R(v)/||v]] = 0. En este caso llamamos a 7" la diferencial de

v—

f en p y la denotamos por df, o Df(p). Si para todo p € U f es diferenciable en p,

1
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definimos la diferencial de f como la aplicacion:
df : U — L(R™",R™)
p+— Df(p)

donde L(R™ R™) es el conjunto de las funciones lineales 7' : R® — R™ con la norma
||.||sup del supremo.

Si df es continua, decimos que f es de clase C*, abreviado como f € C'. Es importante
notar que, si f es de clase C!, entonces df en las bases canénicas de R” y R™ esta dada

por la matriz con entradas (g%) Es decir, (Df(p))i; = (gij p)

De la misma manera podemos definir d?f,, la diferencial de df en p. Entonces
d*f, € L(R", L(R",R™)) = Bil(R",R™) = L*(R™,R™) es un elemento del espacio de
funciones bilineales de R™ a R™ con la norma del supremo.

Decimos que f es de clase C? si la aplicacién d?f : U — L*(R™,R™) es continua.
Recursivamente definimos d* f, como la diferencial de d*~'f en p, d*f, € L¥(R",R™). f
es de clase CF, abreviado por f € C*, si d*f : U — L*(R",R™) es continua.

f es de clase C™ o suave, abreviado f € O, si Vk € N f € C*.

Decimos que f : U — V C R” es un difeomorfismo de clase C* si f € C*¥ y tiene
inversa f~1 € CF.

Proposicién 1.1.2 (Regla de la cadena). Sean g: U CR* = R™ y f:V CR™ - R
funciones C* con' V- C img(f). Entonces fog es una funcion de clase C* con diferencial
dada por D(f o g)(z) = Df(g(x))Dg(x)

Teorema 1.1.3 (Teorema de la funcién inversa). Sea f : U C R® — R™ C* con
k> 1. 8idf, : R" = R" es isomorfismo para p € R" entonces hay V' C U wvecindad
abierta de p tal que:

1. f(V) es abierto.
2. flv:V — f(V) es difeomorfismo C* biyectivo.
3. (flv)"t: f(V) — V es C* diferenciable.

Demostracion. Sea A = df, : R" — R" isomorfismo. Considerando h = A\™' o f, al ser A
lineal

d\, =)\ VqeR"

Por lo que
dh, = X" odf, =)Ao\ =1Id.

Bajo una traslacion, podemos suponer p = 0.

Sea g(z) = x — h(x), entonces Dg(0) = I1d(0) — Dh(0) = 1d(0) — Id(0) = 0. Al ser
h € C*, es claro que también g € C*. En particular Dg es continua. Por lo tanto existe
un r > 0 tal que si x € B,(0), entonces ||Dg(z)|| < 1/2. Luego, por el teorema del valor
medio ||g(z)|| < ||z||/2 < 7/2. Por lo tanto g[B,(0)] € B,/2(0).

Para cada y € R" definimos g,(z) =y+x —h(z) =y +g(z). Si|ly|| < r/2y ||z <7
entonces [|g, ()| < |yl + llg(@)[ <r/2+7/2 =7

Por lo que si y € B,/»(0) entonces g,y : B-(0) — B,(0). Luego, para y € B, »(0)

y x1,x9 € B.(0) se da la siguiente desigualdad

19y (1) = gy(@2) || = llg(21) = g(a2)[| < [[Dg(e)llzr — 2]l < 1/2[[z1 — 2]
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con ¢ € B,(0).
Esto muestra que g, es una contraccién. Como B,.(0) es un espacio métrico completo,
gy tiene un tnico punto fijo el cual satisface h(z) = y. Por lo tanto h es invertible en

B,(0). Luego también f es invertible. Falta mostrar que f~! es de clase C' en B, »(0).

Sea y; € B,2(0), con y; = f(z1), entonces, para cualquier y € B, /5(0), tenemos que
f(x) = f(z1) + Df(z1)(x — 21) + R(z — x1).

I~ ) — (1) = Df(e) "y — wo)ll = lle — 21 = Df(x1) ' (f (@) — f ()]
= ||z — 21 = Df (1) (Df (1) (2 — 21)
+ R(z — 1)) ||
= ||z — 21 — (z —21) = Df (1) (R(z — 21))]|
= [IDf(x1) " (R(z —21)]|
<|IDf(z1) IRz — @)l

R(z—x1) — 0

Como ||z — z1]| < 2|y — 11]|, pues x,21 € B,(0), entonces el limite lim Toar]

Yy—y1
Por lo tanto f es diferenciable. Dado que Df(z1)™!' = Df(f *(y1))™!, para verificar que
f~te ' alser f7! y Df continuas, sélo falta verificar que la aplicacién Inv : GL(n) —
GL(n) dada por:
1
A™Y =
(A7) det A

donde M;; es el menor de A, es continua. De hecho Inv es suave. Ya que si 4, € GL(n)
es una curva con Ay = A, tenemos que para cada t € (—¢,¢) A A;' = Id. Derivando
respecto a t ambos lados de la igualdad, por la regla de Leibniz, obtenemos la siguiente
expresion:

((—1iny)

)

dA A dA;! dA, _
0= =g =0 = Ao+ T o
Despejando
dA;! _dA; _
ar o = A g heoAsT
Asi mostramos que Df~! es continua. Inductivamente f € C* implica f~' € C* en una
vecindad de p. ]

Teorema 1.1.4 (Teorema de la funcién implicita). Sean U CR" y V' C R™ abiertos,
[:UXxV =R funcién C*, (a,b) € U x V con Dyf(a,b) : R* — R (la parcial respecto
a la sequnda variable) isomorfismo. Si f(a,b) =0 hay g : Uy C U — V funcion C* tal
que g(a) = b y para cada x € Uy f(x,g(x)) = 0. Para Uy suficientemente pequerio, g es
unica.

Demostracion. Sea F(x,y) = (z, f(x,y)). Daf(a,b) invertible implica que

DF(a,b) = (I*d D, f?a, b))

es invertible, por el teorema de la funcién inversa, F' es invertible en una vecindad de
(a,b). La inversa de F tiene la forma F~'(z,w) = (2, h(z,w)), Entonces

(z,w) = Fo F ' (z,w) = F(z,h(z,w)) = (2, f(z, h(z,w)))
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por lo que f(z, h(z,w)) = w o equivalentemente, f~!(wg) = {(z, h(z,wy)} es la gréifica de
una funcién. Tomando g(z) = h(z,0), tenemos que f(x,g(z)) = f(z, h(z,0)) = 0.
Para mostrar la unicidad, si g(a) =b y f(z,g(x)) = 0 entonces

(z,9(x)) = FloF(x,g(x)) = F(x,f(z,5(x))) = F(x,0).

Por lo tanto (z,g(z)) = (z,h(z,0)) = F'(x,0) = (z,g(z)). Lo muestra que g(z) =
g(x). O

Teorema 1.1.5 (Forma local de inmersiones). Sean f : U C R" — R™™™ funcion
C* y po € U. Sidfy, : R" — R"™™ es inyectiva, entonces hay V. C R"™™™ wvecindad
abierta de py, Uy CU y W C R™ abiertos y h: V — Uy x W difeomorfismo C* tal que,
si x € Uy, entonces ho f(x) = (x,0). Es decir que, bajo un cambio de coordenadas, f se
ve localmente como la inclusion ¢ : R" — R™™™ dada por p(z) = (z,0).

Teorema 1.1.6 (Forma local de submersiones). Sean f : U C R"™™ — R" funcion
C* y (x0,20) € U. S dfizg20) : R™™ — R es suprayectiva entonces hay Uy C U
vecindad abierta de (xg, zo), W C R™ vecindad abierta de ¢ = f(xg,29), 0 € V C R" y
h:V x W — Uy difeomorfismo C* tal que, si (x,v) € W x V' foh(z,v) = x. Es decir,
bajo un cambio de coordenadas, f se ve localmente como la proyeccion m : R* x R™ — R"
dada por w(x,z) = x.

Es importante remarcar que, como consecuencia de los Teoremas de forma local de
inmersiones y submersiones, una inmersién es localmente inyectiva y una submersion es
localmente una aplicacion abierta.

Definicién. f: U C R"” — R™ funcién C*, con k > 1.

e Decimos que x € U es un punto regular de f si df, es suprayectiva. En caso contrario
se dice que x es un punto critico de f.

e y € R™ es un valor regular de f si Vz € f~'{y} =z es punto regular de f.
En particular si y ¢ img(f) entonces y es valor regular de f. esto se debe a que
() = img(f) satisface la definicién. Decimos que y es un valor critico de f si y no es
valor regular.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Sard). Sea f : U C R* — R™ funcién C*. Si f es
suficientemente diferenciable. De manera mds concreta, si k > méx{0,n/m — 1}, el
congunto de valores criticos de f tiene medida cero en R™.

Como consecuencia del Teorema de Sard tenemos que si f : R®™ - R" o X : R" —
R"™ x R™ son de clase C*, con k < 1, entonces el conjunto de valores criticos de f y X
tienen medida cero. Debido a que estos son los casos que a nosotros nos interesan, no nos
preocuparemos por senalar cuando es o no valido el Teorema de Sard.

Daremos ahora algunos resultados basicos de ecuaciones diferenciales en R"™. Estos
fueron tomados del libro de S. Lang [3].

Sea U un abierto de R™. Decimos que una aplicacién C* f : U — R" es un campo
lineal sobre U. Una curva integral de f es una aplicacién C*, o : (a,b) C R — U
que satisface la ecuacion diferencial o/ (t) = f(a(t)). Decimos que tiene condicién inicial
x € U cuando a(0) = z.
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Definicién. Un flujo local de f es una funcién «: (a,b) x V. — U, donde V C E . La
cual satisface que, para x € V| la aplicacién definida por

a.(t) == a(t,x).
Es una curva integral de f con condicién inicial x.

Teorema 1.1.8 (Existencia y unicidad del flujo local). Sean xo € U y 0 < a < 1 tal
que Ba(xg) CU y Yy € Boy(xo) ||f(y)|| < L con L > 0. Si f satisface una condicion de
Lipschitz con constante k >0 y b € R es tal que 0 < b < a/L yb < 1/k, entonces existe

un unico flujo local

a:Jy X Be(xg) — U

Donde J, = (—b,b).

Demostracion. Sean I, = [=b,b], x € By(xg) y M ={a: I, = Ba(xo) : (0) =2 y «
es continua }.

M C C°Iy, Baa(7g)) v M es cerrado. Por lo tanto M es completo con la norma del
supremo (|].]]).

Para cada o« € M definimos la aplicacion

Saifb—>E

t— z+ /Ot f(a(u))du.

Al ser f y « continuas, S, es continua y

0

b
g/ Ldu=>bL < a.
0

Por lo tanto S, (t) € B,(x) C Baa(xp). Como S,(0) = z entonces S, € M. Por lo que
podemos definir la aplicacién S : M — M por S(a) = S,.
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Notemos que si «, 8 € M entonces

190 — Ssll = sup|Sa(t) — Ss(t)]|
tel,

x+/f du—(x+/f )‘
- sup| [ st d“—/f

gsup/u (B(w)| du

tely

/lf (8(w)| du
_Amm> B(w)| du

b
s/ Klla — 8] du
0

= bkfla - 3.

= sup
tely

Luego S satisface una condiciéon de Lipschitz con constante bk. Dado que 0 < bk < 1,
concluimos que S es una contraccion. Por el lema de contraccién S tiene un Unico punto

fijo a,, el cual satisface o, = S,, = v — fo ) du y por lo tanto es una linea integral
de f. Es decir o/(z) = f(a(x)). Variando = € B (xo) definimos el flujo a(z, t) = a.(t).
donde «, es el tnico punto fijo de S. ]

Proposicién 1.1.9. El flujo local o de f es localmente de clase C*. Es decir, si xo € U
entonces hay a,b > 0 tales que el flujo local o : Jy x By(xg) — U es de clase C*.

Demostracion. Sean xo € U y a,b > 0 tales que aseguran la existencia y unicidad local
del flujo o : Jp X By(zg) — U.

Sabemos que « satisface Dya(t,z) = f(a(t,x)). Luego, al ser a y f continuas, D«
es continua. Veamos ahora que Dsa es también continua y satisface la igualdad :

Dy Dya(t,x) = Df(alt, z), Dea(t, x))

Para esto primero definimos F = C°(I,, E) y V C F definido por: o € V si y solamente
si o[I;] C U. Definimos la siguiente aplicacion:

T:UxV — F T(x,0)(t —x—i-/f )) ds — o(t).
Afirmamos que T es de clase C* y DyT'(x,0) = fo (Df o 0) — Id. Para esto calculemos:

o+ = [roo = [Droow)| < [lrotesn) — soo - (Df oo

Evaluando en w:

|[f(o(u) + h(u)) = flo(u)Df(o(w)h(u)] = [Df(zu)h(u) — Df(o(u))h(
< [h(W)||Df(zu) = D f(o(u))]
< |[Allsup|Df(zu) — D f(o(u)

w)
B
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Como Df es continua, entonces im0 sup|D f(z,) — D f(o(u))| = 0. Luego

N fofoloth) — [y foo — [{(Df ook _
||flzl\|r£l>0 0 (|)|h|| 0 < HflLlHIBO sup|D f(z.) — Df(o(u))| = 0.

Por lo tanto DyT(z, 0) = fo Df oo — Id. Notemos que DT no depende de z,
por lo que es infinitamente diferenciable respecto a x. Asi, DsT es continua y, si Df es
diferenciable, entonces también lo es DyT respecto a 0. Luego D>T' es, por lo menos, de
clase C*=1. Al ser T lineal respecto a x, D;T es de clase C*. Por lo tanto T es C*.

Notemos que una solucién ¢ a la ecuacién T'(x,0) = 0 es curva integral de f con
condicién inicial x.

Sean xg € U y a > 0 tal que Df es acotada en B,(zg) y sea ¢; la cota. Siempre es
posible encontrar a ya que D f es continua y por lo tanto D f~![B., (D f(z))] es un abierto
no vacio. Sea b < 1/¢y, entonces DyT'(z,0) es invertible en B,(x). Para verificar esto
utilizaremos el hecho de que si una aplicacion lineal se encuentra a distancia menor a 1

de la identidad (o a menos la identidad), entonces es invertible. En este caso calcularemos
la distancia de DyT" a —Id.

|DoT'(z,0)h(t) + Id(R(t))| =

/ Df(o(u)h(u) du — h(t) + h(t)
/wf DA du

_/qmwu
0

= bey || < h.

Se sigue que || DoT(z,0) + id|| < 1. Aplicando ahora el Teorema de la funcién implicita,
tenemos que hay g : Uy C U — V con g € C* tal que T'(z, g(x)) = 0. Por la unicidad del
flujo local tenemos entonces que g(z) = a, ya que g(z) es curva integral de f. Tomando
la diferencial de g, Dg : By(z9) — L(E, F) de clase C*~! tenemos que:

Donde lim,,_,o ¥ (w) = 0, por lo que

i 2+ w) Zalb @) = Dglwjw e 10l g ) = o,

w—0 |w| w—0 |w| w—0

Por lo tanto Dea(t, z)(w) = Dg(x)w, la cual es continua. Es decir Dya(t, z) existe y es
continua. Luego o € C''. Ademds sabemos que a(t, z) = = + f(f f(a(u)) du, por lo que

Doyalt,z) = ]d—l—/o Df((a(u,x))Dear(u, x) du.

y entonces
Dy Dsaf(t,x) = Df(a(t, x))De(aft, x)).

Asi, como a € C' y Df € C* !, Df(a(t,z)) es un campo vectorial por lo menos de
clase C' y Dya(t, z) es curva integral de D f(a(t, z)). Luego Dya(t, z) es de clase C' y «
de clase C2. Repitiendo este procedimiento k veces concluimos que a es de clase C*. O
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Por lo anterior, si f satisface una condicién de Lipschitz en B,(x) entonces existe
un tnico flujo local a : J, x B,(x) — U. Pero f € C' implica que f es localmente
Lipschitz continua (consecuencia inmediata del teorema del valor medio). Es decir, para
cada x € U siempre podemos encontrar una a > 0 de manera que f satisfaga una
condicién de Lipschitz en B,(z). Por lo que f siempre tiene un flujo local.

Lema 1.1.10. Sean oy : J; — U y as : Jo —> U lineas integrales de f. Si estas
tienen la misma condicion inicial a1(0) = ag(0), entonces YVt € Jy N Jy se tiene que

ap(t) = a(t).

Demostracion. Sea Q ={beR:Vt € [0,b) ai(t) = as(t)}. Por el teorema de existencia
y unicidad del flujo local, sabemos que @ # (). Si Q no estd acotado entonces V¢ >
0 a1(t) = as(t) y no hay nada que hacer. Si @) esté acotado, sea by = sup ). Afirmamos
que by = sup (J1 ﬂjg). Supongamos que, entonces by < sup (J1 N Jg) 0 by > sup (J1 ﬂJQ).
Pero Q C (J1 N J2), por lo que necesariamente by = sup ) < sup J;NJs. Sélo nos queda
la posibilidad de que by < sup (J1 N Js). Sean Bi(t) = ai(by +t) y Ba(t) = (b + 1).
Como 0 < by < sup (J1 N Jz), p1y B2 estan bien definidas en el intervalo (0,sup J; N J).
Al ser oy v «p continuas en by

B1(0) = ag(by) = lim ay(t) = lim as(t) = ag(by) = P2(0)

t—by t—by
y ademas también se cumple que:

Ailt) = ai(bo+1) = flalbo+1)) = f(Bi(t))

Andlogamente £5(t) = f(B2(t)). Se sigue que f; y [2 son ambas curvas integrales de
f con la misma condicién inicial. Por el teorema de de existencia y unicidad local 3;
coincide con f5 en una vecindad del 0. En particular existe un ¢y > 0, el cual satisface
Oél(b() + to) = ,31 (to) = 52(t0) = Oég(bo +t0) Por lo tanto bo +t0 S Q, una contradiccion.

Por lo tanto by = sup (Jl N Jg).

Siguiendo un razonamiento analogo, tomando P = {a € R : Vt € (a,0] a4 (t) = as(t)}
llegamos a que inf P = ag = inf (J1 N Jg).

Concluimos que Vt € J; N Jy aq(t) = aoft). O

Como consecuencia del lema anterior, para z € U existe siempre una curva integral
a, de f con condicién inicial x maximal. Maximal en el sentido de que si S es otra
curva integral de f con 5(0) = z entonces dom(f) C dom(a,). A continuacién veremos
que el dominio de «,, al cual denotaremos por .J,, varia continuamente respecto de x
0, equivalentemente, que D(f) = {(t,z) € Rx U : t € J,} es un subconjunto abierto
de R x R". Como consecuencia de esto podemos extender el flujo local de f a un flujo
maximal (con dominio maximal).

Proposicién 1.1.11. D(f) es un conjunto abierto y por lo tanto

a: 9(f) — U
(t,z) — au(t)

es un flujo maximal de f.
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Demostracion. Sean xg € U y @ = {b € RT :Vt € [0,0] IJy C R IV, C U tales que
(t,z0) € Jo x Vo C D(f) v awes C¥en (t,x¢) }. Por el Teorema de existencia y unicidad
del flujo local, sabemos que 0 € Q. En particular Q # (). Si Q no esté acotado no hay
nada que hacer y terminamos. Supongamos entonces que () es acotado superiormente. Sea
by = sup @, afirmamos que by = sup J,,,. Sabemos que ) C J,, y por lo tanto by < sup J,.
Supongamos que by < sup J,,. Entonces a(t, zq) estd bien definido para 0 <t < by y es
de clase C*. En particular es continua. Sea x; = a(by, rg), por el Teorema de existencia
y unicidad local f tiene un flujo local g : J, x By(x1) — U tal que 5(0,21) = z1 y
Jo = (—a,a) con a > 0. Por otro lado, al ser «(t,zq) continua, hay 6 > 0 que satisface
que Vt € (by — 9,by) a(t,xy) € Bya(x1). Tomando t; € (byg — 6,by), como 0 < ¢ < by
existen Ji, V) tales que (t1,x9) € J; x Vi C D(f). Luego, para t € (t; —a,t; +a) y
x € V; definimos p(t,z) = B(t — t1, a(t1, x)). Notemos que:

Dl@(tlax) - Dlﬁ(t - tlva(tlﬂx)) = f(ﬂ(t - tlvo‘(tbm))) = f(gp(t,a:)).

Es decir, ¢ es un flujo local de f que coincide en el tiempo ¢; con a. Por unicidad ¢ = a en
dom(p)Ndom(a), pero ¢ estd definida para toda t € (t; —a,t; +a). Como t; € (by— 0, by),
si tomamos 0 < a/4, entonces |t; — by| < § < a/4. Esto implica que t; + a > by, por lo
que YVt € [bo,t1 + a] hay Jy y U tales que Jy x Uy C dom(p). Podemos extender v con
¢ y tendriamos que Jy x Uy C D(f).

Por lo tanto t;+a € Q y t; +a > by = sup (@, una contradiccién. Por lo tanto
by = sup Jy,.

Andlogamente para el extremo izquierdo, concluimos que D(f) es abierto y « es el
tinico flujo maximal de clase C* cuyo dominio es D(f). O

El flujo maximal o también es conocido como flujo global.
Extenderemos ahora los resultados anteriores a variedades diferenciales.

Definicién. Sea M C R* con la topologia inducida. M es una variedad diferenciable
de dimension n si Vp € M hay U C M vecindad abiertadep y ¢ : U — V CR"
homeomorfismo con ! : V' — U inmersién suave. El par ordenado (¢, U) es una carta
local de M en torno a p y U es una vecindad coordenada de p.

1) Si ¢(p) = 0, decimos que ¢ estd centrada en p.
2) Si ¢! es de clase C* decimos que M es de clase C*.

Observacion. Por el Teorema de la funcion implicita, M es localmente la gréfica de una
funcién f : U C R® — R*¥ ™. Luego, si tomamos la proyeccién n:V C R¥ — U, donde
V es una vecindad abierta en R* de graf(f) = {(z, f(x)) : x € U} C M de manera que
graf(f) =V N M, entonces 7 es una submersién suave. Si tomamos la carta de M dada
por ¢ : graf(f) — U, entonces o = T|graf(p)- Es decir, las cartas locales son la restriccién
de una funcién suave.

Proposicién 1.1.12. Sean ¢ : U — R™ y ¢ : V — R™ cartas locales de M.
SiUNV #0 entonces o™ : p(UNV) — p(UNV) es de clase C

unv —4 . unv

J* L

SUNV) 25 wunv)
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Demostracion. Por la observacion anterior sabemos que hay hy, hy : R" — R™ funcio-
nes suaves tales que 1) o =1 = hy o h¢|@[Um/] O

Sean M y N variedades diferenciables.

Definicién. Una funcién f : M — N es de clase C* en p € M si existe una carta local
(p,U)dep v (1,V) de f(p) de manera que la funcién f = o fop~!es CF.

l# I
p(U) —L= w(v)

por la proposicioén anterior, esta definicion no depende de las cartas elegidas ya que si
(p,U) son otras cartas de M entonces, al ser el cambio de cartas p o ¢! suave, f € CF
implica fo (po @) = o foglo(pog ) =vofogeCk

Si a: (a,b) C R — M C RY con a(0) = p. La curva a es diferenciable segin
la definicién anterior siempre y cuando « sea diferenciable en el sentido usual, ya que
podemos extender ¢ a h,, y entonces h oo : (a,b) — R™ suave implica « : (a,b) — M
suave.

Definicién. Definimos el espacio tangente a M en p como el conjunto :
T,M = {d(0) :a(0)=p y a:(a,d) - M es C}.

Para dotar a T,M con una estructura de espacio vectorial, tomamos (¢,U) carta
centrada en p. Entonces dp™! : R" — T,,M es una biyeccién. Esto ya que 3 : (a,b) — U
es una curva suave si y sélo si (¢t o ) : (a,b) — M es curva suave. Por la regla
de la cadena, tenemos que 3'(0) € R™ si y sélo si dp'(0)5'(0) € T,M. Por lo tanto
do~t : R™ — T,,M tiene inversa dp. Luego, T,M hereda de una estructura de R-espacio
vectorial n dimensional de manera que dp~! es un isomorfismo.

Sean f : M — N suave,p € M, v € T,M y «: (a,b) - M con a(0) =p y
a/(0) = v. Entonces foa : (a,b) — N es una curva suave con foa(0) = f(p). Podemos
entonces definir la diferencial de f en p como la aplicacion df, : T,M — T,N definida
por df,(v) = df,(/(0)) := (f o )’(0).

Como una variedad diferenciable es localmente R™ via cartas locales, tenemos los
siguientes resultados:

Proposicién 1.1.13. Sean g : M — N y f: N — P CF. Se satisface la regla de la
cadena: fog: M — P es C* y d(fog), = dfypdgy.

Demostracion. Fijandonos en el siguiente diagrama:

fog
/\
M4 N _I3p
| A
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Como fv y ¢ son C*, también lo es fvo g, pero fo g = (zofoy Ho(yogoz™) =
zofogox~' = fog. Esdecir fogesC*. Para calcular la diferencial

dfq(p)dgp

dg o)
TpM — Tg(p)N — Tf(g(p))P

[ Ju

R™ % @ @f5(0) . RP

Por la regla de la cadena para el espacio Euclidiano y al ser dz, dy y dz isomorfismos,
se tiene que d(fog), = dz, ' od(fog)oodr,' = dz, ' odfzeydgoodr, = dfgpdgy. O

Definicién. Sea f: M — N

1. Decimos que f es un difeomorfismo de clase C* si f € C* es invertible con f~* € C*.

2. f es un difeomorfismo local de clase C* en p € M si hay U C M vecindad abierta
de p y V C N vecindad abierta de f(p) de manera que fl|y : U — V es un
difeomorfismo C*.

Proposicién 1.1.14. Sean f : M — N C* y p € M. Si df, es un isomorfismo
entonces f es un difeomorfismo local en p.

Demostracion. Tomando cartas locales (¢, U) de M, (1, V) de N, se sigue del teorema
de la funcién inversa que f =1 o fo ¢! es difeomorfismo local C*. Luego también lo es

f=y7lofop O
Definicién. Decimos que S C M es una subvariedad C* de M de dimensién dimS = s
si Vpe S hay V C R, W C R™ % abiertos, y ¢ : U C M — V x W C R™ carta
local con ¢[SNU] =V x {0}. De esta forma ¢|s~y : SNU — V x {0} es una carta
coordenanda para S.

Notemos que si M C R" es una variedad C* entonces M es subvariedad C* de R".
Dada S subvariedad de M, la codimensién de S en M es codim(S) = dim(M) — dim(S).

Proposicién 1.1.15. Sea f : M™ — N"*™ de clase C*. Parap € M, si df, es inyectiva
entonces hay (o, U) (¢, V) cartas locales centradas en p y f(p) respectivamente tales que

o fop H(x) = (x,0).

Demostracion. Tomando cartas locales cualesquiera centradas en p y f(p). Como df), es
inyectiva si y solamente si d(1) o f o, ') es inyectiva podemos usar el teorema de la forma
local de inmersiones para R". ]

Definicién. Sea f : M — N de clase C*.
e Decimos que f es una inmersion si Vp € M df, es inyectiva.

e f es un encaje si f es una inmersién inyectiva y f : M — f[M] C N es homeo-
morfismo, donde f[M] tiene la topologia inducida por N.
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Es importante remarcar que una inmersion inyectiva no necesariamente es un encaje.
Para mostrar esto definimos la curva a : (—1,00) — R? por a(t) = (t* — 1,t(t* — 1)).

« es una inmersién inyectiva pero no es un encaje. En particular a[(—1,00)] no es
una subvariedad de R? pues su estructura de variedad diferenciable no proviene de la
topologfa inducida por R2, sino por la topologia inducida por el mapeo a.

Proposicién 1.1.16. Sean f : M™*™ —s N™ de clase C* y p € M. Sidf, es suprayec-
tiva entonces hay cartas locales (p,U) y (¥, V) centradas en p y f(p) respectivamente
tales que o fo o N1, . Tn, Tnaty oo s Tngm) = (T1, .-, Tp).

Demostracion. Tomando cartas locales, como df,, es suprayectiva si y sélo si d(io fop™)
es suprayectiva, se sigue de la forma local de submersiones para R™. O

Definicién. ¢ € N es valor regular de f si Vp € f~'{q} df, es suprayectiva.
q es valor critico si no es valor regular.

Observacion. q ¢ img(f) = q valor regular.

De la proposicién anterior, tenemos que si ¢ € img(f) es un valor regular entonces
f~Hq} es una subvariedad de M de codimensién m = dim(N). Yaque p € f~*{q} implica
que ¥ o f(p) = 0 € R™. Por lo tanto, tomando h : U C M — R™ x R™ definida por

h(p) = (¥ o f(p), Pns1(D), - - -, Pnsm(p)) legamos a que h[U N f~{q}] = {0} x R™.

Teorema 1.1.17 (Teorema de Sard para variedades). Sea f : M — N C*. El
conjunto { q € N : q es valor critico de f} tiene medida cero en N.

Demostracién. Como R! es segundo numerable, M y N C R! también lo son. Sean
(0i,U)ien v (¥;,V;)jen cartas locales que cubren a M y N respectivamente. Sean
fij = ;0 fop U] — 9;[V;] C RY Definimos al conjunto Ci;{y € ;[V;] : y es
valor critico de f;; } C R! para cada i,j € N. Por el teorema de Sard para en el espacio
euclideano, C;; tiene medida cero en R'. Ya vimos que los difeomorfismos preservan me-

dida cero, por lo tanto wj_l[Cij] tiene también medida cero en N. La unién numerable de

conjuntos de medida cero tiene medida cero. Luego
[o.olNe o}
U U ¥ 'Cy5] = {q € N : qes valor eritico de f }
i=1j=1
tiene medida cero. O

Corolario. Sea f: M — N de clase C*. El conjunto {q € N : q es valor reqular de f}
es residual en N, en particular denso.

Demostracion. El complemento de un conjunto de medida cero es residual. ]

Definicién. Sea M C R" variedad diferenciable y X : M — T'M aplicacién de clase C*.

1) Decimos que X es un campo vectorial C* sobre M si para cadap € M X (p) € T,M.
Al conjunto de campos vectoriales C* sobre M lo denotamos por:

XH(M) = {X: M — TM : X es campo vectorial C* sobre M }.
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2) Una curva integral de X € X*(M) es una curva « : (a,b) — M de clase C* que
satisface la ecuacién diferencial o/ (t) = X(a(t)) para toda t € R. Se dice que «
tiene condicidn inicial p cuando «(0) = p.

3) Sea f : M — N un difeomorfismo C**! y X € X*(M). Entonces f induce un
campo vectorial sobre N, Y = f,.X : N — TN, definido por Y(q) = df,X(p)
donde f(p) = ¢q. Notemos que si « : (a,b) — M es una curva integral de X centrada
en p, por la regla de la cadena 8 = f o « es curva integral de Y centrada en f(p).

Debido a que el Teorema de Existencia y Unicidad es un resultado local de R™, pode-
mos extenderlo via cartas locales a campos vectoriales sobre variedades diferenciables.

Proposiciéon 1.1.18. Sean E un espacio de Banach, M una variedad diferenciable y
F:ExM — TM aplicacién C* tal que nF(\,p) = p, donde 7 : TM — M es la
proyeccion natural. Entonces VA € E,Vp € M hay W C E yV C M wvecindades abiertas
de \ y p respectivamente, un € > 0 y una aplicacion continua ¢ : (—€, €)XV W — M

tal que ¢(0,p,\) =p y

d
—2 (62 N) = PO\ (p(t,p, V).
Sia: (a,b) — M es curva integral de Fy\ = F(\,—) con condicién inicial p entonces

O = Pp = 90(_72?7 )‘>
Demostracion. Tomando cartas locales, ¢, es un flujo local para F). ]

Proposiciéon 1.1.19. Sean I, J C R intervalos abiertos y o : I — M, :J — M
curvas integrales de X € XK(M). Si a(ty) = B(to) para alguna ty € I N J entonces
VielInJ alt) = B(t).

Demostracion. La demostracion es analoga al Teorema de Unicidad Local para R®. [

Por el Teorema de existencia y unicidad local para X € X¥(M) y p € M existe una
curva integral de X con condicién inicial p. Por la proposicién anterior, hay una curva
integral maximal. Es decir para cada p € M existe « curva integral de X con a(0) = p
y, si B es otra curva integral de X con §(0) = p, entonces dom(S) C dom(a).

1.2. El Teorema de Poincaré-Bendixson

Proposicién 1.2.1. Sean M wvariedad compacta y X € X*(M). Hay ¢ : Rx M — M
aplicacion C* tal que Vp € M ¢(0,p) =p y %(t,p) = X(¢(t,p)). Es decir, X tiene un
flujo global definido sobre todo R.

Demostracion. Sean p € My (a,b) C R con « : (a,b) — M curva integral maximal.
Afirmamos que b = oo, para mostrar esto supongamos que b < co. Sea { t, }°°; sucesién
creciente con t,, — b. Al ser M compacta y « continua, podemos suponer que la sucesién
{al(t,) }22, es convergente, digamos a ¢ € M. Sea [ : (—¢,€) x V, — M flujo local de
X en ¢. Tomamos ny € N de manera que b —¢/2 < t,, < by aft,,) € V,. Definimos la
siguiente funcién

v(a,tn, +€) — M

. { a(t) Si £ <ty

Bt —tny, altn,)) sl t >ty

t
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Como a(tn,) = B(tny — tng, ®(tn,)), v €s una curva integral de X. Tomando € suficiente-
mente pequena, t,, > 0y v(0) = p, pero (a,b) C (a,t,, + €), una contradiccién ya que «
es curva integral maximal. Luego b = oo y, de manera andloga, a = —oo. Por lo tanto el
flujo global ¢ es definible en todo R. ]

A partir de ahora consideraremos en general que M es una variedad diferenciable
compacta. Esto para garantizar la existencia de un flujo global definido en todo R. Dado
X € X¥(M) denotaremos al flujo global de X por X,(p) := ¢(t, p), donde ¢ es el flujo
global de la proposicién anterior.

Definicién. Sean X € X*(M) y p € M.
e O(p) = {Xi(p) : t € R} es la drbita de p.

e Ot (p) = { Xi(p) : t > 0} 6rbita positiva de p.
O~ (p) = { Xi(p) : t <0} 6rbita negativa de p.

e Decimos que p es una singularidad de X si X(p) = 0. En este caso tenemos que

O(p) = {p}

e Si X(p) # 0 decimos que p es un punto regular de X. Si p es punto regular entonces
la curva a(t) = X;(p) es una inmersién de R en M, de aqui se desprenden dos casos:

a) Sia no es inyectiva, por la unicidad de las curvas integrales, a[R] es difeomorfo
a S'. En este caso decimos que O(p) es una 6rbita cerrada de periodo 7, donde
T =min{t > 0:«a(0) = «ft) }.

b) Si a es inyectiva se dice que O(p) es una 6rbita regular.

e Definimos el w limite de p como w(p) = {g € M : hay {t, } C R" sucesién tal que
tp, — 00 y lim, oo Xy, (p) =q}-

e Definimos el « limite de p como a(p) = {qg € M : hay { s, } C R sucesién tal que
Sp — —00 y lim, oo X5, (p) =q}.
En otras palabras el w-limite de p son los puntos de acumulacién de O (p). Es decir,
el comportamiento “a futuro” de p bajo el campo vectorial X. De ahi el nombre de w-

limite, ya que w es la ultima letra del alfabeto griego. Analogamente el a-limite es el
comportamiento en “el pasado” de p, siendo « la primer letra del alfabeto griego.

Observacion. Debido a que hay una dualidad entre el w-limite de un campo X y el a-
limite del campo —X dada por wx(p) = a_x(p), toda propiedad que probemos para los
w-limites sera también valida para los a-limites.

A continuacién demostraremos algunas propiedades bésicas de los w-limites (y por
ende también de los a-limites).

Proposicién 1.2.2. Sean M wvariedad compacta, X € X*(M) yp € M. Se cumple lo
stguiente:

1) w(p) # 0.
2) w(p) es cerrado.

3) w(p) es invariante bajo el flujo X;. Es decir, si q € w(p) entonces O(q) C w(p).
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4) w(p) es conezo.

Demostracion.

1)

Sea {t,} sucesién creciente entonces {X;, (p)} es una sucesién en M. Al ser M
compacto Xy, (p) tiene una subsucesién convergente, es decir X;, (p) — ¢ cuando
n — oo. Luego q € w(p).

Sea ¢ € M — w(p). Como no hay una sucesién {t,} tal que X; — ¢ entonces hay
V C M vecindad abierta de g tal que V N O(p) = 0. Luego, si m € V entonces
m & w(p). Por lo tanto M — w(p) es abierto y w(p) cerrado.

Sea ¢ € w(p) vy {t,} sucesién creciente tal que X;, — ¢. Si tomamos m € O(q)
entonces hay sy € R con X, (¢) = m. Por continuidad del flujo:

lm Xopr, (p) = lim X, X, (p) = X Hm Xy, (p) = X (q) = m.

n— oo
Por lo que m € w(p).

Supongamos w(p) disconexo. Sean Vj, V5 abiertos no vacios de M tales que w(p) C
ViUV, Vinw(p) # 0 # Vonw(p) y ViNVa = 0. Sea K = M —(V,UV,), K es compacto.
Tomamos ¢q; € w(p) Vi y g2 € w(p) NVa, hay {t,} y{t,} sucesiones crecientes tales
que Xy, (p) = 1 y X;, (p) = g2, tomando subsucesiones de ser necesario, podemos
suponer Vi € N ¢; > ¢; con Xy, (p) € Vi y X;(p) € Vo. Por la continuidad del
flujo para cada i € N hay s; € (t;,1;) de manera que X,,(p) € K. Por lo tanto la
sucesion { X, } estd contenida en K, al ser K compacto estd tiene una subsucesion
convergente digamos a ¢ € K, pero esto significa que ¢ € w(p)NK = w(p)—(V1UV3)
lo que es una contradiccion ya que w(p) C V3 U Va.

Por lo tanto w(p) es conexo.

Algunos ejemplos de w-limites:

Ejemplo. Daremos un campo X € X*°(5?%) que tiene solamente dos singularidades y no
tiene érbitas cerradas. Describiremos el comportamiento de sus érbitas.

Sea S? C R? la esfera unitaria. El plano tangente a S? en (zg, yo, 20) € S? estd dado
por T(mo,y0720)s2 = {(x,y,z) S R? <($0,y0,20), (.’L‘,y,Z)> = O} donde <_7_> es el
producto escalar usual de R3. Definimos el siguiente campo vectorial sobre S?:

X:8* —T85?
(.’E,y,Z) — (-IZ, —yZ,ZL’2 +y2>

Verifiquemos primero que X (z,y, 2) € T(z,..)S*

<<J],y,Z>,X(ZL‘,y,Z)> - ((I,y,z),(—xz, —y2;$2+y2)> = —$22—y22+(l’2+y2)2 = 0.

Ahora describiremos el comportamiento de las érbitas de X.

Afirmamos que py = (0,0,1) y ps = (0,0,—1) son las tnicas singularidades, y
V(z,y,2) € S? con z # +1 se tiene que w(x,y,z) = {pn} v alz,y,z) = {ps}.
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Pn

Ps
Figura 1.1: Flujo de X

X(pn) = X(0,0,41) = (0,0,0)
X(pS) = X<0707 _1) = (07070)

Con lo que py y ps son singularidades. Si (x,y,z) € S? es tal que z # +1 entonces,
2+ y* + 2% = 1 implica que z* + y? = 1 — 22 # 0. Luego X (z,y,2) # (0,0,0). Es decir,
PN YV Ps son las unicas singularidades.

Notemos que, si (z,y,2) # pn, Ds entonces 22 + y?> > 0. Por lo tanto el vector
X(z,y,2) = (-2, —yz, 2> +y?) apunta “hacia arriba” en el sentido de que su coordenada
z es positiva.

Definimos para cada 0 < r < 1

B, R — S?
t — (rcost,rsent,1 —r?)

I16-(t)]| =1 VteR y [l esortogonal a X ya que
(B.(1), X (B.(t)) = {((—rsent,rcost,0),(—r(1 —1r?)cost, —r(1 —r*)sent,r?))

= r?(1 —r*)sentcost — r?(1 — r*)sent cost + 0
= 0.
Por lo tanto, si r = x? + y? entonces el w-limite de (z,y,2) debe estar por encima de

B[R] € S?. Como esto es para cada r € [0,1), concluimos que w(z,y,z) = {py} (si
z # —1), de manera andloga a(z,y, z) = {ps} (si z # 1).

Ejemplo. Daremos ahora un campo X € X*(S5?) con dos singularidades y una tinica
érbita cerrada. Definamos el campo X € X°°(S?) por

X(z,y,2) = (xz2°,y2%,0) + (2 + v*) (~y, z, —2)

Antes que nada verifiquemos que en efecto X (z,y, 2) € T(yy,) 5>

((@,y,2), X(z,y,2)) = ((2,,2), (22%,92%,0) + (2" + y*) (~y, 2, —2))
= 2°2° + y°2° + (2% + ) (—ay + 2y — 2°)
= 2(2*+ %) - 2@ +yH) =0.
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Por lo tanto X esta bien definida.
Afirmamos que:

e py Y ps son las tUnicas singularidades de X y el ecuador { (z,y,2) € S*: 2=0} es
una 6rbita cerrada.

e (z,y,2) en el hemisferio norte (z > 0) = a(z,y, z) = py y w(x,y, z) = el ecuador.
e (z,y,z) en el hemisferio sur (z < 0) = «a(z,y,2) = ps y w(z,y, z) = el ecuador.

X(pn) = X(0,0,1) = (0,01,0) + (0* + 0*)(—0,0,—1) = (0,0,0).
X(ps) = X(0,0,—1) = (0—1,0—1,0) + (0* + 0?)(—0,0,1) = (0,0,0).
Para z = 0, tenemos que X (z,y,0) = (x-0,y-0,0) + (2? + ¥*)(—y, z,0) = (—y, z,0).
Definimos la siguiente curva en S2.

f:R — S?
t —— (cost,sent,0)

Notemos que B[R] = { (z,y,0) € S?}. Si calculamos la derivada de 3
B'(t) = (—sent,cost,0) = X(cost,sent,0) = X(B(t)).

Llegamos a que [ es curva integral de X. Tomando n € N es claro que
B(0) = (cos0,sen0,0) = (cos 2mn, sen 2wn, 0) = S(27n).

Luego ( es 6rbita cerrada de periodo 27. Hasta ahora sabemos que, paraz =1 o z = —1,
(x,y, z) es una singularidad de X. Si z = 0 entonces la 6rbita de (x,y, z) es una 6rbita
cerrada de periodo 2.

Consideremos ahora (g, %o, 20) € S% con 0 < 25 < 1, entonces 0 < z3 + y2 < 1.
Tomando una carta local ¢ : {(z,y,2) € S* : 2 > 0} — B;(0) € R? definida por

p(z,y,2) = (z,y) con inversa p(z,y) = (z,y, /1 —2* —y?).
Sea Y = ¢, X. Al ser ¢ difeomorfismo y por la definicion de Y. ¢ lleva érbitas de X
en Orbitas de Y, se sigue que

(7,9, 2) € wx(x0, Yo, 20) & w(v,y,2) = (2,y) € wy(T0,Y0)-

Calculemos ahora explicitamente el campo Y.

100
Tomando z = /1 — 2 — y2:

Y(z,y) = Do(z,y,2)X(z,y, 2)
= Do(z,y,2)[(z(1 — 2% — y*),y(1 — 2* — y*),0) + (2% + v*) (~y, z, —2)]
= (1—2* =) (2,y) + (2* + y*)(—y, 2)
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Sean 7 = ||(z0,90)l| = (25 +43)"* v S} = {(z,y € R? : [[(2,y)|| = r}. Para
(z,y) € S, como (—y, ) es ortogonal a (x,vy),

Y(z,y),(—y,2)) = (1—2> =) (z,y) + (@° +°)(—y,2), (—y, x))
= (1—2® =) ((x,9), (—y,2)) + (x 2y2)<( ), (—y, )
= 0+ (=, ) IPll(=y, 2)|?
= [[(z,y)II(~y, )||7’2-

Por otro lado:

Y(@,y),Y(zy) = (L= (,y) +r(-y2), (1= r*)(@,y) + r*(-y,2))
= (1 =)@, »* +r*ll(~y,2)ll

. S S Sy

Bs decir [Y(,9)ll = (5,9)]]- Luego (V@) (-9,2)) = [Y(&,9)[l(~y, D)l Re-
cordando que para u,v € R? se tiene la siguiente igualdad (u,v) = |ul|||v|| cosO(u,v)
donde 0(u,v) es el angulo entre u,v. Si sustituimos v = Y (z,y) y v = (—y,z), como
0 < r < 1, entonces 0 < 6(Y(z,y), (—y,z)) < 2. Por lo tanto Y (z,y) apunta hacia
“afuera” de S}. Dicho de otra forma, ||Y;(z,y)| es estrictamente creciente. Por lo tanto
wy (z,y) N B,(0) = 0. Luego wx (z,y,1/1 — 2> —y?) N S? = (. Por la unicidad de las
curvas integrales O(z,y,z) C 5%, por lo tanto para (z,y, z) € S%. Se sigue que w(x,y, 2)
esté contenido en el ecuador. Pero w(z,y, 2) es cerrado, no vacio e invariante bajo el flujo,
por lo que necesariamente w(z,y,z) = {(z,4,0) € S?}. Andlogamente si —1 < 2 < 0
entonces w(z,y,2) = { (z,y,0) € S?}.

Por otro lado, ||Y;(z,y)|| estrictamente creciente implica que el lim;_, . ||Y (x, y)|| = 0.
Por lo tanto ay (z,y) = 0.

ara z > 0.
Por lo tanto z # 0 = ax(z,y,2) = {pN P
ps para z < 0.

Denotemos por T2 el toro de revolucién en R3.

Ejemplo. Describiremos, para cada A € R, un campo vectorial Y* € X>°(T?). Mostra-
remos que para A € Q las érbitas de Y son todas érbitas cerradas. Para A € R — Q, las
érbitas de Y son todas regulares y densas en T2

Sea ¢ : R? — T? C R3 parametrizacién del toro dada por
@(u,v) = ((2 + cos 2mv) cos 2mu, (2 4 cos 27v) sen 2w, sen 270v).
¢ es un difeomorfismo local C*°. Por otro lado, si p(u,v) = ¢(@,v), entonces

1) (24 cos2mv) cos 2mu = (2 + cos 27m0) cos 27.
2) (2 + cos2mv) sen 2mu = (2 4 cos 27wv) sen 27U

3) sen2mwv = sen 270.

De la tercera identidad concluimos que v — v € Z. Por lo tanto 2 + cos 27v = 2 + cos 270,
lo que implica que cos 2mu = cos 2mu y por lo tanto también u — u € Z.

Es decir: p(u,v) = p(u,7) < (u —u, v — v) € Z*.
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Ahora, para cada A € R definimos
XMV R2— R XMu,v) — (1,0).

Sea Y* = 0, X" : T? — TT? X € X*(R?) = Y € X°(T?).
Verifiquemos que:

e Para \ € Q, toda érbita de Y es cerrada.

e Para A\ € R — Q, toda érbita Y* es densa en T2.

Para mostrar esto, sea [, C R? la recta con pendiente A\ que pasa por el punto (0, c).
Parametrizamos [, = { (t,c+ At) : t € R} por B.(t) = (t,c+ At). Notemos entonces que
BL(t) = (1,\) = X*(B.(t)). Por lo tanto las rectas [. son las érbitas de X*, lo que implica
que ¢[l.] € T? son las érbitas de Y.

Supongamos ahora que A € Q, digamos A = p/q con p y ¢ primos relativos. Entonces

B.(0) = Be(q) = (0,¢) — (¢, ¢+ (p/q)q) = (—q, —p) € Z°.

Luego, ©(8.(0)) = ©(B.(q)). Como o 3, es linea integral de Y, llegamos a que ¢ o 3,
es Orbita cerrada. Si tomamos 0 < ¢y < ¢, entonces £.(0) — S.(to) = (—to, (p/q)to). Por
lo tanto, para ty ¢ Z, tenemos ¢(5.(0)) # ©(Be(to)). Si ty € Z entonces (pty)/q € Q — Z,
ya que p y g son primos relativos y 0 < #3 < ¢. En este caso también llegamos a que
©(6:(0)) # w(Be(to)). Concluimos que ¢ o S, tiene periodo q.

Asi, si A € Q, todas las drbitas de Y son cerradas de periodo ¢, donde A\ = p/q.

Supongamos ahora que A € R — Q. Fijemos ¢y € R, sea C' = {c e R: [l = ¢ll.] }-
Si C es denso en R, entonces U.ccl. es denso en R2. Al ser ¢ continua y suprayectiva
©[ley] = plUeecle] es denso en T? con lo que terminamos.

Verifiquemos que C' es denso en R. Para esto nos fijamos en G = { (mA+n) :n,m €
Z}. Debido a que ¢ € C' siy sélo si ¢ — ¢y € G, entonces G es denso en R si y sélo si C
es denso en R. Pero (G,+,0) es un subgrupo de (R, +,0), por lo tanto G es discreto o
denso en R.

Veamos que G no es discreto. Para cada m € Z existe un n,, € Z de manera que
mA + n,, € [0,1]. Denotemos por w,, = mA + n,,. Sean my,my € Z con my; # ms.
Tenemos dos €asos Uy, — Um, € [0,1] 0 Uy, — Upm, € [0,1]. Supongamos sin perdida de
generalidad que: y,, — Up,, = (M1 — ma)A + (N1 —n2) € [0,1] . Si up,, = uy, entonces
(m1 —mg)A = ny —ny. Pero A ¢ Q implica (my —mo)\ ¢ Z, lo cual es una contradiccién
ya que ny — ng € Z. Por lo tanto u,,, # Um,,. Asi, tenemos una sucesién de elementos
distintos { uy, tmez C [0,1]. Al ser [0, 1] compacto, hay un punto de acumulacién. Con lo
que podemos concluir que G no es discreto y por lo tanto w[lco] es denso en T2,

Haciendo variar ¢y € R concluimos que, para A € R — Q, toda érbita de Y es densa
en T2 .

Sea M variedad diferenciable y g, : T,M — R forma bilineal positiva definida. Una
métrica riemanniana para M es una funcién C* g : TM — R tal que Vp € M glr,m =
gp- Es decir, g varfa diferenciablemente respecto a p.

Sean M variedad diferenciable con g métrica riemanniana sobre M,y f: M — R
de clase C*!. Definimos el campo gradiente de f, X := grad(f) : M — TM, como el
tinico vector X (p) € T,M tal que Vv € T,M df,(v) = g(X(p),v).
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Ejemplo. Los campos gradientes forman una clase interesante de ejemplos. A continua-
ciéon daremos dos caracteristicas importantes de los campos gradientes. Sean p € M y
X = grad(f), entonces

e p es singularidad de X si y solamente si df,(v) =0 Vv € T,M.

e Si p es punto regular de X. Entonces df, (X(p)) = g(X(p), X(p)) > 0 es siempre
positivo. En particular X no tiene érbitas cerradas. Ya que O(p) = «y érbita cerrada
implica que 7y es una subvariedad compacta de M. Se sigue que f|, : v — R
alcanza su maximo y su minimo en ~. En particular hay un g € 7 tal que df, =0y
por lo tanto ¢ es una singularidad de X, una contradiccion.

En particular, si f es una funcién sobre M, con M variedad compacta, f alcanza su
maximo y su minimo en M. Por lo que grad(f) tiene, por lo menos, dos singularidades.

Asi, grad(f) es un campo vectorial sin 6rbitas cerradas y con singularidades.

A continuacion estudiaremos el comportamiento de la dindmica de campos vectoriales
C* en la esfera S2. Debido al teorema de la curva de Jordan, el comportamiento de las
orbitas en la esfera no es muy complicado, a diferencia del Toro donde puede llegar a
haber orbitas densas. La estructura de los w-limites en la esfera quedan descritos por el
Teorema de Poincaré-Bendixson, el cual demostraremos al final de esta seccién.

Lema 1.2.3. Si ¥ C S? es un seccién transversal a X € XF(S?) en p € S?, entonces
O™ (p) intersecta a 3 en una secuencia mondtona, es decir, si p; es la i-ésima interseccion
de 3 con OT(p) entonces p; € [pi—1, Pr41]-

Demostraciéon. Fijémonos en la curva dada por el segmento [p;_1,p;] € ¥ y la curva
generada por el flujo que une p;_; con p;. Esta es una curva cerrada sin autointersecciones,
por el teorema de la curva de Jordan delimita un disco D, pero O (p) C D. Se sigue que
pir1 € DN Y. Concluimos que p; € [pi_1, pit1]- O]

Observacion. Si vy es una trayectoria entonces w(7y) N X es, a lo mds, un punto.

Lema 1.2.4. Si el w-limite de una trayectoria vy no contiene singularidades entonces w(7)
es una orbita cerrada.

Demostracion. Sea p € w(y). Veamos que O(p) es cerrada, para esto tomamos z € w(p)
entonces € w(7). Por lo tanto X(x) # 0 y podemos tomar una seccién transversal
¥ C S? a X por z. Por el lema anterior, O"(p) intersecta a ¥ en una secuencia monétona
{pn} con p, = z, pero {p,} C w(y)NX, por la observacién anterior esto implica que la
sucesion {p,} es constante, por lo que p, =z Vn € N.

Por lo tanto w(p) es una drbita cerrada. O

Lema 1.2.5. Sean pi, p» € S? singularidades distintas con py, ps € w(p) para alguna
p € S%. A lo mds existe una trayectoria v C w(p) tal que a(y) = p1 y w(y) = po.

Demostracion. Supongamos que existen dos érbitas distintas, 7, y 72, las cuales satis-
facen: a(y1) = p1 = a(y2) v w(mn) = p2 = w(7e). Fijdndonos en la curva C; dada por
las trayectorias i, 75 ' (72 recorrida en sentido inverso). Por el Teorema de la curva de
Jordan, C) separa a S? en dos discos, uno de los cuales contiene a p. Sean Y1 y X,
segmentos transversales a v; y o respectivamente, con ¢ € Y1 NX; v ¢ € Y2 N 2.
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Como v, v 72 C w(p), hay a,b € S? tales que ¥ intersecta O*(p) en a y ¥ intersecta
O™ (p) en b.

Pi 21

p2
q2

2

Si nos fijamos en la curva que une los puntos abgspsgia = C'. Es una curva simple
cerrada, por lo que separa S? en dos discos, A y B. Por el Lema 1.23 O (p) N (g2,b) = 0
por lo que Ot (b) C A, pero p; € w(p) = w(b) y p1 € B, una contradiccién. Luego,
M= Ve O

Teorema 1.2.6 (Teorema de Poincaré - Bendixson). Si X € X*(S?) tiene un nime-
ro finito de singularidades y p € S* entonces ocurre una de las siguientes:

1) w(p) es una singularidad.
2) w(p) es una drbita cerrada.

3) w(p) estd constituido por singularidades py,...,p, y orbitas requlares tales que, si
7 C w(p), entonces a(7) = pi y w(7) = pist.

71 Y2 Tn—1 Tn

Demostracion.
1) Si w(p) no contiene puntos regulares, por la conexidad del w-limite, w(p) = {q}.

2) Si w(p) no tiene puntos singulares entonces, por el Lema 1.2.4 w(p), es una érbita
cerrada.

3) Supongamos ahora que w(p) tiene tanto puntos regulares como puntos singulares.
Sea v C w(p) trayectoria regular. Por conexidad, sabemos que si w(7) no contiene puntos
regulares entonces w(y) = p;. Supongamos que hay ¢ € w(y) punto regular y sea X
segmento transversal con ¢ € ¥. Dado que v C w(p), 7y intersecta a 3 en sélo un punto.
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Por el Lema 2.2.3 yNY = {q} implica w(7) trayectoria cerrada y w(p) = w(7y). Pero esta
es una contradiccién ya que w(p) contiene puntos singulares.

Por lo tanto w(y) = {p;}. Analogamente a(y) = {p;}. Por el Lema 2.2.5, v es la tnica
trayectoria que une p; con pj;, por la conexidad del w-limite, w(p) es una cadena de sin-
gularidades pq, ..., p, unidas por trayectorias 7; de manera que ~; es la tinica trayectoria

que une p; = a(7;) con piy1 = w(v). U

Corolario (1). X € X*(S5?) tiene por lo menos una singularidad.

Demostracion. Sea X € XF(S?). Supongamos que X no tiene singularidades, en parti-
cular, X tiene un numero finito. Tomamos p € M un punto cualquiera, por el Teorema
de Poincaré-Bendixson, w(p) es una 6rbita cerrada que separa a S? en dos discos. Sean
Dy y Dy estos discos. Nos fijamos en el disco cerrado D = Dy Uw(p). Para cada q € D,
w(q) es una 6rbita cerrada. Sea 7, el periodo de w(q) entonces, al ser cada 7, positivo y
D compacto, 7 = min{r, : ¢ € D} es también positivo, esto se sigue de la continuidad
del flujo. Si nos fijamos ahora en el difeomorfismo X, s|p : D — D, es un difeomorfismo
en el disco cerrado que no tiene puntos fijos, lo que es una contradiccion al teorema del
punto fijo de Brouwer. Por lo tanto X tiene por lo menos un punto fijo. O

Corolario. (2) El teorema de Poincaré-Bendizson también es vdlido en el plano proyec-
tivo. Es decir, para X € X¥(P?R) con una cantidad finita de singularidades. El w-limite
de p € P?R es una singularidad, una drbita cerrada, o estd constituido por singularidades

pi y drbitas requlares v; tales que p; = a(;) y w(Vi) = Pis1-

Demostracién. Consideramos P?R = S?/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia
dada por p ~ (—p). Entonces X € X¥(P?R) implica que hay X € X¥(52) tal que
X = X, donde 7 es la proyeccién w(p) = [p] la clase de equivalencia de p. Por lo que si
X tiene un numero finito de singularidades, entonces también X tiene un ntmero finito
de singularidades.

Sea ¢ : U — R? carta local de S? de manera que |y es inyectiva. Entonces
@ om L w[U] — R2 es carta local de P2R. Notemos que la representacién de X y X
en estas cartas es la misma. Es decir, Y = (pon 1), X = g, o7, !X = (,0*)?. Sea [
curva integral de Y, entonces o=t o 8 y (pom)~! o son curvas integrales de X y X,
respectivamente. Es claro que 7o (p o )73 = p~!3. Luego, 7 lleva érbitas de X en
orbitas de X. Al ser 7 suprayectiva, toda orbita de X proviene de una orbita de X. Al
ser m una aplicacion cerrada, debe preservar los w-limites. Es decir m(wg(p)) = wx([p]),
se sigue que wx ([p]) cumple lo mismo que wy(p). O

Corolario. (8) Supongamos que F C M? es una region homeomorfa a un anillo, o a la
banda de Mdoebius, y X € X¥(M) es tal que X;[F] C F Vt € R. Entonces el teorema de
Poincaré-Bendixson es vdlido en F'.

Demostracion. Como el resto de la variedad M — F' no es de importancia, tomando
f: F — S? encaje, podemos suponer F' C M donde M = S? 0 M = RP2. Segtin si I es
un anillo o la banda de Moebius, S? — F son dos discos disjuntos, RP? — F es un disco.

Asi, supongamos que X tiene una cantidad finita de singularidades en F' entonces,
tomando p € F, como w(p) C F, la misma demostracién que se dio en el teorema es

valida. O
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1.3. Topologia de funciones C*

Para poder hablar de la estabilidad estructural de un sistema dindmico, necesitamos un
concepto de cercanfa. Para esto, dotaremos al espacio de aplicaciones C* entre variedades
de una topologia.

Si el dominio M es una variedad compacta, obtenemos los siguientes resultados impor-
tantes: Tanto el conjunto de campos vectoriales como el de difeomorfismos son espacios
de Baire separables. Los sistemas dinamicos suaves son densos en sus respectivos espacios:
X°(M) C X¥(M) y Dif>*(M) C Dif*(M).

Para esta seccién utilizaremos una cubierta de M con las siguientes caracteristicas.
Sea { (v, U;) }7_; un cubierta de M tal que ¢;[U;] = B2(0) y Vi € {1,...,n} hay V; C U;
abierto tal que |JI_, Vi = My ¢i[Vi] = Bi(0), en particular ;[V;] = By(0). A una
cubierta que satisfaga lo anterior la llamaremos una buena cubierta de M.

Definicién. Sea M variedad diferenciable compacta.
El conjunto C*(M,R®) = {f: M — R*: f es C*} es un espacio vectorial con la
suma puntual (f + ¢)(p) = f(p) + ¢g(p) y multiplicacién por escalares (Af)(p) = A(f(p))

Dotamos a C¥(M,R?*) de una norma de la siguiente manera: Sea {(yp;U;)}7_, una
buena cubierta abierta de M.

Si f € C*(M,R?) definimos f* = fo ;' : R® — R®. Definimos la norma C* de f
como || f[lx = max{sup,cgp, o {Il/ (W, ldf' @), ..., ld(f)*(w)[} }. Es inmediato de las
propiedades de maximos, supremos y debido a que esta definida en base de normas, que
esta es una norma sobre C*(M, R?®) cuya topologia no depende de las bases {V; }, {U; }
escogidas.

Proposicién 1.3.1. (C*(M,R?), ||—||) es un espacio métrico completo, de Baire y sepa-
rable.

Demostracidn. Al ser M compacto, (C°(M,R?), ||—||) es un espacio métrico, de Baire y
separable. Por otro lado, es claro de la definicién de esta métrica que ||—||x < ||—lo =
| = |lsup- Por lo tanto la convergencia en C*(M,R?) es uniforme y C*(M,R®) C C°(M, R?)
es un subconjunto cerrado, por lo que también es un espacio métrico completo, de Baire
y separable. ]

Lema 1.3.2. Sea f : U C R™ — R® funcién de clase C', con U abierto. Para K C U
compacto y € >0 existe una g € C°(R™ R®) tal que ||f — gl <€ en K.

Demostracion. Sea ¢ : R™ — R C* tal que ¢|x = 1 y con soporte contenido en U.
Fijdndonos en la funcién h = ¢f : R™ — R® h cumple que h|x = f|x y h tiene soporte
contenido en U, y h € CY(R™,R®) ya que f y ¢ son C'. Al ser K compacto existe una
§ > 0 tal que sup{||d?h(u+v) —d’h(u)|| :u € Ky ||v|| <&} <e¢ estoparaje{1,...,1}.
Sea @5 : R™ — R funcién auxiliar tal que ¢s(v) = 0 si |jv|| > 0y fBg(O) ws(v)dv = 1.
Definimos g como la funcién:

g:R" — R°

u — ws(v)h(u+ v)dv
B;(0)
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Notemos que bajo el cambio de variable z = u + v, dz = dv entonces

g(u) = /B(O) ws(V)h(u + v)dv :/ ws(z —u)h(z)dz.

By (u)

Luego, tenemos que la diferencial j-ésima de g es de la forma:

dg= / 05 (V)d h(u + v)dv
Bs5(0)

= (—1)j/B ( )gpg(z —u)h(z)dz.

Como ps es C*°, también lo es g y

/ 0s(v)d h(u + v)dv — d’h(u) / ws(v)dv
Bs(0) Bs(0)

ldg(u) — dh(u)]| =

/ os(V)(dh(u+v) — d?h(u))dv

B;(0)
< sup{ [|dh(u +v) — d’h(u) : [Jo]| < 9| }/ s (v)dv
Bs(0)
< €.
Como h|x = f|k entonces ||g — f|l; < e en K. O

Lema 1.3.3. Sea M variedad diferenciable compacta. Entonces C*°(M,R*) C C*(M,R?)
es denso.

Demostracion. Sea f € C*(M,R?®), definimos f; = f o ¢; ' : By(0) — R*. Por el lema
1.3.2, dado que B;(0) C By(0) es compacto, existe una g; € C>°(R?* R?). La cual satisface
9ili0) = filBio) ¥ llgi — fillk < €/n.

Sea {1 },<, particién de la unidad subordinada a {U;}. Definimos g : M — R*® por
9= i Ui(giogi). Al ser ¢;, g; y ¥; aplicaciones suaves, tenemos g € C*(M,R?) y

I = Flle = |32 [tsloro 00 — ]

=1

k

< Z%”(Qz o i) = fllk
=1

= illgi — fills
i=1

- €
< ;1 wzﬁ = €.
O]

Ahora, si tomamos N C R?® subvariedad cerrada (Por el teorema de Withney toda
variedad es encajable como un conjunto cerrado en algiin R®.), entonces C*(M, N) C
C*(M,R?) es un subespacio métrico completo, de Baire y separable.

Sean N; C R*', N, C R*2 subvariedades cerradas y ¢ : N; — N, aplicacién C! con
k < | < co. Definimos la aplicacién ¢, : C*(M, Ny) — C*(M, Ny) por ¢.(f) = ¢ o f.
Como ¢ € CY(Ny, Ny), ¢o f es CF.
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Proposicion 1.3.4. La aplicacion ¢, es continua

Demostracién. Podemos extender ¢ a una funcién C*, 5: R% — R* tal que 5’]\[1 = ¢.
Sea (i, U;) un buen atlas de M. Sean f, g € C*(M, Ny). Al ser 5, f y g funciones C* |y
@; ! ser suave se sigue que, para cada € > 0 hay d > 0 tal que, si |[fop; ' —gop; | <0,
entonces Hggo fop!— $pogo ¢ || < e. Esto para cada carta ;, al ser un niimero finito
de cartas entonces ||f — gl < & implica ||¢o f—doglly=|dof—dog| <e Loque
muestra la continuidad de ¢,. O]

Proposicién 1.3.5. Sean M y N variedades diferenciables, con M compacta. El con-
junto de aplicaciones suaves C*°(M,N) C C*(M,N) es denso.

Demostracion. Por el teorema de Withney, podemos suponer que N C R? es una subvarie-
dad cerrada. Sea N C V' C R® vecindad tubular de N. Dado que C*(M,R®*) C C*(M,R?)
es denso, si nos fiamos en la proyecciéon m : V' — N, por el lema anterior m, es continua
y suprayectiva (f € C*(M,N) = 7.(f) = f). Por lo tanto m..[C*(M,R*)] C C*(M, N)
es denso, pero 7 es suave, es decir: h € C*°(M,R?*) = moh € C®°(M, N). Se sigue que
. ]C®(M,R%)] € C°°(M, N). Por lo tanto C>(M, N) es denso en C*(M, N). O

Proposicién 1.3.6. Si M es una variedad compacta entonces Dif*(M) C C*(M, M) es
abierto

Demostracion. Sea f € Dif*(M). Por el teorema de la funcién inversa, para cada p € M
hay V, € My \7;, C C*(M, M) vecindades abiertas de p y f respectivamente tales
que Vg € ‘7;,,, glv, es difeomorfismo. Como M es compacto y {V,} cubre M, podemos
tomar una subcubierta finita {Vi, ..., V,,} de M. Sea ¢ su nimero de Lebesgue. Tomando
V= Ni<n \71 Por lo que g € 1% implica que g es un difeomorfismo local. Para p, ¢ € M:

d(p,q) <6 = p,qeV;= g(») # 9(q).

Sea p = mf{d(f(p), f(q) : pg € M y d(p,q) < d}, p > 0. Luego, si g es tal que
Ilf — gllx < p/2. Entonces para cada p,q € M con d(p,q) > J se tiene que d(g(p), g(q)) >
p/2 > 0. Por lo tanto, disminuyendo V de ser necesario, Vg € 17, g es inyectiva.

Por otro lado, M compacta y g submersién implica g suprayectiva. Luego, g es un
difeomorfismo local biyectivo y por lo tanto g es un difeomorfismo.

Por lo tanto V C Dif*(M). O

De la proposicion anterior se sigue que Difk(M ) es un espacio de Baire separable con
Dif**(M) C Dif*(M) denso.

Finalmente, consideremos el espacio X*(M) de campos vectoriales sobre M. Suponga-
mos que M C R*. Asi, tenemos que X*(M) C CF(M,R* x R?) es un subespacio cerrado.
Ya que si {X;} € X*¥(M) es una sucesiéon convergente, digamos X; — X, entonces para
cada p € M X(p) € T,M. Es decir, la sucesion X;(p) converge necesariamente a un
punto de T,M, por lo que X(p) € T,M y X € X*(M). Concluimos que X*(M) es un
espacio de Baire separable.

Al buscar condiciones necesarias para la estabilidad de los sistemas dindmicos, encon-
tramos que la clase de los sistemas dinamicos estables estan contenidos en un conjunto
residual. Como estamos trabajando en variedades compactas, el conjunto de sistemas
dindmicos es un espacio de Baire. Por lo que un conjunto residual es, en cierto sentido,
grande.
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1.4. Transversalidad

En general, la intersecciéon de dos subvariedades no es una subvariedad. Es natural
entonces preguntarnos que condiciones nos garantizan que la interseccion de subvariedades
continte siendo una subvariedad. Esto nos lleva al concepto de transversalidad. La cual
es, en cierto sentido, una generalizacién de valores regulares.

Definicién. Sea S C N subvariedad CX y f : M — N aplicacién C' con k,I >
1. Decimos que f es transversal a S en p € M, denotado f M, S , sl f(p) € S o
df,[T,M|+T,S =T,N , donde q = f(p).

Decimos que f es transversal a S, denotado por f M S, si lo es para cada p € M.

Observacion. Es importante notar lo siguiente:

e Si f(M)NS =10 entonces f M S.
e dim(M) < dim(S) implica que (f mMSe f(M)NnS = @).
e Si f es una submersién entonces f M S, para cualquier subvariedad S de M.

Dadas Si, So € N subvariedades, decimos que son transversales (S M Sy) si ¢ M Sy,
donde 7 : S; — N es la inclusion.

Recordemos que toda subvariedad es, por lo menos localmente, la imagen inversa
de un valor regular. De manera mas precisa: Si ¢ € S € N™ hay V, C N vecindad
abierta de ¢ y ¢ : V, — R® x R™* difeomorfismo tal que (S NV,) = R* x {0}. Asi
SNV, = (m o) {0}, donde 7y : R* x R™* — R* x {0} es la proyeccién. Ahora, para
f: M — N es una aplicacién C*, dadap € M y ¢ = f(p). Tomamos U, C M vecindad
de p de manera que f[U,] C V, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.4.1. f M S & 0 es valor reqular de w5 0 ¢ o f|y, para cada p € M.
Demostracion. Recordando que TyR®* x {0} = Ker(dm,).

fhS << df,(T,M)+1T,S =T,N
= dpg(df,(T,M)) + dp,(T,S) = dp,(T,N)
< d(po f),(T,M) + ToR® x {0} = THR® x R™™*
< dmy(d(po [)(T,M)) = Tp{0} x R™~?
e d(7T2 oo f)p(TpM> = T(){O} x R™™%
<= 0 es valor regular de m 0 po f.

]

Corolario. Si f M S entonces f~1(S) C M es subvariedad de M, las cuales satisfacen:
codim(f~(S)) = codim(S).

Proposiciéon 1.4.2. Sean S C N subvariedad cerrada y M compacta. El conjunto
{f e C*M,N): fim S} es abierto en C*(M, N).

Demostracién. Sea f € C*(M,N) con f @ S. Para cada ¢ € N tomamos (V,, ¢,) carta
local C* de N tal que ¢,(S NV,) = R* x {0}. Al ser 0 valor regular se cumple que
Vp € f71(S) 3U, € M tal que f(U,) CV, y mo,o [ es una submersién. Sea
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‘N/p C C*(M,N) vecindad abierta de f tal que, si g € \N/p entonces T o Qg O g es
submersién. Tomamos {U, }™, subcubierta finita de f~[S] y V = Ni<n V,.SigeV
entonces m o gy © g es submersion en p y 0 es valor regular de 7 o gpg(p; o g. Como esto
es para cada p € U, por el Lema anterior, g es transversal a S en U = J,,, U..

Al ser U abierto, M —U es compacto. consideremos S C N C R*. Como f[M—-U]NS =
0, para x € M — U la distancia d(f(z),S) >0 y p=mf{d(f(z),S):z € M -U} > 0.
Por lo tanto, si tomamos g de manera que ||f — g|| < p entonces Vo € M — U g(x) ¢ S.
Es decir g M, S.

Por lo tanto, disminuyendo V de ser necesario: gE< V= gms. ]

Proposicién 1.4.3. Sea F': A x M — N, con A, M y N variedades C*. Para S C N
subvariedad de N, definimos el conjunto Ty = { A€ X: F\ M S}. Si FMS entonces T,
es residual en A.

Demostracion. Sea 7 : A x M — A la proyeccién en A. Como F S, F71(S) CAx M
es una subvariedad, la cual abreviaremos por W = f~!(S). Restringiendo mg = 7|,
tomamos A € A valor regular de 7g. Entonces ng(x) = XAy ws(T,W) = ThA. Veamos
que Fy M S. Notando que Fi(p) = F(\,p) y DF\(p)(T,M) = DF (X, p)(Tirp ({A} x M)).
Sea v € T,N donde ¢ = Fy(p). Sabemos que DF (XA, p)(TA x M)+ T,S = T,N, por lo
tanto hay (a,e) € T(x,)T(A x M) tal que v—DF (X, p)(a,e) € T,S. Por otro lado, al ser A
valor regular de 7g, para (a,u) € T,W, Dns(a,u) = a, por lo que DF(\,p)(a,u) € T,S.
Asi, tomando w = e —u € T,M. DF(\,p)(a,e) = DF (XA, p)(a,u) + DF (X, p)(0,w).

v=v—DF(\p)(a,u) + DF(\ p)(a,u)
=v- (DF()\JD)(CL, 6) - DF()\,]?)(O,U))) + DF()\,}?)(CL,U)
= (v — DF(\ p)(a,e)+ DF (X, p)(a, u)) + DF\(p)(w).

Como v — DF(\,p)(a,e) € T,S, DF(\,p)(a,u) € T,S y DF\(p)(w) € T,M,
concluimos que v € T,S + DF\(p)(T,M). O

Corolario. (1) Sean f: M — R"™ funcion suave y S C R™ una subvariedad. El conjunto
{veR": (f+v)MS} es residual.

Demostracion. Sea F': R" x M — R" F(v,p) = f(p) + v es submersién. Por lo tanto
FhS. O]

Corolario. (2) Si S C R" subvariedad y M variedad compacta. Si S es cerrado entonces
{feCHM,R") : f @S} =T, es residual y abierto.

Demostracion. Se sigue de la proposicién 1.4.2 y el primer corolario. ]

Teorema 1.4.4 (Teorema de transversalidad de Thom). Si M es una variedad
compacta y S C N es una subvariedad cerrada, entonces { f € CK(M,N) : f h S} es
abierto y denso en C¥(M, N).

Demostracién. Por la proposicién 1.4.2, sabemos que { f € C¥(M, N) : f @ S} es abierto.
Sélo falta demostrar la densidad.

Sean f € CK(M,N) y ¢ :V C N — R™ carta local centrada en f(p). Sea U, C M
vecindad abierta de p tal que f(U,) C V. Tomamos ‘7;, C C*(M, N) vecindad de f tal que
Vg € ‘7p g(U,) C V. Fijandonos en la funcién yo f : M — R™, como yo f € C*(M,R™),
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para casi toda v € R™ (yo f)+ v M y[S]. Por lo tanto Ve > 0 Jv € R™ con |jv]| < €
vy ((yo f)+v) My(S). Asi, si tomamos g, = (¢ o f + v)), entonces ||g, — f|lx < €
y g, M S en U,. La familia de estas vecindades {U,} cubre M, tomando una subcubierta

finita {U;}i<i y V= ﬂiglVi hay g, € V tal que |lgo — fllx <€ y g, M S en
Ui Ui = M. O

1.5. Estabilidad Estructural

Buscamos estudiar el comportamiento topoldgico del espacio de drbitas asociado a
un sistema dindamico. En este caso nos enfocamos en las érbitas de un campo vectorial,
mas adelante veremos que estas estan ligadas al estudio de difeomorfismos. Es natural
entonces preguntarse cuando dos espacios de orbitas tienen la misma descripcién. Para
esto, definimos las siguientes relaciones de equivalencia:

Definicién. Sean X,Y € X*(M) donde M es una variedad diferenciable.

e Decimos que X es topologicamente equivalente a Y si existe h : M — M homeo-
morfismo que manda oérbitas de X en orbitas de Y y que mantenga la orientacion.
Es decir, h[Ox(p)] = Oy (h(p)) con h[O%(p)] = Oy (h(p))

e Decimos que X es conjugado de Y si hay h: M — M homeomorfismo tal que
Vpe M YteR, hXi(p) = Yih(p).

Observacion. X y Y conjugados = X y Y topoldgicamente equivalentes.

Directo de la definiciéon tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.5.1 (1)). Si X y Y topolégicamente equivalentes, entonces
1. p es singularidad de X si y solamente si h(p) es singularidad de Y

2. O(p) es orbita cerrada de X si y solamente si O(h(p)) es drbita cerrada de Y. Si
X yY son conjugados entonces O(p) y (O(h(p)) tienen el mismo periodo.

3. h(w(p)) = w(h(p)) y h(ap)) = a(h(p)).
Algunos ejemplos:

Ejemplo. Definimos dos campos lineales X, Y € X*(R?) por X(z,y) = (z,y) y
Y(z,y) = (x +y,—x +vy). Los flujos de X y Y estan dados por

Xt(Cl,Cz) _ (Clet,CQBt) Y;t(cl,CQ) _ th < cost Sent> (Cl) ‘

—sent cost Co

Queremos definir h : R? — R? homeomorfismo que conjugue X y Y. Dado que 0 € R?
es la tinica singularidad, es necesario que h(0) = 0. Por otro lado S' C R? es transversal
a X yaY.Yaquesi(z,y) € S, como T,,)S* = {(a,b) € R* : ((a,b), (z,y)(=0},
entonces X (z,y) = (2,y) ¢ Twy)S* v Y(z,y) = (x+y,y — x) & T(z,)S" pues

((z,9), (z,y)) =2 +y*=1#0
(z+y,y—a)(z,y) =" +ay+y’ —ay=a>+y>=1#0.
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(a) Flujo de X (b) Flujo de Y

Asi, para p € S? definimos h(p) = p. Si ¢ € R? — (S U {0}) entonces hay un tni-
co t, € R — {0} tal que X, (¢) € S'. Esto ya que, a excepcién del origen, las 6rbi-
tas de X son crecientes no acotadas. Definimos h(q) = Y_¢ h(Xy (q)) = Y_i, X, (q)
(h|S* = Ids, ). Como el flujo global de X y Y es continuo, h es continua con inver-
sa h™'(q) = X_,,h" 'Y, (¢) = X4,Y;, que, por lo mismo, es también continua. Es decir,
h es un homeomorfismo. Notemos que podemos escoger cualquier homeomorfismo de S*
para extenderlo a R2.

Ejemplo. Daremos ahora un ejemplo de dos campos que no son topolégicamente equiva-
lentes. Sean X, Y € X*°(R?) campos lineales con matrices asociadas en la base canénica

() 67

Sus flujos globales dados por:

t sent) (c cost —sent) (c
% _ 12 [ cos 1 V. — 1
i(cr,c0) = e —sent cost) \ ¢y t(c;c2) sent cost C2

(a) Flujo de X (b) Flujo de Y

X y Y no pueden ser topolégicamente equivalentes, ya que Y tiene una infinidad de
érbitas cerradas (todas sus érbitas lo son) mientras que X no tiene dérbitas cerradas.

Decimos que un sistema dindmico es estructuralmente estable si el comportamiento
de sus oOrbitas no se altera bajo pequenas perturbaciones al campo X. Més formalmen-
te tenemos la siguiente definiciéon para campos vectoriales, méas adelante daremos una
andloga para difeomorfismos:

Definicién. Un campo X € X*(M) es estructuralmente estable si hay V C X*(M)
vecindad abierta de X tal que VY € V| X es topoldgicamente equivalente a Y.

Si X no es estable diremos que es inestable.
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Ejemplos de campos vectoriales que no son estables son los siguientes:

Ejemplo. Consideremos los campos X* € X*°(T?) del ejemplo 1.3 en la seccién 2. Estos
campos no son estables, ya que A € Q implica que X* puede ser aproximado por campos
X% con 6 € R — Q que no tienen érbitas cerradas. Al contrario de X*, cuyas érbitas son
todas cerradas cerradas. Andlogamente para A € R — Q. El campo X* es aproximado por
campos X° con § € Q.

En el cuarto capitulo veremos que, si M tiene dimensién 2 y X € X¥(M) tiene una
infinidad de dérbitas cerradas, entonces X es inestable.

Ejemplo. Sea II C R? el plano tangente al toro de revolucién 7% C R3? definido por
= {(x,y,2) € R®: 2 = —1}. Tomamos

o(u,v) = ((2 + cos 2mv) cos 2mu, (2 + cos 2wv) sen 27w, sen 27v).
parametrizacién del toro. Sea f : T? — R donde f(p) es la distancia de p a II
fl@y,2)=lz—1=1-2 ((z,y,2) €T’ = -1<2z<1).
Sea X = grad(f). Tomando cartas locales:
fle(u,v)) =1—=sen2mv = grad(f) = (0, =27 cos 27v).

en la base canénica de R2,
Por lo tanto X (u,v) =0 <= cos2mv =0 <= v = £7/2. Por lo que X tiene
como singularidades al conjunto

{f(u,£7/2) : uw € R} = {(2cos(2mu), 2sen(27u), +1 : u € [0,27) }.

Ahora, si tomamos II el plano II bajo una pequefia rotacién y f : T2 — R la distancia
de este nuevo plano a p. Sea Y = grad(f). Entonces Y (u,v) = 0 cuando f alcanza un
maximo o un minimo, pero sélo hay 4 planos paralelos a II que son tangentes a 772, y
estos cortan a 72 en un tnico punto. Estos 4 puntos son los méximos y minimos de f.
Se sigue que Y sélo tiene 4 singularidades y por lo tanto no puede ser topologicamente
equivalente a X.

Ejemplo. En este ejemplo construiremos dos campos vectoriales sobre la esfera. A pesar
de ser campos topologicamente equivalentes, mostraremos que solo uno es estructural-
mente estable.

Sea f : R — R funcién suave con las siguientes caracteristicas:
o Vt£0 f(t)>0.

o Vt>1 f(t)=1/t.

o J(0)=F1(0) = f"(0) = -+ = fW(0) =--- = 0.

Definimos X € X (R2) por X (rcos 6, rsen ) = (rf(r) cos b, rf(r) sen ). Es claro que
0 € R? es la tnica singularidad de X y DX(0) = 0. Si ||p|| > 1 entonces || X]| = 1.
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Sea ahora

7.8~ {pn} — R?

(.:L',y,z)r—>< a , Y )

1—21-—2%

La proyeccién estereogréfica, con inversa

21 2y —1+x2+y2)

—1 _
™ (wy) = (1—%202—|—y271—#:162—|—y27 1+ 22 +y?

y con diferencial
2—212 42y 24222 —2y2

(I+z2+y2)?  (I+22+y?%)?
dﬂ'_l — dxy —4dxy
(z,y) (1+ x2+y )? (1+:v42+z/2)2
y
(1+x2+y )2 (a?4y?)?

Notemos que ||d7r(_;y)|| — 0 cuando ||(z,y)|| = oo. Podemos entonces definir X € X*(S?)
como:

v {dwé,))?(w(p)) p# by
0 P =DN

Dado que rectas por el origen en R? van a meridianos de S? bajo m, las érbitas de X
son las mismas que las del campo Y (z,y,2) = (—xz, —yz, 2% + y?) del ejemplo 1.1 en la
primer seccion.

Por lo tanto X y Y son topoldgicamente equivalentes (textldgz es un homeomorfismo
que satisface la definicién). Mas adelante comprobaremos que Y es topoldgicamente es-
table. Veremos ahora que X, aunque es topologicamente equivalente a un campo estable,
es inestable. Para esto, aproximaremos X por un campo Z con una 6rbita cerrada. De
manera que fuera de una vecindad compacta del origen Z coincida con X. Asi, podemos
definir Z de igual manera que definimos X. Entonces Z serd préximo a X, pero Z tiene
una orbita cerrada més que X. Luego, Z no puede ser topolégicamente equivalente a X.

Sea Z € X°(R?)  Z(rcosf,rsend) = (rl(r) cos O+rg(r)sen 8, —rg(r) cos 0+rl(r) sen )
donde [, g : R — R diferenciables que satisfacen:

e [(t) =1/t parat > 2.

o [(t)<OparalO<t<a.

[(t) > 0 para t > a.

e g(0) =g(t) =0 parat > c.

g(t) >0para0<t<ec.



32 CAPITULO 1. VARIEDADES DIFERENCIALES Y CAMPOS VECTORIALES

donde a, b, ce Rt y a < 2.
Sea S, = { (z,y) € R?*: ||(z,y)|| =a} = {(acosh,asenf) : 6 € R} el circulo de radio
a centrado en el origen. Notemos que

Z(acos,asend) = (al(a) cosd + ag(a)sen 8, —ag(a) cos 0 + al(a) sen 6)
= (absen®, —abcos0).

Luego B(t) = (—abcosf, absenf) es curva integral de Z y ~a[R] = Sy es decir, Sg es
6rbita cerrada de Z. Fuera del disco de radio 2 se tiene que Z7=X por lo que 7 también
se proyecta a un campo Z € X*°(S?). Asi, como 7 es C*-cercano a X entonces Z es
Ck-cercano a X, pero Z tiene a m_1[Sq) como érbita cerrada, se sigue que Z y X no
pueden ser topolégicamente equivalentes. Con lo que concluimos que X es inestable.

Tenemos pues un ejemplo de dos campos X, Y € X*(S5?) que son topolégicamente
equivalentes pero uno es estable y el otro inestable.

A continuacién estudiaremos los campos vectoriales sobre S?.

Sea XY € X*°(S') definido por X°(cosf,sen) = (—senf,cosf). El campo X es
nunca cero. Luego, si X € X*(S') es un campo vectorial cualquiera, entonces existe una
tinica funcién f € C*(SY,R) tal que X = fX°. Se sigue que X(p) = 0 si y sélo si
f(p) = 0. Por otro lado, sabemos que para cada K C S! compacto hay f € C*(S!, R)
tal que f~1{0} = K, por lo que X = fX° tiene como singularidades exactamente los
puntos de K. Por lo tanto hay tantas clases de equivalencia de campos vectoriales (médulo
equivalencia topoldgica) como subconjuntos compactos de S* (médulo homeomorfismo)
la cual es una cantidad no numerable! Asi, para clasificar los campos estables en el circulo,
nos gustarfa restringirnos a un subconjunto “decente” de X*(S?!).

Por el Teorema de transversalidad de Thom, sabemos que, si una subvariedad S C
M es cerrada, entonces la propiedad de ser transversal a S es una propiedad abierta.
Consideremos la seccién cero del haz tangente T'S! definida por Sy = { (p,0) € T'S'}. So
es una subvariedad de T'S'. Notemos que p € S! es una singularidad de X si y solamente
si X(p) € Syp. Luego, X M, Sy si y sélo si p no es una singularidad de X o DX(p) # 0.
Lo que motiva la siguiente definicion.

Definicién. Decimos que p € S! es una singularidad no degenerada o hiperbdlica de
X € X*k(S') si y solamente si DX(p) # 0. Equivalentemente, si X = fX° entonces

Df(p) # 0.
Si Df(p) < 0, decimos que p es una singularidad atractora. Si D f(p) > 0, decimos
que p es una singularidad repulsora.

Sea G = {X € X*(S1) : las singularidades de X son hiperbdlicas }.

Es importante notar que si Df(p) # 0 entonces hay una vecindad abierta V' C S!
de p tal que f es inyectiva en V. Por lo tanto p es una singularidad aislada. Al ser S!
compacto, esto implica que X € G tiene un nimero finito de singularidades.

Proposicién 1.5.2. G es abierto y denso.
Demostracion. Sea X € X*(S') con X = fX°. Definimos
f:8'— TS '~ 5 xR
p— (p, f(p))
df, = Idy, xdf,
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Asi, p € S' es singularidad hiperbélica si y solamente si f 1 S* x {0}. Como el conjunto
Stx{0} C S'xRes cerradoy S! es compacto, el conjunto { f € C*(S*, R) : f M Stx {0} }
es abierto y denso. ]

Sea X € GG, con X = fX°. Por la continuidad de df las singularidades atractoras
(df, < 0) y repulsoras (df, > 0) deben alternarse, en particular el nimero de singularida-

des debe ser par.

Sean X, Y € G con el mismo nimero de singularidades. Sean a4, ..., a, y aj, ..., a,

las singularidades atractoras de X y Y respectivamente. Sean by, ..., b, v b}, ..., b,
las singularidades repulsoras de X y Y respectivamente. Definimos h : S' — S! por
h(a;) = a; y h(b;) = b;. Extendemos h a los intervalos (a;,b;) y (a,,b;) de la siguiente
manera: Fijamos p; € (a;,0;) v p} € (a},b;) puntos cualesquiera y definimos h(p;) = pi.
Dado ¢ € (a;, b;) hay un tnico ¢, € R tal que Xy (q) = p; definimos h(q) = Y_;,hX; (q).
Por la continuidad del flujo h es continua con inversa h™*(h(q)) = X_, h~'Y; (h(q))
continua, donde h~1(p}) = p;.

Por lo tanto h es un homeomorfismo que conjuga X y Y.

Podemos concluir que X, Y € G son conjugados si y solo si X y Y tienen el mismo
nimero de singularidades. Al ser G abierto y denso, X € X*(S!) es estructuralmen-
te estable si y s6lo si X € G. Tenemos asi clasificados los campos C* de S!' que son
estructuralmente estables.

Durante el estudio de campos vectoriales surge de manera natural el estudio de los
difeomorfismos C*. Por un lado Vt € R X, € Dif*(M). Por otro lado, como veremos en
el capitulo tres, los difeomorfismos nos seran ttiles para el estudio de érbitas cerradas
asociadas a campos vectoriales. Debido a esto, y al interés intrinseco de los difeomorfis-
mos, estudiaremos a continuacién los conceptos bésicos de los difeomorfismos C* en una
variedad diferenciable M.

Definicién. Sea f € Dif*(M) y p € M.

e Definimos la drbita de p respecto a f como O(p) = { f™*(p) : n € Z }. Dividimos la
érbita de p en OF(p) = { f"(q) : ¢ € N} y O (p) = {f"(p) : n € N}, la érbita
positiva y la érbita negativa p respectivamente.

e Si O(p) es finita, entonces se dice que p es un punto periddico de f. El periodo de
pesmin{n e N: f*(p)=p}.

e Si f(p) = p decimos que p es un punto fijo de f.

e Definimos el w-limite de p como el conjunto w(p) = { ¢ € M : hay { n;} C N sucesién
creciente tal que lim; .o, f™(p) = q} y el a-limite de p como a(p) = {q € M : hay
{m;} C N sucesion creciente tal que lim; ., f~™(p) = q }.

De manera similar a los campos vectoriales, los w-limites y a-limites de difeomorfismos
C* estén relacionados por la aplicacién inversa. Es decir: Vp € M wy(p) = ay-1(p). Por
lo que toda proposicién valida para los w-limites es también valida para los a-limites.

Observacidon. Otra forma de caracterizar w(p) es por el conjunto de puntos de acumulacién
de O™ (p). Andlogamente a(p) se caracteriza por el conjunto de puntos de acumulacién
de O~ (p).

Proposicién 1.5.3. Sean f € Dif'(M), con M compacta, y p € M. Se satisfacen los
siguientes enunciados:
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1) w(p) # 0.

2) x € O(p) = w(z) =w(p).

3) w(p) es cerrado.

4) p periédico = w(p) = O(p). Si ademds p no es punto fijo entonces w(p) es disconezo.
Demostracion.

1) Silavariedad M es compacta, entonces la sucesién { f(p) }nen tiene una subsucesion
convergente, es decir hay {n;};en tal que lim; o, f™(p) = q. Luego ¢ € w(p).

2) Notemos primero que, si x € O(p), entonces hay N € Z tal que f(p) = z, despe-
jando obtenemos f~V(x) = p, se sigue que p € O(x), por lo que podemos concluir
que O(p) = O(x). Luego, tienen el mismo conjunto de puntos de acumulacion, es
decir w(p) = w(z).

3) Sea ¢ € M — w(p), hay V' C M abierto ajeno a O(p) con ¢ € V. Si x € V entonces
x ¢ w(p). Es decir VC M — w(p). Luego M — w(p) es abierto y w(p) cerrado.

4) Supongamos p periédico, sea x € w(p), entonces hay {n;}en sucesién creciente
tal que lim; ., f"(p) = x, pero f"(p) € O(p), Como O(p) es un conjunto finito
entonces la sucesion {f™(p)} tiene un numero finito de elementos distintos, como
es convergente entonces hay N € N tal que Vn; > N f"(p) = fN(p) = z.

Sean y € O(p) y ng el periodo de p, entonces Vg € O(p) f™(q) = q. Tomando la
sucesién n; = jng entonces lim; o f™(y) = lim; o, y = y. Por lo tanto, y € w(p).

Si O(p) es un conjunto finito con més de un elemento implica que la 6rbita O(p) es
disconexa.

]

De manera andloga al estudio de campos vectoriales, nos interesa estudiar el compor-
tamiento topoldgico de las érbitas de difeomorfismos C*. Para esto definimos la siguiente
relacion de equivalencia:

Definicién. Dados difeomorfismos f, g € Dif*(M). Decimos que f y ¢ son topolégica-
mente equivalentes o conjugados si hay h : M — M homeomorfismo tal que ho f = goh,
equivalentemente hfh™' =ho foh™ =g.

Observacién. como (hfh™1)? = hf?h~! se tiene que Vn € N hf"h~! = g".
h[O(p)] = Oy(p)
Por lo tanto p € M = ¢ hlw;(p)] = w,(p)
hlay(p)] = ay(p)
A continuacion daremos algunos ejemplos de difeomorfismos que son conjugados entre
si.

Ejemplo. Sean f,g € Dif*(R) difeomorfismos definidos por f(z) = z/2 g(x) = z/3.
Mostraremos que f y g son conjugados. Sean a,b € R con a > 0 y b < 0. Definimos
primero hy : [f(a),a] — [g(a),a] que satisfaga hi(a) = a hi(f(a)) = g(a), y hs :
b, f(b)] — [b,9(b)] que satisfaga ho(b) =b h(f(b)) = g(b) homeomorfismos cualesquiera.
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Si x € R — {0} hay un tnico n, € Z tal que

- (f(a),a] sixz >0
! E{[b,f(b)) Sz<0

Definimos
g " hyif"(z) x>0
h:R— R T g hof™(x) =<0
0 =20

Definida de esta forma, h es un homeomorfismo, ya que g, h; y f lo son y coinciden en
xz=0.

Ejemplo. Sean f, g € Dif*(R?) con f(z,y) = (x/2,2y), g(z,y) = (x/3,4y). Sean
f17 f27 gl?QQ:RHR

filz) =3 g(z) =+ f2(y) =2y 92(y) = 4y

de manera andloga al ejemplo anterior construimos dos homeomorfismos hy, hy : R — R
tales que hyfi = g1h1 v hofs = gohs. Definimos el homeomorfismo

h:R? — R?
(z,y) — (ha(z), ha(y))

entonces hf(z,y) = h(fi(2), f2(y)) = (M fi(2), hafo(y)) = (g1h1(2), g2h2(y)) = gh(z,y).
Es decir, h es un homeomorfismo que conjuga f y g.

Ejemplo. Sean X, Y € X*°(R?) campos vectoriales lineales con matrices en la base

canonica
1 1 0 —1
(L) v=(09)

Ya vimos en el ejemplo 1.6 de esta seccién que estos campos no son conjugados. Nos
fijamos en los difeomorfismos f = X; y g = Y;, los flujos de X y Y en el tiempo 1
respectivamente.

Recordemos que Y; es una rotaciéon centrada en el origen. En particular g deja circulos
centrados en el origen fijos. Es decir, si S, = {(z,y) € R? : |[(x,y) = ||} entonces
glS;] = S,. En particular, para (0,r) € S, con r > 0, al ser Sy cerrado, necesariamente
wg(0,7) € S,. Pero f™(0,1) diverge.

Por lo tanto f y g no pueden ser topolégicamente equivalentes.

A partir de la definicién de equivalencia topoldgica de difeomorfismos, el concepto de
estabilidad estructural es inmediato.

Definicién. Sea f € Dif*(M). Decimos que f es estable si hay V C Dif*(M) vecindad
abierta de f tal que Vg € Difk(M ) g es conjugado de f. Decimos que f es inestable si no
es estable.

Observacion. Un campo vectorial X no estable tienen asociado el difeomorfismo X; tam-
bién inestable. Ya que si X y Y son cercanos entonces los difeomorfismos X, Y] son
también cercanos y Ox,(p) € Ox(p), Oy, (p) C Oy (p). En particular, los difeomorfismos
asociados a los ejemplos 1,7.1,8 y 1,9 son inestables.
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Ejemplo. Sea X € X*(S!) campo estable con singularidades. Nos fijamos en el difeo-
morfismo f = X; € Dif* (S1). Los puntos fijos de f son las singularidades de X.

Sean aq, by, as, bs, ..., an, b, los puntos fijos de f ordenados. Con a; atractores y b;
repulsores. Si g € Dif*(S') es cercano a f, por la continuidad de f y df, ¢ tiene el mismo
nimero de puntos fijos af, 0}, ..., al, b,,. Con a; cercano a a; y b; cercano a b;. Fijamos

pi € (ai, b)) y ¢ € (bi,air1) de manera que a; € [q;, piva] v b € [pj,q;]. Entonces fy g
son contracciones en [g;, p;+1] v expansiones en [p;, ¢;].

Definimos h(a;) = a;, h(bi) = b, h(p:) = pi, (@) = @i, b(f(pi)) = g(pi), M(f(@)) =
9(q) v hlpi, f(p)] = flpi, 9(pi)] homeomorﬁsmo cualquiera, h[f(¢),¢] = [9(q:), ] ho-
meomorfismo cualquiera. Si ¢ € S* no es un punto fijo, entonces ¢ € (p;, ¢;) para una

unica ¢ € {1, ..., n} y entonces existe una tnica n. € Z f" € [p;, f(p:)] U (f(@:), @)
Extendemos h como h(c) = g "hf"(c).

Por lo tanto f es estable.

Ejemplo. Sea X° € X*(S') campo unitario. Considerando S' C R2, S* es érbita cerrada
de X° con periodo 27 y flujo

o [cost —sent
Xe = (Sent cost ) '
En la base candnica de R?. Tomamos el difeomorfismo generado en el tiempo 1

Fo X0 = (cosl —senl)
=X = .

senl cosl

Asi, f es una rotacion irracional de S*. Por lo que Vp € S* O(p) es densa en S*'. Ahora,
si tomamos ty; € R cercano a 1 de manera que existan n, m € Z con nty = 27wm. Si nos
fijamos en el difeomorfismo generado en el tiempo .

__ O n_ vo _ vo _ [cos2mrm —sen2mm) (1 O
9=X = 9" =X, Xzﬂm_(sen%rm cos 2mm ) - (0 1/

Se sigue que Vp € St O,(p) es cerrada. Como ninguna 6rbita de f es cerrada, f y g no
pueden ser conjugados. Concluimos que f es inestable.

Veamos ahora por que pedimos en ambas definiciones de equivalencia topolégica que
h: M — M sea un homeomorfismo y no un difeomorfismo. Sea f €Dif*(S!) como en el
ejemplo 1.13. Sabemos que f es estable. Sean aq, by, ..., a,, b, la sucesién alternante de
puntos fijos, con a; atractores y b; repulsores. Sea (c,d) C S! intervalo tal que a; € (c, d)
es el unico punto fijo de f. Tomamos ¢ : (¢,d) — (—¢,€) carta local centrada en a;. Sea
¥ (—e,€) — [0, €] aplicacién C* que cumpla:

e supp(v) C (-2,2).
o Y(t) =€ Vte[-1,1].

Como a; € (¢, d) es atractor, f(c,d) C (¢, d). Nos fijamos entonces en la expresién de f en
cartas locales, f = po fop™':(—¢€) — (—¢,¢). Entonces 0 = ¢(a;) es el tinico punto
fijo de f, el cual es un atractor. Definimos ahora g(t) = (1 4 ¢(t)) f. Por las propiedades



1.5. ESTABILIDAD ESTRUCTURAL 37

de ¥, § y f coinciden fuera del intervalo (—2,2) y §(0) = (1 + €)f'(0) # f/(0). Si nos
fijamos en la aplicacion

g: 8" — St

. f(p) ) p ¢ (c,d)
e togow(p) peE(cd)

Entonces g € Dif*(S'), ¢'(a1) # f'(ay), f y ¢ tienen los mismos puntos fijos, y son
difeomorfismos C* cercanos. Si h : S — S! fuese un difeomorfismo que conjugase f y
g. Tendriamos, necesariamente, que h(a;) = a; y, por la regla de la cadena:

W(ar) f'(ar) = W'(f(ar))f'(ar) = (hof)'(ar1) = (goh)(ar) = ¢'(h(a1))h'(a1) = ¢'(ar)h' (aa).

Luego, f'(a;) = ¢'(a1). Por lo tanto, no existe un difeomorfismo que conjugue f y g.
Notemos que este argumento lo podemos extender a cualquier f € Dif*(S") con singula-
ridades. Asi, si f tiene singularidades, existe g tan cercano a f como queramos de manera
que no existe un difeomorfismo que conjugue g y f. Es decir, si pidiéramos que h fuese
un difeomorfismo, entonces f con singularidades seria siempre inestable.
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Capitulo 2

Estabilidad Estructural local

Queremos estudiar el comportamiento topolédgico de las 6rbitas de campos vectoriales
X*(M). En este capitulo en particular, estudiaremos el comportamiento local de estas.
Particularmente el comportamiento de las orbitas alrededor de puntos fijos de difeomor-
fismos y singularidades de campos vectoriales. Buscaremos entender como el compor-
tamiento topoldgico de las orbitas alrededor de singularidades o puntos fijos cambia al
perturbar el campo.

Trataremos de extender la demostracion dada para caracterizar los sistemas dinamicos
que son estructuralmente estables en S'. En el caso de S!, la diferencial del campo en
singularidades nos indica si este es o no estable. Esto nos lleva a estudiar primero los
campos vectoriales lineales y explorar cuando estos son estructuralmente estables. Para
luego aproximar los campos vectoriales en singularidades por su parte lineal.

Definicién. Sean X, Y € X*(M) y p, ¢ € M. Decimos que X y Y son topolégicamente
equivalentes en p y ¢ respectivamente si hay V,, W, € M abiertos y h : V, — W,
homeomorfismo tal que h(p) = ¢ y manda érbitas de X en drbitas de Y preservando la

orientacién. Es decir: Vo € V, h[Ox(z)] = Oy (h(z)) y h[O%(z)] = O5 (h(x)).

Definicién. Sean X € X*(M) y p € M. Decimos que X es localmente estable en p si
hay Nx C X¥(M) vecindad abierta de X tal que VY € Ny X en p es topolégicamente
equivalente a Y en ¢, con ¢ € U, vecindad de p.

Estudiaremos brevemente el comportamiento local en puntos regulares.

Teorema 2.0.1 (Teorema del Flujo Tubular). Sea X € X*(M) y p € M punto
reqular de X. Definimos C = {( z', ..., 2") € R" : |z| < 1} y X¢ : C — R™ el campo
vectorial constante X¢(x) = ey, donde e; = (1,0,...,0).

Si la orbita de p € M es regular, entonces existe V,, C M wvecindad abierta de p y
h:V, — C difeomorfismo C* que lleva érbitas de X en drbitas de X¢.

Demostracién. Sean (U, ) carta local centrada en p y ¢, X € X*¥(Uy). Como X (p) #
0, entonces p,X(0) # 0. Sea ¢ : [—¢,¢] x Vo — Uy flujo local de p,X. Denotemos
por H = {w € R" : (w,9.X) = 0}, al conjunto de vectores ortogonales a ¢.X(0).
Notemos que H 2 R" ! . Sea S=HNV, y F = Y][—e,gxs- Extendemos e; € R x H a
{e1,€9, ... ,e,} € R x H = R" una base ortonormal. Es claro que DF(0,0)e; = ¢,X(0),
ya que F es flujo de ¢, X . También tenemos DF'(0,0)e; = e; para j > 2. Esto debido a que
F(0,y) =y, y por lo tanto DF(0) = Id. Se sigue que DF(0,0) es un isomorfismo.Luego,
por el Teorema de la funcién inversa, F' es un difeomorfismo local en una vecindad de

39



40 CAPITULO 2. ESTABILIDAD ESTRUCTURAL LOCAL

(0,0). Es decir, hay 6 > 0 tal que, para Cs = { (t,x) e Rx H : |t| <, |z| < ¢}, tomando
la restriccién: F = F lo; : C5 — F[Cs] es un difeomorfismo que manda érbitas de X¢;
en oOrbitas de ¢, X.

Tomando f € C*°(C,Cs) definida por f(x) = 0z, f es una equivalencia topolégica
entre X¢ y Xc;.

Por lo tanto h™! : o 'Ff : C' —s M es el difeomorfismo C* buscado. O

Observacién. El difeomorfismo C* h=1 = go_lﬁ lleva 6rbitas de X¢, en orbitas de X.

Corolario (1). Sean X, Y € XK(M). Si p,q € M son puntos requlares de X y Y
respectivamente, entonces X en p es topologicamente equivalente a 'Y en q

Corolario (2). X € X*(M). Sip € M es punto reqular de X entonces X es localmente
estable en p.

2.1. Campos lineales

En esta seccion nos enfocaremos en entender la estabilidad estructural de los campos
vectoriales lineales. Como ya vimos en el caso del circulo, la estabilidad de un campo en
una singularidad estaba determinada por el comportamiento de la diferencial del campo
en el punto. Es decir, la parte lineal del campo determinaba si la singularidad era o no
estable localmente. Esto nos motiva a estudiar, de manera particular, el comportamiento
de campos lineales sobre R™.

Sea L(R") = {L :R" — R": L es lineal } C X*°(R") con la norma del supremo
ILI} = sup{|[ L] - [lz|| = 1}.

Definimos recursivamente L° = Id, L™ = L o L™. Nos fijamos ahora en la sucesién
E,, =Y " ,L"/nl. Para mostrar es una sucesién convergente, notemos que la sucesién
de reales S, = > LLy® converge a el“l por lo que S,, es una sucesién de Cauchy.

n=0 n!
m-~+m/ m~+m/
L" L"
B —Eall = || S 2 < S D 2y, — 501
n: n'
n=m-+1 n=m-+1

Por lo tanto { E,,} también es una sucesién de Cauchy uniforme y por lo tanto es conver-
gente en L(R™). Definimos el mapeo exponencial para transformaciones lineales

o0

exp : L(R") — L(R") L+ el = Z %
n=0

Lema 2.1.1. Sea 3 : (a,b) — L(R™) definida por 3(t) = e'*. La curva B es suave y su
derivada satisface la ecuacion diferencial B'(t) = Le't = LA(t).

Demostracion. Nos fijamos en las sumas parciales y definimos para cada m € N

B : (a,b) —s L(R™) Bty = 3 U

k!
k=0

Entonces (3, es diferenciable pues cada (tL)* lo es, y

m—1 th=17 k-1

=3

k=1

= LBm_1(1).
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Sabemos por definicién que 1im,, o Bn(t) = €' = B. Por otro lado, acabamos de cal-
cular que lim,, o 3, (t) = lim,, o0 LBm_1(t) = Letr. Como la convergencia es uniforme,
concluimos que 3 es suave y Letl = lim,, ., 8. (t) = B'(1). ]

Proposicién 2.1.2. Sea L € L(R"). Entonces L tiene como flujo global la aplicacion:

¢:RxR"— R"

(t, z) — et

Demostracion. La aplicacion
f:LR") xR" —R f(L,x) = Lx

es bilineal y por lo tanto diferenciable. En el lema anterior, probamos que la aplicacion
g(t) = €'l es también diferenciable. De lo anterior y por la regla de la cadena se sigue
que ¢ es también diferenciable. Por otro lado:

$(0,2) = !z = Idz = =.
Por el Lema anterior D¢y (z) = L(e'fx) = L(¢(z)), por lo que ¢ es flujo global de L. [

De la proposicién anterior obtenemos que, en particular, e’ siempre es una aplicacién
lineal invertible e € GL(R™).

Nos fijamos ahora en el espacio vectorial £L(C") = { L : C* — C" : L es C-lineal } con
la norma del supremo ||L|| = sup{||Lv|| : ||v|| = 1}. De manera andloga al Lema 2.1.1,
podemos definir el mapeo exponencial

exp: L(C") — L(C") L+ el = Z e

k=0

Dada L € L(R"™) se define la extensién compleja de L. L¢ € L(C™), por Le(a + ib) =
La + iLb. Algunas propiedades de la extensién compleja son las siguientes:

o (L+T)c=Lc+Tt.
e (LT)c = LcTt.

o (ef)c = ele.

o | Lc|| = ||L|| (||Lc]| con la norma en £(C™), ||L]| con la norma en L(R") ).

Proposicién 2.1.3. Sean L,T € L(K") donde K = C o K = R. Algunas propiedades
del mapeo exponencial son las siguientes:

1) LT =TL = M1 = eleT.

A

2) Si X\ es un autovalor de L entonces e* es un autovalor de e*.

tT)* L(tT)k tT)*L tT)*
Lz(k!) =2 (k!) N (k)! :<Z(m> )L

Demostracion. Supongamos que LT = T'L. Primero notemos que V¢t € Ry Vm € N:
m m m m
k=0 k=0 k=0 k=0
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Tomando el limite cuando m — oo se sigue que Le'T = /T L. Anzilogamente Tetl = et'T.
Por otro lado, al ser ' flujo de la aplicacién Lz, se sigue que Id = €° = e’ e, Tomando
t =1, concluimos que e~ f = (ef)~1.

Sea f(t) = e+ De e T Calculamos la derivada de f:

f ( ) (L + T) t(L+T) etheftT o Let(LJrT)eftLeftT . Tet(LJrT)eftLeftT —0.

por lo tanto f es una aplicacién constante. Luego, Id = f(0) = f(1) = eltTe Le T,

Despejando concluimos que efel = el FT,
Sea v autovalor de L. Si L™v = A", entonces L""™'v = L(A\"v) = \"Lv = \'\v =
A"y, Inductivamente tenemos que ¥Yn € N L"v = A"v. Sea S,,, = >, L*/k!, entonces

m(“)—ZW—Z F= ()
k=0 k=0 k=0
Tomando el limite cuando m — oo, S,,(v) — e*v. Por lo tanto e’ (v) = e*v. O

Definimos el espectro de L como el conjunto Esp(L) = { A € C : X es autovalor de
Lc¢}.

Definicién. Decimos que L es un campo hiperbdlico si el espectro de L es ajeno al eje
imaginario. Es decir: Vu € Esp(L) si 4 = a + ib entonces a # 0.

Proposicién 2.1.4. Sea L € L(R™) campo hiperbdlico. Hay E*, E* C R™ subespacios
vectoriales unicos, tales que R" = E* @ E". Los autovalores de L® = L
real negativa y los autovalores de L"* = L|gu parte real positiva.

gs tienen parte

Demostracion. Sea {ei, ..., e,} base de R™ tal que L tiene matriz asociada en esta base

A

Ch
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Donde
Ai
1N
A = IRpY con \; < 0.
1N
M;
Id M;
B; = Id M; conMJ:<aj ﬁ]), a; <0
. B oy
Id M,
Ai
1N
C; = 1IN con \; > 0.
1N
N;j
Id N; 5
a. J— .
Dj: Id N] . CODNj:(ﬂj Oéjj>’ Oéj>0.
Id N;
Sean 31 = {e1, ..., es,}, B2 = { €541, -- -, €n}. Denotamos por E*® al subespacio gene-

rado por 5y y por E* al subespacio generado por f5. Por definicién R" = E* @ E*. L?,
L" tienen matrices

Ay 4

LS 1 Lu

Bl Dl

B., D

S4

Por lo tanto los autovalores de L° tienen parte real negativa y los de L" parte real
positiva. O

Notemos que si L es un campo hiperbélico entonces el espectro de e’ es ajeno al
circulo unitario. Es decir Esp(e”) N ST = (. Lo que motiva la siguiente definicién.

Definicién. Decimos que un isomorfismo lineal A € GL(R™) es un isomorfismo hiperbdli-
co si Esp(A) NSt = 0.

Proposicién 2.1.5. A € GL(R™) isomorfismo hiperbolico. Hay E®, E* subespacios vec-
toriales de R™ tales que E* @ E* = R". A% = A|gs tiene autovalores con mddulo menor
aly A" = Alg. tiene autovalores con mddulo mayor a 1.

Demostracion. La prueba es andloga a la que se dio para campos lineales hiperbdlicos. [
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Proposicién 2.1.6. Sea A € GL(R") isomorfismo hiperbélico. Hay ||.|| : R® — R norma
tal que ||A%|| <1 y [|AY|| > 1. Es decir, A® es una contraccion y A" una expansion.

Demostracion. Para cada t € R consideremos la matriz:

Aq(t)
S _ A81<t)
A(t) = Bi(t)
B, (t)
donde
)\z Mz
Ai(t) = toA Bi(t) = tld  M;

Con [\| <1y M; = (ai _5i> con o? + B2 < 1.

i

Donde \;, v 4 i3 € Esp(A®). Es claro que [|A*(0)|| = max{ |\i|,oF + 57} < 1. Por
continuidad de la aplicacién definida por ¢ — [|A%(t)]|, hay 6 > 0 tal que, para cada
€ (0,0) [JA%(t)|| < 1. Tomando ty = 6/2 tenemos que ||A*(¢y)|| < 1. Por el Teorema de
la forma canénica de Jordan hay {ei, ..., es, } base de E® con la cual A® tiene la forma
A%(tp). Definimos (—,—) : £ x E* — R producto punto definido por (e;,e;) = d;;
la delta de Kronecker. Con este nuevo producto interior, la norma inducida satisface:

4%l = 1 4%(t0) o < 1.

Notando que A* = (A71)*, tenemos el resultado correspondiente para A. O]

Corolario. Sea L € L(R™) campo hiperbdlico con flujo Ly y R™ = E° @ E*. Entonces

r € FE = lim Li(x) =0 reFE' = lim L(x)=0.

t—00 t——o00
Demostracion. Supongamos x € E*. Sean € Ny ||—|| la métrica dada en la proposicién
2.1.6. Entonces || Lyz|| = [[Liz|| = [[(L]) x| < [ Li]|™]|z]]. Como ||Lj]] < 1 entonces
lim,, || (L7)"]] = 0. Por lo tanto lim, || Lnz|| = 0 y lim, s L,z = 0. Concluimos

que lim,,_,, L;x = 0.
Considerando que ||L,| < ||(L1_1)"|| y ||L1_1x|| < ||L1_1||||m|| < ||z||. Tenemos que
para x € E*, lim,,_._ ., L,z = 0. O

Sea H(R™) = { A eGL(R") : A es isomorfismo hiperbdlico }.
Proposicién 2.1.7. H(R"™) es abierto y denso en GL(R™).

Demostracion. Primero probaremos que es abierto:
Sea A € H(R™). Asi, para cada A € S' det(A — Ad) # 0. Como la funcién de-

terminante det : £(C") — C es una continua. Para cada A € S! existe una d§y > 0 tal
que, si [|[A — B|| < 6, entonces det(B — Ad) # 0. Al ser S* compacto, hay § > 0 el
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cual satisface que, para A € S', si ||A — BJ| < 4 entonces det(B — A d) # 0. Es decir:
B € Bs(A) = B € H(R™).

Para mostrar la densidad, sean \q,..., A, € C" los autovalores de A. Donde A1, ..., \,
son los autovalores de A que no pertenecen a S*.
Sean 07 = min{ [A1|, [Aa|, ..., [Aa] }y 02 = min{ [1—| ][, |1—|X2]], ..., [T—=|A:]] }

y 03 = min{|a|: a + 3 es valor propio de A con a® + 2 =1y a # 0}.
Sea € >0 y ¢ = min{dy,ds,03,¢/2} > 0. Asi, si B = A+ dId, entonces ||A — B|| =

0 < € y B tiene valores propios A\ +9,...,\, + . Por la forma en que se escogieron
d1, 09, 03, \j + 8 ¢ St
Por lo tanto B € H(R") y H(R™) es denso O

Nos fijamos ahora en H(R™) = {L € L(R") : L es campo hiperbdlico }.
Proposicién 2.1.8. H(R") es abierto y denso en L(R™).

Demostracion. Sabemos que exp : L(R") — G L(R™) es una aplicacién continua. Como
H(R"™) = exp ' [H(R")] y H(R") es abierto en GL(R™), H(R™) es abierto en L(R™).
Probemos ahora la densidad. Sea L € L(R™) y Ay,...\, € C" los autovalores de L
con \; = a; +1i8; y Ai,..., A\ los autovalores tales que «; # 0. Dado € > 0, definimos
d = (1/2) min{|aq|,..., ||, €} > 0. Si U = L — §Id entonces |U — L|| = ||01d]| =0 < €
y U tiene como autovalores a A\ +6,..., A\, + 0. Asi, si o; = 0 entonces «; + 9 # 0y, si
a; # 0 entonces, como 0 < |0;]/2, a; + 6 # 0. Es decir, U € HR"). O

Si L € H(R™), entonces la parte estable de L, L*, es la parte inestable de la inversa
L7Y (L7Y* = L*. Asi, toda propiedad que sea vélida para la parte estable de L serd
también vélida para la parte inestable de L. Por lo que, para simplificar algunas cuentas,
nos enfocaremos en campos que tengan todos sus valores propios negativos.

Decimos que L € H(R™) tiene indice k si L tiene exactamente k autovalores con parte
real negativa. En particular, si L tiene indice n entonces L = L?®.

Lema 2.1.9. Sea L € H(R") con indice n. Eziste ||—|| : R™ x R" — R* norma de R"
tal que S" ' ={x € R": ||z|| = 1} es transversal a Lz para cada x € S™.

Demostracion. Sea

Ay(t)
_ Ay, (1)
A(t) = Bi(#)
B, (1)
donde
i M;
At) DY By(t) = tid M, Mj:(%j _ij)

toA td M,
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con \; < 0 y o < 0. Asi, A(1) es la matriz asociada a L. Tomamos {éj,...,é,}
base ortonormal y L la transformacién asociada a A(0) en esta base. Sea ||—||; la norma
generada por esta base (Tomamos el producto interior definido por (é;,€é;)1 = d;5).

Afirmamos quesiv € S n-l entonces Lv es transversal a S n=1 Esto es cierto si y solamente
si (Lv,v); # 0. Escribimos v y Lv en la base {é1,...,é,}

n
v = E V16; Lv=1 E V;6; = E v; Lé;.
i=1 =1

Evaluando en é;, tenemos tres casos:

i€ 1 < 81
Lé; = § a;é; + Bi€isa i>s; y (i—s)esimpar.
—Bié; + ;i€ 1> 81 y (1 — ) es par.

Separamos la suma en los tres casos

n s1
i—1 i=1
s2/24s1+1
+ E Vai—1 (a1 + [i€a;)
1=s1+1
s2/24s1+1
+ E Vo (Bib2i—1 + ;€a;).
1=s1+1
Entonces
52/2+sl+1
(Lv,v) = E VA€ + 5 Vai—1( i1 + Bi€y)
1=s1+1
82/2+S1+1 n
+ g UQZ 51621—1 + o 62@) E Uzei>
1=s1+1 =1
82/2+51+1
= E Aiviv;(€;, €5) + E Vai—10V9;—1 (€21, E2j_1)
i, j=1 i, j=s1+1
s2/24s1+1 s2/2+s1+1
+ E Voi—1BiV2;(€2;, €25) + E Vo (—Bi)v2j-1(€2i—1, €2j-1)
i,j=s1+1 1, j=s1+1
82/2+51+1
+ E Vo ;U (€2, €2;)
i, j=s141
s s2/24s1+1 s2/24s1+1
2 2
= g vy A + E Vy; 10 + g Vi1V 3;
i=1 i=s1+1 i=s1+1
52/2+31+1 52/2+81+1
2
+ E V2iV2i—1(— ) + E Vi
1=s1+1 i=s1+1
s1 s2/24s1+1 s2/24s1+1
} : 2 2 : 2 2 : 2
i=1

i=s1+1 i=s1+1
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con v2\; <0 y via; < 0. Como |[v|| =1 hay por lo menos una j, con 1 < j < s, tal
que v; # 0. Por lo que vjzozj <0 o vjz/\j < 0, dependiendo de si j > s; 0o j < s;. En
cualquier caso (Lv,v) # 0.

Por lo tanto Luv es transversal a S"~'.

Al ser S"~! compacto y (—, —); continua hay ¢ > 0 tal que A(e) es transversal a S"~1.
Por el Teorema de la forma canénica de Jordan, hay {éi,...,¢é,} base de R” de manera
que L tiene matriz asociada A(e) con esta base. Entonces, si ||—|| es la norma generada

por esta base, L M S"71. O

Proposicién 2.1.10. Sean L, T € L(R™). Si L, T tienen indice n, entonces L y T son
topologicamente equivalentes.

Demostracion. Sean ||—||, 'y |[=||r las normas dadas por el Lema anterior. Sean
Stt={reR": |z|, =1} y St ={z €R": |z||r = 1}. Fijamos I Sp=t s gnt
un homeomorfismo cualquiera.

Altener Ly T indice n = dim(R"), L = L* y T = T*. Luego, paray € R"—{0}, por el
corolario a la proposicion 2.1.6, sabemos que lim; o, L;y = 0 = lim;_, T}t . Por lo mismo
lmy, o Ly y lim;, o Ty divergen. Por lo tanto Op(y) N SP~" # 0 # Op(y) N SE
Como S} ' M L y dimOy(y) +dim(S7™!) = 1+ (n—1) = n. Por lo tanto, O (y) NS} ™!
consta de un tnico elemento {y;} = Op(y) N S7'. Andlogamente {yr} = Or(y) N SF*.

Sea t, € R el tnico real tal que L, (y) = yr. Extendemos h a todo R™ de la siguiente
manera

h:R" — R"

T, hL .
Y 4t ,(y) y#0
0 y=0.

h es un homeomorfismo ya que Tz, E, L; lo son. Verifiquemos que h es el homeomor-
fismo buscado. Sea y € R"™. Si y = 0 entonces hlL,(y) = 0 = T;h(y). Si y # 0 tomando
t e R,

th(y) = T—(ty—t)}thy—tLt(y) = ,I;f—tyﬁLty—t-i-t(y) = Tt(TtyﬁLty (y)) = Tth(y)

Por lo tanto hL; = Tih es decir, L y T' son topologicamente equivalentes. O

Proposicién 2.1.11. Sean L y T € H(R™). L es topoldgicamente equivalente a T si y
solamente st L y'T" tienen el mismo indice.

Demostracion. =) Supongamos L topoldgicamente equivalente a 7. Sean Ef, E3 los
subespacioes estables de L y T respectivamente y E}, E7 los subespacios inestables de
L y T respectivamente. Hay h : R — R"™ homeomorfismo tal que Vi € R hL;, = T;h.
Tomando = € R™ — {0} tenemos que:

re€ B & lim Li(z) =0« lim hli(z) =0« lim Tih(z) =0 < h(z) € Ef.
t—00 t—o00 t—o0

Se sigue que h[E}] = E7 y, de manera andloga, h[E}] = Ef. Al ser h homeomorfismo h|pg:
también lo es. Por el Teorema de las dimensiones, concluimos que dim(F3) = dim(FE%).
Como el indice de L es igual a la dimensién de E7. Se sigue que 7"y L tienen el mismo
indice.
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<) Supongamos que L y T tienen el mismo indice. Sean L* = L|gs y T® = T|gs.
Por el lema anterior, L®* y T son topolégicamente equivalentes. Sea h, : E} — Ei
homeomorfismo tal que hsL; = T h,. Andlogamente (L)™' y (T")~! son topolégicamente
equivalentes. Sea h,, : E¥ — E% homeomorfismo tal que (L*); *h;' = h71(T%)"L. Se sigue
que h, Ly} =T"h,. Por lo que también L* y T" son topolégicamente equivalentes. Como
R" = F] & E} = E7 @ B}, podemos definir

h:E] ®FE} — E;® E} x + y — hg(z) + hy(y).

Sea x, + Yo € £} @& E}, entonces

hLi(zo + yo) = h(Li(z0) + L{ (%))
= hsLi(7o) + I Lu(yo)
= T hs(xo) + T hu(yo)
= Ti(hs(wo) + h ( 0)) = Ti(h(zo + yo))-

Por lo tanto, para cadat € R hlL; = Tih y entonces L y T son topologicamente equiva-
lentes. O]

Lema 2.1.12. Sea L € L(R™). Para cada € > 0 hay § > 0 tal que, si T € L(R™) satisface
que ||[L — T < 0 entonces VY € Esp(T) hay un A € Esp(L) con |A — p| < e.

Demostracion. Sean € >0 y Ai,..., A\, € Esp(L). |Ni| < || Lc|| = ||L]]. Si||[L —T <1
entonces ||T']| < 1+ ||L|| y por lo tanto cada pu € Esp(T) tiene norma |u| < 1+ ||L]|. Se
sigue que Esp(T) C Dy Sea V. = U, B ()\;). Tomando w € D1y — Ve, tenemos
que det(Lc —wld) # 0. Por continuidad del determinante, para cada w existe un d,, > 0
tal que, si ||T"— L|| < d,, entonces det(Te —wld) # 0. Al ser D4y — Ve compacto, hay
un 9y > 0 que cumple:

HT — L” < 50 — Yw € (D1+|ILH — VE) det(T(c — wId) 75 0.

pero Esp(T) C Diy |, por lo tanto Esp(T) C V..
Tomamos ¢ = min{l,d}, si |7 — L|| < 0 entonces para cada u € Esp(T) hay
A € Esp(L) tal que |A — p| < e. O

Lema 2.1.13. Sean L € L(R") y A € Esp(L) de multiplicidad m. Ezisten ¢, 6 > 0 que
satisfacen: || T—L|| < § = {1, ..., upy = Esp(T)NB(A) y la suma de las multiplicidades
de los p; es menor o igual a m.

Demostracion. Lo demostraremos por contradiccion. Supongamos que Ve > 0 Vo > 0 hay
T e LR") ||T — L| < ¢y la suma de las multiplicidades de los u; es mayor a m, con
i — A < e

Luego, para cada k € N, existe un campo lineal L, € L(R™) el cual satisface ||Ly —
Ll <1/k y {pf,..., pr } = Esp(Lg) N Byk(A). Nos fijamos en la sucesion {Li}, por
definicién limy,_,, Ly = L y también los autovalores limy_,o, u¥ = X. Sea my, la suma de
las multiplicidades de los autovalores %, . .., ufk. Para cada k € N my, > m, por lo tanto
m' = limy_,. my > m.

Sea By = Ker((Ly)c—pi1d) ... ((Li)c—pf Id), dim(Ey;) = my. Tomamos ef, ... ek
base ortonormal de Ejy. Como {e}, ..., mk} C §#n=1 C C"y §? ! es compacto, pasando
a una subsucesion de ser necesario, podemos suponer que ef converge a un e;. Con e; # ¢;
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si i # j por ortogonalidad. Sea E = ({ey, ..., en}). Es claro que dim(E) = m’, pero el
operador lineal ((Ly)c — p41d) ((L)c — p51d) ... ((Ly)c — pf 1d) — (Lc — Ald) cuando
k — oo. Se sigue que Ker(Lc — AId)™ O E lo cual es una contradiccién, ya que

dim(Ker(Lc — Ald)) =m <m/ =dim E. O

Teorema 2.1.14. Los valores propios de L € L(R™) dependen continuamente de L.

Demostracion. Sean {\1, ..., \,} = Esp(L) con multiplicidades ny,...,n, respectiva-
mente y € > 0 de manera que las bolas B.()\;) sean ajenas. Por el Lema 2.1.14, si
Ve = Ul_; Bc(\;) hay 6 > 0 tal que, si ||T'— L|| < dg, entonces Esp(T") C V.. Por otro lado,
para cada \; € Esp(L), por el lema 2.1.15, existe una ¢; > 0 tal que, si || — L|| < ¢,
entonces la suma de las multiplicidades de los autovalores Esp(T') N Bc(\;) es menor o
igual a n;.

Tomamos § = min{dy, 01, ..., &.}. Si||T— L|| < 4, la suma de las multiplicidades de
Esp(T)N B(A;) es menor o igual a n;. Si para algin j la suma total de las multiplicidades
de Esp(T)NB.(\;) fuese menor a n;, la suma de las multiplicidades de E'sp(T") serfa menor
ani;+ne+...n. =n loque es una contradiccion. Por lo tanto se da la igualdad. O

Corolario. (1) Para L € H(R"™), hay V C L(R") vecindad abierta de L tal que, siT € V,
entonces Ind(T) = Ind(L). Donde Ind(L) es el indice de L.

Demostracion. Sea e = min{|Re(\;)| : \; € Esp(L)}. Hay 6 > 0 tal que, paral|T—L|| < 0,
Esp(T) C Ul_;Bc(\;). Por la eleccién de €, Ul_; B.()\;) es ajeno al eje imaginario, por lo
tanto también lo es Esp(T'), si nos fijamos en los autovalores de L que tienen parte
real negativa A1, ... \;, con multiplicidades ny,...,n;. La suma de la multiplicidad de los
autovalores de T en Esp(T)N B;(\;) es n;. Por lo tanto, la suma de la multiplicidad de los
valores propios de T con parte real negativa (Ind(T)) esigual any+---+n; = Ind(L). O

Corolario. (2) L € H(R") <= L es estructuralmente estable. Es decir, los campos
lineales que son estructuralmente estables son los campos lineales hiperbolicos.

Demostracion. =) Por la proposicién 2.1.11, dos campos hiperbélicos son topolégicamen-
te equivalentes si y s6lo si tienen el mismo indice. Por el Teorema anterior, hay V' C L(R™)
vecindad de L tal que, si T € V, entonces Ind(L) = Ind(T). Como H(R™) es abierto,
podemos tomar V' C H(R™). Por lo anterior, V' satisface la definicién de estabilidad es-
tructural para L.

<) Por contra positiva: Supongamos que el campo lineal L no es hiperbélico. Sean
e>0y {A...\} = Esp(L). Ordenados de manera que Ay, ... \; son los autovalores con

parte real no cero. Sea t = (1/2) min{|Re(A\1)], |Re(X2)|, ..., |Re(N)|, e} v T = L +tld,
entonces | — L|| =t <e y Esp(T) ={M +t, ..., \ +t}, por la eleccién de ¢ para
cadai € {1,...,,r} A\ +1t#0.Esdecir, T € H(R").

Por lo tanto L no es estable. [

2.2. Singularidades y puntos fijos hiperbdlicos

En esta seccién buscaremos extender lo aprendido acerca de campos vectoriales linea-
les a campos vectoriales sobre variedades diferenciales. Buscamos, por ahora, clasificar
el comportamiento de la dindamica local. Es decir, dado p € M, saber cuando el sistema
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dindmico es estable en una vecindad de p. Por el Teorema del flujo tubular, o de rectifica-
cién, sabemos que los campos vectoriales son siempre estables en puntos regulares. Falta
entonces estudiar el comportamiento local en singularidades. Teniendo en mente que la
diferencial de una funcién es una aproximacién lineal a ella. Lo primero que podriamos
pedirle a una singularidad es que su aproximacion lineal sea adecuada. Segun lo que vimos
en la seccion pasada, esto motiva la siguiente definicion:

Definicién. Sean X € X*(M) y p € M singularidad. Decimos que p es una singularidad
simple de X si DX (p) : T,M — T,M es invertible. Es decir, DX (p) no tiene al 0 como
autovalor.

Proposicién 2.2.1. Sean X € X*(M) y p € M, con p singularidad simple de X . Existen
N(X) C X¥M), U, € M wvecindades de X y p respectivamente, y p : N(X) — U,
aplicacion continua tales que p(Y') es una unica singularidad simple de Y en U,,.

Demostracion. La idea de la demostraciéon es utilizar el Teorema de la funciéon implicita
para espacios de Banach. Al ser un resultado local, pasando a cartas locales, podemos
suponer M =R", p=0y X € X¥(D"), donde D" = {x € R" : ||z| < 1}.

Sabemos que X*¥ = X*(D") es un espacio de Banach, pues D" es compacto. Sea

@:D"x X" —R" oY) =Y(z)

¢ es de clase C*. Dyp(0, X) = DX(0) : R® — R" es isomorfismo, ya que 0 es singularidad
simple. Como (0, X) = 0, por el Teorema de la funcién implicita hay U C R® y Ny C Xk
vecindades abiertas de 0 y X respectivamente, vy p : Ny — U aplicacién C* tal que
e(p(Y),Y)=0 VY € Ny, y p es tnica con esta propiedad.

Luego: x € U, Y € Ny = <Y(m) =0< pY) = x) Es decir, p(Y) es la tnica
singularidad de Y en U.

Esiste N; C X*(M) vecindad abierta de X tal que VY € Ny DY (p(Y)) es isomorfismo.
Equivalentemente, p(Y') es una singularidad simple de Y. Tomando N(X) = Ny N Ny y
p = p|n. Tenemos que p : N(X) — p[N(X)] satisface la proposicion. O

Sea My C T'M laseccién 0: My = {(p,v) € TM : v = 0}, es claro que M, es difeomorfo
a M.Si X € X¥(M) entonces p € M es singularidad de X si y sélo si X (p) € My.

Proposicién 2.2.2. Sean X € X¥(M) y p € M singularidad de X. Entonces p es
singularidad simple si y solo si X m, M.

Demostracion. Sea ¢ : U — R" carta local centrada en p. Entonces la diferencial
Dp:TU — TR™ = R"” x R” es un difeomorfismo. Sea 75 : R” x R” — R" la proyeccién
en la segunda coordenada. Definimos h = w5 0 Dy o X. Luego:

X M, My <= p es punto regular de h <= Dh(p) : T,M — R" es isomorfismo.

Pero Dh(p) = Dm,(0,0) o D%*p(0,p) o DX (p). Al ser Dm5(0,0) y D?*p(0, p) epimorfismos,
Dh(p) es isomorfismo si y solamente si DX (p) lo es.
Por lo tanto X M, My <= DX(p) es isomorfismo. O

Denotaremos por go(M) = {X € X¥(M) : X sélo tiene singularidades simples }. De
la proposicién anterior se sigue que go = {X € X*(M) : X h My}.
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Proposicién 2.2.3. go(M) es abierto y denso en XF(M).

Demostracion. Mostraremos primero que g es abierto. Al ser M compacto y M, cerrado
en Ty, por el Teorema de transversalidad de Thom, tenemos que A = {f € C*(M,TM) :
f ™ My} es abierto en C*(M,TM). En particular gg = AN X*(M) es abierto en X*(M).

Porbaremos ahora la densidad. Sea X € X*(M). Sea ¢ > 0. Por el Teorema de
transversalidad de Thom, hay Y € C*(M,TM) con ||Y — X|| < e y Y M My. Tomando
m:TM — M 7(p,v) = p la proyeccién a M, puede ocurrir que 7(Y (p)) # p. Es decir
que Y ¢ X¥(M). Al ser 7 continua, existe una § > 0 tal que

|IX=Y|r <0 = ||[7X —7Y]| <e = |ldy —7Y| <e.

Luego, 7Y : M — M. Como Idy, € Dif*(M) C C*(M, M) es abierto, tomando e
suficientemente pequeno, 7Y € Dif*(M). Sea Z = Y(7Y)™\. Asf, nZ = 7Y (xY)~! =
Idys. Por lo tanto Z € X¥(M). Tomando Z cercano a Y, tenemos Z i M. Por lo tanto
Z € go(M) y Z es cercano a X (Y es tan cercano como queramos a X y Z es tan cercano
como queramos a Y'). O

Definicién. Sea X € X*(M) con p € M singularidad de X. Decimos que p es una
singularidad hiperbdlica de X si DX (p) : T,M — T,M es un campo lineal hiperbdlico.

Denotaremos por g; (M) al conjunto de campos vectoriales sobre M que son hiperbdli-
COs.

Proposicién 2.2.4. Si M es compacta, entoncesg, (M) es abierto y denso en X*(M).

Demostracion. Es claro que gi (M) C go(M). Como go(M) es abierto y denso en X*(M),
basta probar que gi(M) es abierto y denso en go(M).

Sea X € go(M) y p1 ...,p. € M sus singularidades, que son finitas por ser aisladas.
De la Proposicién 2.2.1, para cada j € {1,...,r} hay N; C X*(M) vecindad abierta de
X y U; € M vecindad abierta de p;. De manera que i # j implica U; N U; = ), y una
aplicacion continua ¢; : N; — U; tal que:

VgeU; VY € N; Y(q) =0<= ¢;(Y) =p;.

Sea U = U;_1U; y N =nN;_;N;. U ese abierto y por lo tanto M — U es compacto. Como
para cada p € M —U X(p) # 0, existe una > 0 tal que Vp e M — U || X(p)|| > d. Por
lo tanto, si ||Y — X|| < §/2, las tnicas singularidades de Y son ¢1(Y),..., ¢.(Y).

Abierto:

Si X € g entonces DX, es hiperbdlico. Sabemos que el conjunto de los campos
lineales hiperbdlicos es abierto. Luego, hay §; > 0 tal que, si [|[DY (p;(Y))—DX(p:)|| < 6,
entonces DY (¢;(Y)) es hiperbdlico. Tomamos € = min{dy, ..., 4.} . Nos fijamos en la
bola BEM (X)) = {Y € go(M) : |Y — X || < €}. Entonces

Y € NN B&W(X) — Y hiperbélico.

Densidad:

Sea X € go(M). Sea p; = (1/2) min{|Re(A| : A € Esp(DX(p;)) y Re(X) # 0}, con
ie{l,...,r}. Esclaro que u; > 0. Asi, DX (p;) + pi1d es hiperbédlico. Sea p = min{p;} .
Para cada j = 1,...,r tomamos cartas locales ¢’ : V; — Bs(0) centradas en p;, con
V; CUj.

Tomemos ahora una funcién p : R™ — [0, 1] C* que satisfaga lo siguiente:
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e p tiene soporte contenido en By (0).
o p(z) =1 Vz e B(0).

Nos fijamos en @] X, la expresién de X en la carta ¢’/. Es decir, tomando ¢ = (¢’) (),
tenemos que @1 X () = D! (o)1) (X (7)) (x)) = D (q)(X(g)). Definimos

Y M —TM
. X(p) peM-U;,V
P U0 @ ) (HX (W) + ol (p) 1) pEV;

En cartas locales Y = @/ X + up(¢’(p))Id. Por lo tanto DY (p;) = DX (p;) + uld y
Y — X|| < p. Por lo tanto Y € g1 (M) estd arbitrariamente cerca de X. O

Estudiaremos a continuacién los casos paralelos para difeomorfismos.

Definicién. f € Dif*(M), p € M punto fijo de f. Decimos que p es un punto fijo
elemental de f si 1 no es autovalor de df, : T,M — T,M.

Proposicién 2.2.5. Sea M wvariedad diferenciable (no necesariamente compacta). Sean
f € Diff(M) yp € M punto fijo elemental de f. Hay N C Dif*(M) y U C M wvecindades
abiertas de f y p respectivamente, y p : N — U continua tal que, si g € N, entonces p(g)
es el unico punto fijo de g en U, el cual es elemental.

Demostracion. Al ser un problema local, pasando a cartas locales podemos suponer que
M =R" p=0y f € Dif(D"). Sabemos que Dif*(D") es un espacio de Banach. Nos
fijamos ahora en la aplicacién C*

¢ : D" x Dif*(D") — D" o(x,g) = g(x) — .

Notemos que ¢(0, f) = f(0) —0=0 y Dyp(0, f) = Df(0) — Id es isomorfismo, ya que
1 no es valor propio de D f(0). Por el Teorema de la funcién implicita, hay U C R y
N C Difk(D”) vecindades abiertas de 0 y f respectivamente, y p: N — U tnica, tal que
©(p(g),9) = 0. Es decir: Vo € U <gp(m,g) =0& = p(g)). Por otro lado, los valores

propios dependen continuamente de la funcién. Se sigue que existe una d > 0 tal que, si
|| f = gllx <, entonces ||dfy — dg,)|l < y por lo tanto dg, ) no tiene 1 como autovalor.

Asi, restringiendo N a una vecindad mds pequena de ser necesario, p(g) € U es el
Unico punto fijo de g en U, el cual es elemental. [

Consideremos la diagonal A = { (p,p) € M x M : p € M }. El conjunto A C M x M
es una subvariedad de dimensién n = dim(M) difeomorfa a M. Dada f € Dif*(M), esta
induce una aplicacién f : M —s M x M definida por f(p) = (p, f(p)). La imagen de f
es la grafica de f.

Proposicién 2.2.6. Sean f € Dif*(M) y p € M punto fijo de f. Entonces p es un
punto fijo elemental de f si y solamente si f M, A.

Demostracion. Al ser f un difeomorfismo, df, es un isomorfismo, y por lo tanto
dim(7,A) + dim(df,[T,M]) = n + n = dim(7T,(M x M)). Luego:

dim(T,A N df,[T,M]) =0 < f, A
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equivalentemente B N
T,ANdf,[T,M] ={0} < f M, A.
De la definicién de f, es directo que dﬁ[T »M| = T,M x df,[T,M]. Por otro lado, el plano
tangente a A en p estd dado por T,A = {(v,v) € T,M x T,M : v € T,M}. Luego, si
w € T,M Ndf,|T,M] entonces (v,v) = w = (v,df,(v)) y por lo tanto df,(v) = v.
Por lo tanto f, M, A < T,ANdf[T,M] = {0} <= 1 no es autovalor de f. [

Denotamos por Go(M) C Dif*(M) al conjunto de difeomorfismos cuyos puntos fijos
son todos elementales. De la proposicion anterior se sigue que f € Go(M) si y sélo si
f M A. Asi, por el Teorema de transversalidad de Thom, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.7. M compacta = Go(M) abierto y denso en Dif*(M).

Definicién. Sea p € M punto fijo de f € Dif*(M). Decimos que p es un punto fijo
hiperbdlico de f si df, : T,M — T,M es un isomorfismo hiperbodlico. Es decir, df, no
tiene valores propios con norma 1.

Denotaremos por G(M) C Dif*(M) al conjunto de los difeomorfismos cuyos puntos
fijos son todos hiperbdlicos.

Teorema 2.2.8. M compacta = G1(M) es abierto y denso en Dif*(M).

Demostracién. Como G1(M) C Go(M), al ser Go(M) abierto y denso en Dif* (M), basta
probar que G1(M) es abierto y denso en Go(M).

Sean f € Gy y p1,..., pr € M sus puntos fijos (finitos debido a que M es compacto
y los puntos fijos elementales son aislados). Por la Proposicién 2.2.5 hay Uy, ..., U, C M
abiertos, con p; € U;, Ny, ..., N, C Difk(M) vecindades abiertas de f,y p;: N; = U;

aplicacién continua tales que Vg € N; p;(g) € U; es el unico punto de g en U;, el cual
es elemental. Tomamos N = U,<,N; v U = U<, U;. Al ser M — U compacto, hay
d > 0 tal que si || f — g|lx < ¢ entonces g no tiene puntos fijos en M — U. Por lo tanto,
tomando N suficientemente pequeno, g € N implica que g tiene como unicos puntos fijos
pi(g), -, pr(g).

Abierto:

Supongamos f € G1(M). Como los autovalores dependen continuamente de la funcién,
hay d; > 0 tal que, si || f — g|[x < &;, en particular ||df, — dg,,)|l < 0; entonces dg,,(4) no
tiene valores propios de norma 1. Tomamos § = min{J; : 1 < ¢ < r}. Si nos fijamos en la
bola Bs ={g € Go(M) : ||f — g|l < é}. Entonces N = B; N N es una vecindad abierta
de f v N CGy(M).

Denso:

Supongamos f € Go(M). Si u € R es suficientemente pequeno y p; € M es punto fijo
elemental de f entonces (1 —u)df, no tiene autovalores de norma 1. Asi, para cada p; € M
punto fijo de f, sea (p;,V;) carta local centrada en p; con ¢;[V;] = B3(0) y V; C U;. Sea
¥ : B3(0) — R funcién C™ con soporte contenido en B,(0) y ¥|B,(0) = 1. Definimos

g: M — M
P 90{1([1 — uw(%(p))}%(f(p)) peV;

g tiene como puntos fijos los mismos que f, pero dg,, = (1 —u)df,, , y ||f —g|| < w. Por
lo tanto ¢ es un difeomorfismo hiperbdlico y esta arbitrariamente cerca de f. O
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2.3. Estabilidad local

El teorema principal de esta seccién, el Teorema de Grobman-Hartman, nos dice
que en la vecindad de puntos fijos hiperbdlicos el comportamiento del sistema dinamico
es indistinguible de la aproximacion lineal dada por la diferencial en ese punto. En el
sentido de que, por lo menos localmente, son topoldgicamente equivalentes. Dado que ya
conocemos el comportamiento de los campos e isomorfismos lineales hiperbdlicos, esto nos
ayuda a clasificar los sistemas dinamicos hiperbdlicos localmente de acuerdo a su parte
lineal.

Para demostrar el Teorema de Grobman-Hartman necesitaremos de los siguientes
Lemas:

Lema 2.3.1. Sean E espacio de Banach y L,G € L(E,E). Si hay a € R tal que ||L|| <
a <1yG esunisomorfismo con norma ||G7'|| < a < 1 entonces se satisface lo siguiente:

1) Idg + L es isomorfismo y ||(Idg + L) || < 1/(1 — a).

2) Idg + G es isomorfismo y ||(Idg + G)7Y| < a/(1 — a).

Demostracion. 1) Seay € E 'y p: EF — FE dada por p(r) = y — Lz. Entonces
p(x1) — p(we) = Lag — Ly = L(xy — x1). Por lo tanto

(1) = p@a)|| = [|L(z2 = )] < ILfl[[z2 = o] < a@f|zy = 2] < [lwe — ]

Se sigue que g es una contraccién, por lo que g tiene un unico punto fijo z, € E el cual
satisface ©, = pu(zr) = y — Lx,. Despejando obtenemos z, + Lz, = y. Esto para cada
y € E, lo que prueba la biyectividad de Idg+ L. Luego, Idg+ L es un isomorfismo. Ahora,
tomando y € F de norma 1 y x € E tal que (Idg + L)™'y = x, entonces v = y — Lx
satisface

el = lly = Ll < {lyll + | Ll < T+ [ LlHl2]] < 1+ aljz]]

despejando, obtenemos que ||z|| — al|z|] < 1 por lo que ||z|| < 1/(1 — a). Por lo tanto
I(dg + L)' < 1/(1 = a).
2) Idg + G = G(Idg + G™1). Dado que |G| < a < 1, por la parte 1), Idg + G™" es
isomorfismo con ||(Idg + G™')7|| < 1/(1 — a). Luego:
_ -1
1(de + G = [(Gde + &) 7")
= [(1dg + GG
a
< 1 + G o) <

Sea CP(R™) ={ f: R™ = R" : || f|lsup < m} para algina m € R.

Lema 2.3.2. Eriste una ¢ > 0 tal que, si ¢1, ¢p2 € CP(R™) tienen constante de Lipschitz
menor o igual a €, entonces hay h : R® — R™ homeomorfismo que satisface la igualdad

h(A+ ¢1) = (A+ ¢o)h, donde A es un isomorfismo hiperbdlico.
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Demostracion. Notemos primero que, si h = Id + u, entonces:

(Id +u)(A+ ¢1) = (A+ ¢2)(Id + u)
IdA + 1d¢; + u(A + ¢1) = Ald + Au + ¢o(Id + u)
A+ ¢ +u(A+¢1) = A+ Au+ ¢o(Id + u)
( ) =¢1— ¢2(Id+ u)

Sea L : CP(R") — CP(R") Lu = Au — u(A + ¢1). Veamos que L es invertible. Al ser
A homeomorfismo, podemos escribir Lu = A(u — A7 'u(A + ¢,)). Basta mostrar que
L*u=u— A"'u(A+ ¢1) es invertible.

Al ser A isomorfismo hiperbdlico, podemos separar R™ en E*, E*, la parte estable
e inestable de A. Entonces C'(R", E*), C3(R", E*) son invariantes bajo L*, por lo que
podemos escribir L* = (L*)* @ (L*)*, donde (L*)* = L*|ps y (L*)" = L*|g«. Si tomamos
e suficientemente pequenio A + ¢; es invertible, ya que

[@o]] = sup{ [|goo] : flvl} = 1} < sup{effo]l - [[o] = 1} =€

Por lo tanto H : CY(R"*, E*) — C}(R", E?) , dada por H(u®) = (A%)"'u*(A + ¢1), es
invertible con inversa H '(u®) = (A + ¢1) 'uA®. Si ||uf]] = 1. Como ||4] < a < 1,
también se da que ||H || < a. Es decir, H ! es una contraccién. Por la parte 2) de Lema
anterior (L*)® = Id+ H es invertible y ||(L*)*|| < a/(1—a). Por la parte 1), (L*)* también
es invertible y ||(L*)* || < 1/(1 —a). Luego L* es invertible y por lo tanto también lo es
L. Tenemos la siguiente desigualdad:

(N

Au—u(A+ ¢y

L = zytay < L2

Definimos ahora p : CP(R") — CP(R™) por p(u) = L<¢1 — ¢o(Id + u))

1A~

I(ar) = ps)| = 12 (1 = 921 —2)) — £(6n — 201 = w)) | < Py )

Si tomamos € < (1 —a)/||A™Y|, # es una contraccién, por lo que tiene un tnico punto fijo
u € CY(R™) que satisface la ecuaciéon

Au—u(A+ ¢1) = 91 — go(Id + u)
Por lo que ya vimos, esto implica que u también satisface la ecuacion
(Id +u)(A+¢1) = (A+ ¢2)(Id + u)

Sélo falta ver que Id + v es un homeomorfismo.
Aplicando el mismo procedimiento que utilizamos para encontrar u, podemos encon-
trar v € C°(R™) tinica que satisface:

(A4 ¢)(Id +v) = (Id 4 v)(A + ¢2)

Veamos que (Id+v)(Id+u) = (Id4u)(Id4v) = Id, para esto notemos que (Id+u)(Id+wv)
satisface:

(Id + ) (Id + v) (A + ¢3) = (Id +u)(A + ¢1)(Id +v) = (A + ¢2)(Id + u)(Id + v)
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Por otro lado
(Id + w)(Id +v) = Id + v + u(Id + v)

y como v + u(Id + v) € CP(R™), por la unicidad de la solucién a la ecuacién
(Id + w)(A + ¢2) = (A + ¢2)(Id + w)
cuya dnica solucién es w = 0, obtenemos que v + u(Id + v) = 0, y por lo tanto

(Id+u)(Id+v)=1d y (Id4+v)(Id +u) = 1d

Por lo tanto Id + u es un homeomorfismo que conjuga A+ ¢; y A+ ¢s. [

Por lo visto en la primer seccion de este capitulo, si A es un isomorfismo hiperbdlico
hay una descomposicién de R" = E* @ E* y ||.|| norma de R™ tales que A® = A|gs,
A" = A|pu satisfacen que [|A%|| < a <1y |[(A*)7!]] < a < 1. Asi podemos descomponer
CYR™) = CY(R™, E*) & C)(R™, E“). Si f € C)(R™) y 75, m, son las proyecciones a E*
y E" respectivamente entonces, f = w0 f + 7,0 f = fs+ f, con f, € CQ(R", E*) y
fu € CYUR, EY).

Lema 2.3.3. Sean A = df,, con p punto fijo hiperbdlico de f € Dif*(R™).

Para cada € >0 hay U CR"™ y ¢ € CP(R™) tal que ¢ es Lipschitz con constante € y
(A+o1)lv = flu-

Demostracion. Sea ¢ = f— A : R" — R™ con ¢(0) = 0 y dpy = 0. Tomamos
a:R— R C* que cumpla:

a(t) =1 Vt € By »(0)

« tiene soporte contenido en By (0).

e VieR aft) >0

VteR ||o/(t)] <k conk > 2

Dado € > 0 hay 6 > 0 tal que Vz € Bs(0) ||dp.| < €/2k.
Definimos ¢(z) = a(||z|/6)p(z). ¢ satisface:

1) Vo ¢ Bs(0) ¢(x) = 0. Es decir, ¢ tiene soporte contenido en Bs(0).
2) Vx € Bs/2(0) ¢(x) = p(x). Es decir fy A+ ¢ coinciden en Bys/2(0).
3) ¢ tiene constante de Lipschitz menor a €.

1) y 2) se dan debido a que: z ¢ B;(0) = «a(||z||/6) =0 y @ € Bs2(0) = o||z]|/d) = 1.
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Para probar 3), lo dividimos en tres casos. Si tomamos x1, xo € Bs(0), entonces

() — o)l = (120 o) — a (12 (e

<o () o) - a (B2l gy

N ||a(||$52”>g0(x1) _ a(llsi52||>¢($2)||
= (20— o (B2t + o) - etiia (1220,

|71 — 2] ||
< \|O/(01)H—5 |zl Dell + [[21 — l‘zHHDSOH—(; e (c2)]
|x1 — 22| <6) (e)
< izt P2l = _ —
S k50 gp) F e —aall(5p )k
= ¢€l|z1 — x|

Si z1 € Bs(0) pero xs ¢ Bs(0), de manera similar calculamos:

() — ofa)l < o (D) a2y oan)) + o) - otmpiia(1220))
= o (M0) o (B2l oanyp + 0

€
< o — zall = ey — o]

Si x1, xy ¢ Bs(0) entonces

[@(1) = d(22) || = 0 < €f|lzy — x|
Con lo que terminamos la prueba. ]

Teorema 2.3.4 (Teorema de Grobman-Hartman). Sean p € M punto fijo hiperbélico
de f € Diff(M) y A= Df(p): T,M — T,M.

Hay V, € M y U, C T,M vecindades abiertas de p y 0 respectivamente, y
h: Uy — V, homeomorfismo tal que hA = fh. Es decir, A en 0 es localmente conjugado

a f enp.

Demostracion. Pasando a cartas locales podemos suponer ; f : R — R" y 0 € R”
punto fijo hiperbdlico de f. Entonces dfy : R — R” es un isomorfismo hiperbdlico.

Sean ¢ y U C R" tales que A+ ¢|y = f|y v ¢ tiene constante de Lipschitz menor a e.
Por el Lema 2.3.2, Ay A+ ¢ son conjugados. Es decir hay A : R" — R" homeomorfismo
tal que hA = (A+ ¢)h

Por lo tanto Vo € U  hA(z) = fh(x). O]

Observacion. En el Lema 2.3.2; la conjugacién entre A + ¢ y A + ¢ es unica a una
distancia finita de la identidad. Ignorando esta condicién, dada ¢ : R — R contraccion,
con ¢(0) =0, (1) =a >0y ¢(—1) =b < 0.Sih:[-1bU]Jal] — [-1,b] U]la,l1]
con h(—=1) = —1, h(b) = b, h(a) = a y h(1) = 1, extendemos h a h : R — R por
h(z) = ¢ "hg"(z) con n € N tal que ¢"(z) € [~1,b] U [a,1]. Entonces hp = ph para
cada homeomorfismo h.

Por lo mismo, la extensién A + ¢ de f no es tnica.
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Proposicién 2.3.5. Sea A € L(R") isomorfismo hiperbdlico.
30 >0VB € L(R") ||A— Bl <0 = B en 0 es localmente conjugado a A en 0.

Demostracion. Sean o = B— A € C)(R") y «a: R — [0,1] funcién auxiliar con soporte
contenido en By(0), constante 1 en By (0 y derivada acotada por k > 1.

Dada € > 0 hay § > 0 tal que, si z € Bs(0), entonces ||dp,| < €/2k.

Definimos ¢(z) = a(||z|/§)¢(z). El mapeo ¢ satisface lo siguiente:

1) Vo € Bs(0) Bx = (A+ o)z
2) Va ¢ Bys(0) ¢(z) =0

3) ¢ tiene constante de Lipschitz menor a e

La prueba de lo anterior es andloga a la del Lema 2.3.3.
Por lo tanto Por el Lema 2.3.2 B y A + ¢ son localmente conjugados en 0. ]

Teorema 2.3.6. Sip € M es punto fijo hiperbolico de f, entonces f es localmente estable
en p.

Demostracion. Por la Proposicién 2.2.5. hay N C Dif*(M) y U C M abiertos, con
feN ypeU,yp: N — U continua tal que Vg € N p(g) € U es el tinico punto fijo
de g en U, el cual es hiperbdlico.

Por la proposicién anterior, tomando N = N N {g € Dif*(M) : || f — g|l, < 6}, donde
0 > 0 satisface que:

1Dg(p(g)) — Df(p)|| <0 = Dg(p(g)) en 0 es localmente conjugado a D f(p) en 0

Por el teorema de Grobman-Hartman, f en p es localmente conjugado a Df(p) en 0 y
g en p(g) lo es a Dg(p(g)).
Por lo tanto Vg € N g es localmente conjugado a f. ]

Lema 2.3.7 (Desigualdad de Gronwall). Sean u, v : [a,b] C R — R funciones
continuas no negativas. Si existe una o > 0 tal que u( ) <a+ f v(s)ds Vt € [a,b]
entonces u(t) < vea v(s)ds

Demostracion. Sea w : [a,b] — R definida por w(t) = a + f v(s)ds. Supongamos
primero que o > 0.1 Como u, v son no negativas, se sigue que Vt E [a b w(t) > 0. Por
otro lado:

() = ulo(®) < wit(t) — LU <o) = /t w/(s)dsg/tv(s)ds

w(s)

Pero [, w'(s)/w(s)ds = In(w(t)) — In(w(0)) = In(w(t) /w(0) = In(w(t)/a). As,

t ! ‘
ln<w> S/ v(s)ds < —) < eluv@ds oy w(t) < aelav)ds
Q a
Dado que u(t) < w(t) entonces u(t) < cela v(s)ds
Si @ = 0, por el caso anterior, para cada o > 0 w(t) < f s)ds < a+
f u(s)v(s)ds. Por lo tanto u(t) < delav®)ds Tomando a = e/ef v S)ds, tenemos que
Ve > 0 u(t) < e, se sigue que u(t) = 0. O
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Lema 2.3.8. Sea Y € X¥(R") con Y(0) = 0.

S1'Y satisface una condicion de Lipschitz menor a K, entonces el flujo de Y estd
definido en todo R x R™ y [|Yi(z) — Yy(y)| < K|z — ).

Demostracion. Lo demostraremos por contradiccién. Sea x € R™, supongamos que el flujo
en z estd definido en (a,b) con b < co. Sea ¢ : (a,b) — R™ curva integral por z,

o(t) =2+ / Y (ip(s))ds

Parat >0

oo < il + [ 1Y (oD s < il + [ Kot

Por la desigualdad de Gronwall, tomando u(t) = ||o(t)||, v(t) = K y «a = ||z||, se sigue
que [[p(t)]| < [lflefo Ko = |z eXt < [[z]leX?. Por lo tanto ¥t > 0 [lp(t)]| < [ll|e™".

Sea {t,} — b sucesién, entonces {¢(t,)} es una sucesién contenida en la bola de radio
|lz||e®?, que es compacta. Por lo tanto podemos suponer, pasando a una subsucesién de
ser necesario, que {p(t,,)} es convergente. Sea y = lim, . ¢(t,), para mostrar que y
no depende de la sucesién escogida, tomemos {s,} C (a,b) sucesiéon que converge a b,
entonces

l(tn) — @(sa)ll < llll[tn — snl

pero
hmt—hmsn—b:>hm|t — s,/ =0

n—oo n—oo

Luego, h,mn—wo”g[)(tn) - @(&L)” = 0 y por lo tanto lim, 90<tn) = lim,, o0 80(871)' As,
podemos extender p al intervalo (a, b] tomando ¢(b) = y, lo que nos lleva a una contradecir
el hecho de que ¢ era curva integral maximal. Luego b = co y de manera andloga a = —oo0.
Es decir, el flujo esta definido en todo R x R".

Usando la desigualdad de Gronwall:

IYi(@) - Vi) < le—yl+ / 1Y (Ya(2))— Y (Yal))llds = oyl + / K||Ya(2)~Yi(y) |ds

tomando u(t) = [|[Yi(x) — Yi(v)||, v(t) = K y « = ||z — y|. Como thsSKt,
0
concluimos que:
IYe(2) = Yiw)l| < |z — ylle™

Lema 2.3.9. Sea X : V CR" — R" campo C* con X(0) =0 y L= DX(0).
Para cada € > 0 hay Y € X*(R") que cumple:

1) Y tiene constante de Lipschitz acotada por K < oo, por lo que el flujo de Y estd
definido en todo R x R™.

2) Y =L fuera de B;(0), donde |l € R es positivo.
3) HiyU CV tal que 0 €U y Y|y = X|p.

4) SiYy = L+ ¢ entonces IM > 0 tal que ||¢¢]| < MVt € [-2,2] y ¢ tiene
constante de Lipschitz menor a €



60 CAPITULO 2. ESTABILIDAD ESTRUCTURAL LOCAL

Demostracién. Sea ¢ : V — R" funcién C* tal que ¢(0) = Dy(0) =0y X = L + 1.
Tomamos o : R — R funcién auxiliar con soporte contenido en B;(0) y de manera que
Vt € By2(0) aft) = 1.
Para cada d > 0 hay un [ > 0 tal que 9|p, (o) tiene constante de Lipschitz menor a é.
Sea ¢(x) = a(||z]|)¥(z), ¢ satisface:

e ¢ coincide con 9 en By5(0).

e ) = 0 fuera de B;(0).

Definamos Y = L+ ¢. Como L y ¢ tienen constante de Lipschitz, también la tiene Y,
por lo que Y cumple la primer condicién. ¢ se anula fuera de B;(0), por lo tanto Y = L

fuera de B;(0), es decir, satisface 2). Tomando U = B;»(0), Y satisface 3). Por lo que
sélo falta verificar que se satisface la cuarta condicién.

Sean z,y € R™. Sabemos que Vt € [-2,2] ||Yi(z)—-Y:(v)|| < [[z—y|[e*X. SiY; = Li+¢;
entonces

Li(w) —z = /OtL(Ls(x))ds: /Oth(x)—gzss(x))ds: / Liges - / Lo
Por lo tanto
¢i(x) = Yi(z) — Li(2)
:/Ot(Y(YS(x))ds —/OtL(}Q(x))d8+/0tL(¢s($))d3
= [0 = ponas + [ Lounas
- /0t¢(}g(x))ds+/otL(¢s(ﬂf))dS

Se sigue que:

610 = éxtl <1 [ (90Yite) = ovu) sl 41 [ L(6n(0) - ()]
< [ aIvite) = viwlds+ [ zllonte) = olas
< 2l =yl + [ L on(e) = o.()lds

Utilizamos ahora la desigualdad de Gronwall para obtener la siguiente desigualdad:

6e(y) — de(y)|| < 20|z — yl|e* I

con t € [—2,2]. Si tomamos 0 < ¢/(4e2Ke2IEl) | Tlegamos a que

€ €
"(bt(x) - th(y)H < 25€2K”$ - yH + 2(562K€2HL””$ — yH < W + 5 <€

Es decir, ¢ tiene constante de Lipschitz menor a ¢, con lo que terminamos la prueba. [J
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Teorema 2.3.10 (Teorema de Grobman-Hartman para campos vectoriales). Sea 0 € R™
singularidad hiperbdlica de X : V C R™ — R", denotamos L = DX(0).
X es topologicamente equivalente a L en 0.

Demostracion. Sea Y € XF(R") campo dado por el Lema 2.3.9. Sea U C V vecindad
abierta del 0 con Y|y = X|y. Entonces DY (0) = DX (0) = L'y DY;(0) = L; = e*, por lo
que el difeomorfismo Y; = Ly + ¢ tiene a 0 como punto fijo hiperbdlico. Como ¢, tiene

constante de Lipschitz menor a ¢, por el Lema 2.3.2. hay h : R® — R™ homeomorfismo
tal que hY; = Lih.
Definimos

H:R"— R"
1
T — / L_,hY,dt
0
H es continua. Veamos que Vs € R HY,; = L H, equivalentemente Vs € R L_ ,HY, = H.

Supongamos primero que s € [0, 1], entonces:

1

1
L / L_hY;dt)Y, = / L onhYrpudt
0 0

Bajo el cambio de variable u =t + s — 1, tenemos que:

1 s
/L—(t+s)hY2+sdt:/ L—(u+1)hYu+1dU
0 s—1
0 s
= / L_(us1yhYuyrdu + / L_y(L_1hY1)Y,du
s—1 0

1 s
= / L_,hY, dv + / L_,hY, dv
s 0

1
:/ L_,hY,dv=H
0

Sabemos que L_1hY; = h. Supongamos L_,hY, = h, entonces
L_(niyhYyyn = Ly L_,hY, Y1 = L_1hY, = h
Por induccién llegamos a que Vn € N L_,hY, = h.

Supongamos ahora que s € R, entonces hay n € Z y s € [0, 1] tales que s =n + s.

1
LotniaHYis =L, / LWL hYY,dt)Y,
0

/N

1
— I, / L,tL,nhYnYtdt)n
0

_ L_S< /O 1 L_thYtdt>Ys

=L HY,=H

S

Por lo tanto Vs € R HY; = L H, en particular HY; = L H. Por otro lado, notemos que
|Id—H| = ||f01 L_ihYydt|| < oo. Luego, h = H. Luego, H es homeomorfismo que conjuga
X con Y en U. Por lo anterior, Y es topolégicamente equivalente a L en 0. Concluimos
que X en 0 es topoldgicamente equivalente a L en 0. O
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2.4. Clasificacion local

Hemos probado ya que el conjunto de campos hiperbélicos g; (M) C X*(M) es abier-
to, denso y que { campos localmente estable } C g;(M). Por la seccién anterior, sabemos
que si p € M es una singularidad hiperbdlica de X, entonces X es topolégicamente
equivalente a DX (p) en p. Luego, para entender el comportamiento topolégico de las
orbitas de X en una vecindad de una singularidad hiperbélica, basta describir el compor-
tamiento de la diferencial DX (p). Consideremos entonces los campos lineales hiperbdlicos:
Lo, Ly, ..., L, € L(R™) tales que L; tiene indice i y matriz asociada:

~Id; 0
LZ"( 0 Idn_i>

donde Id, € GL(R") es la matriz identidad de r x r. Si L € L(R") tiene indice i, L es
conjugado de L;. Tenemos asi clasificados los campos lineales hiperbdlicos, representados
por los campos L;.

Sea X¢ : B1(0) = R" X¢(x) = (1,0,0,...,0) = e; campo constante.
Teorema 2.4.1. Sea X € g1(M) yp € M entonces:

1) Sip es punto reqular de X, entonces X en p es topologicamente equivalente a X¢
en 0.

2) Sip es singularidad de X con indice i, entonces X en p es topoldgicamente equiva-
lente al campo L; en 0.

Demostracion.

1) Es el teorema del Flujo Tubular.

2) Por el Teorema de Grobman - Hartman X en p es topolégicamente equivalente a
DX (p) en 0, pero DX (p) en 0 es topoldgicamente equivalente a L; en 0.

Por lo tanto X en p es topologicamente equivalente a L; en 0. O]

Asi, hemos terminado de clasificar el comportamiento local de los campos hiperbdlicos.

Ahora consideremos Dif*(M). Sabemos que el conjunto de difeomorfismos hiperbélicos
G, (M) C Dif*(M) es abierto y denso.

Por el Teorema de Groman - Hartman, para clasificar G1(M) basta clasificar los
isomorfismos lineales hiperbélicos.

Proposicién 2.4.2. Sea A € L(R™) un isomorfismo hiperbdlico. Eziste un € > 0 tal que
VB € L(R"), si |A— B|| <€, entonces B es conjugado de A.

Demostracion. Por la Proposicién 2.3.5. Existe un € > 0 tal que, si [|A— B|| < €, entonces
Ay B son localmente conjugados. Es decir, hay h: U CR" — V C R"” homeomorfismo
tal que Ah = hB en U.

Sean E%, E% los espacios estable e inestable de A respectivamente, y E3, E} los
espacios estable e inestable de B respectivamente.

Sean V* = E5NV, V¥ =FEyNV, U*=FE;NU y U*= E},NU. Por continuidad
RS 2 US — VS h*: U — VY y h = h®dh" Ahora, como A° y (A*)"! son
contracciones, dado z° € E} existe un n € N tal que (B*)"(2°) € U®, y para z* € E},
existe m € N tal que (B*)"™(2") € U".
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Extendemos h a todo R = Ef @ EY de la siguiente manera:

ne By — B
¥ — (A%)"h(B*)"z

n*: EY —s EY

Estas definiciones no dependen de la eleccién de m y n. Ya que Ah = hB en U. Es claro

que e extiende a h® y h" extiende a h". Definimos h = h® @ h*. Entonces h extiende a
h. Como Ah = ASh® @ AuhY

AT — As((As) "h(B®)" ) s _ <(As>—(n—1)h(Bs)n—1>BsI_s — 1B
Anéalogamente
At = A" (A" R(B") ™ )a* = (A%  RB= D) Brat = BB

Luego B B _ _ B B
Ah = A°h® © A*R* = h°B° © h*B" = hB

Por lo tanto A y B son conjugados. O]

Proposicién 2.4.3. Sean A, B € L(R™) isomorfismos hiperbdlicos.
A es conjugado de B si y solo si A® es conjugado de B® y A" es conjugado de B™.

Demostracion. =) Sea h : E} & E}, — E% & EY homeomorfismo tal que Ah = hB,
equivalentemente h~'Ah = B. Entonces, dados * € E% y z* € E%, por continuidad
Iim (h~'A"R)(2%) = lim (h"'Ah)"2* = lim B"2® =0

n—oo n—oo n—oo

lim A 'A"h(z*) = lim (h"'AR)"z" = lim B"2" =0

n——oo n——oo n——oo
E%E%%EZ y h|E%EE—>EZ

Sean h® = h|ps y h" = h|gy. Se sigue que h°B°r® = hBx® = Aha® = A*h°x® y
h*B"z" = hBx" = Ahx" = A*h"z". Por lo tanto A®* y B?® son conjugados, al igual que
A%y B™

<) Sean h®: Ej — E5 y h*: EY% — E% homeomorfismos tales que A’h® = h®B*
y A“h* = h*B". Definimos h = h* ® h*. Si x € R con x = z° 4+ 2" entonces

hBx = h*B’x® + h"B"z" = A°h°x® + A"h"x" = Ahx
Por lo tanto A y B son conjugados. O]

Lema 2.4.4. Sihay o : [0,1] — { A € L(R") : A es isomorfismo hiperbdlico } trayectoria
continua que une Ay con As, entonces Ay es conjugado de As y por lo tanto tienen el
mismo indice.

Demostracion. Por la Proposicién 2.4.2, para cada C' € «[0, 1], existe e > 0 tal que,
para cada B € L(R"), si |B — C|| < €c, entonces B es conjugado de C. Al ser «[0, 1]
compacto hay €, ..., €. tales que, ordenados adecuadamente, satisfacen:
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b Uigr Bev(cl) 2 Oé[07 1]
b BEi—1(Ci—1) n Bﬁz(oi) 7é @

Tomamos 0 =ty < t; < ... < t, =1 con a(t;) € B, ,(Ci—1) N B, (C;). Cada a(t;—1)
es conjugado a a(t;). Por transitividad de la conjugacion A = «(ty) es conjugado a
B = a(t,). O

Proposicién 2.4.5. Sean Ay, Ay € L(R™) isomorfismos hiperbdlicos con matrices

1/2 ~1/2
0 1/2 ) 4, — 1/2 |
1/2 1/2

Sea A € L(R™) un isomorfismo hiperbolico de indice n. Si det(A) > 0 entonces A es
conjugado a Ay. En caso contrario, si det(A) < 0, entonces A es conjugado a As.

Demostracion. Sea A € L(R") isomorfismo lineal. Por la proposicién 2.4.2. hay V' C R”
abierto tal que VB € V' A es conjugado de B. Como las funciones lineales diagionalizables
son densas en L£(R™), podemos suponer A diagionalizable, con matriz

A

H1

Ius//
By

Bs///

S eonfi£0 vt g <L

Construiremos «; : [0,1] — GL(R") y ay : [0,1] — GL(R™) trayectorias continuas
tales que a1(0) = A, ai(1) = az(0) vy as(l) = A;. De manera que Vt € [0,1] «y(t)
y as(t) son isomorfismos lineales. Por el Lema 2.4.4, esto basta para mostrar que A es
conjugado a A;.

donde —1 < )\, <0,0<pu; <1y Bl-:(

Sean )
Ai(t) = ;—t + (1=t 0> N1) > -1
1
pi(t) = ﬂ"i_(l_t)ﬂi 0 < pu(t) <1

sen(w;t)  cos(w;t) Bi o

cos(w;t) —sen(wit)> (ai —5i> teo,1]
B;(t) =
32t = 1) +2(1 = t)\/ai + 57 0 ) t ek

(]

0 T2t —1)+2(1 —t)\/a? + 7
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donde w; € [0, 27] es tal que cos(w;/2) = a;/(a? + 3?) vy sen(w;/2) = —B:/(a? + B?).
Notemos que, parat € [0,1/2], ||B|| = ||Bi(t)]| v 0 < 3(2t—1)+2(1—t)y/aF + 5% <
1. Definimos ahora

A1 (t)

st (t)
Bi(t)

BS/// (t)

oy satisface que a4 (t) = A, ay(t) es isomorfismo hiperbdlico para cada t € [0,1] y

—1rd, 0
= (5" 0
ot Wsl+s

Por la continuidad de det : GL(R") — R, y dado que Vt € [0, 1]det(ay(t)) # 0, se
sigue que det(ay(t)) > 0 siy sélo si det(A) > 0, pero det(ay(t)) > 0 siy sélo si s' es par.
Por lo tanto det(A) > 0 si y sélo si s es par.

Supongamos det(A) > 0. Definimos

M(t)

—17d, 0 ) .
as(t) = 2 7 :
2(1) ( 0 Idgryom M(t)

Ids”—l—s”’

cosmt —senmt
senmt  coswt
-1/2 0 cosmt —senmt :
H( 0 _1/2> (senwt cos rt )H = 1/2 para cada t € [0, 1], entonces ay(t) es iso-
morfismo hiperbdlico para cada t € [0,1]. Por el Lema anterior, det(A) > 0 implica A
conjugado a A;.

donde M(t) = ) Luego, a2(0) = a4(1), as(l) = A; y, dado que

Si det(A) < 0, entonces s" es impar y ' — 1 par. Seal =5 — 1y

1
-1 M(t)
(0%)) (t) = —%Idl ..
%_[d8//+81// M(t)
IdS//+S///

De manera andloga al caso det(A) > 0, para cada t € [0,1] ay(t) es isomorfismo hi-
perbdlico, a(0) = (1) y aa(1) = Ay. Por el Lema anterior, A es conjugado a A;. O

Corolario. Sea A € L(R™) un isomorfismo hiperbélico de indice 0. Si det(A) > 0,
entonces A es conjugado a Ay. En caso contrario, si det(A) < 0, entonces A es conjugado
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a Ay. Donde es conjugado a Ay si det(A) >0 0 a Ay si det(A) < 0 donde

2 -2

Demostracion. Como A es de indice 0, A~! es de indice n. Notando que
(_1)i+1

(A;)7' =

1
2

N

1
2

Y dado que det(A) tiene el mismo signo que det(A~!). Por la proposicién, tenemos que,
si det(A) > 0, entonces A~ es conjugado a A;'. Se sigue que A es conjugado a A;. El
caso para det(A) < 0 es andlogo. O

Sabemos que los difeomorfismos estructuralmente estables son, necesariamente, di-
feomorfismos cuyas singularidades son todas hiperbdlicas. Por el Teorema de Grobman-
Hartman, un difeomorfismo hiperbdlico es localmente conjugado a su parte lineal, la cual
es un isomorfismo hiperbdlico. Asi, basta describir el comportamiento de los isomorfismos
hiperbdlicos en una vecindad del origen.

Terminamos esta seccién clasificando el comportamiento de los difeomorfismos en la
vecindad de una singularidad hiperbdlica.

Teorema 2.4.6. Sea f € Dif*(M) con p € M punto fijo hiperbélico de f.

f en p es localmente conjugado en 0 a uno de los isomorfismos lineales Ag € L(R™).
Donden=dim(M), 0<i<n y 1<j<A4

2 )
2 2
Ag=Ap = , A% = AL =
2 2
Lrd. 0 _% 0 0
A = <20 " 214 ) A=1 0 glding
n 0 0 2Id,_;
—1 0 0 0
1rd, 0 0 2
2° ™ 174
U 0 41 0 iIdi, 0 0
l 0 0 2Id,_, l ) , —2 )
n—iml 0 0 0 2Id, ;4

N |—
N =
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Demostracion. Por el Teorema de Grobman-Hartman, f en p es localmente conjugado a
A =df, en 0. Si A tiene indice 7, descomponiendo A = A® @ A", por la proposicién 2.4.5

(/1
2
1
2 det(A®) >0
1
A® es conjugado a . 2
Ly
2 det(A%) <0
1
\ 2
( (2
2
det(A™) >0
. 2
A" es conjugado a 5
2
det(A*) <0
2
\

Luego, por la Proposicién 2.4.3, concluimos que

Al det(A®) > 0, det(A")

A?  det(A%) < 0, det(A*) > 0
(4%) (A")
(4%) (A")

A3 det(A%) > 0, det

7

A% det(A®) <0, det

7

A es conjugado a

2.5. Variedad estable e inestable

Un isomorfismo hiperbdlico A separa R™ en dos subespacios vectoriales, R" = E*@® E".
De manera que A®* = A|gs es una contracciéon y A* = A|gu es una expansién. Asi, podemos
caracterizar estos subespacios como E* = {z € R" : lim,_,,, A"(z) = 0}, andlogamente
E* ={z € R": lim,,_ - A"(z) = 0}. Por otro lado, sabemos que si p es una singularidad
hiperbélica de f € Dif* (M), entonces f es localmente conjugado a su parte lineal df,.
Por lo que es de esperar que las érbitas cercanas a p tengan un comportamiento similar.
Es decir, buscamos extender los subespacios £° y E" a subvariedades W?*, W* C M. De
manera que, si h conjuga df, y f, entonces h conjugue E° con W* y E" con W?.

Definicién. Sea f € Dif*(M) con p € M punto fijo hiperbélico de f. La variedad estable
de f en p se define como el conjunto Wi(p) = {q € M : p € w(q) }. Andlogamente
definimos la variedad inestable de f en p como el conjunto Wi(p) ={q € M : p € a(q) }.
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A lo largo de esta seccion justificaremos el nombre de variedad estable e inestable de
estos conjuntos. Mostraremos primero, utilizando el Teorema de Grobman-Hartman, que
son variedades topoldgicas. Por desgracia Grobman-Hartman no nos basta para mostrar
que son subvariedades diferenciales de clase C*. Analizaremos la estructura de Wip) vy
Wi (p) en una vecindad de p, y como son afectados bajo perturbaciones del difeomorfismo

f

Definicién. Sean M variedad diferencial, p € M un punto fijo hiperbdlico de f €
Difk(M ), vy r > 0. Definimos la variedad estable local de f en p como el conjunto
Wi, ={qe BY(p) :¥n>0 f*(q) € BY(p)}. Andlogamente, definimos la varie-
dad inestable local de f en p como W, = {qe BY(p):Vn>0 f"(q) € BY(p)}.

Decimos que F' : N — M es una inmersion topolégica si F' es continua y Vo € N
hay V' C N vecindad abierta de z tal que F'|y es un homeomorfismo a su imagen (donde
F[V] € M tiene la topologia relativa). En este caso F[N|] C M es una subvariedad
topoldgica inmersa. Decimos que F' : N — M es un encaje topoldgico si F' es una
inmersién topoldgica y F' es un homeomorfismo a su imagen (con F[M] C M dotado con
la topologia relativa).

De aqui en adelante omitiremos el subindice f de las variedades estable e inestable a
menos que pueda haber confusion.

Mostraremos a continuacion que las variedades estable e inestable son, en efecto,
variedades topoldgicas. La demostracion fue tomada del libro de J. Palis y W. De Melo

[5].
Proposicién 2.5.1. Hay r > 0 tal que
1) Wi(p) € W(p), W(p) € W"(p).

2) W2(p) (respectivamente W(p)) es un disco topoldgico encajado en M con dimen-
sion igual al subespacio estable (respectivamente inestable) de A = df,. Es decir,
hay

Fs;: D C E° — M encaje topolégico tal que Fi|D]
F,: D C E* — M encaje topolégico tal que F,|D]

I
53
<<

3) Wep) = Upso [ W2, v WD) = Upso MW ()] Y por lo tanto hay ¢ :
E* — M y ¢: E*— M inmersiones topoldgicas tales que ps[E*] = W*5(p) y
pul B = W (p).

Donde E", E® son los espacios estable e inestable de A = df,,.

Demostracion. 1) y 2): Por el Teorema de Grobman - Hartman, hay U C T,M vecindad
abierta del origen, r > 0 y h: BM(p) — U homeomorfismo tal que hf = Ah. Luego, si
x € U satisface que Vn > 0 A"(x) € U, entonces z € E* y por lo tanto lim,, ., A™(z) = 0.
Sea g € W#(p). Para cadan >0 f"(q) € BM(p). Luego, Vn >0 hf"(q) = A"h(q) € U.
Por lo tanto h(q) € E*NU y lim, .. A"h(q) = 0. Como f = h™'Ah, por continuidad
tenemos que lim,,_,, f"(q) = p. Esto es, W?(p) C (p). Lo que prueba 2).

3): La variedad estable W#(p) es invariante bajo f, en el sentido de f[W*(p)] = W*(p).
Como W?(p) C W#(p), entonces Vn >0 f~"[W2(p)] C W*(p). Asi, tenemos la siguiente
contencion: |, [T Wi (p)] € W*(p).
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Ahora, si ¢ € W?(p) entones lim,,_,., f"(q) = p, por lo que hay un ny € N tal que
f(q) € W2(p). Por lo tanto ¢ € f~"[W?:(p)] € U,~0 [ "[W:(p)]. Con lo que tenemos
la otra contencién y podemos concluir que |, -, f~"[W:(p)] = W*(p).

4): Definamos ahora ¢g : E* — M como sigue: Dado = € E° existe un n, € N
tal que A" (z) € U, donde U es la vecindad dada en 1). Tomamos h : BM(p) — U el
homeomorfismo que conjuga f con A en U, hf = Ah. Definimos ¢, = f~"=h~'A"(z). La
aplicacion g no depende de la eleccion de n,, ya que hf = Ah. Es un homeomorfismo
pues f™ h=ty A™ lo son Vm € N. Por 2) ¢,[E*] = W*(p), ya que @s[E* N U] = W:(p).

Notando que Wi (p) = Wii(p) v Wi, (p) = Wil .(p). Se dan las demostraciones
respectivas para Wi (p) y Wi, (p). ]

Observacion. Para f € Dif*(M) con p € M punto fijo hiperbdlico.

e Como W (p) = W;_i(p) basta demostrar las afirmaciones para W;(p) para tener
una afirmacién andloga para W (p).

e Aunque W} (p) sea un disco encajado topolégicamente, W?*(p) no necesariamente es
una subvariedad encajada en M.

e Esimportante recalcar que el Teorema de Grobman-Hartman sélo nos da una estruc-
tura de variedad topoldgica para W#(p). A continuacién daremos un teorema, cuya
demostracién es independiente al Teorema de Grobman-Hartman, donde W3(p)

tiene estructura de variedad diferenciable C* inmersa en M, con f € Dif*(M).

Definicién. Dadas S’, S C M subvariedades C*. Para € > 0 , se dice que S y S’ estén
C* — € préximas si hay h: S — S’ difeomorfismo C* tal que ||i’h — i||x < €. Es decir 4’
e i estdn C*¥ — ¢ préximas en la topologia C*. Donde i : S — M, ' : S’ — M son las
inclusiones.

Teorema 2.5.2 (Teorema de la Variedad Estable). Sea p € M punto fijo hiperbolico
de f € Dif"(M).

1) W*(p) es una variedad diferencial C* inmersa en M y T,W*(p) = E?*, donde E* es
el espacio estable de df,.

2) Para Dy C Wi(p) disco encajado, con dim Dy = dimWj;(p) y p € Dy. Sean
N C Di]"“(M) y U C M wvecindades abiertas de f y p respectivamente tales que
Vg € N g tiene un dnico punto fijo py, € U, el cual es hiperbolico. Para cada € > 0
eziste N C N tal que Vg € N hay Dy C W;(p,) disco encajado C* — ¢ prézimo de
Dy.

3) Ezisten B3(0) C E® bola abierta y ¢, : By — E* aplicacion C*. De manera que,
para alginr >0, W5(p) = graf(¢®). Donde E*, E* C T,M son los espacios estable
e inestable de df,.

La prueba es debida a Irwin, la cual fue publicada en [2]. Nos basaremos en la pre-
sentacion hecha por J. Palis y W. De Melo en [5].

Demostraremos que la variedad estable W} (p) es la gréfica de una funcién C* y por lo
tanto W3 (p) = U,so f "W} ()] es una variedad C*. Por lo que podemos restringirnos
al caso f: V CR™ — R™ con 0 € V tnica singularidad de f, la cual es hiperbdlica. Sea
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A=dfpcon R" = E*@E* = E*xX E",y ||.|ls, ||-|[. normas de E* y E* respectivamente
tales que [|[A%||s <a <1y [|[(A*)"'|. < a < 1. Tomamos |.|| = max{||.||s, ||-|l.} norma
en R™. Hay B > 0 tal que, para 0 < € < 1/(2(1 — a)), en BE(O) tenemos que f= A+ ¢
con ¢(0) =0y [l¢] <e.

Para demostrar el Teorema de la Variedad Estable, haremos uso del siguiente Lema

Lema 2.5.3. Sean z = (v4,2,) € E* x E*, 2/ = (x,,2)) € E¥X E" . Si z y 2’ satisfacen
Vn >0 f"(z), ["(2') € Bs(p), entonces z = 2.

Demostracion. Consideremos, en B3(0), los puntos y = (ys, yu) v ¥ = (v5, v,,) tales que
llys — vl < |lyw — v,||. Afirmamos lo siguiente:

LoAlf“(y) = f“OON = = llve — vl
2. [£2(y) = 2N < M) = £l

Dado que f = A+¢, tenemos la igualdad: f*(y)— f*(y) = A"(y) —A"(y) +¢"(y) —¢"(y),
con |[AY| > 1/a y ||¢"]] < e. Entonces

1) = f W) = 1A () — A W) = 19" (y) — " ()l
> A My =yl = 10" v — 4|
]‘ ! /
> EHyu ~ Yull = €llyu — vl
1 /
= (5 — )|y — vl

La ultima desigualdad la obtenemos escogiendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, pues
a < 1. Con esto probamos 1). De manera similar:

1£°(y) = I < 1A% () — AW+ 19°(y) + &° ()]
< allyu = Yull + ellyu — vl
= (a+)llyu — yull
<y = vl <) = W)l

Lo que prueba 2). De estas desigualdades se sigue que:
/ u U / ]' / 1 /
£ @) = £ = W) = OO = (=l —wll = (& —elly =¥
Sustituyendo y por f"(z), ¢’ por f"(z), llegamos a que, para cada n € N
n n / 1 n /
1F(2) = 1 = (=) le = 2|

pero l/a—e> 1y f"(z), f"(¢') € B5(0). Tenemos entonces que lim,, ,(1/a—€)" — oo.
Luego ||z — 2/|| = 0, y por lo tanto z = 2/ O

Ahora probaremos el Teorema 2.5.2 (De La Variedad Estable):
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Demostracion. Sea K = {~v: N — R" : lim,_,o,y(n) = 0} el conjunto de sucesiones en
R™ convergentes a 0 dotado de la norma ||| = sup,,cy|/7(n)||. Tomamos G C K definido
por {y € K :Vn >0, v(n) € B3(0) }. Es decir: v € G <= |7[| < A.

Afirmamos que G es abierto en K:

Sea v € G. Como ||7|| < 3, tomando & = 8 — ||7|| > 0, entonces BE(y) C G.

Para motivar la siguiente definicién, supongamos que para algin z € BE(O) hay v € G
tal que, para cada n € N, ~(n) = f"(z), entonces

) = A7)+ 3 AT 0)

Para probar la formula anterior, mostraremos por inducciéon que para cada r € R™
frz) = A(z) + 315y A6(f ().

Para n = 1, por definicién sabemos que f(x) = A(x) + ¢(z).

= AM@)+305 A (@),

Supongamos ahora que, dada cualquier x € R™ f*(z)
Entonces, paran =k + 1:

FE) = PH@) = AR+ Y Aol ()
k-1

= A*(A(2) + ¢()) + Z A o(f (2))

— A () + () + S ATH(Fi@)  (j=i+1)

= A (2) + ) AMo(f ()

Tomando x = z y sustituyendo f"(z) por v(n) llegamos a la férmula que queriamos:
v(n) = A™(2) + S0 A" p(v(i)), para cada n € N.
Asi, la componente inestable de y(n) es de la forma

Y = (A () A0 ) = (A (20t (A6 ()

n—1

Como A" es una expansion y lim, . y(n) = 0 entonces z, + Y . (A*) " ¢*(y(i)) — 0
cuando n — oo. Equivalentemente:

Ji (§<AU>H¢W») =

Sean By = BzNE" y Q= {¢ € C¥B3R™) : ¢(0) =0 y | Dy| < e}. Definimos
F:B%XGXQ — K por

o0

F(a .y, 0)(n) = () — (A% + (AP0 (3(0)) . — 3 (A~ (1))

1=0 i=n
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Buscamos, usando el Teorema de la funcién implicita, una aplicacién de clase C*

¢ By xQ — G tal que F(x,p(x,9),7%) =0 Vz € By Vi € (), para algin § > 0.
Tal ¢ satisfard que, para cada n € N, p(x,9)(n) = (A + ¥)*(z,h(z)), con h C*. En
particular, si 1) = ¢, entonces ¢(x,¢)(n) = f*(x,h(x)). Por lo tanto: z € graf(h) <
lim,, o f"(2) = 0. Es decir: graf(h) = W;,B(O)'

Primero mostraremos que las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1) F(z,7v,v) € K ( F esta bien definida).

2) DyF(x,v,1) existe y es continua.

3) DyF (2,7, ¥)u(n) = uln) + (ﬁ(AS)”Hwa@))u@), - 3 DUt (3(i)u(i).

4) D2F(07 0>w) =
5) D3F(x,v,v) es de clase C*°, en particular continua.

I: Como 0 < a <1 y »75a = (1 —a)". Recordando que lim, cy(n) = 0,
lim, oo (A*) "z =0 y ||(A*)7!|| < a, tenemos la siguiente desigualdad:

HZA“"“W N < (-0 suplle ()|

>n

Al ser 9" continua, para cada € > 0 hay ng € N tal que sup;-,, [[¥"(v(7))|| < e. Luego:

S <

—a

Por otro lado, como ||A*|| < a, entonces para 0 < m < n tenemos

[Scrwao] < Do+ ZH (A (4 0) )
P | P G

<
- 1-a 1—a

Para cada € > 0 hay mg, n; € N tales que

sl <5 v Sl <t

y por lo tanto:
ni—1

1Y (A" (v ()] < e

i=0
Se sigue que

._\

n— o0

Jim (DAY (). = 3o(AYT () = 0

Il
o

1=n

Por lo tanto F(x,v,%)(n) — 0 cuando n — oo. Es decir, F(x,v,¢) € K
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2) Buscamos una funcién L(x,~,) lineal sobre z tal que, si |h| < ¢ entonces:
I1F (@ + h,y,%) = F(z,7,¢) — L(z,7,¢)(h)[| < e€|h|
Dado n € N, al ser (A*)" lineal,
F(z +h,7,9)(n) = F(z,7,%) + ((4%)"h,0)

Por lo tanto Dy F(z,v,v)(u)(n) = ((4%),0), la cual es continua.

3) Sean € >0 y u € K con ||u| <. Restando F(x,~,1)(n) de F(x,v + u,)(n)
obtenemos por la linealidad de (A®%)" y (A*)" que

,_n

n—

an) + (30 (@0 ( + w) (@) — 90 (D),

i

Il
o

_ Z( AP (W (0) 4 (i) - 0 (1(0)

Restando ahora T'(u)(n) = u(n) + <§(AS)”1iD¢S(7(y))u(i), - § D¢“(7(2))u(z)>

—

n—

(DA (" (r+ u) (@) = (1) = D)) ),

%

I
o

= D (AT (y 4 w)(6) = 9 (v(4)) — DT/’(V(i))u(i)))

Sea b = > [|(A%)"~1=7||. Tenemos entonces que [[(A*)~!|| < a < 1, por lo que la serie
converge y > oo [[(A)" | < (1 —a)~t. Sea ¢ = max{b, (1 — a)~'}. Por definicién de

diferencial, hay & > 0 tal que ||¢7 ((y + u)(i)) — ¢ (y(i)) — DI (v(i))u(i)|| < €llull/(2c),
donde j € {s,u}. Se sigue que

1—-a)"

2 eful < ellul

1E (2, 4w, ) (n) = F(x,7,9)(n) = T(u)(n)]| < %EHUII +

Por lo tanto Dy F'(x,v,v)(u)(n) = T'(u)(n) que es continua.
4) Recordando que Dv(0) = 0, al ser A®, A" lineales:

DyF(0,0,4)(u)(n) = uf (i AV DY O)(u(i)) .~ Y (A D) () )

= u(n) +(0,0) = u(n)

Se sigue que Dy F'(0,0,v) = Idk.
5) Notemos primero que si ¢, ¢ € Qy ¢ € R entonces, al ser (A*)"~ 1" lineal, tenemos:

(A" (0 + ep) (1(3) = (A" (y(3)) + (A" (v (3))
De la linealidad de (A*)" '~ y la convergencia uniforme de Y (A")(¢ + cp)(y(i)) se
sigue que

e} [e.e]

DA+ ep)(v(D) = Y (AT T (y +CZ (A")" ()

i=n i=n
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Concluimos que F(x,7,1) es afin respecto a ¢ y por lo tanto D3F(x,,1) existe y es
continua. De hecho

H

n— o0

DyF(x,7,0)e = ( (A w((@) = (A" " (31(0))

i i=n

I
o

Por lo tanto F es de clase C*.

F declase C'y DyF(0,0,1) = Idg implica que, por el Teorema de la funcién implicita,
para cada 1 € Q hay 8 > 0, By C E* bola abierta y hy : By — G tal que hy(0) =0 y
Vo € By F(x, (hy(z),v) = 0. Es decir, si v € B}

0= P, hu(@),1)(0) = hy(@)(0) (4 + 3 (4707 (o (2)0)).
= (AN (hy(@)(0)))

Por lo tanto hy(z)(0) = <:c E;ﬁo(A“)‘l‘iw“(m(:c)(O)))

Sean 0 : G — R™ definida por 6(y) = v(0) y m : R™ — E" la proyeccién canénica.
Definimos gy = m 000 hy : By — E*, es decir, gy(x) = > 720 (A") 710" (hy(2)(0)). gy
es de clase C* pues my, 6 'y hy lo son. Por otro lado

0= P, hy(w), ¥)(n) = ho()m)— (147 + 3 (40 (hy () 0).

= (AT (@) () )

caones
haa)) = (A4 30 )0, = S0 o)) )
Si f, € CER™ R™) es de la forma fy = A + o
Fulhal)(m)) = (A+ 0)(hulz)(m)
- (A S s ()0), ~ Y o)) )
+ (ws(hw;)_(n)) S (hol)(m) )

= () YA (@), = D (A (hu(@) () )

i=n+1

o

i=

— hy(a)(n+ 1)

)(0) concluimos por induccién que, para cada n € N, se da la

(
(z,gy()). Luego, z € graf(gy) implica lim,, . f;;(2) = 0. Por el
Bs(0 ) entonces z € graf(gy). Por lo tanto tenemos la contencién

Como fw(x gy () =
igualdad hy(x)(n)

hy (2
Lema 2.5.3, 51 Oy (2) C
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folgraf(gy)] C graf(gy) v wa’T(O) = graf(gy), lo que muestra el tercer inciso. Con
esto concluimos que W73 ' (0) es variedad C* y por lo tanto también lo es W3 (0). Como
f=A4+¢, con ¢ cQ, sigestd CF — e proximo a f, entonces g es de la forma g = A+ 1)
con ¢ € Q. Por la continuidad de F esto implica que hy estd C* — e préxima a hy,. Por
lo que graf(gy) = W} ,(0) estd C* — € préxima a graf(gy) = W .(0), lo que demuestra
el inciso 2) del Teorema.

Sélo falta verificar que ToW37(0) = E°, para esto basta mostrar que Dgy(0) = 0. Como
F(z,hy(x),v) =0, aplicando la regla de la cadena llegamos a la igualdad:

0 = DyF (2, hy(2),7) + DaF (@, hy(2),7) Dh()
pero Dy F(0, hy(z),v) =1dg v Dhy(0) = —D1F(0,0,%). Tomando v € E*
Dhy(0)v = =D F(0,0,¢)v = u

donde u(n) = ((A*)",0) y como g, = m0fohy entonces Dgy(0)v = 060 Dhy(0)v = 0,
con lo que concluimos la demostracién. O

Mostraremos ahora los resultados respectivos para campos vectoriales. De manera
analoga se definen las variedades estables e inestables de campos vectoriales. Utilizando
el Teorema de la Variedad Estable para difeomorfismos, es facil mostrar que en efecto son
variedades diferenciales C*.

Definicién. Sea X € X*(M) con p € M singularidad hiperbélica. Se define la variedad
estable de X en p como W$(p) ={q¢ € M : p € w(q)}. La variedad inestable de X en p
como Wi (p) ={q€ M:pew(g}

Recordando que f = X; es un difeomorfismo con p € M punto fijo hiperbdlico, es facil
ver que Wi(p) = Wx(p). Para cada ¢ € M lim;, X¢(q) = p implica lim,, o, f"(q) = p.
Por lo tanto Wx(p) € W;(p). Ahora, tomando U C M vecindad abierta de p, como
X(p) = 0 hay V' C M vecindad de p tal que X;[V] C U con t € [0,1]. Sea ¢ € W}(p),
existe ng € N tal que Vn >ng f"(q) € V. Por lo que X(f"(¢q)) € U. Tomando ahora
s > ny, se sigue que X (q) € U y por lo tanto lim; o, X;(q) = p. Es decir, ¢ € W5 (p),
con lo que tenemos la otra contencion.

Podemos entonces extender los resultados de variedades estables e inestables de difeo-
morfismos hiperbdlicos C* a variedades estables e inestables de campos hiperbélicos C*.
En particular, tenemos el siguiente Teorema

Teorema 2.5.4 (Teorema de la variedad estable para campos vectoriales). Sea
p € M singularidad hiperbélica de X € XF(M).

1) W*(p) es una variedad diferencial C* inmersa en M, y T,W*(p) = E*, donde E*
es el espacio estable de DX (p).

2) Para Dx C W3(p) disco encajado, con dim Dx = dimW$(p) y p € Dx. Sean
N C X¥(M) y U C M wvecindades abiertas de X y p respectivamente, tales que
VY € N Y tiene una tnica singularidad py € U, la cual es hiperbdlica. Para cada
€ > 0 existe N C N tal que VY € N hay Dy C Wi(py) disco encajado C* — ¢
proximo a Dx.
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2.6. M-Lema

Sea f € C*(V) con V C R" vecindad abierta del origen. Sea 0 punto fijo hiperbélico
de f. Consideremos A = df, y R” = E®* @ E". Por el Teorema de la Variedad Estable,
dada § > 0, existen Bj C E", By C E° vecindades abiertas del origen, y funciones Cc*
¢s: By — E° y p,: By — E* tales que W} 5(0) = graf(ps) vy Wi 5(0) = graf(eu),
con ps(0) =0 = ¢,(0) y Dps(0) =0 = D¢,(0). Definimos

p: B3 @ By — E°© E" (s, o) — (25 — pu(Tu), Tu — @s(x5) )
Entonces ¢ es una funcién C* y Dy(0) = Idg». Por lo tanto ¢ es un difeomorfismo C*

en una vecindad del origen.
Fijemonos ahora en f = po fop™!. f es un difeomorfismo en una vecindad del origen y

cumple que f(0) =0, Df(0) = Df(0) = A. Luego, hay € > 0 tal que W}e(O) = B’ C E*.
Esto se sigue de que, para x € B? x = (x,,0):

pofo SO_I(‘TS?O) = o f(xs+ ¢u(0),0+ ps(xs) ) = 0o fxs,ps(rs))

pero graf(ps) = W3 5(0), es decir ;' (z,,0) € W} 5(0). Se sigue que:

lim f*(z,,0) = lim @o f" o ' (z,,0) =0
n—oo

n—oo
Por lo tanto BZ(0) C WJ%(O) Al ser B? abierto de E® con dim(E*®) = dim(WJ»fv(O)) entonces
B? es abierto de W]%(O) Luego W]%E(O) = B? C E°. Andlogamente W}ig(O) = B* C B
Por lo que siempre podemos suponer que W;E(O) CE*y Wy CE™
Definiremos ahora algunas nociones que nos seran de utilidad.
Sea f € Dif*(R") con 0 € R™ punto fijo hiperbdlico de f y A = dfy con |.|| norma
de L(R") y a € R" tal que ||A%]| <a<1y [[(AY)7}| <a < 1. Sean

fPiBl— B = flwyo
fooBy — E* "= flwyo

Tomando r suficientemente pequenio, al ser A® contraccién y A* expansién, f* es también
una contraccién y f* una expansion.

Definicién. Sea B® C B? bola abierta centrada en el origen, entonces f[0B°] C B, el
conjunto G} = B* — f[B*] es un dominio fundamental de W;(0).

Anélogamente, tomando B* C By, f~'[0B"] € B*. Decimos que G%(0) = B — f~![BY]
es un dominio fundamental de W (0).

Definicién. Sea GG3(0) un dominio fundamental de W3(0). Decimos que N3(0) es una
vecindad fundamental para W$(0) si G3(0) € N#(0) € R™ es un abierto de R y N7(0) N
W (0) = 0.

Andlogamente N¥(0) es una vecindad fundamental para W(0) si G%(0) € N (0) C
R", es abierto en R™ y N3(0) N W3(0) = 0.

Recordemos que O(z) = { f"(x) : n € Z}. La importancia de los dominios fundamen-
tales y vecindades fundamentales reside en las siguientes observaciones:

reW*(0) — {0} = 1<[0()NE*(0)| <2 = ] f'6°(0)] = W}(0)

ne”L
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z € int(G°(0)) = VneZ—{0} f"(x)¢ G*(0)

En otras palabras, dado un dominio fundamental G*(0) de W#(0), si x € W*(0) entonces
x tiene un representante f"(z) € G*(0). El cual es unico si y sélo si f*(z) € int(G*(0))
y tiene exactamente dos si f"(x) € dG*(0) para alguna n € Z. Estas son las propiedades
de que usaremos de los dominios fundamentales de W*(0) y W*(0), por lo que el radio
de B® C B; que se usa en la definicién no altera los resultados que obtendremos.

A continuacién mostraremos un Lema debido a J. Palis, quien lo probé a finales de
los sesentas.

Lema 2.6.1 (\-Lema (o Lema de inclinacién)). Sean f € Dif*(M) y p € M punto
fijo hiperbdlico de f. Sea uw = dim W*(p). Dada q € W*(p) — {p}, supongamos que hay
B CW*(p) y D discos de dimension u encajados en M. Conq € D y D M, W*(p). Donde
por disco entendemos un conjunto homeomorfo a {x € R™ : ||z|| < 1}, en particular B y
D son compactos.

Entonces, para cada € > 0, existe una ng > 0 tal que Yn > ng, f"[D] contiene un
disco, el cual es C' — € cercano a B.

Tres cosas interesantes que resaltar del A-Lema son: El disco D puede ser muy pequeno,
B puede ser muy grande, y el angulo entre D y W#(p) muy pequeno. La parte interesante
(v la més dificil de probar) es la proximidad C*.

Para probar el A-Lema, daremos primero una demostracion local utilizando lo obser-
vado al inicio de la seccién. Es decir, consideraremos f : R” — R", p = 0, y bolas
abiertas B®* C W7?(0) y B* C W*(0). Mostraremos que en V = B* x B" es vélido el
A-Lema.

La prueba dada a continuacién esta basada en el libro de J. Palis y W. De Melo [5].

Lema 2.6.2. Sean 0 € R" punto fijo hiperbdlico de f € Dif*(R*) y q € W*(p) Sean

B* C E* bola abierta contenida en W2(0), B* C E" bola abierta contenida en W*(0), y

V = B* x B". Consideremos ¢ € W*(0) — {0} y D" disco de la misma dimension que E*

transversal a W?(0) en q. Sea DY la componente conexa de f"[D*|NV que contiene a q.
Para cada € > 0 eziste ng € N tal que VYn > ny D} estd e-prozimo de B*.

Demostracion. f en V es de la forma f(z,,x,) = (Asa;s + ¢s(zs, 2y), A%z + (s, xu))
con

1A% <a <1 (A <a<1
8xu Bw - axs Bs =0 axu <070> - axs (Ou()) =0

Porcontinuidaddeg%;hay0<k< 1y VICVitalquea =a+k< 1,b:(é—k) > 1,

k< (b—12/4 y k> méxy |2

¥(q) € V'). Sea vy € T, D" vector unitario vg = (v, vy). Ao = [|vi]l/|lvy]l la inclinacién
de vy (v§ # 0 ya que D* M, W*(0)). Consideremos las sucesiones definidas de manera

. Podemos suponer ¢ € V' y B* C V' (eventualmente
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recursiva ¢; = f'(q), vi = D fy(vi—1) y

of* af* dps s
Dfy(vo) = | 952 ° g% = A+ Bxs Bxua U5
! 8{ns q 8£u Au”‘ ¢u|q U(I)L
_ ( _|_ B(]ﬁs qU() + 3¢s q,UO)
Uo + W|q“0
o — (m)
definimos
0¢s O
g ol 1A+ el + Gl
Joy]l | Avog + 52| oy
Notemos que:
S < As S a¢5 S agbs u < S S ul|l __ S U
[Tl < [|A%vgl| + Hax qvoH + ||a q%” < allvgll + kllvgll + Ellvg [l = (a+ k)[Jvg |l + E[lvg |
S u

. 0du| . u
lorll = A% + [l =] vl = || vl = Kllogll = IIUOII(——k)

u'q

Por lo tanto

llugll
< @ Bllgll+ Rl _ @R R etk dotk
T IG R b booT Y

Anélogamente

Mtk Nk
M= —b_2+b2+_: ksz

Repitiendo el mismo argumento:

[

I —~ 1
Ay = — g 04k —
o]l — 0" ; b

pero b > 1, por lo tanto > i (b™") < (b —1)~!. Concluimos que

Vn €N

Como lim,, 00 A\g/0" =0,y k/(b—1) < (b—1)/4 hay nyg € N tal que Vn > ng A, <
(b —1)/4. Sea entonces 0 < k; < min{e,k}. Al ser B* compacto y 3 6¢5 = 0 hay
O<d<etalque Vi =B x By CV y k >maxvl||a¢‘

Como v fue arbitrario, tenemos que Vv € T, D* v # 0 entonces \,(v) < (b—1)/4
donde A, (v) es la inclinacién de v. Luego, si n > ng entonces Yw € T, D% ||ws]|/||w.]| <
(b —1)/4 para cada ¢, € Vi, pero T, D' = D localmente, entonces hay D C Dy disco
encajado tal que Vp € D Vo € Tpf)“ v tiene inclinacion A < (b —1)/2.
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Sea wy,, € TplN)“ con wy, = (w; ,wy ) e inclinacion A, = ||w} [|/|lwy, || < (b—1)/2.

Calculando nuevamente la inclinacién de las iteraciones de w,, llegamos a que

8¢g Oy,
AP+ 5 o

w?
I- )fp (w’n,o ) p p ( no)
O Odu w
Bz A+ Oz »

n,
oxs » 0

w _I_ a¢u

Asw? . T 8¢* .

el
O

w
_ _ no+1
= Wpot1 = (wu0+ >
no+1

w +A“w“ + 8¢“

y
S48 0ds s Odu u
\ | A%wy, + 522 wno + . wnOH (a+ k) Ang + ki
no+1 — "8¢u ws + Auwu + 8¢u wu H kf)\no + % — k
Tomando B; = (b —1)/2 > 1, de manera analoga a cuando se calculd A, Apin, <

Ano /b7 4 k1/(b1 — 1) y, como lim,, 00 Ay /0 =0y 11 /(b1 — 1) < €/(by — 1), hay ny € N tal
que Vn > ng Apin, < 6(1 +1/(by — 1)) Al ser w arbitrario, tenemos que Vn > ny; Yw €

Tf”[ﬁ“] w tiene inclinacién menor que 6(1 +1/(by — 1)) Se sigue que hay n € N tal que
Vn >0 Yw € T,(f"[D"]NVi) w tiene inclinacién menor que e. Dado v € T, (f"[D*]NV})

con v = (v§,vy). Sean (vy, 1,ve,,) = Df(vs,ve) v A = [[v3]|/]|vy]| (la pendiente de v,).
Entonces
w5 o)l _ vV (0np)? + (i) ol <1+An+1> 2
(03, vl (v5)? + (v4)? loall X T+A7

nll

recordando que [[v¥,, || > (2 — k)|lv2| — k||vs

vY 1
ol — a
Como \,.1, A, son arbitrariamente pequenas, entonces

o 1
h/m an-‘rlH _ - _ k > 1

nooo [lupll e

Luego, el didmetro de f" [5”] N V1 aumenta. Por lo tanto, si tomamos n suficientemente
grande y 7, : f"[D*]N V4 — B* la proyeccién canénica (Vi = BS x BY) tenemos que
frD*] NV, estd C° — e proximo a nu[f”[ﬁ“] NVi]=D C E“.

Por otro lado los vectores tangentes a D enpconp e D tienen inclinacién 0, se sigue

que f”[D“] NV estd C! — € proximo de D, ya que los vectores tangentes a f”[D"} NV
tienen, para n suficientemente grande, inclinacién menor a e. O

Asi, para probar el A-Lema, tomamos ny € N suficientemente grande de manera
que ¢ = fi(q) € Wg(p). Luego, tomando D* = f™[D*| NV y B = BN V. Dada
€ > 0, podemos aplicar la version local del A\-Lema para encontrar Ny > 0 tal que, para
n >0 f[DY] contiene un disco que estd C! — ¢ préximo de B. Pero B C f![B] para
alguna [ € N. Luego, al ser f un difeomorfismo C* con k > 1, para n > max{Ny, ng, [},
f™[D"] contiene un disco C!' — € préximo a B.
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Corolario (1). Sean py, p2, p3 € M puntos fijos hiperbdlicos de f € Dif*(M). Si hay
@ € Wh(p1) " W3(p2) y g2 € W*(pa) N W?(p3) que satisfagan W*(p1) Mg, W?3(pa) y
W*(p2) My, W*(ps), entonces hay qz3 € W*(p1) N W*(ps3) tal que W*(py) Mg, W*(ps).

Demostracion. Sea Dy C W"(py) disco abierto con pa, g2 € Dy. Dy My, W*(ps) implica
que hay ¢ > 0 tal que, si D estd C! — ¢ proximo a D, al ser la transversalidad una
propiedad abierta, hay ¢ € D N W4 (ps3) tal que D My W*(ps3). Sea D} C W*(py) disco
abierto tal que ¢; € DY. Por el A\-Lema hay ny € N tal que f™[D}] contiene un disco
Dy C f™[DY] con Dy C' — € préximo a Dy. Luego, hay g5 € Dy N W#(ps) tal que
Dy Mg W*(ps3), pero Dy C W*(p;) implica que Dy = f™[D¥] € W*(p). Por lo tanto
W (p1) Mg, W*(ps). O

Corolario (2). Sea p € M punto fijo hiperbdlico de f € Dif*(M), N*(p) vecindad fun-
damental de W*(p). Upsof"[N*(p)] 2 U — W (p) donde U C M es una vecindad abierta
de p.

Demostracion. Notemos primero que si G*(p) € N*(p) es un dominio fundamental enton-
ces Unez f"[G*(p)] = W*(p) = {p}. Por otro lado, para ¢ € N*(p)—G*(p) hay D, C M con
q€ D,y D, My, G°(p) con qo € D1 N G*(p). Por el A -Lema f"[D,] esta arbitrariamente
cercano a W*(p) por lo que hay U C M tal que, si ¢ € U—W"(p) entonces existe g € N*(p)
y ng € N que satisfacen: ¢ € f(¢)[D,]. Concluimos que g € U,>of"[N*(p)]. O

Como corolario tenemos también el A\-Lema para campos vectoriales:

Corolario (3). (A - Lema para campos vectoriales)

Sean p € M singularidad hiperbdlica de X € X*(M), ¢ € W*(p), D* disco encajado
con D* i, W*(p) y dim(D") = dim(W*"(p)), V = B* x B* C W*(p) x W*(p). Definimos
D} = X,[D"]. Hay to € R" tal que ¥t > tq la componente conexa de D NV que tiene a
X,(q) € W*(p), contiene un disco D C* — ¢ prézimo a B".

Demostracion. Sea f = Xi, por el A\-Lema para difeomorfismos, hay ny € N tal que
Vn > ny D“NV; contiene un disco D C' — ¢ préximo a B*. Por continuidad de X;

entonces, para cada t > ty = ng, Dy NV} contiene un disco D con q € DC'—e proximo
a B". [

Sea p € M singularidad hiperbdlica de X € X*(M).

Definicién. Sea B®* C W?*(p) disco encajado de manera que dB* M X. Decimos que
g°(p) = 0B® es un dominio fundamental para X en W#(p). Andlogamente, para B* C
W (p) disco encajado, con 9B M X. g“(p) = 0B" es un dominio fundamental para X
en W*(p).

Notemos que:
e g W*(p)—{p} = [0(g)Ng°(p)| =1
e geW'(p)—{p} = [0(@)Ng"(p)| =1

Es decir, ¢ € W(p) — {p} implica que existe un tinico t € R tal que X;(q) € ¢'(p),
con i € {u,s}.
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Lema 2.6.3. Sea p € M singularidad hiperbélica de X € X*(M). Hay U C M wvecindad
abierta de p y ms: U — B® continua, donde B°* = U NW?*(p). que cumple lo siquiente:

1) 771 (p) = B* =UNW(p).
2) ¥q € B 7;%(q) es subvariedad C* de M con 7;%(q) M W*(p)
3) ws es C* excepto, posiblemente, en BY.

4) s U — B*® es una fibracion invariante bajo el flujo de X, es decir ¥t > 0
XelrHq)] € 7 [ Xe(g)]-

Demostracién. Tomando una carta local centrada en p, podemos suponer que X € X*(V/)
donde 0 € V C R" = E* @& E" con 0 singularidad hiperbdlica de X y W?5(0) C E*,
WH(0) C E“.

Sea ¢°(0) dominio fundamental de X. Tomamos B* C W/?(0) disco tal que 0 € B*
y (9°(0) x B*) M X. Sea 7, : g°(0) x B* — W;(0) la proyeccién en g*(0). Sabemos que
hay U C R" vecindad del origen tal que U;>o[g°(0) x B*] = U — W,*(0), por lo tanto, si
x € U —W*(0) hay un tnico t, > 0 tal que X;_(z) € ¢°(0) x B*. Extenderemos 7, a U
de la siguiente manera: Sea B® C W?(0) con 0B* = ¢°(0), definimos

U — B?

0 x e W*(0)
r —> _
Xy, omso X 4 () xeU—WHO0)

Directo de la definicién, es claro que 7 satisface las condiciones 1) y 4). Si ¢ € ¢°(0)

entonces 7; ' (q) = {q} X B* que es difeomorfo a B“. Por otro lado, para x € B*, n;1(q) =

X, 7 N X, () = Xi, [{¢} x B*] donde ¢, = X4, (x), Al ser X, difeomorfismo, 7, *(z)
es difeomorfo a B*, por lo que 7y satisface 2). La continuidad de 75 en W;3(0) se sigue del
A-Lema. ]

Corolario. p € M singularidad hiperbdlica de X € X*(M) y N C X*(M) U C M
vecindades abiertas de X y p respectivamente tales que VY € N existe una unica py € U
singularidad de Y en U, la cual es hiperbdlica. Hay h* : Wx .(p) — Wy .(py) y h*:
W5 . (p) = W¢ ,.(py) homeomorfismos tales que, si h = h® ® h", entonces hX =Yh. Es
decir, X es estable en p.

Demostracion. Por la Proposicién 2.2.13 existen
h? W;(,r(p) — W;,r’(py) h*: W)ié,r(p) — W#,r’(py>

tales que h*X?® =Y*h® y h"X" =Y"h"
Tomemos las fibraciones dadas por el Lema anterior

71'5 : Up — W)S(,T(p) ﬂ-?)f : Up — W)’lé,r(p)

T Vo — W L(py)  my V, — Wi (py)

Para g € U, definimos h(q) = ¢ donde 7)Y (q) = h*(7Xq), 7} (q) = h*(7 q). Pensando a
q € U, como q = (1q, mXq), h(q) = (h*7¥q, h'm)\q). Al ser h* y h" homeomorfismos,
también loes h y hX =Yh. ]
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Capitulo 3

Teorema de Kupka - Smale

A través de la transformacion de Poincaré, podemos reducir el estudio érbitas cerradas
al estudio de puntos fijos de difeomorfismos. Asi, de una manera similar a lo trabajado
en el capitulo anterior, veremos condiciones necesarias para que un campo sea estructu-
ralmente estable en la vecindad de una érbita cerrada. En la primer seccién definiremos
la transformacién de Poincaré. Mostraremos algunas de sus propiedades y definimos las
variedades estable e inestable de una érbita cerrada.

Las orbitas cerradas estables, que denominaremos érbitas cerradas hiperbdlicas, no son
necesariamente aisladas. Por lo que, a diferencia de las singularidades hiperbdlicas, puede
llegar a haber una infinidad de ellas. Esto nos lleva a demostrar el resultado, mas débil,
de que la clase de campos cuyas érbitas cerradas y singularidades son todas hiperbdlicas
es la interseccion numerable de abiertos densos. Es decir, un conjunto residual.

Finalizamos el capitulo definiendo los sistemas dindamicos de Kupka-Smale. Demos-
tramos que el Teorema de Kupka-Smale, que nos dice que la clase de los sistemas de
Kupka-Smale es residual. Asi, los sistemas de Kupka-Smale nos dan una cota superior
para la clase de los sistemas dinamicos estructuralmente estables. En el sentido de que
todo sistema estructuralmente estable es de Kupka-Smale. En el siguiente capitulo mos-
traremos que, para algunas variedades compactas, todo sistema dinamico de Kupka-Smale
es estructuralmente estable.

3.1. Transformacion de Poincaré

Para el estudio de orbitas cerradas, Poincaré tiene la brillante idea de utilizar un
mapeo de recurrencia. Dada v C M érbita cerrada de X € X*(M). Poincaré se fija en
una seccién % C M transversal a 7 en un punto xy. La transformacion de Poincaré lleva
cada punto ¢ € 3 en el primer punto en el que O (q) intersecta 3. Si 7 € R es el periodo
de v, deben existir e > 0 y V C ¥ tales que, para ¢ € V existe un dnico t, € (T —€,7+¢€)
tal que Xy (q) € V.

Definicién. Definimos la transformacién de Poincaré asociada a v y ¥ como la aplica-
cion: Py : V — ¥ Ps(z) = Xy, (x)

Por la continuidad del flujo, Ps es continua con inversa Py'; la transformacién de
Poincaré del campo —X asociada a v y . Por lo tanto, Ps es un homeomorfismo.

Algunas observaciones para x € V:
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e Si g es un punto fijo de Ps entonces Ox(q) es drbita cerrada de X.
e Si ¢ es un punto periédico de Py entonces Ox(g) es una 6rbita cerrada.
o wp, () = zo implica que wx(z) =~

A continuacion, veremos que Ps, es un difeomorfismo local, de la misma clase que el campo
X, y que no depende de la seccién transversal. Para esto, necesitaremos un concepto
similar al de cartas locales para singularidades, de manera que podamos estudiar solo el
comportamiento local de 6rbitas cerradas.

Definicién. Un flujo tubular para X € X*(M) es un par (F, f) donde FF C M es un
abierto y f € Dif¥(F,I x I"), con I x I"™' = {(z,y) € RxR*' : |z| <1 y
lyil <1 i€ {1,...,n —1}}. De manera que f lleva trayectorias de X en F' en las
rectas I x {y} € I x I""' Es decir, si f.X(2,y) = dff-1(2,)(X(f(x,y))), entonces
feX(z,y) = (1,0,0,...,0) es un campo vectorial constante.

Al par (F, f) se le llama una Caja de flujo para X.

Si p € M es un punto regular de X € X*(M), entonces existe ' C M caja de flujo
para X tal que p € F. Extenderemos este resultado.

Proposicién 3.1.1 (Flujo tubular largo). Sea v C M un arco de trayectoria de X
compacto con frontera. Existe una caja de flujo (F, f) para X tal que v C F.

Demostracion. Sean € > 0 y « : [—€,a + €] — M curva integral inyectiva de X tal
que af0,a] = v. Consideremos 7 = a|—¢,a + €], el cual es compacto. Como 7 sélo tiene
puntos regulares, cada p € 7 tiene asociada una caja de flujo F,. Al ser 7 compacto hay
Fy, ..., F, cajas de flujo tales que | J,.,, F; 2 7 . Ordenadas adecuadamente cada F; sélo
tiene interseccién no vacia con Fj_, y Fj_;.

Tomemos una particién de [—€,a + €] : —e =1 <ty < ... < t, = a+ € tal que
Oé(tl> =p; € E ﬂ:\}//.

Sea I ' ={(0,y) € I x I"' : |yl <d i€{l,....,n—1}}. Sean (F}, f;) los flujos
tubulares. Tomando d suficientemente pequeno, si ¥y = f; 1[1'67_1] entonces X; M X con
p1 € X1 C Fy. Definimos ¥; = Xy, 4, [¥4]. Paracadai e {1,...,r}, ¥, M X, p; € &, C F,.
Para cada p € ¥ hay un tnico t, € [0,a + 2¢| tal que X; (p1) = p. Sea ¥, = Xy, [X4].
Si p € 7, entonces ¥, M X, y p # ¢ implica que ¥, N X, = 0. Asi{ construimos una
fibracién m : Up@ X, — 7. Sea F = Up@ 2,. Al ser el flujo un difeomorfismo, se sigue
que F' es abierto y v C F. También tenemos la proyeccién m, : F' — £; definida por
m(2) = X_4,(2) € Xy, donde z € X,

Sean g, : ¥ — [=1,1] y ¢2: 31 — " ! difeomorfismos cualesquiera. Definimos

f:F — IxI"!
z +— (g1mi(2), gama(2))
(F, f) satisface que v C F, f es difeomorfismo y, si & es una curva integral de X que pasa
por z; € Xy, entonces f(a) = { (¢, g2(21)) : t € [-6, 0]}

Por lo tanto (F, f) es un flujo tubular par X con v C F. O
Proposicién 3.1.2. Sean v C M 6rbita cerrada de X € X*(M), ¥ C M seccion trans-
versal a v enp, y Py : U C X — X la transformacion de Poincaré. Eziste una vecin-

dad V C U de p de manera que Ps, restringida a V es un difeomorfismo C*. Es decir:
Py, € Diff(V).
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Demostracion. Sean (Fi, f1), (Fs, f2) flujos tubulares de X cony C FiUFy y p € F1— Fo.
Sean Xi, ¥y los extremos de F, transversales a v. Es decir: ¥, = f71[{—1} x "],
Yo = fiM{1} x I"1). Sean m; : V C X = ¥, M B = Yy y w3 Ny — X las
proyecciones de las trayectorias de X. Para z € V hay un tinico t, > 0 tal que X;_(2) € ¥y,
m1(2) = Xi.(2). Andlogamente para my y 3.

Ps, = w3 0 my o 1. Por el teorema del flujo tubular 7, 79 y 3 son difeomorfismos,
esto se sigue de que existe un tnico ¢ty > 0 tal que fi[X;] = f1. X, [f1[2]] . Donde f1, X
es el campo constante (1,0,0,...,0). Luego, m = f; ' o fi,X o fi es un difeomorfismo.
De manera andloga se muestra que my y w3 son difeomorfismos para vecindades vV C
2, Vi€l y Vo C .

Por lo tanto, si tomamos V C ¥ con V = V nay Vi Ny H[Va], entonces P : V — V
es un difeomorfismo C*. O

Sean X1, Xy C M transversales a X en p;, po € « orbita cerrada. Definimos h :
Y1 — X9 h(q) es el primer punto tal que h(q) € OT(q) N Xy. Es decir, h(q) es la primer
interseccién de la 6rbita positiva de g con Xy, Notemos que h(p;) = po.

Sean ahora Py , Ps, las transformaciones de Poincaré. De la definicién de h tenemos
que Pg, = h™' o Pg, o h. Por lo tanto DPs, (p1) = Dh™!(pg) o DPs,(p2) o Dh(py), pero
Dh(p1) y Dh™'(py) son isomorfismos, por lo que DPs, (p1) y DPs,(p2) tienen los
mismos valores propios. En particular, esto muestra que:

D Py, (p1) es un isomorfismo hiperbélico <= D Ps, (p2) es un isomorfismo hiperbdlico

Definicién. Sean v C M 6rbita cerrada de X € X*(M). Decimos que 7 es una érbita
cerrada hiperbdlica si para algin p € ~ existe Y secciéon transversal a X por p tal que p
es punto fijo hiperbdlico de Ps, la transformacién de Poincaré.

Como el flujo de un campo vectorial X varia continuamente respecto a X, y la trans-
formacion de Poincaré asociada a X depende continuamente del flujo de X, la transfor-
macién de Poincaré varia continuamente respecto de X. Es decir, para Py : V C X — X
transformacién de Poincaré de X, hay Ux C X¥(M) vecindad abierta de X tal que, para
cadaY € Ux, X MY y VpeV Oy(p) NE # (. Luego, existe una aplicacién continua
F:Ux — C*(V,%) tal que F(Y) = Py es la transformaciéon de Poincaré para Y. Por
lo tanto, si ¥ € M es una érbita cerrada hiperbdlica de X, entonces, para cada Y € Uy,
hay v, C M érbita cerrada hiperbdlica de Y préxima a 7 en la topologia C*.

Definicién. Sea ¥ seccién transversal a X € X*¥(M) en p € 7. Decimos que ¥ es una
secci6én invariante si existe U C X abierto en X, con p € U, tal que X, [U] C ¥, donde 7
es el periodo de 7.

Lema 3.1.3. Sea X € X¥(M) con v C M 6rbita cerrada hiperbélica de periodo T vy
Y M, X con p € . Existe una aplicacion p : Ux — X*(M) continua que satisface:

1) wW(Y) = pyY, donde py : M — R es diferenciable, positiva, y constante 1 fuera de
una vecindad de q € 7y .

2) Existe U C X abierto, con p € U tal que Y[U] C X, donde Y* = p(Y).

Asi, si v es hiperbdlica, podemos reparametrizar X de manera que X sea una seccion
transversal invariante.
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Demostracion. Sean ty € (0,7), ¥ = X_(r_4)[X]. Definimos la aplicacién o : 3 — R
por a(y) =min{t € R: X;(y) € ¥'}. Notemos que, si existiera U C ¥ vecindad de p tal
que Yy € U a(y) = to, entonces X serfa invariante.

Sean U C U C ¥ abiertos de X tales que p € U y U C U. Tomamos p:2—>R
funcién auxiliar con soporte contenido en U y ¢l = 1. Definimos 5 : ¥ — R por
B = pa+ (1 —)ty. 8 satisface que flg = alg v Bls_i = to-

Ahora, para cada Y € Ux, sea ¥y = Y_(-_;)[2]. Definimos la aplicacion ay : ¥ —
R por ay(y) =min{t € R: Y (y) € X} }, v By = pa+ (1 — p)to.

Definiremos G : Ux x ¥ x R — R de clase C*, polinomio en ¢ de grado 2r + 3, que
satisface:

° GY,y<0> = G<Yay70) =0 y GY7y(t0) = ﬁY(y)

G G
o La(0) = 1= (o)

o TE(0)=0= "3 () parar =2, k4L

Para esto, nos fijamos en la matriz

tk-‘,—? tk+3 t2k+3
0 0 .. 0
(k4 2)tE (K + 382 ... (2k + 3)t3++2
‘ k 3 ! . 2k 3‘!
(k+2)ltg 523 B

Sea Ay, cofactor de a;; = tg“ﬂ de A. Podemos definir G por:

By (y)Aij — toAij
det A

G(Y,y,t)=t+ etht? 4 Ck+2t2k+3 donde ¢; =

Definimos e
H:Ux x Sx [0.to] — [0,1]  Hy(y,1) = — 22 (1)

H satisface:

e Hy(y,0) =1= Hy(y,to)

e yd U = Hy(yt)=1.

e D"Hy(y,0) =0= D "Hy(t, to) parar=1,.... k

La tercera propiedad se cumple debido a que:

9By
0H, B—(CU)
d—yy(y,to) = ot A ((k+2)t’g+1A11 +ot (2k+3)t3’“+2A1(k+2))
8!1() k42
~ det A < aQ]Alj) 0

Jj=1

O"Hy
oy"

Por lo tanto (y,to) = 0. H también satisface la siguiente igualdad:

O H B (y) o2
—Y(yv 0) = oy ( arjA1j> =0
Oyotr det A \ 4

Jj=1
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parar =1, ..., k.

Extendemos ahora el dominio de H a Ux x ¥ xR. De manera que V¢ ¢ [0,%y] Hy(y,t) =
1. Si tomamos Uy y U suficientemente pequefios, entonces Gy, : [0,%] — [0, By (y)]
es un difeomorfismo tal que, para y ¢ U , Gy,,(t) = t. Esto ya que y ¢ U implica
¢; = 0 Vi. Luego, Gy, , es la identidad fuera de U. Sea vy X X [0,t] — M tal que, si
t* = Gy, ,(t), entonces ¢y (y,t) = Vi (y). Al ser Gy,, un difeomorfismo, también lo es ¢, .
Sea W = ¢, [ x [0,tp]] € M. Definimos

dd _
py : M — R pylv—w =1 pylw = d;’yosoyl

De la definicién es claro que:

(y.t) €W = py(y,t) = Hy (o7 (y,1))

Y por lo tanto p, es de clase C*. Sea Y* = p,Y, verifiquemos que Y7 (y) € ¥y para
Yy € 2.

Sean y € U y ¢, :[0,8y(y)] — M curva integral de Y por y. Entonces ,(t) =
Yi(y) v ¥y(By(y)) € ¥'. Definimos ¢ = 1, o Gy,y,.

Notemos que si ¢y (y,t) = 1; (), entonces py (¢ (t)) = 9Sv.u (1), Por otro lado

dt
dwz (t) _ d(t% ° GY,y)

(1)

dt dt
dy) dG
= d—ty (Gy.y(1)) d:y (t)
dGy.,

= ¥ (6(Grey (1) 22 (1)
= ¥ (5o (5(0) = ¥* (45(1)

Luego, 1 es curva integral de Y™ y por lo tanto Y;:(y) = 5 (to) = ¥ (By(y)) € ¥'.
Por lo tanto u(Y) = Y* satisface a) y b) O

Proposicién 3.1.4. Sea v C M érbita cerrada de X € X*(M). Si v es hiperbdlica,
entonces X es localmente estable en .

Demostracion. Sean T el periodo de v, ¥ C M seccién transversal a X en p € 7. p es
punto fijo hiperbdlico de Py, la transformacién de Poincaré. Por el Teorema de Grobman-
Hartman, hay Vy C X*(M) y U, C X vecindades abiertas de X y p respectivamente
tales que VY € Vy existe hy : U, € ¥ — ¥ que conjuga Px y Py, hyPx = Pyhy.
Extenderemos hy a una vecindad de 7.

Sean u : Vx — X¥(M) mapeo continuo dado por el Lema 3.1.3 y V C M vecindad
de v la cual satisface que Vy € V 3t, € [0,7] de manera que u(X), (y) = X; (y) € U,
Definimos h, = Y;* o hy o Xi (y). hy estd bien definida ya que X ,, Y™ y X @, X~
Es claro que hy es un homeomorfismo y conjuga los flujos de X* y Y™, pero X tiene el
mismo flujo que X* y Y el mismo que Y*. Por lo tanto hy lleva érbitas de X en érbitas
de Y preservando la orientacion. Es decir, X en v es topolégicamente equivalente a Y en

Yy - ]

A continuacion definiremos la variedad estable e inestable de una 6rbita cerrada hi-
perbdlica. Utilizando el Teorema de la Variedad Estable para difeomorfismos y la trans-
formacién de Poincaré, mostraremos que son variedades C* inmersas.
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Definicién. Sea v C M érbita cerrada hiperbélica de X € X*(M).
e La variedad estable de X es el conjunto: W5 (v) ={ye M :w(y) =~}

e La variedad inestable de X es el conjunto: W¥(y) ={y e M : a(y) =~}
Sea U C M vecindad abierta de v
e La variedad estable local de X es el conjunto: W5, ={y € U :w(y) =7}

e La variedad inestable local de X es el conjunto: Wy , ={y € U :a(y) =7}

Proposicién 3.1.5. Sea v C M drbita cerrada hiperbdlica de X € X*(M) de periodo T.
Para V-C M vecindad abierta de v tenemos que:

1) We(y) y WE(y) son subvariedades C* de M.
2) Wy (y) Wi (7).
3) Wo(y) N Wi(y) = 7.

Demostracion. Sean ¥ C M seccién transversal de X enp e v, U=V NX ,y Wy(p),
W (p) las variedades estable e inestable locales de la transformacién de Poincaré por p.

W (p), Wg(p) son subvariedades C* de ¥y Wg(p) m W(p) con W (p) N WE(p) =
{p}. Mostremos que W (vy) =V N{X_+(q): g€ Wi(p) t € [0,27] } .

Primero probaremos la contencién: W (y) CV N{X_:(q):q € Wi(p) t € [0,27] }.

Es claro que v C VN{ X_i(q) : ¢ € Wi(p), t € [0,27]}. Sea ¢ € W (y) —~. Tomamos
>, una seccién transversal a X que pasa por p y ¢, esto es posible ya que p € v y
q ¢ . Luego p y ¢ tienen érbitas ajenas. Existe t; € [0,27] tal que Xy (¢) € 3. Como
q € W () entonces limy_, o X:(q) = . Por lo tanto lim; . X;(X3,(q)) = 7. Se sigue que
iy, o0 Py (X1, (9)) = {p} v Xin(q) € Wis(p). Luego, ¢ = X, (¢) con ¢ € Wi (p).

Ahora probaremos la otra contencién: VN{X_,(q) : ¢ € Wi(p) t € [0,7] } C W3 (7).

Sea ¢ € VN{X_4(q): ¢ € Wi(p) t €10,7]}. Hay t; € [0,27] tal que Xy, (¢) € W§(p).
Como lim,, . P%(X¢,(q)) = {p}, para cada n € N existe un s,, > 0 de manera que n < m
implica s, < s, y la sucesién X, (X, (¢)) — p cuando p — oo. Es decir p € w(Xy,(q)).
Por la invarianza del w-limite bajo el flujo, tenemos que p € w(q). Esto para cada p € 7.
Se sigue que v C w(q). Por ser w(q) conexo y cerrado, necesariamente se da la igualdad
7 = w(q). Luego, ¢ € Wy ().

De manera andloga W (y) =V N{Xi(q) : ¢ € W(p) t € [0,27]}. Por lo tanto:

W) W) = J We, ) n W (0) = U} =~
pEY peY

Como Wg(y) M, W(y) para cada p € 7. También se da Wi(y) m Wi (). Por el
Teorema del flujo tubular largo, Wi (7) es localmente C*-difeomorfo a I x I™~! y por
lo tanto es una subvariedad C* de M, donde n, = dim(Wg(p)). Por lo mismo W¥(v) es
localmente C*-difeomorfo a I x I™~! y por lo tanto es una C* subvariedad de M, donde
Corolario. W*(~y) y W¥(v) son subvariedades inmersas C* de M.

Demostracion.
W (y) = J X_ Wi (7)) W (y) = X WE(y)]

>0 >0
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3.2. Orbitas cerradas hiperbdlicas

En el capitulo anterior demostramos que el conjunto g, = {X € X*(M) : las singu-
laridades de X son todas hiperbdlicas } es abierto y denso en X¥(M). En esta seccién
mostraremos gi2(M) = {X € g1 (M) : las drbitas cerradas de X son todas hiperbdlicas }
es un conjunto residual en X*(M). La idea es mostrar, para cada N € N, que la clase de
campos vectoriales con drbitas cerradas de periodo menor a N, X¥(N), es un conjunto
abierto y denso. Asi, g2 = [\yen X¥(NV) es residual en X*(M).

Lema 3.2.1. Sea p € M singularidad hiperbélica de X € X*(M). Para cada T > 0
existen U C M y Ux C X*(M) vecindades de p y X respectivamente, y p : Ux — U
aplicacion continua tal que:

1) SiY € U, entonces p(Y) es la unica singularidad de'Y en U, la cual es hiperbolica.

2) Toda orbita cerrada de un campo Y € Ux que pase por U tiene periodo mayor a T

Demostracion. Sabemos que existen (7)( C XF(M), UCM yp: [7)( —U que satisfacen
la primer condicién. Por el Teorema dg Grobman-Hartman existe V' C M vecindad de p la
cual no tiene érbitas cerradas de Y € Ux. Como X (p) = 0 entonces, por la continuidad del
flujo, existe U € M vecindad de p con U €V C U tal que Vg € U Vt € [0,2T] X,(q) € U.
Como el flujo varia continuamente respecto al campo, hay Uy C Ux N p1[V] tal que
VY e Ux Vg e UVt € [0,T] Yi(q) € U. Pero U C V implica que U no contiene 6rbitas
cerradas de Y, para cada Y € Uyx. Por lo tanto, si una orbita cerrada de Y pasa por U,
esta tiene que salir de U, como tarda un tiempo mayor a 7" en salir de U, debe tener un
periodo mayor a T'. Tomando p = p|y, : Ux — U, p satisface las condiciones 1) y 2). [

Lema 3.2.2. Sean T > 0 y ~v C M drbita cerrada hiperbélica de X € X*(M). Hay
Ux C XK(M) y U C M vecindades de X vy ~y respectivamente tales que:

1) Y € Ux tiene una drbita cerrada v, C U la cual es hiperbolica y toda drbita cerrada
de Y que pase por U distinta de v, tiene periodo mayor a T

2) vy varia continuamente respecto a 'Y .

Demostracion. Sean ¥ C M seccion transversal a X en p € vy Px : VY 5 X%
la transformacién de Poincaré. Sea 7 el periodo de v, Sea ng € N tal que Tng > 2T
Reducimos V de manera que PR esté bien definida. Existe Uy C X*(M) vecindad de X
tal que, siY € U x, entonces Pp° estd bien definida.

Como p € V es una singularidad hiperbdlica de Px hay VCVv y Uy C X*(M)
vecindades de p y X respectivamente, y p : Uy >V que satisface:

e p(Y) es la tnica singularidad de Py en V.
e p(Y) = py es singularidad hiperbdlica.

Luego, 7y = O(p(Y")) es una drbita cerrada hiperbdlica de Y, la cual varia continuamente
respecto a Y, ya que p lo hace. Por la continuidad de la transformacién de Poincaré Py
respecto del campo Y, hay V' C unv y Ux C Ux N UX tales que, siY e Ux yqeV
entonces Py (q) € 1% para ¢ = 1,...,ng. Por lo tanto, si alguna o6rbita de Y pasa por
V', esta tiene periodo mayor a T' (pues Tng > 27'). Sea U = Ute[077+€]Xt[V] con € > 0,
entonces Uy C X*(M) y U C M satisfacen el Lema. d
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Corolario. Sean X € gio(M) y T > 0, con M compacto. Hay un nimero finito de
orbitas cerradas de X con periodo menor o igual a T y por lo tanto X tiene a lo mds una
cantidad numerable de orbitas cerradas.

Demostracion. Haremos la demostracién por contradiccion. Supongamos que existe un
To > 0 y una cantidad numerable de érbitas cerradas {7,}n,en con periodo menor o
igual a Tj. Al ser M compacto hay {pm}men sucesion convergente con p,, € 7. Sea
p = lim,;, 00 pm- Por el Lema 3.2.1, p no puede ser singularidad y por el Lema 3.2.2, la
orbita de p no es cerrada o tiene periodo mayor a Ty. En cualquier caso, la curva dada
por v = { Xi(p) : t € [-Tv/2,Tp/2]} no se autointersecta.

Sea ' C M caja de flujo tubular con v C F. Existe my € N tal que Vm >
mo {Xi(pm) : t € [-Tp/2.T/2]} C F, pero f[F] no tiene érbitas cerradas, se sigue
que la orbita de p,, tiene periodo mayor a Tj, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
no puede haber una cantidad numerable de érbitas cerradas de X con periodo menor o
igual a Tj. O

Lema 3.2.3. Sean X € XK(M), K C M compacto y T > 0 tales que X no tiene
singularidades en K y las orbitas cerradas de X que pasen por K tienen periodo mayor
aT. Hay Ux C X*(M) vecindad de X tal que cada Y € Uy satisface:

1) Y no tiene singularidades en K.
2) Las orbitas cerradas de Y que pasen por K tienen periodo mayor a T.

Demostracion. Paracadaq € K, X(q) # 0, por lo tanto Vg € K || X(q)|| > 0. Al ser K
compacto hay N C X*(M) vecindad de X tal que Y € N implica queVq € K ||Y(q)|| > 0.
Equivalentemente Vg € K Y (q) # 0.

Sea p € K. Como la érbita de p no es cerrada o tiene periodo mayor a 7', por la
continuidad del flujo existen e > 0 y U, C M vecindad de p tal que Vg € U, Vt € [0,T +
] X:i(q) ¢ U,. Por otro lado, como el flujo varia continuamente respecto al campo, existe
V, C X¥(M) vecindad abierta de X tal que VY € V,,Vq € U, Vt € [0,T +¢] Yi(q) & U,.
Luego, {U, : p € K} es una cubierta abierta de K. Sea U,,, ..., U, subcubierta finita.
Sea Ux = ((;<, Vp;) NN, Ux es abierto. Por construccién Y € Uy satisface 1) y 2). [

Lema 3.2.4. Sean X € X>*°(M), v C M orbita cerrada de X y X seccion transversal a
X porp € v. Sean Ux C X*(M) vecindad de X y V C ¥ vecindad de p tales que, para
cada'Y € Ux, Py estd definida en V.

Dado € > 0, existen U C M wvecindad dey y Y € X*°(M)NUx con ||Y — X||x <€ y
Py tiene un numero finito de puntos fijos en X N U, todos ellos elementales.

Demostracion. Sea (F, f) caja de flujo centrada en p € v con f,X = C campo vectorial
constante unitario. f[F] = [~b,b] x I""!, donde cerrado [—1,1] = I.

Sea C' € X®([—b,b] x I"') que satisface: C' M@ ({=b} x I"71), ok ({6} x I"Y) y
toda 6rbita de C' que empieze en {—b} x I"~L llegue a {b} x "L,

Definimos una aplicacién diferencial Lg : {—b} x I"™' — {b} x I"~* de manera
que {La(—b,y0)} = O(=b,yo) N ({b} x I"7*). Es decir, Ls(—b,yo) es el tnico punto
donde la 6rbita de (—b, o) intersecta a {b} x I"~!. Dividimos el cubo I"~! de la siguiente
manera. Sean Ig/j ={y eI :|y| <3/4}, I{’/Zl ={yel"" |yl <1/4} y
A= [=b,=b/2] x I"" U [=b/2,b/2] x I} U[b/2,b] x "1

Sea € > 0. Queremos un campo C’ € 3€°°([—b, b] x I"’l) que cumpla:
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1) ||C"=C|k <e.

2) C'a = Cla.

3) Ler(—b,y) = (byy+wv) st ye If‘/;l, con v € R"1.
Sea 1 : [—b,b] — RT con soporte contenido en (—b/2,b/2). Sea ¢ : I"' — R* con
soporte contenido en Ig/zl y g0|11721 = 1.

Definimos C" = (1, pp(y)¢(z)v), donde p € R. Determinaremos p de manera que
se satisfagan las tres condiciones. El campo vectorial, junto con las tres condiciones,
determinan el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx

== 1 z(0) = —b
Y el y(0) = 1o

Que tiene soluciones de la forma

o(t) =1 — b v =w+ [ " poly(s))(s — buds

Como .
|| petwtnits = vyuas| < 2ol 1 o1 < 2ol

Tomando ||v|| < (4bp) ™1, si ||lyo]| < 1/4 entonces ||y(t)|] < 1/2. Por lo tanto ¢(y(s)) =1y
y(t) = yo + fot p(s — b)uds. Si tomamos p de manera que 1/p = fOwa(s — b)ds, tenemos

que
1

S (s — b)ds
Por lo tanto C” satisface 3). Dado que ¢(y)i(x) = 0 en A, C’ satisface 2). Asi, si tomamos
||v|| suficientemente pequeno, ||C” — C||; < € por lo que C” cumple 1)

SeaY € X*(M)talqueY = X en M—Fy f.Y = C". Como f, : X*(F) — X>°(f[F))
es homeomorfismo, tomando C’ suficientemente cercano a C, entonces ||Y — X, < e
Asi, 3y = f7H{b} x I"7!] es seccién transversal. Sea V' C ¥; abierto de forma que Py y
Py estén bien definidas en V. La expresion de Py en la carta f|s, es Py(y) = Px(y) + v.
Escogemos v de manera que { (y, Py(y)) : y € I?/Zl} M A, donde A CR*" ! x R" ! es la
diagonal. Por lo tanto, Py (y) sélo tiene puntos fijos elementales. ]

>=yo—|—v

y(2b) = yo + (/0%1/)(3 - b)vds) (

Lema 3.2.5. Sean v C M drbita cerrada de X € X*°(M) y € > 0. Hay Y € X*°(M)
con ||Y — X||x <€ y v orbita cerrada hiperbdlica de Y .

Demostracion. Sea (F, f) cada de flujo centrada en p € v con f,X campo constante

unitario C en [—b,b] x I"7! donde I = [—1,1]. Queremos un campo C' € X*°(M) que
satisfaga:
1) |C—Cllk<e

2) Cla = Cla (donde A es el conjunto definido en el Lema anterior)

3) La(=b,y) = (b, (1+0)y) si ye I
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De manera andloga al Lema 3.2.4 definimos v : [b,b] — R con soporte contenido en
n—1

(b/2,b/2) y ¢ : 1" — R con soporte contenido en I3,y tal que Vy € Iy ely) =1

Sea C' = (1, p, o(y)1h(x)y) con p € R. Determinaremos p de manera que se satisfagan
las tres condiciones para C. Del campo C' tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

dx

= 1 z(0) =0
2—‘? = pp(y)Y(2)y y(0) = yo

Con soluciones de la forma
t
2(t) =t —b y(t) = o+ / pp(y(s))(s — b)y(s)ds
0

Si ||yol| < 1/4 hay [ > 0 tal que Vs € [0,0/2+1] |ly(s)|| < 1/2, pero en [0,b/2+1] tenemos
que ¢(y(s)) = 1, entonces

y(t) = yoerJo v(s—bds

Sea pu(t) = e Jo ¥(s=bds  Tomando p < In(2)/( 02b¢(3 — b)ds) entonces p(2b) < 2,y

ly()I < llyolle(s) < ||wol|2 < 1/2 para s € [0, 2b]. Esto se debe a que p es creciente para
p > 0. Luego, Vs € [0,20] o(y(s)) =1y por lo tanto y(t) = you(t) Vt € [0,20].

Ls(=b,y) = (b, u(2b)). Si 6 es suficientemente pequefio, entonces hay p > 0 que
satisface lo anterior y (1 + 6) = u(2b), por lo que Ls(—b,y) = (b, (1 4+ 0)y) si |ly| < 1/4.
Asi, C satisface las condiciones anteriores.

Sea Y € X*(M)talque Y =X en M —FyY = f7lCen F. |Y — X|y < €. Sea
¥ = fH{b} x I"1]. La expresién de Py en la carta f|s, es Py(y) = (1 + ) Px(y) si
lly|| < 1/4. Por lo tanto DPy(0) = (1 4 0)Px(0). Existe un § > 0 tal que DPy(0) no
tiene autovalores en S!, es decir Py (0) es hiperbélico y 0 es punto fijo. Luego, la érbita
de f71(b,0) es 6rbita cerrada hiperbdlica de Y. O

Teorema 3.2.6. go(M) ={ X € g1(M) : las singularidades y orbitas cerradas de X son
todas hiperbdlicas } es residual en X*(M). (M compacta)

Demostracion. Para T > 0 definimos X*(T) = { X € g,(M) : las drbitas cerradas de X
con periodo menor o igual a T son hiperbdlicas }.

Notemos que gi2(M) = Ny X5(T). Asi, si mostramos que X*(T') es abierto y denso
entonces, al ser g(M) residual (ya que M es compacto) podremos concluir que gio(M)
es residual.

Abierto:

Sea X € X®(T). Las érbitas cerradas con periodo menor o igual a T son finitas
(Corolario del Lema 3.2.2). Sea p € M, hay tres casos:

1) p es singularidad hiperbdlica de X.
2) O(p) es regular o es drbita cerrada con periodo mayor a 7.

3) O(p) es cerrada con periodo menor o igual a Ty por lo tanto hiperbdlica.
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En el primero caso, por el Lema 3.2.1. hay U, C M y N, C X*(M) vecindades abiertas
de p y X respectivamente tales que, si Y € IV, entonces existe una tnica singularidad
py € U, de Y la cual es hiperbdlica.

En el segundo caso, por el teorema del flujo tubular, hay U, C M vecindad abierta
de p tal que, si alguna orbita pasa por U, entonces esta tiene periodo mayor a T" o es
regular. Por el Lema 3.2.3, hay N, C X¥(M) vecindad abierta de X de manera que, para
Y € N, cada drbita de Y que pase por U, tiene periodo mayor a 7" o es regular.

En el tercer y tultimo caso, por el Lema 3.2.2, hay U, € M y N, C M vecindades
abiertas de O(p) y X respectivamente tales que, si Y € N, entonces Y tiene una tnica
6rbita cerrada en U, con periodo menor o igual a 7', la cual es hiperbdlica.

Asi, tomamos la familia {U,} de los abiertos U, definidos en cada caso. Al ser M
compacto, podemos tomar una subcubierta finita Uy, ..., U, C M y Ny,..., N, C X¥(M)
sus abiertos asociados. Sea Ux = [, .. N;, Ux es una vecindad abierta de X y Ux C
XH(T).

Densidad:

Como g;(M) es denso en X*(M), basta mostrar que gi2(M) es denso en g (M).

u<r

Afirmacién 1: Existe un 7 > 0 tal que toda orbita cerrada de X tiene periodo mayor
o igual a 7.

Supongamos falsa la afirmacién. Hay {+,} sucesién de érbitas cerradas con periodos
{m.} v de manera que lim, ., 7, = 0. Al ser M compacto, existe {p,,} sucesién conver-
gente con p,, € Vp,. Sea lim,, .o Py = p. p es una singularidad, de lo contrario habria
F C M caja tubular con p € F' tal que toda 6rbita que pase por F' tiene periodo mayor
a a, para alguna a > 0. Como X € g;(M), p es una singularidad hiperbdlica. Por el
Lema 3.2.1. hay U, C M vecindad abierta de p de manera que toda érbita que pase por
U, tiene periodo mayor o igual a 1. Una contradiccién ya que, para m suficientemente
grande, p,, € U, tiene periodo 7, < 1.

Sea ' =T'(7,37/2) = {p € M : O(p) es cerrada con periodo t € [1,37/2] }.

Afirmacién 2: ' es compacto.

Basta ver que I' € M es cerrado. Sea {p,} C I' sucesién convergente p, — p. Por
la primer afirmacién, p no es singularidad. Si O(p) tuviese periodo mayor a 37/2 o fuese
regular, por el Teorema del flujo tubular hay F' C M vecindad de p de manera que toda
6rbita cerrada de X que pase por F' tiene periodo mayor a 37/2. Lo que contradice el
hecho de que lim,,_,« p, = p. Luego, O(p) tiene periodo menor a 37/2 y p € I'. Por lo
tanto, I' es cerrado.

Sea ¢ > 0. Queremos un campo Y € X¥(T) tal que ||X — Y|, < e. Sean ng € Ny
g €10,7/2] con T = %n(ﬂ' + qo.

La idea es la siguiente: Aproximamos X por X € X®(M) con | X — X||x < ¢/(2no),
para luego aproximar X por ¥; € (M) con Y; € XFE) y |1 X —Y1|lx < €/(2n0). Apro-
ximamos Y; por Yy € X*(7/2 + 27) con ||Y; — Ya||x < €/ng. Repetimos esta tltima apro-
ximacion ng — 1 veces para obtener Y1, Ys, ..., Y, € X>°(M) tales que ||Y; — Yii1||x < €n,
y Y; € X¥(1/2+i7) para cadai = 1,...,ng. Por la desigualdad del triangulo tendriamos
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que

X = Yool = I1X = Xl + X = Yillk 4 -+ [ Yag1 = Yool

no—1

Por lo tanto Y,,, € X*(7/2 4+ no7) C X*(net + q0) = X*(T).
Como X*°(M) C X*(M) es denso, hay X e X>°(M)Ngi(M) con || X — )N(Hk < 5.

Sean pq,...,p, las singularidades de X. Por el Lema 3.2.1. hay Uy, ..., Us € M
y N; C X*(M) vecindades de py,...,ps y X respectivamente tales que, si Y € Ny,
entonces Y tiene una tnica singularidad p;,, € U;, para cada i < s, la cual es hiperbdlica, y

las drbitas cerradas de Y que intersectan U;<U; tienen periodo mayor a 1. En particular
Y no tiene singularidades en M — U, donde U = |

Sean 7 C I' y X, seccién transversal a X por p € 7. Sea V, C X, vecindad de p y
N, C x*(M) vecindad de X de forma que VY € N, Py estd bien definida en V,. Por
continuidad del flujo, toda érbita de Y que parte de V, intersecta a ¥, en un tiempo
t > %T. Sea W, C V, vecindad de v de manera que toda érbita de Y que parte de W,
intersecta a Y., por lo menos dos veces. Entonces {IV, : v C I'} es una cubierta abierta de

u<s

[ Al ser I' compacto podemos tomar una subcubierta finita Wi, ..., W, con ]Vl, cee ]V,n
los respectivos abiertos, tales que Y € N; implica que toda dérbita de Y que pase por W;
intersecta 3; por lo menos dos veces. Definimos Ny = ((,, Ni)) " Ny y W =, W,

El conjunto K = M — (UUW) es compacto, X no tiene singularidades en K y las érbitas

37’

de X por K tienen periodo mayor a =- o son regulares. Por el Lema 3.2.3. hay N3 C N,

vecindad de X tal que, si Y € Nj entonces Y no tiene singularidades en K y las érbitas

de Y que pasen por K tienen periodo mayor a 327

Regresando alas vy, C W;, parai =1,...,r, Y € N3, P, : V; = ¥, la transformacion
de Poincaré de Y. Por el Lema 3.2.4 hay Y1 € N3 que satlsface HX YlHk < 4n0 y PZ?1
solo tiene puntos fijos elementales en V; N 3;, esto lo logramos aplicando el Lema 3.2.4. r

veces v ya que el conjunto de las funciones cuyos puntos fijos son elementales es abierto
en Dif*(%;).

Sean i1, ..., las érbitas cerradas de }7'1 correspondientes a los puntos fijos de P;
Las demaés orbitas de Y1 tienen perlodo rnayor a 37. Asi, aplicando el Lema 3.2.5. [ veces,
hay Y, € X*°(M) tal que ||Y; — Yi|| < T ,ul, . ,m son Orbitas cerradas hiperbdlicas
de Y3, las demas 6rbitas de Y; tienen periodo mayor a 7. Por lo tanto Y; € X*(37/2) vy
1Y — X[ < 5=, que es lo que buscdbamos.

Sea N, C %k(327) vecindad abierta de Y7. Sean Vi, ..., V; € M vecindades de pq, . . ., 1.
Tomamos V' = |J,.,;Vi. Por el Lema 3.2.2 existe N5 C N, abierto, con ¥; € Nj, de

manera que las 6rbitas de Y € Nj que pasan por V tienen periodo mayor o igual a 7.
Sea I' = I‘[%T, 27 4+ 7/2]. De manera andloga a cuando mostramos que I' es compacto, se

prueba que I' es compacto.
Asi, siguiendo la construccion de Y} podemos encontrar Y5 € X>*(M), I CWCM,
Y., C r y Vi C E~ de manera que P~ solo tiene puntos fijos elementales en

VL y |1 — Y2||k < 5. Luego, usando el Lema 3.2.5. hay Y5 € N5 de manera que, si
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[11, ...,y son las orbitas cerradas de }72 correspondientes a los puntos fijos elementales
de P,?Q, entonces fi1, .. ., fpr son orbitas hiperbdlicas de Y. Entonces puq, ...y, fi1, - - -, flr

son las unicas érbitas cerradas de Y con periodo menor a 27 + 7/2, las cuales son todas
hiperbélicas y [|Y2 — Ya[[x < 5-. Se sigue que Y5 € XF2T+71/2) v ||V = Y| < €/n.
De manera inductiva, obtenemos los restantes Y3, ..., Y, . O

3.3. Campos de Kupka - Smale

Al ser g12(M) residual, es claro que si X es estructuralmente estable entonces X € gis.
En esta secciéon damos una tltima condicién necesaria que debe satisfacer un campo para
ser estructuralmente estable.

Decimos que o es un elemento critico de X si ¢ es una singularidad o una drbita
cerrada de X. Consideramos que una singularidad es un elemento critico de periodo 0. Por
lo tanto, si T > 0y X € gia(M), entonces X tiene un nimero finito de elementos criticos
con periodo menor o igual a T'. De manera analoga para difeomorfismos, consideraremos
a los puntos fijos como puntos periddicos de periodo 0.

Consideremos o7, 0o elementos criticos hiperbdlicos de un sistema dinamico. Si p €
W#(o1) N W (0q), entonces w(p) = o1 y a(p) = oy. Es decir, existe una 6rbita que
une o, con oy. Intuitivamente, estas orbitas deberian ser preservadas bajo equivalencias
topoldgicas. Por el Teorema de transversalidad de Thom, podemos perturbar ligeramente
el sistema de manera que W?*(ogy) M W*(oy). Luego, una condicién para la estabilidad
estructural de sistemas dindmicos es la condicidn de transversalidad: W*(oy) f W*(0o9).

Definicién. Decimos que X es de Kupka-Smale, denotado X € K — S, si los elementos
criticos de X son todos hiperbdlicos y, para o1, 05 elementos criticos cualesquiera de X,
estos satisfacen la condicién de transversalidad W#*(oy) h W"(o9)

Teorema 3.3.1 (Teorema de Kupka-Smale). K — S es residual en X¥(M).

Sabemos que go(M) C X¥(M) es residual, por lo tanto basta mostrar que K — S es
residual en gio(M).

Dividiremos la demostracién en varios Lemas. Sea X*(T) = { X € X*(T) : si 04, 05
son elementos criticos de X de periodo menor o igual a T entonces W*(aq) h W*(o9) }.

Lema 3.3.2. $iVT > 0 X*(T) es residual en X*(M) entonces K — S es residual en
XF(M).

Demostracion. Es claro que K —S = [y X¥(N)Asi, si cada X¥(N) es residual entonces,
al ser K — S interseccién numerable de conjuntos residuales y X*(M) de Baire (pues M
es compacto) K — S es residual en X*(M). O

Lema 3.3.3. Sea E espacio de Baire separable y F' C E denso.

U C FE es residual si y solo si Ve € F 3V, C E vecindad abierta de x tal que U NV,
es restdual en 'V,

Demostracion.

<: Sea {V,,}ien subcubierta numerable de F' (existe pues E es separable) tal que
UNV,, esresidual en V,, entonces hay U;y,...,U;;, ... CV,, abiertos densos de V,, tales
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que UNV,, D ﬂjeN Ui;j. Sea U; = U;enUi;. Entonces U; es la unién de abiertos, por lo
tanto es abierto. Sea V' C E abierto no vacio, existe x; € F tal que x; € V y por lo
tanto V NV, # 0. Como U;; es denso en V,, entonces U;; N (V N Vx) # (), se sigue que
U; NV # (. Es decir, U; es denso en E. Ast:

U:UnE:Um(ﬁvm):O(Umvm) QGﬁUij;ﬁDUijzﬁUj
i=1 =1 i=1j=1 j=li=1 7=1

donde U; es abierto y denso en E. Por lo tanto U es residual en E.

=-: Supongamos U residual en E. Sean z € F'y V, C E vecindad abierta de x. Hay
Ui,Us,...,U;,... C E densos abiertos tales que U 2 [,y Ui. V, abierto implica que
U; NV, es abierto y denso en V. Luego, UNV, DV, N (ﬂieN Ui) = Nien (Ui N VI) Por
lo tanto U NV, es residual en V. O

Corolario. 5i VT > 0 VX € X*(T) 3N C x*(M) tales que X € N, N es abierto y
X*(T) es residual en N, entonces K — S es residual en XF(M).

Demostracién. Por el Lema 3.3.3 si X(T) es residual en N, como X*(T) es denso en
XF(M) y X*(M) es de Baire y separable, entonces X*(T') es residual en X*(M). Del
Lema 3.3.2 se sigue que K — S es residual en X*(M). O

Sea X € X*(T) con oy, ...,0, los elementos criticos de X de periodo menor o igual a
T.

Tomemos W§(o;) € W#(o;) vy Wi(o:) € W*(o;) vecindades compactas de o; tales
que OWg(0;) v OW§(o;) son dominios fundamentales (Definicion 2.6.1). Sea ¥ C M
subvariedad de codimensién 1 tal que X7 M X, X5 dh W(0;) v X5 N W*(0;) = OW§(0;).
Se dice que Xf es una cerca asociada a OW{(0;).

Por el Teorema de transversalidad de Thom y el Teorema de la variedad estable,
existe N C X¥(M) con X € N C X*(T) tal que, si Y € N entonces Y M Xf. Tomando
N suficientemente pequeno, como los elementos criticos hiperbdlicos son estables, todo
campo en N tendra el mismo nimero de elementos criticos de periodo menor o igual a
T. Asi, sean o(Y),...,04(Y) los elementos criticos de Y con periodo menor o igual a T
Hay W§(o:(Y),Y) CW(o:(Y)) v W§(o:(Y),Y) C W(a(Y)) vecindades compactas de
0;(Y') de manera que OW;(0;(Y),Y) = Wi (o:(Y)) N X5,

Por el Teorema de la variedad estable, las aplicaciones

Y e We(oi(Y),Y) Y s Wi(oi(Y),Y)

son continuas. Es decir, si Yy € N, dada € > 0 existe § > 0 tal que ||Yy — Y| < ¢ implica
Wg(o;(Y),Y) CF — € préximo a Wi(o3(Yy),Ys), donde = € {u,s}. Asi, para n € N
definimos 13 (0,(Y),Y) = Y_o[Wi(o:(Y),Y)] y Wi(@:(Y),Y) = Ya[W;(o(¥), V). Al
ser Y1 y Y_; difeomorfismos, las aplicaciones

Y — Wi(oi(Y),Y) Y — W(o:(Y),Y)
son continuas.
Por otro lado W3 (0;(Y)) = U,,en Wi(0u(Y),Y) vy Wit(o:(Y)) = U, ey Wit(oi(Y),Y).

Sea XE(T) = {Y € N :si 01(Y) y 02(Y) son elementos criticos distintos de Y con
periodo menor o igual a 7" entonces W (o1 (Y),Y) M W¥(o2(Y),Y)}.
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Lema 3.3.4. SiVn € N X¥(T) es abierto y denso en N C X*(M), entonces X*(T) es
residual en N.

Demostracién. Mostraremos que X*(T) NN = (0, . X (T).

C:Sean Y € %k(T) NN,neN y oy, 0o elementos criticos de Y con periodo menor
oigual a T. Entonces W7(01,Y) C W(oy) v Wi¥(o2,Y) C Wit(o2) son subvarierdades
de codimensién 0. Por lo tanto: W (oy) M Wit(og) = WSi(o1,Y) h W (09, Y).

D:SeaY € ﬂneN k(T). Cada X% (T) C N, por lo tanto Y € N.

Sea p € Wy (o)W (02), existe un ng € Ntal que p € Wy (o1, Y)NW (02,Y). Como
ero(al,NY) M, Wi (02,Y) entonces Wy (o1) M, Wi (o2). Por lo tanto Wy (1) h Wi (02)
v Y € X(T)NN. O

neN

Lema 3.3.5. Para cadan € N %ﬁ(T) es abierto y denso en N.

Demostracion. Sea X% . ={Y € N : W:(0:(Y),Y) @ W(o;(Y),Y) }. Es decir, fijamos

n,i,J
dos elementos criticos az(Y) y 0;(Y) paraY € N y nos concentramos en los campos pa-

ra las cuales se satisface la condicién de transversalidad W (o;(Y),Y) M Wi (o;(Y),Y).

Haciendo variar ¢, j, es claro que %ﬁ(T) = Xk (T). Por lo tanto, al ser una inter-

i, j<s vN,i,j
secci6n finita, basta mostrar que para cada i, 7 € {1,..., s} Z{m ;(T') es abierto y denso
en V.
Para facilitar la notacién omitiremos el super indice & en X* y supondremos i = 1 y
Jj=2
Abierto:

Sea X € %n7172<T). Como las aplicaciones Y —— W2(01)(Y),Y) v YV — W¥(02(Y),Y)
son continuas, W (o1,Y) y W¥(09,Y) son compactos, en particular cerrados. Por el Teo-
rema de transversalidad de Thom, existe una V_C N vecindad abierta de X tal que
VY eV Wi(o,Y) M Wi(og,Y). Es decir, V C X, 1 2(T).

Densidad:

Sean X € X(T)NN y K =W}(o1, X)NW} (09, X). K es compacto y estd compuesto
por puntos regulares. Por lo tanto, para x € K hay (F,, fx ) flujo tubular centrado
en z tal que fx o[Fy] = [=bs,by] x I"" donde I = [-1,1] y (fx,z),X es el campo
vectorial unitario. Sea © € A, C F, abierto tal que fx ,[A.] C int([—bx,b | x If/41)
Tomando F, suficientemente pequeno, F, N W5 (o1, X) y F, N W3 (02, X) son conexos.
Por otro lado {A,} es una cubierta abierta de K, tomamos entonces una subcubierta
finita Ay, ..., A; con (Fi, fx.1),--.,(Fl, fx.1) las cajas de flujo correspondientes. Al ser
Y — Wi(01,Y), Y — W¥(02,Y) aplicaciones continuas, hay Ny C N abierto con
X € Ny tal que VY € Ny W;:(o1(Y),Y) N Wi(o2(Y),Y) € U, 4 vy, para cada
r=1,...,1, una caja de flujo (FY, fy,) con A, C FY, [=b.,b] x "' C fy, [FY], vy
fyr[ ] C mt([ by, by] X If/ 41) Esto es posible pues el flujo depende continuamente del
campo.

Sea X, = {Y € Ny : Vo € A, Wi(ou(Y),Y) @, W;(02(Y),Y) }. Por el Teorema de
transversalidad de Thom % es abierto en Ny. Como X,,1,2 NNy =), %T, si mostramos

que .’%T es denso en N, entonces %n 1,2(T") es denso en Ny y terminamos. Asi, sea Y € N
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de clase C"*°. Definimos los siguientes conjuntos

Si(Y) = fr[Wa(on(Y), Y) N E 0 ({be} x 1)
U(Y) = fro Wi (oY), Y) N E 0 ({be} x 177)
U-(Y) = fy.r[Wi(o2(Y), Y) N EYI O ({0} x I"7Y)

n

Al ser fy,, difeomorfismo, si para cada y € {b,} x 11/4 S(Y) M, UL(Y), entonces para
cada x € A, W2(o1(Y),Y) M, W¥(oo(Y),Y).

Mostraremos que, dado € > 0, existe un campo Y € X°(M) tal que |[Y —= Y| <€ y
cumple:

1) Y =Y fuera de Sy [ [=br,by] x I

2) Ly(=b,y) = (b,y+v) paracada y € If‘/41 donde Ly : {=b} x I"™t = {b} x [" 'y

Ly (=br,y) es la interseccién de {b,} x I"~! con la érbita de (fyﬂ,)*Y por el punto
(=by,y). Donde v € R"™! es arbitrariamente pequerio.

Sean 1) : [—b,, b,] — RT suave con soporte contenido en (—b,/2,b./2),y ¢ : "1 - R*
con soporte contenido en 15/41 tal que @(y) =1 Vy € I"' con |y| < 1/2.

Definimos Y (t,y) = (1, po(y)t(t)v) con p € R, el cual determinaremos para que Y
satisfaga las condiciones deseadas. De la definicién de Y tenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:

dzx

dy _ 0 I
o = pey)v(a)v y(0) = yo € I}

El cual tiene como soluciones
t
w(t) =t —b, o) =+ [ polu(s)(s ~ buds
0

Si elegimos p = 1/( 021" P(s — b)ds), tomando |Jv|| < 1/(8]|¢[|b,), tenemos que:

2b, 2br 1 1
Iy < llyoll + ||U||/0 e (y(s))¥(s —be)llds < [lyoll + ||U||/O lelids < lyoll + 7 = 3
Por lo tanto ¢(y(s)) =1y

t)y=vo+ [ pY¥(s—10b.)vd
y(t) = yo /0 U(s Juds
con

y(2b,) = yo + (/O%T p(s — b)ds)v =yo+v

Luego, Y satisface las condiciones 1) y 2). Podemos escoger v € R"™! de norma pequena
tal que S+( ) M U.(Y). Se sigue que We(o (Y Y),Y) M, Wu(UQ(Y) Y) para cada z € A,.

Es decir Y € % y estd arbitrariamente cerca de Y. Por lo tanto, todo campo C* en Ny
puede ser aproximado por un campo de %r. Como todo campo en Ny es aproximado por
un campo C'°°, concluimos que %r es denso en Nj. O
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A continuacién damos una demostracién del Teorema de Kupka - Smale (3.1): Para
M compacta, la clase de los campos de Kupka - Smale es residual en X*(M)

Demostracién. Sea N C X*(T) abierto. Por el Lema 3.3.5, para cada n € N, X(T) es
abierto y denso en N. Luego, por el Lema 3.3.4, X*¥(T) es residual en N. Como esto se
cumple para cada N C X*(M), por el Lema 3.3.3, X*(T') es residual en X*(M). Esto para
cada T > 0. Asi, por el Lema 3.3.2, concluimos que K — S es residual en X*(M). O]

Nos fijamos ahora en los difeomorfismos.

Definicién. Sea f € Dif*(M). Decimos que f es un difeomorfismo de Kupka - Smale,
denotado f € K — 5, si los puntos periddicos de f son todos hiperbdlicos y, para p, ¢ € M
puntos periddicos de f cualesquiera, se satisface la condicién de transversalidad W#(p) M
W*(q).

Se puede dar una demostracion analoga a la que se dio en el caso de campos vectoriales
para demostrar que el conjunto de difeomorfismos de Kupka-Smale es residual en Dif* (M).
Nosotros mostraremos sélo la densidad. Para esto utilizaremos una herramienta que nos
permite pasar de difeomorfismos a campos vectoriales, que preserva hiperbolicidad y
transversalidad.

Definicién. Sean X € X* (M )y > C M subvariedad compacta de codimensién 1.

Decimos que 3 es una seccién transversal global de X si
e XA Y
eVpeEL OF(p)NT £0.

Si 2 es una seccion transversal global de X, entonces el flujo X; induce un difeomor-
fismo f : X — X dado por f(p) = X;,(p), donde t, = min{t > 0: X, (p) € X }.

Observacion. Si X € X*(M) admite una seccién transversal global, entonces el saturado

de 3 por el flujo de X es M. Es decir M = User Xt(i), en particular X no puede tener
singularidades. Por lo que no cualquier campo vectorial admite una secciéon global.

Otra observacién importante es que, si X € X¥(M) tiene transformacién de Poincaré
f, entonces:

e p €3 es periédico de f si v sélo si Oy (p) es elemento critico de X.

e pc 3 es periédico hiperbdlico si y sélo si Ox(p) es elemento critico hiperbdlico de
X.

e Sean Py, p» € % periédicos hiperbdlicos de ]7, entonces: Wjéf«(ﬁl) M WJ‘;(@) si y sélo
st W (Ox(p1)) M Wx(Ox (p2))-
® ¢ € wf(p) siy sdlosi Ox(q) € wx(Ox(p))-

PorlotantoXEK—SsiysélosifeK—S.
Proposicién 3.3.6. Sea f € Dif*(M) con M compacta. Hay M variedad diferenciable

compacta y X € X*1(M) que admite una seccion transversal ¥ y un difeomorfismo

h . M — % que conjuga f y la transformacion de Poincaré en ¥ asociada a X, f. En
particular: f € K — S<—= fe K — 5.
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Demostracion. En M x R consideremos la siguiente relacién de equivalencia:
(p,s) ~(q,t) <= Ine€Z s—t=ny f"(p) =q

Sea M = M x R/ ~ el espacio cociente. Veamos que M tiene estructura de variedad
diferenciable con 7 : M x R — M la proyeccién candnica de clase C*. Para t, € R
T ax(to.to+1) €s homeomorfismo y w(p, 1) = w(f(p),0), ya que (p,1) ~ (f(p),0).

Sean ¢ : U — V C R carta local de M, Uy = 7[U x (=1/2,1/2)] y Uy = #[U X
(1/4,5/4)] Definimos

G1: U — V x (=1/2,1/2) P1=px1dgomy!
By Uy — V x (1/4,5/4) 72 = xTdg o 77!

@1y (P2 son homeomorfismos. Afirmamos que $05, " : V x(1/4,5/4) — V x(—1/2,1/2)
es difeomorfismo C*. De hecho

(u, t) te(—1/2,1/2) N (1/4,5/4) = [1/4,1/2]

&10952_ <u>t) = {(gpof0901,t_1) t¢ [1/4,1/2]

Como ¢ y f son difeomorfismos C* también lo son @; v @s.

As, si tomamos {(¢;, U;) }ien atlas C* de M, tenemos asociada una familia {@;;, ﬁij}ieN,je{l’g}.
De la definicion de @;; tenemos que @;j o m o (gpl’l X Idg) = Idgn+1 y por lo tanto 7 es un
difeomorfismo local C*.

Sean ¥ = 7[M x {0}] vy h=moi: M — %, dondei: M — M x R es la inclusién
i[M] = M x {0}. h es un difeomorfismo C* pues 7 e i lo son.

Sea 2 campo unitario de M x R cuyas 6rbitas son {p} x R. Sea X € %k_l(ﬁ) dado
por X(m(p,t)) = Dn(p,t)2(p,t). De la transversalidad 2 m (M x {0}) se sigue que

X M 3. Ahora, si p € 3, hay p € M tal que p = 7(p,0) y por lo tanto (p, 1) € O%(p, 0).

Luego, ¢ = m(p,1) € O%(p), pero m(p,1) = n(f(p),0). Se sigue que ¢ € O%(p) N 3. Por
lo tanto, ¥ es seccion transversal global de X. Si f es la transformacion de Poincaré
asociada, tenemos que f(m(p,0)) = 7(f(p),0). Equivalentemente: foh =ho f. O

Corolario. K — S C Diff(M) es denso.

Demostracion. Sea fy € Dif*(M). Sean f € Dif>*(M) préximo a fo, X; € %"O(M) una
suspension de f y h: M — 3 tal que fo h=hof (fla construida en la proposicién
anterior). Existe Y € X* (]Téf ) campo de Kukpa-Smale proximo a X tal que 3 es también
seccién transversal global de Y. Sea g € Difk(i) la transformacion de Poincaré asociada a
Y, entonces g es un difeomorfismo de Kupka-Smale. Definimos g = h~'ogoh € Dif*(M).
Al ser h difeomorfismo, g es también un campo de Kupka-Smale. Entonces:

Y cercano a X <= ¢ cercano a f <= g cercano a f
O

La clase de los sistemas dinamicos de Kupka-Smale acota nuestra busqueda por ca-
racterizar los sistemas dindmicos estables. Sin embargo, no todo sistema dinamico de
Kupka-Smale es estable, como veremos a continuacion.



3.3. CAMPOS DE KUPKA - SMALE 101

Proposicién 3.3.7. Sea X € X*(M) con alguna drbita cerrada. Sea f = X el di-
feomorfismo generado por el flujo al tiempo t = 1. Si dim(M) > 1 entonces f no es
estructuralmente estable.

Demostracion. Sean « la 6rbita cerrada de X y 7 su periodo. Si 7 no es hiperbdlica, es
inestable y por lo tanto también lo es f. Supongamos 7 hiperbdlica, en particular ~ es
un elemento critico aislado. Sea p € . Afirmamos que p es punto periédico de f si y sélo
si 7 € Q. Esto se debe a que:

Xom(p) =p <= Xu(p) = Xu(p) <= ["(p) = f"(p) < O(p) es finita

Supongamos 7 € Q, podemos tomar £ € R — Q tan cercano a 1 como queramos. Sea
[ = Xi. Asi, k cercano a 1 implica f cercano a f. Al ser k irracional, p no es punto
periédico de f, de hecho O]-;(p) es densa en vy, mientras que Of(p) C 7 es finito, esto
para cada p € 7. Como 7 es un elemento critico aislado, todo punto cercano a ~ tiene
érbita regular, en particular no tiene érbita periddica ni densa. Por lo que f no puede
ser conjugado de f. Andlogamente si 7 € R — Q, tomando x = 7 de manera que x sea

cercano a 1. p sera periddico para fvpero tendra érbita densa en v para f. O

Corolario. M compacta implica que K — S no es abierto en szk(M)

Demostracion. Basta encontrar un campo vectorial X € K — S con una érbita cerra-
da. Supongamos primero dim(M) = 1. Entonces M = S' y el campo unitario dado por
X (cosf,senf) = (—sen B, cosf). X tiene una unica érbita cerrada v = S, la cual es tri-
vialmente hiperbdlica. Como y es el tinico elemento critico, la condicién de transversalidad
se cumple trivialmente. Por lo tanto X € K — S y tiene una érbita cerrada.

Supongamos ahora que dim(M) > 1. Dado que las 6rbitas cerradas hiperbdlicas son
estables y los campos de Kupka-Smale son densos, si encontramos un campo Y € X*(M)
con una orbita cerrada hiperbdlica 7, podemos aproximar Y por un campo X € K —
S. Por la estabilidad de la o6rbita cerrada =, X tendra también una érbita cerrada
hiperbélica vx cercana a 7y con lo que habrfamos terminado. De esta manera, tomando
una carta local ¢ : U C M — R si encontramos un campo Y € X*(R") con una
orbita cerrada hiperbdlica, entonces al campo 90;157 € X*(U) podemos extenderlo a un
campo Y € X*(M) de manera que Y tenga una 6rbita cerrada hiperbdlica en U. Asi,
basta encontrar un campo Y € X*(R™) con una 6rbita cerrada hiperbélica. Consideremos
R" = R? x R"2. Definimos Y € X*(R") por

i;(l’,y7§) = (1'2 + y2)(—y,x,§) + (1 - 3172 - y2)(x,y,2)

donde z, y € R y z € R" 2. De manera analoga al ejemplo 1.2 del primer capitulo, se
puede verificar que los tinicos elementos criticos en el plano xy son: el origen y v(t) =
(cost, sent,0). Asi, v = v[R] es una érbita cerrada de Y con y C By(0) (|7(t)|| =1 Vt €
R). Si Z # 0 entonces Y (z,y,2) M S"! la esfera de radio . Por lo tanto los tinicos
elementos criticos de Y son el origen y . [

Asi, si f € K — S es inestable, la suspension de f, Xy € K — S, es también inestable.
Luego, hay casos donde los sistemas dinamicos estructuralmente estables son un subcon-
junto propio de los sistemas K — S. Es interesante que esto depende de la topologia de
M. En el siguiente capitulo mostraremos algunos casos donde se da la igualdad para cam-
pos vectoriales. Es decir, donde todo campo de Kupka-Smale es estable y por lo tanto el
conjunto de campos vectoriales estructuralmente estables serd un conjunto denso abierto.
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Capitulo 4

El Teorema de Peixoto y
generalizaciones

En este capitulo, buscamos condiciones suficientes para que un sistema dindmico sea
estructuralmente estable. Para esto, damos condiciones extra a los sistemas de Kupka-
Smale. Esto nos lleva, primero, a definir los sistemas de Morse-Smale. En la primera
seccion mostramos que todo campo vectorial de Morse-Smale es estructuralmente esta-
ble. Un resultado interesante es que, para superficies orientables, el conjunto de campos
que son de Morse-Smale es denso en X% (M). Este resultado, debido a Peixoto, lo de-
mostraremos en la segunda seccion. En la segunda mitad del capitulo damos algunos
ejemplos de difeomorfismos en superficies que son estructuralmente estables, pero no son
de Morse-Smale. Un ejemplo, debido a Thom, motiva la definicién de una clase de siste-
mas dinamicos estructuralmente estables, conocida como sistemas de Anosov. Finalmente,
damos la definicién, debida a Smale, de una clase de sistemas estructuralmente estables,
la cual engloba los sistemas de Morse-Smale y de Anosov, y desarrollamos el ejemplo de
la herradura de Smale, la cual pertenece a esta clase de difeomorfismos.

4.1. Campos de Morse-Smale

Definiremos una clase de campos vectoriales, conocida como campos de Morse-Smale.
La cual es estable y por lo tanto un subconjunto abierto de X*(M). Mostraremos que,
cuando dim M = 2 y M es orientable, esta clase se también densa.

Al buscar los campos de Morse-Smale sea estructuralmente estable, debe ser una
subclase de los campos de Kupka - Smale.

En el caso de dim(M) = 2, podemos clasificar las singularidades hiperbdlicas en 3
tipos: Sean p € M es singularidad hiperbdlica de X € X*(M) y A, A» € R las partes
reales de los valores propios de DX (p). A1, A2 # 0 por ser p singularidad hiperbdlica.

a) Decimos que p es una singularidad atractora si Aj, Ay son positivos.
b) p es singularidad silla si A\ Ay < 0.

c) p es singularidad repulsora si A, A2 son negativos.

103



104 CAPITULO 4. EL TEOREMA DE PEIXOTO Y GENERALIZACIONES

—>——<— —<——>— —<—o—>—
(a) atractor (b) silla (¢) repulsor

Sean p,q € M singularidades silla de X € X*(M). Si dim(M) = 2, entonces W*(p) M
W (q) siy sélo si W#(p) N W*(q) = 0. Esto ya que, para x € W*(p) N W*(q), tenemos
que O(z) € W?*(p) es una subvariedad de codimensién 0 y por lo tanto es un abierto
de W*(p), pero O(z) es también cerrado. Luego, la componente conexa de W?*(p) que
tiene a x es O(x). Andlogamente, la componente conexa de W*(q) que tiene a x es O(x).
Ast, W#o(p) N W*(q) 2 O(x). Como O(x) es una subvariedad de dimensién 1 de M, no
puede ser que W*(p) Moy W*(q). Si se diera la transversalidad, la interseccion serfa una
subvariedad de codimensién 2.

En el siguiente ejemplo ilustraremos el hecho de que los campos de Kupka-Smale no
son necesariamente estructuralmente estables.

Ejemplo. Sea X € X*(T?) un campo que induce un flujo irracional en el toro T2. El
w vy a-limite de toda érbita es T2. En particular, X carece de singularidades y 6rbitas
cerradas. Luego, X es trivialmente un campo de Kupka-Smale, pero X no es estructu-
ralmente estable pues X puede ser aproximado por un campo Y € X*(T?) que induce
un flujo racional. Todas las orbitas de Y son cerradas, por lo que X y Y no pueden ser
topoldgicamente equivalentes

Definicién. Sea X € X*(M)
1) Lo(X)={peM:3ge M pealqg)}
2) Lu(X)={peM:3geM peuw(qg)}.

3) Decimos que p € M es un punto errante de X si hay V' C M vecindad abierta de
p vy to>0tal que Vt € R con [t| >ty X, [V]NV =0.

Denotaremos por Q(X) = {p € M : p es un punto no errante de X }. Algunas
propiedades bésicas de los conjuntos L, L, y Q(X):

e los conjuntos L (X) y L,(X) son invariantes bajo el flujo de X. Es decir, para
cadat € R, Xy[Lo(X)] = Lo(X) v Xi¢[Lo(X)] = Lu(X).

e El conjunto de los puntos errantes M —Q(X) es abierto, por lo que £2(X) es cerrado
y por lo tanto compacto (M es compacto).

e ()(X) es invariante bajo el fluyjo de X: Vi € R X3[Q(X)] = Q(X).
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o Lo(X)ULy(X) C Q(X).

e Sean X,Y € X¥(M). Si h : M — M es equivalencia topolégica entre X y Y,
entonces h[Q2(X)] = Q(Y).

En el flujo irracional (ejemplo 4.1), todo punto del toro es un punto no errante. De hecho,
en este caso tenemos que L,(X) = Lp(X) = Q(X). En el siguiente ejemplo construi-
mos un campo Y en la esfera. Este campo tendra una orbita regular v, la cual estara
compuesta por puntos no errantes. Sin embargo v C Q(Y) — (Lo (Y) U L, (Y)). Y puede
ser aproximado por un campo X sin 6rbitas regulares. Luego, ¥ no es estructuralmente
estable.

Ejemplo. Sea X € X°°(S?) con pi, pp € S? tnicas singularidades y todas las deméds
orbitas son cerradas. Un campo que cumple estas caracteristicas es:

X8 — T8 X(z,y,2) = (—y,z,0)

Figura 4.2: Flujo de X

Tomando carta local ¢t : ST — B;(0) C R? definida por ¢*(z,y,2) = (z,y) donde

*(2,y) = (2,y,4/1—22—y2) y con

100

entonces, la expresién de X en cartas locales es X € X*°(B;(0)) definida por

oI X(z,y) = Dot (z,y) X (¢~ (2,y)) = Dot (z,y)( - y,2,0) = (—y,z,0)

El campo ¢} X es lineal, con matriz asociada

57 = {(x,y,2) € 5 : z > 0}. con inversa ¢
diferencial

por lo que su flujo es de la forma

At cost —sent
e =
sent cost
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y sus curvas integrales son a(z,y) = (rcost,rsent) donde r = ||(x,y)| son o6rbitas
cerradas centradas en el origen, con 0 el Unico punto fijo, al ser X un campo simétrico
respecto al plano xy, el hemisferio sur S = {(z,y,z) € S* : 2 < 0} se ve igual. Por lo
tanto X si cumple las condiciones deseadas.

Sea p: S? - Rt C* tal que p(p) =0 siysélosi p=pscon ps € S? distinto de p;
y po. SeaY = pX € X*°(S?). Y tiene como singularidades a p;, p» y ps, tiene una tinica
6rbita regular v C 5% la cual satisface: w(v) = a(y) = ps ,y 7 C QUY)— (Lo (Y)UL,(Y)).
Ya que, si € «, entonces cualquier V' C S? abierto con € V tiene un y € V cuya érbita
es cerrada, si 7 es el periodo de O(y) entonces 7 > 0 y para cada n € Z Y,,(y) = v.
Se sigue que, para cadan € Z Y,.[V]NV # 0 y por lo tanto x es no errante. Es decir
2 €QY) = (La(Y)U Ly(Y)).

El conjunto de los puntos no errantes debe ser un invariante respecto a la equivalencia
topoldgica. Esto nos motiva a restringir el comportamiento de Q(X). El ejemplo anterior
ilustra que la diferencia Q(X) — (L (X) — L., (X)) puede provocar inestabilidad.

Definicién. Sea M variedad compacta de dimensién n. Decimos que X € X*(M) es un
campo de Morse-Smale, X € M — S, si satisface las siguientes condiciones:

1) X tiene una cantidad finita de elementos criticos ( singularidades y érbitas cerradas),
los cuales son todos hiperbdlicos.

2) Siop y 09 son elementos criticos de X entonces W*(aq) M W¥(oy).

3) ©(X) conicide con el conjunto de elementos criticos de X. Es decir, p € M es no
errante si y sélo si p es elemento critico de X.

Algunos ejemplos de campos de Morse-Smale son los siguientes:
Ejemplo. Un campo en S? con las siguientes caracteristicas:

® py, ps son singularidades hiperbdlicas, con py atractor y pg repulsor.

o z€5%—{pn,ps} = w)=pny v a(z) =Dps.

El campo X : S? — T'S? X(z,y,2) = (—wxz, —yz,2*> + y?) del primer ejemplo del
capitulo uno cumple lo anterior.

Pn

Ps
Figura 4.3: flujo polo norte - polo sur

Ejemplo. Campos en S? con las siguientes caracteristicas:
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® py, ps son singularidades hiperbdlicas repulsoras.

e ~ Orbita cerrada atractora.

e xS — (vU{pn, ps}) = w(x)=7 vy (afz) =pyx o alz)=ps).

Ps
Figura 4.4: Ejemplo de flujo polo norte - ecuador - polo sur.

Un campo que cumple lo anterior es X € X*(S?) dado por X (x,y,z2) = (z2% yz2,0) +
(22 + y?)(—y, z, —2). El ejemplo 2 del capitulo 1.
Ejemplo. En S? el campo con

® Py, po atractores.

e 51, 59 sillas.

e 11, 79 repulsores.

Y4

1 T

P2
Figura 4.5: Ejemplo de flujo 4.6

Daremos una caracterizaciéon de los campos M — S en variedades compactas de di-
mension dos, que nos permitird demostrar la estabilidad de estos campos.

Una ligacién de silla es una 6rbita regular v tal que w(vy) y «(y) son singularidades
silla. Ya vimos que si hay ligaciones de silla no se da la condicién de transversalidad:
W (w(y)) M W*(a(y)). Esto es consecuencia de dim(M) = 2.

Proposicién 4.1.1. Sea M wvariedad compacta de dimension 2.
X e M — S siy solo si se satisfacen las siguientes condiciones:
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a) X tiene una cantidad finita de elementos criticos, los cuales son hiperbdlicos.
b) No hay ligacion de sillas.

c) Toda drbita v tiene como w-limite un unico elemento critico y como a-limite un
unico elemento critico.

Demostracion.

=: Sea X € M — S, de la definicién se cumple a).

Sean o1, 09 sillas de X, como W#(oy) M W"(09) entonces W#(o1) N W¥(03) = 0, por
lo que se satisface b).

Como Q(X) = { elementos criticos de X'} entonces, para toda drbita v, w(7y), a(y)
son elementos criticos. Por conexidad w(y) y «(y) son unicos.

Por lo tanto X satisface a, b y c.

<: Supongamos que X € X¥(M) satisface a, b y c. Para mostrar que X € M — S sélo
falta demostrar que, si 0y y o2 son elementos criticos de X entonces W¥(ay) M W*(03)
y que Q(X) = { elementos criticos de X}.

Sean o1, 0y elementos criticos de X. Si alguno de estos es un atractor o un repulsor.
Es decir, si dim (W?%(0;)) =2 o dim (W"(0;)) = 2 para alguna i € {1,2}, entonces
la condicién de transversalidad se cumple trivialmente. Si ambos son sillas, al no haber
ligacién de sillas tenemos que W#(o1) N W (o) = 0 y por lo tanto W#(oy) M W*(o2).

Siempre se cumple la contencién Q(X) D { elementos criticos de X }. Veamos entonces
que, si o es un elemento critico atractor de X entonces W?*(o) — {o} sélo tiene puntos
errantes.

Caso 1: 0 es una singularidad.

Sea D C W*(o) un disco con dD M X. Como W*(o) — {0} = U, X4[0D] y Q(X) es
invariante bajo el flujo, basta ver que 9D N Q(X) = 0. Sean = € 0D, D, = X;[D] € D
y D_1 = X_l[D] 2 D.

Sea V. C D_; — D abierto con x € V. Tomamos y € V. Si t > 2 entonces, como
y € D_1, X;(y) € D;. Luego X;[V] C D; y por lo tanto X,[V]| NV = 0.

Sit < —2 entonces X;(y) ¢ D_1 y por lo tanto X;[V] C M — D;. Luego X;[V]NV = 0.
Luego, = ¢ Q(X).

Caso 2: 0 es una orbita cerrada.

Tomamos D C W#(o) vecindad abierta de o con 0D M X. Si W*(o) es orientable D
es homeomorfo a un anillo y 9D son dos circulos ajenos. Si W*(¢) es no orientable D es
homeomorfo a una banda de Mdéebius y dD es un circulo. En cualquier caso se da que
WS(O') — 0 = UtER Xt[E)D] Sean x € 8D, D1 = Xl[D]7 D_1 = X_l[D] y |4 g D_1 — D1
abierto con x € V. De manera anéloga al caso 1. Si [t| > 2 entonces X;[V]NV = y por
lo tanto ¢ Q(X). Se sigue que (W*(o) — o) NQ(X) = 0.

Analogamente, si o es un elemento critico repulsor,

(Wu(o) —{o}) N QX)=0 o singularidad
(W(o)—o)N QX)=0 o 6rbita cerrada

Finalmente, si + € M no es una singularidad ni pertenece a una o6rbita cerrada, al
no haber ligacién de sillas, «(z) es un repulsor o w(z) un atractor. En cualquier caso

Por lo tanto Q(X) = { elementos criticos de X}. O
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Ejemplo. Campos polares en el dos-Toro (superficie compacta orientable de genero 2).

Un campo de Morse-Smale polar es un campo sin érbitas cerradas, con un unico
atractor y un unico repulsor. Representaremos al dos-Toro por un octdgono con borde
orientado, identificando sus lados de la siguiente manera:

e Dos lados identificados no comparten un vértice.
e El difeomorfismo que identifica los lados invierta la orientacion.

e Los vértices se identifican en un mismo punto.

c
Figura 4.6: Una posible representaciéon

Dada una representacion por octdgono del dos-Toro, construimos el campo de Morse-
Smale colocando una singularidad repulsora en el centro del octdgono, puntos silla en el
centro de cada lado y una singularidad atractora en los vértices.

51

So S4

S3 52

S1 Sy

S3
Figura 4.7: El flujo de la representacion

Reciprocamente, si tenemos un campo polar en el dos-Toro, haciendo cortes a través
de las variedades inestables de las sillas, obtenemos un octdagono, el cual es un campo
cémo el descrito anteriormente.
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En lo que resta de la seccion, nos dedicaremos a demostrar la estabilidad de estruc-
tural de los campos de Morse-Smale en variedades compactas de dimension 2. Para esto,
definiremos primero dos conceptos que nos seran de utilidad.

Definicién. Sea X € M — S. El diagrama de fase de X, I', es el conjunto de elemen-
tos criticos con el orden parcial dado por o1 < o3 siy sélo si W¥(o1) N W*(oq) # 0.
Equivalentemente, o1 < 05 si existe una érbita que empieza en oy y termina en os.

Por el primer corolario del A-Lema y al no haber ligacién de sillas esta relacién es, en
efecto, un orden parcial.

Ejemplos: Los diagramas de fase de los ejemplos 4.4 y 4.6 son:

" e @ 72

A o

(a) Diagrama de Ejemplo 4.5 (b) Diagrama de Ejemplo 4.6

P1 @

Definicién. Sean X, XeM-S y I, [ sus respectivos diagramas de fase.
Decimos que I' es isomorfo a I' si y sélo si hay h : ' — I" biyectiva tal que

e p € I singularidad si y solamente si h(z) € I’ singularidad.
e Para cualesquiera o1, 09 € I" se cumple que: 07 < 09 <= h(oy) < h(os).
Definicién. Sea X € M — S. Una filtracién para X es una sucesion
=My C M CMC ... C M, 1 CM,=M
donde cada M; es una subvariedad de M compacta con frontera tal que, para 0 < i < r:
1) X hoM; yVt>0 X M] Cint(M,;).

2) En M, — M; el conjunto maximal invariante bajo el flujo de X es un tinico elemento
critico Oi+1- Es decir: ﬂtGR XtI:MfL'Jrl — Mz] = 0j41-

Lema 4.1.2. Sea X € X*(M) con X € M — S. Existe una filtracién para X .

Demostracion. Sean oy, ...,0; las singularidades atractoras de X. Existen abiertos
‘/17 cee V7 gMCOHO'iE‘/i y 8‘/;FHX Seaanzvl, cey Mj:Mj,lLJVj
Ahora, sean 0,41, ..., 0, las sillas de X. Las componentes de W*(o;41) — {041} in-

tersectan transversalmente a dM;. Supongamos sin perdida de generalidad que las com-
ponentes conexas de W*(o,;41) terminan en oy y o9. Por la continuidad del flujo, podemos
tomar Sy, Ss secciones transversales a W#(oj11)—0,4+1. Tomando luego un flujo tubular de
X que empiece en Sy y termine 9V, tomamos C curva que una a 9V, con S; que sea estric-
tamente creciente y tangente a 57 y a dV;. Al ser estrictamente creciente (En el flujo tubu-
lar), C7 M X. De manera andloga, tomamos Cy, C3, Cy con C; M X que liguen los extremos
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de Sy, Se y OM;. Sea VjH la region acotada limitada por S, Sy, Cy, Cy, C5, Cy ¥ QM]»
que contiene a o;11. Entonces Vt € R Xy[Vj41] = 041 y por lo tanto M = M; UV 44

satisface las condiciones deseadas. Construyendo Vjis, ..., Vs de la misma forma para
Ojt2, -, Og, definimos Mj o = My UV]-H, o, My=M,_, UV,

Finalmente, nos fijamos en 04,1, ..., 0, los repulsores de X. Existen Viiq, ..., V.
abiertos de M con o; € V; 'y 90V, M X. Sean My, = M — (VS+2 UVegU--- UVT),
Mgy =M — (Vs+3UVs+4U"‘UVr)7--- My =M-V,, M, =M.

Cada M, es union finita de cerrados. Al ser M compacto, M; es unién finita de
compactos y por lo tanto compacto. 0;;1 es el inico elemento critico de M; 1 — M;.

Por lo tanto, la sucesiéon ) C My C My € --- C M, es una filtracién para M. ]

Teorema 4.1.3. Para X € M — S hay U C X*(M) vecindad abierta de X tal que, si
Y € U, entoncesY € M — S y Y tiene diagrama de fase isomorfo a X.

Demostracion. Sean o1(X), ..., 0,(X) los elementos criticos de X. Al ser estos hiperbéli-
cos, existen abiertos Uy, ..., U, C X*¥(M) y V4, ..., V,, C M abiertos tales que X € Uj,
o; € V;, de manera que ¢ # j implica V;N'V; = 0. Si Y € U, entonces Y tiene un tnico
elemento critico o;(Y’) € V; el cual es hiperbdlico.

Por otro lado, al ser K = M — J,.,, V; compacto y al no tener X elementos criticos
en K, hay Uy C X*(M) abierto con X € Uy tal que, si Y € Uy, entonces Y no tiene
elementos criticos en K.

Sea U = |Jy<;<,, Ui. Por todo lo anterior, Y € U implica que los elementos criticos de
Y son 01(Y), ..., 0,(Y), los cuales son hiperbélicos y ;(Y) es cercano a o;(X).

Fijemos ) C M; € --- C M, una filtracién para X. Como OM; M X y OM; es
compacto, reduciendo U de ser necesario, se cumple:

YeU=0oMnMnY

Sea W; € M; — M;_, con 0;(X) € W;. Como (),cg Xi[M; — M;_1] = 0;(X) hay T' > 0 tal
que ﬂte[fTﬂ X¢[M; — M;—1] € W;. Al variar el flujo continuamente respecto al campo,
tenemos que Y € U implica ﬂte[_T,T] Y, [M; — M;_1] € W;. Tomando W; suficientemente
pequeno, X es conjugado de Y en W;. Por lo tanto 0;(Y") es el conjunto maximal invariante
bajo el flujo de Y. De todo lo anterior se sigue que (,cp Y;[M; — M;_,] = 0;. Concluimos
que ) € M; € -+ C M, es también una filtracién para Y € U.

Si 7y es una érbita distinta de o;(Y") tal que yN[M; —int(M;_1)] # () entonces yNOM; #
0 o yNOM;_1 # (). Esto ya que la tnica érbita contenida en M; — M; 1 es 0;(Y"). Luego,
si x € yN[M; — M;_1], entonces existe un ¢ > 0 tal que Y;(z) € M;_; o Yi(z) € M — M,.
En cualquier caso, como Y;[M_1| C M; 1 y Yi[M — M;] C M — M; para t > 0, llegamos
a que x es un punto errante. Por lo tanto Q(Y) N (M; — M,;_1) = 0;(Y), se sigue que
QY)={0y(Y):1<i<n}.

Sélo falta mostrar que Y no tiene ligacion de sillas. Sean o;(X) silla y v una de las
componentes conexas de W (0;(X)) — 0;(X). Sea 0 = w(7y)., o es un atractor pues X no
tiene ligacién de sillas. Tomamos V' C M abierto con o0 € V, 0V A X y ~ M dV. Como
W4 (o;(Y)) es C*-préxima a W¥(o;(X)) en vecindades compactas, entonces una de las
componentes conexas de Wi (o;(Y)) — 0;(Y), llamemosla 7, tiene que satisfacer: v h 9V,
N OV # . Por lo tanto w(¥) = o(Y) € V, donde o(Y) es el atractor correspondiente a
0. Asi, concluimos que:

e Y € U no tiene ligacion de sillas.
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e 0i(X) < 0j(X) = 0y(Y) < 0;(Y).

Por lo tanto Y € M — S. Definimos h : I'(X) — I'(Y) por h(o;(X)) = 0;(Y), donde
['(X), I'(Y) son los diagramas de fase respectivos de X y Y,y 0;(X), 0;(Y) € M;. Asi, h
es un isomorfismo de diagramas entre I'(X) y T'(Y). O

Teorema 4.1.4. X € M — S es estructuralmente estable.

Demostracion. Sea U C XF(M?) vecindad abierta de X tal que, si Y € U entonces
YeM—-Syg:{o(X)} — {0:(Y)} isomorfismo de diagramas de fase.

Caso 1: X no tiene érbitas cerradas.

Sean o atractor de X y o(Y) = g(o) para Y € U. Fijamos V' C W$ (o) abierto con
ceVitalque VA X, oVAY yo(Y)eV CWi(o(Y)).

Sean o1, ..., 0, las sillas de X tales que o; < 0. Sean p1, ..., p, € M los puntos
tales que {p;} = (W¥(0;) —0;) NOV. Andlogamente para Y, sean py(Y), ..., p,(Y) € M
con {p;(Y)} = (Wg(o:i(Y)) — 05(Y)) N OV. Para cada o; tomamos S;, S; € M secciones
transversales a las separatrices (las componentes conexas de W3 (o;) — ;) de o; por los
puntos ¢; € S;, ¢ € S;. Saturando S;, y S; por el flujo X; junto con W (o;) por el Lema
2.6.2 hay una fibracién:

Fy={X[S]:t < 0}U{X,[S)] : t < 0} UW¥ (o)

X (@) reX, [§z’]

w1 By — W)S((Uz‘) T — th(CIND VIS XtI[Si]

Sabemos que m; es continua y, para cada i, existe I; C JV intervalo abierto de p; con
I; C F. Por lo tanto 7r1|[_ : [; COV — m[l;] € W5(o) es homeomorfismo. Como Y € U
y Y M 0V podemos hacer una construccién analoga para Y.

Construiremos ahora la equivalencia topolégica entre X y Y.
Sea h(o) = o(Y), h(o:) = 0:(Y), h(pi) = pi(Y), h(@) = ¢:(Y) y h(qi) = ¢(Y). Para
x € W§(o;) existe un tnico t, € R tal que Xy, (¢;) =z o X (g;) = x, definimos

segin sea el caso. Para x € F;, definimos h(z) = m(Y) 'hm(z), donde m(Y) es la
proyeccion de la fibracion asociada a Y.

Tenemos h definida en una unién ajena de intervalos I; C 9V. Como la fibracion
depende continuamente del campo, Y cercano a X implica m;(Y) cercana a ;. Por lo
tanto h| ., €S proxima a la identidad y podemos extender h al circulo V' de manera
continua.

Repitiendo esta construccion para cada atractor o de X. Si z € M, entonces w(z) es
un atractor o una silla.

e Siw(z)esun atractory V' C M es abierto como en la construccién anterior, entonces
w(z) € V y hay tnicos t, € R y x € dV tales que X;, (z) = 2. Definimos entonces
h(z) = h(X;, (x)) =Y, (h(x)) (h ya esta definida en OV).
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e Si w(z) no es un atractor o z € V, entonces z € F; para alguna i. Por lo que h(z)
ya estd definido.

Tenemos ya definida h en todo M. Intercambiando los papeles de X y Y, obtenemos
la inversa de h. Falta mostrar que h y h™! son continuas.

Por la continuidad de los flujos de X y Y, y por la continuidad de cada m;, al ser
W*(o) abierto de M para o atractor, h es continua en (J, ., W5 (c). Donde A = {0 : 0
es elemento critico atractor de X'}. Para mostrar la continuidad de h en W§(0;), donde
o; es una silla, fijamos © € W§(0;). Sea {z,} C M sucesién convergente a z. Si F; es la
vecindad tubular alrededor de o; entonces = € F; y podemos suponer {z,} C F;. Por la
definicién de h, esta lleva fibras en fibras, es decir hm;(X) = m;(Y)h.

Sean x;, = m;(X)(z,), entonces m;(Y)h(x,) = h(z}) = bY, . (¢:;(Y)). Como z, — x
cuando n — 0o y 7;(X) es continua, la sucesion zf = 7;(X)(z,) converge a m;(z) = .
Por otro lado t,: — ¢, cuando n — oo lo que implica:

T (V)h(ea) = Vi, (a:1) = Vi (a:(Y)) = hiz)

Por lo tanto h(m;(X)x,) = m(Y)h(z,) = h(z) = m(Y)h(x)). Con esto mostramos que la
parte estable de la sucesién {z,} converge a x.

Probaremos que la parte inestable también converge a x. Sean I; C 9V, I;(Y') = h(I;)
segmentos transversales a X y Y respectivamente. Sean F; = (Upso Xe[ L)) UW5 (o) y
E(Y) = (U Y2 L(Y)]) U W5 (04(Y)) vecindades tubulares para Wi (o) y Wi(o(Y))
respectivamente, y 7;(X) : F; — W(o,), m(Y) : Fi(Y) — W(0:(Y)) las proyecciones
correspondientes. Como la sucesién x,, converge a z y © € W§(0;), al ser 7;(X) continua,
la sucesién {7;(X)xz,} converge a 7;(X)x = ;. Pero m;(X)x, € W¥(0;) v h es continua
en W (o;). Se sigue que:

lim h(7(X)z,)) = h(oy) = 0:(Y) = 7(Y)h()

n—oo

Por lo tanto h(z,) converge a x respecto a su parte estable e inestable. Concluimos que
que lim,,_,o h(z,) = h(x), es decir, h es continua.

Caso 2: Supongamos que X tiene Orbitas cerradas, al ser estas hiperbdlicas, deben
ser atractoras o repulsoras. Sabemos que hay campos arbitrariamente cercanos a X que
no son conjugados. Para mostrar esto basta alterar el periodo de alguna orbita cerrada
de X. Evitaremos esta dificultad reparametrizando el campo X y Y de manera que se
preserven las orbitas de los elementos criticos, pero haciendo que las orbitas cerradas
tengan el mismo periodo 7. Esto es posible gracias al Lema 3.1.3.

Sean X y Y campos cuyas Orbitas cerradas tienen periodo 7y con X € M — S. Para
simplificar, dividiremos la demostracién en 2 casos.

Caso 2a: Todas las dérbitas cerradas de X son atractoras. Trataremos de imitar la
demostracion del caso 1.

Sea ¢ elemento critico atractor de X. Si ¢ es una singularidad, realizamos la misma
construccion que en el primero caso. Si ¢ es una Orbita cerrada, tomamos una seccién
transversal invariante X. Sean I, I(Y') dominios fundamentales para las transformaciones
de Poincaré asociadas a X y Y respectivamente. I, I(Y') son dos circulos ajenos. Sean
o; < o una silla y S, :S’VZ secciones transversales a W$(o;) que intersectan diferentes
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componentes conexas. S;, S; son también transversales a Wy (0;(Y)). Sean

Fy =X [S]uWi(o) u XS]

t>0 t>0
= JviIs]uwy (o:(v)) u | JYilS.
t>0 t>0

vecindades tubulares para X y Y respectivamente. Sean m;(X) : F; — W3 (0y),
m(Y) : Fi(Y) — Wy(0;(Y)) las proyecciones respectivas. Restringimos los dominios de

las proyecciones a C; = INE; y C;(Y) = I(Y)NF;(Y). Asi, 7Ti|c :Cy — m[Cy] S W5 (0y)

y Wi(Y)}Ci(Y) :Ci(Y) — m(Y)[Ci(Y)] € W (0:(Y)) son homeomorfismos. Fijamos
4 = Si N Wx(03) (V) = Sin Wy (oi(Y))
@i = 5N Wk (o) G.(Y) = SN Wx(oi(Y)
pi= INWE(o) pi(Y) = I(Y) 0 W (V)

Definimos h(q;) = ¢:i(Y), h(@) = ¢:(Y), h(pi) = pi(Y) v h(oi) = 0:(Y). Si z € Wx(03),
hay un tnico t, € R tal que Xy, (¢;) = = o Xy,(¢;) = x. Extendemos h a W$(0;) por:

h(z) = {h(th(%)) =Y, (h(q)) =Y, (¢:(Y))
WX, (@) = Y (@) = Vi, (@(Y))

seglin sea el caso. Extendemos h a Cj, para z € Cy;: h(z) = 7, 1(Y)h(mi(2)). Como las
proyecciones son homeomorfismos en C; y C;(Y), h estd bien definida en C;. Tenemos
entonces h definida en una unién disjunta C; C I, como X es préxima a Y, 7; es préxima
a m;(Y) y por lo tanto h es préxima a la identidad. Luego, podemos extender h continua-
mente a I (pues I es unién disjunta de circulos). Si x € W (o), existen tdnicos ¢, € R y
p € I tales que Xy, (p) = z. Extendemos h a W§ (o) por:

h(x) = h(Xy,(p)) = Yi,h(p)

Tenemos ya h definida en todo M. Intercambiando los papeles de X y Y en la construccién
anterior, encontramos la inversa de h. La demostracién de la continuidad de h es analoga
a la del caso 1.

Caso 2b: X tiene orbitas cerradas atractoras y repulsoras.
Extenderemos la construcciéon hecha en el caso 2a.

Sean ¢ érbita cerrada repulsora, Y seccion transversal invariante de o, e I dominio
fundamental de la transformacion de Poincaré asociada. Sean o; sillas con ¢ < o; vy
pi € W¥(o;) N 1. I queda descompuesto en una unién de subintervalos cerrados que,
ordenandolos correctamente:

I =[p1, p2] U pa,p3] U+ U [pn_t1, Pu] U [P, 1]

de manera que, si x, y € (p;, pi+1) entonces w(x) = w(y).

Sean a € (pi—1,p:i), b € (pi,pir1) tales que, si x € [a,b] entonces, Ox(x) N S; # 0.
Utilizando el Lema 3.1.3. reparametrizando a X de ser necesario, podemos suponer que
Vo € [a,b] Xi(x) € S;. Sean [d/,V] C (a,b) con p; € (a,b). Utilizando nuevamente el
Lema 3.1.3. podemos suponer que:

Vy € [Xi1(a),X1(d')] €S Xi(y) € E; (o C))
Vz € [Xl(b,),Xl(b)] g Sz Xl(Z) S Ck (O Zk)
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donde X;, ¥ son secciones transversales invariantes de atractores y C;, C, € 9V, con V'
vecindad abierta de un elemento critico atractor. Es decir:

XQ[CL, CL/] Q Ej (O C}) Xg[b/,b] Q Ck (O Ek)

Repetimos estas reparametrizaciones para cada p; € I. Extendiendo la reparametrizacién
a todo I de manera que:

Veel Xy(z)eC; o Xo(z) €k

segun el caso. Realizamos la misma reparametrizacion para las érbitas cerradas repulsoras
de Y. Definimos h de manera andloga al caso 2a, anadiendo el caso h(XNo) =X No(Y),
donde o es una oOrbita cerrada repulsora y ¥ es la seccion transversal invariante. Como o
y o(Y) tienen el mismo periodo, h(c) = o(Y). O

4.2. Densidad de los campos de Morse-Smale

En esta seccion mostraremos que la clase de los campos de Morse-Smale es densa en
X*(M?) para M orientable. Esta demostracién es debida a Jacob Palis y Wellington de
Melo, la cual es una simplificacién de la prueba dada originalmente por Peixoto.

Iniciamos demostrando el teorema de densidad para la esfera S?. Debido al Teorema
de Poincaré-Bendixson, es un caso simple que ilustra el caso general.

Definicién. Sea X € X¥(M) con v C M é6rbita de X. Decimos que ~y es recurrente si y
sélo si w(y) Cv o a(y) C .

En particular, si v C w(7), diremos que 7 es w-recurrente. Si v C «(7), diremos que
7 es a-recurrente.

Teorema 4.2.1. Sea X € X*(S?). X e K-S = XeM-5.

Demostracion. Sea X € X*(S?%) un campo de Kupka-Smale. Como X tiene un nimero
finito de singularidades, por el Teorema de Poincaré-Bendixson para p € S?, w(p) tiene
tres posibilidades:

e w(p) es una singularidad.
e w(p) es una oOrbita cerrada.

e w(p) son sillas unidas por érbitas regulares.

pero X € K — S implica que X no tiene ligacién de sillas. Luego, w(p) es una singularidad
o una 6rbita cerrada. Es decir, w(p) es un tnico elemento critico, al igual que «(p).
Mostraremos que hay un numero finito de érbitas cerradas, con lo cual sélo habria una
cantidad finita de elementos criticos, al ser estos hiperbdlicos, tendriamos que X € M —S.

Demostraremos esto por contradiccion. Supongamos que X tiene una cantidad infinita
de elementos criticos. Por la compacidad de S?, existe {x,} € M sucesién convergente,
digamos a x, donde x; € ~; vy 7, es una 6rbita cerrada (Hay una cantidad finita de singula-
ridades) tales que i # j implica; # 7;. Sl w(z) es un atractor, entonces W#(w(x)) C S? es
abierto y por lo tanto hay U C S? vecindad abierta de z con U C W#(w(x)). Luego, existe
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un ng € N tal que Vn > ng z, € U, pero x,, € 7, 6rbita cerrada implica que v, = w(z,).
Como z,, € W*(w(z)) entonces w(z,) = w(x). Se sigue que Yn > ng 7, = w(x) una
contradiccién. Ya que, para n suficientemente grande, v, # Vn11. Por lo mismo, w(z)
no puede ser un repulsor. Asi, w(z) y a(x) son sillas. Al no haber ligacién de sillas es
necesario que o(z) = = = w(x), es decir que z es una singularidad silla. Como el w-limite
de las componentes conexas de W*(z) — {x} son dos atractores distintos, digamos oy y
oy. Dada V' C 52 vecindad abierta de x, si y € V — W*(z) entonces w(y) = o; para
alguna ¢ € {1, 2}. Por otro lado, V' abierto implica que existe un natural n; € N tal que
Vn >ny z, €V y por lo tanto v, = w(x,) = W?(0;), una contradiccién.

Asi, existe s6lo una cantidad de érbitas cerradas y por lo tanto una cantidad finita de
elementos criticos. [

Corolario. El conjunto de los campos de Morse-Smale es residual, y por lo tanto denso,

en Xk(S?).
Demostracion. K — S es residual en X*(S5?). O

Seguiremos la misma idea para demostrar que los campos de Morse-Smale son densos
en M?2. La demostracién se vuelve més delicada pues, en M? # S2, puede haber érbitas
recurrentes no triviales. Es decir, que no sean elementos criticos. El flujo irracional del
toro ofrece el ejemplo mas simple de recurrencia no trivial.

Describiremos algunos ejemplos de campos que exhiben orbitas recurrentes no trivia-
les.

Ejemplo. Sea A : R® — R? dada por h(z,y,z) = (x,y,—2), la reflexién sobre el plano
zy. Tomamos el toro T2 C R?* de modo que A(T?) = T2 entonces 7% N {z = 0} es
la unién ajena de dos circulos. Sea X = grad(h), donde h : T?> — R es la funcién
altura. X es simétrico respecto al plano xy, A\, X = —X, X tiene 4 singularidades: un
atractor p, un repulsor r y dos sillas s, sp. Sea C; C T2 un circulo transversal a X que
delimita a un disco D; € T? con p € D;. Sean Cy = M\[C1] y Dy = A[D;] con r € Ds.
Por la simetria del campo X, si p € C no estd en la separatriz de una silla, entonces
O(p) N Cy = A(p) = q. Identificando C; y Cy con St sea g : C; — Cy difeomorfismo
dado por h = R, o A, donde R, es la rotacién de angulo «. Fijamos @ € R — Q. Ahora,
identificamos C; con Cy en T? — (D1 U Dy) bajo la relaciéon de equivalencia generada
por g. Sean M la variedad resultante, P : T — (D1 U Dg) — M la proyeccién canodnica
y Y = P,X. M es difeomorfo al dos-Toro y toda orbita de Y, a excepcion de las dos
sillas s1, s y sus separatrices inestables, intersectan a P[C5] por lo menos una vez. Ya
que, al ser r € Dy repulsor, si x € P[Cs] existe un y € C; con P(y) = x y por lo
tanto O%(y) N C1 = A Y(y), pero A1 (y) ~ hA 7 (y) = RoAN"Hy) = Ra(y). Luego,
O3 (y) intersecta P[Cy] por primera vez en el punto P(R,(y)). Repitiendo este argumento,
podemos concluir que O5-(y) N P[Cy] = { P(R%(y)) : n € N}. Como R, es una rotacién
irracional, entonces O5 (y) N P[Cy] es denso en P[Cy). Esto pues R” es denso en Cy y Plc,
es un difeomorfismo.

Asi, toda drbita de Y a excepcién de las sillas y sus separatrices estables es densa en
P[Cs] y por lo tanto densa en el dos-Toro.

Ejemplo. Describiremos un campo de Kupka-Smale X € X*°(dos-Toro) con las siguientes
propiedades:

e X tiene so6lo dos singularidades si, s, las cuales son sillas.
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e Toda 6rbita regular es densa en T2.

Probaremos después que un campo X con estas propiedades puede ser aproximado por
un campo que tenga ligadura de sillas. Por lo tanto K — S no es abierto en X*( dos toro ).

Consideremos T? = R?/Z?. Sea m : R*> — T? proyeccién canénica. Construiremos
primero un campo Y € X*°(R?) de manera que se proyecte a T2 bajo m. Para eso
necesitamos que, para cualesquiera z, y € R?, si z — y € Z entonces Y( ) = Y( ). Por lo
que s6lo es necesario describir Y en el cuadrado [0,1] x [0, 1].

Y tiene un repulsor en (1/2,1/2), un atractor en el origen y dos puntos silla con
coordenadas (0,1/2), (1/2,0). Tomamos C;, Cy C R? dos circulos de radio § < 1/4 con
centro en el repulsor y el atractor respectivamente.

Sea a € (0,7/2) C Cy. Entonces O;(a) intersecta a Cy en un udnico ¢1(a) €
(—m, —7/2). Bajo esta regla de correspondencia definimos ¢; : (0,7/2) = (—m, —7/2) C
(s, el cual es un difeomorfismo. Andlogamente:

T T
902-(§a7f)—>(—§»0)
3 3
oo (1. 0) — (2, -5
3 3r
P4 (—’QW)—>(—77—§)

Si Y es simétrico, entonces:

Sea ¢ : Cy — C dado por ¢(a) = —a + € difeomorfismo dado por reflejar y rotar por e.
Escogemos un € tal que ¢/7 € R — Q.
Sean D;, Dy C IR? discos cuyos bordes sean C; y C5 respectivamente, y D, = m[D;] C

T, Dy = w[Dy)] CT, M =T — (Dl U D2) Bajo la relacién de equivalencia generada por
el difeomorfismo ¢, M/ ~, es difeomorfo al dos-Toro. Sean P : M — T2 la proyeccién

candnica, Y =1.Y v X = P.Y.
Notemos que Y € M — S ya que, a diferencia del ejemplo anterior:

e Y tiene un numero finito de elementos criticos, todos hiperbélicos.
e Y no tiene ligacion de sillas.

e El wy « -limite de toda érbita es un tnico elemento critico (ya que esto es cierto
para Y) .

Ahora verificaremos que toda érbita de X es densa en 72. Notemos primero que la
6rbita de cualquier § € T?—{3;, 3,} intersecta a P[C], donde 5; = P (s;). Basta mostrar
que, si 0 € C; con 6 # nw /2, es decir con § ¢ W(s;), entonces Oy (p) intersecta a Cy en
0i(0) = —0 £ /2, pero @;(0) ~, 0pi(0) v ppi(0) = —(—0L£7/2)+e=0F 1/2+€.
Por lo que O% () intersecta a P[C}] por primera vez en 0 F 7/2 + ¢. Supongamos que se
da el caso 0 + 7/2 + €. Si Vk € Z sucediera que 0 + ¢ # kr /2, entonces O% (0 + 7/2 + ¢)
intersecta a P[C}] por primera vez en 6 +2¢ o en 6+ 7+ 2¢. Repitiendo este argumento,
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si Oje # kn/2 Vj € N Vk € Z, entonces O%(«) intersecta a P[C}] por n-ésima vez en
el punto 0 4+ ne + M,7/2 donde M, € Z es tal que —n < M, < n, pero ¢/t € R —Q
implica que {8+ ne + M,7/2 : n € N} es denso en P[C4]. Esto puesto que ¢/7r € R —Q
y 0+ ne # kr/2 Vk € Z. Por lo tanto ne + M,w/2 # 2kx Vk € Z. Luego O%(0) es
densa en P[C}] y por lo tanto O%(6) es densa en Tp.

Existen j € N, k € Z con 0 + je = kn/2 si y s6lo si w(f) = 5; para alguna i € {1, 2}.
Como no hay ligacién de sillas, a(6) #S; parai € {1, 2}, por lo que repitiendo el mismo
argumento para Oy (p) podemos hacer notar que O (p) es densa en P[Cy] cambiando ¢
por o' vy ¢; por ¢;'. Por lo tanto toda 6rbita regular es densa en T2
Ejemplo. Describiremos brevemente un ejemplo debido a Cherry de un campo analitico
en el toro T? que tiene recurrencia no trivial. La construccién es algo complicada y no la
haremos aqui. Una construccién viene en el libro de J. Palis y W. De Melo “Geometric
Theory of Dynamical Systems: An Introduction”

Representamos a T por un cuadrado con lados opuestos identificados. El campo de
Cherry X tiene un repulsor r y una silla s. Las separatrices inestables de s, 71 y 7o,
son w -recurrentes. De hecho w(v2) O 3 U .. X no tiene drbitas cerradas, por lo que es
trivialmente un campo de Kupka-Smale, pero puede ser aproximado por un campo con
autoligacién de silla.

Ahora, consideremos r € D C T2 un disco con borde C, de manera que C M X y
sé¢D.

Sean M variedad de dimensién 2 y Y € X*¥(M ) que tenga un atractor hiperbdlico p.
Tomamos D C M con borde C de manera que CHhY ypE D es el tnico elemento
critico de Y en D. Fijamos h : C — C difeomorfismo, identificando C' ~y, C' obtenemos
una variedad diferenciable N = (T'— D) U (M — D)/ ~y. El campo X € X*(N) inducido
por X y Y tiene una érbita recurrente no trivial. Asi podemos construir campos con
recurrencia no trivial en toda superficie distinta de S? y PR2.

Definicién. Sea X € X*(M). Decimos que K C M es un conjunto minimal para X si
K es cerrado, no vacio, invariante bajo el flujo de X y K no tiene un subconjunto propio
con esas caracteristicas. Es decir S C K cerrado, no vacio, invariante bajo el flujo de X
implica que S = K.

Observacion. K minimal para X y v C M o6rbita de X con v C K implica v recurrente,
yva que w(v) € Ky w(y) es un conjunto cerrado, no vacio e invariante bajo el flujo de
X, por lo tanto w(y) = K 2 . Andlogamente a(y) = K 2 .

Lema 4.2.2. Para F C M cerrado no vacio e invariante bajo el flujo de X € X*(M)
existe K C F' conjunto minimal para X .

Demostracion. Sea § = { A C F : A es cerrado, no vacio e invariante bajo el flujo X;}.
Definimos un orden parcial sobre §: A < B < A D B. Sea {A;}ic; € § una cadena
y A = NierA;. Al ser M compacto, cada A; es compacto. Luego, {A;}icr es una familia
anidada de compactos y por lo tanto A # (). Sea t € R. Como X, es difeomorfismo tenemos
que X;[NierAi] = Nier Xi[A;] = NierA;. Luego, A es cerrado, no vacio e invariante bajo el
flujo de X. Se sigue que A € § es una cota para la familia {A;};c;. Por el Lema de Zorn
§ tiene un elemento maximal K C F', el cual es un conjunto minimal para X. O

Definicién. Sea X € X*(M?). Un gréfico para X es un conjunto cerrado y conexo de M
constituido de sillas y separatrices tales que:
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e El w-limite y a-limite de cada separatriz del gréfico son sillas.

e Cada silla del grafico tiene, por lo menos, una separatriz estable y una inestable
pertenecientes al gréfico.

Ejemplo. Algunos graficos son los siguientes:

01 09

Y
Y

01 02

04

03

A

Proposicién 4.2.3. Sea X € X*(M?) cuyas singularidades son todas hiperbélicas. Si
X solo tiene orbitas recurrentes triviales, entonces el w-limite de cualquier orbita es un
elemento critico o un grdfico. Andlogamente para el a-limite.

Demostracion. Sea v trayectoria de X. Supongamos que w(7y) no es un elemento critico.
w() no puede contener un elemento critico atractor ni repulsor. Como w(vy) # 0, w(v)
tiene mas de una singularidad silla. Luego, contiene separatrices de sillas, las cuales deben
ser un numero finito, ya que sélo hay un nimero finito de sillas.

Supongamos primero que cada separatriz tiene una tnica silla como w-limite. Veamos
que w(y) es un grafico. Sean o7 € w(7y) una silla y 73 C w(7y) separatriz inestable de o;.
Sea 09 = w(y1) € w(y) v 72 C w(y) separatriz inestable de o9. 03 = w(y2) € w(7)
y 73 C w(7) separatriz inestable de o3... Repitiendo este proceso suficientes veces,
llegamos a una sucesioén v, vz, ..., 7 = 71 con w(7y;) = a(y:41), la cual define un gréfico.
Sea G C w(7) gréfico maximal. Mostraremos que G = w(7).

Si w(y) € G, entonces existe 0 € w(y) — G silla. Repitiendo el proceso anterior
obtenemos un grafico 1, s, ..., V.. Luego, G=0G U~ U---U7, es un graficoy G C G
contradiciendo el hecho de que G fuese maximal. Por lo tanto w(v) = G.

Supongamos ahora que hay una separatriz 71 C w(y) tal que w(y1) no es una tnica
silla. w(y) Cw(y) v m € w(n) ya que toda recurrencia es trivial.

Si w(71) sblo contiene separatrices que tangan una unica silla como w-limite, por el
argumento anterior, w(y;) es un grafico maximal. Por lo que w(7y) = w(71), se sigue que
7 Cw(y) = w(m), una contradiccion.

Por lo tanto, hay v, C w(7;) separatriz tal que w(72) no es una unica singularidad,
con w(y2) € w(y1) € (7). Continuando el argumento, tenemos una sucesién decreciente
de conjuntos no vacios w(y) 2 w(y1) 2 -+ 2 W) 2 Ww(Yrs1) 2 ... pero sélo hay un
nimero finito de separatrices. Luego, debe existir un ig € N tal que w(7;) = w(vi11), esto
implica que 7,41 € w(y;) = w(7i+1), una contradiccién. Por lo tanto, no puede existir
7 C w(7) que satisfaga: w(1) no es una tnica singularidad silla. O

Corolario. Sea X € X¥(M) campo cuyas érbitas recurrentes son todas triviales.

XeK-S— XeM--S
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Demostracion. Como X € K — S, X no tiene ligacién de sillas, por lo tanto no hay
graficos. Por la proposicion anterior, el w y a-limite de cualquier 6rbita es un tnico
elemento critico. Usando el mismo argumento que en el Teorema 4.2.1, vemos que X
tiene un numero finito de oOrbitas cerradas y por lo tanto tiene un nimero finito de
elementos criticos, los cuales son todos hiperbdlicos. Luego, X cumple la caracterizacién
de campos de Morse-Smale para variedades de dimensién 2:

e X tiene una cantidad finita de elementos criticos, los cuales son todos hiperbdlicos.
e No hay ligacion de sillas.

e Toda orbita v de X tiene como w limite un unico elemento critico y como « limite
un unico elemento critico.

]

Demostraremos ahora que X € X*(M?), con M? variedad orientable de dimensién
2, puede ser aproximado por un campo Y. El cual tiene una vecindad U(Y) C X*(M)
tal que VZ € U(Y) Z sblo posee 6rbitas recurrentes triviales. Aproximamos Y por un
campo Zy € K — S, por el corolario anterior, Zy € M — S.

Primero algunas consideraciones sobre 6rbitas recurrentes no triviales.

Sea X € X*(M?) con v C M érbita w-recurrente, es decir, v C w(v). Afirmamos que
Vp € v existe un circulo C transversal a X que p. Consideremos F} caja de flujo centrada
en p. Sean ab, cd los lados de F} transversales a X. Como p € w(7), v intersecta ab infinitas
veces. Sean py la primer interseccién de O~ (p) con ab, y p; la primer interseccién de O (p)
con ab. Supongamos que p; esta por debajo de py, en caso contrario la construccion es
analoga.

Sea Fy caja de flujo que contenga el arco de trayectoria gop;, donde ¢q es la primer
interseccién de OT(p) con cd. Si M es orientable existe un ¢; € cd por arriba de g de
manera que O (q;) intersecta a ab en py con ps por arriba de p; y por debajo de py. En
F5 tomamos un arco de trayectoria q;ps con ps por arriba de ps, transversal a X, con
inclinacion positiva en ¢; y p3. Completamos el circulo tomando en F} un arco transversal
a X, p3qp que pase por p. Si M es no-orientable, se puede dar el caso que py esté por
debajo de pi, pero al ser v w-recurrente, las intersecciones de v con cd y ab son densas.
Luego, debe haber un ¢, € cd por encima de gy de manera que p, 1 € ab este por encima
de py y por debajo de pg. Sustituyendo ¢; por ¢, y p2 por p,+1 en la construccién anterior,
obtenemos el circulo C.

Sean C' C M circulo transversal a X por p € vy D C (' el conjunto de puntos cuyas
orbitas positivas vuelven a intersectar a C'. Sea P : D — (' la transformacion de Poincaré
que a cada x € D le asocia el primer punto donde O™ (z) vuelve a intersectar a C. Por el
teorema del flujo tubular, D es abierto. Luego, D = C' o D es unién disjunta de intervalos
abiertos.

Supongamos D # C'. Sea (ay, az) C D intervalo maximal. Afirmamos que w(a;) es
una silla, al igual que w(asz). Si w(ay) fuese un atractor o, entonces W#*(o) es abierto.
Se sigue que hay un intervalo (¢,d) C C con a; € (¢,d) tal que Vo € (¢,d) w(x) = o.
Por la continuidad del flujo, hay un intervalo (¢/,d’) C (¢,d) con a € (¢/,d’) C D una
contradiccion ya que a era un extremo de un intervalo maximal de D.

Supongamos que w(ap) tiene un punto regular x. Sea S seccién transversal a X por
x. Como = € w(ay), w(ap) intersecta un numero infinito de veces a S. Si ¢ € (ay, as)
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entonces el nimero de veces que el arco de trayectoria ¢P(q) intersecta a S es finito, ya
que ¢P(q) = [q, P(q)] es compacto. Por el teorema del flujo tubular, en una vecindad de
q este numero es finito, digamos N. Por continuidad y al ser (a;, as) conexo, este nimero
es constante en todo el intervalo (a;, az). Nuevamente utilizando el Teorema del flujo
tubular, dado n > N hay una vecindad de a;, digamos U C D tal que todo punto de U
intersecta a S por lo menos n veces antes de volver a (', una contradiccion. Por lo tanto
no puede haber z € w(a;) punto regular. Luego, w(a;) es una silla.

Asi, D es una unién finita de intervalos disjuntos cuyos extremos pertenecen a sepa-
ratrices estables de sillas. Por la dualidad del w y o limite la inversa de P, P~!, tendrs
las mismas propiedades. Notemos también que si C' = D entonces M = T? o M = K?,
donde T2 es el toro y K? la botella de Klein. Esto ya que:

U, = U X;[C] abierto = U U, = UXt[C'] abierto
¢

€(—n,n) neN teR

C = D y C compacto implica que hay m € N tal que

U Xt[c] = UXt[O]

te[—m,m] teR

Por lo tanto | J,cx X¢[C] es cerrado y abierto.
M conexo implica M = U;er X4[C], por lo que X no tiene singularidades.
Una proposicion que nos ayudara con el caso no orientable es la siguiente:

Proposicién 4.2.4. Si h : St — S' es un homeomorfismo que invierte la orientacion
entonces h tiene un punto fijo.

Demostracién. Si h : S* — S! es una funcién continua, entonces hay f : R — R
continua tal que how = wo f, donde m : R — S es la proyeccién w(t) = €2™. Como
h es homeomorfismo, f tiene inversa continua. Por lo tanto f es una funcién continua
monoétona creciente si h preserva orientacién y mondtona decreciente si b invierte la
orientacion.

Como h invierte la orientacion, f es mondétona decreciente y tiene interseccién no vacia
con cualquier funcién g : R — R continua monétona creciente. En particular hay x € R
tal que f(z) = Id(z) = x. Luego w(x) = w(f(x)) = h(n(z)). Por lo tanto n(z) € S! es
un punto fijo para h. ]

Si P : C — C invierte la orientacién, entonces M = K? y P tiene un punto fijo. El cual
corresponde a una orbita cerrada v, la cual no puede delimitar un circulo. De lo contrario,
el disco delimitado tendria una singularidad. Por lo tanto K? — « es homeomorfo a un
cilindro, por lo que X sélo tiene o6rbitas recurrentes triviales.

Lema 4.2.5. Sea X € X*(M) campo sin singularidades. X puede ser aproximado por un
campo con una orbita cerrada.

Demostracion. Si X tiene una érbita cerrada, no hay nada que hacer. Supongamos X sin
orbitas cerradas. Como X no tiene singularidades, necesariamente se da el caso C' = D,
al no tener 6rbitas cerradas X posee una érbita recurrente v y M? =T2. Seap €~ vy
C un circulo transversal a X con p € C.

Sean C = X 4[C], Cy = X[C] para un 6 > 0 de manera que C; M X y Co M X.
Tomamos F' flujo tubular centrado en p, cuyos lados transversales son €} y 5. Sea



122 CAPITULO 4. EL TEOREMA DE PEIXOTO Y GENERALIZACIONES

P : C; — C la aplicacién que asocia a cada x € Cy la primer interseccién de O (x) con
C:. P preserva la orientacién. Es decir, dada una orientacion de Cy, X o5 : Cy — C vy
P inducen la misma orientacion en C}.

Sea p; = P(q;) = P'(qo), donde gy = Xs(p). Como v es w-recurrente, hay una sucesién
creciente {py, }ien convergente pg, donde py = X_s(p). Podemos suponer que cada p,,
estd por debajo de py en ab C (4. Dado € > 0, consideramos la familia de campos
Z(u) = X 4+ euY, donde u € (0,1], y Y es transversal a X en F'y se anula fuera de F.
Es decir Z(u) coincide con X fuera de F' 'y || Z(u) — X||x < e.

Tomemos I C ab C (4 un intervalo cerrado con py € int(l). Para cada x € [
consideremos la distancia vertical entre x y el punto donde O}(u)(:v) intersecta a Cy. Al
ser I compacto, esta distancia tiene un minimo r > 0 (r = 0 < u = 0). Como Z(u) = X
fuera de F', podemos definir py(u) = P(qx_1(u)) para k > 1 y qo(y) = qo. Tenemos que
qr—1(u) es el punto donde OJZ“(U) (pk—1) intersecta a Cy por primera vez. Fijemos un indice

i tal que p; = P'(qp) esté por debajo de py y d(p;, po) < r. Tomando u suficientemente
pequeno, p;(u) y ¢;(u) son continuas respecto a u, esto implica que p;(u) € I estd por
debajo de pg y p;(u) es creciente respecto a u. Asi, o hay un ug € (0, 1] tal que p;(ug) = po
o, para cada u € (0, 1], p;(u) estd por debajo de pg. En el primer caso, por continuidad
hay un u; < ug tal que ¢;(u1) = qo y por lo tanto OJZF(M) es cerrada. En el segundo caso,
pi(u) € I creciente implica que d(p;(u), po) < r. Se sigue, por la definicién de r, que ¢;(1)
estd por arriba de go. Por lo tanto hay un u; € (0,1) tal que ¢;(u;) = go. En ambos casos
obtenemos un campo Z(u1) que tiene una érbita cerrada que pasa por go. [

Lema 4.2.6. Sea M? orientable y X € X*(M?) con singularidades, todas hiperbdlicas. Si
existe una orbita recurrente no trivial, entonces X puede ser aproximado por un campo
Y que tiene una ligacion de sillas mds que X.

Demostracion. Inicialmente mostraremos que, si v es una orbita w recurrente no trivial,
entonces existe una separatriz estable 7, que se acumula en . Es decir v C a(72).

Seanp €y y CC Mecirculoconpe C y ChX.P:D — C la transformacién
de Poincaré definida en D. Como X tiene singularidades D # C'. Supongamos que 7y
no es acumulada por separatrices estables. Existe I C C intervalo maximal con p € [
ajeno a separatrices estables. Al ser v w-recurrente y al estar p € v, hay r € N tal que
Pr(p) € I. Sea J = P"[I] C I, la contencién se da ya que P*(p) € I implica I N J # 0.
Si J € I entonces J tendria uno de los extremos de I. Al ser J abierto, J tendria puntos
pertenecientes a separatrices estables, pues I era maximal. Pero estas separatrices estables
son invariantes bajo el flujo y por lo tanto también lo son bajo P*. De ahi que I también
tiene puntos de separatrices estables, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, haciendo variar el flujo sobre I, hay un ¢, € R tal que A = Use(o49 X¢[/]
es homeomorfo a un anillo, es invariante bajo el flujo X; parat > 0y p € A. Lo que
impide que v C A sea w recurrente no trivial. Luego, v es acumulada por alguna separatriz
estable ~s.

Afirmamos también que 7 es acumulada por una separatriz inestable o es ella misma
una separatriz inestable. Supongamos falsa esta afirmacion. Como en el caso anterior,
sean p € v e I C (' intervalo maximal con p € [ y ajeno a las separatrices inestables.
Como 7 es w-recurrente, entonces existe [ € N tal que P'[I] N1 # 0.

Caso 1: P~! no est4 bien definida en todo I. Existe una z € I tal que P~!(z) ¢ I con
P~!(2) en la separatriz inestable de alguna silla. Por lo tanto también lo estd z € I, una
contradiccion.
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Caso 2: P~ estd definida en todo I. Sea J = P~![I], podemos construir nuevamente
una regién homeomorfa a un anillo A = User,0 Xe[l] con t; < 0 y p € A A es
cerrado, no vacio e invariante bajo el flujo X; para ¢t < 0. Como X no tiene singularidades
en A y a(y) C A, por el Teorema de Poincaré-Bendixson, a(7) debe ser una érbita
cerrada repulsora. Lo que es una contradiccién ya que si P!(p) es cercano a p, entonces
Pl(p) € W¥(a(y)) y por lo tanto y no es w-recurrente. Luego, v es aproximada o es ella
misma una separatriz inestable.

Observacion. Hasta ahora no hemos utilizado la hipdtesis de que M sea orientable, por
lo que las afirmaciones anteriores son validas también para M no orientable. La tnica
diferencia seria que A puede ser homeomorfo a una banda de Moebius, donde tampoco
puede haber recurrencia no trivial.

Sea 1 separatriz inestable tal que v =, 0 77 se acumula en . Sean C; = X _4[C] y
Coy=X5[C],C1 M X yComX, P:DCC — C la transformacién de Poincaré asociada
y F' caja de flujo centrada en p € v. Como el niimero de sillas es finito, podemos escoger
F'" ajeno a las posibles ligaciones de sillas de X.

Sean o1, 03 las sillas asociadas a 71, v, respectivamente. Para cada u € [0, 1], conside-
ramos los campos Z(u) = X + euY cone >0,y Y Mg X, donde Y apunta hacia arriba
en F'y se anula fuera de F'. Es decir, Z(u) coincide con X fuera de F. Mostraremos que,
si € es suficientemente pequeno, entonces existe una u € [0, 1] de manera que Z(u) exhibe
una ligaciéon de sillas mas que X.

Sean ab, cd los lados de F' transversales a X e I C ab intervalo cerrado con py € I,
donde py = X_5(p). Sea r > 0 el minimo de las distancias verticales entre z € I y el
punto donde Og(l)(:c) intersecta C5 por primera vez. Sean xg, 2o los puntos respectivos
donde ~; intersecta [a, b] y 72 intersecta [c, d] por primera vez. Notemos que los arcos de
separatrices o1xg y 2o02 no seran afectados por las perturbaciones euY hechas a X. Sean
x €y NI proximo a pg v 2z € v N Cy de manera que la distancia vertical entre z y
z sea menor a r. x corresponda a la i-ésima interseccion de v, con [I. z corresponde a la
j-ésima interseccion de 9 con Cy. Supongamos x pode debajo de z en F. En caso que
esto no sea posible, tomamos Y apuntando hacia abajo en F.

Consideremos las aplicaciones x(u), z(u), donde x(u) es la i-ésima interseccién de la
separatriz v1(u) del campo Z(u) con I, y z(u) es la j-ésima interseccion de la separatriz
v2(u) del campo Z(u) con Cy. x(0) = & y 2(0) = z. Para u suficientemente pequeno
estas funciones estdn bien definidas. Al ser M? orientable, z(u) es mondtona creciente en
I y z(u) es mondtona decreciente en [c, d].

Hay dos posibilidades: Si z(u) y z(u) estdn bien definidas en todo [0, 1], entonces hay
up € (0,1) tal que la distancia vertical entre x(ug) y z(ug) es cero. Esto debido a la
continuidad de las funciones z(u), z(u) y a que la distancia vertical entre z(0) = = vy
2(0) = z es menor a r. Asi, las érbitas de 71 (ug) y 72(up) se intersectan en F'. Es decir,
hay una nueva ligacién de sillas entre oy (ug) y o2(uo).

La otra posibilidad es que alguna de las aplicaciones, supongamos x(u), no esté bien
definida en todo el intervalo [0, 1]. Esto significa que, para algin ug € (0,1), z(ug) alcan-
za uno de los bordes del dominio de definiciéon D de la transformacién de Poincaré P.
Recordando que el w limite de estos bordes son sillas, tenemos que (v (ug)) = o1(ug)
0 w(v(ug)) = o3(ug) son sillas, por lo que tenemos una nueva ligacién de sillas. El caso
cuando z(u) no estd definida en todo el intervalo [0, 1] es andlogo ya que Py P!
satisfacen las mismas propiedades. O
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Teorema 4.2.7. Si M? es orientable entonces los campos de Morse - Smale son densos

en X*(M?).

Demostracion. Sea X € X¥(M). Como los campos con singularidades hiperbdlicas son
densos. Podemos suponer X con todas sus singularidades hiperbdlicas.

Caso 1: X no tiene singularidades. Al ser M orientable, M = T2. Por el Lema 4.2.4.
X puede ser aproximado por X; € X¥(T) con una érbita cerrada v C T. Aproximamos
entonces X; por Y € X¥(T) de manera que 7 sea hiperbdlica. ¥ no delimita un disco,
de lo contrario Y (y por lo tanto también X)) tendria una singularidad. Asi, 7' — v es un
cilindro. Luego, todas las recurrencias de Y son triviales. Aproximamos Y por Z € K —S.
Al ser v hiperbdlica, Z posee una 6rbita cerrada hiperbdlica 7 cercana a -, por lo que Z
sélo tiene recurrencias triviales. Por la proposicion 4.2.3. Z € M — S.

Caso 2: X posee singularidades. Sea v C M separatriz inestable de silla. Decimos que
7 estd estabilizada si w(y) es un atractor hiperbdlico.

Andlogamente, para 7 separatriz estable, decimos que 7 estd estabilizada si «(7) es
un repulsor hiperbdlico.

Caso 2a: Todas las separatrices de X estan estabilizadas. Por la hiperbolicidad de los
atractores y repulsores, hay U(X) C X*(M) vecindad abierta de X tal que VY € U(X)
todas las separatrices de Y estan estabilizadas. Es decir, los campos de U(X) no pueden
ser aproximados por campos con ligacion de sillas. Por el Lema 4.2.5, los campos de
U(X) tienen sélo recurrencias triviales. Aproximamos entonces X por Y € K — S, por la
proposicion 4.2.3Y € M — S.

Caso 2b: X tiene alguna separatriz no estabilizada. Afirmamos que X puede ser apro-
ximado por Y que tiene una separatriz estabilizada mas que X. Como X sélo tiene un
numero finito de sillas, si probamos esta afirmacion regresamos al caso 2a. con lo que
concluiriamos la demostracién del teorema.

Sea U(X) C X*(M) vecindad abierta de X tal que VY € U(X) Y tiene, por lo
menos, tantas separatrices estabilizadas como X. Por el Lema 4.2.6 podemos aproximar
X por Y € U(X) de manera que las recurrencias de Y sean todas triviales. Tenemos 4
casos a considerar.

1) Y no posee ligacion de sillas. Sea v separatriz de silla no estabilizada de Y ( de no
existir regresamos al caso 2a), entonces w(y) (0 a(7)) es una dérbita cerrada no hiperbdlica.
Aproximamos Y por Z € U(X) de manera que esta érbita sea hiperbdlica, con lo cual
estabilizamos a .

2) Y tiene un grafico que es w-limite ( o a-limite) de una orbita. Sea S seccién
transversal a Y en un punto regular p, con p en el grafico. Al haber ~ trayectoria tal que
p € w(y) (o p € a(y)), hay una sucesién {a,} convergente a p con a, € yNS. Tomando
n suficientemente grande, el arco de trayectoria de v que una a, y a,.; junto con el
segmento (a,,a,y1) C Sy el grafico delimitan una regién abierta A C M homeomorfa a
un anillo (pues M es orientable).

Sea F caja de flujo con p € F'y AY campo en F' C* -pequefio, transversal a Y en F
y que se anule fuera de F'. Definimos

Vt>0 ZJA]C A pew(y)

Z=Y+AY —
VE<0 ZJA]CA pea(y)
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o /\&S{pUF - o /JSZPUF o

Ay an+1
(a) p € a(y) (b) p € w(v)

La separatriz 0109, que pertenece inicialmente al gréfico (para el campo Y'), después
de la perturbacion es parte del anillo A. Asi, el w o « limite, segin sea el caso, de la
separatriz o109 pasa a ser una Orbita cerrada del campo Z que se forma en el anillo A.
Esto se sigue del teorema de Poincaré- Bendixson, ya que Z no tiene singularidades en
Ay w(o102) (0 a(oy02)) esta contenido en A. De ser necesario, perturbamos esta érbita
cerrada para que sea hiperbdlica. De esta manera estabilizamos una separatriz de o; y
09.

3) Y tiene un grafico que es aproximado por drbitas cerradas. Considerando el anillo A
formado por el grafico y una érbita cercana al grafico, hacemos una construccién analoga
al caso 2)

4) Hay ~ ligacién de sillas y S seccion transversal a Y en p € 4. Sea a € S de manera
que todos los puntos en (a,p) C S tengan el mismo w-limite, el cual es un atractor.

Si esto no ocurriese para (a, p) suficientemente pequeno, por la proposicién 4.2.3 regre-
sarfamos al caso 2) 0 3). Ya que, si Y no entra en el caso 2) entonces todo punto de (a, p)
tiene una 6rbita cerrada o una singularidad como w-limite. Si Y no pertenece al caso 3),
p no es aproximado por érbitas cerradas y por lo tanto ningin punto de (a, p) pertenece
a una Orbita cerrada. Luego sus w-limites son atractores, como la variedad estable de
atractores es abierta, los puntos de (a, p) tienen el mismo w limite: o.

Tomamos ahora una caja de flujo F' con p € F' y AY campo transversal a Y en F
que se anule fuera de F' y apunte en la direccion de a € S. Definimos Z =Y + AY. La
separatriz inestable v tendrd wz(vy) = 0. Si o es una 6rbita cerrada podemos perturbar
ligeramente a Z para volverla hiperbdlica y de esta manera estabilizamos ~. [

Para finalizar, como consecuencia del Teorema 4.1.4 y el Teorema 4.2.7 podemos
concluir con el Teorema de Peixoto:

Teorema 4.2.8 (Teorema de Peixoto). Para X € X*(M?) con M? superficie orientable,
X es estructuralmente estable si y solamente si X es un campo de Morse-Smale.

Asi, tenemos ya caracterizados los campos vectoriales sobre superficies orientadas.

4.3. Generalizaciones

En esta seccion haremos algunos comentarios sobre la densidad de los campos de
Morse-Smale en superficies orientables y su extensién parcial para superficies no orienta-
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bles. Enunciaremos los teoremas relativos de abertura y estabilidad para los campos de
Morse-Smale de dimensiones arbitrarias. En particular sabemos que hay campos estruc-
turalmente estables en cualquier variedad.

Los campos de Morse-Smale no son densos en X*(M) con dim(M) > 3, lo que mos-
traremos en la siguiente seccion.

Cabe resaltar que los campos de Morse-Smale sf son densos en Grad®*(M) = { X €
X*(M) : X = grad(f) para alguna f € C*¥*1(M,R) } para dim(M) arbitraria.

La dificultad en demostrar la densidad de los campos de Morse-Smale en X*(M?), con
M? no orientable, radica en la demostracién del Lema 4.2.5. Todos los demds resultados
son validos tanto para superficies orientables como para las no orientables. La respuesta
al caso general no orientable sigue siendo un problema abierto. Tenemos los siguientes
resultados parciales:

e M — S es denso en X'(M?) para M? orientable o no. Pugh obtiene este resultado
utilizando el “closing Lemma”. La restriccién a la topologia C! se sigue del hecho
que el “closing Lemma” sélo se a probado para este caso.

e La densidad de M — S se puede probar para X¥(RP?) con k& > 1. Esto debido a
que el Teorema de Poincaré-Bendixson es también vélido en RP?. Por lo que la
demostraciéon que se dio para S? también es valida para RP?. Lo mismo ocurre
para la botella de Klein.

e Markley y Guitierrez simplificaron la demostracién para la botella de Klein K? de-
mostrando que, para la variedad L? no orientable de genero uno mayor que K?2. Es
decir, la suma conexa de un toro con K2. Las recurrencias no triviales son “orienta-
bles”, en el sentido de que estdn contenidas en subconjuntos de L? homeomorfos al
toro. Por lo que nuestra demostracion para variedades orientables también es valida
en este caso.

En conclusién, sabemos que M — S es denso , por lo menos, en X*(M) para k =1 o
parak >1 y M =RP? K2% L? o M orientable. Daremos la demostracién para el caso
X'(M?), utilizando el “closing Lemma”, el cual no demostraremos.

Lema 4.3.1 (“Closing Lemma”). M" variedad de dimension n, compacta y sin borde.
Sea X € X' (M™) con v C M trayectoria recurrente no trivial de X. Dados p € v y
€ >0 hay Y € XF(M™) tal que || X =Y}y < e y Oy(p) es una drbita cerrada.

Teorema 4.3.2. M — S es denso en X' (M), M superficie orientable o no.

Demostracién. Sea X € X'(M). Mostraremos que X puede ser aproximado por un cam-
po de Kupka-Smale que sélo tenga oOrbitas recurrentes triviales. Por el corolario de la
proposicién 4.2.3 habriamos terminado. Sea X* € K — S préximo a X. Si X* sélo tiene
recurrencias triviales no hay nada que hacer. Supongamos que X* tiene una recurrencia
no trivial 4 € M. Sea p € 71, por el “closing Lemma” hay X; proximo a X* tal que
01 = Ox, (p) es una érbita cerrada. Aproximamos entonces X; por X7 € K — S que tenga
a o] como érbita cerrada hiperbdlica cercana a o;.

Si X7 solo tiene recurrencias triviales, entonces Xi € M — S y hemos terminado. En
caso contrario repetimos el procedimiento anterior y aproximamos Xj por X; € K — S
cambiando una recurrencia no trivial de X7, v € M por una orbita cerrada hiperbdlica
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o;. Afirmamos que repitiendo este proceso un numero finito de veces llegamos a un campo
Xr e K — S préximo a X que s6lo tenga recurrencias triviales, por lo que X € M — S.

Cada vez que realizamos este procedimiento podemos restringir el campo X} a un
campo de Kupka-Smale sobre una superficie N? de genero estrictamente menor al de M?2.
Equivalentemente de caracteristica de Euler K (N?) mayor. Ya que K(N) =2 —2gy o
K(N) =2 — gy segin si N es orientable o no. Como K(N) < 2 cualquiera que sea N,
podemos llegar a un campo de Kupka-Smale con sélo recurrencias triviales en un niimero
finito de pasos.

Para comprobar esto efectuamos un corte en M a lo largo de la érbita cerrada oj. Se
desprenden dos casos: Obtenemos una variedad Mg con frontera constituida de una o
dos copias de of o dos variedades M, My, cada una con una frontera difeomorfa a o7.
Sean Dy, D, discos. Segun sea el caso de la frontera de My, MioU Dy o MygU Dy U Dy
es, identificando las fronteras de Mjy, D1 vy Ds, una variedad sin frontera. Luego,
K(MyyUDy) = K(M)+ K(Dy) o K(MypoUD;UD,y) =K(M)+ K(Dy)+ K(Ds).
Como K(D;) = 1 parai € {1,2} v N = MyUD; o N = MjpyU Dy U D, es
claro que K(N) > K(M). Para el otro caso, tenemos que K (M) = K(Myy) + K(M2) y
K (M) < 1, K(Mj3) < 1. De lo contrario o delimitaria un disco, que es el caso anterior.
Luego, K(M11UDy) = K(Mn)+1> K(M), K(M2UDs) = K(M2)+ K(Ds) > K(M).
Podemos completar la restricciéon de X a Mj; colocando en D; un atractor o repulsor
segin lo que sea oj. Como la caracteristica de Euler crece con cada iteracion y esté
acotada por 2, se sigue que terminamos en un nimero finito de pasos. O]

Respecto a los campos de Morse-Smale, sus clases de equivalencia fueron descritas por
Peixoto y Fleitas. Las componentes conexas fueron clasificadas por C. Gutierrez y W. De
Melo en "On connected components of Morse-Smale vector fields on two Manifolds®,
Lecture Notes in Math, 597, Springer-Verlag, 1977.

Consideremos ahora una variedad M de dimensién arbitraria n dotada con una métrica
Riemanniana. Una pregunta bésica es si existe algiin campo estructuralmente estable en
M. La respuesta afirmativa la dan los siguientes resultados

e M — S es abierto, no vacio en X*(M) para k > 1.
e X eX*(M)conk>1:X€M-S = X estructuralmente estable.
e El conjunto de campos gradientes de Morse-Smale es abierto y denso en Grad*(M).

Veremos en la proxima seccién que los campos de Morse-Smale no son densos en
X*(M) para k > 3 dando ejemplos de campos estructuralmente estables que no son de
Morse-Smale.

4.4. Clases estables de campos y difeomorfismos

En esta seccién describiremos brevemente los difeomorfismos de Morse-Smale, los di-
feomorfismos de Anosov, los cuales son una clase de difeomorfismos estables que no coinci-
de con los difeomorfismos de Morse-Smale. Y los difeomorfismos que satisfacen el axioma
A y la condicién de transversalidad. Estos tultimos engloban las dos clases anteriores y es
la clase més general de difeomorfismos estables conocida.

Daremos a detalle dos famosos ejemplos que ilustran estas clases de difeomorfismos: un
difeomorfismo de Anosov en el dos-Toro debido a Thom y un difeomorfismo que satisface
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el axioma A y la condicién de transversalidad en la esfera, conocido como la herradura
de Smale.

A parte de su importancia intrinseca, el estudio de los difeomorfismos es importante
para la comprensiéon de los espacios de fase de los campos vectoriales. Lo cual ya ha sido
resaltado en los trabajos pioneros de Poincaré y Birkhoff sobre la teoria cualitativa de los
sistemas dinamicos. Un ejemplo es la descripcién de campos vectoriales en la vecindad
de una orbita cerrada a través de la transformacién (un difeomorfismo) de Poincaré
asociada a una seccion transversal. Al final del tercer capitulo generalizamos esta idea
construyendo la suspension de un difeomorfismo f. Asi, cualquier difeomorfismo f en una
variedad compacta de dimensién n representa la transformacion de Poincaré de un campo
X de una variedad de dimensiéon n + 1. El campo X es denominado suspension de fy
sus Orbitas estan en correspondencia natural con las érbitas de f. En particular:

o fEK-S5 < X;e K-S
e f estructuralmente estable <= X estructuralmente estable

Definicién. Sea f € Dif*(M). Decimos que p € M es un punto no errante para f si para
cada vecindad abierta U C M de p y para cada ng > 0 hay un m € Z con |m| > ng tal

que fMUINU # 0.
Denotaremos por Q(f) = {p € M : p es no errante para f}.

De manera analoga a el conjunto de los puntos no errantes de un campo vectorial:

e Q(f) es cerrado e invariante bajo f.
e Vg e M w(q)Ualg) CQ(f).

Definicién. Decimos que f € Difk(M) es de Morse-Smale, denotado por f € M — S, si
satisface:

e Q(f) consiste sélo de puntos fijos y periddicos, los cuales son todos hiperbdlicos.
o ((f) es finito.
* Vp, g € Q(f) W*(p) dW*(q).

Daremos a continuacion hechos relevantes de los difeomorfismos de Morse-Smale.

El conjunto de los difeomorfismos de Morse-Smale es abierto no vacio en Dif*(M),
para cualquier variedad M con k > 1.

Los difeomorfismos de Morse-Smale son estructuralmente estables.

El conjunto de los difeomorfismos de Morse-Smale es denso en Dif"(S') para k > 1.
Este hecho, debido a Peixoto, puede ser demostrado directamente a partir del Teorema
de Kupka-Smale para difeomorfismos y un argumento similar a la prueba del Lema 4.2.4.
Una demostracién es la siguiente: Tomando un difeomorfismo f € Dif**(S!) préximo a
f € Dif*(S"), consideramos la suspensién de f, X7. Tenemos dos casos: X € X>(T?)

o X7e X*(K 2). dependiendo si f preserva o no la orientacién de S'. Asi, S' C T? o

S C K? es una seccién transversal global de X 7 con transformacion de Poincaré }v Si
Y e XMNT?) (oY € XM!(K?)) es préximo a X7, entonces también S* es una seccién

transversal global a Y. Por lo que g € Dif*(S'), su transformacién de Poincaré asociada,
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es préxima a fy por lo tanto también a f. Como los campos de Morse-Smale son densos
en T? y K2, podemos escoger Y € M —S. Luego, g serd un difeomorfismo de Morse-Smale
proximo a f.

Los difeomorfismos de Morse-Smale no son densos en Dif*(M) para dim M > 2. A
continuacién exhibiremos un abierto no vacio U C Dif*(S?) tal que U N (M — S) = 0.

Este ejemplo puede ser generalizado para cualquier variedad de dimensién mayor o igual
a 2.

Ejemplo. Sea X € X*°(5?) con 4 singularidades: oy, o, repulsores, o4 atractor, y o3 silla,
todos hiperbdlicos. De manera que o3 tiene una autoligacién de silla. Sea X; el flujo de
X, nos fijamos en f = X; el difeomorfismo inducido en el tiempo ¢t = 1.

03
04
02

Figura 4.11: Esbozo del flujo de X

o3 es un punto fijo hiperbdlico de f y una de las componentes conexas de W;(O’g)
coincide con una de las componentes de W(o3). Perturbaremos f para obtener g €
Dif*(S?) que tenga a o3 como punto fijo hiperbdlico y W3(a3) h Wyi(os) con Wi(a3) N
Wit (o3) # {os}. Para lograr esto, fijamos p € Wi(o3) N Wi(o3) conp # 03 y U C S?
abierto tal que p € U y UN f[U] = 0. Sea i : S? — S? C* que coincide con la identidad
fuera de U tal que i(p) = p y i[W}(0o3)] = W de manera que W i W§(o3). Definimos
g =1io f. Afirmamos que g ¢ M — S ni cualquier difeomorfismo cercano a g.

Como ¢ = f fuera de U, o3 es un punto fijo hiperbélico de g. Sea K = S? — U, K es
compacto.

Veamos que W C W¥(o3). Si 2 € W, entonces i~ (z) € W(o3), por lo tanto

g (@) =(of)H(z)=foi (z) EW}(og) N K

va que f[UNU = 0. Como i|g = Idg entonces g~%(z) = f~li tf it = f~271
inductivamente tenemos que g~"(x) = f~"i~'(z). Dado que i~'(z) € Wy (03), se sigue
que lim,, . o g "(z) = lim,,_ f™'(x) = 03. Es decir, z € Wg((fg). Por otro lado,
W;i(o3)NU € WZ(03). Ya que, si tomamos y € W (o3)NU, entonces g(y) = iof(y) = f(y).
Por lo tanto g"(y) = f"(y) v lim, e §"(y) = lim, 00 f"(y) = 0.

Por lo anterior y debido a que W i W} (o3), llegamos a que WZ(a3) t, W3 (03). Asi,
podemos cubrir W§(o3) NWF(03) con una cantidad finita de abiertos U;. Repitiendo este
proceso para cada U; obtenemos un difeomorfismo g. El cual satisface: o3 es punto fijo
hiperbdlico de g, g coincide con f fuera de U;«U;, y Wj(o3) M W, (o3). Por lo tanto
ge K—-S.
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Tomemos ahora p € Wi (a3) "W (03) con p # o3. p es denominado punto homoclinico
transversal de Wi (o3) y Wyi(o3).

03

Birkhoff mostré que p es acumulado por orbitas periddicas hiperbdlicas de g. Smale
generalizé este resultado para dimensiones mayores. Aqui inicamente usaremos el hecho
de que p es no errante. Para probar esto, sea [ C Wg“(ag) el arco que va de o3 a p. Sean
VCSconpeV y ly =V Nl Entonces Iy f Wy (03). Por el A-Lema, g"[ly] contiene
arcos arbitrariamente cercanos a [ Vn > m, para algin m € N. Por lo tanto, hay mg € N
tal que Vn > mqy ¢g"[ly] NV # 0. Luego, como Iy C V', entonces g"[V]NV # 0 Vn > my
y por lo tanto p € Q(g). Al ser p no periédico para g, g ¢ M — S. Como la propiedad
de transversalidad es una propiedad abierta, todo difeomorfismo préximo a g va a tener
puntos homoclinicos transversales, los cuales seran recurrentes no periddicos. Es decir,
ningin difeomorfismo cercano a g es de Morse-Smale, con lo que concluimos que los
difeomorfismos de Morse-Smale no son densos en Dif*(52).

A partir de la no densidad de los difeomorfismos de Morse-Smale en Dif*(M™) para
n > 2, via suspensiéon, concluimos que los campos vectoriales de Morse-Smale tampoco
son densos en XF(M™) para m > 3.

Exhibiremos ahora un ejemplo debido a Thom de un difeomorfismo que tiene una infi-
nidad de érbitas periddicas y es estructuralmente estable. Este fue uno de los ejemplos que
motivaron la definicién, dada por Anosov, de una clase de difeomorfismos estructuralmen-
te estables que tienen una infinidad de orbitas cerradas. En particular, hay difeomorfismos
estables que no son de Morse-Smale.

Ejemplo (Difeomorfismo de Thom). Sea L : R? — R? isomorfismo lineal hiperbélico
con matriz en la base candnica de R?:

a b
= (0
donde a, b, ¢, d € Z y det L = 1. Si calculamos sus valores propios:

d++/(a+d?—4
N (atdhtad—be=N—(a+dA+1=0 — )= 2T (2a+ )
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Para ningtin k¥ € N se da que (a + d)? — 4 = k?, por lo tanto \/(a+d)2 —4 € R—-Q (o
(a+d)?—4€(R—-Q)isia+d=1). Porotro lado det L = 1 implica que los valores
propios son A, 1/\. Al ser L hiperbdlico, podemos suponer [A\| <1 y [1/A] > 1.

Los espacios propios E*, E* tienen inclinacién irracional y det L = 1 implica que L~!
tiene las mismas propiedades. Sean T? = R?/Z?* el toro y 7 : R? — T? la proyeccién
canénica. Como L € Myy(Z), L[Z% C Z2, por lo que L pasa al cociente T?. Es decir,
podemos definir f : 7% — T2 por f(7(u,v)) = m(L(u,v)). Como 7L € C*, entonces
felC® vy f=mxnLn"!implica f~' =xL 7L

R? —L R?

7
Sean p € T? y z € R? con 7(z) = p. Tenemos que W#(p) = w[{z} + E?] es, debido a la
inclinacién irracional de E*, denso en T?. Asi, tenemos definida una foliacién {W*(p) :
p € T?} de T?, denominada foliacién estable, la cual es invariante bajo el difeomorfismo
I fIW3(p)] = W*(f(p)). Andlogamente, tenemos la foliacién inestable {W*(p) : p € T?}
dada por W*(p) = w[{z} + E"]. Sean E5 = T,W?*(p) y E; = T,W*(p). Tales que
Ep = dm,[E?], B} = dm,[EY], B}, = df,[E}), EY, = df,[E}].

Consideremos la métrica inducida por R? en T2 via

wy, wy € TT? = (wy, wa), = (dw;lwl,dwglw2>
ve By = |dfyv] = [Al|v]]
we E = |dfyw| = A" wl]

Por lo tanto

g€ W(p) = lim (f"(q), [*(p)) =0
g€ Wp) = lim (f"(q), f"(p)) =0

Si p es periddico de f, entonces p es hiperbdlico y W?*(p), W*(p) son, en efecto, las
variedades estable e inestable de f en p.

Por otro lado, para cada p, ¢ € T?, no necesariamente distintos, W?*(p) d W(q) y
W#(p) N W*¥(q) es denso en T?. Ya que, si z, y € R? con 7(x) =p y 7(y) = ¢ entonces
{z} + £7) @ ({y} + £Y).

En particular py = 7(0) es un punto fijo hiperbélico de f y sus puntos homoclinicos
transversales son densos en T2. Esto implica que cualquier difeomorfismo cercano a f
(incluyendo a f) no es un difeomorfismo de Morse-Smale. De la densidad de los puntos
homoclinicos tenemos también, por el resultado de Birkhoff, que los puntos periddicos de
f son densos en T72.

Daremos una demostracién directa de este hecho.

Proposicién 4.4.1. Los puntos periddicos de f : T? — T? son densos en T?.

Demostracion. Veamos que m[Q?] = per(f), donde per(f) es el conjunto de los puntos
periédicos de f. Como 7 : R? — T? es suprayectiva y continua entonces, al ser Q2 denso
en R? tenemos per(f) denso en T2
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Sea L, = {(myi/n, ma/n) : my, my € Z}. Es claro que Q = U,>1L,,. Por otro lado,
L € Myy»(Z) implica que L[L,] = L,,. Recordando que Vn € Z f" = wL"7 !, obtenemos

flxlL,)] = nLr'w[L,] = TL[L,] = 7[L,]
Por otro lado
m[Ln] = [{(m1/n, ma/n) - my, ma € Z, 0 < [mu| <, 0 < [ma < n}]

Es decir, w[£,] es finito y, al ser invariante bajo f, por el principio de casillas, necesaria-
mente se da la contencién 7[L,] C per(f). Se sigue que 7[Q] C pre(f).

Sea ahora x € R? tal que f"*(wz) = mx, para algtn n, € N.
Tl = f*(nz) = 7x = L™x — 1 € 7

Seay = L™ x —x. Al ser L € G Lyxo(Z) hiperbdlico, se sigue que L" € G Loy o(Z) también
es hiperbdlico y por lo tanto L™ — Id € G Laxo(7Z). Se sigue que (L” — Ial)_1 € GLay2(Q).
Dado que y = (L™ — Id)x con y € Z* entonces x = (L™ — Id)_ly € Q2. Concluimos:

m(x) € per(f) = w(z) € 7(Q]
con lo que tenemos la igualdad. ]

A primera vista puede parecer dificil mostrar que f es estructuralmente estable, pero
f posee una estructura hiperbdlica global, f es inducido por un isomorfismo hiperbdlico
de R?, y todas las érbitas periédicas de f son sillas con variedades estables e inestables
de la misma dimension. Al contrario que un difeomorfismo de Morse-Smale, donde ne-
cesariamente aparecen atractores y repulsores (algo que demostraremos al final de esta
secci6n). Daremos a continuacién una demostracién sencilla y elegante, debida a Moser,
de la estabilidad estructural de f.

Proposicién 4.4.2. f:T? — T? es estructuralmente estable.

Demostracion. Sea g € Dif*(M) préximo a f. Afirmamos que hay G : R? — R? préximo
a L que induce en T? a g.

Sea r € R% Como gn(z) es cercano a fr(z), existe una unica y € R? cercana a Lx
tal que 7(y) = gm(x). Sea G(z) = y, de la definicién tenemos que 7G(z) = gn(z). g
proxima a f y 7 difeomorfismo local implica G préximo a L. Por lo que G es también
difeomorfismo. Escribiremos G = L 4 ¢. Al ser L hiperbdlico, L y L + ¢ son conjugados.
Es decir, existe H : R? — R? homeomorfismo a distancia finita de la identidad, tal que
HL =GH.

Basta probar que H induce un homeomorfismo h : 7% — T2 tal que mH = hr. Pues,
al ser m suprayectiva.

hfr=hrL=nHL =7GH = grH = ght = hf = gh
Escribamos H = Id + u.

HL=GH = (Id+u)L=(L+ ¢)(Id+u)
= L+ulL =L+ Lu+¢(Id+u)
= ul = Lu+ ¢(Id + u)
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Queremos una u € CP(R?) con (Id + u)[Z?| = Z*. Es decir:
Ve e R®VpeZ® IgeZ* (Id+u)(z+p)=q+ (Id+u)x

despejando:  u(x + p) = g — p + u(z). Como |lu|| debe ser pequena, es necesario que
q—p = 0. Por lo tanto u(z + p) = u(z) Vo € R? Vp € Z°.

Sea p={ue€ CP(R?) :Vx e R*Vp € Z* u(z +p) =u(z)}. SeaL: p — p dada por
Lu = Lu — uL. Como L manda Z? en Z?, para x € R? p € Z?

(Lu — uL)(xz + p) = Lu(x + p) — uL(x + p)
Lu(z) — u(L(z) + L(p))
Lu(x) — uL(x)
( u—ulL)(z)

Luego, L[p] C p. L hiperbélico implica L invertible, y como G = L+ ¢ se proyecta en T2,
llegamos a que ¢ € p. Por lo tanto, el mapeo u : p — p dado por pu(u) = L7* (qﬁ([d + u))
estd bien definido. Si ||¢|| es pequena, es decir, si g estd suficientemente cerca de f, u
es una contraccién. Por el Lema de contraccién, p tiene un tnico punto fijo u. El cual
satisface u = L~} (¢(Id+u)) y por lo tanto uL — Lu = Lu = ¢(Id+u). Es decir, satisface
la condicién que buscdbamos. De manera analoga a la demostracion del Lema 2.3.2, se
muestra que H = Id+ u es un homeomorfismo. u € p implica que H = Id+ u se proyecta
a un homeomorfismo h : 7% — T? con fh = gh.

Por lo tanto f es estructuralmente estable. O

El ejemplo anterior motiva la definicién de una clase de difeomorfismos, conocidos
como difeomorfismos de Anosov, que resultan ser estructuralmente estables.

Definicién. Sea M variedad compacta. Decimos que f € Dif*(M) es un difeomorfismo
de Anosov si satisface las siguientes condiciones.

e Hay F° E* C TM fibraciones sobre M tales que TM = E®* & E" es la suma de
Withney.

e F° FE" son invariantes bajo la diferencial Df en el siguiente sentido: Para cada
reM

Df(x)[E;] = Eff(x) y Df(z)[E;] = E}L(z)
Se sigue que Df[E®| = E* y Df[E"Y] = E".

e Existe una métrica Riemanniana en M y A € (0, 1) constante tales que:

ve B, = |[Df(z)o] = Allv] we B = |IDf " (@)w] = Alw|

Anosov fue el primero en demostrar que estos difeomorfismos son estructuralmente
estables en Dif*(M) para M de cualquier dimensién. Anosov también define una cla-
se equivalente de campos vectoriales y demuestra la estabilidad estructural de estos en
X*(M). La suspensién de un difeomorfismo de Anosov es un campo de Anosov.

Notemos que la definicién impone fuertes condiciones sobre la variedad ambiente. Por
ejemplo, dentro de las superficies compactas, solo el Toro admite un difeomorfismo de
Anosov. El ejemplo que dimos para T2 se puede generalizar para 7" = S1x St x ... x St
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(n-veces). Una clase ejemplos interesantes de campos de Anosov son los campos geodésicos
en variedades con curvatura negativa.

Tenemos dos clases de difeomorfismos estructuralmente estables: Morse-Smale y Anosov.
Cada una con caracteristicas distintas, de hecho la clase de difeomorfismos de Morse-
Smale es ajena a la clase de los difeomorfismos de Anosov. Mostraremos que la clase de
los campos vectoriales que son de Morse-Smale es ajena a la clase de campos vectoriales
Anosov. Debido a que la suspensiéon de un difeomorfismo de Morse-Smale es un campo
de Morse-Smale y la suspensién de un difeomorfismo de Anosov es un campo de Anosov,
tenemos automaticamente el resultado para difeomorfismos. Demostraremos primero una
caracteristica interesante de los campos vectoriales de Morse-Smale.

Lema 4.4.3. X € X¥(M) con M compacta. Si X € M —S entonces X tiene un elemento
critico atractor y un elemento critico repulsor.

Demostracion. Seap € M. Al ser X un campo de Morse-Smale, w(p) es un tinico elemento
critico oy. Si 07 es un atractor terminamos. Supongamos que no. Sean s; = dim(W?#(oy))
y up = dim(W*"(0)). Entonces, s1, uy satisfacen que s;+u; = n =dim(M) y u; > 0. Sea
q€ W% oy)—oy . Asi, O(q) =+ C W"(o1) — 01. w(7y) = 09 es un dnico elemento critico.
Como v C W"(a1) N W#(09), la interseccién es no vacia. Luego, por la transversalidad
W(oy) M W*(oy), necesariamente sy + u; > n, donde sy = dim(W?¥(o3)). Si s9 = s1
entonces sy +u; =n y dim (W?*(o)NW"(02)) = 0. Pero 1 = dim(y) < dim (W*((o1) N
Wu<0'2)) = 0, una contradiccién. Por lo tanto so +u; > n y ss > s;. Repitiendo este
argumento obtenemos una sucesion creciente s; < sy < ... < S, siempre y cuando u; > 0.
Como s; < n, esta sucesion debe ser finita, por lo que debe haber un indice r tal que
u, = 0. Lo que significa que el correspondiente elemento critico o, es un atractor.

De manera andloga, intercambiando los papeles de la variedad estable e inestable,
encontramos el repulsor de X. O

Proposiciéon 4.4.4. La clase de los campos de Morse-Smale es ajena a la clase de los
campos de Anosov. En otras palabras, si X € XF(M) es un campo de Morse-Smale,
entonces X no es Anosov:

Demostracion. Debido a que los campos de Morse-Smale un elemento critico atractor y
uno repulsor, basta ver que ningin campo de Anosov cumple este requisito. Para esto
notemos que si o es un elemento critico de X € Anosov, entonces W¥(o) = ES 'y
W"(o) = E*, donde E*, E* son las fibraciones que descomponen TM = E* & E*. Por
lo tanto, toda variedad estable tiene la misma dimension. Es decir, si o1 y o2 son dos
elementos criticos distintos, entonces dim (W*(oy1)) = dim (W*(02)). Pero la variedad
estable de un atractor tiene, por definicién, dimension igual a la de M, mientras que la
variedad estable de un repulsor tiene dimensién cero. Por lo tanto, si dim(M) > 0 entonces
X € Anosov no puede tener simultaneamente un atractor y un repulsor. Concluimos que
si X es de Morse-Smale, entonces X no puede ser de Anosov. O

Corolario. La clase de los difeomorfismos estables es ajena a la clase de los difeomor-
fismos de Anosov.

A partir de esta aparente disparidad, Smale introduce una nueva clase de difeomorfis-
mos que engloba las dos anteriores. Estos difeomorfismos son estructuralmente estables
y se conjetura que todo difeomorfismo estructuralmente estable pertenece a esta clase.
Para esto, extenderemos la nocién de elemento critico hiperbdlico de la siguiente manera:
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Definicién. Sean M variedad compacta, f € Dif*(M) y A € M con A cerrado e inva-
riante bajo f, es decir f[A] = A. Decimos que A es hiperbdlico para f si:

e El fibrado tangente a M restringido a A se descompone en una suma directa continua
(Suma de Withney): TAM = E3 & E}.

e Hay una métrica Riemanniana y A € (0, 1) constante tal que Vx € A:

vE B, = |Df()vl| =AMl weE; = ||IDf (@)w] = Awl|

Consideremos ahora el conjunto no errante de f, €(f), el cual es cerrado e invariante

bajo f.

Definicién. El difeomorfismo f satisface el axioma A si Q(f) es hiperbdlico para f y
Q(f) = per(f). Es decir, los puntos periédicos de f son densos en los no errantes.

Si f satisface el axioma A, Smale mostré que €( f) se descompone en una unién finita
)
disjunta de subconjuntos cerrados, invariantes y transitivos

Q)= UQU--—-UQ,

Los subconjuntos §2; son denominados conjuntos basicos. La transitividad de §2; significa
que hay orbitas densas en ();.

En el caso de los difeomorfismos de Morse-Smale, los conjuntos bésicos son orbitas
periédicas, mientras que para el difeomorfismo de Anosov que vimos, 72 es el conjunto
bésico.

En general los conjuntos basicos pueden tener una estructura complicada, como ve-
remos en los siguientes ejemplos. Como en el caso de Morse-Smale, estos pueden ser del
tipo atractor, repulsor o silla.

Generalizaremos los conceptos de variedades estable e inestable para dérbitas no pe-
riddicas.

Definicién. Sean f € Dif*(M) y 2 € M.

e La variedad estable de f en x es el conjunto
Wi(z) ={y e M: lim d(f*(z), f"(y)) =0}
e La variedad inestable de f en x es el conjunto

Wi(z) ={y e M: lm d(f"(z),f"(y)) =0}

Si Q(f) es hiperbdlico y x € Q(f) entonces W§(x) y Wi (z) son inmersiones de clase
C* de R?, R* de dimensiones complementarias.

Consideremos f € Dif*(M) un difeomorfismo que satisface axioma A. Sea Q(f) =
Q1, ..., Q,., es la descomposicién en conjuntos basicos. Por transversalidad: Vz, y €
Qi (z # y = dim(W?*(z)) = dim(W"(y))). En el caso del difeomorfismo de Anosov
en T? del ejemplo anterior, las variedades estables son proyecciones en T2 de rectas pa-
ralelas con pendiente irracional de R%. Lo anterior también es cierto para las variedades
inestables.

Una tultima observacién respecto a la condicion de transitividad de los conjuntos basi-
cos. Al ser una condicién dificil de probar directamente, el siguiente criterio es de utilidad:
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Lema 4.4.5. Si A es un conjunto hiperbolico para f con drbitas periddicas densas tal que
Vp, g € per(f)NA We(p)NWH(q) # (0, entonces A es transitivo.

Demostracion.

Sea p € per(f) N A. Por el A-Lema, dado que Vp, q € per(f)NA W*(p) N W*(q) # 0,
tenemos que la variedad inestable W#(p) se acumula en per(f) N A. Por lo que W#(p) es
denso en A. Escogemos una base de vecindades abiertas numerable Uy, UY, ..., U?, ...
de p en A. El conjunto V? = U,czf"[UP] es abierto y denso en A. A cerrado implica que
A satisface la propiedad de Baire. Como las o6rbitas periddicas de f en A son hiperbdlicas,
per(f) N A es numerable y por lo tanto D = Npeper(s),renV,? es denso en A. Asi, si x € D
y A C A es abierto no vacio, existe un U? C A, para algunos p € A y r € N. Como
x € VP = U,enf"[UP], entonces O(z) N A # (. Por lo tanto O(z) es densa en A. O

Definicién. Sea f € Dif*(M) que satisfaga el axioma A. Decimos que f satisface la
condicién de transversalidad si Va, y € Q(f) W#(z) d W*(y).

Smale demuestra que los difeomorfismos que satisfacen el axioma A y la condicién de
transversalidad son estructuralmente estables.

Algunos ejemplos:

Ejemplo. Los difeomorfismos de Morse-Smale, donde Q(f) = per(f). Los difeomorfismos
de Anosov en 7?2 inducidos por isomorfismos lineales de R%. Se puede probar que todo
difeomorfismo de Anosov satisface el axioma A y la condicién de transversalidad.

Ejemplo. Sea g : S' — S! difeomorfismo de Morse-Smale con dos puntos fijos: El polo

norte n repulsor, y el polo sur s atractor.

Sea f : T? — T? difeomorfismo de Anosov inducido por un isomorfismo lineal de R2.

Consideremos el difeomorfismo g x f : S* x T? — S* x T2. El conjunto no errante de
g X f consiste de dos piezas Q; = {n} xT? y Qy = {s} x T% Ya que, si z € S* — {n, s},
entonces z € W;(s). Por lo tanto (z,y) es errante para cualquier y € T* (debido a que
la primer coordenada lo es). €2; es cerrado, hiperbdlico y transitivo. ; es repulsor y {2y
atractor. Sean x € Oy, y € Qo y (z,w) € W, ,(x) N W ,(y). La variedad estable
Wi (2, w) tiene dos componentes W} a lo largo de St x{w} y W5 alo largo de
{z} x T?. Analogamente sean W', W3 las dos componentes de W, ;(y) a lo largo de
St x {w} y {z} x T? respectivamente.

Wy = (5’1 —{n}) x {w} y W= (S1 — {s}) x {w} = W7 h Wy
andlogamente Wy M W' Por la definicién del difeomorfismo g x f y dado que
o p(T) = Wi x W3 s (y) = Wi x Wy

concluimos que Wy, ;(z) ox 7 (y). Luego, el difeomorfismo g x f : T3 — T3 satisface

el axioma A y la condicién de transversalidad, mas no es de Morse-Smale ni Anosov.

Ejemplo (Herradura de Smale). La herradura de Smale es un difeomorfismo f €
Dif*(S?) que satisface el axioma A y la condicién de transversalidad. El conjunto no
errante )(f) consiste de tres componentes: ; un punto fijo hiperbélico repulsor. Q5 es
un conjunto homeomorfo al Cantor donde las sillas peridédicas son densas. {23 un punto
fijo atractor.
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En el polo norte de S? colocamos €2, punto fijo hiperbélico repulsor. De manera que
el hemisferio norte, H, junto con el ecuador, quedan contenidos en W*(€2;). Denotemos
por H_ el hemisferio sur. Sabemos que f[H_| C H_. Dividimos H_ en tres regiones:

D

D

o
Y

Figura 4.12: H. =D, UQ U Dy

Procedemos a describir f en H_ = Dy UQ U Ds. Sea [ aplicacion lineal que comprime
horizontalmente por un factor 0 < A < 1/4 y expande verticalmente por p > 4.

Sea g la aplicacién que tuerce el cuadro central de [[Q)] y lo traslada, formando una
herradura F'. Tomamos f =golen H_.

~

N

N

Figura 4.13: Herradura de Smale

flQ] N @ consiste de dos componentes conexas rectangulares Ry y R,. Las cuales
imagenes de rectangulos R;, Ry C (). Notemos que en los rectangulos R; y Rs, f es afin,
pues f|g, es | compuesta con una traslaciéon, mientras que f|g, es | compuesta con una
traslacion y una rotacion.
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Ry

_El mapeo f manda los segmentos horizontales 1?1 y Ry en los segmentos verticales va
y Rg.

Finalmente, en el centro del disco D, = f[D1] colocamos un punto fijo hiperbélico
atractor Qs con Dy C W*(3).

Analicemos Q(f). Six € Hy —{Q;} entonces x € W*(;) y por lo tanto = es errante.
Siz € D, tal que z # Q3, entonces x € W*(Q3) es errante. x € Dy implica que f(x) € Dy,
por lo que f(z) € W*(Q3) — {3} y por lo tanto z es errante. x € Dy implica x € Dy y
x errante. En conclusiéon z € H_, con x # Q3 sélo puede ser no errante si O(z) C Q. Por
lo que, si x € Q, con x # Qy, x # Q3 entonces x € Nyez["[q] = A.

A continuacién describiremos el conjunto A. Asi como @ N f[Q] consiste de dos
rectdngulos, Q N f[Q] N f2[Q] consiste de cuatro componentes conexas rectangulares.

A

f[R1U Ry
S —

p——

R, Ry

Esquematicamente tenemos:

Q, QN flQ] = él UEQJ QN flQ] ﬂf2[Q] = ﬁll Uélz Uém Uﬁm, ete...

Q Ry Ry Ror Roo

Ri1 Rio
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Colocamos los indices de los rectangulos de la 81gu1ente manera: f [Rl] }Aéll U Elg
con R11 C Rl, R1 N R12 = @ f[RQ] = Rgl U R22 con R21 N R2 @ RQQ Q RQ.

En general R(,l(,.2 opoprr & Rglc,2 oy S1Op = Opy1 Y Rgu72 opopir NV Rovg.oy = 0 si
Tp # 0,41, donde o; € {1, 2}. Notemos que, para | k>0 R1 Ak veces ) C él Es decir
lel kveces)  f* [Rl] N Q. Por lo tanto fk[Rl] N R, # (). Lo mismo ocurre para cada
rectangulo Rol,‘ﬂp

Consideremos una recta horizontal a con N Q # (). Sea [a,b] = aN Q. El conjunto
[a, b]N f]Q)] consiste de dos segmentos ajenos, resultado de retirar tres segmentos disjuntos.
De cada uno de estos segmentos, retiramos nuevamente tres segmentos disjuntos para
formar [a, b]N f[Q]N f?[Q] y asi sucesivamente. De aqui concluimos que [a, b]N (N0 f"[Q])
es un conjunto de Cantor (.

Sea [3 una recta horizontal, con SN Q # (. Sea [c,d] = S N Q entonces, para cada
n >0, [c,d] N Q] =[c,d] o [¢,d]N Q] = 0. Por lo tanto N,>0f"[Q] = C1 X [c,d].

Ya notamos que f~'[Q] N Q = R; U Ry son dos recténgulos horizontales ajenos. Para
QN QI N Q = Ry U Ry U Ry U Ry, obtenemos cuatro rectangulos ajenos, con
Ri1 C Ry, RioNRy =0, Ryy N Ry =0, Ryy € Ry.

R Tl — Rao
QL» A — Ri2
____________ Ro1

i e —— Riy

Tenemos entonces una situacion analoga a la anterior, pero ahora respecto al segmento
vertical [c,d]. Es decir, [c,d] N ( Ny<o f"[Q]) = Co es un conjunto de cantor y para
el segmento horizontal sélo hay dos posibilidades, o [a,b] N big(Nu<of"[Q]) = [a,b] o
[a,b] N (Ny<o Q) = 0. Se sigue que Ny<of"[Q] = [a,b] x Cs. Por lo tanto

An (N @) =cx 6
nez
el producto de dos conjuntos homeomorfos al conjunto de Cantor.

A es hiperbdlico ya que f manda segmentos verticales en segmentos verticales expan-
didos y segmentos horizontales en segmentos horizontales contraidos.

Seax € A y R C (@ rectangulo centrado en x con lados verticales del mismo tamafno
a los de ). Como A esta contenido en la interseccién de la sucesion de rectangulos Egl_,gp
entonces R contiene uno de los rectangulos R,lmop.

Mostraremos que x € A implica que x es no errante. Sean ), C @ cuadrado conte-
niendo a z y N > 0. Buscamos una n > N tal que f"[Q.] N @, # 0. Como f expande
segmentos verticales hay un mg > 0 tal que f™[Q,]NQ contiene un rectdngulo Ry con al-
tura igual a la de . Al ser A invariante bajo f, f™(x) € A. Entonces existes Ealm% C Ry,
tomemos k > N + my, entonces f’“[}éal_._%] N Ry, # 0. Por lo tanto f¥[Ry| N Ry # 0
y & es no errante.
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Comprobaremos que los puntos periédicos son densos en A. Ya mostramos que z € A
vy Q. cuadrado con x € @, implica que f"[Q,] N Q. # 0 para n a suficientemente grande.
Por otro lado, f comprime linealmente segmentos horizontales de A y expande segmentos
verticales de A. De la expansién concluimos que hay un segmento vertical [y, C @), tal
que ly C f"[ly]. De la contraccién, hay I, C @, segmento horizontal tal que f™[l;] C Ij,.
Luego, {p} = Iv Nl implica que {f"(p)} = f"[lu N l] = f*[L] N f"[In] = 1o Nl = {p}-
Por lo tanto f"(p) = p es un punto periédico para f. Se sigue que los puntos periédicos
son densos en A.

Para comprobar que A es un conjunto basico sélo falta verificar que hay érbitas densas
en A. Por el criterio del Lema 4.4.3, al ser A hiperbdlico para f y los puntos periédicos de
f ser densos en A, basta mostrar que p, g € per(f)N A implica que W#(p) h W*(q). Pero
esto es inmediato ya que W¥(p) contiene sélo segmentos horizontales y W*(q) contiene
s6lo segmentos verticales para cada p, ¢ € per(f) NA.

Concluimos que los conjuntos bésicos del difeomorfismo C* f : S? — S%son Qy, Qy =
A y Q. f satisface la condicion de transversalidad debido a que €y es un repulsor, €3
un atractor y ya verificamos que €2y la satisface. Luego, f satisface el axioma A y la
condicién de transversalidad.

Sea A¥(M) C Dif*(M) la clase de los difeomorfismos que satisfacen el axioma A y
la condicion de transversalidad. Consideremos M compacta. Smale conjetura que f €
Dif*(M) es estructuralmente estable si y s6lo si f € A¥(M). Dos resultados que se tienen
sobre la estabilidad estructural de los difeomorfismos f € A¥(M) son los siguientes:

e Robin demuestra que: f € A>(M) = [ estructuralmente estable.
e De Melo demuestra que : f € A'(M?) = [ estructuralmente estable.

Sigue siendo una pregunta importante si f € A'(M) es estructuralmente estable para M
de dimensién arbitraria. En el caso particular de que Q(f) es finito, entonces f € Dif*(M)
es estructuralmente estable si y sélosi f € M — S.
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