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Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Lentes gravitatorias son evidencia de mate-
ria oscura

Una lente gravitatoria es un objeto masivo que deforma al espacio tiempo
a su alrededor, de tal forma que la luz se desvia de su trayectoria. Lo anterior
se desprende de la teoria de la Relatividad General y es sencillo de visualizar
con las ecuaciones del campo de Einstein, pues estas relacionan a la materia y
energia con la curvatura del espacio tiempo como se muestra a continuacion,

G

GI—“’ = CTT/“’ (].].)

donde G, es el tensor de curvatura de Einstein y 7}, es el tensor momento-
energia, que guarda informacion sobre la distribucion de materia.

Una evidencia de este tipo de deformaciones son las imagenes que se ob-
tienen de cudsares que se encuentran atras de una galaxia que ha deformado
al espacio tiempo. Dichas imagenes suelen ser arcos, multiples imégenes de la
misma fuente, inversion respecto a la fuente e incluso anillos cuando hay una
alineacion perfecta entre la fuente, la lente y el observador. La importancia de
las imégenes gravitatorias radica en que pueden brindarnos informacién sobre
la distribucién de materia de la lente, la cual puede ser bariénica u oscura. Por
lo que es una evidencia indirecta de la existencia de ésta tdltima, que brinda
una linea de investigacion moderna y llega como solucién a algunos hallazgos
en observaciones que no habian podido explicarse haciendo uso tinicamente de
materia luminosa. Pues se ha medido una mayor reflexion que la asociada a la
curvatura generada por la barionica, ergo debe haber mas materia: la oscura.
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Figura 1.1: Ctimulo Abell 2218, Créditos: NASA /ESA. Esta foto es famosa por
su riqueza en ejemplos de imagenes gravitatorias. Se presentan las deformaciones
que se han mencionado con anterioridad: arcos, miltiples imégenes de un mismo
objeto e imégenes invertidas

En los casos donde se presentan multiples imagenes, como en el cimulo de
Abell 2218, es posible que el brillo de cada una de ellas nos de informacién sobre
la distribucién de materia de la lente. Las mediciones 6pticas brindan informa-
ciéon sobre la cantidad de materia bariénica, por lo que usando la informaciéon
del brillo de las imagenes podriamos saber la distribucién de materia oscura. [I]

Analizar la colisién de dos ctimulos también es una forma de estudiar la
naturaleza de la materia oscura mediante lentes gravitatorias. En este tipo de
colisiones, la materia oscura de un cimulo pasa a través del otro sin interactuar
significativamente. Al contrario de la materia barionica que interactia con ella
misma y con la materia oscura a su alrededor. Durante la colisiéon, la materia
visible es arrastrada hacia adelante por la materia oscura de su propio camulo
y hacia atras por la materia bariénica y oscura del ciimulo contra el que choca.

Una evidencia clara de este fenémeno es la siguiente imagen compuesta del
Cuamulo de Bala.
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Figura 1.2: La materia en el cimulo de galaxias 1E 0657-56, conocido co-
mo Cumulo Bala, se muestra en esta imagen compuesta. rayos-X: NA-
SA/CXC/CfA/ M.Markevitch et al.; Mapeo de la lente: NASA/STScI; ESO
WFI; Magellan/U.Arizona/ D.Clowe et al. Optica: NASA/STScl; Magella-
n,/U.Arizona/D.Clowe et al

La imagen anterior es la superposicion de 3 imagenes: la imagen 6ptica, que
muestra la materia luminosa y a partir de la cual es posible medir la distorsion
creada por el propio cimulo de Bala; la imagen roja que son rayos x emitidos
por la materia baridnica al chocar y; la imagen azul que es una prediccion de la
posicion de la materia oscura obtenida de la distorsion de las galaxias de fondo.

2l

1.2. Materia oscura

La mayoria de la materia en el universo es no bariénica, no emite luz y
solo puede ser estudiada de forma indirecta, debido a sus efectos gravitatorios.
Debido a que no interactiia de forma electromagnética se le conoce como materia
oscura.

Audn cuando no se sabe de qué esta hecha la materia oscura y aunque no
emita radiacién electromagnética es posible hacer observaciones indirectas.

Una forma en la que se muestra es en las curvas de rotacion de las galaxias
espiral: en las regiones externas la velocidad orbital del gas y de las estrellas es
mucho mayor a la que se le atribuiria debido a la masa de las estrellas visibles.
De hecho, las observaciones sugieren que en la mayoria de las galaxias espirales,
la masa total de la galaxia afuera de un radio dado contintia aumentando de
forma lineal con el radio ain cuando este afuera de los limites visibles de la
galaxia. [3]
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Esta es la huella de la concentracién de materia oscura dentro de la cual se
formo la galaxia. La otra forma de obtener evidencia indirecta de la materia
oscura es a través de las lentes gravitatorias. En ambos casos se usa la gravedad
para pesar la distribucion de materia oscura. [4] [5]

1.2.1. Historia

En la actualidad el estudio de la naturaleza de la materia oscura es uno de
los grandes desafios de la cosmologia y la astrofisica. Su historia comienza en
1933 cuando Zwicky publica un articulo sobre el corrimiento al rojo de nebulosas
extragalacticas. [6]

Usando la técnica de corrimiento al rojo mide la velocidad de dispersién en
el camulo Coma y encuentra que las velocidades varfan entre 1500 hasta 2000
km/s.

Para explicarlo recurre a la materia oscura. Primero propone que el sistema
Coma esta en un estado estacionario y por el Teorema del Virial,

1

€ = —*Ep

2

donde € y €, son la energia cinética y potencial por unidad de masa, respecti-
vamente. Tomando en cuenta sblo la materia luminosa, la masa M del camulo

es del orden de 10%® g, luego la energia potencial total E, seria:
&, = E,/M~ —64x10"%2cm?s™2 (1.2)
3 M?
= E, = ——G—, 1.3

donde G es la constante gravitatoria, luego:
Ep = v2/2 ~ —5,/2

(v2)""? = 80km/s (1.4)

Por lo tanto es necesario que la velocidad del cimulo Coma sea 400 veces mayor
a la estimada usando sblo la materia luminosa para obtener la velocidad medida
con el efecto Doppler.

Incluso Zwicky contemplé que no hubiera equilibrio estacionario en el sistema
Coma, lo que implicaria que

€k = —&p (1.5)

Lo que apenas reduce en un factor de 2 la densidad anterior estimada. Por
lo que atn es necesaria materia oscura. [7]

A finales de la década de los 60’s a la explicacion anterior se le habian
sumado: regiones con oxigeno ionizado, existencia de un gran niimero de galaxias
enanas, cambios a la ley de gravedad, densidad de radiaciéon gravitatoria, hoyos
negros creados cosmologicamente, presencia de neutrinos masivos, errores en las
observaciones, entre otras.



CAPITULO 1. ANTECEDENTES 6

Fue en los 70’s cuando el analisis de las curvas de rotacién de algunas galaxias
como la via lactea, M33 y M31 nos brindaron informacién sobre la discusion
anterior. Se encontré que las curvas de rotaciéon eran esencialmente planas, lo
que suponia que habia mas gravedad que la inferida con base en las observaciones
de luz de las galaxias.
Entre los articulos publicados en 1970 que estudiaban las curvas de rotacion de
las galaxias, esta el articulo de Freeman sobre las galaxias NGC300 y M33. En
él se menciona que la velocidad maxima de rotacion de las galaxias ocurria en
un radio mucho més grande que el de sus predicciones basandose en fotometria
estelar. Por lo que sugiri6 que habia méas masa, sin entrar en detalles. [§]

La forma en la que materia faltante resuelve este problema es la siguiente.
Recordando la ley de gravitacién de newton en una 6rbita circular,

V2 Mm
m— =G 5
r

- (1.6)

Donde v es la velocidad de rotacién de una estrella con masa m alrededor
de una galaxia con masa M. Luego la velocidad de rotaciéon es

GM
v= " (1.7)

Asi la velocidad de rotacién es proporcional a la raiz de la masa entre el
radio.

La siguiente figura se tomo6 del articulo de Rubin de 1970, en dicho trabajo
se mapearon el campo de velocidades de la galaxia M31. Experimentalmente las
velocidades se determinaron con las lineas de absorcién de los nticleos centrales
y con las lineas de absorciéon de las nebulosas.

En la fig. vemos que la velocidad de rotaciéon de la galaxia M31 es con-
tante sin importar el radio donde se mida la misma. Lo cual entra en discrepacia
con la ecuacion [I.7] si tomamos en cuenta que la masa de la galaxia proviene
de la materia luminosa. Lo que esperariamos en la teoria newtoniana es que la
velocidad de rotacion fuera nula entre mas grande fuera la distancia al niucleo.
Lo que nos hace sospechar de que las galaxias tienen un halo de materia oscura
en su centro y de esta forma las velocidad es constante en ela curva de rotacion.
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Figura 1.3: Graficas tomadas de [3]

En dicho articulo muestran una tabla donde muchas de las masas predichas
son mayores a las masas medidas. [3]

Al igual que en el problema de la velocidad de rotacién, se dieron muchas ex-
plicaciones para resolverlo. La explicacién de materia faltante resolvia a ambos,
sin embargo no era claro en esa época. Ademas mostrar una postura pro mate-
ria oscura era arriesgado, pues apenas recobraba fuerza desde su propuesta en
1933. Fue necesario mover las curvas de rotaciéon y las velocidades de dispersion
galacticas a otro campo para hacer evidente la existencia de materia oscura, ese
campo es la cosmologia.

En 1963 se identifico un cuasar que se alejaba de nosotros a una velocidad
sorprendente del 16 % la velocidad de la luz. Debido al descubrimiento de este
cuésar tan energético se organizé el "Texas Symposia on Relativistic Astrophy-
sics". Tal simposio marco el comienzo de una era donde las fronteras entre as-
tronomia y relatividad general se vuelven difusas. En palabras de Thomas Gold
todos estaban satisfechos: "los relativistas [...] de pronto se vuelven expertos en
un campo que apenas sabian que existia y los astrofisicos amplian su dominio,
su imperio, al anadir otro tema -la relatividad general".

El descubrimiento de cuasares desperto6 el interés en la cosmologia. Pues el
corrimiento al rojo de los mismos sugeria que el universo actual fue muy diferente
en el pasado, lo cual gener6 preguntas sobre la evolucion y formacion de galaxias.

La migracién de campo en los fisicos se debi6 en parte a cuestiones politicas y
sociales. Con la creacion de la NASA en 1958, el desarrollo de la ciencia espacial
necesitaba de astronomos. Ademas en 1960 comenz6 a disminuir la tensiéon en la
guerra fria y con ello la inversion en la fisica, por ello muchos fisicos se mudaron
a astronomia. De esta forma, astronomia y fisica se encontraban unidas no sélo
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en el tema de estudio, si no a nivel institucional.

En 1970, el astréonomo Allan Sandage estaba en busca del parametro de
Hubble, Hy, y el de desaceleracion, qg. Sobre este tltimo parametro, desde la
postura en la cual la constante de Einstein A = 0 s6lo era posible determinarlo
mediante la densidad de masa del universo, p.

De hecho en esa época ya se tenia un estimado para la densidad de la masa,
era del orden de 10_31g/cm_3, que era dos ordenes de magnitud menor que
la densidad critica necesaria para un universo cerrado. Entonces la densidad e
masa visible de las galaxias s6lo podia ser una pequena fracciéon de la materia
necesaria para un universo cerrrado: = p/p. ~ 0,01.

Fue en Princeton, 1974 que Ostriker, Peebles y Yahil publicaron que habia
masa faltante. Pues ellos estimaban que la materia visible era apenas el 22 %
del valor de la materia que buscaban. Entre las razones que tenian para creer
que habia masa sin observar fueron las curvas de rotacién y las estimaciones
de materia luminosa. Finalmente concluyeron que la masa de las galaxias es
directamente proporcional al radio.

Motivados por argumentos similares, un grupo del observatorio en Tartu,
compuesto por Einasto, Kaasik y Saar, concluyo6 que la densidad total de materia
en las galaxias era igual al 20 % de la densidad cosmologica critica.

El equipo de Princeton y el de Tartu, publicaron resultados similares en
1974: estimaron la masa que deberia tener una halo de materia oscura en el
centro de la galaxia para que concordara con las observaciones, por ejemplo las
curvas de rotacion.

El grupo estonio, al igual que su homoélogo de Princeton, era interdisciplinario
en interés y antecedentes: astronomos y fisicos tedricos unieron esfuerzos para
estudiar un problema que ahora se compartia entre la dinamica galéactica y la
cosmologia.

Los articulos de 1974 sintetizaron las dos instancias de curioso comporta-
miento galactico en un solo marco, fusionando asi los problemas en una sola
anomalfa de masa perdida. De hecho, la cosmologia y su deseo de un Universo
cerrado habfan dado un vuelco al argumento: en lugar de dos problemas au-
ténomos que encontraban una solucién tunica, las discrepancias comenzaron a
funcionar como evidencia de la existencia de mucho deseo de masa faltante,
mientras que diferentes conjuntos de los datos se juntaron como teniendo un
origen comun.

1.3. Cruz de Einstein

La cruz de Einstein es una macro y microlente gravitatoria. Ha sido estu-
diada por innumerables grupos desde distintos conjuntos de datos. Segun [9],
este objeto fue descubierto por Huchra et a. (1985) como parte del estudio de
corrimiento al rojo de galaxias del Centro de Astrofisica. De ese sistema se han
distinguido con claridad 4 imagenes. La posicién de éstas se muestra en la tabla

(1.1) y su imagen en la fig. ( [1.4)
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Ascencion Declinacion
Elemento Recta
(arsec) (arsec)
A 0 0
B -0.67 £0.02 1.73 + 0.02
C 0.63 £ 0.02 1.21 4+ 0.02
D -0.78 & 0.03 0.49 4+ 0.03

Cuadro 1.1: Las posiciones de Chandra se obtienen de los centroides de la imagen
deconvuelta del QSO2237 + 0305 con un grueso de categoria de 0.1".

Figura 1.4: a) Se muestra la imagen cruda de todas las observacioens de QSO

2237 4 0305 con una resolucién de 0.05z suavizada con una gausiana de 0.05".

b) La imagen deconvuelta tienen uan resolucion de 0.1"@

Figura 1.4: a) Se muestra la imagen cruda de todas las observacioens de QSO 2237 + 0305 con una resolucio

El quéasar se encuentra en un corrimiento al rojo de z; = 1.695 mientras
que la galaxia lente esta en z; = 0.0395. La primera vez que se propuso que era
una microlente fue justo después de su descubrimiento por miltiples equipos
de investigacion. Actualmente ya se ha confirmado dicho fenémeno. Que este
sistema sea tanto una macro como microlente y su cercania a la galaxia lente,
hace que sea un laboratorio tnico para explorar la estructura de las diferentes
regiones de emision en la fuente del quasar y asi como las propiedades de la
galaxia lente.

Por ejemplo, gracias a la cercania a la galaxia lente, Foltz el al. (1992) mi-
dieron la velocidad de dispersiéon de la galaxia de espiral barrida 2237 + 0305 y
resulto ser v = 215 + 30kms ™ .

El analisis de las observaciones de chandra de la cruz de Einstein, también
conocida como QSO 2237 + 0305, ha arrojado como resultado un conjunto de
al menos en 4 imagenes. Es posible que haya una quinta imagen debido a la
mala estadistica de fotones y a contaminacién proveniente de la imagen més
brillante. Entre los posibles origenes, ademas de un error estadistico, de una
quinta imagen podrian estar:

1. Llamaradas de rayos X emitidas en diferentes puntos en el plano de la
lente.
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2. Fuente adicional de rayos X en el plano de la lente.
3. Un jet de rayos X que provenga de la imagen A.
4. Una fuente en nuestra galaxia.

5. Que la produzca la galaxia lente. En principio, una macrolente podria
generar un nimero impar de imégenes si el potencial de la lente no tiene
singularidades. Sin embargo la posicion de la imagen central deberia estar
dentro del nucleo del potencial de la lente y seria fuertemente reducida y
esto no seria consistente con las observaciones de Chandra del QSO 2237
-+ 0305.

6. Otra razon podria ser microlenteado por estrellas de varias masas solares
en el bulto central de la galaxia lente.

Para resolver este problema es necesario un mayor tiempo de exposiciéon en
las observaciones. Otro resultado interesante de [9] es que la razon de flujo de
rayos X de B, C'y D respecto a A es consistente con las razones de flujo de la
banda V observadas por Chandra. Estro indica que el flujo de rayos X también
se magnifica por efectos de microlente, lo que es esperado pues los rayos X
también se originan en la region interna del disco de acrecion.

El analisis del espectro indica la presencia de una linea gruesa de FeK, en
la imagen A. Es posible que este realce de la linea de emision en la imagen A
sea debido a microlente pues el espectro combinado de las otras tres imégenes
no muestra tal caracteristica. El corrimiento al rojo y el engrosamiento de la
linea puede ser resultado del efecto Dopler y debido a efectos de relatividad
general y especial. Se necesita hacer un modelo méas detallado del cruce de las
causticas que incluya constricciones en la parte 6ptica y de rayos X del quésar.
Son necesarios para interpretar los eventos de microlente en el quésar.

1.4. Hoja del Trébol

El H14134 117, mejor conocido como hoja de trébol, es uno de los miembros
maés brillantes de los quasares con un espectro de linea amplio de absorcion.

Si se relaciona la masa con el brillo de la imagen, el baricentro del quasar del
trébol se encuentra en o = 14h13m 20,115 +0,04syen d = 11°43'37,8” £ 0,4".
La fuente esta centrada en o = 14h13m33,91s y § = 13°34'17,4”, cuyo valor
es similar al baricentro de la imagen.

Los centros de cada una de las imagenes de acuerdo a [10] se muestran en la
figura [1.6] poniendo como el origen la imagen A. En la tabla estd resumida
la informacién de sus coordenadas.

El cuasar del trébol tiene un espectro de absorcién con un corrimiento al
rojo de z =2.55. Ademas se han encontrado dos sistemas de lineas delgadas
con corrimiento al rojo de z =1.66 y z =2.07. Estos tltimos podrian deberse al
sistema de la lente o alguna perturbacién en el medio de vision.
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Figura 1.5: Vista de rayos X del quésar del trébol, un sél objeto cuya imagenes ha
sido reproducida 4 veces debido a una lente gravitatoria. Créditos: NASA /CX-
C/Penn State/G.Chartas et al. Obtenida de: http://chandra.harvard.edu/

photo/2004/h1413/more.html

Imagen | A« Ad
A 0.00" | 0.00"

B 0.78 | 0.17

C -0.50 | 0.72

D 0.36 | 1.06
SRS 0.73 | 0.68

Gracias a la peculiaridad de su espectro, se piensa que el H1413 + 117 es
una lente gravitatoria, pues cuenta con lineas anchas de absorciéon que tienen
una intensidad residual cercana al cero.

Si cualquiera de las cuatro imagenes no perteneciera a la lente es altamente
improbable que este objeto tuviera la misma profundidad y anchura en las lineas
de absorcién justo en las mismas longitudes de onda.

Cuando se analizaron los espectros de las 4 imégenes se encontr6 que los es-


http://chandra.harvard.edu/photo/2004/h1413/more.html
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Figura 1.6: Posicién de las fuentes opticas y de radio marcadas con una X

pectros de los elementos B y C' son idénticos en cuanto a las caracteristicas del
quésar, es decir: en el continuo, la emisiéon y las bandas de absorciéon. Esto tam-
bién sugiere que la hoja del trébol es una lente gravitatoria. Ademaés el espectro
de estas imégenes es igual al espectro integrado completo, y por transitividad
las componentes A y D también tienen el mismo espectro, como se ve en la fig.
. El corrimiento al rojo de las lineas de emision de B y C' es idéntico en
z =2.55, la unica diferencia entre sus espectros es que las lineas de C' son mucho
mas intensas que B. Sin embargo, eso podria deberse a contaminacion.

Otra diferencia esté en las lineas en z =1.43 y z =1.66, sin embargo podria
deberse a contaminantes no relacionados entre si.

1]

Apoyandose en estas evidencias, Kayser y su equipo ([10]) tuvieron la hipote-
sis de que el quasar del trébol era una lente gravitatoria. Por lo que propusieron
dos modelos de lente de materia oscura que reprodujeran las imagenes observa-
das. Sus lentes propuestas fueron una galaxia eliptica y dos galaxias esféricas.
Sin embargo es posible que las iméagenes observadas presenten contaminaciéon
debido a galaxias en el fondo, por lo que pueden haber errores en la posiciéon o
en la razon de brillo. De forma que los modelos no reproduzcan de forma fiel las
observaciones.

Como en esos modelos de la lente hay muchos parametros, fueron variando
sus valores con el objetivo de minimizar la diferencia entre lo observado y las
posiciones de las imégenes del modelo.
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Figura 1.7: Espectro de dispersion bajo de las componentes B y C, y del sistema
completo. La escala ordinal se refiere a los espectros més bajos; las otras estan
desplazados verticalmente por 10 y 20 unidades. También se muestran los dos
sistemas de lineas delgadas de absorcion

El el caso de la galaxias con cierta elipticidad, propusieron un modelo de
densidad superficial modificando la proyeccion de la densidad superficial del halo
isotermo truncado. Siguieron a Schramm (1989), en la tabla[I.4]se muestran sus
parametros.

Parametro Valor
Tipo de Galaxia Isoterma eliptica singular
Densidad superficial Y(a) = Xpa~?
Posicién (—0,19”7,0,58")
Excentricidad 0.903
Angulo de Posiciéon 70°
Parametro de densidad g 1,77 x 10" Mpc™!
Velocidad de dispersion o, < 285kms ™

En la tabla [I.4] estan los valores para el modelo compuesto por dos masas
esféricas.

Pese a que estos modelos reproducen las observaciones 6pticas y la estructura
de la fuente, no reproducen la amplificacion ni el retraso en el tiempo.

Sin embargo, el objetivo de ellos era solamente mostrar que la hoja de trébol
es generable por una lente gravitatoria. Lo que es plausible a pesar de estar
lejos de encontrar un modelo tinico, pues los modelos que proponen son bastante
diferentes. [10]
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Parametro Valor
Tipo de Galaxia EIS
Densidad de superficie S(r)y=%¢r 1
Posicion de la galaxia 1 (-0.53", 0.34")
Posicion de la galaxia 2 (0.21", 0.65")
Parametro de densidad £y 6,05 x 105 Mpc~!
Velocidad de dispersiéon o, 298kms

Este grupo de investigacion no fue el tnico en proponer modelos. El equi-
po de Kneib [12] consider6 una galaxia con un halo de materia oscura con un
corrimiento al rojo de z = 1.7. Y otro modelo en el cual la masa es una combi-
nacién de un cimulo de galaxias que estd centrado en un pico de densidad de
las galaxias y una galaxia individual localizada en medio de la hoja del trébol,
ambos elementos con un corrimiento al rojo de los ambos z = 1.7.

La propuesta del camulo de galaxias surge por el valor tan alto de Igi4w -
. Qué es esto, Dario? ;Cudles eran sus razones para pensar que era una mala
idea?.

Algo interesante de este grupo de investigacion es que contaban los los da-
tos del CO molecular de la hoja del trébol y con ello fijaron la posicion de las
imagenes. A pesar de haberlo hecho por un método distinto obtuvieron valores
similares a los de [I0] .Sus modelos también reproducen la posicion de las iméa-
genes, sin embargo ain quedan muchos parametros sin acotar.[12] Y al igual en
[10] tampoco logran reproducir las razones de luminosidad de las componentes,
el retraso en el tiempo, entre otros.

Para resolver este problema de los modelos, en [13] sugieren monitorear la
variacion de la luminosidad de las 4 componentes de la hoja de trébol para
medir el retraso en el tiempo de cada una y para buscar efectos de microlente
que pudieran ser responsables de alguna amplificaciéon adicional.

También a la par de obtener informacién sobre la luminosidad, podriamos
procesarla de forma diferente, por ejemplo con deconvolucion. Este es el proceso
de restauracion de una senal para recuperar los datos que se han perdido por el
ruido.

Asi, en [14] se analizaron las imagenes con filtro F180M y con filtro F160W.
A partir de ellas, obtuvieron medidas astrométricas y fotométricas del sistema de
la lente y encontraron la posicion de la galaxia que acttia como lente asi como un
anillo parcial de Chwolson, informacién con la que no se contaba anteriormente.

La precisiéon de sus resultados es particularmente importante para modelar
el sistema de la lente y reconstruir la lente que causa los efectos de lente fuerte.
En la siguiente figura, se muestran iméagenes importantes del proceso aplicado
a las imagenes con el filtro F160W..

Para poner a prueba la calidad de los resultados, aplicaron el método a una
imagen sintética con la misma configuraciéon de la hoja de trébol.

Esta técnica es conveniente en el analisis de quasares que tienen multiples
imagenes pues permite la separacion de estructuras extensas. La precision ob-
tenida fue de 20 miliarcosec y descubrieron un anillo parcial de Chwolson, lo
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Figura 1.8: Resultados finales de la deconvolucién simultanea para el conjunto
de datos F160W. Arriba a la izquierda: fondo plano comtn a todas las imagenes
del conjunto donde esta la galaxia lente estd encerrada. Arriba a la derecha:
imagen desconvulcionada (fuentes puntuales mas un fondo suave); las fuentes
puntuales estan etiquetadas como en Magain et al. (1988). G es la posicion
estimada de la fuente. Abajo a la izquierda: mapa residual promedio de la de-
convolucién simultanea. Abajo a la derecha: imagen reconvuelta a la resolucion
del instrumento, con las fuentes puntuales eliminadas

que nos deberia permitir acotar el modelo de deflexion. También través de la
inversion de la ecuacion de la lente deberia ser posible estimar la distribucion
de luz de la galaxia fuente. [14]
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Figura 1.9: Imagen sintética de un quésar con efectos de lente gravitatoria con
una configuraciéon similar a la hoja de trébol: 4 elementos puntuales, 1 objeto
borroso que actia como lente, y un anillo de Chwolson parcial. G es la posicién
estimada de la fuente. La orientaciéon es la misma de la imagen original F160W
de la imagen del tres.



Capitulo 2

Repaso de relatividad general

2.1. Relatividad General

Dado que las lentes gravitatorias son el fenémeno predicho por la relatividad
General, es conveniente hacer un repaso de esta teorfa. Cabe mencionar que en
esta seccion se haré uso de la notacion de Einstein y que se ha tomado de [4],
[15].

Entre las operaciones basicas que tenemos en relatividad general se encuentra
el producto punto, el cual a diferencia de mecéanica clasica depende del espacio
en el cual estemos trabajando. Especificamente, la métrica es quien lo define. De
forma que si la métrica cambia, el valor del producto punto entre dos vectores
también cambiara. La métrica nos ayuda a bajar indices y su funcién inversa
los sube. Lo que significa:

Vo = gapV"? (2.1)

En el caso del espacio euclidiano la métrica esta definida como la delta de
Kronecker, §;;. Pues al ser un espacio plano, la derivada de los vectores de la
base es cero.

El concepto de métrica es fundamental pues tiene informaciéon sobre las tasas
en las cuales corren los relojes y sobre las distancias entre puntos.

Ademas del producto punto, cuando se define a la métrica, también se define
a la curvatura de la variedad en la cual se estamos trabajando. Una variedad di-
ferenciable por si misma es primitiva: tan solo es una coleccién amorfa de puntos
que estan organizados de forma local como puntos en el espacio Euclidiano, sin
embargo no tiene una relacion entre distancias ni una forma especifica, es nece-
saria la métrica para definir lo anterior. La signatura de la métrica es la suma
de los elementos de la diagonal, por lo que puede estar definida como positiva o
negativa. Por ejemplo en la siguiente definicion de la métrica de Minkowski la
signatura es positiva,

17
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100 0
0 10 0

TB=10 01 0 (22)
0 00 1

La signatura es +2. Como acabamos de mencionar la métrica define las
distancias, es decir la longitud de las curvas. Para ilustrar esto, sea dx un vector
de desplazamiento sobre una curva. Luego dX tiene la longitud cuadrada ds? =
ga,gdxo‘dxﬁ. A lo que conocemos como elemento de linea de la métrica, ds?.
De forma que si tomamos su valor absoluto, e integramos su raiz cuadrada
obtenemos la longitud del segmento.

A1
= /
Ao
Donde A es un parametro de la curva con extremos Ag y A1 Intervalo de linea
ds

1/2

o ggb
de® de7) (2.3)

o8I\ "X

2.1.1. Simbolos de Christoffel

un v r que tien mponen n un. . Su deriv. :
Sea V ecto e tiene componentes V' en al a base. Su derivada es

v ave o 08,

—

0, .
Como 928 es un vector se puede expresar como combinaciéon lineal de vec-
x

tores de la base. Para denotar tal combinacién utilizaremos al siguiente simbolo:

o€,
ﬁ =T 5€u (2.5)
La interpretacion de Fgﬁ es que es la p-ésima componente de 9é, /0xP.
Necesita tres indices: « da el vector de la base que esta siendo diferenciado, 3
da la coordenada respecto a la cual se esta derivando y u denota la componente
del vector resultante de la derivada. A estos simbolos por su utilidad se les ha
nombrado como simbolos de Christoffel.
Entre sus propiedades esta que son simétricos en los indices de abajo. Tam-
bién guardan informacién sobre el espacio tiempo, por lo que son funciones de
la métrica.

1
= 39" (9asu + Jan.s ~ Ipua) (2:6)

En particular, cuando el espacio es plano el valor de los simbolos de Chris-
toffel es cero.
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2.1.2. Derivada Covariante

Usando la definicion de simbolos de Christoffel, la ecuacion (2.4) se puede
escribir como:

v Ve
0xP  OxP
Intercambiando los nombres de los indices mudos, o y i

Eo + VT s, (2.7)

ov v«

928 = 928 Co TV Tugla (2.8)

Ahora se puede factorizar €, de la suma:

v ove

_ ‘ JUT O =
P ( 2P F“’B) Co (2.9)
De forma que el campo vectorial ov /0z? tiene componentes:

ove
775 pleY
928 +VHIg (2.10)
Denotando con una coma ",.? la derivada parcial, por ejemplo OV*/9z” =

V.3, es natural la siguiente definicién de derivada covariante:

Vg:i= VQ7B+V#F26 (2.11)
Por lo tanto con esta notaciéon tenemos que
ov o -
W =V 3B €as (212)

En coordenadas cartesianas la derivada parcial y la covariante coinciden, ya que
los vectores de la base no cambian. En el caso de los escalares, que no dependen
de los vectores de la base, la derivada parcial y la covariante también coinciden.
Ahora pongamos atencion al objeto que esta siendo derivado. Por definicion la
derivada de un campo vectorial involucra la diferencia entre vectores en dos
puntos diferentes. En un espacio curvo la nocién de dicha diferencia debe ser
manejada con cuidado. En una regiéon sobre la variedad donde el espacio parezca
plano, podemos establecer un marco de referencia en el cual las derivadas de
los vectores de la base sean cero. « Un marco de referencia inercial local es un
marco en el cual localmente las derivadas de la base son cero». Esta definicion
nos lleva a que en esas coordenadas, en ese punto, la derivada covariante tiene
componentes dadas por las derivadas parciales de las componentes, es decir, los
simbolos Christoffel desaparecen. En particular, la métrica

9aBiy = Japy =0 (2.13)

Por lo tanto actiia como una constante ante la derivada covariante.
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2.1.3. Curvatura del espacio tiempo

Las lineas de mundo de particulas libres nos ayudaran a introducir el con-
cepto de curvatura. Primero, la linea de mundo de una particula es aquella linea
que describe su posicion a través del tiempo. En el espacio de Minkowski las
lineas de mundo son paralelas por lo que cumplen con el axioma de paralelismo
de Euclides, por lo tanto se dice que dicho espacio es plano. Sin embargo no tie-
ne una métrica euclidiana. En un campo gravitatorio no uniforme, las lineas de
mundo de dos particulas que empezaron paralelas no siempre permaneceran asi
a lo largo de todo el espacio tiempo. Por lo tanto el espacio tiempo gravitatorio
no es plano.

La aportacion de Einstein a este campo fue notar la relacién entre fisica
gravitatoria y espacios Riemmanianos. El identifico las lineas de mundo de par-
ticulas libres con la geodésicas de una espacio curvo: localmente son paralelas
pero globalmente no permanecen asi.

A diferencia del caso cartesiano, cuando trabajamos con bases curvilineas
debemos tomar en cuenta los simbolos de Christoffel. El concepto matematico
de un espacio curvo comienza con la idea de una variedad. Una variedad es en
esencia un espacio continuo que localmente se ve como un espacio Euclidiano.
Al tal concepto se le ha agregado el de curvatura. Y su relacion con Relatividad
General es que los espacios curvos son variedades diferenciables.

Es importante entender que al momento de escoger una métrica, le estamos
agregando estructura a la variedad, ya que la métrica define completamente su
curvatura.

Haciendo una anélisis entre geometria Riemmaniana y Relatividad General,
la existencia de un marco de referencia local de Lorentz es simplemente que
cualquier espacio curvo tiene un espacio plano tangente en cualquier punto.

Es importante distinguir entre dos tipos de curvatura, la intrinseca y la
extrinseca. La primera considera solo las relaciones entre los puntos sobre la
variedad. Por ejemplo, consideremos un cilindro con tapas circulares, en este
caso dirfamos que la variedad es plana pues sélo nos fijariamos en la pared o en
las tapas del cilindro, ya que serfamos un observador sobre la variedad.

En cambio la curvatura extrinseca surge de considerar a la variedad conte-
nida en un espacio de mayor dimensién. En ese caso veriamos al cilindro desde
afuera y sabriamos que las tapas son planas pero la pared es curva.

Cuando se hable de la curvatura del espacio tiempo, estaremos hablando de
la curvatura intrinseca, pues las lineas de mundo estan contenidas dentro del
espacio tiempo.

El tensor de Riemann es la caracterizaciéon de la curvatura y sélo si su valor
es cero se dice que la variedad es plana. Depende de las primeras y segundas
derivadas de la métrica. Su definicién es la siguiente:

1
Rappw = ga}\R)\ﬂ/w = i(gav,ﬁu — Gop.pv + 98uav = Yv.ap) (2.14)

R.p, es antisimétrico en el primer y segundo par de indices y simétrico
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en el intercambio de los dos pares. Tiene 20 componentes independientes (en
cuatro dimensiones) y satisface las identidades de Bianchi.

Ra,ﬁp;)\ + Raﬁ)\u;y + RQBVA;H =0 (215)

Ademés el tensor de Riemann, también puede escribirse en términos de los
simbolos de Christofell como:

9o puv = oo (U7 v — T 8p0 + 1700175, = T7,,175,)

El tensor de Ricci, el escalar de Ricci y el tensor de Finstein son contrac-
ciones del tensor de Riemann.
La forma algebraica de los tensores antes mencionados es la siguiente:

» Tensor de Ricci Ry, = g™ Raguw

= Escalar de Ricci R = g"" R,

» Tensor de Biancci-Einstein G, 1= R, — §gWR
En particular el tensor de Einstein es simétrico y de rango dos, por lo que
tiene 10 componentes independientes.

2.1.4. Ecuaciéon de Einstein

Partiendo de una variedad curva con métrica hemos descrito a la gravedad y
su accion sobre la materia. Ahora debemos completar la teoria postulando una
ley que muestre como la fuentes de campo gravitatorio determinan a la métrica.

El principio de equivalencia de Finstein dice que podemos descubrir la for-
ma en la cual todas las fuerzas de la naturaleza se comportan en un campo
gravitatorio, si postulamos que, las ecuaciones diferenciales que describen las
leyes de la fisica tienen la misma forma local tanto en un marco de referencia
inercial acelerado como en relatividad general, es decir, no existen los campos
gravitatorios. Tal principio impone que se conserve la energia y el momento:

T%:5=0 (2.16)

Recordando las identidades de Biancci:

Rum—p;r + R;wa-r;p + R/Lm'p;a =0

El lado derecho de la siguiente ecuaciéon también se cumple:

GP + Ag®P = kTP (2.17)

Donde el tensor de Biancci-Einstein G esta compuesto por tensores métricos;
y A y k son constantes.

A A se le conoce como constante cosmologica y en un principio no estaba en
las ecuaciones de Einstein, sin embargo anos después la agregd a su teoria con
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el fin de obtener soluciones cosmologicas estaticas, ya que para él el universo
permanecia de esa forma. El valor de kK = 87 es necesario para obtener en el
limite la teoria de gravedad de Newton.

A estas ecuaciones se les llama las ecuaciones de campo de relatividad general
o las ecuaciones de campo de Einstein. Existen otras ecuaciones que cumplen lo
anterior sin embargo son mucho mas complicadas y minimamente por razones
estéticas las ecuaciones de Einstein son mas atractivas, hasta el dia de hoy no
se ha realizado un experimento que contradiga esta teoria.

Tomando los valores A = 0 y k = 8, las ecuaciones de campo de Einstein
son:

o8 = 870 pes (2.18)
C

Debido a que G*? y T# son simétricos, tenemos 10 ecuaciones no lineales.
Ademas G cumple con las identidad de Bianchi, por lo que tenemos 4 iden-
tidades entre las 10 ecuaciones, por lo tanto solo son 6 ecuaciones diferenciales
independientes

2.1.5. Espacio Tiempo con simetria esférica

A diferencia del resto de las secciones del repaso de Relatividad General,
esta seccion fue tomada de [I6]. La razon es que los calculos de esta seccion van
més alla de un curso de introduccion a la relatividad general, como lo son [15],
[4].

La forma general de una métrica isotrépica y estatica en coordenadas esfé-
ricas es la siguiente:

ds? = F(r)dt? — 2r E(r) dt dr — r* D(r) dr? — C(r) (dr? + r* d6? + r? sen®d d¢?)
(2.19)
Donde D, C, E y F son funciones desconocidas del radio.
Somos libres de ajustar nuestros relojes de forma que la métrica sea inva-
riante bajo transformaciones inversas de tiempo, ( t — —t ).

t'=t+¢(r) (2.20)
Donde ¢(r) es una funcion arbitraria de r.
Con el ajuste adecuado de t, es posible eliminar el término cruzado de la métrica,
gsr, al establecer
do  rE(r)

dr — F(r)

Ademas del tiempo también podemos ajustar la coordenada r, por lo que
podemos expresar a los otros coeficientes de la métrica como funciones de r.

(2.21)
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Donde,

G(r)=r? (D(r) + Fr) > (2.22)

Con estas manipulaciones, finalmente llegamos a la métrica con la forma
estandar:

ds? = B(r) dt? — A(r) dr® — r? (d6? + sen?d d¢?) (2.23)

Asi es sencillo identificar cada una de las componentes de la métrica, ademas
de saber que es diagonal.

gt = —B(r) g =A(r)  geg =1> oo = r2sen?0 (2.24)
La solucion de Schwarzschild es solucion a las ecuaciones de Einstein en el
exterior de una distribucion con simetria esférica de materia en el vacio. Por lo
que en las ecuaciones de campo cada una de las entradas del tensor de Ricci,
como lo definimos en la seccién se anulan.
Después de manipular los términos de la métrica, las componentes del tensor
de Ricci distintas de cero son

ra = —gxr+1 () (5 ‘{5;2’{;’)—iA(i’g;) (22
B (r 1 r "(r 1 "(r
forr = 2384( )( <(r>z+ (r>)>r<A<(r>)) (2.26)
1

_ r A(r)  B(r
R = 1+ g (56 B * A0 220
R¢¢ = sen29R99 (2.28)
R, =0 para p#v (2.29)

Veremos que es suficiente que R,., Rgg y Ry sean iguales a cero. También
vemos que

Rrr Rtt _ 1 A/ B/
A B rA(A+B (2:30)
Por lo tanto,
/ A/
R,, =0 requiere que — =——-. (2.31)
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Maés atun, imponemos las condiciones a la frontera en A y B, de forma que en el
limite cuando el valor de r tiende a infinito, el tensor métrico debe aproximarse
al tensor de Minkowski en coordenadas esféricas

Tli)nolo A(r) = Tli)ngo B(r)y=1 (2.32)

De las dos ultimas ecuaciones tenemos que

(2.33)

Como la ec. (2.30]) se hace cero, es necesario que R, y Ryg también se hagan
cero. Por lo que uso la ec. (2.33) en la ec. (2.25) y tenemos

Rg@ = —1+BI(T)T+B(’I")
B BH(T) B/(’F) B ’
B = 2B(r) + rB(r) 27“39(97‘)

entonces es suficiente que Ryg = 0, esto es

%(TB(T)) —rB'(r) + B(r) = 1 (2.34)

cuya solucion

rB(r) = r + cte. (2.35)

Para fijar el valor de la constante de integracion, recordemos que a distancias
muy grandes de una masa M, la componente g; = —B debe aproximarse a
—1 — 2¢, donde ¢ es el potenial Newtoniano —MG//c?r. Luego la constante de
integracion es —2MG@G.

La solucion final es

by~ [1-2
a2

Finalmente, la métrica de Schwarzschild esta dada por

2M 2M
ds? = {1 — QG] c2dt? — {1 — 2G
rc

~1
] dr? — r?df — r?sen?0d¢?  (2.36)
re



Capitulo 3

Teoria de Lentes

3.1. Angulo de Deflexién usando RG

El movimiento de una particula en un campo gravitatorio es determinado
por el principio de minima accién. Asi, en un campo gravitatorio una particula
se mueve de manera que la linea de mundo recorre una geodésica del espacio
tiempo.

Las trayectorias conocidas como geodésicas, son aquellas que son extremo
de la accion:

S = /Ed)\. (3.1)
Donde,

ds
L= ETR con ds = 4/gqx dx® dx”.

Una forma sencilla de resolver las ecuaciones de movimiento es dentro del
formalismo de Euler-Lagrange tomando a s como funciéon de A. En este caso las
coordenadas generalizadas son z(\), @"(\) y las ecuaciones son:

d 0 ds 0 ds
o <d>\) = o <d)\) : (32)

multiplicamos por 2 7 la expresion anterior y notamos que el lado izquierdo

dX 02" \ dA

d 0 (ds\* . d (ds\ & (ds\_ & (ds\* .
dX 0xr \ dX d\ \d\ ) 0i® \d\)  Oxr \d\) '

Tomamos a s como directamente proporcional al parametro A, de forma que

2
de la ecuacién es parte de la derivada de i 4 (ClS) :

s
P3N es constante. Luego, sustituimos ds y tenemos:

25
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d 9 )

a%(gaﬁjz% Gopi®i?), (3.4)

0
= o
desarrollamos la expresion anterior y finalmente llegamos a:
d?z+ dx® dx”
+ H -
d\? BYdA dA

Donde I'l,, = %g”“ (Gniy + Gny,e — i) Ya que nuestra particula de inte-
rés es el foton, fijamos ds = 0, por lo tanto [17]:

= 0. (3.5)

dx®™ dz*

or "IN "d

Cuando el halo de materia oscura que actiia como lente tiene simetria es-

férica, se usa la métrica de Schwarzschild para describir la forma en la cual se
deforma el espacio tiempo:

=0. (3.6)

2GM 2MG\ !

ds* = <1 - 2) dt* — <1 - = ) dr® —r?(sin?0d¢* + d6?). (3.7)
rc rc

Por ejemplo, la masa puntual tiene este tipo de simetria, por lo cual usaremos

esta métrica para resolver dicha distribucion de materia. Sin pérdida de genera-

lidad, imaginemos que estamos en el plano ecuatorial, i.e. § = 7 y recordando
que estamos modelando el movimiento de la luz:

ds\? IMG . IMG\ "y o1y
(d)\> (17402)Ct<1 T02> T*Tgb. (38)

Resolvemos la equacion (3.4]) y tenemos que

2

ddmf; (ji) —05 24 =, (3.9)
2

(ggt_(ji) 0o (1-2MG) 2 =4, (3.10)

Donde J y A son constantes y las derivadas respecto de A son indicadas con un
punto. )
Despejo ¢ y t del sistema anterior y lo sustituyo en 1) con A = c?:

, (3.11)
i = <12£f2G)_1, (3.12)

2
S P (1—2MG). (3.13)

Tl ~

rc2
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Luego con ese resultado:

Cdedr T dr

do = = Zdr = = . 3.14
¢ dxdr’ T J2 2MG (3:14)
T or2 (1 T e )
En el punto de méximo acercamiento r = r,,, @ = ¢, g—; =0 el valor de J
es:
J=——m (3.15)
1— 2MG
T C2

Haciendo el cambio de variable z = r,,, /7 obtenemos:

1
T'm
m — Poo = . 3.16
¢ ¢ /0 \/1—902—2G—M(1—a:3) ( )

2
TmC

Donde ¢ es el valor asintotico de ¢ muy lejos en el pasado. Una solucion valida
cuando 7, >> rg se obtiene por integraciéon directa

T  2GM
¢m*¢oo:§+

(3.17)

2

La diferencia de los direcciones asintoticas es dos veces el valor anterior y difiere
s6lo por 7 en el angulo de deflexion

4GM

Ty C2

&= (3.18)

El resultado clasico se obtiene si consideramos el movimiento de una parti-
cula que viaja a la velocidad de la luz en un potencial central U(r) = —GM/r.
Combinando las ecuaciones del momento angular correspondiente y las de con-
servacion de energia, la ecuacién para la trayectoria es:

d¢ L (2 12 )‘1/2

dr  mr?

—(E-U(r)) -

-~ s (3.19)

Luego, la energia esta relacionada con la velocidad incidente vy = ¢ a través de
la expresion:

1
E= im US,
y como el punto r,, es el de maximo acercamiento, uno tiene que
do
" lr=r,,

Asi,
2

L
— = var2 + 2GMry,.
m
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El resultado de la integral de trayectoria es:

2\ —1
b — oo = g + arcsen <1 + 7&?) . (3.20)

Que en el limite de campo débil, GM /r,, << vZ, obtenemos el dngulo de defle-
xion [18]:

=26y o) 7= ]

(3.21)

Ty C2

3.2. Ecuacion de la Lente

3.2.1. Caso 1-Dimensional

En la seccion anterior calculamos el angulo de deflexion de la luz al pasar
cerca de una masa M. En el siguiente diagrama se ilustra toda la situaciéon. En
este caso la fuente es la estrella rotulada con S y el observador esta en O. El
angulo 8 describe la posicion real de la fuente respecto del eje 6ptico y 6 es el
angulo aparente de la fuente en el cual esta situada la imagen. Debido al campo
gravitatorio de la lente, la trayectoria de la luz se ha desviado por un angulo &

La distancia del observador a la distribucion de materia (lente) de D, 1, luego
la distancia de la lente a la fuente es Dyg y finalemente la distancia entre el
observador y la fuente es Dpg

Figura 3.1: Diagrama de rayos para la lente puntual. Figura tomada de [18]

Considerando que los angulos son pequenos y que la lente es delgada, i.e.
que su grosor es pequeno comparado con las distancias entre observador, lente
y fuente, podemos relacionar a los angulos y las distancias como en la siguiente
ecuacion:
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0Dos = BDops + &Dprs. (3.22)

Esta dltima ecuacioén, es la ecuacion de la lente. Para escribir la ecuacion de
forma concisa, definimos el dngulo de deflexién reducido:

DLS
o= 3.23
o (3.23)
por lo que la ecuacion de la lente se vuelve
B=060-a. (3.24)

3.2.2. Masa extendida

Cuando la distribucién de materia es extendida, como una galaxia o un
ctimulo, la ecuacién de la lente se vuelve vectorial. En el siguiente esquema se
encuentra representada dicha situacion:

Figura 3.2: En la figura, los angulos 5 y 6 representan la abertura angular de
la posicion de la fuente (S) y la lente (L), vistos desde el plano del observador
(0), que no aparece en la figura. El origen del plano del observador y el del
plano de la fuente se encuentran en la intersecciéon de sus respectivos planos con
la linea de vision. La coordenadas en el plano de la lente se denotan con E y
en el plano de la fuente con 5, dichos vectores son las proyecciones de 6 y (3
en sus respectivos planos. En el plano de la lente hay dos cantidades que son
importantes para nuestros propoésitos: f y §' que representan el punto por el
cual cruza el haz de luz proveniente de la fuente y las posiciéon de la distribucion
de materia oscura que acttia como lente. (Diagrama obtenido de [18]).

La forma de abordar este problema es usando la aproximacién de lente delgada.
Para ello, es necesario que el grosor de la distribucién de masa a lo largo de la
linea de visién sea pequeno en comparaciéon con la distancia entre la lente y el
observador y, entre la lente y la fuente.

Tal aproximacién consiste en proyectar la masa del halo en el plano del a
lente. Asi la ecuacién de la lente es:
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f=6-a. (3.25)

La forma en la que se proyecta la masa es pensando que se encuentra conte-
nida en un cilindro infinito y que aplastamos las tapas hacia el plano de la lente.
La nueva forma de representar a la distribuciéon de materia sera via su densidad

—

superficial, 3(§):
(€)= / dz p(€, 2). (3.26)

— 00
Teniendo en mente el principio de superposicion, el angulo de deflexion de
cada haz que cruza el plano de la lente en &, depende de su interacciéon con cada
elemento &’ de la densidad de masa superficial:

L 4G L £
o] — —5 d2 /E ! re—— 327
W6 =g [, e g (3.27)
También podemos escribir () en términos de la densidad de masa superficial
adimensional, k:

%) ¢ D,

H(E) = S con = 147G DDy’

Donde las unidades de la densidad critica ., son masa entre drea. Hasta ahora,
la forma de calcular « ha sido con el manejo de cantidades vectoriales. Lo que
en ocasiones puede resultar costoso en cuestion de tiempo de calculo debido la
complejidad de los mismos. Una alternativa para llegar a lo mismo seria usando
usando una cantidad escalar. En particular hablamos del potencial proyectado,

P:

(3.28)

B(E) = / dz 6(€. 7). (3.29)

De forma analoga a como pasé con la masa, ahora estamos proyectando el
potencial gravitatorio, ¢, en el plano de la lente.

Luego es posible relacionar el potencial y la densidad de masa proyectados, usan-
do la ecuacién de Poisson. Para hacer esta comparacion primero consideremos
dicha ecuacién para el caso 3-Dimensional:

VZ $(E, 2) = 4nGp(E, 2), (3.30)

Esta ecuacién se cumple en todo el espacio en particular para un valor fijo
de z Sin embargo para pasar al caso 2-Dimensional primero debemos pesar la
distribucién de masa en el plano a trabajar. Como si buscaramos un ”plano
central de masa”, el cual seria el de la lente.

Al ser z constante, puedo integrar a lo largo del eje z y dejar el laplaciano
afuera de la integral:

Ve [ o¢.2)dz = anG [ plé, )
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Figura 3.3: Cortes a la distribucién de la lente en el plano £1&; para diferentes
valores de z

Por lo que la ecuacién de Poisson para el caso 2-Dimensional seria:

VZ4(€) = 4nG B(§). (3.31)

Recordando que la_'fu_’nci()n de Gjeerl G para el laplaciano en dos dimensiones
que satisface Vgg({,f’) = 2162 (€ — ¢') esta dado por G(&,&') =In|€ — ¢,
luego el potencial proyectado puede ser escrito como:

—

W@ =26 / ES(E) € - &, (3.32)

luego o también puede expresarse como:

a(€) = 5Vev (@) (3.39)

En el caso de una distribucién con simetria esférica, la norma de o depende
s6lo de la masa y su radio:

_AGM(§)
=2

con M (£) la masa encerrada en un circulo de radio &,

a(§) (3.34)

13
M) =2 [ agersie). (3.35)
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3.2.3. Radio de Chwolson

En la seccién anterior hemos hablado sobre como encontrar el angulo de
deflexiéon o para una masa extendida y también mostramos en la ec. la
ecuacion de la lente. Ahora revisaremos un caso especial de la misma, cuando
E = 0, lo que significa que respecto a al plano de la lente se encuentra en el
origen. Cuando tal alineacién sucede, la imagen generada es un circulo centrado
en el origen. Esto se debe a que el origen en el plano de la fuente es una caustica
degenerada, que solo se genera en situaciones altamente simétricas y cualquier
perturbacién en la alineaciéon de la fuente, lente y observador la desdoblaria en
una curva.

Estos circulos son llamados anillos de Chwolson o anillos de Einstein, en
honor a sus descubridores [19].

Figura 3.4: Anillo doble de Einstein. Créditos NASA, ESA, R. Gavazzi y T.
Treu (Universidad de California, Santa Barbara), y el equipo de SLACS.

Quién fue méas detallado en su publicaciéon fue Einstein. Aunque le parecia
un célculo trivial y s6lo lo publicé a peticion de uno de sus colegas. El anélisis
que present6 tiene un acercamiento geométrico y considera a una masa puntual.

Sean dos estrellas A y B, donde B es la estrella més cercana a un observador
en la tierra. La luz que proviene de la estrella A, cruza el campo gravitatorio
creado por la estrella B, con radio Ry. La distancia entre la lente, B, y el obser-
vador es D y tanto el observador como las estrellas se encuentran sobre la misma
linea. Segun la teoria de la relatividad general, o es el angulo de deflexiéon de
la luz cuando cruza por la estrella B a una distancia R del centro de la misma.
La siguiente figura ilustra esta descripcion.
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Figura 3.5: Caption

Para simplificar el analisis consideremos que el segmento AB es mucho mayor
que D. A su vez D es mayor que Ry. Asi el observador, en lugar de ver una
estrella A, vera un anillo luminoso de radio angular 6 alrededor del centro de

B, donde
/| R
0p = aoﬁo (3.36)

Cabe mencionar los anillos con radio angular g tienen un radio asociado rg.
La trascendencia de estos anillos surge cuando se hace un anéalisis méas detallado
en halos con simetria esférica, pues nos ayuda a determinar algunas variables
del modelo de la lente o a establecer cotas a ciertos valores dependiendo de los
que ya se hayan observado. Por ejemplo la masa de la lente o las distancias que
hay entre fuente, lente y observador. Ademaés establece una escala en la cual el
efecto de lente gravitatoria es relevante. Con lo cual tendremos una idea de la
potencia necesaria en los telescopios. Tal resolucién suele ser del orden de

rp ~ 4 x 10'%/M/Mgycm (3.37)

por lo que esta longitud en el radio, impone una constriccién sobre la escala de
la apertura del radio angular de Einstein

0p ~ 1075/ M/Mgarcsec (3.38)

Este tipo de valores no es posible medirlos directamente. La tinica forma
de observar una microlente gravitatoria es si el observador, la lente y la fuente
estan en movimiento relativo entre si. Ya que esto hace que la configuracion de
imagenes cambie. [20]

Ademas, mas adelante, veremos que el término del radio de Einstein se vuel-
ve importante en la manipulacion algebraica de la ec. de la lente, por lo que
determinar su expresion también nos facilita la resolucion de la ecuacion pues
estaremos trabajando con menos términos. Toda la informacién que ya habia-
mos mencionado de masa, distancias, velocidades se pueden guardar en este
parametro a la que llamaremos radio angular de Einstein. En la literatura se le
conoce como radio o dngulo de Einstein.
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El radio angular de Einstein puede ser determinado con la posicién de la
fuente y la masa de la lente. De forma inversa se pueden hacer constricciones
sobre la masa y la distancia si se tienen mediciones en fotografia del anillo de
Einstein.

3.3. Retraso en el Tiempo

Cuando un haz de luz pasa cerca de un halo, no s6lo se desvia su trayectoria
sino que tiene un retraso en el tiempo. Existen dos factores que contribuyen a
éste fendmeno, uno tiene su origen en la deformacion de la trayectoria, ya que
la presencia de la misma alarga la longitud de las geodésicas y por eso le toma
més tiempo. La otra contribucion es de origen gravitatorio. El trabajo de la
tesis girara alrededor de la creaciéon de imégenes y cuestiones geométricas del
espacio tiempo. Por eso no perdemos la oportunidad de ahondar en el retraso
en el tiempo de origen gravitatorio.

Escribimos el intervalo de linea en términos de la métrica de Schwarzschild
en el limite de campo débil, es decir usando el potencial Newtoniano.

2 2
ds® = (1 + ‘f) dt? — (1 — f) (da? + dy? + d2?) (3.39)
c c
Consideraremos un intervalo tipo luz (ds = 0) y la diferencia entre dos

eventos con coordenadas (t4,0,0,24) y (t5,0,0,Z5).
Por lo que tendremos la siguiente igualdad:

<1 + if) Adt? = (1 - if) dz? (3.40)
dt? = (1 - if) (1 - if) B CideQ (3.41)

v = (-2 () e e

= (1 - ;’;)2 %dz (3.43)

= (1 - i‘f) %dz (3.44)

En el caso de que no hubiera lente, el recorrido habria sido

dt = %dz (3.45)

Por lo tanto para obtener el retraso en el tiempo debo restar la Ec. (3.45) a

la Ec. (3.44) [18]:

Otgray = _c%/ o(2)dz. (3.46)
za
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Para fijar ideas, consideremos la métrica de Schwarzschild. En ese caso,
GM
Vi +y2+ 22

asi la contribucién gravitatoria al retraso en el tiempo serfa:

#() = -

ot rav. = —

¢ CB/ \/x2+y2+22

2GM <ZB+\/x2+y +z%>
log .

c? za+ 22 +y?+ 23

Por lo que es claro que el retraso gravitatorio en el tiempo ocurre debido a la
masa.

3.3.1. Determinacién de la Constante de Hubble

Una de las aplicaciones del retraso en el tiempo es calcular la constante de
Hubble, en el ambito de las lentes gravitatorias cada imagen nos proporciona
un tiempo diferente, es decir cada una de las imégenes lenteadas es un extremo
de la imagen virtual del retraso en el tiempo. La diferencia en el tiempo de
propagacion es proporcional a Hy, pues las distancia involucradas en la ecuacién
de la lente dependen de la constante de Hubble. En 1985 Schneider relacion6
cada una de las imégenes con la fuente y el retraso en el tiempo, At;, con la
constante de Hubble como se muestra en la siguiente ecuacion:

0; — G:)? =
At; = [(2ﬂ) — W(h;) (3.47)
con
DosD
K=(1+42,)=22% = B f(z5, 21, Qm, ), (3.48)
CDLS

donde \11(9 ) es el potencial gravitatorio proyectado, zy, y zg son el corrimiento
al rojo de la lente y la fuente respectivamente y f es una funcién depende de
los corrimientos al rojo mencionados y del modelo cosmologico propuesto. Los
quésares que generan varias imagenes porque cada una de ellas tiene un retraso
en el tiempo diferente. Para determinar la constante de Hubble, lo primero
es elegir el modelo de la lente de forma que esta constante s6lo dependa del
retraso del tiempo. También es importante establecer un modelo cosmolégico
para saber la cantidad de materia luminosa y oscura, sin embargo no afecta
mucho al retraso en el tiempo. Entre dos modelos completamente distintos hay
a lo méas una diferencia del 15 %.

En si lo que mas influye en la determinacion de la constante de Hubble
usando este método es el modelo de la lente. Ya que para cada modelo hay
muchos parametros a determinar, entre ellos: el perfil de densidad del halo,
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su elipticidad, la posicién de la galaxia, la cizalla generada por perturbaciones
externas a la lente, y por lo general no hay suficientes constricciones para tener
todos los parametros de forma inequivoca, por lo tanto habra degeneraciones en
estas variables.

En la actualidad sélo hay 4 objetos lenteados que pueden ser usados para
estimar el parametro de Hubble cerca de la cota méxima, tales sistemas son
PG1115+080, SBS1520+530, B1600+434 y HE2149-2745. [21] [22]

3.4. Amplificacion

A diferencia de la luminosidad, el brillo de una superficie no se ve modificado
por el efecto de lentes gravitatorias.

J@ph =g 3ddEd dAdt I(V)S'
cp3dvdw t hcp

El teorema de Liouville requiere que la densidad de fase permanezca cons-
tante durante la propagaciéon de un fotén, si no hay emisién ni absorcion de
fotones. De tal forma que el brillo superficial se mantiene constante, I(v). A el
brillo superficial se le conoce como el flujo de cierta frecuencia fija a través de
una unidad de area perpendicular a la direccién de propagacion.

Pese a que el brillo superficial se conserva, la deflexion de los rayos de luz
modifica la forma del dngulo sélido de la imégenes respecto a la fuente lo que
hace que la luminosidad de la fuente se amplifique.

La siguiente relacion se cumple para la amplificacion, A:

(3.49)

ds)

A= a0 (3.50)
donde df) es al angulo s6lido observado y df)y el angulo correspondiente en
ausencia de lentes, en el plano de la lente.

De forma general, en una lente extendida asimétrica la amplificacion se puede

calcular como el inverso del Jacobiano de 8 en funcién de 6

AT = a(50) = | %2

ya que los angulos s6lidos son fun_gionef de las coordenadas de los planos de
la fuente y de la imagen, i. e., dQQ = df, ®df; y d2y = d1 ®dFs, respectivamente
[18].

Otra definiciéon para calcular la amplificacién es en términos de la densidad

— —

superficial de masa k(6) = 3(0)/X., y el potencial proyectado W:

(3.51)

A= - (3.52)

A=k =7
donde v = /7% + 2, a su vez,
1[0 0° v
=9\ " 92) Y T 96,00,
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3.5. Numero de Imagenes

Existen lentes en las cuales, en cierta direccién, del plano de la fuente la
amplificacion diverge, a tal direccion se le conoce como caustica. Las imagenes de
las cdusticas bajo la ecuacion de la lente se llaman lineas criticas. La importancia
de las causticas radica en que encierran regiones del espacio con cierto nimero
de iméagenes. Estar dentro o fuera de ellas implica un cambio en la multiplicidad
de las imégenes. Matematicamente son las curvas en las cuales la ecuacion
es igual a cero.

Las causticas y las lineas criticas guardan informacion sobre el ntimero y la
paridad de las imagenes. Por ejemplo, pensemos en una fuente que se encuentre
alejada de la linea de visiéon de la lente, en ese caso s6lo habra una imagen de la
fuente si la lente tiene una funcién de densidad suave. Sin embargo, si la fuente
se desplaza hacia el centro del halo, apareceran imégenes adicionales en pares
siempre que la fuente cruce una caustica. Luego el nimero total de iméagenes
tiene que ser impar, resultado conocido como el teorema de Burke.

Para ilustrar esto, supongamos que tenemos un modelo de lente suave cuyas
causticas son las lineas punteadas del siguiente diagrama:

B:

Figura 3.6: Las lineas punteadas indican las causticas. Tenemos tres regiones de
distinta multiplicidad de imégenes: negro, gris y blanco. Una fuente en la zona
blanca tendréa 1 imagen, si esta en la zona gris habra 3 imagenes y en la de color
negro o.

3.6. Proyecciéon de halos en el plano de la lente

En la literatura de lentes gravitatorias, por lo general la forma en la que
se proyecta el halo de materia oscura que acttia como lente es considerando
un cilindro infinito que tiene la misma distribucién de materia e integrandolo
a lo largo del eje de vision. Se le considera una buena aproximaciéon porque la
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distribucién de materia suele ser funcion de 1/r%, por lo que la masa lejos de
la lente s6lo aporta una pequena contribucion al total. Sin embargo podriamos
preguntarnos qué tan buena es dicha aproximacion comparandola con dos tipos
de volimenes: un cilindro que circunscribe al halo y un cascarén esférico que
encierra exactamente al halo que se integra.

Sobre nuestras propuestas de proyeccion, tenemos la hipotesis de que al proyec-
tar sobre un cilindro finito la masa sera menor que la masa del cilindro infinito.
También esperamos que la masa proyectada en el cascaron esférico sera igual a
la masa real y menor que la masa del cilindro finito. Asi, la informacion queda
condensada en la siguiente ecuacion:

Meoo > Mefin > Mg = M (3.53)

Donde los subindices denotan (de mayor a menor):cilindro infinito, cilindro finito
y esfera. La masa sin subindice es la masa real.

Como se muestra en la ec. la siguiente integral proyecta al halo en el
plano de la lente en el caso de un cilindro infinito:

o0
Sl = [ o) (3.54)
— 00

Para el caso de un cilindro finito, z € (—R, R). Naturalmente, lo que cam-
biara en cada una de las proyecciones son los limites de integracién y la para-
metrizacion de z.

Luego la masa se calcula como en ec.7 para cualquier superficie en la
cual se haya decidido proyectar la densidad de la masa,

3
m(§) =2n [ dges(E) (3.55)
0
Intuitivamente, en el caso de las proyecciones en cilindros, la parametrizacion

de z es en coordenadas cilindricas. Para una esfera debemos expresar dz en
coordenadas esféricas:

Figura 3.7: Descripcién de un punto en coordenadas esféricas
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z(0,r) = rcos(0) (3.56)

Por lo que la diferencial de z, para un radio constante

dz(6) = —rsen(#)dd. (3.57)

Recordemos que cuando se hace un cambio de coordenadas dentro de una
integral, la funcion a integrar se escribe en términos de las nuevas variables y
se multiplica por el valor absoluto del jacobiano de la transformaciéon. De tal
forma, que la proyecciéon de la masa en una esfera es,

Xs(r) = /OTr dé p(r) rsen(h) (3.58)

A continuacion proyectaremos algunas densidades de materia, contenidas en
distintos volumenes, en el plano de la lente. En esta seccién no entraremos en
detalles sobre la descripciéon del modelo, s6lo nos interesa conocer la masa total,
para encontrar el angulo de deflexion de la lente.

3.6.1. Esfera Isoterma Singular
Su perfil esté descrito por la densidad:

0,2

plr) = 2rGr?
Donde o es la velocidad tangencial del gas.

(3.59)

Cilindro Infinito

En coordenadas cilindricas, 72 = €2+ 22, donde z es la coordenada del eje de
vision y €2 es la coordenada radial en el plano de la lente. Por lo que teniendo
en cuenta esta definicion para la £ en el plano de la lente, proyectamos en un
cilindro infinito y luego integramos la densidad superficial en el area del halo
para calcular su masa total:

00 0.2 0.2
Teool€) = /_Oo 2@ (€2 + 22) & =5ae (3-60)
£ 52 2
mel€) = 2 [ g = T (3.61)

Cilindro Finito

Procedemos de forma similar al caso anterior y, encontramos la densidad
superficial y masa total del halo usando cuando el cilindro esté acotado.
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N R o? _ o? 1 (R
Yean(§) = /_R e ) dz = G (E’) (3.62)
R 2 R 2
Megn(R) = 27 /0 %gltan_l (g> f’df’:;—G(w—i—log(él))R(S.G?))
Esfera

Haciendo el cambio de variable para esta superficie, integramos de acuerdo
a la ec.(3.58)

™ r'o?sen(0) o?
Y (r') = ——=df = 3.64
() /0 27 Gr'? wGr! (364)
Ya que X4(r, 0) esta definida en el plano de la lente, podemos escribirla como
¥(€), luego la integramos en el plano de la lente para calcular la masa del halo
con este tipo de proyeccion. Asi la masa de la esfera es:

13 2 2 2
me() =2n [ Toerag = 2 (3.65)

Comparemos las masas obtenidas en las distintas proyecciones con la masa
real, es decir la masa de una esfera con la misma distribucién de densidad:

m(r) = /T /7r /QW 0727"’2sen(9)d¢ dodr’ = Er (3.66)
o 0 0 0 27TGT/2 o G '

En la siguiente tabla estan nuestros resultados

T

masa P % respecto a
masa real
Moo /2 157%
man | (m+1n(4))/4 113%
My 1 100 %

Como se esperaba se cumple la relacion en la ec. (3.53)).

Halo Isotermo Truncado

Este halo es similar al halo isotermo singular, sin embargo tiene un ntcleo
que evita que haya singularidades en el origen. De forma que su densidad es:

0_2

p(r, re) = m (3.67)
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Cilindro Infinito

Procedemos de la misma forma que en el caso del halo isotermo singular
y calculamos la densidad de masa superficial y la masa para cada una de las

proyecciones.

>© g2 1
Teso(8) = 0o 2mG 12 + &2 4 22 d

= Mecoo (6)

Cilindro Finito

Yefin (fl) =

Mean(§) =27

Esfera

o2 1

5 0—2 !/ !/
= Ty zeuzeena

7TJ2
= ?(\/W_TC)

o2

R
d
/_R 27G (r2 + &% + 22) i

G

itan_l <§> (Tg +€/2)—1/2

13
/0 S (€)€'dE"

2

G

= my(r)

flog(

re +26° - 3
M) +2 r§+§2tan I <\/W>

2 pmo
_ o / rsen(@)de
27TG 0 7"2 + Tg
o2 r

G r?2 4+ c2
2 T /
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Para poder comparar las masas en cada una de las proyecciones, haremos
re =0 =G = c =1y el radio maximo del halo serd r = 10. Ademas al
ser funciones los resultados de las masas las graficaremos juntas en funcién del

radio.

Masa halo isotermo truncado
masa

Cilindro infinito

40+

Cilindro finito

Esfera

11 radio
4

Figura 3.8: Masa del halo isotermo truncado contenida en un esfera, cilindro
finito y cilindro infinito.

De nuevo vemos que se cumple la desigualdad de ec. (3.53)).

3.6.2. potencias de -n

La densidad con la que trabajaremos a continuacion es del tipo p(r) = rﬁn

De forma usual seréa proyectada en un cilindro finito y en otro infinito, asi como
en una esfera.

Cilindro Infinito

> dz
Eeoo(§) =/ @25 22

IR ICoP

(2)
— Meno(§) = fk 27r/ grmnglqe’

27r3/2k§3 "r )
(3—n)I (%)
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Cilindro Finito

R
, k
Ecﬁn(g ) = [R 7(5/2 n 22)n/2 dz

2k(§'2+R2)1*% , 2 3-n 1 R2
(n_4)(2 —n)§’2§3 <(§2 +R2) 2F1 <17 27_27_5/2)

+ (n o 5)£I2R2 o 5/4)

La integral de la masa no se puede hacer de forma analitica. Para la com-
paracion de masas, so6lo usaremos la masa encerrada por el cilindro infinito y
la esfera. Aunque no esté incluida en la grafica, por los limites de integracion,
sabemos que la masa de esta proyeccién estd acotada por la masa del cilindro
infinito y la de la esfera.

Esfera

Tk
Ys(r) = /d&—Qrsenf)
0 r
= 2yt
2m r
= my(r) = / /Zs(r’)r’dr’dgb
o Jo
_ Akmr?T
N 3—n

Si calculamos directamente la masa encerrada en una esfera de radio r, con
la densidad anterior, tenemos:

™ 2 per 3—n
k 4k
m(r) = / / / — 1% senf dr’ d¢ df = ST (3.68)
0 0 o T n 3—n

Por lo que mg(r) corresponde, de nuevo, a la masa real. A continuacion

comparamos las masas en la proyecciéon del cilindro infinito y la esfera en los
casosn=3/2,n=2yn=5/2

Figura 3.9: Comparaciéon de las masas de una esfera y un cilindro infinito para
diferentes valores de n en un modelo de densidad del tipo 1/r"
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Una forma de comparar estos modelos de forma analitica es considerar la
derivada de las graficas y comparar las pendientes entre si. Recordemos las
funciones de las masas dependientes del radio y de n:

4 3—n
ms(&;n) ;T 5_ - (3.69)
2 3/2 3—np n—1
Mmese(€n) = - : (n =) (3.70)
ahora el cociente de sus derivadas respecto a & seria
/ T n—1

m,(&n) 2T (2)

si evaluamos para n = 3/2, n =2y n = 5/2, el valor de la masa proyectada
en un cilindro infinito en porcentaje respecto a la masa real seria

n | Moo /M
372 262%

2 157%
52| 120%

Como habiamos mencionado en la masa del halo isotermo singular, conforme
aumenta el valor de n, la diferencia entre las masas es menor. Por lo que en estos
casos un cilindro infinito podria considerarse una buena aproximacién. Esto se
ve claramente en la tabla donde el mayor valor de n es el que tiene menor
diferencia entre las masas de las proyecciones.

Sin embargo, en este modelo los valores de n estan acotados en un rango pe-
quetio n € (1,3) y no todos los valores tienen sentido fisico. Entre los problemas
que se presentan cuando n esta fuera de ese rango, estan que hay valores nega-
tivos para la masa, la masa diverge. En cuestiéon de interpretacion, cuando n es
negativa, la masa se acumula en las orillas del halo, como si hubiera repulsion.
Quiza esta ultima cuestién no sea tan grave pues tal forma en la acumulaciéon
de la masa asemeja al caso de una explosién o un anillo de materia.

Es posible que agregando un niicleo a este modelo alguno de estos problemas
se eliminen, el halo que estudiaremos a continuacién es un ejemplo de ello.

3.6.3. Navarro Frenk White (NFW)

El perfil de densidad de NFW depende de la siguiente forma del radio
P
(1)

De forma analoga a los casos anteriores intentamos realizar las proyecciones
en un cilindro finito e infinito, sin embargo se llegaron a expresiones que no

p(r) = (3.72)
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eran posibles de interpretar. Por ejemplo encontramos valores indeterminados e
imaginarios. La tinica proyecciéon que arrojo resultados con un significado fisico
sencillo fue la proyeccion sobre una esfera:

() /W (r)rsen(8) dg = 270" (3.73)

s(r) = 7)rsen = .
o’ (r+r.)

Luego la expresion de la masa como funcién del radio es,

" 1
ms(r) = 47rp07"§/0 mr’dr/

r r
= dmpr} -1 .
woord [ ow ()]

3.6.4. Einasto

Este perfil de densidad fue propuesto en 1965 por Einasto en una platica en
Kazajistan. Se muestra a continuacion:

p(A,r,a) =exp (—Ar?) (3.74)

donde 7 es el radio, A y a son parametros que modifican la forma del ha-
lo. Igual que en el NFW, no es posible conocer la densidad proyectada en un
cilindro, por lo que s6lo la calcularemos en una esfera.

Ys(A, ra) = / r sen(f) p(A,r,a)db
0
= 2re A

Luego la masa en funcién del radio queda,

ms(r) = 27r/ 224" dr! (3.75)
0
Ar A=) T (2 AT A3/ T (2, Ar'®
L GMEGO) | et

Cabe mencionar que en los casos donde no se escribié la masa real de los
halos es porque el resultado también coincidia con la masa de la proyeccion
esférica.

Vemos que de ser posible es més sencillo escoger una superficie de integracion
que siga las superficies de nivel del perfil de densidad pues eso nos dejara algunos
parametros constantes. De esta forma si proponemos en un futuro un halo cuya
densidad tiene simetria elipsoidal, lo mejor es proyectar la masa en coordenadas
elipticas.



Capitulo 4

Modelos de halos con simetria
esférica y sus soluciones

Retomando la idea de materia oscura, a la cual dimos una breve introducciéon
en el capitulo 1, hablaremos ahora de modelos de lentes formados por la misma.
Tomamos de inspiracién a la naturaleza para proponer la geometria de dichos
modelos y también a los resultados de algunas observaciones. Primero habla-
remos de halos con simetria esférica y luego trataremos a objetos ligeramente
achatados, la razén de estos tltimos la revelaremos al final del capitulo.

4.1. Masa puntual

La masa puntual es un modelo ideal de materia que considera que toda
la masa de un cuerpo esta concentrada en un punto en el espacio. Se usa para
representar a cuerpos que debido a su lejania, nuestros telescopios captan apenas
en unos cuantos pixeles o puntos, como es el caso de algunas las estrellas o
galaxias.

Supongamos que tenemos una estrella localizada en las coordenadas 5), luego
su masa puede ser representada facilmente por una delta de Kronecker, 2(5' )=

Mép(§' — §.

Para resolver la ecuaciéon de la lente de dicha estrella, empezamos encon-
trando el angulo de deflexion & via la densidad de masa proyectada en el plano
de la lente, 3(&). De forma que,

46
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-
— AGM 2 ¢! T g_g
- T [ eeani &) e

) -
= &ol?
Resolviendo el caso particular cuando 5_6 = 0 y sustituyendo el valor de & en
la ecuacion de la lente, tenemos:

= Y Dls ~
= — D

B 0 D. (Di9)
- Di4GM €
o Dy 2 |g2

j_ DD AGM
Dp:D, 2 |9"|2

—

- 0
- 07927
NGE

4GM Dy
c? DlDS.

donde 0 =

—

Resolvemos para 6(3):

5 o 0
M(Hew)

Debido a que E vive en el plano de la lente, tengo dos ecuaciones:

0
= (et

0
B = 02(1—9?2>

Notamos que 31 y (2 son las ecuaciones de dos rectas con la misma pendiente,
por lo que podemos expresar una en términos de la otra,

ﬁ—ﬁ — 92:&91

B2 by e

Sustituimos (B2 en la ecuacién de 31 y resolvemos,

Or

ﬂlzel 1—012(14_(%)2



CAPITULO 4. MODELOS DE HALOS CON SIMETRIA ESFERICA Y SUS SOLUCIONES48

Finalmente,

(01, 02) = % (1 + W) (B1,B2) (4.1)

Si la fuente hubiera estado alineada con la lente, i.e., E = 0, entonces la
ecuacion de la lente a tratar habria sido:

1225
U

0] = Ve

Asi, la imagen formada seria un anillo con radio angular igual a /0g, el
llamado angulo de Einstein.

1 =

4.2. Esfera Isoterma Singular (EIS)

Este modelo describe distribuciones de masa con curvas de rotaciéon planas,
que se asemeja al comportamiento encontrado por Rubin en [3]. Esta compuesto
por un gas que tiene la misma temperatura en cualquier punto de su interior
lo que hace que la velocidad tangencial del halo sea constante. Su perfil de
densidad, lo describe:

2

p(r) = I (4.2)

Al proyectar la masa del halo, a lo largo de la linea de visién (en un cilindro
infinito), en el plano de lente tenemos que la densidad superficial es:

0.2

o? * dz
Z(f) = oGy /_DO 21 = ﬁ (4.3)

Que se extiende en r € (0, R), y en los demés puntos del plano X(§) = 0. Luego
para encontrar la masa encerrada por un radio &, integro en el plano de la lente

2m € o2
me = [ [ s s =T (14

2

Cuando £ esta afuera del halo M = ——, donde R es el radio maximo de la
distribucién de masa. Si en lugar de haber hecho la proyecciéon sobre un cilindro
infinito la hubiéramos hecho sobre una esfera que contuviera al halo, la masa
masa habria sido:

_ 2602

M) ==

(4.5)
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El siguiente desarrollo lo haremos usando la primera proyeccién pues es la
méas comun en la literatura. Sin embargo basta multiplicar las soluciones por
2/ para obtener las imagenes que se generarfan considerando la proyeccion de
la masa sobre una esfera.

Primero, calculamos el angulo de deflexién segtn la ecuacion para los
haces que pasan por ¢ < R,

AGM (&)  4mo?

¢ 2

Luego recordamos la ecuacion que relaciona a & y a @ y escribimos a
la o que usaremos en la ecuaciéon de la lente:

o =

Dy, 4mo? g

Dos 2 0]

Por lo que al cruzar a través del halo, todos los haces se desvian con el mismo

radio angular. Sin embargo su proyeccion en el plano de la lente es diferente para

cada haz y tiene la misma direccién que su proyeccion en el plano de la fuente.

Cuando los haces pasan por afuera del halo, su deflexién esta relacionado

con el inverso de su distancia al mismo:

R Aro?R

& = e (4.7)

Dy 4no®R G

DosD; 2 62

Lo cual tiene sentido, pues entre mas lejos estoy del halo de materia oscura,
menos siento su influencia gravitatoria.

Otra forma de calcular el angulo de deflexiéon seria calculando el potencial
proyectado y después su gradiente.

(4.6)

a=

Qy
Il

= (4.8)

bE) = 26 / PE5(E ) n |E - € (4.9)

2G / g de do' (&) In|€ - €| (4.10)

En el caso ¢ < R

w(E) = 2G//5’d5'd9’2<5’>1n|£—£'1

2
= 26 [ [ ar Ggw|VETE 2w

2 2
_ %// d¢'do’ In |€* + €7 — 2¢¢ cos(0')|  integro ¢’

_ aw/df l ( 5/2)+1n<§2+£’22_2+(§;_§/2)2)>]
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Debido a que € < R, separo la integral en ¢’ € (0,£) y en £ € (£, R)
£ 2 2 2 12 2 2
2 / &£ +¢ &+ +8-¢
Ao | (555) (e )
R , 52_’_5/2 §2+§/2_§2+€/2
o] (555) (Fare)]
2mo? [ 1 gd’ Rd’l !
wt (o) | £+/E ¢ g

2mo? <§ In(¢)+&—€n(é) — R+ Rln(R))

¥(&)

+

2r0?(€ + R(In(R) +1))

Finalmente &
4dro?

2 -
a=5ved) =" (4.11)

iQue es lo que obtuvimos con el principio de superposicion!

& > R en el caso afuera del halo:

W) = 20 / €de' a0 (¢ ) In |E — €

R
= 27702111({)/ d¢
0
= 270*RIn(¢)

Al calcular su gradiente y multiplicar por c% obtengo el valor de la norma

de a:

4 1o’R
¢

y justamente vuelve a coincidir con el valor obtenido por el método de super-
posicion. Al obtener dos « hay dos ecuaciones de la lente a resolver: en el caso
cuando dentro y fuera del halo. A modo de mostrar el procedimiento completo
resolveremos ambos casos para la EIS | sin embargo normalmente se conside-
ra que el halo es mucho méas grande que la fuente y es lo que asumiremos en
adelante.

Ya que facilitara los calculos, queremos encontrar el angulo de Einstein del
modelo. Por lo que resolvemos primero para el caso adentro del halo, cuando

B=0,

& =

(4.12)

Dy, Awo? 1 _

1 —
Dys 2 0

(4.13)
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Luego la norma de @ es:

_ Dy, 4mo?

Or =
B D,s c?

(4.14)

Es natural preguntarse, cémo serfia el anillo en el caso que nos encontremos
afuera del halo,

Dy, 4mo?R 1

D,sDp, % 62

| D;s 4mo?R
= = . 4-1
0E o Dole 02 ( 6)

Al sustituir estos valores en la ecuacién de la lente, la misma se vuelve mas
sencilla de manipular,

1 =0 (4.15)

Resuelvo 6,

i =6-a (4.17)
(1 _ |99E> (4.18)

De forma analoga, cuando la proyeccion de la fuente pasa afuera del halo, la
ecuacion de la lente es: 52
ﬁze( —91§> (4.19)

Por lo que la solucion de 6 en términos de E :

gt (1 = Vm;wa (4.20)

2

Hemos de recalcar, que cada 0y es una propiedad del modelo de cada modelo
y depende de su distribucion de materia. Sin embargo el angulo de Einstein es
el mismo cuando el rayo de luz cruza afuera de la EIS y de una masa puntual.
Lo que nos indica que es equivalente a pensar que la masa de la EIS estuviera
contenida en un punto.

Ya hemos resuelto la ecuaciéon de la lente usando la proyecciéon de la densidad
sobre un cilindro infinito. Para conocer su solucién para la proyeccién sobre una
esfera basta con manipular al];ha,

\
Ty

2 80?2

Qs = —Qcoo = —5
™ C

(4.21)

Lo anterior tiene implicaciones directas en la estimaciéon del angulo de Eins-
tein, pues g absorbe ese término. Una forma experimental de determinar la
mejor proyeccion de la masa es estimando las distancias a la lente, a la fuente
y la velocidad de la galaxia. Para después comparar 6 observacional con 6g
derivado de la prediccién de cada proyeccion.
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4.3. Esfera Isoterma Truncada (EIT)

La esfera isoterma truncada es un modelo de halo que quita la singularidad
en el origen al perfil de densidad de la EIS y conserva algunas de sus propiedades
como las curvas de rotacién planas. Su perfil de densidad es:

o? 1

=—— 4.22
plr) 2nG r? + 12 (422)
Donde 7. es el radio del niicleo de masa agregado al halo. Luego la densidad

superficial proyectada es:

() /Ood' - : (4.23)
T T mc e 2 e '
2

o 1

= (4.24)

En este caso & es el radio del niicleo proyectado en el plano de la lente.
De forma similar a como analizamos la EIS, analizaremos en la EIT a un
haz que atraviesa por fuera o por dentro al la lente:

2 I3
M(E) = / / S(¢')de'e (4.25)

2

= % 24862 — & adentro (4.26)
2

= % &2+ R? —|&| afuera (4.27)

Y como ya hemos mostrado que la ecuacion (4.2)) es valida para modelos con
simetria esférica, podemos conocer & adentro
0

L Dy 4702 5 5
a= e (\/9C Yo |9C|) o7 (4.28)

DOS

y & afuera

Dy, 4mo? 0
7 s N/ . )— 4.2
*~ DD, & ( e TR =) (4.29)

Donde R es el radio que encierra al halo. Procgdemos de forma habitual
a calcular el radio del anillo de Einstein haciendo § = 0. Siendo el caso més
general cuando el halo pasa adentro del halo resolveremos:
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0 = Og—a
0 -
0 02 +0% -0, = 0
(o) e = G
to
TEE <\/0§+0?§—96> = 1
02\’
02 +03 = (m + E)
0o
26
0 = 6oq/1—-=5
E o o
Donde claramente 6y = ﬁ 4’;—2"2 resulta ser 0 en el limite cuando 6, tiene

a cero.
La ecuacién de la lente, para el caso general es:

g = 5(1?5(\/02%396))

0 ?
B = 92(1—92(\/W—95))
08 = 0,00+ 02— 00\/02 + 02

(=08 +0.600+6%)° = 62(6>+6°)
0232 +60202 +60" —2080.00 —20° B +20.006°> = 026>+ 626>
03 + 2662 + (8% — 00(6p — 20.))0 — 286060, = 0

Entonces lo que tenemos que resolver es una ecuaciéon de 3er grado, la cual
tendré hasta 3 soluciones reales.
Como bien sabemos la solucién analitica de las ecuaciones de tercer grado es la
siguiente.

Sea la ecuaciéon

03 426 6% + (8% — 0p(0p — 26.))0 — 26606, = 0
Entonces los coeficientes de la ecuaciéon general son,
a; = 25
as = %60 (6 —26.)
az = —2B0090
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Para facilitar la escritura de las soluciones, hacemos las siguiente sustituciones:

1
Q = g (3az — a%)
R = 5%1 (—QaZf + 9asaq — 27a3)

S = V/R+/Q3+R?
T = \/R—\/Q3+R?

D = Q+R

En el caso D < 0 todas las soluciones son reales y distintas, ademés se simplifica
si incorporamos a la variable ¢ = __—gg. Asi las soluciones son,

6 = -
X, = 2\/ch0$<(§)

X; = 2\/@cos<§+ir>
X, = 2@008(?4-2;)

Cuando D = 0 , entonces S=T=R y hay dos soluciones iguales y todas son
reales.

X, = 2%—%1
X, = —%—\*’/ﬁ

Con D > 0 s6lo hay una raiz, las otras dos no son relevantes para nuestros
propositos:

X = —%(SJFT) —1/3a1 + %i\/g(S—T);

Estas soluciones son apenas los valores de la norma de 5, recordemos que
gracias a la simetria esférica pasamos de un sistema de dos ecuaciones a una
ecuacion. Por lo tanto debemos sustituir la solucion de 8 en la ecuacion vectorial
y despejar 6; para conocer cada una de las coordenadas de la imagen.

-1

w o= n(1-m(VEea-o) (4.30)
-1

b, = fs (1 - % (\/W— 96)) (4.31)
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Donde claramente 6 # 0.

4.4. Navarro-Frenk-White

En 1996 Navarro, Frenk y White hicieron una simulacién de N cuerpos, a
partir de la cual infirieron un modelo de halo universal. Dicha simulacion usaba
masas similares a las que se han observado en los halos de galaxias enanas y
de ctimulos ricos en galaxias [23]. Notaron que los halos de su simulacion eran
isotermos y con un perfil de densidad més suave que r~2 cerca del niucleo y
més empinado que 72 cerca del radio virial. Por lo que propusieron el siguiente
perfil de densidad:

plr) = —0—; (4.32)
(s

Este modelo de halos es consistente con la presencia de arcos y con la materia
observada en el medio intra cumular.

1 3 Dy s 16
g — XmGpors D ( - —log{ = } ) (4.33)

c? DyD,s \ 7+ 1rs r+rs| 62

Luego, la ecuaciéon de la lente a resolver es

- 167er0r3 Dy T T 1
—0 5 —1 — -1 =0 4.34
6 c? DolDos r+rs ©8 T+ T 62 ( )

4.5. FEinasto

Los modelos de halo que se han propuesto, se pueden catalogar en dos gran-
des familias, aquellos que tienen una ctispide, que va como 1/r? y cerca del cero
diverge mateméaticamente. Sin embargo en astronomia no se habla de r = 0,
simplemente se dice que conforme uno se acerca al origen los perfiles de densi-
dad se vuelven muy picudos. A este tipo de halos se les conoce como halos con
cuspide. La otra familia de la que habldbamos es mas bien plana al acercarse
al origen, como el isotermo truncado y algunos modelos derivados de campos
escalares.

Sobre cual modelo usar, siempre ha habido controversia, en particular esté
el problema de los halos con cuspide. Este se refiere a la diferencia entre los
perfiles de densidad de materia oscura para las galaxias de poca masa y los
perfiles de densidad predichos por las simulaciones cosmologicas de N cuerpos.
Casi todas las simulaciones de de halos de materia oscura tienen distribuciones
con cuspide, cuyas densidades se incrementan con una pendiente pronunciada
a radios pequenos, mientras que las curvas de rotaciéon de la mayorfa de las
galaxias enanas observadas sugieren perfiles centrales de materia oscura planos,
o nucleos. [24] [25]
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Con este antecedente, el modelo de Einasto resulta interesante ya que cuenta
con 3 paradmetros que logran dar un comportamiento plano o con cuspide al
nicleo del halo. La motivacion de Einasto era proponer un modelo de halo
general que describiera a la mayoria de las galaxias. Y al establecer algunos
parametros de su modelo, era posible describir propiedades especificas de las
mismas. Para ello uso las ecuaciones de hidrodinamica estelar. [26]

Finalmente el perfil de densidad propuesto fue:

p(Aa T, Cl) = exp (_A,rtl)

Con esta definicion de la densidad podemos calcular la masa proyectada en
una esfera y finalmente con el angulo de deflexiéon reducido calcular el angulo
de deflexion:

L 160G Dy .. 3 3 g
i(0) = s A7 dr(Z0) - (2, 40| = 4.
a(o) c2a DysD,y { <a’0) (a’ " )] 02 (4.35)

Asi la ecuacion de la lente es,

L 167G D, 3 3 1
=0(1- s pA3ep(Z20) = (2, 47 )| = 4.
o 9( 24 DysDop [ (a’0> (a’ ' ﬂ 92) (439

La cual no tiene solucion analitica, pues la funcién I' dificulta su solucion.

4.6. Imagenes alineadas

Cuando la distribucién de materia que representa al halo tiene simetria azi-
mutal, el potencial proyectado solo depende de la coordenada radial. |¥| = 6.
Es por eso que a puede ser expresada en términos de # como en la siguiente
ecuacion:

ad) = 6f(r) (4.37)

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion de la lente:
3 = a-6 (4.38)
= 0(f(r)—1) (4.39)

al ser un sistema de vectores 2-dimensionales tenemos una ecuacién por cada
entrada:

pr = 6i(f(r)—1) (4.40)
Bo = 02(f(r)—1) (4.41)
Por lo que siempre podremos escribir una variable en términos de la otra
0
B = P (4.42)
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Esto significa que las imagenes producidas por una lente con simetria esférica
son colineales y que en lugar de tener un problemas de dos dimensiones, tenemos
un problema 1-dimensional.



Capitulo 5

Halos revistados
numeéricamente

En este capitulo recrearemos de forma numérica los resultados del capitulo
anterior en lo posible.

Tomando en cuenta de que queremos las imagenes originadas por un modelo
de lente y una fuente dados, podemos trabajar parcial y totalmente de forma
numérica. Una forma de hacerlo es encontrar una expresion analitica para el
angulo de deflexion y resolver la ecuacion de la lente de forma numérica. Otra
forma es obtener directamente el angulo de deflexion de forma numérica y lue-
go simplemente sumarlo al angulo de la fuente, para obtener el dngulo de las
imAgenes.

5.1. Graficas de soluciones analiticas

Antes de hacer cualquier comparacion entre las imégenes numéricas y las
analiticas, primero necesitamos la grafica de la soluciéon analitica. Para ello usa-
remos una fuente generada por un conjunto de puntos aleatorios dentro de un
circulo con radio 0.1 arco segundos centrada en (0.1, 0.1) arcseg. Se eligieron
estas dimensiones pues son similares a las de las imagenes en la literatura.

#fuente luminosa. Es creada con puntos aleatorios confinados dentro de una
#curva especifica. Puede ser una elipse si se modifican los valores de A y
#B.

0.1 #radio de la fuente

h = 0.0001 #separacién minima entre puntos, aplica para las coordenadas en
#"x" y en ”y”.

n = 20000 # numero de puntos

= 1 #modifica la excentricidad en el eje x

B = 1 #modifica la excentricidad en el eje y

bl = Float64[]

b2 = Float64[]

2]
]

=
|
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X=rand( O : h : 2 x r , n)
Y=rand( O : h : 2 xr , n)

for i in 1:n
d = [ X[i1, Y[i] 13
if ((d[1] - r)/ A )72 + ((d[2] - 1)/ B)"2 <=1r"2
push! ( b1, d[1])
push! ( b2, d[2])
end
end

b = [bl b2]; #coordenadas de los puntos dentro de la fuente

La siguiente es una imagen de la fuente usando la paqueteria PyPlot para
Julia. Se genera con los siguientes comandos:

#grafica de la fuente

axes(facecolor="k") #hace que el color de fondo sea negro, cémo en el espacio
axis("equal") #me ajusta que la escala de ambos ejes sea la misma

plot(bl, b2, "c.") #instruccidén explicita de los puntos a graficar en color cian
xlabel( "arcsec") #etiqueta del eje x

ylabel("arcsec") #etiqueta del eje y

title("Fuente circular") #titulo de la grafica

savefig("fuente_circular.png", format="png") #comando para guardar la figura.

que arrojan como resultado

Figura 5.1: Imagen de la fuente generada, los ejes estdn en arcosegundos. La
fuente esta centrada en [0.1, 0.1]

Esta grafica es importante porque nos ayuda a estar seguros de que el niimero
de puntos elegidos es suficiente para cubrir la superficie de la fuente.
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5.1.1. Masa puntual

Para obtener su grafica simplemente sustituimos la expresion analitica de
las soluciones y cambiamos el posicion de la fuente, ya que por simplicidad
considerabamos que la lente y el observador siempre estaban alineados.

# Grafica de las imagenes generadas por una lente de masa puntual

tE = 10 #fijo el angulo de Einstein

tl = zeros( length( b[:,1]), 2 ) #genero un vector de ceros de la misma longitud
#que b para la primera imagen

zeros( length( b[:,1]), 2 ) #genero un vector de ceros de la misma longitud
#que b para la segunda imagen

t2

for i in 1 : length( t1[:,1] )
t1[i,:] = bli,:] ./ 2 * (1 + sqrt( norm(b[i,:])"2 + 4 * tE ) / norm(b[i,:]) )
#solucion analitica de la primera imagen
t2[i,:] = bli,:] ./ 2 * (1 - sqrt( norm(b[i,:1)"2 + 4 * tE ) / norm(b[i,:]) )
#solucion analitica de la segunda imagen

end
axes( facecolor = "k") #indica el fondo en negro
axis("equal") #los ejes guardan una relacidén 1:1

plot(ti[:,1], t1[:,2], "y.", t2[:,1], t2[:,2], "w.")

#la imagen 1 seran punto amarillos y la imagen 2 son puntos blancos

xlabel( "arcsec" ) #etiqueta eje x

ylabel( "arcsec" ) #etiqueta eje y

title("Masa puntual, fuente centrada (0.5, 0.5), OE = 10") #titulo
savefig("masapuntualcentrada0505tE10.png", format="png") #nombre del archivo
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Figura 5.2: Imagenes generadas por una lente puntual y una fuente circular. En
las figuras se muestra como el variar las posiciones de la fuente y el valor del
angulo de Einstein afecta la forma, posicién y tamafio de las imagenes. a) La
fuente esta tan alejada del origen (1,3) que su imagen es similar a la misma,
salvo una imagen duplicada cerca del origen y la amplificaciéon que sufre. De
b) y d) notamos que entre més cerca esté la fuente de la lente mayor sera la
amplificacion se sufra. Al comparar b) con c) y d) con e) podemos apreciar que
un aumento en el angulo de Einstein hace que se formen arcos. Finalmente en
f) y g) se muestran anillos dobles de Einstein asi como el efecto que causa el
radio de Einstein en su tamano.
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5.1.2. Halo Isotermo Singular

Usando la solucion analitica y la proyecciéon de la masa en un cilindro infinito,
podemos obtener las imagenes como:

#Halo isotermo
tE = 10 #angulo de einstein
tl=zeros(length(b[:,1]),2)
t2=zeros(length(b[:,1]),2)
for i in 1:length(t1[:,1])
t1[i,:1=bli,:1./ 2 * (1 + sqrt( norm(b[i,:])"2 + 4 * tE"2 )
/ norm(b[i,:1) )
#solucion de la primera imagen
t2[1,:1=b[i,:1./ 2 * (1 - sqrt( norm(b[i,:])"2 + 4 * tE"2 )
/ norm(b[i,:1) )
#solucion de la segundoa imagen
end

axes(facecolor="k") #indica el fondo en negro

axis("equal") #los ejes guardan una relacién 1:1

plot(t1l[:,1]1, t1[:,2], "y.", t2[:,1], t2[:,2], "w.")

#la imagen 1 seran punto amarillos y la imagen 2 son puntos blancos
xlabel( "arcsec") #etiqueta eje x

ylabel("arcsec") #etiqueta eje y

title("SIS, fuente centrada (0.5, 0.5), OE = 10") #titulo
savefig("SIScentrada0505tE10.png", format="png") #nombre del archivo
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Figura 5.3: Habiendo aprendido del conjunto de imagenes anterior, la fuente la
centramos més cerca de la lente, por lo que omitimos el caso en el cual la fuente
esta centrada en (1,3). Al igual que en la masa puntual, solo se generan dos
imagenes. También a mayor sea el radio de Einstein, la imagen se vuelve més
delgada y grande. También se observaron anillos de Einstein cuando la fuente
esta centrada en el origen.

Para el halo con proyeccion esférica el codigo es el mismo s6lo cambia el
valor de

tE= 10%2/

Las imégenes con las distintas proyecciones se muestran a continuacion. Cabe
notar que las imagenes generadas usando la raiz positiva de « estan en color
rojo y las que usan la raiz negativa estan en azul.
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Figura 5.4: Imagenes generadas por un halo isotermo, cuya masa esté proyectada
en un cilindro infinito (izq.) y en una esfera (der.)

Naturalmente la imagen que usa la proyeccién en un cilindro infinito esta
méas amplificada que aquella que usa la proyeccion esférica porque tiene més
masa en un factor de 7/2. Cualitativamente la forma de las im4genes no cambia
mucho, sin embargo notamos que los "rinones” de la imagen de la izquierda son
maés delgados que los de la imagen derecha pues entre mayor sea el angulo de
Einstein se tienden a formar arcos.

En este caso es evidente que usar una proyecciéon de la masa no adecuada
para nuestro sistema nos puede arrojar informacion falsa de los parametros que
determinan el radio de Einstein.

5.1.3. Halo Isotermo Truncado

En este codigo también consideramos que la proyeccién se ha hecho sobre
un cilindro infinito. Se sigui6 el mismo procedimiento para resolverlo que el de
la seccién de soluciones.

#halo isotermo truncado solucidén analitica

#Ecuacion a resolver
#t°3 + 2 b t72 + (b”2 - t0 * (t0 - 2 * tc )) * t - 2 * b *x t0 * tc =0

t0 = 1 #t0 es un parametro que en el limite cuando tc tiende a cero, tO es tE
tc =0.05 #nicleo que evita la singularidad en el origen

sol3=complex(zeros(length(b[:,1]),3)) #vector de ceros que guardara las normas
#de r en caso de 3 soluciones reales

sol2=complex(zeros(length(b[:,1]),2)) #vector de ceros que guardarad las normas
#de r en caso de 2 soluciones reales

soll=complex(zeros(length(b[:,1]),1)) #vector de ceros que guardara las normas
#de r en caso de 1 solucidén real

#ciclo for que discierne el numero de soluciones basandose en el valor de D

for i in 1:length(b[:,1])

#los parametros que se muestran a continuacidén no tienen un significado
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#especifico, s6lo hacen mas sencilla la forma de escribir la solucidn.

al = 2 * norm( b[i,:] )

a2 = norm( b[i,:] )"2 - t0 * ( t0 - 2 * tc)

a3 = - 2 * norm( b[i,:] ) * tc * tO

Q=1/9% (3 *a2-al "2)
R=1/54x%(-2%al"3+ 9 % a2 * al - 27 * a3)
f=-R/ (-Q+0imn) "(3/ 2)

D=Q "3+R "2

S=(R+ (D+0im)"(1/2) ) ~(1/3)
T=(R-(D+ 0im )" (1/2) ) "( 1/ 3)

if D >0

r = soll #r es la norma de las imagenes

rli,:] = [real( -1 /2 * (S+T) - (1/3) *al +
1/ 2*sqrt( 3 ) * (S -T) * 1im ) ]

elseif abs(D) < 0.015
r = sol2

r[ i,: 1 = [2 * Complex(R) "( 1/ 3) - al / 3, - Complex(R) “( 1/ 3)
-al /3]

else
r = sol3
rli,:] = [ 2 * sqrt(-Q + 0im) * cos(£f/3), 2 * sqrt(-Q)* cos( £/3
+4xpi /3),2xsqrt(-Q ) *x cos( £/ 3 + 2 * pi / 3)]
end
end
r = real( sqrt.( r.x r ) );

t1
t2

[1 #primera entrada de las imagenes
[1 #segunda entrada de las imagenes

for j in 1:length(bl)
for i in 1:length(r[j,:])

if rl(j,:1[i] > O

f(a) = t0 / a2 * ( sqrt(a™2 + tc™2 ) - tc)

t1
t2

= push! (t1, bi[jl /(1- £C r[j,:1[i1)) )
= push! (t2, b2[j] / (1- £(C r[j,:1[i1)) )
end
end
end

axes (facecolor="k")
plot(tl, t2,"y.")
axis("equal")
#axis([-100,100,-100,100])

65
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axes( facecolor = "k") #indica el fondo en negro

axis("equal") #los ejes guardan una relacidén 1:1
plot(tl, t2,"y.")

xlabel( "arcsec" ) #etiqueta eje x

ylabel( "arcsec" ) #etiqueta eje y

title("EIT, fuente centrada (0.5, 0.5), 0#0=1, 6c=0.05 ") #titulo
savefig("EIT0O505t01tc005.png", format="png") #nombre del archivo

Figura 5.5: Imagenes generadas por la soluciéon analitica de la ecuacién de tercer
grado de la lente. Se variaron algunos parametros indicados en el titulo de cada
grafica salvo el niicleo que quita la singularidad del modelo, el cual se dejo fijo
af.=0,02.

5.2. Solucién numérica con angulo de deflexiéon
analitico

En el caso de que sea posible obtener el angulo de deflexiéon pero tenga-
mos una ecuacion de la lente que no tenga solucién analitica, podemos resolver
la posicion de las imagenes de forma numeérica. Aunque su solucion analitica
existe, para hacer una comparacion entre este método y la soluciéon verdadera,
analizaremos las imagenes del halo EIS y el EIT.
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5.2.1. EISy EIT

Pensado al halo EIS como un caso particular del halo EIT cuando el radio
del nucleo que quita la singularidad del origen igual a cero. Podemos escribir un
sblo codigo para estos dos halos y s6lo modificar los parametros para obtener
las imagenes de EIS o EIT. Para ello primero debemos cargar de la paqueteria
de Julia el paquete Polynomial Roots.

PolynomalRoots es la traduccion al lenguaje de Julia de General Complex
Polynomial Root Solver escrito en FORTRAN por Jan Skowron. Este codigo
fue escrito justamente para resolver los polinomios que se presentaban en la
ecuacion de la lente en sistemas binarios por lo que maneja polinomios de hasta
orden 30 y también soluciénes complejas. La mejora méas grande que tiene en
comparacion con otros solucionadores, es que permite omitir la mayoria de los
calculos en la gran mayoria de los casos, sin correr el riesgo de fallas catastroficas
en los pocos casos en que estos son realmente necesarios. También puede hacer
una eleccion racional entre el Método de Laguerre y el Método de Newton (o
un nuevo método intermedio) caso por caso via un discriminante. [27], [28]|

#Halo isotermo truncado, solucién parcialmente numérica
#Cuando tc=0 es el Halo isotermo isostermo singular

t0 = 10
tc = 0.0

t = [0.0 + 0.0im, 0.0 + 0.0im, 0.0 + 0.0im]

for i in 1:length( b[:,1] )

#t72 + 2 b t72 + (b2 - t0 (t0 - 2 tc ) ) t - 2 b tc t0 =0
#ecuacion a resolver
t=[t roots([ - 2 * norm(b[i,:] )*tc *t0 , norm(b[i,:])"2 - t0 *(tO
- 2 *¥tc ), 2 * norm(b[i,:]) , 1 ]; epsilon=le-5,polish=true) ]
#calcula y guarda la norma de 6 con una precisién de le-5
end

t=transpose (t)

t=abs.(real(t)) #todas las soluciones tienen una parte imaginaria igual a cero,
#por lo que puedo quedarme con la parte real sin perder
#informacién, ademas guardo su valor absoluto, por ser una
# norma

t = t[setdiff(l:end, 1), :] #estoy borrando el primer renglén
#£(x) = t0 / x°2 * ( sqrt(x"2 + tc"2 ) - tc) #este polinomio

tix = zeros( Int64( length(t)

/ 3) # en tix y tiy guardaremos las componentes
tly = zeros( Int64( length(t) / 3)

)
) # "x" y "y" de la i-ésima solucidn

t2x = zeros( Int64( length(t)

/
t2y = zeros( Int64( length(t) /

w w

) )
) )
t3x = zeros( Int64( length(t) / 3 ) )

t3y = zeros( Int64( length(t) / 3) )

#como ya conocemos la norma de 0 guardada en t, ahora puedo calcular cada una sus
#componentes:

for i in 1:Int64( length(t) / 3)
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tix[i] = bl:,11[4] / (1 - £C t[:,11[4] D )
t1y[i] = bl:,2]1[4] / (1 - £C t[:,11[4] ) )
#despejamos las entradas de las imagenes
#en términos de las entradas de la fuente
#y la norma de 6 encontrada (imagen 1)

t2x[i] = b[:,11[i] / (1 -

t2y[i] = bl:,2][4] / (1 -

t3x[i] = bl[:,1]1[i] / (1 -

t3y[i] = b[:,2][i] / (1 -
end

#configuarién de la grafica

axes (facecolor="k")
axis("equal™)

plot(tix, tly,"y.",t2x, t2y,"w.

xlabel( "arcsec")
ylabel("arcsec")

£C t[:,2]1[i] ) )  #(imagen 2)
£C t0:,210i] ) )

£f( t[:,3]1[1] ) ) # (imagen 3)
£C t[:,31[0i]1 ) )

0 8z, B, Pw. D)

title("EIT#, fuente centrada (1, 1), 60=10, 6c=0 ")
savefig("EIT#11t010tc0.png", format="png")

68

En la siguiente figura se muestran algunas imégenes generadas con el codigo
numérico que resuelve la ecuacion de la lente para el halo EIS y el EIT. Del lado
izquierdo se muestran las imagenes de un halo EIT y del lado derecho del halo

EIS.
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Figura 5.6: a) Imagenes generadas por una EIT con la fuente centradad en (1,1)
y nicleo de radio 0.05 y 6§y = 10. Recordemos que 6y es igual al radio de Einstein
en el limite cuando el radio del nicleo tiende a cero. En b) se muestra la imagen
generada por una EIS con los mismos parametros que la EIT en a) salvo que el
radio del nticleo es cero. La misma comparacion se realiza en ¢) y d), y f) y g).
En e) vemos que nuestro codigo numérico es capaz de reproducir los anillos de
Einstein para el EIT.
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5.3. Angulo de deflexién numérico

Una parte esencial para resolver la ecuacion de la lente, es calcular el an-
gulo de deflexién, como se muestra en la ecuacién . Por lo tanto también
es fundamental conocer dicho angulo de forma numérica y para ello debemos
realizar algunas integrales.

Ya que j Ebido a que los perfiles de masa del halo pueden tener valores muy
di singulariades es desable tener un integrador qye

Uno de los mejores métodos actuales para integrar en cuestion de precision,
es la cuadratura Gaussiana.

El médulo HCubature es una implementacién de Julia pura de integracion
multidimensional "h-adaptive". Es decir, dada una integral n-dimensional.

N

luego hcubature (f, a, b) calcula la integral, subdividiendo de forma adapta-
tiva el volumen de integracion en partes cada vez mas pequenas hasta lograr la
convergencia con la tolerancia deseada

La funcion hcubature de Julia, en el paquete HCubature, lo utiliza para
integrar sobre hipercubos de cualquier dimension.

[29] El algoritmo de hcubature esta descrito en [30]

En nuestro caso podriamos usar dicha funciéon para que integrar sobre un
rectangulo o cuadrado. Por lo que es necesario, hacer un cambio de variable
antes de integrar, ya que los halos estdn contenidos en circulos o elipses.

Basandonos en [31], el procedimiento es el siguiente. Sea la region R =
{(z,y)]a <x <b, g(x) <y < h(z)} donde g(x) y h(z) son funciones lineales o
cuadraticas que pueden ser transformadas en el cuadrado C : {(7,7)]0 < v <
1,0 <1 <1}, si se sustituye:

2() = G-ay+a (5.1)
yonm) = [h(a() = g(@(y)In+ 9(z(3)) (5.2)

Como hubo un cambio de variable debemos incluir el Jacobiano en la nueva
integral,

7= (b= a)[h(z()) — 9(z(7))] (5:3)

b ph(z)
/ / f(a) dy dx
a Jg(x)

Asi la integral

pasa a ser
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1 1
/O / S (), y(y.m) 1] dy dy (5.4)

En nuestro caso podemos calcular o via el gradiente de ¥ o integrado las
componentes de «a segun la ec, (3.27)).
Si elegimos hacerlo usando ¥ la funcién a integrar sobre R? seria:

f(&,&) =) m|d =&
por lo que a su vez debemos debemos definir a ¥(¢) como la integral de rho
a lo largo del eje z.
Pasando a la parte del codigo, primero debemos instalar HCubature y luego
llamarlo con using

using HCubature # HCubature es una herramienta de integracion adaptativa que usa
# el método de cuadratura gaussiana. los limites de integraciémn
#siempre son hipercubos. la sintaxis de HCubature es:
# hcubature(nombre de la funcion, vértice inf, vértice superior)
# al llamar a la funcién a integrar no se escribe explicitamente.
# la variable de integracién y los vértices se escriben como vec-
# tores

Luego construimos la funcién sigma que nos dara la densidad de masa super-
ficial al proyectar p en el contorno de una esfera.Fn este caso no fue necesario
realizar ningin cambio de variable, s6lo integramos directamente.

function sigma(X, r) # la X que se pide es un vector y r es el radio maximo del
# halo esta funcién hace la proyeccidon esférica de la masa
# en el plano de la lente.
G=1
o=1
rc=0.1

rho(z) = (072/(2%1*G)) /(norm(X)"2 + norm(z) 2+rc”2 )
# Este es el perfil de densidad que se esta integrando, en
# este caso es el EIS

2xhcubature(rho, [0], [sqrt(r~2-norm(X)~2)])[1]

end

#E1 resultado es la densidad proyectada para un punto en el plano de la lente.

Ya que encontraremos el angulo de deflexion con el gradiente, debemos definir
dicha funcién:

function gradf(f::Function, X) #gradiente rapido de f.

h=1e-2
[(fX .+ [h,01)-fX .-[h,01))/ (2xh),
(f(X +[0,h])-£C(X .-[0,h]l))/ (2%h)]

end
#tiene un error proporcional a h~2
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El error asignado es suficiente para la resolucion actual de los telescopios.
Luego para calcular ¥, necesitamos hacer un cambio de variable a f(&1,&2) v cal-
cular su Jacobiano. Teniendo en cuenta que en las coordenadas £ integrabamos
sobre un circulo centrado en el origen de radio r y en las nuevas coordenadas W
integraremos en un cuadrado cuyos vértices inferior y superior estan en (0,0) y

n (1,1). Asi &, & y J son:

§1 = 7”(2W1—1)

52 = 27’W2\/W1—W12
J = 4r? /W, - W}

Incorporando esta informacion al codigo, la funcion Psi(X,r) nos arroja el

valor del potencial proyectado para una posicion X (coordenadas de &)y un halo
de radio r:

function Psi(X, r) #calcula el potencial proyectado en X de un halo de radio r

G = 1 #contante de gravitacidén universal
#X( W[1] ) = r *(2 * W[1] - 1) cambio de coordenadas en xi_1
#y( W2l ) = 2 * r * sqrt( W[1] - W[1]1"2 ) * W[2] cambio en xi_2

#J (W) =4 % r°2 x sqrt( W[1] - W[1]"2 ) Jacobiano
#nuevas coordenadas
# NC = [r (2 * W[1] - 1), 2 *x r * sqrt( W[1] - W[1]~2 ) * W[2] ]

# f(W) =2 %G * sigma( NC , r) * log( norm( X .- NC ) )
#cambio de coordenadas de la funcién f

dpsi(W) = 2%4 * r°2 * sqrt( W[1] - W[1]"2 ) * 2 * G * sigma( [r *(2 * W[1]
-1,

2 x r *x sqrt( W[1] - W[11"2 ) * W[2] 1, r ) * log( norm( X

- [r *x(2 * W[1] - 1), 2 * r * sqrt( W[1] - W[1]1"2 ) * W[2] ] ))

#funcioén a integrar. Al inicio lleva un 2 extra, pues si no lo llevara
#estaria integrando s6lo en medio circulo.

hcubature(dpsi, [0,0], [1,1])[1] #potencial proyectado

end

Debido a que los argumentos que esta funcién necesita para correr son dis-
tintos a los de la funcién gradiente, hacemos una funcién intermedia psi que
simplemente es la funcién Psi(X,r) con un radio fijo. Luego si calculo el gra-
diente a psi y lo multiplico por 2/c? obtengo el valor de &.

c=1
psi(X) = Psi(X, 0.1) #por la forma en la que defini Psi, antes de calcular su
#gradiente primero debo especificar el valor del radio.

2 / c"2 * gradf(psi, [0.06, 0.06] ) #El resultado es alpha gorrito



CAPITULO 5. HALOS REVISTADOS NUMERICAMENTE 73

El otro método para calcular alpha es calculando las integrales que son
iguales a sus componentes. En este caso usaré el mismo cambio de variable que
en el método anterior para &(W) asi como la funcion sigma. En el codigo de

=

abajo ax y ay denotan la primera y segunda componente de a( &)

function ax(X, r)
G=1
c=1
#x=1r* (2=*W[1] - 1)

#y=2%1 % sqre( WLl * (1 - W1l )) * W[2]
#Jacobiano 4 * r~2 x sqrt( (1 - W[1] ) * W[1] )
#funcién a integrar (sin incluir al Jacobiano)

#2 * 4% G / c”2 * sigma( [r * (2 * W[1] - 1 ), 2 x r * sqrt( W[1] * ( 1 -
# W01 ) ) *+ w21 1, r) * ( X[1] - W1l ) / dot(X .- W, X .- W)

dax(W) = 2 * 4% G / ¢"2 * sigma( [r * ( 2 * W[1] - 1),
2 xr * sqre( W1l = (1 - W[1] ) ) = w[2] 1 , r) * ( X[1]
- W[1] )/ dot(X .- W, X .- W) * 4 x r"2 x sqrt( ( 1 - W[1] ) * W[1])

hcubature(dax, [0,0], [1,1] )[1] #componente ex de alpha
end

function ay(X, r)
G=1
c=1
day(W) = 2 * 4% G / ¢"2 * sigma( [r * ( 2 * W[1] - 1),
2 % r *x sqre( W[1] = (1 -W[1] ) ) = w[2] 1 , r) = ( X[2] -
W[2] ) / dot(X .- W, X .- W* 4 * r"2 x sqrt( ( 1 - W[1] ) * W[1] )

hcubature(day, [0,0], [1,1])[1] #componente y de alpha

end

5.4. Soluciones numeéricas

Afortunadamente conocemos la soluciéon analitica de algunos halos con si-
metria esférica, en particular hemos presentado el halo isotermo singular y el
isotermo truncado. Esto nos permite plantear una solucién numérica y com-
pararla con la analitica, de forma que podemos evaluar la calidad de nuestro
codigo y qué tanto refleja la realidad. Una vez que el codigo funcione en estos
casos, es sencillo extenderlo a casos con otros tipos de simetrias.

5.4.1. Halo isotermo truncado

Pasamos directamente a este halo, sin considerar la esferea isoterma singular,
porque al intentar hacer un modelo numérico para ésta tltima las integrales de
a no convergen. A diferencia del caso truncado, pues quita la singularidad en el
origen. En teoria para obtener la soluciéon numérica de las imagenes, solo seria
necesario sustituir los valores de « en la ecuacién de la lente, para una fuente
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dada:

0=a+p
El problema con esto, es que necesitariamos obtener varios valores de o para
cada [ si queremos obtener multiples imagenes. Lo cual no pasa con nuestro
método numérico. Sin embargo parece prometedor este método porque, los re-

sultados que arroja coinciden con los obtenidos de forma analitica, atin cuando
no se obtengan todas las imégenes.

5.5. Cadusticas

Pese a que no podemos aplicar el teorema de Burkert para encontrar la mul-
tiplicidad de las imagenes en el caso de los halos con singularidades, es posible
conocer las zonas en el plano de la lente que tendran méaxima amplificacion.
En el siguiente ejemplo, se calcularon las lineas criticas para un halo isotermo
singular. Las instrucciones fueron escritas para ser ejecutadas en Mathematica.

Lo primero que escribimos en el c6digo es la expresion analitica de «, la ecua-
cion de la lente y en la funcién jaco construimos el jacobiano de 8 como funcion
de 0, que es el inverso de la amplificacién como se muestra en la ec. . Si
igualamos la funcién jaco a cero, sus curvas de nivel seran justo aquellas parejas
(z, y) donde la amplicacion es infinita, i.e., las lineas criticas.

In[8]:= alphalx_,y_, k_]:= k {x,y}/Sqrt[x"2 +y~2] (*angulo de deflexidnx*)
betalx_,y_,k_]:={x,y}-alphalx,y,k] (*ecuacidén de la lentex*)
jaco[k_] :=FullSimplify[Det[{Grad[betalx,y,k][[1]1],{x,y}],Grad[betalx,y,k
100211 ,{x,y}]1}]] (*jacobiano de la ecuacién de la lente como
funcién de thetax*)
jaco[1] (xfijo un valor k cualquiera para poder hacer la grafica de las
caiisitcas*)
Out[11]= 1-1/8qrt[x"2+y~2]

In[16]:= ContourPlot[1-1/Sqrt[x~2+y~2]==0,{x,-1,1},{y,-1,1},PlotLabel-> "Cal
stica del SIS"]
Out [16]=
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Figura 5.7: En la figura se muestran las regiones donde la amplificacion es infinita
para la Esfera Isoterma Singular. Debido a que su densidad de masa no es una
funcién continua, no es posible obtener informacion sobre la multiplicidad de

las imégenes.

En el caso del halo isotermo truncado el procedimiento es el mismo, sélo

debemos modificar la funcién «, para que modele este caso:

In[17]:=
alphalx_,y_,rc_,\[Sigmal_,D_,c_]:={(8 D x \[Sigmal~2 (Sqrt[x"2+y~2]-rc
ArcTan[Sqrt[x"2+y~2]/rc]))/(c”2 (x"2+y~2)),(8 D y \[Sigmal "2 (
Sqrt [x"2+y"2]-rc ArcTan[Sqrt[x"2+y~2]/rcl))/(c”2 (x"2+y~2))}
betalx_,y_,rc_]:={x,y}-alphalx,y,rc,1,1,1]
jaco[rc_]:=FullSimplify[Det [{Grad[betal[x,y,rc] [[1]],{x,y}],Grad[betalx,y
,rc] [[2]1],{x,y}1}1]
jaco[1/2]
Out [20]=
(1/((x72+y~2)"(5/2) (1+4 x"2+4 y~2))) ((x"2+y~2) (-64 Sqrt[x"2+y~2]+(x"2+
y°2) (Sqrtl[x"2+y~2]1+4 x"2 (-8+Sqrt[x"2+y~2])+4 y~2 (-8+Sqrt[x”
2+y~2])))+64 (x"2+y~2) (1+2 x"2+2 y~2) ArcTan[2 Sqrt[x"2+y~2]]
-16 Sqrt[x"2+y~2] (1+4 x"2+4 y~2) ArcTan[2 Sqrt[x"2+y~2]]1°2)
In[21]:=
criti2trunc=1/((x"2+y~2)"(5/2) (1+4 x"2+4 y~2)) ((x"2+y~2) (-64 Sqrt[x"2
+y"2]+(x"2+y"2) (Sqrt[x"2+y~2]+4 x"2 (-8+Sqrtl[x"2+y~2])+4 y~2
(-8+Sqrt[x"2+y~2])))+64 (x"2+y~2) (1+2 x"2+2 y~2) ArcTan[2
Sqrt [x"2+y~2]]1-16 Sqrt[x"2+y~"2] (1+4 x"2+4 y~2) ArcTan[2 Sqrt[
x"2+y"2]1°2);
In[22]:=
plotcriti2trunc=ContourPlot [crit12trunc==0,{x,-10,10},{y,-10,10},
PlotRange->Automatic,AspectRatio->Automatic]
Out [22]=
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Figura 5.8: Las lineas criticas de la EIT son dos circulos concéntricos, por lo
que debemos localizar las causticas para saber en cuéntas regiones de diferente
multiplicidad hay.

Si pensamos a la ecuacién de la lente como una funcién con dominio en las
parejas (z,y) que forman las lineas criticas. Las catsticas son el resultado de
aplicar la ecuacion de la lente a las lineas criticas y son las que nos determinan
el cambio en la multiplicidad.

La parte numérica de encontrar las causticas, se muestra a continuacién.
Una vez que tenemos las lineas criticas, le pido a mathematica que guarde los
puntos (z,y) en las variables puntos2 y puntosl lo hago de esta forma, porque
mathematica no cuenta con los métodos necesarios para resolver (x,y) de forma
analitica. Luego aplico la ecuacion de la lente a puntos2 y puntosl y hago su
grafica:

In[25]:=
puntos2=Cases [Normal [plotcriti2trunc],Line[x_]:>x,Infinity] [[2]];
puntosi= Cases[Normal [plotcriti2trunc],Line[x_]:>x,Infinity] [[1]];
betal2[{x_,y_}]=betalx,y,1/2];
caustica=ListLinePlot [{Map[betal2,puntosl] ,Map[betal2,puntos2]},
AspectRatio->Automatic]
Out [28]=
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Figura 5.9: A la izq. se muestra la grafica de las causticas de la EIT. Inclu-
so se muestra el origen, como parte de las mismas. A la der. se muestra una
amplificacién a la grafica de la izq. en el origen. La EIT tiene 2 regiones con
multiplicidad diferente, por lo que sbélo pueden haber 1 o 3 imagenes generadas
por este modelo de lente. Recordemos que las fuentes en el punto caustico del
origen, generan anillos de Chwolson.

In[47]:=
caustica=ListPlot[Map[betal2,puntosl],AspectRatio->Automatic, PlotLabel-
>"Zoom punto caustico EIT"]
Out [47]=

Con el fin de mostrar que un modelo sin simetria esférica, arroja imagenes
desalineadas, usaremos el Potencial Eliptico pseudo Isotermo Truncado (PEIT).
Primero encuentro las lineas criticas, de la forma usual:

In[1]:=
psilx_,y_,psiO_, tc_, ec_]l:=psiO/tc Sqrt[(l-ec)x"2+(1+ec)y 2+tc”2] (*
potencial pseudo eliptico isotermo truncadox)
alphalx_,y_, ec_]:=2Grad[psilx,y,1.5,1,ec],{x,y}] (*¥Calculo del angulo
de defleciénx)
betalx_,y_,ec_]:={x,y}-alphalx,y,ec] (*Ecuacidén de la lentex)
jacol[ec_]:=FullSimplify[Det [{Grad[betalx,y,ec] [[1]],{x,y}],Grad[betalx,y
,ec][[2]11,{x,y}]1}]] (*jacobiano de la ec. de la lente como
funcién de theta *)
crit09=jaco[0.09]; (*estoy buscando un halo muy semejante a una esfera,
por eso escojo su excentricidad tan baja*)
plotcrit09=ContourPlot [crit09==0,{x,-7,7},{y,-7,7},PlotRange->Automatic,
AspectRatio->Automatic, PlotLabel-> "Lineas Criticas potencial
PEIT, ec= 0.09"] (*la curva resultante, son las lineas cri
ticas y estan en el plano de la imadgen, ahi, la amplificacidn
es infinitax)
Out [6]=

Guardamos los puntos que generan las lineas criticas, les aplicamos la ecua-
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Lineas Criticas potencial PEIT, ec= 0.09
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Figura 5.10: Lineas criticas del PEIT, recordemos que estdn en el plano de la
lente

cion de la lente y mostramos su gréfica, i. e., sus causticas:

In[25]:=

puntosi=Cases[Normal [plotcrit09],Line[x_]:>x,Infinity]l [[1]1]; (*Estoy
guardando todos los puntos que usé mathematica para graficarx)

puntos2=Cases [Normal [plotcrit09],Line[x_] :>x,Infinity] [[2]]; (*Como me
dié dos listas, los estoy guardando en dos variables. *)

beta009 [{x_,y_}] :={x,y}-{(2.73 x)/Sqrt[1+0.91 x72+1.09 y~21,(3.27 y)/
Sqrt[1+0.91 x72+1.09 y~2]} (*hago la ecuacidén de la lente
justo para ec=0.09 para que concuerde con los datos anteriores
*)

ListLinePlot [{Map [beta009,puntos2] ,Map [beta009,puntosi]}, AspectRatio->
Automatic, PlotLabel-> "Calsticas del PIET"]

(*Este resultado es numéricox)
Out [26]=
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Figura 5.11: Grafica de las Causticas del PEIT. Pese a lo sencillo de nuestro
método, la suavidad y resoluciéon de las causticas es buena.

Para mostrar las distintas multiplicidades de las imégenes podemos resolver
la ecuacion de la lente en tres puntos diferentes, uno en cada region. Por ejemplo
tomemos el punto dentro del diamante (0.07, 0.08), otro entre el diamante y
la elipse (0.5, 0.5), y finalmente otro afuera de la elipse (0.9, 1.2). Como el
procedimiento a seguir es el mismo para los tres puntos, solo escribiremos el
primero y pondremos el resultado de los tres, para evitar ser repetitivos.

In[28]:=

s=Cases[Solve[betalx,y,0.09]== {0.07,0.08},{x,y}],{x->_Real,y->_Reall}];
(*guardo sélo las soluciones reales%)

gl=s[[A11,1,2]1]13; (xen gl estd la entrada en x de las solucionesx)

g2 =s[[A11,2,2]]; (xen g2 estd la entrada en y de las soluciones*)

g=ListPlot [Transpose[{gl, g2}],PlotRange->Automatic,AspectRatio->
Automatic, AxesLabel->{"\[Thetalx", "\[Thetaly"}]; (xgrafico
las imagenes junto con las lineas criticasx)

Show [g,plotcrit09]

Out [28]=
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Figura 5.12: En las graficas se muestra como la posicién de la fuente, afecta la
multiplicidad de las imagenes a pesar de que la lente sea la misma. Se considera
una fuente puntual. Notemos que a mayor sea su alineacién con la lente, la
multiplicidad de imagenes aumenta. Ademas en las gréaficas de abajo, vemos
que una lente que no tiene simetria esférica, no genera imégenes alineadas.

Lo interesante sobre las causticas es que nos dan informacién sobre la mul-
tiplicidad de las iméagenes atn sin resolver la ecuacién de la lente de forma
analitica. Sin embargo es necesario tener una expresion analitica de « en térmi-
nos de @ para obtener su grafica. Esto ain no resuelve nuestro problema, pero
nos da una herramienta méas para explorar.
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis, sentamos las bases para comprender algunas de
las propiedades de las lentes gravitatorias usando la aproximaciéon de lente del-
gada. También comprendimos los retos que presenta su solucién numérica asi
herramientas de la paqueteria de Julia que son ttiles para resolverlos.

Retomando el interés principal, que era proponer un modelo de materia
oscura que generara un sistema de 4 o 5 imégenes como lo son la cruz de Einstein
y el cuasar del Trébol, podemos afirmar que es conveniente que dicho modelo
no tenga simetria esférica, sea suave y con un niicleo en el origen. Por ejemplo,
un modelo que cumple con estas caracteristicas es el Potencial pseudo eliptico
isotermo truncado. El cual, dependiendo la posicién de la lente y la fuente, puede
generar 1, 3 o 5 imagenes.

Otro de los fenémenos que se logré reproducir fueron los anillos de Chwolson-
Einstein, que se forman cuando hay una alineacion perfecta entre el observador,
la lente y la fuente. Siempre y cuando el halo que actiia como lente tenga simetria
esférica. Este resultado lo obtuvimos para la masa puntual, la EIS y la EIT de
forma tanto analitica como numérica, como se puede ver en las figuras f
ve), Bleyf)y G2ty g).

Ademas de los anillos de Chwolson-Einstein, los modelos con simetria esférica
generan imégenes alineadas. Por lo que no podrian generar un sistema como el
del cuasar del trébol o la cruz de Einstein. Este resultado fue el que nos motivd
a proponer un modelo sin esta simetria.

Acerca de la superficie de integracion usada para obtener la densidad de
masa superficial en el plano de la lente, creemos que primero es importante ana-
lizar nuestro modelo de halo antes de realizar este calculo. Pues, no todas las
superficies son adecuadas para cualquier modelo de lente, y usar una superficie
de integracién incorrecta nos traeria ruido cuando queramos determinar los pa-
rametros del modelo la lente. Tomemos como ejemplo la EIS, que al integrar la
masa en un cilindro infinito obtenemos un error alrededor del 60 % a la hora de
estimar masa total. De ser posible, lo méas natural seria seguir las superficies de
isodensidad.

El teorema de Burke nos ayudo6 a obtener informacién extra del modelo de

81
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lente, en el caso de modelos suaves de densidad. En particular cuando hicimos las
graficas de las causticas, pues podiamos confiar en que estas dividian al espacio
en regiones con distinta multiplicidad de las iméagenes. La importancia de esto
radica en que el plano de la fuente deja de ser un lugar en el que caminamos a
ciegas y podemos localizar donde debe estar la fuente para obtener anillos o un
determinado niimero de imagenes.

La siguiente idea que tenemos para resolver el angulo de deflexiéon generado
por una lente sin simetria esférica es pensar que la lente es un conjunto de
“puntos” y cada uno de ellos actiia como una lente de masa puntual sobre la
fuente extendida. Donde la masa de cada punto, estaria dada por la densidad
de masa proyectada del halo.

También seria deseable que el perfil de densidad fuera una funcién continua
para (via las causticas) dividir al plano de la fuente en regiones de distinta
multiplicidad de imagenes y para evitar problemas de convergencia al realizar
la integracion numérica, ademés de ser casi constante cerca del origen para
que concuerde con las observaciones. Cabe mencionar que el mejor modelo seréd
aquel con el menor ntmero de variables, pues sus valores estaran acotados en
el intervalo mas pequenio posible. Lo anterior nos acercaria a la unicidad del
modelo. Mejorar las cotas de las variables se lograria con mas observaciones o
ampliando el campo de vision.
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