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Resumen

El presente trabajo toma como punto de partida el comportamiento de la caminata
aleatoria con velocidad estocastica, en la cual un caminante se mueve con una densi-
dad de probabilidad para la velocidad y para el tiempo de salto en una dimensién. Si
pensamos al caminante como una particula que se mueve dentro de un fluido con las
caracteristicas antes mencionadas nos parece que el movimiento de dicha particula se
comparta como un movimiento Browniano es por ello que con ayuda de la ecuacién de
Kramers-Fokker-Planck (KFP) se trata de encontrar conexiones entre dichos procesos. En
fisica estadistica la ecuacion de KFP es una ecuacién diferencial parcial que describe la
evolucion en el tiempo de la funcién de densidad de probabilidad para una particula bajo
la influencia de fuerzas de arrastre y fuerzas aleatorias (fluctuante) como en el movimiento

Browniano.

Mostraremos que a través de la ecuacion de transporte generalizada se deduce la ecua-
cién Kramers-Fokker-Planck generalizada (unidimensional), propondremos la solucién a
dicha ecuaciéon una expansién en polinomios de Hermite para asi obtener una soluciéon
simplificada pero no trivial. Al encontrar la solucién aproximada de la ecuacion de KFP
generalizada se comparard con la solucion de la caminata aleatoria con velocidad estocasti-

ca encontrando asi un puente entre dichos procesos.

Por 1dltimo consideraremos los desplazamientos cuadraticos medios para los procesos antes
mencionados, obteniendo asi las expresiones analiticas para tiempos cortos y para tiempos

largos lo cual nos dard una mejor perspectiva de como es la difusiéon de dichos procesos.



Capitulo 1

Motivacion

Movimiento Browniano y caminatas aleatorias

La motivacion para la realizacién de esta tesis se halla en la hipotesis de que la ecua-
cion de transporte da una descripcion alterna al marco tedrico de la caminata aleatoria
con velocidad estocdstica introducido y analizado en la referencia [1]. A diferencia de la
caminata aleatoria simple en una dimensién, en la que un caminante se mueve aleato-
riamente en saltos de longitud fija durante tiempos de viaje fijos (es decir, a rapidez
constante), en la caminata aleatoria con velocidad estocastica, el caminante se desplaza,
durante tiempos de viaje aleatorios con velocidad aleatoria (la longitud de desplazamiento
es también aleatoria, determinada por los valores del tiempo y velocidad de viaje). Este
proceso estocastico causa la difusion del caminante, por lo que dicho proceso de transporte
puede entenderse de manera general como el movimiento Browniano de una particula. Se
usa el marco tedrico de la ecuacién de transporte [2] que contiene como caso particular la
ecuacion de difusién para describir la mencionada caminata.

En este capitulo se revisara la caminata aletoria con velocidad estocdstica en una di-
mensién introducida en el articulo [1], la cual generaliza la caminata aleatoria simple en
tanto que considera una distribucion de probabilidad para la velocidad de los caminan-
tes. De este modo la mencionada caminata permite la descripcion de procesos fisicos y

biolégicos en los que la aleatoriedad de la velocidad es importante.

1.1. Caminata Aleatoria Simple

La caminata aleatoria simple en una dimension describe el movimiento de un cami-
nante que puede transitar de su posiciéon x al tiempo ¢ a otra posicién =’ a un tiempo

posterior ¢’ (' > t) con una cierta probabilidad. En el caso isotrépico dicha probabilidad

6



Capitulo 1. Motivacion 7

es independiente de la direccion de la transicién y del tiempo.

El caso més simple considera a un caminante que se mueve haciendo saltos (transi-
ciones) de longitud ¢ en intervalos de tiempo fijos 7. Asi pues, se puede considerar que
el caminante se mueve sobre una malla uniforme y unidimensional, diremos ademas que
el movimiento serd completamente aleatorio si la probabilidad de moverse en cualquiera
de las dos direcciones (derecha o izquierda) es igual a 1/2. De este modo, en la primera
transicion el caminante estd a una distancia § del origen, para la siguiente transicién el
caminante tendra dos posibilidades: en una estara a una distancia 2§ (con probabilidad i)
o habra regresado al origen (con probabilidad %), si continuamos asi, una trayectoria que
termine en m saltos del origen debera caminar a la derecha una cantidad de veces a y a la
izquierda o — m veces. Si éste camino tiene n transiciones totales, entonces 2ac — m = n,

asi « = (n+m)/2, por lo que hay <( ) caminos posibles por los que podria transitar

n+7;1)/2
por lo tanto la funcién de distribuciéon para la posicion m del caminante después de n

transiciones es,

n n n!
P(m,n) = <;> ((n—m)/Q) - 27[(n 4+ m)/2]![(n —m) /2]

la cual corresponde a la distribucion binomial. Se puede demostrar que utilizando la
aproximaciéon de Stirling para una n suficientemente grande, la Gltima expresion converge
a una distribuciéon Normal o Gaussiana para un tiempo, t = nr, suficientemente largo. Se
dice entonces que la posicion del caminante, x = md, estd normalmente distribuida con
media 0 y varianza §?t/7. Ahora tomando el limite 6,7 — 0, tal que §?/7 = 2D, donde
D es el coeficiente de difusion, finalmente tendremos la siguiente funcién de distribucion

de la posicion del caminante,

p ( t) 1 x?
xr,t) = exp|——1,
VAr Dt P 4Dt
la cual es la solucion fundamental de la ecuacion de difusién en una dimension
2

0 0

En esta tesis nos interesan dos resultados inmediatos el promedio del desplazamiento (x)

y el promedio del cuadrado del desplazamiento (x?). Es facil de demostrar que
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(x?) = 2Dt,

el primer resultado nos indica que en el promedio no tenemos una direccién preferente
de nuestro caminante. El segundo resultado es mas interesante debido a que el promedio
del cuadrado del desplazamiento muestra el comportamiento asintético de la difusion que

para este caso aumento linealmente con el tiempo y por lo tanto es de difusiéon normal.

[5]-

1.2. Caminata aleatoria en tiempo continuo (CTRW)

La caminata aleatoria en tiempo continuo (CTRW por las siglas del término en inglés
continuous time random walk) [10] en una dimensién, se basa en la idea de la caminata
aleatoria simple, con la diferencia de que en esta tendremos tiempos de espera transcu-
rridos entre dos saltos sucesivos, los cuales se obtienen de una funciéon de densidad de
probabilidad ¢ (z,t) a la cual llamaremos la funciéon de densidad de salto y puede ser
funcion de la posicion y del tiempo. De esta densidad de probabilidad podemos obtener

la distribucién de longitud de salto de la siguiente manera,

M) = [ dt va,t),

y la funcién de densidad de probabilidad para los tiempos de espera,

wit) = [~ de v(a.t),

por lo tanto A(z)dz da la probabilidad de que la longitud de un salto se encuentre en
el intervalo (x,x + dx) y w(t)dt la probabilidad de un tiempo de espera en el intervalo
(t,t + dt). Si la longitud de salto y el tiempo de espera, siendo variables aleatorias, las
suponemos independientes, podriamos encontrar la forma desacoplada de la funciéon de
densidad de salto, ¥ (z,t) = A\(x)w(t), si las suponemos acopladas, es decir, que la funcién
de densidad de salto tendrd la forma ¢ (x,t) = p(z|[t)w(t) o ¥ (x,t) = p(t|z)\(x), entonces
un salto implica un costo de tiempo o viceversa, es decir, en un lapso de tiempo dado el
caminante solo puede moverse una distancia maxima, para esta seccién emplearemos sélo

la version desacoplada es decir la variables aleatorias independientes.

Existen distintos tipos de CTRW que pueden ser categorizados por un tiempo de espera

caracteristico,

T = /°° dt w(t)t,
0
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y la varianza de la longitud de salto
»? :/ dx \(z)z?.

Con estas definiciones se puede describir un proceso de CTRW a través de la ecuacién

maestra generalizada apropiada, nosotros utilizaremos la siguiente,

n(x,t) = /_ O; dz’ / Tt ) D — 2t — 1) + 6(2)d(t), (1.2)

0

que relaciona la funcién de densidad n(x,t) de haber llegado a la posicién z en el tiempo
t, con el evento de salir de la posicién z’ al tiempo t', n(z’,t’). el segundo sumando en
la ecuacién 1.2 denota la condiciones iniciales de la caminata aleatoria, donde se escogen
como deltas de Dirac. En consecuencia, la funcién de densidad de probabilidad de que el

caminante esté en x al tiempo t es:

W(a, 1) = /Ot dt (. )0 (t— 1),

es decir el caminante llegé al sitio z en el tiempo ¢’ y no haberse movido desde entonces,

este ultimo esta definido por la probabilidad acumulada,

V() =1— /01t dt’ w(t'),

donde la densidad de probabilidad ¥(¢) asegura que ningtn evento de salto ocurra en el
intervalo (0,t), en el espacio de Fourier-Laplace la funcién de densidad de probabilidad

Wiz, t) es:
o 1—w(p)  Wo(k)

p 1=k p)

donde Wy(k) denota la transformada de Fourier de la condicion inicial Wy(z)

W(k,p) =

1.3. Caminata Aleatoria con Velocidad Estocastica

El movimiento aleatorio con velocidad estocastica es inherente a varios sistemas fisicos
y bioldgicos. Como ya hemos mostrado en la caminata aleatoria simple ademas de cambios
instantaneos en la direccion, tenemos longitudes de salto fijas y tiempo de salto fijo, por lo
tanto, la magnitud de la velocidad se mantendra fija v = §/7. Para un proceso cercano a
un sistema real, la velocidad v y el tiempo de salto 7 estan lejos de ser fijos o constantes, es
por ello que las consideraremos como variables aleatorias con funciones de densidad h(v) y

f(7) respectivamente. También consideramos una funcién de distribucién de probabilidad
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inicial, ng(z), al tiempo ¢t = 0 para la posicién x de una particula. Con dichas funciones
dadas, se quiere determinar la evolucién de la distribuciéon de probabilidad n(x,t) en
la posicion x para todo tiempo t, entonces consideraremos una cantidad adicional cuya

dindmica nos ayuda a determinar dicha distribucién, introduciremos la funcion v(x,t),

vz, t) = /_O:O dv /Ot v(ix —vr,t — 7)h(v) f(T)dT + no(x)d(t), (1.3)

Figura 1.1: Muestra un ejemplo de la evolucién de una caminata aleatoria con velocidad
estocéstica

la ecuacién 1.3 la llamaremos la frecuencia de cambios de velocidad y muestra la frecuencia
con la que la particula cambia su velocidad, es decir, una particula cambia su velocidad
en el punto (z,t) cuando en el anterior punto tenia una velocidad v en ([t — 7], [xr — v7]),
por ejemplo, en la Figura 1.1 notamos que si una particula cambia su velocidad en el
punto (z = 1 + x9,t = 7 + 7»), cuando en su anterior transicién tenia una velocidad vy
en el tiempo (t — 73) = 71 en la posicion (x — vamp) = 1 (donde vemos que xo = vaTy),
entonces dado los puntos anteriores podemos ver con qué frecuencia la particula cambia su
velocidad. Podemos apreciar el término del lado derecho tiene en cuenta que el producto
h(v)f(7) que es la probabilidad para una velocidad v y un tiempo de salto 7 ocurran (en
el ejemplo este producto es la probabilidad para que un salto con v, y 75 puedan ocurrir),
de igual forma tenemos en cuenta la distribucién inicial ng(x), donde ésta inmediatamente

cambia su velocidad en ¢ = 0 iniciando asi la evolucién del sistema.

Ahora expresaremos la distribucién de particulas n(z,t), con la ayuda de la frecuencia de

cambios en la velocidad
[e%¢] t
n(x,t) = / dv/ v(z —vr,t — 7)h(v)F(7)dr, (1.4)
—00 0

donde F(7) es la probabilidad de que la velocidad no cambia en un tiempo 7 de salto, es

decir, F'(1) asegura que las particulas no eligen otra velocidad antes de que estas pasen
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el punto (z,t) T
Fir)=1- [ ),

Podemos notar que la distribucién n(x,t) a un punto dado (z,t), es resultado de los
cambios de la velocidad en todos los otros puntos del pasado, esto quiere decir que en la
dindmica del sistema existe un tipo de memoria.

Las ecuaciones 1.3 y 1.4 son las que describen la dindmica del sistema tomando una
distribucion inicial ng(z, t) y dos funciones de distribucién para los saltos, estas ecuaciones
las podemos resolver analiticamente.

Primero calculamos la frecuencia de cambios en la velocidad v(z,t), esta la sustituimos
en la ecuacion 1.4 y aplicando la transformada de Fourier cambiando la variable x por la

variable k tenemos que:

w=[" { [ dn(v) /Oty(:c—vT,t—T) F()dre | d + ngo(2)8(2),

ik(vT)

multiplicando por e~ k(v7) a término del lado derecho de la ecuacién

Vg = /Ot hirvi(t — 7) f(7)dT + ngo(2)0(2), (1.5)

la ecuacion 1.5 es la transformada de Fourier para la frecuencia de cambios de velocidad,
donde los indices k y (k7) son las variables conjugadas de Fourier, ahora aplicamos la
transformada de Laplace cambiando a ¢ por p siendo esta la variable conjugada de Laplace

para el tiempo entonces,

= ~ at < / hisin(t — 7 f(F)dr + nko(a:)é(t)> et

usando la propiedad de la delta de Dirac para la distribucion inicial tenemos que

= [ ( / bt — 7) f(T)dT) e 4 o (),

multiplicamos el miembro derecho por e #7777

t [e'e)
ve= [ drf (e [ dtve(t = 1) + ngo(a),
0 0

identificando las transformadas de Laplace tenemos:

Vip = Vip [hka(T>]p + nkO(x)7
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despejamos v,:
k0o

1 (D))

si hacemos lo mismo con la distribucién de particulas n(z,t):

(1.6)

Vk:p

net)= [~ dv | " — vrt — TYh() F(r)dr,

aplicamos la Transformada de Fourier con respecto a la coordenada espacial x siendo k

la variable conjugada de Fourier entonces:

o) o0 t .
ng = / dx/ dv/ drv(x —vr,t — 7)h(v)F(1)e ™,
—00 —00 0

ikvr—ikvT

de igual forma multiplicamos por e entonces:

t
g = /0 dr F(m) it — 7),

aplicamos la transformada de Laplace intercambiando ¢ por p siendo la variable conjugada

de Laplace
00 t
Npp = /0 dt/o dr F(T)hgrvp(t — T)e ™",

multiplicamos la ecuacién por e P77

t o]
Ty :/0 dTF(T)hkTe_’”/O dtvy,(t — 7)e P47,

por lo tanto:
Nkp = [F(T) hir] ok, (1.7)

sustituimos la anterior expresién en la distribucion:

_ () hr] oo

C1- (e f ()], Y

nkp

esta es la exprecion analitica para la distribucién de probabilidad de una particula en la

posicion z al tiempo ¢ con velocidades aleatorias en la representacion en Fourier-Laplace.

Propiedades asintéticas

Antes de analizar los posibles regimenes de trasporte consideraremos dos ejemplos,
en el primero la velocidad tiene un valor constante, para el segundo ejemplo tomamos la

distribucién de velocidades como una Lorentziana generalizada tipica.
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En el primer ejemplo asumimos que la velocidad v puede tomar dos valores +v, por
lo tanto la distribucién de velocidades h(v) = [0(v —vg) + d(v + vg)]/2 y con tiempos
de salto exponencialmente distribuidos, f(7) = (1/79)exp (—7/7) entonces para k 'y p

pequenas es sencillo ver que
10,k
n = R A y 19
ke p + K27} (1.9)

Para la distribucién de tiempos de saltos con la ley de potencias f(7) =~/ (14t)"™ con

0 < v < 1 recuperamos los resultados para las caminatas de Lévy [6-8],

__ cos[p(y = 1)]
| p? + k25 [V/2 cos(py)’

Nikp

p

cos(p) = ————.
\ %+ k208

Para ilustrar la solucién, mostramos la inversa de Fourier-Laplace para el caso v = 1/2,
n(z,t) = 7 0(vot— | x |)(#*02 —2?)~"Y/2. En la Fig. 1(a)(de [1]) se traza en coordenadas re-
escaladas junto con resultados numéricos computacionales, donde se simula directamente
las rutas de un conjunto de caminantes aleatorios. Para comparar el resultado del modelo
de Caminata Aleatoria en tiempo continuo se muestra que una particula espera un tiempo
aleatorio 7 y luego hace un salto instantdneo de longitud | x |= v7 (linea discontinua y

simbolos abiertos en Fig. 1(a)).

Por otro lado, para el segundo problema consideremos por un momento el espacio de
dimensién arbitraria d > 1. Todas las ecuaciones anteriores siguen siendo validas si las
cantidades z,v y k son considerados vectores d—dimensionales. Tomando la distribucion
de velocidades en la Lorentziana generalizada (o de Cauchy) de: h(v) oc 1/(1 4 v2)(@+1/2]
independiente de la eleccion de distribucion de tiempos de salto, obtenemos una respuesta

sorprendentemente simple, para la densidad de particulas en el espacio y tiempo reales:

L v

[7(£2 + 22)](@+D/2’

la cual es la distribuciéon Lorentziana generalizada, el caso d = 1 representado en la
Fig.1(b) (de la Ref. [1]), este es un resultado muy notable ya que demuestra que una dis-

tribucion de velocidades Lorentziana se puede usar para cualquier distribucién de tiempos
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de salto. Observamos aqui que este resultado es muy poco probable que se recupere de
cualquier otro modelo de Caminata Aleatoria en tiempo continuo, ademés que un per-
fil Lorentziano de velocidades aparece en algunos fenémenos fisicos reales tales como la
turbulencia bidimensional y también es uno de los modelos de distribuciones de la teoria

cinética. [9]

Para el analisis de las propiedades asintéticas de la funcién de distribucién de proba-
bilidad 1.8, consideramos tiempos largos y escalas espaciales grandes, lo cual reflejado en
el espacio de Fourier-Laplace corresponde al limite k, p — 0, entonces tomaremos sé6lo

los primeros términos de la expansion de 1.8 con respecto a k y p pequenos.

En lugar de determinar todos los detalles del perfil de densidad solo mostraremos sus
propiedades de escala. Para hacerlo empleamos los resultados para el modelo estandar de
CTRW (Caminata Aleatoria en tiempo Continuo) [10]. Ahi se muestra que el perfil de
densidad tiene la forma n(x,t) = (1/t)*®(z/t*). Si las longitudes de salto se distribuyen
como una ley de potencia g(| = |) oc| = |7'72% y los tiempos de espera también tienen
una ley de potencia de ¥(7) oc t7177 el exponente en la funcién depende de la siguiente

manera:
v/26 0<p<l O0<y<l1

a=1:1/28 0<p<1 v>1 (1.10)
v/2 g>1 0<y<l.

En la Fig.2 de [1] nos muestra un diagrama fase de los posibles regimenes de transporte en
el modelo de caminata aleatoria con velocidad estocastica, donde ¢ y v son los exponentes
en la ley de potencias para las distribuciones de velocidad y del tiempo respectivamente.

El escalar resultante esta dado por a: x oc t¢.

Los resultados mostrados en el articulo [1] de las simulaciones numéricas con varios ex-
ponentes 7 colapsan excelentemente en la curva tedrica y confirman la independencia del

perfil de densidad de la distribucién del tiempo de vuelo.

En cuanto a las aplicaciones del modelo, observamos que cualquier proceso fisico o biologi-
co real puede involucrar a otras caracteristicas tipicas de caminatas aleatorias, como la
persistencia, los tiempos de espera, multidimensional, etc. Se pueden agregar al modelo,

sin embargo, aumentaria significativamente el espacio de parametros.

En los siguientes capitulos retomaremos los resultados mostrados con anterioridad, com-
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parandolos con la ecuacién de transporte generalizada y a su vez trataremos de ver las

posibles conexiones entre estas, antes de ello revisemos algunos conceptos.



Capitulo 2

Conceptos Fundamentales

Los sistemas alejados del equilibrio termodindmico son ubicuos en la naturaleza y son
de gran interés en muchas areas del conocimiento. En fisica, uno de los aspectos de interés
corresponde al estudio del movimiento de particulas que a priori estan alejados del equi-
librio, teniendo como paradigma de estos sistemas al Movimiento Browniano. La teoria
del Movimiento Browniano, con sus respectivas generalizaciones, puede aplicarse no solo
al movimiento de particulas Brownianas “pasivas”(particulas inertes sujetas a fluctuacio-
nes de origen térmico), sino a una gran variedad de entidades més complejas que son
capaces de absorber energia de su medio ambiente y usarla en su beneficio disipandola
para producir su propio movimiento. A este tipo de entidades se les denomina "particu-
las autopropulsadas”. Un ejemplo claro de particulas activas corresponde al movimiento
de organismos biolégicos (bacterias, células, peces, aves), aunque en los tltimos anos se
han desarrollado particulas coloidales que se valen de diversos mecanismos de autoforesis
para propulsarse, como lo son las particulas de Jano (dios romano del cambio a menu-
do representado con dos caras que miran en direcciones opuestas), consisten de esferas
micrométricas de silicio con un semihesferio recubierto de platino y que usan los efectos
de una reacciéon quimica en el solvente circundante (peréxido de hidrégeno) para auto-
propulsarse. Mostraremos y describiremos las distintas expresiones que describen procesos

difusivos en funcion de las condiciones iniciales y de movimiento impuestas a las particulas.

Para poder dar una idea mas clara sobre lo que son estos tipos de sistemas es necesario

previamente establecer algunos conceptos teodricos.

16
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2.1. Movimiento Browniano Libre

En 1828 cuando el botanico llamado Robert Brown observo que granos de polen sus-
pendidos en un cierto liquido y vistos a través de un microscopio, realizan un movimiento
irregular, este extrano movimiento fue objeto de muchas discusiones formuldndose todo
tipo de hipdtesis con la intension de dar una explicacion al fenémeno observado, en par-
ticular nombremos las de Langevin, él formul6 la ecuaciéon fundamental para este tipo de
movimiento (la cual lleva su nombre). El movimiento Browniano se refiere al movimiento
erratico de una particula microscépica suspendida en un medio, que en general podemos
considerarlo en un estado de equilibrio térmico caracterizado por una temperatura 7'. La
evolucion temporal de la posicion de la particula sometida a un movimiento Browniano se
puede aproximar a escalas de tiempo cortas mediante la ecuacion de difusion, la difusion
de particulas es un movimiento aleatorio caracterizado por cambios abruptos y frecuentes
de direccion esta aleatoriedad de las particulas es el resultado de la colision con moléculas
presentes en el medio, es decir, el movimiento Browniano es un sistema alejado del equi-

librio termodindmico.

La constatacion de que el movimiento Browniano es una manifestacién de las fluctuacio-
nes estadisticas entre los microestados de un sistema termodindmico, tuvo para el estudio
de los sistemas fuera de equilibrio consecuencias de mayor alcance para los sistemas que
se mantenian dentro de este. En el equilibrio, el orden con que los sucesos se producen es
irrelevante; las fluctuaciones entre los microestados dificilmente da lugar a un macroes-
tado observable. Para sistemas fuera de equilibrio, sin embargo, el orden temporal de los

acontecimientos resulta de suma importancia.

Hay muchos microestados en esencia indistinguibles asociados con un macroestado, por
lo que la termodinamica estadistica trata de hablar sobre el estado de equilibrio termo-
dindmico a escalas de tiempo significativamente grandes, si observamos los microestados
relacionados, podemos decir que el macroestado no alcanza estrictamente el equilibrio

termodinamico.

2.2. Caminatas aleatorias su relacion con movimiento

Browniano

Si introducimos una particula en un medio, el cual esta constituido por moléculas las

cuales golpearan a la particulas causando que su posicién al tiempo cero sea, Sy entonces
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transcurrido un tiempo n su posicién sera S, = Sy + >ir; x;, donde los incrementos en
cada paso de la particula son x1, 9, x3, ..., si suponemos que estos son variables aleato-
rias independientes y distribuidos de forma idéntica, entonces el proceso {S, : n > 0},

esta escalado por:
_ St

vn

este tipo de movimiento puede verse como un caminante aleatorio donde los desplazamien-

W (t) tel0,1],

tos son causados por los golpes de las moléculas antes mencionadas, cuando n — oo,
W™(t) converge en una distribuciéon para el movimiento Browniano estdndar, es decir, el

movimiento Browniano aparece como el limite de una caminata aleatoria para n grande.

2.3. Teoria de Langevin

La ecuacién formulada por Paul Langevin (2.1) contiene dos fuerzas caracteristicas,
una fuerza de resistencia (friccién) y una fuerza fluctuante, aleatoria o Browniana (la
fuerza total que actiia sobre una particula Browniana es la suma de estas) que a tiempos
cortos, la fuerza que domina es la fluctuante. En intervalos de tiempo largos predominan
los efectos de la fuerza de resistencia. La fuerza total equivale a la masa de la particula
multiplicada por la aceleracién producida por ambas componentes. Aqui m y v = z/(t)
son la masa y la velocidad de la particula Browniana respectivamente, —(v es la fuerza
de friccién, proporcional a la velocidad y el coeficiente de friccion puede estar dado por

la ley de Stokes ( = 6mna, si la particula tiene forma esférica con radio a.

m‘z — —Cv+8F(t), (2.1)

El término 0F(t) en la ecuacién (2.1) representa una fuerza aleatoria originada por los
bombardeos de la particula Browniana con las moléculas del medio. Por hipotesis, dicha

fuerza estd sujeta a dos condiciones,

(GFE) =0 y (SF(t)F(s)) = 2BS(t — s), (2.2)

donde B mide la intensidad de los impactos o la magnitud de la fuerza fluctuante y es
funcion de la temperatura del medio. La primera condicién en esta hipdtesis (2.2) indica,
que la fuerza aleatoria no empuja hacia ningin lado de manera preferente, lo cual es
consecuencia de suponer que el bano térmico esta en equilibrio termodinamico. La otra
hipétesis expresa que los impactos varian con mucha rapidez y de hecho, la funciéon delta

d(t — s) indica que no hay correlacion entre impactos para un intervalo finito (¢ — s).
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2.3.1. Teorema de fluctuacion-disipacion

La manera mas simple de describir el teorema de fluctuacién-disipacion es, si tomamos
las expresiones anteriores (2.2) y resolvemos la ecuacién (2.1) al calcular el promedio del

cuadrado de la velocidad podemos llegar a que,
B =kgT¢, (2.3)

la ecuacién (2.3) se conoce como el teorema de fluctuacién-disipacién del primer tipo. Este
relaciona la intensidad B del ruido aleatorio o la fuerza de fluctuacion con la magnitud ¢
de la disipacién o friccién. En otras palabras, esta relacion expresa el balance de friccion,
que tiende a llevar al sistema a un estado en equilibrio, y el ruido, que tiende a mantener al
sistema activo. Este balance es necesario para tener un estado de equilibrio termodinamico
a tiempos largos. Como caso particular, cuando el coeficiente de friccion ¢ esta dado por

la ley de Stokes, la ecuacién (2.3) tiene la forma particular de B = 6mnakgT.

2.4. Einstein

La interpretacion de Einstein se basé en que la velocidad de la particula Browniana
no es una magnitud definida (efectivamente entre dos medidas consecutivas, la particula
choca multitud de veces cambiando su velocidad de direccién y modulo, llegando incluso

a anularse muchas veces). Los dos puntos principales de la solucién de Einstein son:

i) El movimiento de los granos de polen esté provocado por el gran nimero de impactos
con las moléculas del liquido en que estan inmersos.
ii) El movimiento de las moléculas es tan complicado que sélo se puede describir proba-

bilisticamente en términos de un gran ntmero de impactos independientes.

Entonces cada particula ejecuta un movimiento que se asume independiente del de to-
das las demds y ademds dos movimientos de la misma particula (en distinto tiempo)
son también procesos independientes. Einstein encontré que la funcién de distribucion de

particulas cumple la ecuaciéon diferencial de difusion 2.11 cuya solucién es:

1 o2

e )
VAar Dt

si calculamos la raiz del promedio al cuadrado del desplazamiento obtenemos lo siguiente:

n(x,t) =

a, =/ (22(t)) = 2Dt



Capitulo 2. Conceptos Fundamentales 20

La importancia radica en que este promedio al cuadrado del desplazamiento resulté ser
el punto de comparacién con la teoria desarrollada por Langevin y la desarrollada por

Einstein.

2.5. Difusion

Una de las ecuaciones fundamentales de para el estudio de sistemas fuera de equilibrio
es conocida como la ecuacion de calor la cual gobierna la conduccién térmica en medios
materiales continuos.

aTr 9
o= aveT, (2.4)
donde T'(z,y, z,t) representa la distribucién de temperatura en un medio como funcién
del espacio y del tiempo, o es un parametro positivo que depende de las propiedades del

medio, este mide la facilidad con la que el calor se puede transmitir a través de él.

Un fenémeno importante de este tipo es la difusién molecular, la mejor manera de describir
este fenémeno es mediante un ejemplo concreto, como el que se presenta a continuacion.
Considerése un recipiente lleno de agua en equilibrio hidrostatico. Sabemos que, desde
un punto de vista microscopico, en el recipiente hay un enorme nimero de moléculas de
agua, cada una de las cuales no estd en reposo sino que se mueve aleatoriamente debido
a sus continuas colisiones con moléculas vecinas, con una rapidez promedio que depende
de la temperatura. Supéngase ahora que en el centro de la masa de agua se deposita una
gota de un liquido coloreado, por ejemplo una gota de tinta con una jeringuilla. En el
momento de depositar la gota (si la sustancia se a elegido adecuadamente) se podra ob-
servar claramente la region ocupada por la nueva sustancia, con una frontera nitida que
la separa del resto del volumen de agua. Sin embargo, con una rapidez que depende de
la sustancia elegida, esa frontera se ird difuminando y la sustancia coloreada va invadien-
do toda la region que inicialmente sélo contenia agua, hasta que finalmente la tinta se
habra extendido por todo el volumen de manera homogénea, lo cual se manifiesta en una

coloracion uniforme del liquido.

La explicacion microscépica de ese proceso es lo que se llama difusion molecular. La
gota de tinta consiste en otro ntimero enorme de moléculas de una nueva especie, que
también se mueven en direcciones aleatorias con una rapidez promedio dependiente de la
temperatura. En un punto préximo a la superficie de la gota habra moléculas de tinta
que se moveran hacia el interior de la gota, pero también habra otras que se moveran en

el sentido opuesto, escapando de la regiéon inicial y disolviéndose entre las moléculas de
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agua. Las colisiones de las moléculas de tinta con las moléculas de agua que las rodean por
todas partes hacen que aquellas mantengan una distribucion isétropa de velocidades en
cualquier punto del liquido. Si en un punto dado se considera un elemento de superficie con
una determinada orientacién (una pequena area plana AS con normal n), en un instante
dado habra moléculas de tinta que atraviesen ese elemento de area en los dos sentidos. En
el caso de que la concentraciéon (nimero de moléculas por unidad de volumen) de tinta
sea distinta a ambos lados del elemento de superficie, habra un flujo neto de moléculas
de tinta a través de AS desde el lado en donde la concentracion es mayor hacia el lado
en que es menor. La relacién cuantitativa entre la cantidad de flujo neto y las variaciones

de concentracion de un punto a otro viene expresada por la denominada ley de Fick:
j=-DVn (2.5)

en donde n(r,t) representa la concentracion de moléculas, j(r,t) el flujo neto en ese pun-
to, definido como el niimero de moléculas que atraviesan un area unidad por unidad de
tiempo, y D es un parametro que depende del tipo de moléculas inyectadas y que se
llama coeficiente de difusion. Este coeficiente da una medida de la facilidad con la que las
moléculas de una especie (tinta) pueden moverse a través de las de la otra especie (agua).
Esta ley empirica, que tiene un amplio rango de validez, fue propuesta originalmente en
1855 por un fisiélogo aleman, Adolf Fick (1829-1901). La distribucién en el espacio y en
el tiempo de las moléculas de la nueva especie estd gobernada por la (2.5), y también
por la restriccion de que el nimero total de moléculas se mantiene constante (se excluyen
problemas més complejos en los cuales pueden intervenir ademds reacciones quimicas.)
Esta ley de conservacién del nimero de moléculas (ni se crean ni se destruyen, sélo pueden
trasladarse, o fluir, de un sitio a otro) se expresa matemdticamente mediante la llamada
ecuacion de continuidad. Se trata de una de las ecuaciones basicas en distintos campos
de la Fisica, y aparece siempre que alguna magnitud fisica esta sometida a un principio

de conservacion local.

Sea, A una regién acotada dada en el sistema, es decir, un trozo dado del volumen total
ocupado por el liquido. La cantidad total N4(t) de moléculas de tinta que hay dentro de

A en un instante t es:

Si j(r,t) representa el flujo de moléculas, por unidad de area y de tiempo, en cada punto,

el nimero total de moléculas que salen de A a través de su frontera 0A por unidad de



Capitulo 2. Conceptos Fundamentales 22

tiempo sera:
flujo neto saliente = / j - nda, (2.6)
DA

en donde n es la normal exterior en cada punto de 0A: Ahora bien, por la ley de conser-

vacién, la pérdida neta de moléculas en A por unidad de tiempo, —d—tA es justo igual a

ese flujo saliente, de modo que se tiene:

d 5 .
7 /An(r,t)d r=/3 nda, (2.7)

la primera integral en esta ecuacién puede transformarse mediante la regla usual para
derivar integrales dependientes de parametros, ya que se supone que se cumplen todas las

condiciones de suavidad requeridas:

d N
£/An(r,t)dr—/A 8td T,

la segunda integral en la (2.7) puede transformarse en una integral sobre la regién A

utilizando uno de los resultados fundamentales del Analisis Vectorial, el teorema de la

/ j'nda:/V'jd?’r,
0A A

asi la ecuacién (2.7) la podemos reescribir como:

on A
/A<at+vq>dr_0, (2.8)

puesto que el razonamiento anterior es valido para cualquier eleccion de la region A, el

divergencia:

integrando de (2.8) ha de ser nulo en cada punto del interior del volumen y en cualquier
instante de tiempo. Esto permite expresar el principio de conservacion de una forma local,

que es la que habitualmente se denomina ecuacion de continuidad:

on .

si ahora se combina la ecuaciéon de continuidad,(2.9) , con la ley de Fick, (2.5), se obtiene

finalmente la relacion:

on
— = DV? 2.10
que en una dimesion es:
2
on _ pomn (2.11)

ot a2’
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La teoria que explica como se lleva a cabo el comportamiento de las particulas y de las
variables que intervienen en el proceso de difusion, es la teoria de transporte la cual nos
ayuda a comprender analiticamente como es que ocurren dichos procesos estocasticos y

la importancia que podrian llegar a tener.



Capitulo 3

La Ecuacién de Transporte y su

generalizacion

En este capitulo mostraremos la derivaciéon de la ecuacién de transporte equilibrando
las distintas condiciones a los que estaran sujetas las particulas. En los procesos de trans-
porte, la evolucion de un sistema es el resultado del comportamiento de dos factores que
compiten entre si. Por un lado la presencia de fuerzas externas que aportan al sistema
masa, impetu o energia, hace que este se aparte del estado de equilibrio inicial y evolu-
cione hacia configuraciones de no equilibrio.

En situaciones alejadas del equilibrio termodinamico es conveniente plantear balances de
diversos mecanismos por los que las particulas pueden moverse a través de un medio,
entonces las fluctuaciones no evolucionan de manera arbitraria sino que deben satisfacer
el teorema de fluctuacién-disipacion que establece una relacién entre la respuesta del sis-
tema a una perturbacion externa la correlacion de la variable estoscastica. Una particula
Browniana efectiia un movimiento aleatorio, pero la correlacion de la fuerza que origina el
movimiento, es proporcional al coeficiente de difusiéon A través de éste balance podemos

obtener distribuciones de probabilidad que rigen la evolucién del sistema [2].

3.1. Derivacién de la Ecuaciéon de Transporte

Empecemos considerando un volumen arbitrario V' en el espacio de posiciones y velo-
cidades, y calculamos el cambio con respecto al tiempo del nimero de particulas n(r, v, t),
si ignoramos fuerzas macroscopicas que podrian cambiar la trayectoria de las particulas
en V, es evidente que los mecanismos que pueden cambiar el nimero de particulas en

dicho volumen son las colisiones, fugas y fuentes a través de la superficie de V' esto es:

24
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[Cambio de particulas con respecto al tiempo/=[Cambios debido a fugas] +[Cambio de-
bido a colisiones/+[Cambio debido a difusion +[Fuentes],

podemos expresar esta condicion de equilibrio como sigue:

/d3rnrvt) :—/dSJrvtd3v+/ dr ( n) d311+/ d%(g?) v+
coll v ‘

dif f
/ d*S(r,v,t)d*v
v

donde S(r,v,t) es la funcion de densidad de las fuentes existentes en el volumen V,

(%—?) , el cambio con respecto al tiempo de la densidad de particulas n(r,v,t) debido
CO

a colisiones y (%’Z)d,ff debido a difusién. Al elegir un volumen arbitrario, podemos agregar
12

la derivada parcial con respecto al tiempo dentro de la integral sobre V' ya que este no

depende del tiempo y con ayuda de la ley de Gauss reescribimos la integral para la

contribucion de fugas como una integral sobre el volumen
/dS-j(r,v,t)d% = / d*rv-j(r,v,t) = / d*rV-vn(r,v,t) = / d*rv-Vn(r,v,t), (3.1)
s 1% v v

por lo que notamos que V- vn(r,v,t) = v-Vn(r,v,t) donde r y v son variables indepen-

dientes.

La siguiente expresion muestra el concepto que relaciona la funciéon de densidad de co-

rriente con la densidad de corriente angular j(r, v, t)
j(r,v,t)dSdv = vn(r,v,t)dSdv, (3.2)

donde el nimero de particulas n(r,v,t) atraviesan un drea dS con velocidad v en un

tiempo ¢,

Si sustituimos la expresion 3.2 en la condicién de equilibrio obtendremos la siguiente

/dgrd3 { +v-Vn(r,v,t) — (8n> —S} =0
ot coll

por lo tanto, para un volumen V arbitrario la ecuacién anterior se satisface si y solo si, el

expresion,

integrando es idénticamente cero:
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on on
5 +v-Vn(r,v,t) = <8t>cou + S, (3.3)

llegando a una ecuacién en derivadas parciales para la densidad de particulas n(r, v, t), la
cual es la forma general adoptada por la ecuaciéon de transporte, podemos simplificarla un
poco considerando el caso donde el cambio total con respecto al tiempo en una densidad

de particulas local es el cambio de la densidad debido a colisiones y fuentes:

Dn on
- | + S’
Dt ot coll
es decir % es el cambio total de la densidad de particulas n(r, v, t) con respecto al tiempo

t, lo que sigue es expresar la derivada total con la regla de la cadena expresando dicha

derivada en derivadas parciales:

Dn _0n  ovon  ovon
Dt Ot Otor Ot ov’

entonces identificamos la velocidad como (V = %‘;) y a la aceleracion con ayuda de la
segunda ley de Newton como (% = %), sustituyendo

on  Oron  Ovon oOn on  Fon
ot "otor " otov ot Y

o mov’
donde el gradiente lo tendremos presente en notacién en derivadas parciales % =V
siendo grad(n) = g—f. La ecuacion 3.4 es la forma estandar de la ecuacién de transporte,

ahora si consideremos el término de difusion y sin considerar fuentes externa sin fuentes

de particulas [2].

oy oy FenOn _ (003 (O (3.4)
ot o mov \odt)_, ot diff' '

Para simplificar los calculos en los siguientes capitulos, escribiremos la ecuacién en una

dimensién y no consideraremos fuerzas externas

on on on 9°n on
ot —H}ax a ( >cozz P (35)

ot 902 Ty

donde el término difusién es:

aﬁ —D827n+ aﬁ
ot diff_ ov? 71}81}’
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observamos que el ultimo término del lado derecho de la expresién anterior, caracteriza
el término de arrastre en el transporte difusivo y el siguiente término del lado derecho,
donde tenemos el coeficiente de difusiéon D, el cual es un valor que representa la facilidad
con la que las particulas se moveran dentro de un medio. Cabe mencionar que para los
siguientes casos mostrados en el desarrollo de esta tesis no se considerara el término de
colision sin embargo este es de suma importancia por lo cual, en el apéndice A se discute
un poco mas sobre dicho término y en el apéndice B se muestran algunos métodos de

soluciones para los casos més simples.

3.2. Casos particulares de la ecuaciéon de transporte

Para mostrar la importancia de la ecuacion 3.5 mostramos algunos casos particulares
que han surgido en varios campos, presentandolos muy brevemente en sus aplicaciones

mas populares.
Difusion

Como caso particular e inmediato de la ecuacién de transporte es la ecuacion de difu-
sion. Supongamos que el término de arrastre es considerablemente mayor comparado con
la velocidad (7 — o0), por lo tanto la velocidad de las particulas serd considerablemente
pequenia (v — 0), entonces el movimiento de las particulas dependerd tinicamente de las

propiedades del medio (D) en el que se difunden.

on 0°n
o _pon
ot 0x?

Caminatas aleatorias en biologia

La modelaciéon matematica del movimiento de animales, microorganismos y células es
de gran relevancia en los campos de la biologia, la ecologia y la medicina. Los modelos de
movimiento pueden tomar muchas formas diferentes, pero las més utilizadas se basan en

las extensiones de procesos de caminata aleatoria.

Aqui mostramos a p(x, v, t) la funciéon de densidad de los caminantes, entonces la densidad



Capitulo 3. La Ecuacion de Transporte y su generalizacion 28

total de caminantes en el lugar x se da al integrar sobre todas las velocidades resultando:

n(x,t) = /OO p(z,v,t) dv,

—00

si tomamos la densidad total a ¢ — 0 entonces || — oo y que los cambios en la velo-
cidad se distribuyen como una ditribuciéon de Poisson con intensidad A que depende de la
posicién z, por lo tanto, A~! es la media del tiempo entre los cambios de direccién, defini-
remos la reorientacién T'(v, v') como la probabilidad de un cambio en la velocidad de v" a v
dado que si ocurre una reorientaciéon no negativa y normalizada para que [T'(v',v) dv =1
para toda v’. Supongamos que T'(v',v) es independiente del tiempo entre saltos. Se pue-
de demostrar que la ecuaciéon gobernante, conocida como la ecuacién de transporte
lineal que para este proceso en una dimension es:

ZZZ + vgi =—-A\p+ )\/_Z T, v)p(x,v',t) dv', (3.6)
en general, el interés esta en los primeros momentos para la velocidad, si introducimos la

velocidad promedio:

n(x, t)u(x,t) :/ p(z,v,t)v dv,

—00

integrando 3.7 sobre todas las velocidades, nos da una ecuacién para n en términos de u

on  On-u)
o ox =0

similarmente multiplicando 3.7 por v he integrando sobre todas las velocidades resulta:

d(n - u) < QJup ., [ / /
T%—/_@vadv— —)\(n'U)+)\/_oo/_ooT(vav)p(xavat) dv'dv. (37)

Cabe senalar que la anterior ecuacion describe un proceso general, del cual muchos son
modelos bésicos de caminatas aleatorias, por ejemplo, si suponemos que los caminantes
se mueven con una velocidad v fija (constante), solo hay dos velocidades posibles +v, —v,

entonces tendremos el caso de la caminata aleatoria simple. [11]
Transporte de neutrones

Para describir la difusién de neutrones a través de un medio, definimos n(r,v,¢) como
el espacio fase de densidad de neutrones ¢(r, F, Q, t), donde E es la energia por unidad
de Volumen,ﬁ el angulo solido y r vector de posicion en el instante ¢, interpretamos a

Y (r,v) como la caracterizacién de la seccién transversal macroscépica de interacciones
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neutrén-nucleares. Dado que la teoria del transporte de neutrones es esencial solo una for-
ma especializada de la teoria cinética de los gases en la que el gas de neutrones se difunde
a través del fondo gas de los ntcleos, podriamos esperar que los conceptos y la notacion
de la teoria cinética del gas puedan ser adaptado directamente. Sin embargo, debido a la
naturaleza bastante especializada de la problemas y las aproximaciones utilizadas en el

transporte de neutrones, es acostumbrado a adoptar una notacion algo diferente:

10

s + Qo+ S = / dE'/QZ " B, — Do(r, B, ) + s

con las condiciones iniciales y de contorno [2]:

o~ o~

o(r, E,Q,0) = po(r, E£,9Q)

o(r, E,Q,t) =0 Q-e,<0 (super ficie libre).

Altas energias, transporte de particulas cargadas

Si tratamos de aplicar una ecuaciéon de transporte similar a la utilizada para describir
transporte de neutrones o foténes a procesos con alta energia (por ejemplo, electrones o
iones ligeros). Existen dos fendmenos fisicos bastante diferentes que caracterizan el trans-

porte de particulas cargadas de luz, y nos conduce a un enfoque matematico algo diferente:

i) Las fuertes pero frecuentes colisiones de las particulas con iones pesados en el cual

ocurre poca transferencia de energia.

ii) Frecuentes colisiones débiles con electrones atémicos, que dan lugar a trayectorias

de particulas irregulares.

Por lo tanto, generalmente se comienza el estudio del transporte de particulas carga-
das mediante el uso de una descripcién independiente de la energia para tener en cuenta

las colisiones elasticas con iones pesados.

10¢

— 40 vp+ T = /QE O Q)lr,0, Q) + 5, (3.8)

luego se introducen las frecuentes colisiones débiles, que dan lugar a la energia pérdida
mediante el uso de una teoria de desaceleracion continua en la que es asumido que la

pérdida de energia en una longitud de ruta dada & es conocido y expresado en términos
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de dE/d¢. Luego usando dE = vdt podemos transformar la variable independiente en la

anterior ecuacion reescribiendo [2]:

e 210 vt S = /QE F s Q)p(@Y) + s, (3.9)

3.3. Generalizacién de la ecuacién de transporte

La forma 3.4 de la ecuacién de transporte esta limitada a eventos que podrian des-
cribirse como esencialmente localizados en tiempo y espacio, es decir, existe una gran
variedad de procesos de transporte en que ya no podemos suponer que el camino libre
medio de la particula es mucho més grande que el rango de las fuerzas de interaccion (por
ejemplo, un plasma o un gas denso y en nuestro caso la variacion estocastica de la velo-
cidad). Para dichos procesos debemos generalizar la forma de la ecuacién de transporte,
para permitir eventos que no son necesariamente instantaneos 6 localizado en el espacio.
Entonces la siguiente expresiéon muestra la forma més general de la ecuaciéon de transporte

en una dimension se puede escribir como:

0 0 Fo

£+vaz m@Z / dT/ da:/ dv Y (V' — v, 2 — zt—T7)n(@, v, 7)+9(z,0,1),
(3.10)

donde el término de colision se ha generalizado para tener en cuenta los procesos no

localizados. El término J(x,v,t) que aparece depende del valor inicial y con frecuencia

desaparece en el tiempo rapidamente lo suficiente para que pueda ser ignorado.

El kernel Y (v — v,2" — x,t — 7) representa la colisién o la difusion de las particu-
las, aunque la expresién explicita para estos kernel pueden escribirse en términos del
comportamiento microscoépico del medio anfitrion, la determinacion de estas cantidades
sigue siendo una tarea para nada trivial, y generalmente se aproximan utilizando calculos,
modelados o medidas experimentales. En muchos casos los kernel de colision o difusion

dependeran de forma no lineal de la funcién de distribucién de particulas n(z,v,t) [2].
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Bajo condiciones de difusion libre, las propiedades estadisticas del movimiento de una
particula, como es el caso del promedio del cuadrado del desplazamiento, dependen del
tiempo por un lado, es decir, no alcanzan un estado estacionario, y por otro lado, exhiben
las caracteristicas de equilibrio del fluido en el que se mueve la particula. Lo anterior se
manifiesta explicitamente en el promedio del cuadrado del desplazamiento, que en una
dimension se expresa como (z?) = 2Dt, donde D es el coeficiente de difusién, que depende
de la temperatura del fluido (donde se mueve la particula), y ¢ es el tiempo. El promedio al
cuadrado del desplazamiento es medida conveniente para describir el movimiento erratico
de una particula Browniana, ademas su dependencia con el tiempo ¢ es de gran ayuda

para describir la forma en la que las particulas se difunden.

A nivel microscopico una particula suspendida en un medio se ve sometida al bombardeo
continuo de las moléculas de dicho fluido (si suponemos que una sola molécula choca con-
tra la particula dificilmente podria tener suficiente impetu para que la trayectoria de la
particula se vea afectado), entonces cuando un gran ntimero de moléculas chocan con la
particula en la misma direccion y este impetu no es cancelado por otras moéleculas circun-
dantes, simultaneamente, producen un cambio significativo en la trayectoria. Como ya se
mencioné el movimiento Browniano es un efecto aleatorio, la trayectoria de la particula
en suspension cambia imprescindiblemente en razon de las fluctuaciones arbitrarias de la

velocidad de las moléculas circundantes.

31
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Caracterizaremos un proceso de transporte del cual determinaremos la evolucién tem-
poral de una distribucién de probabilidad P(x,v,t) de que una particula se encuentre en
una posicion dada xr moviéndose con velocidad v al tiempo t. Por lo tanto debemos de
generalizar el concepto de la densidad de particulas, la naturaleza aleatoria de eventos de
particulas interactuando nos obliga a introducir un campo de densidades de probabilidad
ya que no podemos dar el niimero exacto de particulas en una regién en un tiempo dado

sea
N(x,t)dz = nimero esperado de particulas en dz sobre z al tiempo t.

Es importante subrayar aqui que N(z,t) caracteriza solo el valor esperado o la densi-
dad de particulas promedio en (z,t), aunque el conocimiento de la densidad N(z,t) seria
suficiente para muchas aplicaciones desafortunadamente no hay ecuacién adecuada que

describa cuantitativamente y la mayor parte de la fisica de la situacién.

El estado de la particula puntual clasica puede caracterizarse especificando la posicion

x y la velocidad v de las particulas entonces definimos la densidad,

n(x,v,t)drdv =valor esperado de particulas en dz sobre = con velocidad en dv,

sobre v al tiempo t

esta funcién contiene toda la informacién que es usualmente requerida para descripcion
de una proceso de transporte, por ejemplo podemos integrar n(z,v,t) en todo el espacio

de velocidades, obteniendo la densidad de particulas,

[e.9]

N(z,t) :/ n(x,v,t)dv,

—0o0

en algunos casos especiales n(z, v, t) podria ser ficil de calcular. Por ejemplo, si las particu-
las estdn en equilibrio térmico a temperatura 7' entonces, n(x,v,t) se convierte en la

familiar funcién de distribucién de Mazwell — Boltzman

m \3/? mu?
n(z,v,t) — ngM(v) = ng (27rkT> exp {_ZkT} :

donde ng es la densidad promedio de particulas de un sistema homogéneo.
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Para normalizar n(z,v,t) dividiremos por la densidad de particulas N(x,t),

n(x,v,t)

P(z,v,t) = N(z.1)

esta terminologia es 1til por que P(z,v,t) se identifica como la probabilidad o funcién de

densidad con la normalizacién.

< n(x,v,t)
P(z,v,t) = — Ly =1,
( ) —o00 N(.CC, t)

lo cual es facil de demostrar [2]. Si aplicamos este concepto en la ecuacion de transporte,
sin considerar eventos de colisién 3.5 tendremos como resultado la ecuaciéon de Krames-
Fokker-Planck para una particula Browniana correspondiente a la descripcién de Langevin
(fuerzas de arrastre y fluctuante):

0P oP  O?°P 0

— 4+ v—=—=D,+ — (vyP), 4.1

ot or  ov? " 81)(7) (4.1)
donde 7 es el coeficiente de friccion de las moléculas del fluido y D, es el coeficiente de
difusién con unidades [velocidad ? tiempo™?], el cual depende de la temperatura, de la
viscosidad y del tamafio o forma del fluido, en pocas palabras D,, representa la facilidad
con la que una particula Browniana se movera a través del medio. Los términos del lado
derecho de la ecuaciéon representan el término fluctuante y el término de arrastre respec-

tivamente.

Resolveremos la ecuacién 4.1 usando la transformada de Fourier cambiando la variable x
por su variable conjugada de Fourier k, aplicando la transformada de ambos lados de la

ecuacion obtenemos:

~ (9P 9P @ [ PP
- el — (—y~P —ikr _ / 7Dv —ikx
/oodx<8t+vax+8v( v )>e g P

entonces:

oP, . P, O* P,
= P.—~ | P +v=—") =D,——
En + kv P, ”y<k+vav> R

donde Py representa la transformada de Fourier, de P(z, v, t) denotando k como la variable
conjugada, si aplicamos de nuevo la transformada de Fourier pero ahora cambiando la
variable v por [ siendo esta su variable conjugada de Fourier, en ambos lados de la

ecuacion resulta:
8Pk-7ﬁ

ot

0P,
+(By — k) 8;5 = —3°D, Py 5,
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la ecuacion anterior se puede resolver con el método de caracteristicas ya que es una

ecuacion diferencial parcial de primer orden entonces interpretando que la derivada total

con respecto al tiempo de Py 5 es:

dP.s 0Py  dkOPus  dB0OPug

dt ot dt Ok dt 98’
identificamos que:
dk
— =0 4.2
dp
o =By ), (13)
dP
P = 32D, Py g, (4.4)
dt ’
cuya solucién de la primera ecuaciéon es k(t) = ko = cte, La solucién de la segunda
ecuacion diferencial la podemos encontrar con el método del factor integrante
Bt) =" (50 - k) +Z (4.5)
v gl
Lo que sigue es sustituir la anterior ecuacién en la ecuacion (4.4)
dP K\ k]’
P e (Bo—Z |+ =] DB 4.6
haciendo un poco de algebra a la ecuacién anterior :
AP, 5 - k\ , k\ kK2
===l | fo—— | +27 | Bo— = | =+ | DubFp,
dt g vy
6 equivalentemente,
AP, 5 - k\ . E\ kK2
B et (By— 2 420 (By— =) S+ 2| D,
P gl )
la cual puede integrarse inmediatamente obteniéndose
k) k
poy o |0 ey ) e
n(—")=-D, | (e —1)+ ——2 ("= 1) + —t 4.7
(P(O)kﬁ> 2 ( ) th ( ) th D
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donde Py, es la condicién inicial para P, Ahora para tener a P g en términos de w, 3,

(ver apéndice B) de la ecuacién (4.5) y sustituimos en (4.7)

L 2
=
In (&ﬁ):_pv <7(1ew)+2"/‘(55) (1- )+ )

2y 72 72

de las cual de obtiene Py 5(k, 5,t):

k 2
<ﬂ B 7) —27t Qk k —t k2
Pyp(k, 8,t) = Poysexp |— DvT (1—e) + = B— > (1-e) + t
(4.8)

donde Pk se refiere a la condicién inicial a ¢t = 0. La expresién (4.8) corresponde a la

fucién caracteristica de P(x,v,t),

1\ 2
F(k, B,1) D <ﬁ_ 7> (1—e)+ 2h (B k) (1—e) + e
s M =exXpy Ly |7/ —¢€ D) - —€ ) )
2y 7 g 7
(4.9)
cabe mencionar que en el caso donde se consideran deltas de Dirac para las condiciones

iniciales, la ecuacion (4.9) corresponderia a su funcién caracteristica.

Usaremos la ecuacion (4.9) para calcular el promedio al cuadrado del desplazamiento
y el promedio al cuadrado de la velocidad, (z?) y (v?) respectivamente, siendo estos el
segundo momento de cada una de las variables aleatorias que tenemos en la ecuaciéon. Pri-
mero encontramos el primer momento de (z), al ser § es la variable conjugada de Fourier
para v podemos ver que si 8 = 0, lo que significa en la ecuacién (4.9) que estamos inte-

grando sobre todas las velocidades en la inversa de Fourier-Laplace de F, facilitdindonos

)

asi los calculos para los momentos del desplazamiento x.

F, = exp {—k2Dv l2i3 (1 — 6—27t) _ 33 (1 _ 6—%) 4
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obteniendo el promedio del desplazamiento:

dFy,

= —2kD, ll (1—e") - 2 (1—e) + 1215] «

23 3 v
exp (-kaQ [2173 (1—e") - 723 (1—e) + ;tD :

en k = 0 tenemos que:
dF},

dk

derivando de nuevo obtenemos:

d;];k =-2D, lQl’V?’ (1 — 6_2%) — ; (1 — 6_7t> + 71215] *

exp (—k2DU [2; (1 — 672%) — 33 (1 — eﬂt) + f;t})

=0 = (x)y =0,

2
+ [Qva {2; (1 — 672%) — 33 (1 — eﬂt) + ’712tH *
exp (—kQDv [2173 (1 — e’27t) — 723 (1 — e*'yt) + ;tD ;

de igual forma haciendo k£ = 0 tenemos que:

d* I, 1 2 1
(], e 0 5 0

d*F,

dk?

y teniendo en cuenta que para la ecuacién caracteristica = —(x?) para k = 0, por

lo tanto el promedio al cuadrado del desplazamiento es:

(z%) = 2D, [2}y3 (1—e") - 723 (1—e) + 71275] ,

realizando la aproximacion a tiempos largos vt > 1, tenemos que el segundo momento:

2tD,

es decir, el promedio al cuadrado del desplazamiento aumenta linealmente con el tiempo

por lo tanto, la difusién es normal. Haremos lo mismo pero ahora con la velocidad v,
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cambiando v por § y a x por k con la transformada de Fourier. Tomando los desarrollos
en series de Taylor de las exponencial, es decir, tomaremos la aproximacion a tiempos

cortos para el promedio al cuadrado del desplazamiento esto es:
e =1 — 2yt + 297 — 433 /3 4 .

et =1—yt+~7*2/2 =33 /6 4 ...,

tomando hasta el cuarto término de la expansién y lo sustituimos en la expresion del

promedio al cuadrado del desplazamiento resulta:

(x%) = §t3Dv, (4.11)

para poder calcular el promedio al cuadrado de la velocidad lo que haremos ahora sera po-

ner a k = 0 para facilitarnos los calculos para los momentos de v.

2Dv
sl )

Derivando con respecto de [3:

dFk,B(w = 0767t)

D, .y °D, ot
a3 = —Flows <67 (1—e 2y )) exp (— [p% (1 — e )D,

haciendo § = 0 tenemos que el primer momento resulta ser:

ahora derivamos de nuevo con respecto de p resultando:

(2 e[ 0]

y haciendo 8 = 0 tenemos que:

d?[Fy. slk—o D, ot
i [0 1- ]
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por lo tanto:

para la aproximacion de tiempos largos vt > 1 tenemos que la velocidad cuadratica media

tiene la siguiente forma:
D,
(v?) — =2, (4.12)
f)/

la cual es una constante y la definiremos como

vg = dfracD,,

Ecuacion de KFP como un caso particular de la caminata alea-

toria con velocidad estocastica

Recordemos la siguiente expresion obtenida por medio de la ecuacién de transporte
(Kramers-Fokker-Planck):

oy 2%k k 2
Py, = Pogpexp{ — N9 (1 — e’w) + — (p — 7) (1 — e’”t) + ?t D, ,

haciendo a p = 0 ya que al hacer esto en el espacio de Fourier-Laplace, es como si v — o0

entonces obtenemos:

ahora haciendo vt >> 1 para tiempos largos tenemos que:

k? 3k
Pk(k,t) = P(O)keXp {— [fﬂt — W] Dv} s

3 2
despreciando el término o Aplicamos la transformada de Laplace a la anterior expre-
i

> k*D,
Py p(k, p) = P(o)x/o dt exp {—t ( " + p) } 7

sion:




Capitulo 4. La Ecuacion de Kramers-Fokker-Planck (KFP) Generalizada 39

kD, k%D, —du
sea u = —t + p | entonces du = — +p | dt = dt = ——5——— entonces
72 72 k DU
2
la integral es:
Poy
Pkyp(k7p) = k,QDU'
p+—

Al comparar este resultado con la ecuacion 1.9 nos damos cuenta que al poner la siguientes
. -1 2 D’U ’ . .2
relaciones, 7p = 7 y v5 = — tendriamos exactamente la misma ecuacién hay que

resaltar que para poder llegar estas dos ecuaciones se tomaron en cuenta las mismas

restricciones (tiempos largos,Fourier-Laplace,etc.)

Poy no.k

= — = —. 4.13
M0+ K2 roud ke p + k2108 (4.13)

4.1. Kramers-Fokker-Planck Generalizada

La ecuacion 4.14 es una generalizacion de la ecuaciéon 4.1 dicha generalizacion es obte-
nida a través la ecuacién 3.10 (sin considerar el término de colisién) aparece una funcién
(o kernel) ¢(t — s) donde dicha funcién es definida a partir del fenémeno de transporte
(para eventos no localizados) que se quiera estudiar, lo tomaremos como una funcién de
memoria en el tiempo, es decir, las transiciones o saltos hechos con anterioridad repercu-

tirdn en la evolucion del sistema para las siguientes transiciones.

opP 0P t 0 0?
s + Vs = /0 ds [avva + @DUP o(t — s), (4.14)

en la ecuacion 4.14, dado que no tenemos explicitamente la forma de la funcién ¢(t — s),
no la podremos resolver exactamente ya que los efectos no locales antes mencionados
dependen del sistema que queramos describir, para ello aproximaremos la solucién con la
ayuda de los polinomios de Hermite

an

v/vg) = (—1)"e" /% ————
Ha(ufo) = (1) o

se puede notar que se tiene un cambio de variable para adimensionar la expresién de los

e Vv n=0,1,2,.. (4.15)

polinomios de Hermite. Elegimos los polinomios de Hermite ya que forman un sistema
completo, y buscamos soluciones con condiciones de frontera naturales correctas en el espa-

cio de velocidad —oo < v < 00, esta es la principal ventaja con otros conjuntos completos.
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Proponemos la como solucién a la siguiente expansion:
e 2 /,,2
P(x,v,t) =Y Py(x,t)H,(v/ve)e " /™, (4.16)

n=0

donde v3 = D, /7, al sustituir la solucién en la ecuacién 4.16

Z Hne_”2/”g +v / dso(t—s) va e~ 4 —D H,e —v*/ug
= ot ox ov?
multiplicamos por H,,(v) he integramos en las velocidades:
X [ 2,2 [ OP, 0P,
dvH,, Hye /% | =" 1=
7;)/_00 ! ¢ ( ot v Ox >
62 2 /0,2
Z/ dsp(t — s)P, [ / dvH,,—vH,e "% + D, / dvH,, i 5 Hpe™ /”0], (4.17)
realizamos las integrales por separado:
/ dvH,, —vH eV = —/ dvH! H,ve /%, (4.18)

2

/_ dvHy s e = /_ dvH] o Hoe N = /_ dvH[He ", (4.19)

sustituyendo las ecuaciones 4.18 y 4.19 en 4.17
/d5¢t—8 { / dvH' Hve”/”0+D/ dvH" H, —v2/v3’

ahora sabemos que las relaciones de recurrencia de la derivada del polinomio de Hermite

son las siguientes:

UOHTIn = ZmHm,l, (420)
4dvmH,,_
VEH" = 2omtim-1 omH,,,
Vo

Observamos que, si bien sélo tiene sentido considerar polinomios de Hermite con indice
positivo, las expresiones 4.20 puede ser extendida a n = 0, aunque haga parecer un fac-
tor H(v)_1. En general, las relaciones recurrencia que obtendremos pueden considerarse
validas para cualquier indice entero, adoptando la convencion de que los polinomios con

subindices negativos tienes el valor cero.
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Utilizando las relaciones de recurrencia el lado derecho de la ecuacién es:

— [ 4mD, 9 D
Z/ d8¢(t_S)Pn [( i - 2m’7>/ dU*Hm 1H, e_v /v _ m / dvH,, H, 6—112/110
—_n7/0 UO

donde las siguientes integrales son las relaciones de ortogonalidad de los polinomios de

. ., 2 /.2
Hermite con la funcién de peso e’ /%:

/ d’Uf 1H e’ /UO = \/_Qn 1n'5m 1,n— 1+\/_2 (n+1)‘5m 1,n+1,

/ dvH,, Hye V1% = /72010, (4.21)
por lo tanto el lado derecho de la ecuacion 4.17 es:
S t
Z/ dso(t — s)2mP,
n=0"0
2D,
[( ~ ) (\/Ezn—ln!(sm_l,n_l + /72" (n + 1)!5m_1,n+1) — <

0

2mD,

) Vs,

ahora trabajemos el lado izquierdo de la ecuacion 4.17:

(V72" 61 + VT2 (0 + D6 mni),

< aP op,
2]
(\/_ Monm) + -

n=0
por lo tanto el lado izquierdo de 4.17 es:

8mel
ox

0P, OP,, _
WﬁQmm!ﬂLWJAUO (ﬁQm(m+1)!) + vo(v/m2" " (m))),

simplificando ambos lados de la ecuaciéon tenemos que la ecuacion 4.17 es:

0P, 0P, 1 0P, t 1 (2D,
1)+ = = - — | — =~ | Ph_a — ymP,
BT + e vo(m + )—1—21)0 /Odsgb(t s) [2(@8 7) 2 — Y m],
(4.22)
para m =0
oFPy, 0P
il Il ey |
ot or

param =1
8P1 8P2 anpo . ¢
St D+ 550 == [ dselt = s)Pi ],
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para m = 2

8P2 8P3 v08P1
W‘f‘oa( /dqbt—s [(

7>P0+2’YP2‘|7

podemos observar que en m = 0 la ecuaciéon obtenida es idéntica a la forma diferencial
de la ecuaciéon de continuidad donde el segundo término representa la masa que sale por
unidad de tiempo a través de la superficie de un volumen y el primer término representa

la variaciéon de masa por unidad de tiempo.

Transformamos la ecuacién 4.22 con ayuda de la transformada de Fourier intercambiando

asi la coordenada espacial x por k siendo esta la variable conjugada de Fourier:

_ _ ke _

P+ Poorikvg(m + 1) + ﬂpm = / dsé(t — s [ ( ’y) P, o— ’yum]
(4.23)

Ahora aplicaremos la transformada de Laplace en la ecuacién4.23 intercambiando a ¢t por

p siendo la variable conjugada de Laplace

_ _ kvo ~ — [1 (2D, _ _
0

donde P = ]3(/), k) y P,(0) = C,,. Ahora resolvemos para m = 0, 1 entonces no conside-

raremos P, resultando:

m=0
pﬁo — C() + ﬁlikvo = 0, (425)
m=1 ”
~ ITRVN =~ — ~
PP+ =" Py = —9(t) P, (4.26)

entonces tenemos un sistema de ecuaciones 4.25 y 4.26. De 4.25 tenemos que:

. Cy—pP,
PZO PLo

4.2
ikvo ( 7)
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ahora sustituimos 4.27 en 4.26, despejamos Py:
_ Oy
PO = )
LA
2|p+ |
calculamos la segunda derivada de P, y en k = 0 resulta:
?P Co
Ok*  p2 gy —p|’
por lo tanto, el promedio al cuadrado del desplazamiento es:
C 2
(@%)g = —220 | (4.28)
P [év =]

Consideramos de nuevo la ecuacion 4.24 pero ahora tomaremos en cuenta m = 0,1, 2 sin

tomar en cuenta a P3, Entonces tenemos el siguiente sistema de ecuaciones: m = 0

~  Cy— pP
b= Oik:vﬁo
m=1 .
(P‘%W)ﬁlﬂin/onfﬁlek;(Jﬁo:O,
m=2

N~ ikvg ~ ¢ [2D, ~
(p+2¢’y)P2—OQ+2OP1—Q2$[U2—‘|
0

sustituimos 4.29 en 4.31, despejando Py:

~ ~ 2D,
202—00+P0<p+¢[ —71>

vg

= 2(p+267)

?

sustituimos 4.29 y 4.32 en 4.30, despejando Py:

_ 2Co (p+ ) (p+267) — 26202 (2C; — Co)
By = _ — —,
20 (p+&7) (p+207) + k203 (3p + 47)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)



Capitulo 4. La Ecuacion de Kramers-Fokker-Planck (KFP) Generalizada 44

de igual manera calculamos la segunda derivada y evaluando en k& = 0 obtenemos:

[32130] - [ (4C5 — Co) 20Co 1
ok? plp+ ) (p+207)  p2(p+ dv)

por lo tanto el promedio al cuadrado para el desplazamiento con m = 0,1, 2 es:

(4.34)

= [ UG-G _xie, ]
plp+ov)(p+207)  p2(p+ o)
Determinacion de la condicidon inicial

Tenemos que la condicién inicial C), puede ser calculada de la siguiente forma. Primero

sabemos que:

P(z,v,t) ZP (, t) Hy(v)e /7%,

entonces para t = (0
P(z,v,t=0)= Y P,(z,t = 0)H,, (v)e~"/7%,

entonces multiplicamos ambos lados de la ecuacién por H,,(v) e integramos sobre todas

las velocidades:

/ dvH,, P(z,v,t = 0) / Ao, Py(,t = 0)Ho(v)e~ /%,

/ dvH,,P(z,v,t =0) = 2"/mm!P,(z,t = 0),

Realizando la transformada de Fourier intercambiando z por su variable conjugada de
Fourier k:

Cp = /OQ dvH,, P(k,v,0).

1
2my/mm! J-

Ejemplos de condiciones iniciales

Gaussiana de equilibrio.

Supongamos que P(z,v,0) = 8(z)g(v) y con la Transformada de Fourier P(k,v,0) = g(v)

]_ o)
Cn = W/—oo dem(U)g(U)v
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6—1}2/21]8

vV 27T’U()

consideremos que g(v) = , que es la Gaussiana de equilibrio , al sustituir tenemos

que:

e—UQ/QUg

1 e
Com o [ b
2mﬁm' —00 v <U) 271'?]0

por lo tanto:

Co = Cy=——. (4.35)

-

Deltas de Dirac.

Consideremos que las condiciones iniciales son de la forma P(z,v,0) = 6(z)d(v), por

]_ 0
Cn = S /_  dvH, (0)3()

entonces las condiciones iniciales resultantes son:

lo tanto:

Co=—  Ch=——r (4.36)

4.2. Promedio al cuadrado del desplazamiento (PCD)
de la ecuaciéon Kramers-Fokker-Planck Genera-

lizada

Primero consideremos la solucion 4.16 propuesta para la ecuacion de Kramers-Fokker-
Planck si calculamos el promedio al cuadrado del desplazamiento (PCD, por sus siglas)

directamente de la solucion tenemos que:

Z/ dx z*P, :Bt/ dv H,(v)e /", (4.37)

entonces notamos que el término del lado derecho de 4.37 es de la siguiente forma

o0

= > (@)nfn = (@ fo + (@)1 fi + (%) fo + ..., (4.38)

n=0

donde

= /OO dx 2P, (x,t),



Capitulo 4. La Ecuacion de Kramers-Fokker-Planck (KFP) Generalizada 46

v fn €l resultado al integrar los polinomios de Hermite,
fn= /_OO dv H,(v)e /",
a partir de la relacion de ortogonalidad 4.21, se puede demostrar que:
fo = VTon0,

por lo tanto la ecuacion 4.37 se puede escribir como:

<$2> = Z<x2>nfn = <$2>0\/E- (4.39)

4.2.1. Promedio al cuadrado del desplazamiento de la ecuacion
de Kramers-Fokker-Planck 4.14

Consideremos el promedio al cuadrado del desplazamiento 4.34, para la expansion

hasta el tercer término de 4.14:

(4Cy — Co) v 202Cl
plo+d7)(p+207) 0 (p+ )

9

supongamos que ¢ es de la forma ¢ = §(t), entonces la transformada de Laplace es: ngﬁ =1,

si sustituimos este valor y calculamos la inversa de Laplace, la ecuacion 4.34 es:

<$2>0 = —(402 — Co) Ug [e‘”t <€_7t — 1) + 11 +

200218
,72 2 2 2

. e =1+, (4.40)

por otro lado al sustituir las condiciones iniciales 4.35 mostradas con anterioridad tenemos

que:

(x%)o = 2;’ <7t +e 7 — 1) : (4.41)
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aqui nos damos cuenta que el PCD obtenida con ¢(t —s) = 0(t) converge a el 4.10 obteni-
do de KFP en su forma estandar lo que quiere decir que la aproximacién para m = 0, 1, 2
es suficientemente precisa, ya que si los coeficientes de arrastre y difusion no dependen del
tiempo entonces tenemos que la solucion limite, es la solucion estacionaria de la ecuacion
KFP ,es decir, si tenemos dos soluciones distintas a tiempos largos estas dos funciones

coinciden

Para tiempos cortos usando la serie de Taylor para la exponencial a segundo orden, tene-

mos que:

(%) = (2%)ov/7 = v3t?, (4.42)

el anterior resultado se puede recuperar con la ecuacién 4.8, la cual es la solucién a la
ecuacion de KFP estandar, si la condicién inicial es tomada al igual que 4.35, donde se
considera una delta en la coordenada espacial x y una Gaussiana de equilibrio para la

velocidad v.

Por otro lado al considerar el resultado con las condiciones iniciales 4.36 que es el re-
sultado de considerar dos deltas de Dirac, entonces el PCD 4.34 es:
2
<ZE2> = gthv,
donde notamos que si consideramos deltas en las condiciones iniciales y en la funcién ¢

recuperamos la forma de la ecuacién 4.1 y por lo tanto recuperamos la forma del PCD

tanto para tiempos cortos como para tiempos largos.

4.2.2. Memoria Exponencial

Consideremos una memoria de tipo exponencial tal que ¢(t — s) = ae =% ya que
podemos considerarla como un modelo adecuado para la distribucion de probabilidad del

tiempo de espera entre dos hechos, transformando la al espacio de Laplace tenemos que:

o
a+p’

¢ =
entonces considerando el promedio al cuadrado del desplazamiento,

(4C, — Cy) V2 (p + a)’ 2Co02 (p + )

(@%(p)) = plp(p+a)+apl[plp+a)+2ay]  p*lp(p+a)+ar]]’
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con las condiciones iniciales usadas con anterioridad

2v5(p + @)

) = P [p(p+ ) +ar]’

encontrando la inversa de Laplace de dicha expresion:
t oT
(2%(t)) = 21}3/ (t—r1) [6_7 cos(br) + Sin(bT)} dr
0

donde b* = a(y — ¢ ), entonces, para tiempos largos tenemos que:

t 2D
22(t)) — 202 [1 = "t 4.43
{2*()) i el e (4.43)
para tiempos cortos:
D,
(2%(t)) — 203t? = =212, (4.44)
v

cabe resaltar que para la ecuacién 4.43 tenemos que la condicién para b debe de ser positiva
para no tener soluciones de forma imaginarias, entonces si tenemos que « (”concentracién
inicial”) es més significativo en cortos periodos de tiempo, la constante de arrastre v debe

de cumplir que v > ¢ para que las soluciones sean no sean irracionales.

4.2.3. Ley de potencias

Consideremos a la funcion ¢(t—s) = y*1(t—s)* como una ley de potencias, calculando

la transformada de Laplace tenemos que:
Blp) =TT (a)p~ Y a> -1,

entonces para encontrar la expresion para el promedio al cuadrado del desplazamiento
sustituimos el anterior resultado en 4.34 y considerando las condiciones iniciales de la

seccion 4.1 tenemos que:
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si hacemos la siguiente aproximacién (p — 0) lo que significa que (t — o0) ! , es decir,

tendremos la aproximacién para tiempos largos la cual es:

@) — Lﬂ (7“+2F2(Z?2) plot ”)] ’

(4.45)

calculando la transformada inversa de Laplace de la ecuacién 4.2.3,

9 2t~ 2
(z°(t)) — [7%2 (a)T( a)l o> —1.

entonces para cuando « toma valores en el intervalo, (—1 < a < 0), tenemos sub-difusién

no podremos tener otro tipo de de difusién ya que estrictamente o« > —1.

Por otro lado consideremos la siguiente aproximacién (p — 0o) lo que significa que

(t — 0), es decir, tendremos la aproximacién para tiempos cortos la cual es:
. 1
@0 — 203 | 5]
calculando la transformada inversa de Laplace
(2%(t)) — vit?, (4.46)

la cual coincide con la el resultado 4.42, siendo estos de forma super-difusion

4.3. Caminata aleatoria con velocidad estocastica vs

Kramers-Fokker-Planck generalizada

En esta seccién compararemos las transformadas de Fourier-Laplace para las ecuacio-
nes 1.8 correspondiente al resultado mostrado en la seccion 1.3 y 4.33 correspondiente al

resultado de la ecuacion de KFP.

!Esto debido al teorema del valor inicial o primer teorema Tauberiano que dice; si existen los siguientes

limites lim (z2(p)) de la transformada de Laplace de t y lim(z?(t)), entonces lim (2(p)) = lim (z3(t))
p—>00 t—0 p—r00 t—0

de la misma forma el segundo teorema Tauberiano dice que lir% (T2(p)) = 75lim (22(t))
p— —00
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La ecuacién 4.33 la podemos llevar a una forma parecida a la ecuacion 1.8, que es:

Co (kzv(i(Q)C&QC(/)\) )

=~ p p(ptov)(p+2¢7
P = _ , 4.47
0 k202 (3p+467) ( )

2p(p+¢w) (p+2dw)

por lo tanto si queremos encontrar la descripcion en su descripcién como un caso particular

de la ecuacion de KFP tenemos que resolver las siguientes ecuaciones:

- k*v2 (3,0 + 4&7)
20 (p+7) (p+207)

Oo k2’l)g (202 — Co)
F(7)hir), = — — — —,
Tl s P p (p + cbv) (p + 2¢v)

[hka(T)]ﬂ -

(4.48)
a partir del resultado anterior del lado derecho se deduce lo siguiente:
=N _ 4 2,,2
¢(T) _ (5[h/€7'f(7—)]p + 4k UO)
4[hk7f(7_)]p'7
(5l () + 28— 82l Sy P )+ 3248)

Alhier f (7)o

Caso particular

Consideremos el ejemplo utilizado con anterioridad para la caminata aleatoria con
velocidad estocastica donde tenemos que la funcion para la velocidad y el tiempo de salto

h(v) = < (506 = o) + 6(v + 1)) F(r) = L~ exp (—7/m), (4.50)

2 7o

y entonces las expresiones 4.48 son:

To(pTo + 1)77/k:0 [h f(T)] _ (pTo + 1)
(p7o + 1)2 + k20373’ u P (pro+ 1)2 + k20318

[F(T>hk7]pnk0 =

por lo tanto:
To(pTo + 1)nk0 . C() /{321}(2) (202 - Co)

(o + 172+ k2088 p p(p+67) (p+207)

(p70 + 1) k203 (3p+407)

(p10 +1)% + k2vi1g _Qp (p + &y) (p + 2(757) 7
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utilizando la expresion 4.49 tenemos que la ecuacién para gg(T) es:

~ — (ba + 4k*vEb) + \/(5ap2 + 4k202b)* — 8ap? (2ap? + 3bk2v3)
30) = = S sy

donde a = (pro+1) y b = [(pro + 1)* + k*v37Z], la expresion 4.51 corresponde a la funcién

(E(p) para su descripcion en la ecuacion 4.33.



Capitulo 5
Conclusiones

La ecuacion de Kramers-Fokker-Planck (KFP) es de especial importancia en la fisica,
ya que constituye un marco tedrico sencillo, mas no trivial, para estudiar procesos de
tipo difusivo, en este trabajo se consideraron dos formas de dicha ecuacién, una en su
forma estdndar y la otra en su forma general (ambas en una dimensién) y ademéas de
determinar la solucién exacta para el caso estandar y proponer una solucion con ayuda de
los polinomios de Hermite para el caso general, fue de nuestro interés encontrar conexio-
nes con alguna de dichas soluciones para un modelo de caminata aleatoria con velocidad
estocdstica, en concreto, para un ejemplo expuesto en la seccién 1.3 el cual considera fun-
ciones de distribucién de salto para la velocidad (+v) y para el tiempo (exponencialmente
distribuido). Bajo ciertas condiciones la ecuacién de KFP en su forma estandar (capitulo
4) toma la forma de la solucién de dicha caminata aleatoria 4.13, esto sugiriere que a
partir de la ecuacién de KFP se puede hallar la forma de la ecuacién para una caminata
aleatoria en su descripcion como un proceso de transporte, lo cual se logra con la ecuacion
de KFP general estableciendo un puente entre el marco teérico para la caminata aleatoria
con velocidad estocastica y el de la ecuacion generalizada de KFP 4.49, es decir, podemos
pasar de una descripcion a la otra con dicho puente, de igual manera se puede considerar
distintos tipos de funciones de distribucion h(v), f(7) y con ayuda de la funcién ¢(t — s)

encontrar las distintas conexiones entre otros tipos de descripcién de caminatas aleatorias.

Para la ecuacion de KFP 4.14 como un caso de la ecuaciéon de transporte, al no po-
der dar una solucién de manera exacta, debido a la insercién de la funcién ¢(t — s), se
propone la solucién con ayuda de los polinomios de Hermite 4.16, llegando a una soluciéon
aproximada, como ejemplo tomamos dos funciones distintas, considerando una funcion
o(t — s) = ae~=9) la funcién conocida como un decaimiento exponencial y una fun-

cién como una ley de potencias, para hacer notar como dichas funciones afectan la forma

52
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de la soluciéon. Comparando el promedio al cuadrado del desplazamiento para los casos
donde tenemos una funcién de memoria exponencial 4.43 con la ecuaciéon de KFP 4.10
a tiempos largos el promedio al cuadrado del desplazamiento es el mismo para ambos
casos, la forma en que se difunden las particulas sigue de forma lineal (difusién normal)
esto es de esperarse ya que la influencia de una funcién de tipo decaimiento exponencial
serd insignificante para tiempos suficientemente largos como es nuestro caso. Por otro
lado cuando consideremos un efecto no local que sigue una ley de potencias ocurre de
manera inversa que si consideramos la memoria exponencial, la expresion para tiempos
largos cambia significativamente, comparada con la expresiéon del promedio al cuadrado
del desplazamiento de KFP 4.11, esto es de esperarse ya que si se considera una ley de
potencias en el tiempo los efectos no locales seran mas significativos a escalas de tiempo
grandes, y para cuando comparamos los PCD 4.46 para la ley de potencias y 4.42 para
KFP a tiempos cortos estos coinciden, tomando en cuenta que se considero una (§(t — s))
esto también es de esperarse ya que los efectos no locales considerados como una ley de

potencial para tiempos suficientemente cortos no son significativos.

Cabe resaltar que al proponer a ¢(t — s) = §(t — s), y al sustituirla en la ecuacién 4.34, se
recupera la expresion para el promedio al cuadrado del desplazamiento para tiempos lar-
gos, este de difusién normal (lineal), es decir, la solucién propuesta para el truncamiento
(m =0, 1, 2) es plausible, ya que las dos soluciones convergen a la misma solucién para
tiempos largos (t — 00), si esto no sucediera tendriamos que considerar mas términos
en la expansion. Por otro lado para tiempos cortos los promedios al cuadrado del des-
plazamiento coinciden para la ecuacion de KFP generalizada 4.42 y para KFP estandar
4.10 esto es de esperarse ya que al tratarse tanto de condiciones iniciales como ¢(t — s)
como deltas de Dirac, entonces recuperamos la ecuacion 4.10 y de igual manera al consi-
derar condiciones iniciales como 4.35 en la ecuacion 4.8 recuperamos el mismo promedio
al cuadrado del desplazamiento a tiempos cortos y como se mencion6 también a tiempos
largos esto refuerza el hecho que la solucion propuesta antes mencionada para la ecuacion

generalizada de KFP es sin duda alguna suficientemente precisa.

En general la ecuacién de KFP, juega un papel importante en problemas que impli-
can ruido, por ejemplo, en circuitos eléctricos, en sistemas bioldgicos a la fisica del laser,
la difusiéon en potenciales periddicos, etc. Las fluctuaciones son una caracteristica muy
comun en una gran cantidad de campos. Casi todos los sistemas estan sujetos a influen-
cias externas o internas complicadas que no se conocen completamente y que a menudo

se denominan ruido o fluctuaciones. La ecuacion de KFP se ocupa de las fluctuaciones de
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los sistemas que se derivan de pequenas perturbaciones, cada una de las cuales cambia

las variables del sistema de una forma impredecible.



Apéndice A

Variable estocastica

Una wvariable estocastica X esta definida por

1.- Un conjunto de posibles resultados. a este conjunto se le suele denominar rango,

conjunto de estados, espacio de muestreo, o espacio de fases.

2.- Una distribucion de probabilidad sobre este conjunto.

Distribucion de Densidad o Probabilidad

La distribucién de probabilidad, en el caso de un rango unidimensional continuo,

estd dado por una funcién P(z) no negativa y normalizada en el siguiente sentido

/°° P(x)de = 1 (5.1)

—0o0

donde la integral se extiende sobre todo el espacio. La probabilidad de que la variable

estocastica X tenga un valor entre x y = + dx es P(z)dz.

El conjunto de estados y la distribuciéon de probabilidad definen completamente a la
variable estoca stica X, sin embargo un nimero de conceptos adicionales son usados fre-
cuentemente. El promedio o valor de espectacio n de cualquier funcién fx definida en el

mismo espacio de la variable X es

(f@) = [ J@)P)de, (52)

en particular (z™) = u,, se denomina el m-ésimo momento de X, promedio o media.

59
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Funcion caracteristica

Dada una variable aleatoria continua X su funcién caracteristica, que se denota me-

diante @x(t) para t real se define como,

ox(t) = / Z ¢t fy () d, (5.3)

donde fx(z) es la funcién de densidad de la variable aleatoria X
Momentos

Cuando los momentos de una variable aleatoria existen, se pueden calcular a través de

las derivadas de la funcién caracteistica y tomando la variable real ¢t = 0,

Px(0) = iz),

y Tomando la segunda derivada en ¢ = 0
P (0) = —(2%),
de modo que podemos tener una relacion entre las derivadas y los momentos,

PP (0) = ™ (z),



Apéndice B

Métodos de soluciones de la ecuacién de transporte

cuando el término de colision no esta presente

Estudiaremos algunos métodos de solucién a la ecuacion de transporte, primeramente

consideremos el caso en el que no hay término de interaccién o colisién es decir (8—”) =0

ot )coll
es decir, las particulas no interaccionan entre si estas solo estaran en interaccion constante

Y

con las moléculas donde estén sumergidas.

En este caso la ecuacién (3.4) se reduce a la ecuacion de Liouville la cual puede resolverse
utilizando el método de las caracteristicas, simplificaremos nuestro analisis considerando
el caso en una dimensién. Para el caso en que no existen fuerzas externas (Fi,; = 0)

tendremos la siguiente ecuacion diferencial.

on on B

A

El método de las caracteristicas consiste, en considerar el cambio total en el tiempo de la

funcién de densidad n(z,v,t)

dn _on dron  dvon
dt Ot dt Oxr = dt Ov’

he identificaremos las siguientes ecuaciones para las curvas caracteristicas x(t) , v(t):

dx
dv

57
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la solucién a estas ecuaciones nos dan una familia de soluciones para n(z(t),v(t),t) y
entonces a partir de la curva inicial (condiciones iniciales), podemos encontrar la solucién

para la funcion de densidad de particulas, deducimos que
n(x(t),v(t),t) = no,

dn
donde ng es la densidad en t = 0 y esta dada por las condiciones iniciales, ya que i 0

entonces su solucion es una constante.

Las expresiones para las curvas caractericas son
v(t) = v

x(t) = xo + vot

Entonces dadas las condiciones iniciales, la funciéon de densidad para todo tiempo t se
puede deducir poniendo las condiciones iniciales xy vy en términos de x(t) v(t) para

encontrar la solucién a todo tiempo para n(z,v,t), es decir,
vy = v(t)

xo = x(t) — v(t)t,

Asi la funcién de densidad n(x,v,t) queda determinada por
n(z,v,t) = n(xg, vy, t = 0) = n(x — vt,v,0),

Podemos observar de la soluciéon dada es que para funcién de velocidad inicial para cual-
quier tiempo no cambiard ya que esta se mantiene constante como v(t) = vy para cualquier
tiempo, entonces la funcién para posicién para una particula dada cambiara constante-

mente proporcional a esta velocidad.

Este método se puede extender de manera inmediata al caso cuando hay una fuerza
externa F,,; solo si dicha fuerza es lineal en las coordenadas. Por ejemplo para el caso en
el que F.;; = g, g— constante, (el caso mas interesante es cuando tenemos F = —kx)

entonces tenemos la siguiente ecuacion:

on on g@i_

on AT ey
8t+v 8:r+mav ’
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ahora como en el ejemplo anterior:

dn_On_ drdn  dvdn
dt ot dtoxr  dt Ov’

identificamos las siguientes expresiones para las curvas caracteristicas:

dn

— =0
dt ’
dz

= — u(t
=),
v _ g
dt  m’

entonces deducimos lo siguiente:

n(x,v,t) = no,

donde ng es la condicién inicial a ¢ = 0

n(x,v,t) = n(xg,vo,t = 0),

dx
= — ot
o = (),

g t?
1) = 4+ 2
x(t) = xo + vo +m2’

entonces las condiciones iniciales serian:

sustituyendo vy en zy tenemos que:

g t?
—a(t) —vt+ L
7o = (1) U+m2’
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entonces dada la densidad de particulas inicial podemos deducir que para todo tiempo ¢

la densidad de particulas es:

2

gt g
n(z,v,t) =n(xg,ve,t =0) =n(x —vt + ——,v — —,0),
(,0,8) =, v, = 0) = n( 42 0—2 o)
Para el caso en el la fuerza externa F,,; = —kx donde F' ahora depende linealmente con

x entonces la ecuacion de transporte para esta fuerza seria:

57n+ on  kxon
ot v or mov

entonces:

dn _On  dron  dvon
dt Ot dt Ox = dt Ov’

como en los ejercicios anteriores tenemos las siguientes expresiones para las curvas carac-

teristicas

dn
— =0 5.5
dt ) ( )

dx

= —u(t

do _ —ka

dat m’

podemos derivar una vez mas la diferencial para la velocidad v(t)

dx_

— =(t
7 v(t),
P _dv
ez dt’

sustituyendo de las anteriores expresiones tenemos:

Po_ ks
ez ’

d? k

ar r_ 0,
dt? m

la cual es una ecuaciéon diferencial de segundo orden que la resolveré por el método de

Laplace entonces tenemos:

dr  kx

et =
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aplicamos la Transformada de Laplace por ambos lados:

2
L{M+lm}=0,
m

y tenemos que la Transformada de Laplace Aplicada a una derivada es como:

L {x/} = sL{zx} —x(0),

entonces para una diferencial de segundo orden tenemos que la transformada de Laplace
es:
L {xu} = s*L{z} — s2(0) — 2'(0),

sustituyendo en la ecuacién diferencial tenemos que:

d*x k

s°L{x} — sz(0) — ' (0) + :;L{x} =0,

k /
L{z}(s* + E> = sxg + x,

’
de donde sabemos que z, = vy Entonces:

STo + Vg
L{z} = ik
ST Vo
L{$}282+ﬁ+82+ﬁ'

aplicando la inversa de la de la transformada de Laplace y usando tablas tenemos que la

ecuaciéon para la curva caracteristica de x(t) es:

x(t) = xg cos(wt) + % sen(wt), (5.6)

donde w = k/m ahora para obtener v(t) tenemos que:

dx
a - U(t)a

v(t) = ;lt(xo cos(wt) + % sen(wt)),

v(t) = vg cos(wt) — xgw sen(wt), (5.7)
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Como podemos apreciar que la densidad n(z,v,t) es:
n(x,v,t) = n(xg, v, t = 0), (5.8)

entonces ahora resolvamos el sistema de ecuaciones de 5.6 y 5.7 para saber cual es la

forma de las condiciones iniciales, primero despejamos de 5.6 a x:

r — % sen(wt)

o =

Y

cos(wt)
Ahora la sustituimos en la ecuaciéon 5.7 y obtenemos que:

r — % sen(wt)

v(t) = vg cos(wt) — w sen(wt),

cos(wt)
hacemos un poco de algebra:

Tw — vg sen(wt)

v(t) = vg cos(wt) — sen(wt),

cos(wt)

vg cos?(wt) — zw sen(wt) + vy sen?(wt)
cos(wt)

Y

v(t) =

vo — xw sen(wt)

v(t) =

)

cos(wt)

despejamos vy de la ecuacion anterior:
vy = v cos(wt) + xw sen(wt), (5.9)

sustituimos la anterior ecuaciéon en la ecuacion 5.6 y despejamos z:

v cos(wt) + xw sen(wt) (wt)
sen(wt),

x(t) = xg cos(wt) + ”

x cos®(wt) — v cos(wt) sen(wt)
w

cos(wt)

o =

Y

xo = x cos(wt) — z sen(wt), (5.10)
w

Entonces ahora con las ecuaciones anteriores podemos concluir que la densidad n(z,v,t)

es:

n(x,v,t) = n(x cos(wt) — v sen(wt), v cos(wt) + zw sen(wt), t = 0),
w
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Método de caracteristicas

Para un ejemplo particular de ecuacion general de una EDP de primer orden.

ou ou
a(w,y)% + b($7y)67y + C(ZE,y)U + d(l’,y) = 07

con condiciones iniciales dadas.

Para Hallar la expresién de u = u(x, t) suponemos dada una curva inicial C' de pardme-

tro 7, que serd la condicién inicial dada. Sea C' la curva inicial dada paramétricamente

por
x = x(7)
y=y(7),
u = u(7)

Entonces si por cada punto de C' podemos trazar otra curva de parametro s, entonces la
superficie S asi determinada serd la solucién buscada. Para cada valor de 7 tenemos un
punto de C por el cual pasa una curva caracteristica. La familia de curvas determinadas

por los puntos de C' esta dada por:

r=x(s,7),
y=1y(s,7),
u=u(s,1),

representado la superficie en el espacio, tal que cuando s = 0 tenemos C, es decir

x(0,7) = z(7)
y(0,7) = y(7)
u(0,7) = u(T)

Ecuaciones caracteristicas.

Ahora deseamos cambiar nuestra EDP en términos de nuestros nuevos parametros.

Asi usando el hecho que:

u(s, 7) = u(z(s,7),y(s, 7))
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derivando a u sobre s tenemos
du _ duds | dudy
ds Oxds Oyds’

usando la nueva parametrizacion, la ecuacién diferencial parcial puede ser cambiado al

siguiente sistema de EDO,

d

di; =a(z,y),
dy

LA X

ds (':C7y)7

du  Oudr Oudy Ou ou

e e N M oA s = t d(z,t)).
ds Oxds * Jdyds Oy * “or (c(@, thu+ d(z, 1))
Las soluciones de EDO es llamado ecuaciones caracteristicas. Las soluciones de este sis-

tema son familias de curvas: x = z(s),t = t(s),u = u(s), llamadas curvas caracteristicas.

”Kernel de colision”.[2]

Definimos el "Kernel”de colision Y (r,v/ — v) que caracteriza los procesos antes

mostrados esto es:

e, vV —v) =) (r,V)e(r, V) (Vv — V). (5.11)

Esta ecuacion describe la probabilidad, por unidad de distancia recorrida, de que una
particula incidente con velocidad v’ sufra una colisiéon en la que una particula secunda-
ria de velocidad v es producida que también puede ser la particula original, pero con
una nueva velocidad, también nos podemos dar cuenta como estas distintas probabilida-
des y funciénes de probabilidad dentro del "kernel”’de colision la multiplicacion de estas
nos dice que suceden simultdneamente (intersecciéon de eventos), es decir que el término
S (r,v')e(r,v') f(v — v) es que primero tenemos la probabilidad de que las particulas
con velocidad v’ colisionen (3 (r,v’)), luego que esas mismas particulas emitan varias
particulas secundarias debido a la colisién (¢(r,v')) y finalmente que esas particulas emi-

tidas que llevan velocidad v’ sufran una transicién de estado de v/ a v/ (f(v/ — v)).
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Con esto nos podemos dar cuenta que por definicion:

S (r,v) = / 'S (rv — V) (5.12)

Con estos conceptos ahora podemos obtener una forma explicita para el término de coli-

sién (%’;) , que esta presente en la forma general de la ecuacion de transporte, primero
CO

tomemos en cuenta la siguiente cantidad:

vy (r,v), (5.13)

nos da como resultado la frecuencia con la que ocurren las colisiones, entonces la rapidez

con la que ocurren estas reacciones en un volumen unitario lo podemos escribir como:
vy (r,v)n(r,v,t), (5.14)

la cual es la densidad de rapidez de reaccion. Ahora observamos que la rapidez a la que las
particulas de velocidad v sufren interacciones (colisiénes) que cambian su velocidad o mo-
mento de las particulas es v > (r, v)n(r.v, t), mientras que la rapidez a la que particulas de
diferentes velocidades v’ el cambio de momento de particulas secundarias de velocidad v
es vV Y (r, v/ — v)n(r, v/, t)d30 es decir este ultimo término provocan que particulas fue-
ra del volumen sean emitidas dentro del mismo, mientras que el término v > (r, v)n(r.v,t)
es la rapidez con la que las particulas se de velocidad v se "pierden”(salen del elemento

de volumen) entonces podemos escribir que el término de colisién es de la forma:

(?Z)wu = /dSUIU'Z(r,V' — v)n(r, v t) — UZ(I‘,V)TL(I‘,V, t), (5.15)

entonces ahora podemos escribir la forma general de la ecuacién de transporte como:

on on  F..0n
+ -

- A — 3,00, / / _
T +v i /d VU (1, v — v)n(r, v, 1) —v ) (r,v)n(r,v,t), (5.16)
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Transformada de Fourier y sus propiedades

El concepto matematico que hoy conocemos como transformada de Fourier fue intro-
ducido por Joseph B. Fourier en 1811, en conexién con un tratado sobre la propagacion
del calor, mediante un argumento de paso al limite (del discreto al continuo) a partir
de las series que también llevan su nombre. La transformada de Fourier (y el andlisis
armoénico en general) constituye hoy una de las herramientas més ttiles para el estudio y
el tratamiento de multiples aspectos de las ecuaciones en derivadas parciales. Desempena
un papel importante en el campo de las ecuaciones diferenciales ordinarias, permitiendo
simplificaciones notables en las ecuaciones toda vez que contribuye a transformar deriva-
das en potencias, esto es, operadores diferenciales en polinomios. Es también significativo
el papel que la transformada de Fourier juega en el terreno de las aplicaciones, funda-
mentalmente en teoria de la senal, teoria cuantica de campos, tomografia y tratamiento

y digitalizacion de iméagenes.
Definicién de la transformada de Fourier

Definicién: Definimos el espacio L!'(R) como el conjunto de las funciones f : R — C

tales que f es (absolutamente) integrable !, es decir:

/O:O|f(:17)|d:):<oo.

Definicién: Si f € L'(R) definimos su transformada de Fourier (para k € R) mediante

la formula

Fe) = [ flayeedn,

—o0
Una de las propiedades mas importantes de la transformada de Fourier es que es posible
reconstruir f a partir de su transformada, mediante la llamada transformada inversa

de Fourier .

10 =5 [ Fetda.

A continuacion otras dos propiedades importantes.

Propiedad que relaciona la derivada con la transformada de Fourier.

No precisaremos en este apéndice el significado de la palabra integrablecontentdndonos con decir que
la integral de | f(x) | existe en algin sentido
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Transformada de una derivada
Si f e L'(R) tal que f'(z) € L'(R) y limjy— o0 f(2) = 0, entonces

~,

f'(k) = (=ik) f(k),

esta definicion se extiende para derivadas de orden mayor.

Por ultimo la propiedad de convolucién, si f,g € L'(R) son dos funciones integrables,

se define su convolucién (denotada f * ¢g) mediante la férmula:

(@) = [ Fwgle - y)dy,

entonces, la propiedad que relaciona la convolucion con la transformada de Fourier es:

Si f,g € LY(R)

— -~

(f*g9)=fg.

Existen otras propiedades de importantes sélo nombramos las mas importantes para el

desarrollo de este trabajo.
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