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Introduccion

Las proteinas son biomoléculas cuyas funciones incluyen catalizar reacciones metabdlicas, re-
plicacién de ADN, transporte de moléculas, entre otras [1]. Las funciones de una proteina en
particular dependen de la composicion atémica de la misma asi como de la conformacion o arreglo
geométrico en el que se encuentre.

Al ser moléculas flexibles, las proteinas experimentan diversos cambios estructurales a lo largo
de su evolucion dinamica. Las distintas conformaciones de una proteina o estados conformacionales
corresponden a los conjuntos metaestables del espacio de configuraciones asociado a las mismas [2].
Asi, una proteina puede visitar distintas conformaciones al evolucionar en el tiempo, dependiendo
de las condiciones de su entorno. Por ejemplo, la proteina priénica (PrP) se encuentra normalmente
en el cerebro de varios animales y en el del ser humano. Al encontrarse en su conformacién natural,
esta proteina esta relacionada con procesos de creacién y formacién de sinapsis, memoria a largo
plazo y regulacién de muerte celular [3]. Sin embargo, en otra conformacién, conocida como PrPS¢,
esta proteina se vuelve resistente a proteasas (enzimas encargadas de romper enlaces en proteinas)
y crea aglomerados (llamados priones) con otras PrPSC. Los priones estdn relacionados con enfer-
medades neurodegenerativas como encefalopatias en bovinos y la enfermedad de Creutzfeldt-Jakob
en humanos [4].

Conformacién usual Conformacion maligna

Figura 1: La proteina pridénica en su conformacion natural PrP y en la conformacion maligna
PrPSC. Tmagen cortesia de [5]
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v CAPITULO 0. INTRODUCCION

Debido a que varias caracteristicas funcionales de las proteinas dependen de sus distintas con-
formaciones [6], es importante estudiar estas estructuras, asi como la manera en que la proteina
cambia de una conformacion a otra.

Con la implementacion de simulaciones atomistas de dindmica molecular, se han podido analizar
diversas proteinas mediante la descripcion de sus espacios de configuraciones. En estas simulacio-
nes se consideran los distintos potenciales que actiian en una proteina ya sea que se encuentre
solventada en alguna sustancia, interactuando con otras moléculas o en el vacio. Luego, al integrar
numéricamente las ecuaciones que determinan su evolucion bajo estos potenciales, se obtiene una
distribucion de probabilidad p(r) de las posibles configuraciones 7 del sistema.

Asumiendo que el sistema es cerrado a temperatura constante, la superficie de energia potencial
(PES por las siglas en inglés de potential energy surface) serd proporcional a —1/51In [p(r)]. Para
estudiar las conformaciones de una proteina, es comun utilizar coordenadas colectivas, que son un
conjunto de parametros que caracterizan los cambios fisicos significativos de una conformacién a
otra. En términos de un vector s de coordenadas colectivas, la PES, también llamada FES en [7]
por las siglas en inglés de free energy surface, serd proporcional a —1/81n [p.(x)], donde p.(x) es
la distribucién probabilistica de . Por ejemplo, en el dipéptido de alanina, la FES es una funcién
de dos dngulos (figura 2).

—100
—110
-120
—130

—140

—150

Figura 2: Dipéptido de alanina con su FES asociada a los déngulos ¢ y 1. Imagen cortesia de [§]

La obtencion de la FES asociada a una proteina permite conocer sus distintas conformaciones
asi como los cambios fisicos caracteristicos entre ellas [9].

Sin embargo, la transicién entre conformaciones usualmente ocurre en escalas de milisegundos
o incluso mayores. Esto representa una de las mayores limitantes en simulaciones moleculares,
pues usualmente éstas se ven restringidas a reproducir procesos del orden de nanosegundos y
microsegundos [10]. En la actualidad, se han ideado diversas técnicas computacionales de muestreo



acelerado para resolver estas dificultades. Entre ellas se encuentran el método de inundacién [11],
dindmicas moleculares gausianas aceleradas (GaMD, por las siglas en inglés de Gaussian accelerated
Molecular Dynamics) [12], metadindmica [13] y el método variacional [14]. Los cuatro algoritmos
se basan en la modificacién del potencial de la proteina (de manera que se facilita la salida de una
conformacién), pero cada uno tiene distintas caracteristicas en su metodologia.

En este trabajo se realizaron comparaciones cualitativas y cuantitativas de estos cuatro métodos
de muestreo acelerado con el objetivo de determinar las ventajas y desventajas de cada uno.
Con este fin, se implementaron dichas técnicas en potenciales previamente construidos (en una y
dos dimensiones), y se analizaron las reconstrucciones obtenidas con cada método. Dicho andlisis
consistié en determinar el nimero de pasos necesarios para salir de la conformaciéon inicial y
para muestrear el espacio de configuraciones, errores cuadraticos respecto al potencial real y la
reconstruccién de los caminos de transicién entre conformaciones.

Organizacién de la tesis

A continuacion se presenta un breve resumen del contenido de los capitulos del presente trabajo
con la finalidad de guiar al lector.

§1 Modelado de dinamicas moleculares

La construccién del espacio fase que caracteriza a una proteina se hace con base en el formalismo
de la mecanica estadistica. En esta seccién se presenta una breve introduccién del mismo, ademas
de que se describen la parametrizacion de los potenciales involucrados en la evolucion de una
proteina, asi como las distintas ecuaciones que describen esta dinamica.

82 Métodos de muestreo acelerado

Uno de los mayores problemas en la simulaciéon de dindmicas moleculares es la falta de muestreo
del espacio fase debido a limitaciones computacionales, por lo que se han ideado distintas técnicas
que aceleran dichos muestreos. Esta seccidn esta dedicada a la descripcién de los cuatro métodos
que se analizaron en este trabajo: metadinamica, GaMD), inundacion y método variacional.

§3 Modelos de Markov

Con la finalidad de tener mas herramientas para comparar las metodologias presentadas pre-
viamente, se introduce en esta seccion el modelado del espacio fase de una proteina con cadenas de



vi CAPITULO 0. INTRODUCCION

Markov. Después, se establece un método para delimitar los conjuntos metaestables en este espacio
a partir del andlisis espectral de la matriz de transicién del sistema. Finalmente, se presentan las
probabilidades de compromiso, con las que se obtiene un mapa probabilistico de las transiciones
entre un par de conformaciones de la proteina.

84 Resultados y discusion

En esta seccién se presentan los cuatro potenciales (2 en 1D y 2 en 2D) sobre los cuales se
implementaron cada uno de los métodos de muestreo acelerado. En cada caso se hace un analisis
de los conjuntos metaestables del potencial, se presentan las reconstrucciones y probabilidades de
compromiso de cada método de aceleracién y tablas con los datos de pasos en la dindmica asi como
errores cuadraticos.

Posteriormente, se discuten las ventajas y desventajas de cada método con base en los resultados
obtenidos, para después realizar una comparacion entre ellos.

85 Conclusiones y apéndices

Aqui se presentan las conclusiones del trabajo, asi como las posibilidades para futuro trabajo
de investigacion. En el primer apéndice se desarrolla el método de ponderaciéon energética con
expansion al segundo orden, que es utilizado por los algoritmos de inundacion y GaMD. En el
segundo apéndice se muestra el codigo de las funciones principales utilizadas en 1D; el resto del
cédigo, junto con las funciones analogas para 2D, se pueden encontrar en https://github.com/
marciniega/accelesamp.



Capitulo 1

Modelado de dinamicas moleculares

Las proteinas son biomoléculas flexibles que tienen distintas estructuras geométricas o confor-

maciones asociadas a ellas. Ademds, las caracteristicas funcionales de una proteina dependen de
la conformacién en la que se encuentre. [15]
A la transicién de una estructura a otra se le conoce como transicion conformacional. Usualmente,
las proteinas se mantienen en cada conformacién durante largos periodos de tiempo (comparados
con movimientos moleculares tipicos, que suceden en el rango de 107 a 1072 segundos) antes
de sufrir una transiciéon. Es decir, los diferentes estados conformacionales de una proteina son
conjuntos metaestables en el espacio de configuraciones que caracteriza a la misma [9].

1.1. Mecanica estadistica

El objetivo de esta rama de la fisica es establecer relaciones entre las propiedades macroscépicas
de un sistema a partir del estudio estadistico de sus componentes microscépicos. Asi, cantidades
termodinamicas como presion, temperatura, etc., se identifican con el comportamiento estadistico
de los atomos que componen al sistema. Para cuantificar dicho comportamiento, primero se asigna
un espacio muestral S al sistema, asi como un espacio de probabilidad (S, F, P).

Tomando un sistema cerrado con N atomos, una forma de construir S es asignando un estado
a cada configuracion de posicién y momento:

€SS x=(ry,..rN,pP1, - DPN), (1.1)

donde 7; y p; son la posiciéon y momento del &tomo i, respectivamente, medidos desde algin marco
de referencia inercial. Como la posicién y la velocidad son cantidades que cubren un continuo de
valores, resulta conveniente considerar variables aleatorias (v.a.) definidas por cada r; y p;, pues
entonces se pueden considerar probabilidades de encontrar al &tomo i en [r;, r; + dr;] con momento
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en [p;, p; + dp;]. Para N dtomos en tres dimensiones se tendran 2N vectores de variables aleatorias
con una densidad de probabilidad

f(r,p) = f(ri,...,78, D1, ..., DN). (1.2)

En mecanica estadistica, a cada elemento de S definido por (1.1) se le conoce como microestado
del sistema, y a S como su espacio de configuraciones.

LA densidad de probabilidad f se construye a partir del principio de conservacién de energia
E. Para un sistema cerrado y aislado, las tnicas interacciones posibles son entre las particulas
que lo constituyen, y, al no poder recibir ni ceder energia a otros sistemas, F tiene que ser una
constante en el tiempo. Esto implica que no hay manera de distinguir un microestado de otro, y
se hace la suposicién de que todos los microestados que puede tomar el sistema con energia £ son
igual de probables.

Una coleccion de sistemas aislados e idénticos se llama ensamble microcanonico. Como todos
tienen la misma energia constante, los microestados con esta energia son igual de probables en
cada uno. Cuando el sistema se encuentra aislado, tendra una energia constante. Sin embargo,
puede que se encuentre en contacto térmico con otros sistemas o con un depodsito de calor. La
coleccion de sistemas idénticos que se encuentran en equilibrio térmico con un depédsito de calor es
un ensamble canonico (figura 1.1).

Sistemas idénticos

Depésito de calor a temperatura T

Figura 1.1: Un ensamble candnico es un conjunto de sistemas idénticos que se encuentran en
equilibrio térmico con un depédsito de calor.

Como ahora el sistema puede intercambiar energia con el depésito de calor, se tiene que conocer
f(r,p) para calcular las probabilidades de que se encuentre en un microestado en particular. Se
puede demostrar que esta distribucién es de la forma [16]

f(r.p)=C e PEP), (1.3)

en donde [ es una constante asociada al depdsito de calor. Tanto para energias continuas como
discretas, la distribucién de energia estd dada por (1.3). La constante C~! se obtiene imponiendo
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la condicién de normalizacion en cada posibilidad, y recibe el nombre de funcién de particion Z:

energia discreta Z = Z e~ PEx (1.4)
k

energia continua Z = / / Ery . Brydp .. Ppy e PETP), (1.5)
RN JRN

Cabe destacar que la probabilidad P(Ey) de que el sistema tenga una energia Fj serd la suma de
contribuciones de todos los microestados con esa energia, es decir,

P(By) = / Ery - dradpy . dpy F(r.p). (1.6)

E(T7p):E0

Con la medida (1.3) sobre la sigma élgebra F' de Borel de S se construye el espacio de probabilidad
(S, F, P). Al identificar operaciones en este espacio con variables termodindmicas se pueden calcular
distintas cantidades fisicas.

Al tener un ensamble estadistico de sistemas idénticos que tienen la misma distribucion proba-
bilistica, las variables termodinamicas macroscopicas del sistema seran el promedio en el ensamble
[17]. Por ello, la energia interna U del sistema se identifica con el valor esperado de E; en el caso
de energias discretas, esto se expresa mediante

U=EI[E] =) EP(E)=2") Ee ™, (1.7)

donde la funcién de particiéon Z, dada por (1.4), depende de 3. Al derivarla se obtiene
oz 0
e L BEry — _ E —BEy
o = g e

dividiendo esta derivada entre Z se obtiene el lado derecho de (1.7) con un signo negativo, al

igualar ambas ecuaciones se llega a

Y
e
o5 = ¢

Como Z7'90Z/9B = d(In Z) /03, esta ecuacién es equivalente a

d(In Z)
B

Con energias continuas se obtiene la misma ecuacion, pues sélo se sustituyen sumas por integrales.
De aqui se sigue que U se puede calcular una vez que se conoce la funcién de particion del sistema.

U=-— (1.8)
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Luego, como lo tnico que cambia de un depdsito a otro es su temperatura, se debe de tener
p = B(T). En [16] se demuestra que

= (1.9)

donde k£ es la constante de Boltzmann. Analogamente, se pueden calcular otras variables termo-
dindmicas. Por ejemplo, de las dos primeras leyes de la termodinamica se sabe que

dU = T'dS, — pdV, (1.10)

donde S, p son la entropia y presién en el sistema, respectivamente. Tomando la derivada total de
(1.7) e igualando cada término diferencial, se concluye que

dS. = kd(In Z + pU) (1.11)
olnZz
p= kT( o7 ) :

Para estudiar las diferentes conformaciones de una proteina, asi como los cambios geométricos y

dinamicos en las transiciones de una a otra, se hacen simulaciones por computadora para obtener
el espacio fase (S, F, P).

1.2. Dinamicas moleculares y de Langevin

Los aminoécidos son moléculas organicas que consisten en un dtomo de carbono central (alfa)
unido a un grupo un amino (NH,), un grupo carboxilo (COOH), un hidrégeno y una cadena lateral
(R) (figura 1.2). Dos o mas aminoécidos pueden formar una cadena mediante la formacién de un
enlace covalente entre sus grupos amino y carboxilo; a este arreglo se le da el nombre de proteina,
y cumple diversas funciones en un organismo, que incluyen acelerar reacciones quimicas, replicar
ADN vy transporte de moléculas, entre otras [18].
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R

Figura 1.2: Un aminoacido consiste en un carbono alfa unido a un grupo amino, un grupo carboxilo,
un hidrégeno y una cadena lateral. Imagen cortesia de [19].

Experimentalmente, es posible medir la temperatura de un sistema, asi como conocer la es-
tructura geométrica, composiciéon atéomica y otras propiedades importantes de las proteinas. Sin
embargo, las transiciones conformacionales son dificiles de examinar y entender sélo mediante
resultados experimentales. Por ello, para conocer la evolucion dindamica en estos sistemas de es-
cala molecular, se han disenado simulaciones por computadora que permiten hacer una conexion
cuantitativa con la parte experimental.

En dichas simulaciones se utilizan aproximaciones que toman en cuenta diversas interacciones
y evalian la energia potencial del sistema como funcién de las coordenadas de cada atomo. En
la mayoria de los casos, estas aproximaciones clasicas son efectivas, aunque no reproducen efectos
cuanticos como la formacién o rompimiento de enlaces [20].

Los campos clasicos se dividen en dos clases. Las interacciones de enlace incluyen estiramientos
en enlaces covalentes, vibraciones en dngulos y potenciales de torsién (figura 1.3). Por otro lado,
las interacciones de largo alcance consisten en repulsiones y dispersiones de Lennard-Jones, asi
como en interacciones electrostaticas de Coulomb.

Estiramiento de enlace Vibracion de angulos Potenciales de torsién

Van der Waals Electroestaticas
e

00 ® O

Figura 1.3: Representacién grafica de los distintos tipos de interacciones que se toman en cuenta
para calcular el potencial cldsico utilizado en simulaciones moleculares. Imagen cortesia de [21]

Formalmente, en una proteina con N atomos la energia potencial del sistema es U = Ugpiace+Ula,
que corresponden a las interacciones de enlace y las de largo alcance, respectivamente. Para el
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estiramiento de enlaces covalentes se utiliza una aproximacién de oscilador arménico con respecto
a la separacién r;; = |r; — r;| de dos dtomos que tienen un enlace entre ellos. Para las otras
interacciones de enlace, se toman en cuenta angulos ¢ formados por cada tercia de atomos, ademas
de dngulos diedros w formados por cuatro atomos (figura 1.4). Mientras que los potenciales de los
angulos ¢ se aproximan como osciladores armonicos, el modelo para los diedros es un potencial
de la forma K,[1 4 cos (nw — d)], donde K,,, n y 6 son pardmetros libres [22]. Combinando todas
estas contribuciones, el potencial que corresponde a las interacciones de enlace es

Uenlace = Z K¢(¢ - ¢0)2
¢

+ Z K, [1 4 cos(nw — 0)]

w

+ Y Ky(ry — 7o),

enlaces

donde los valores de las constantes K, n, 0, K4, Ky, ¥ ¢o, ro depende de la proteina con la que se
esté trabajando [23].

a) b)

Figura 1.4: Distintos angulos que se toman en cuenta en las interacciones de enlace de una proteina:
a) Una tercia de puntos define un angulo ¢. b) Cuatro puntos definen dos planos (A y B), el éngulo
entre dichos planos es un diedro.

La primera interaccion de largo alcance corresponde a repulsiones y dispersiones entre atomos
(interacciones de Van der Waals), y se modelan mediante el potencial de Lennard-Jones.

Upy(r) = 4e {(3>12 - (5)6] . (1.12)
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Energia

0.8 ]IO . ]IZ . ]I4 lllﬁ 1‘8 20
Distancia entre 4tomos

Figura 1.5: Grafica tipica del potencial de Lennar-Jones. En este caso 0 =1y e =7.5

De esta manera, al incluir también el término correspondiente a interacciones electrostaticas,
el potencial de interacciones de largo alcance es

o 12 . 6 Q’LQJ
Ula = Z 46 (E) — (E) + Z —47T607’ij’ (113)

j>t

donde las sumas son sobre i = 1... N, ¢y es la permitividad del vacio y Q; es la carga eléctrica del
atomo 1.

Dados el potencial total y la fuerza (—VU) para los N dtomos, se hacen integraciones numéricas
para obtener una simulaciéon dindmica de la proteina. Mientras que en el método de dindmicas
moleculares se utilizan las ecuaciones de movimiento de Newton, en las dindmicas de Langevin se
anaden un término estocastico, asi como una fuerza de friccién:

en donde 7y es la friccion y W(t) una variable aleatoria con distribucién normal N(0,1) para
cada t, llamada proceso de Wiener [24]. La diferencia entre estos métodos es que una dindmica
de Langevin reproduce el comportamiento de un sistema en contacto con un depdsito de calor a
temperatura constante, mientras que en una dinamica molecular se mantiene una energia constante
en el sistema. Por otro lado, en el limite ¢ — oo la ecuacién de Langevin se reduce a [25]

0= F) — i + /26~ 1dW, (1.15)

que es la ecuacién de Langevin con sobreamortiguamiento. En este caso limite (llamado también
dindmica Browniana) se asume que la distribucién de las velocidades es de Maxwell, y que ya se hizo
el promedio sobre las mismas. En condiciones de equilibrio térmico, las dindmicas de Langevin y
Browniana convergen al mismo equilibrio [25]. Por ello, al resolver numéricamente las ecuaciones de
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Langevin con sobreamortiguamiento, se obtiene la distribucién probabilistica del espacio candnico,
a partir de la cual se obtiene la FES de la proteina.

Con notacién vectorial, las ecuaciones de Langevin en forma adimensional (v = 1) se pueden
expresar como

dr = =VU(r)dt + /26~ 1dW, (1.16)

Bajo ciertas condiciones de diferenciabilidad y continuidad de U, se puede demostrar que (1.16)
va a reproducir una medida de probabilidad cuya densidad es la misma que la de un ensamble
candnico [26]. Sin embargo, como las dindmicas de Langevin estan descritas mediante ecuaciones
diferenciales estocdsticas, no se pueden integrar numéricamente de manera usual, sino que se tiene
que tomar en cuenta la naturaleza aleatoria del proceso de Wiener. En la actualidad, existen
diferentes algoritmos de integracién que introducen reglas de seleccién y nimeros aleatorios para
reproducir la densidad de probabilidad limite de una ecuacién diferencial estocastica de manera
asintética [27]. Uno de ellos es el método de Euler-Maruyama. Para implementar dicho algoritmo,
primero se discretiza el tiempo de simulacién T' como T = nh, donde n es el numero de pasos de
tiempo de magnitud h. Después, se hace la aproximacién discreta de (1.16) como

The1 = T — hVU (1) + /287 Wiy, (1.17)

con la notacién r, = r(ty) y Wire1 = W(tgr1). A partir de (1.17) se obtiene una distribucién
que describe la probabilidad de que un estado x evolucione a y en un paso de tiempo h. Dicha
distribucién estd dada por [28]

(1.18)

an(z,y) = (478~ h) "2 exp (_ ly — =+ hVU (x)| )

45-1h

La estabilidad de Euler-Maruyama depende del potencial en cuestion, mientras en algunos
casos se obtiene una distribucién ¢, que converge a la del espacio candnico, en otros no se va a
converger a ninguna distribucién estacionaria [29].

Una variacion de este algoritmo que asegura la convergencia de ¢, es el método conocido como
Euler-Maruyama Metropolizado (MALA, por sus siglas en inglés), el cual consiste en calcular el
paso siguiente dado por (1.17) pero aceptarlo o rechazarlo basado en g, [30]. Esto es, en MALA se
toma una variable aleatoria 7, con distribucién uniforme U(0,1) para cada k = 0, ...,n. Después
se propone el paso 77, de acuerdo al método de Euler-Maruyama, y se decide si se avanza o no
con base en la probabilidad

(1.19)

an(y, x)e PV >

an(r,y) = min <1, (2. 9) =T
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Es decir, el siguiente paso se define como

* 3 *

i stk < an(re Thga)

Tkl = (1.20)
L en otro caso .

La convergencia de la distribucién mediante este método se demuestra en [31]. Aunque MALA
puede no converger para funciones que no son Lipschitz globales, los potenciales tipicos que se
utilizan en fisica son lo suficientemente suaves para cumplir los requerimientos de diferenciabilidad
y continuidad.

Asi, mediante la integracién numérica de Langevin se obtiene la PES/FES de la proteina. Es
comun proyectar esta FES en un espacio coordenadas colectivas © = (x1, ..., x,) que describen los
cambios conformacionales significativos que permiten distinguir un estado de otro. Por ejemplo,
en el caso del dipéptido de alanina se suele hacer la proyeccion sobre dos angulos.

£ (1507, 160°) PII (~70°, 150°)

CTe (60°, —T0°)

Figura 1.6: PES del dipéptido de alanina proyectada en los dngulos ¢ y . Se observan cuatro
conformaciones distintas de esta molécula.

Aunque en teoria se puede obtener la superficie energética de una proteina mediante una simu-
lacién lo suficientemente larga, en la practica una de las dificultades mas grandes al momento de
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muestrear la FES es que las dindmicas de Langevin (dindmica molecular, brownianas) no alcanzan
a simular escalas de tiempo relevantes (figura 1.7). Esto se debe a que los valores de longitudes y
fuerzas en cada simulacién obligan a que h sea del orden de 107! segundos, por lo cual, simular

procesos bioquimicos de interés puede tardar cientos de anos en una computadora de escritorio
(32].

Estiramiento de . Plegamiento de
enlace covalente I?o.tauon de  Transporte por canal Plegamiento rapido de Plegamiento normal de membranas

[ | lipidos | iénico | proteinas | proteinas l |

| | I | | | |

-15 —12 -9 -6 -3 3
10 s 10 s 10 s 10 s 10 s 1s 10 s

Figura 1.7: Escala de tiempo de diversos procesos bioquimicos.

Lo que sucede usualmente es que la dindamica se estanca en algin minimo local de la FES
durante un largo tiempo antes de hacer una transicién a otros sectores (figura 1.8).

02 1 T T I T

|
I
=
T

Coordenada colectiva

Figura 1.8: En una dindmica usual, la trayectoria queda estancada en un minimo local durante un
gran lapso de tiempo antes de continuar a otros sectores de la FES.

En la actualidad se han desarrollado diversas técnicas computacionales de muestreo acelerado
para resolver estas dificultades. Entre ellas se encuentran el método de inundacién, dinamicas
moleculares gausianas aceleradas (GaMD, por las siglas en inglés de gaussian accelerated molecular
dynamics), metadindmica y el método variacional.



Capitulo 2

Métodos de muestreo acelerado

El muestreo efectivo de la superficie de energia libre se ha convertido en uno de los problemas
principales en la simulacién de dindmicas moleculares [15]. Aunque en la actualidad existe hardware
construido especialmente para alcanzar escalas temporales del orden de milisegundos de simulacion
molecular [33], estas herramientas, en general, no se encuentran disponibles. En consecuencia, en
las ultimas décadas se han desarrollado diversos algoritmos de muestreo acelerado.

En este trabajo se analizaran cuatro de métodos: potencial de inundacién, dindmicas gaussianas
aceleradas, metadindmica y el método variacional.

2.1. Método de inundacién [34]

En este algoritmo soélo se supone el conocimiento previo de un minimo de energia en el cual la
dindamica se queda estancada durante un largo tiempo. La idea béasica de inundacion es desestabili-
zar este minimo para lograr visitar otros estados de la FES. Como se muestra en la figura 2.1, esto
se consigue por medio de un potencial de inundacién AU que afecta a la FES de manera local sin
perturbar los caminos de transicion originales. Por tanto, disminuyen las barreras de energia entre
lo que era el minimo local y el resto del espacio de energias, con lo que incrementa la probabilidad
de que la dinamica explore otros estados.

11
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Energia

—12

-6 -4 -2 0 2 4 6
Coordenada colectiva

Figura 2.1: En el método de inundacién se anade localmente un potencial AU que incrementa
la probabilidad de transicion de la dindamica de Langevin. La magnitud de AU depende de la
intensidad de inundacién Ej,

Una ventaja de este método es que no se necesita informacion a priori sobre los caminos de
transicion, ni de otros conjuntos metaestables aparte del asociado al ducto. Esto implica que la
distribucién del candnico considerando la FES modificada con AU sera igual al canénico original
a excepcion de un cambio local en el minimo de energia donde se empieza.

El algoritmo de inundacion tiene dos pasos principales. En primer lugar, se aproxima el ducto
conocido con un potencial cuasi-armoénico. Después, se construye el potencial de inundacién a
partir de esta aproximacién, con lo cual, se eleva el minimo local sin afectar otras regiones de
mayor energia, en particular, las barreras que rodean al pozo, y que determinan las transiciones
en S.

En términos de coordenadas colectivas, la aproximacion cuasi-armoénica de la FES se define
como

1 m
F(xy,..x,) = §kTZ Aj(z; — )2, (2.1)
j=1

donde 2° = (29, ..., 29) son las coordenadas del minimo del ducto, k es la constante de Boltzmann,
T la temperatura del medio, y las variables \; determinan el ancho de la aproximacion en cada
eje coordenado. Para estimar los valores de )\;, se aproxima la anchura del ducto mediante un

promedio de amplitudes:
M= o?E((x; — 12)?), (2.2)
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que se puede calcular, por ejemplo, mediante una dindmica molecular corta. Aqui, el parametro «
se incluye para ajustar la aproximacion cuando el muestreo no es tan grande como para obtener
un calculo de fluctuaciones que se ajuste al promedio real.

Luego, el potencial de inundacion se define como

kT &
AU(xy,...,x,) = Eipexp |— Z Nz —29)?], (2.3)

que se construye de tal manera que tiene forma gausiana con desviacion estandar proporcional a
las fluctuaciones térmicas en F. La intensidad de inundacién Ej, determina el ancho y la altura
del potencial que se va a agregar a la FES.

Ya que se ha calculado el potencial de inundacién, se realizan nuevas dindmicas sobre U(z) +
AU(x), que es el potencial original més la inundacién. Aunque la distribucién obtenida de esta
manera tendra cambios respecto a la original, se puede hacer una ponderacién para regresar a
la distribucién del canénico. Aqui se utilizé el método de ponderacion energética con expansién
acumulada a segundo orden, mismo que se detalla en el apéndice.

2.2. GaMD [12]

El método de dindmicas moleculares aceleradas (aMD, por las siglas en inglés de accelerated
molecular dynamics) es una técnica de muestreo que funciona mediante la adicién de un potencial
de impulso AU a toda la FES con el objetivo de disminuir las barreras de energia entre cada par
de conjuntos metaestables y, por lo tanto, aumentar la probabilidad de que hayan transiciones
entre todos ellos. Como en el caso de inundacion, se presupone que el uso de un potencial de
impulso no cambiard las transiciones originales. Ademas de que cualquier cambio introducido en
la distribucién podra ser retirado mediante técnicas de ponderacion.

Sin embargo, cuando las proteinas son demasiado grandes, el error (o ruido energético) al
momento de hacer la ponderacién crece tanto que ya no es posible recuperar la forma original
de la FES. Por otro lado, estudios recientes muestran que si el potencial de impulso tiene una
distribucion normal, el método de expansion acumulada a segundo orden consigue disminuir el
error en las ponderaciones de manera significativa [35]. Por lo tanto, el algoritmo de dindmicas
gausianas aceleradas (GaMD) es una modificacién de aMD que disminuye el ruido energético
mediante la construccion de un potencial de impulso que se aproxima, a primer orden, a una
gausiana.

Como se va a aplicar el impulso en toda la FES, primero se escoge un umbral energético E de
tal manera que, cuando el potencial U(z) es menor que este valor, se anadira un factor

AW@:%ME—U@W,(mm<E, (2.4)
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donde k es la constante de fuerza arménica. El potencial modificado U*(z) = U(z) + AU(z) es
1
U'(x) =U(x) + §k(E —U(x))>. (2.5)

Cuando el potencial estd por encima del umbral (U(xz) > E), el potencial de impulso se hace
igual a cero, es decir, U*(z) = U(x).

Asi, s6lo se tienen que determinar los valores de k y E que permitan una mejor exploracion de
la FES, sin introducir una gran cantidad de ruido energético al momento de hacer la ponderacion.
La estimacién de estos parametros se hace con base en ciertas condiciones que acotan a AU, asi
como en datos que se obtienen de una dindmica corta sobre U(z).

Los datos que se utilizaran de dicha dindmica corta son los valores extremos Ui, v Unax que
corresponden al minimo y maximo del muestreo obtenido, respectivamente, el valor promedio Upyom
y su desviacién estandar oy.

Luego, se busca reducir la diferencia de energia entre diferentes estados de la proteina, sin alterar
la forma de la superficie U(z). Por ello, AU debe de satisfacer algunas propiedades. Primero, para
cualesquiera dos puntos z; y 3, la monotonia de U*(x) debe conservar la del potencial original.
En particular, si U(zy) < U(zy), entonces U*(z1) < U*(x2). Sustituyendo esta relacién en (2.5) y
despejando E se obtiene

1 1
E < S [Um)+U(x)] + . (2.6)
En segundo lugar, si U(x;) < U(x2), la diferencia de potencial en la FES modificada deberfa ser

menor que en la original, es decir, U*(xs) — U*(21) < U(xy) — U(x1). Reemplazando el valor de
U*(x), se tiene otra relacién para E:

1
Ademads, como Upyiy < U(x1) < U(xg) < Upax, la energia umbral E tiene que estar en un rango de

1
Umax S E S Umin + E7 (28>

que se calcula a partir de las dos relaciones obtenidas anteriormente. Utilizando transitividad en
las desigualdades de esta ecuacion se sigue que

1
Umax S Umin + Ea (29)
por lo que k cumple
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Definiendo k = k,(1/(Unax — Umin)), se tendrd 0 < k, < 1. Este pardmetro determina la magnitud
del potencial de impulso (figura 2.2). Mientras k, aumenta, se van anadiendo impulsos mayores a
la FES original.

Energia

=12 4

—6 —4 -2 0 2 4 6
Coordenada colectiva

Figura 2.2: En el método de GaMD, el parametro normalizado k, determina la magnitud del
impulso anadido a U(x) en todo su dominio.

Por ultimo, se requiere que la desviacion estandar de AU sea lo suficientemente pequena como
para asegurar una ponderacién con poco ruido energético; en [36] se calcula

2

A
08U 02 = k(E — Upom)ou < 0, (2.11)

oAU = oU
U:Uprom

donde o, es una cota superior que depende del caso particular que se esté estudiando!. Despejando
k de esta desigualdad se tiene

g0 1

- (2.12)
ou E - Uprom

Luego, suponiendo que F toma su valor minimo, que es Uy, v expresando a k en términos de k,,

se llega a

0o Umax - Umin
_—— 2.13
ou Umax - Uprom ( )

'Es comin fijar este parametro en 10kT.
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Se define el lado derecho de esta ecuacién como k:lo = (0,/00)(Unax — Umin)/(Umax — Uprom))-
De esta manera, para tener la mayor aceleracion posible sin introducir tanto ruido energético, se
utiliza el maximo k, posible, que es

/ o Umax - Umin
ka = mln(lO, ko) = min (10, Z—Um) . (214)
Anélogamente, cuando F se fija en la cota superior, dada por Uy, + %, se calcula
o Umax — Uni
ko> (1—- 2 ) 2 =2 2.15
o < UU) Uprom - Umin ( )

Se define k, = (1 —(0,/00))((Umax — Unin)/ (Uprom — Umin))- Cuando o < o, se tiene k, < 0, por
lo que k, puede tomar cualquier valor entre 0 y 1, sin que exista un error significativo al momento
de ponderar; siguiendo a [36], en la implementacién de este algoritmo se tomé k, = 1.

En su cota superior, FE varia de manera inversamente proporcional al valor de k. Por esto,
cuando 0 < k, < 1, k, se puede fijar en k, para conseguir el mayor umbral de energia F o en la
cota 1 para tener la mayor constante armoénica k. En este caso, siguiendo al mismo texto, se eligié
ko, = k,. Finalmente, si k, > 1, se escoge por defecto k, = 1.

Una vez que se han estimado F y k,, se calcula el potencial de impulso mediante

1 1

ky—————(E - U(x))? U(r)<E. (2.16)

AU(:L'):§ OU —U

Como con el algoritmo de inundacién, las dindmicas moleculares se haran sobre el potencial modi-
ficado, en este caso U*(x), y después se aplica una ponderacién para reconstruir la FES original.

2.3. Metadinamica [13]

En los métodos presentados hasta ahora, se necesita una primera dinamica pequena para esti-
mar el potencial artificial que se anade a U(x). Después, se realiza una dindmica sobre el potencial
perturbado y, al final, se pondera para reconstruir la FES original a partir de la distribucion obte-
nida. Existen otros métodos que, en cambio, van reconstruyendo la superficie energética en cada
iteracion que realizan, ademas de que no anaden una perturbacion fija al potencial sino que la van
construyendo a lo largo de la dinamica. Uno de estos métodos es el de metadinamica.

Metadinamica funciona como una dinamica de Langevin que va eliminando gradualmente la
metaestabilidad de cada ducto en el que se estancaria normalmente, ademas de que hace a la par
una reconstruccién de la FES. Para lograr esto, se modifica U(x) con un término dependiente del
tiempo que consiste en la suma de gausianas con centro en cada punto de la trayectoria en S
explorada por la simulacion. Asi, la perturbacién del potencial estd dada por
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AU(z,t) = wZeXp {—@%Ug))?] , (2.17)

t'<t

donde w y dx denotan la altura y la anchura de las gausianas, respectivamente, y a:(t/) denota la
posicién de la trayectoria al tiempo ¢

La aceleracién en metadindmica se basa en que (2.17) va a converger a —U(z), médulo una
constante aditiva, en el limite w/t — 0. La explicacién cualitativa de esta convergencia es que si
la dindmica original se estanca en un minimo local, la accién del potencial dependiente del tiempo
es llenar con gausianas dicho minimo hasta que la dindamica pueda salir a otros sectores de la
FES. Esto se repetird para cada conjunto metaestable de S, hasta que el potencial modificado
U(z) + AU(z,t) se haya aplanado (figura 2.3), es decir, hasta que

AU(z,t) +U(x) =m, meR. (2.18)

Una vez que se cumpla esta igualdad de manera aproximada, las tnicas perturbaciones que que-
daran en el potencial modificado son aquellas del orden del tamano de las gausianas anadidas. Asi,
el pardmetro dx determina la resolucion de la aproximacién de la FES. Por otro lado, en el limite
(2.18), la distribucién del canénico asociada al potencial total serd

P(E) = Z te ™, (2.19)

que es simplemente la distribucién uniforme definida en todo S. De aqui se sigue que si meta-
dindmica sigue haciendo iteraciones atin después de haber alcanzado (2.18), lo tinico que pasara es
que se anadiran gausianas de manera uniforme en todo el dominio de la FES, por lo que el valor
de m cambiara, pero se seguira teniendo la igualdad deseada mdédulo una constante aditiva. La
demostracion rigurosa de esta convergencia se detalla en [37].
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Figura 2.3: La aceleracion en metadinamica ocurre porque se van llenando los minimos locales de
energia de la FES conforme pasa el tiempo de simulaciéon. En la imagen, k es el nimero de pasos
transcurridos.

Otra caracteristica importante de metadinamica es que, a diferencia del método de potencial
de inundacién y GaMD), no necesita hacer una ponderacién para recuperar la FES original. Sim-
plemente se toma el negativo de (2.17) cuando terminan las iteraciones. Es por esto que en este
algoritmo se aceleran las dinamicas, a la vez que se va estimando la superficie energética asociada
as.

La eficiencia de metadinamica se puede aproximar por el niimero de gausianas necesarias para
aplanar la FES; dicho nimero es proporcional a (1/dz)", donde n es la dimensionalidad de S.
Por lo tanto, dx tiene que ser lo més grande posible para asegurar la convergencia de (2.18) en
un tiempo razonable. Por otro lado, este parametro determina también la resolucion de la FES
reconstruida, por lo que darle un valor muy grande ocasiona que el sistema salte irregularmente
entre minimos locales, con lo que se pierde informacion de los caminos reales de transicién. Asi, se
escoge 0x de tal manera que se llegue a un equilibrio entre tiempo de computo y resolucion de la
FES.

El otro parametro libre es la altura de las gausianas w, y se puede calcular de manera aproxi-
mada. Como se requiere que al final de las iteraciones la distribucion sea la uniforme definida en S,
el término de fuerza (en la dindmica de Langevin) que proviene de AU(x) y el original que viene
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de U(z) tienen que equilibrarse conforme pasa el tiempo. Asi, imponiendo que el valor maximo
del potencial artificial de gausianas sea mas pequeno que el valor promedio de las fuerzas sobre la

FES, se llega a [38]
\fu’ — o/E(F?), (2.20)
T

donde E(F?) denota el valor esperado del cuadrado de la fuerza en la FES, y a es un pardmetro
entre 0 y 1.

2.4. Meétodo variacional [14]

Como en el caso de metadinamica, el método variacional construye un potencial artificial de
manera adaptativa que acelera el muestreo de S, a la vez que reconstruye la FES. En este caso, se
comienza con el funcional

1 dx e_ﬂ[U(x)"’AU(x)}
Bmgf e 4i/dzMxﬂMHx% (2.21)

donde las integrales se hacen sobre todo S, p es una distribuciéon arbitraria normalizada y AU
es una funcién definida en todo el espacio canénico. De esta manera, el segundo término de esta
ecuacion es el valor esperado de AU bajo la distribucién p.

El funcional €2 tiene tres propiedades importantes. En primer lugar, es invariante ante la adicién
de una funcién constante 7'(z) = ¢ € R. Esto se sigue de

QO[AU] =

1 f dr e BlU@)+AU(x)+]
QAU + ] = E log fdx —30
1, [deePlU@TAU@) i
“5 [dze#0@ 1§ loge / dxp(z)AU(x) + ¢
= QAU e —c (2.23)
— QAU

+ / dz p(x)[AU(z) + ] (2.22)

Es decir, el funcional no cambia cuando se afiade una constante arbitraria a AU(z). Luego, utili-
zando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el espacio de funciones donde se define €2, se obtiene

2 2
( / de BB[U(x)JrW}) — ( / do e~ S U @+AU (@) €§[U<x>+AU2(x>]) (2.24)

< / dx e~ PV @) TAU )] / dg e~ PU@+AU(@)]
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donde AU; y AU, son dos funciones distintas. Dividiendo esta ecuacién por ([ d e‘fBU(””))2 y
tomando el logaritmo en ambos lados de la igualdad se llega a

[ da e~ PV @)+ LR [dz e PU@+AUIE@)] 1 [ g e-PlU@+AV:()]

—l < —l g |
p o fda;e AU@) 2B ©8 fdl’e AU (x) + 20 o8 fdx e—BU(z)
(2.25)

Ademas, por linealidad de la integral, el segundo termino en Q[V] cumple

/da:p(x) {AUl(x);LAUQ(x)l = %/dxp(x)AUl(:c) —i—%/d:cp(x)AUg(x), (2.26)

Sumando (2.25) con (2.26) resulta

AUl(ﬂﬂ)-&-AUz(r)]

[ dw e=PU@+
[ dxe=PU)
[ da e BU@+AU)
[E T T d e
fdxe BlU(z)+AUz(x

{Blog T dwe 70 +/d:1:p VAU ( )},

+/dxp {AUl );AUQ(@]

+/d:cp VAU ( )1 (2.27)

lo cual es equivalente a

0 {M] < SO[AV] + QAT (2.28)

2 2

Un funcional que cumple (2.28) es convexo [39]; por lo tanto, sélo tiene un punto critico en todo
su dominio, y es un minimo global (figura 2.4). Para ver la importancia de la convexidad de €, se
calcula la funciéon que lo minimiza.
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Figura 2.4: Un funcional convexo tiene sélo un punto critico, que es ademas su minimo global.

Tomando la derivada variacional de §2 respecto de AU e igualando a cero se llega a

0 SQIAU ()] e PlU(x)+AU(z)]

SAU  Jdjesumraug) P (w); (2:29)
despejando AU de esta ecuacién se calcula el punto (funcién) critico, que es
1 1 o BUGIHAU()

AU(x) = -U(x) — 3 log p(z) — 3 log [ dje J I (2.30)

De esta manera, escogiendo cualquier distribucién p(z), se puede obtener una parametrizacién de
la FES mediante la minimizacién de . Ademds, cuando se anade el potencial artificial (2.30) al
sistema, la distribucién obtenida en la dindmica serda p(z). Esto permite escoger sectores parti-
culares de S que se quieran muestrear mediante una eleccién particular de p(x). En el caso de
que no se quiera hacer la reconstrucciéon de una zona particular de la FES, se puede escoger la
distribucién uniforme p = 1/vol(S), donde vol(S) denota el volumen de S. En ambos casos, se
cambia el problema de reconstruir la FES por el de minimizar ).

Para poder minimizar {2 numéricamente, primero se escribe el potencial artificial como una
funcién AU(z,a) de = y de un vector de pardmetros variacionales @ = (aq,...,q;). Asi, se
minimizard la funcién Q(a) = Q[AU(z, )] con respecto a a utilizando una variacién estocdstica
del método de gradiente descendiente. Una vez que se converga al minimo global, se puede obtener
U(z) médulo una constante directamente de (2.30) y del calculo numérico del logaritmo de p(z).
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En el método de optimizacion que se utilizara, es necesario conocer las dos primeras derivadas
de Q respecto a a; el gradiente se aproxima como [40]

o) _ o [MU(La) (2.31)

OAU (2, cx)
3ozi p )

+E
Oy ] AU(a) [ Doy
Para la hessiana se tiene

0*Q(ax) _ 5 Cov [8AU($,0¢)7 IAU (z, a)} & [82AU(JC, a)} LR [82AU(JC, a)} ‘
80@-80@ 30@ 80@ AU () 30@0@ AU(c) 30@0@ P
(2.32)
En estas aproximaciones, el operador E[...] es el valor esperado bajo la distribucién p(z), y los
operadores E . .. ] AU(e) Y Cov [..] AU(e) denotan al valor esperado y covarianza, respectivamente,
obtenidos en un sistema con potencial U(z)+ AU (z, o). Es decir, para todo par de funciones f(z),
g(x) se define

Elf(®)av@ =2 / di e PR £ () (2.33)
Cov [f(z), 9($)]AU(a) =E [f<x>g<x)}AU(a) —E [f(x)]AU(a) E [9(1’)]AU(Q) : (2.34)

Por otro lado, la expresién de AU(z, ) se obtiene expandiendo AU(x) en una serie de funciones,
donde cada coeficiente es uno de los parametros variacionales,

AU(z,a) =Y oy Gi(2). (2.35)

Como, en general, la FES es una superficie suave en S, se puede obtener una buena aproximacion
de la misma utilizando pocos términos de la expansién de AU(x, ). Tomando (2.35) en cuenta,
se simplifican las ecuaciones para el gradiente y la hessiana,

6;2((5) = ElGi(@)lsv@ +ElGi(@)], (2.36)
6822]%) = BCov [G;(2), Gi()] A(a) - (2.37)

Las derivadas de €2 estan dadas en términos de valores esperados, por lo que se pueden calcu-
lar mediante dindmicas cortas sobre el potencial U(x) + AU(z, ). Sin embargo, estos célculos
de naturaleza estadistica introducen ruidos numéricos cuando se minimiza ) con métodos deter-
ministas. Como se menciond anteriormente, en este caso se utiliza un algoritmo de optimizacién
estocastico que es una variacion del método del gradiente descendiente [41]. En dicho algoritmo,
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se consideran, para la iteracién n, la iteracién instantdnea a™ y el promedio de las iteraciones

a™ = (n—1)7' 3 a®. La nueva solucién se actualiza mediante la ecuacién de recursién
k<n

al* ) — af®)— i [(a) + /(a7 [ - ] 239

donde p es un parametro libre, y el gradiente y la hessiana se calculan en el promedio de las
iteraciones &™), lo cual equivale a tomar una expansién de Taylor a primer orden del gradiente
V(™) alrededor de @™ . En la préctica, se vuelve muy costoso calcular la matriz hessiana a medida
que aumenta el nimero de funciones en la expansiéon de AU (z), por lo que sélo se considera su
diagonal; aunque no existen célculos analiticos que determinen el error que se introduce al hacer
esto, empiricamente se ha visto que no afecta a la reconstruccién final de la FES [42].

Para conocer qué tan cerca estd el algoritmo del minimo global de €2, es necesario poder estimar
el funcional en cada iteracién. Esto se logra escribiendo (2.21) como

1 [ dz e lU@+AU)

518 s sumsTEgTe * [ drp@)AUE 239
1 log 1
B E[P500)]

QAU] =

+E[AU(x)],
U(e)

— _B log E [e#2V(@)] E[AU(z)],-

AU(ax) +
Ademés, sustituyendo el punto critico (2.30) en la definicién de 2 se obtiene el valor minimo global,

QAU] = —%log/dx e PU@ _ /dxp(x) {U(m) + %logp(x) (2.40)

= —% logZ — E [U(:U)]p - %E [Ing<x>]p :



Capitulo 3

Modelos de Markov

Un modelo o cadena de Markov es una red de estados en donde la evolucién probabilista hacia

un estado particular depende tinicamente del estado actual, no de todos los estados que ocurrieron
anteriormente.
Al tener la FES de una proteina, se puede utilizar este formalismo para obtener informacién rele-
vante de la misma. Especificamente, es posible delimitar las conformaciones de una proteina en la
FES utilizando conjuntos metaestables, y obtener informacién sobre la evoluciéon de una confor-
macion a otra a partir de probabilidades de compromiso.

3.1. Formalismo de cadenas de Markov

Un proceso estocdstico con estados finitos se puede describir mediante una sucesién Xg, Xy, ...,
de variables aleatorias. Como esta sucesién representa una misma variable m de un sistema que
evoluciona en el tiempo, cada una de las v.a. tiene que tomar un valor dentro de un conjunto de
valores {0,1,...,M}. Se dice que X,, es el estado del sistema al tiempo n y, que al tiempo n, el
sistema se encuentra en estado 7 si X,, = 7. Esta sucesién de variables aleatorias recibe el nombre
de cadena de Markov si cada vez que el sistema se encuentre en el estado ¢, existe una probabilidad
P;;(t) de que al siguiente paso de tiempo se encuentre en el estado j. Esto es, el sistema no tiene
memoria de las posiciones anteriores, lo cual se puede escribir como

P(Xn+1 = ,]|Xn = i,Xn_l = in—l, ...,Xl = il,Xo = Zo) = P(Xn+1 = ]|Xn = Z) = -sz (31)

Los valores P;;, con 0 <7 < M,0 < 5 < M, reciben el nombre de probabilidades de transicién de
la cadena de Markov. Por definicién, los P;; son el valor de una medida de probabilidad, por lo

que cumplen
P; >0 Vi,j. (3.2)

24
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Ademas, si a un determinado tiempo n el sistema se encuentra en el estado 4, al siguiente paso
temporal, X, forzosamente debe de tomar uno de los posibles estados, con lo cual, para cada ¢
se cumple

d Pi=1 (3.3)

Jj=0

Usualmente, se acomodan las probabilidades de transicion en una matriz P, definida como

POO POM
P, P,

P = v 1M ) (34)
PMO PMM

llamada matriz de transiciéon. Con esta notacién, cada rengléon de P estd normalizado, debido a
(3.3).

Al conocer la distribucién de Xy y la matriz de transicién P, se pueden calcular todas las
probabilidades de interés. Por ejemplo, la funcién de densidad conjunta de X, ..., X,, estda dada
por

P(Xn = fin’anl - infl, "'7X1 = ilaXO — 20)
- P(Xn - in|Xn_1 = in_l’ ""XO = Z‘O)P(Xn—l - in—la ceey XO - ZO)
infl,inP<Xn—1 - 7:”_1, aeey XO = i0)7

y, continuando de esta manera

P(Xn — ina -'-7X0 — Zo) — P’in—l,inP’in—Q,in—l e P’i1,i2P’£0,i1P(XO — Zo) (35)

La entrada ¢7 de P representa la probabilidad de que el sistema en estado ¢ cambie al estado 7 en
el siguiente paso de tiempo. De manera analoga, se puede definir la probabilidad de transicion en
dos niveles, Pz-(jz), de que el sistema en estado 7 esté en el estado j después de 2 transiciones, como

P = P(Xpny0 = j| X = ). (3.6)
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Esta transicién en dos niveles también se puede calcular en términos de las entradas P;; mediante

P = P(X, = j|Xo = i)

M
:ZP<X2:jaX1 = k|Xo = 1)

k=0

M
=3 P, = jIX1 = k. Xo = )P(X, = k| Xy = i)

Il
M=

Py P;

k=0

M-

P Py;.

£
I

0
Intuitivamente, se estan sumando las contribuciones de todos los posibles caminos en el espacio
de estados que existen entre ¢ y j en dos pasos de tiempo. Por otro lado, la ultima igualdad es
simplemente un producto de matrices, y se puede escribir como

2
Pi(j) - [PQL‘]" (3.7)
donde P? es la matriz de transicién elevada al cuadrado.
En general, se define la probabilidad de transiciéon en n niveles mediante
P = P(Xpim = j|Xm =), (3.8)
y (3.7) se generaliza mediante induccién a
P =po, (3.9)
que, por conveniencia, suele escribirse de la forma
M
PV =>"PYPY v 0<r<n. (3.10)

k=0
Las probabilidades de transicion en n niveles, conocidas como ecuaciones de Chapman—Kolmogorov,
se utilizan para conocer el comportamiento del sistema en el limite n — oo a partir de (3.10). Para
ello, se calcula primero

P(Xo = ) = 3 P(Xn = jXo = ) P(Xo = i) (3.11)

=Y Pl P(Xo =),
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donde el tnico factor que depende del tiempo es Pi(jn). Existe una gran variedad de cadenas de
Markov donde este término converge, cuando n — oo, a un valor II; que depende sélo de j.
Es decir, cuando ha pasado un determinado tiempo, la probabilidad de estar en un estado j es,
aproximadamente, II;, sin importar cual fue el estado inicial del sistema. Se puede demostrar [43]
que una condicion suficiente para que una cadena de Markov tenga esta propiedad es que, para
alguna n, se cumpla

PM>0 ¥ i,j=0,..,M. (3.12)

Las cadenas de Markov que satisfacen (3.12) se llaman cadenas ergddicas. En este caso, como las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov implican

M
PIY =% PP, (3.13)
k=0
se sigue que, al tomar limite al infinito sobre n, se cumple

M
I =) TPy (3.14)
k=0

M
Ademas, como Y Pi(f) = 1 Vn, se obtiene en el limite n — oo la normalizacion de II:
=0

oI =1, (3.15)

=0

y se puede demostrar [44] que II = (Ily,...,II) es la tinica solucién no negativa de (3.14) y
(3.15). Para sistemas ergddicos, a la distribucion II se le conoce como distribucién de equilibrio o
distribucién limite.

3.2. Metaestabilidad mediante cadenas de Markov

Intuitivamente, un conjunto A C S es metaestable si el sistema tiene la propiedad de que se
mantiene en ese subconjunto un largo periodo de tiempo antes de hacer una transicion al resto
del espacio de estados. Una manera de formalizar este concepto es con el enfoque de tiempos de
salida (figura 3.1). De acuerdo con este enfoque, se dice que A es metaestable si una dindmica
que comienza dentro del conjunto no saldra del mismo ain después de que haya pasado un largo
tiempo w.
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Figura 3.1: En el enfoque de tiempos de salida se considera una dinamica con posicién inicial en
A durante largo tiempo y se verifica si salié o no del conjunto.

Se busca identificar una familia de conjuntos metaestables D = {Dy, ..., D,,} que correspondan
a todos los arreglos conformacionales de la proteina que se esté estudiando. Esta familia serd un
subconjunto de la potencia de S, por lo que tiene que cumplir

i) u(Dy) >0 Yk, (3.16)
M) M(kaDl) =0 Vk;’él,

i) U[%C&
k=1

donde p es la medida de probabilidad del candnico. Esto significa que (i) la proteina puede encon-
trarse en cualquiera de las conformaciones, (ii) que un estado del canénico no puede corresponder
a dos arreglos conformacionales diferentes, y (iii) que cualquier arreglo conformacional esté conte-
nido en el conjunto de estados posibles. De esta manera, al identificar una descomposicién D, se
pueden caracterizar por completo todas las conformaciones de una proteina.

Para encontrar esta descomposicion es necesario introducir un operador P; de evolucién tem-
poral. Dicho operador actiia sobre cada x € S y regresa la probabilidad de evolucion a cualquiera
de los otros estados. Mientras que la definicion formal de P, es como un operador integral que
actia sobre el espacio L(u) de variables aleatorias asociadas a p, es posible reducirlo a [45]

P=P, (3.17)

que es simplemente una potencia de la matriz de transicién (3.4), misma que puede ser obtenida
directamente de la FES. Una vez que se tiene la energia asociada a cada estado discreto ¢ de x, se
calcula P con
po— min(1, exp (—G(E; — E;))]
/ ;min[l, exp (—0B(Ey — Ey))|

(3.18)
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donde E;, E; son las energias de los estados ¢ y j, respectivamente. Se utiliza especificamente esta
definicién ya que, llevada al infinito, reproduce la distribucién invariante del candnico [46].

Con base en el enfoque de tiempos de salida, si A es metaestable, la aplicaciéon del operador
de evolucién a un estado contenido en A dara como resultado otro estado contenido en el mismo
conjunto, incluso si se evalia P, en un lapso de tiempo w > 0. De esta manera, si 14 es el vector
identidad de A, definido como

1 sizeA
La(z) = { 0 en otro caso , (3.19)

entonces, A es metaestable si y solo si se satisface la ecuacién de eigenvalores
Pla=1y4 V 0<t<w. (3.20)

Para calcular el nimero de estados metaestables en los que se descompone S, se analiza el espectro
de eigenvalores del propagador P;. Especificamente, se detectan dichos conjuntos via los eigenva-
lores cercanos a 1, contando multiplicidad. Por otro lado, las eigenfunciones asociadas a estos
valores, llamadas eigenfunciones dominantes, permiten identificar y delimitar a cada D; mediante
un analisis de aglomeracion de estados.

En [45] se muestra que, en las regiones de S correspondientes a conjuntos metaestables, todas las
eigenfunciones toman valores aproximadamente constantes. La variacion sobre este valor constante
fue el criterio utilizado en este trabajo para la aglomeracion de estados.

Primero se obtienen las m eigenfunciones dominantes del propagador, que se escriben en térmi-
nos de eigenvectores vy,. .. ,v,,. Después, se etiquetan los estados d; que corresponden a minimos
locales en S. En D; se toma como referencia el valor de cada eigenvector en d;, y se van buscando
estados vecinos donde todos los eigenvectores tengan aproximadamente el mismo valor (salvo un
porcentaje de error) que tienen en d;. Cuando se encuentran vecinos donde el valor de algin eigen-
vector difiera de la referencia més alla del porcentaje permitido, se termina el algoritmo y todos
los estados visitados previamente se toman dentro de la aglomeracion.

3.3. Probabilidades de compromiso

Habiendo encontrado al menos dos subconjuntos metaestables A y B en el espacio de estados
(los cuales pueden corresponder, por ejemplo, a la proteina plegada en A y desplegada en B), se
busca conocer la probabilidad de que, empezando en un estado particular, la proteina evolucione
a un subconjunto o al otro. Para ello, se introduce la probabilidad de compromiso, que es una
funcién ¢; que va de S a R, y que calcula, para cada ¢ € S, la probabilidad de que el estado ¢
evolucione a B antes que a A.
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Por definicién, se debe tener ¢; = 0 parai € Ay ¢; = 1 si i« € B. Mientras tanto, para los
estados 7 que no se encuentren en ninguno de los dos conjuntos, se utiliza la relacién que existe entre
estados vecinos en S para el calculo de probabilidades. Esto es, la probabilidad de compromiso
para un estado i ¢ AU B estd dada por la suma de productos de las probabilidades de alcanzar un
estado vecino j por la probabilidad de compromiso evaluada en j. Por otro lado, cuando : € AU B,
se fijan condiciones de frontera, de modo que

0 sii € A,
> P,q; en otro caso.
J

qi =

Ademas, la probabilidad de compromiso inversa ¢; se define de manera analoga como la proba-
bilidad de que, comenzando en el estado i, se alcance A antes que B. con lo cual, para procesos
ergédicos, se cumple

¢ +q =1 (3.22)

Las relaciones de compromiso (3.21) son un sistema lineal de ecuaciones que se pueden resolver
numéricamente con cualquier paquete de algebra lineal. Sin embargo, para sistemas con un gran
numero de estados, el costo y el error computacional pueden aumentar considerablemente, por lo
que se vuelve una manera poco eficiente de calcular las probabilidades de compromiso.

Una alternativa consiste en formular el problema de los compromisos en términos de eigenvalores
dominantes [47]. Para ello, primero se construye una matriz de transicién con estados absorbentes
Ay B

T,;,=< 1 siic AUB, j=i, (3.23)
0 site AUB, j#i.
La dinamica dada por T es casi igual a la de P, con la unica diferencia de que cuando un estado
llega a A 0 a B se queda ahi para siempre, pues la probabilidad de que evolucione a cualquier otro
j € S es cero. Asumiendo una dindamica ergédica, P" converge a la distribucién de equilibrio del
canodnico, por lo que también existe el limite
T = lim T", (3.24)
n—oo
el cual lleva cualquier distribucién inicial a A o a B. De esta manera, el compromiso ¢; sera la
suma de probabilidades después de haber propagado una distribucién local que se encuentra sélo
en i, y que estd dada por un vector canénico e = §;, propagado al infinito mediante 7°°:

G =Y (€T®)=> Ty (3.25)

keB keB
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En pocas palabras, se inicia en un estado ¢ que después es propagado hasta infinito y se suman las
probabilidades de que haya sido absorbido por cualquiera de los estados que conforman a B.

Para simplificar los cdlculos que siguen, se toma A = {a} y B = {b}; cuando los conjuntos son
mas grandes, simplemente se aglomeran en uno solo. Ahora, diagonalizando T se obtiene

T = R- lim diag(A\}, ..., \}%) - R, (3.26)
n—oo

donde R = (7, ...rn) es la matriz de eigenvalores derechos de T', y A; son los eigenvalores correspon-
dientes, ordenados de mayor a menor médulo complejo. Se tiene por el teorema de Perron-Frobenius
que existen exactamente dos eigenvectores izquierdos con eigenvalores 1: e® y e’, mientras que el
modulo de los otros eigenvalores es estrictamente menor que uno. De esto se sigue que

lfm A" =0 ¥|\| <1 (3.27)
n— o0
sustituyendo en (3.26) se llega a
T> = R -diag(1,1,0,...,0) - R (3.28)

Definiendo L = R~! como la inversa de la matriz de eigenvectores derechos, se tiene que L son
eigenvectores izquierdos pues, sustituyendo por L en (3.26):

T°° = L' lim diag(\}, ..., \}) - L; (3.29)

n—o0

multiplicando L por la derecha en ambos lados de la igualdad esto se convierte en
L-T* =L -diag(A\}, ..., \}), (3.30)

que es la definicion de eigenvalores izquierdos.

Con esto, se puede evitar calcular la inversa de R una vez que se obtienen los eigenvalores
izquierdos. A pesar de que, en general, el costo computacional de ambos procedimientos es similar,
en el caso de T resulta mucho menos costoso calcular una base para los eigenvalores izquierdos.
En primer lugar, expresando a L de la forma (I3, ...,Iy)" (donde I’ denota la transpuesta de [), se
deduce

!/

T = (le ...;TN) ' dlag(l’ 1707 ’0) : (ll? "7ZN)
= (r1,72) - (lbl?)/'

Por otro lado, como e® y e’ son los tinicos eigenvectores izquierdos con eigenvalor 1, [; y lo deben
ser una combinacion lineal de los mismos:

(o) = S - (e%e) = (3“ Sl?) (e e?)’. (3.32)

521 S22

(3.31)
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Ademas, debido a que T sigue siendo una matriz estocastica, todas sus entradas son positivas, por
lo que, de acuerdo al teorema de Perron—Frobenius, uno de sus eigenvectores derechos tiene todas
sus entradas iguales. Se puede escoger, sin pérdida de generalidad, r; = (1,...,1) = 1. Sustituyendo
este resultado y (3.32) en (3.31) se desprende

!

T = (1,79) - S - (e, €)' (3.33)
Por otro lado, (3.25) implica
[¢", ¢P] =T - [e", €"], (3.34)

sustituyendo la descomposicion de T en esta ecuacion se llega a
[¢*, ¢"] = [1,715] - 5. (3.35)

Asi, el compromiso se calcula en términos de eigenvectores dominantes de 7°°. Para conocer las
entradas de Sy, se utilizan las condiciones de frontera del compromiso: ¢ = 1, G =0,q¢% =0,
qP = 1. Considerando ambos casos, se tienen matrices del tipo

(q;?) B (gbf:) = (e, (r2)) - S5 & € {a, b} (3.36)

ap

Resolviendo el sistema matricial en términos de S;, queda

S, = G E’;;b)_l (3.37)

Por tltimo, multiplicando todas las matrices en (3.33) y sustituyendo en (3.25), el compromiso de
que un estado ¢ visite B antes que A serd

(r2)i — (r2)a
(Tz)b - (7“2)(1'

De esta manera, el problema de las probabilidades de compromiso se reduce al de encontrar el
eigenvector dominante no trivial de T. El método de eigenvectores dominantes, a diferencia del
sistema de ecuaciones, funciona atin cuando el sistema es muy grande (|S| & 10°) [47].

Las conformaciones de una proteina pueden ser descritas a través de la identificacion y delimi-
tacion de los conjuntos metaestables en la FES. Por otro lado, la informacion de transiciones entre
estados se obtiene con las probabilidades de compromiso.

g = (eT)p = (3.38)



Capitulo 4

Resultados y discusion

Se analizaron los cuatro métodos de muestreo acelerado descritos en los capitulos anteriores.
Para ello, se aplicaron dichos algoritmos en 4 potenciales (cada método se utilizé 10 veces en cada
potencial para calcular promedios de las cantidades deseadas) y se midi6 el error cuadratico entre la
FES original y la reconstruida por cada método, ademas de que se compararon las probabilidades
de compromiso de forma cualitativa, pasos necesarios para escapar de minimos locales y para hacer
la reconstruccion de cada potencial. En todos los casos se trabajo de manera adimensional.

4.1. Una dimension

Se construyeron dos potenciales: uno con un sector difusivo y otro con perturbaciones sinusoi-
dales en todo su dominio. En ambos casos se realizé primero una dindmica de Langevin de 20 mil
pasos para la estimacién de parametros en cada método de aceleracion. En todas las dinamicas
realizadas se fijé la temperatura con f = 0.8. Ademas, en el método variacional se utilizé6 una
expansién en serie de senos y cosenos con 1 término constante, 14 términos del tipo «; sin(nz),
i=1...14, y 14 del tipo o, cos(nz), j =1...14.

4.1.1. Potencial con sector difusivo

El primer potencial fue

(v +4)7

Uj(x) = —12exp [— T

T R 2 VAN UET S S

En este caso se tienen tres minimos locales A, B, y C, asi como un sector difusivo que separa
a A de B. Al graficar la distribucién del canénico dada por P(z) = Z ' exp [—3f(x)] se observa

33
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que, mientras mas profundo sea el pozo, es mas probable que el sistema se encuentre dentro del
mismo.
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Figura 4.1: FES con sector difusivo: a) Potencial utilizado. b) Distribucién asociada a la FES.

Construyendo la matriz estocastica mediante (3.18) y haciendo el andlisis espectral descrito en el
capitulo anterior, se encontraron tres conformaciones o conjuntos metaestables (correspondientes
a eigenvalores A\; = 0.992, Ao = 0.989, A3 = 0.984, \; = 0.351, A\,=4 < A4), con dominios en
[—6,—3.19], [1.09,2.67] y [3.25,6.01], respectivamente. Esto coincide con las ubicaciones de los
minimos A,B,C. Para la conformacién A se calcularon los valores e;(z4),ea(xa),e3(x4) de cada
eigenvector en el punto x4 = —4. Después, partiendo de este punto se tomaron como parte de A
todos los x tales que

ei(z) —ei(za)

<0.1 i=1,23. 4.2
) < (4.2)

Este procedimiento se utilizé también para delimitar B y C'. Es decir, para cada conformacién
se tomaron como parte del conjunto los puntos donde los tres eigenvectores tuvieran valores que
difirieran porcentualmente de su valor en el minimo local a lo méas en 10 %.
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Figura 4.2: a) Analisis de conjuntos metaestables para el primer potencial. b) Probabilidades de
compromiso de la primera conformacién a la peniltima, de izquierda a derecha.

Una vez delimitados los conjuntos metaestables, se calcularon las probabilidades de compromiso
de A a C. Comparando la grafica del potencial con la del compromiso se puede ver que si el sistema
se encuentra en B, va a evolucionar a C' antes que a A. Esto tiene sentido por el sector difusivo que
separa a A de B,C'. Por otro lado, si el sistema empieza en z, en el sector difusivo, la probabilidad
de que visite C antes que A va creciendo mientras x, estd mas cerca de B

Después de este andlisis inicial, se hicieron las dindamicas de Langevin sobreamortiguado uti-
lizando cada método de aceleracion, asi como una sin aceleracién. Se fijé en todos los casos la
posicion inicial zp = 2. A continuacién se muestran las FES reconstruidas por cada método.
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Figura 4.3: FES original (azul) superpuesta con las reconstrucciones de método de aceleracion: a)
Inundacién. b) GaMD. c¢) Metadindmica. d) Variacional.

El tinico método que no consiguié muestrear todas las conformaciones fue el de inundacién,
que tan soélo estuvo en B y C. Con los otros algoritmos se muestreo el potencial completo; sin
embargo, en GaMD el primer minimo local es menor que los otros dos, lo cual no corresponde a
f(z). Esto ocurre por falta de muestreo, pues aunque se explora todo el potencial, no se estiman
correctamente las probabilidades de cada conformacién.

Las probabilidades de compromiso calculadas con las FES reconstruidas se presentan en la
figura 4.4. En este caso cada metodologia logré reconstruir la forma del compromiso en A,B
y C. Pero en la regién difusiva el crecimiento de la probabilidad no tiene el comportamiento
del compromiso real en ningin caso salvo en metadinamica. Esto coincide con que la FES de
metadinamica fue la que reconstruyé mejor la region difusiva, en los otros casos hubieron curvas

significativas que no existen en Uy ().
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Figura 4.4: Probabilidad de compromiso original (azul) superpuesta con la reconstruida por cada

método: a) Inundacién. b) GaMD. ¢) Metadindmica. d) Variacional.

Finalmente, se calcularon los errores, tiempos de salida (de la conformacién inicial) y pasos
necesarios para la reconstruccion.

Método Pasos para salida | Error cuadratico | Pasos totales
No acelerado 170,161+£1178 - > 160M
Inundacién 9,2654+1428 3.055+0.114 30M
GaMD 11,6614+1153 2.21940.054 15M
Metadinamica 7,3684+1343 1.07340.017 300,000
Variacional 25,664+2107 0.8524+0.012 14M

Tabla 4.1: Resultados cuantitativos para U;(z).

Tanto en términos de los pasos necesarios para salir de la conformacién inicial asi como para
muestrear la FES por completo, los cuatro métodos de aceleracién requieren una cantidad menor
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de pasos que la dindmica original en al menos un orden de magnitud. La dinamica no acelerada
mas larga que se realizé tuvo 160 M de pasos y no logré muestrear la FES entera. Por otro lado,
los métodos con un menor error cuadratico fueron metadinamica y variacional.

4.1.2. Potencial con perturbaciones

Después, se utilizo el potencial

Us(z) = —13 exp {—%1 —Tdexp {_%] ~10exp {—%} +3sin (3z) cos (3z). (4.3)

Aqui hay también tres minimos locales principales A,B y C, ademas de perturbaciones sinu-
soidales en todo el dominio. La distribuciéon muestra que, a temperatura con g = 0.8, los minimos
locales resultado de las perturbaciones sinusoidales tienen probabilidades muy bajas en compara-
cién a los minimos principales.

a) ] b) 0.14
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0.10 4

—41 0.08

U,(x)
P(x)

—6 0.06 |
g ] 0.04 1
10 0.02
A C 0.00 1 VAN
T T T T T T T T T T

Figura 4.5: FES con perturbaciones sinusoidales: a) Potencial utilizado. b) Distribucién asociada
a la FES.

x
X O+

Al realizar el analisis espectral en este potencial, se encontraron tres conformaciones con domi-
nios en [—6, —4.25], [-0.81,1.11] y [3.32,6.01], respectivamente. Se puede ver que los tres eigenvec-
tores tienen también perturbaciones sinusoidales en las regiones en que no son aproximadamente
constantes. Cabe resaltar que mediante este método se confirma la existencia de so6lo tres conforma-
ciones, por el niimero de eigenvectores dominantes obtenidos. Utilizando el mismo procedimiento
que en el potencial anterior se delimitaron los conjuntos metaestables.
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Figura 4.6: a) Andlisis de conjuntos metaestables para el tercer potencial. b) Probabilidades de
compromiso de la primera conformacién a la ltima, de izquierda a derecha.

Los compromisos fueron calculados de A a C'. Como ahora no hay una gran regién difusiva
entre las conformaciones, cuando el sistema empieza en B tiene la posibilidad de evolucionar tanto
a C como a A. Sin embargo, como C' esta méas cerca y existen menos barreras entre B y C, se
esperaria que sea mas probable que B evolucione a C' que a A, esto se confirma en la grafica del
compromiso, con un valor aproximado de 0.6 en B. Ademas, se aprecia que el compromiso también
tiene perturbaciones en las regiones de transicién entre minimos locales.

Las dinamicas en este caso tuvieron como posicion inicial o = 4. A continuaciéon se muestran
las FES reconstruidas por cada uno de los métodos de aceleracion.
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Figura 4.7: FES obtenidas por cada método de aceleracién: a) Inundacién. b) GaMD. ¢) Meta-
dindmica. d) Variacional.

Los cuatro métodos fueron capaces de muestrear la FES en su totalidad. A pesar de esto, el
problema de falta de muestreo se presenté de nuevo en GaMD, asi como en inundacién; en ambos
métodos |A — C| fue mayor que en el potencial real. Esto también ocurrié en metadindmica, donde
C aparece con un valor menor que A, pero en este algoritmo el error no se debe a una falta de
muestreo, sino al sobremuestreo de C', pues un valor menor indica que se depositaron mas gausianas
en C' que en A. Respecto a las regiones de transicion, el mejor método fue el variacional, lo que
era de esperarse por la forma sinusoidal de la expansion que se utilizé en dicho algoritmo.

A partir de las FES reconstruidas se calcularon los compromisos en cada caso. A pesar de
que todos los métodos muestrearon la FES completa, los errores que tuvieron en las regiones de
trancisién se ven reflejados en los compromisos. La probabilidad de compromiso en B calculada
con inundacién y GaMD es menor que en el compromiso real, mientras que en metadinamica y
variacional es mayor.
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Figura 4.8: Probabilidades de compromiso sobre la FES reconstruida por cada método: a) Inun-
dacién. b) GaMD. c¢) Metadindmica. d) Variacional.

Por ultimo, se calcularon los errores, tiempos de salida y pasos totales de cada metodologia.

Método Pasos para salida | Error cuadratico | Pasos totales
No acelerado 422,5414+4523 - > 160M
Inundacion 76,411+£3856 1.071£0.052 24M
GaMD 58,149+3941 0.867+0.034 12M
Metadinamica 27,822+5734 0.976£0.081 100,000
Variacional 82,672+£4832 0.269+0.011 12M

Tabla 4.2: Resultados cuantitativos para este potencial.

Una vez mas los cuatro métodos mostraron una ganancia de al menos un orden de magnitud en
el nimero de pasos necesarios para reconstruir toda la FES. Tanto en este caso como en el anterior,
metadindmica fue el método que necesité menos pasos para terminar. Ademads, en términos del

error cuadratico respecto a f(x), metadindmica y variacional fueron los mejores algoritmos.
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4.2. Dos dimensiones

Se parametrizaron dos FES con distintas caracteristicas: una con sectores difusivos y otra con
un sector alejado, ademés de dos caminos distintos entre conformaciones. En ambos potenciales se
realizé primero una dinamica sin aceleracién con 320 mil pasos, para la estimacién de parametros en
cada método de aceleracion. La temperatura se fijé con S = 0.5. Ademas, en el método variacional
se utilizé una expansién de senos y cosenos con 4 términos del tipo sin(nz)sin(my), 4 términos
cos(nzx) cos(my), 4 términos sin(nz) cos(my) y 4 cos(nz) sin(my).

4.2.1. Potencial con sectores difusivos

El primer potencial fue

11sin (3z — 1.5) siy >0
Us(z,y) =< 11[14+4]sin(3z —1.5) si —2<y <0 (4.4)
0 en otro caso.

En la parte del dominio con y > 0 el potencial es sinusoidal, con tres minimos locales A,B y
C. Al disminuir el valor de y por abajo de 0, la magnitud del potencial va disminuyendo hasta
que se llega a una region difusiva rectangular. Al graficar la distribucién del canénico dada por

P(x,y) = Z Yexp[—Bf(x,y)] se obtienen tres regiones equiprobables, que corresponden a los tres
minimos de f(z,y).

0.0025]
0.0020
0.0015

0.0010

0.0005]

Figura 4.9: FES con sector difusivo: a) Potencial utilizado. b) Distribucién asociada a la FES.
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Con el analisis de eigenvectores extendido a dos dimensiones se encontraron tres conformaciones,
correspondientes a los minimos locales A, B y C. Andlogamente al caso en una dimensién, para la
conformacién B se calcularon los valores e;(xp) de cada eigenvector (i = 1,2,3) en xp = (0,1).
Después, partiendo de ese punto se tomaron como parte de B todos los & adyacentes tales que

ei(x) — ei(zp)
61'(333)

<01 i=1,2,3 (4.5)

Analogamente, se delimitaron A y C. La diferencia porcentual maxima se fijo en todos los casos
de 10 %.

Segundo eigenvector

Primer eigenvector

=2 0 2
Tercer eigenvector

Figura 4.10: Anélisis de conjuntos metaestables para el segundo potencial.

Los compromisos se calcularon de A a B. Aunque al comenzar en C' lo més probable es que el
sistema evolucione a B, esta probabilidad no es igual a 1 puesto que existe la posibilidad de que
se recorra la region difusiva hasta llegar a A. Ademas, existe una pequena franja en el compromiso
donde la probabilidad es igual a 0.5, y corresponde al maximo local del sector sinusoidal de f(x,y)
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entre A y B, pues se trata de un equilibrio inestable, y el sistema tiene la misma posibilidad de
caer tanto en A como en B.

Figura 4.11: Probabilidades de compromiso de A a B.

Al finalizar este andlisis inicial, se hicieron dinamicas utilizando cada método de aceleracién
as{ como una sin aceleracién. Todas las simulaciones comenzaron en &y = (0,2). A continuacién
se muestra la distribucién obtenida con una dinamica sin acelerar de 320 mil pasos.
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Figura 4.12: Distribucion obtenida con una dindmica pequena.

Como se puede ver, en esta dindmica sin acelerar sélo se muestrea una parte de la conformacion
que corresponde a B. De aqui se estiman los parametros de cada método de aceleracion. Las FES
reconstruidas por cada método de muestran a continuacion.
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Figura 4.13: FES obtenidas por cada método de aceleracién: a) Inundacién. b) GaMD. ¢) Meta-
dindmica. d) Variacional.

Inundacién no logré muestrear la FES completa, tan sélo las conformaciones By C. Ademas,
en las regiones de transicién existen muchos puntos que no fueron muestreados, por lo que existen
huecos en la FES reconstruida con este método. El mismo fenémeno ocurre en GaMD, que a
pesar de haber muestreado las 3 conformaciones, tiene fallas en los maximos locales. Mientras que
metadinamica reconstruyo la FES completa, por un problema de sobremuestro distorsiona el sector
difusivo con la adicién de gausianas extra en algunos puntos del mismo. Es el problema analogo
al del caso 1D. Por 1ltimo, el método variacional tuvo una buena reconstruccién en parte por la
similitud entre la expansién utilizada y f(z,y), al menos en la regién sinusoidal. En la frontera
y = —3 se puede ver que, por la imposicién de periodicidad en el potencial variacional, existen
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maximos y minimos locales que no corresponden a la FES real.

Las probabilidades de compromiso calculadas con las FES reconstruidas se presentan en la
siguiente figura. Como el método de inundacién no exploré A, su compromiso es el que respeta
menos la forma del original. En los otros tres métodos esta forma se conserva cerca de A y B, pero
en la franja con probabilidad 0.5 se presentan diferencias, especialmente en GaMD y metadinamica.
En el caso de GaMD esto se debe a la falta de muestreo en el maximo local que une A con B,y
en metadinamica al sobremuestreo en la region difusiva.

Figura 4.14: Probabilidades de compromiso sobre la FES reconstruida por cada método: a) Inun-
dacién. b) GaMD. ¢) Metadindmica. d) Variacional.

Finalmente, se obtuvieron los resultados cuantitativos, que se muestran en la siguiente tabla.
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Método Pasos para salida | Error cuadréatico | Pasos totales
No acelerado | 2,724,182+106272 - > 400M
Inundacién | 1,724,182+246728 | 4.52340.0297 64M
GaMD 1,457,251+£185249 | 2.03740.0814 32M
Metadinamica | 1,023,227+102465 1.805+0.0176 6M
Variacional | 1,102,3214+152815 1.509+0.0162 20M

Tabla 4.3: Resultados cuantitativos para este potencial.

A pesar de que el nimero de pasos necesarios para salir de la conformacién inicial tiene el mismo
orden de magnitud tanto en la dindmica sin acelerar como en los cuatro métodos de aceleracion,
sigue habiendo una diferencia de al menos un orden de magnitud en la reconstruccion de la FES. En
la seccion de pasos totales, el simbolo > 400M indica que se hizo una dindmica con 400 millones
de pasos y no logré muestrear toda la FES. En términos del error cuadratico, metadindmica y
variacional son los mejores. Ademéds, metadindmica fue el método que requirié un menor nimero
de pasos para la reconstruccion.

4.2.2. Potencial con distintos caminos y sectores alejados

Para el segundo potencial se utilizo la funciéon

2?2 (y—2)° (z—12 ¢
= Uexp |- — Y| 13exp |- . 46
fi(z,y) exp { 05 05 } P { 0.72 0.72} (4.6)
(z+15)?2 (y—1.5) (x+25)?° (y—18)
12exp | — - — 3exp |- -
+leexp { 0.5 0.5 P 0.08 3.38
2% (y—2.5) _9)? 2)?
e [ @2 =25P) @2 (w+2)
2 0.08 05 0.32
=2 g? (x — 1.5)? y?
12exp -2 Y| 4 1lexp |- -
+lsexp { 0.08 2} +1lexp { 2.88 0.08}
z?  (y+2)° (z-1° (y+1)
ldexp |- — “1lexp |- -
+leexp { 0.08 0.72 } P { 0.08 0.08 ]

y después se anadieron perturbaciones mediante
fa(x,y) = cos (3z) + sin (3y) + sin (3zy) + cos (3zy). (4.7)

Asi, el potencial total fue
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Aqui hay cuatro minimos locales principales A,B,C,D, y dos barreras energéticas que separan
Ay Bde Cy D. Ademas, hay perturbaciones sinusoidales en todo el dominio, y algunas barreras
extra entre A y B. La grafica de la distribucién muestra que, a esta temperatura con J = 0.5, las
perturbaciones anadidas no afectan el espacio canénico.

Figura 4.15: FES con sectores alejados: a) Potencial utilizado. b) Distribucién asociada a la FES.

Al realizar el andlisis espectral en este potencial, se encontraron cuatro conformaciones, corres-
pondientes a A, B, C'y D. El procedimiento utilizado para delimitar el dominio de cada una fue
el mismo que en el ejemplo anterior. La existencia de sélo cuatro eigenvectores dominantes (con
eigenvalores A\; = 0.997, Ay = 0.995, A\3 = 0.981, Ay = 0.983, A5 = 0.621, \,~5 < A5) confirma
que las perturbaciones sinusoidales no constituyen un conjunto metaestable. Por otro lado, dichas
perturbaciones no se ven reflejadas en los eigenvectores, como ocurrio en el caso en 1D.
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Figura 4.16: Anélisis de conjuntos metaestables para este potencial.

Los compromisos se calcularon de A a D. Debido a la presciencia de las barreras energéticas,
el compromiso se divide en dos sectores delimitados por dichas barreras. Por un lado, una regién
rectangular que encierra a C' y D, y por otro, una regiéon que corresponde a A y B.
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Figura 4.17: Probabilidades de compromiso de A a C.

Las dindmicas en este caso tuvieron como posicién inicial &, = (0,2). A continuacién se
muestran las FES reconstruidas por cada método de aceleracion.
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Figura 4.18: FES obtenidas por cada método de aceleracién: a) Inundacién. b) GaMD. ¢) Meta-
dindmica. d) Variacional.

Los método de inundacién y GaMD exploraron las conformaciones A y B, asi como parte del
espacio de transicion entre ellas. En particular, GaMD tuvo acceso al otro camino de transicion,
el que une A y B rodeando la barrera entre ellos. En las graficas de ambos algoritmos hay huecos
debidos a la falta de muestreo, y no existe ningin punto asociado al sector de C'y D.

Por otro lado, tanto metadinamica como el método variacional muestrearon todas las confor-
maciones, aunque las barreras energéticas se aproximan més al potencial real en la reconstruccion
de metadinamica. Esto se debe principalmente a la cantidad limitada de funciones sinusoidales que
se utilizaron en la expansion del potencial variacional.

Con estas FES se calcularon los compromisos presentados a continuacién. Como GaMD e
inundacién no muestrearon ningin punto de C' y D, sus compromisos presentan grandes diferencias
respecto al real. Especificamente, no se respetan las formas poligonales de los sectores en que se
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divide el compromiso. En los otros dos métodos se aprecian ambos sectores, pero las barreras en
sus fronteras presentan algunas distorsiones. Esto era de esperarse, pues en el método variacional
las barreras energéticas no se reconstruyeron adecuadamente, y en metadinamica la deposicion de
gausianas extra altera los compromisos, como ya se habia visto en el potencial anterior.

Figura 4.19: Probabilidades de compromiso sobre la FES reconstruida por cada método: a) Inun-
dacién. b) GaMD. ¢) Metadindmica. d) Variacional.

Finalmente, se obtuvieron los errores, tiempos de salida y pasos totales.
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Método Pasos para salida | Error cuadratico | Pasos totales
No acelerado | 10,264,821+228711 - > 800M
Inundacién 4,841,6274149623 3.627+0.029 200M
GaMD 3,642,8244164721 3.30940.041 120M
Metadindmica | 3,524,812+175623 2.659+0.023 40M
Variacional 3,585,1374+96275 2.571+0.018 80M

Tabla 4.4: Resultados cuantitativos para este potencial.

Este potencial fue el que requirié mas pasos en general para su reconstruccién. La dindmica
sin acelerar se hizo hasta los 800 millones de pasos y atin asi no logré muestrear toda la FES.
En términos de errores cuadréaticos y pasos necesarios para la reconstruccién, metadinamica y
variacional fueron de nuevo los mejores métodos.

4.3. Discusion

A continuacion se analizan las ventajas y debilidades de cada método de aceleracién, para al
final compararlos entre ellos de acuerdo a varios criterios.

4.3.1. Método de inundacion

La mayor ventaja de este método es que en su implementacion no se necesitan realizar muchos
calculos adicionales a los de una dindamica usual de Langevin. Pues ademas de la facilidad con la
que se estima el pardmetro E;, (a partir de la profundidad del minimo local), este algoritmo es
simplemente una dinamica de Langevin sobre el potencial original sumado a una funcién constante
en el tiempo.

Por otro lado, la mayor desventaja del método de inundacién es que acelera la dindmica sélo de
manera local: todos los otros sectores en la FES modificada son exactamente iguales a la original.
Ademas, esta aceleracion local esté limitada, puesto que al utilizar una intensidad de inundacion
muy grande se distorsionan los caminos de transicion, incluso después de haber ponderado la
distribucion.
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Original . Inundado

xo
xXo

Reconstruccién

Figura 4.20: Al utilizar intensidades de inundacién muy grandes, se distorsionan los caminos de
transicién aun después de ponderar.

Finalmente, otra debilidad de este algoritmo es que no tiene un criterio de paro. Mientras mayor
sea el muestro, mejor sera la ponderacién hacia la FES original; sin embargo, no hay una manera
de estimar en qué momento se ha alcanzado un muestreo lo suficientemente bueno.

4.3.2. GaMD

Mientras que su funcionamiento es similar al método de inundacién, en GaMD se requiere
una subrutina previa en donde se elige automéaticamente el pardametro kg a partir de la dinamica
pequena que se realiza primero. Por esto, el nimero de cdlculos necesarios en GaMD aumenta un
poco a comparacion del método anterior. La automatizacién para seleccionar el parametro méas
importante de este algoritmo hace que, en general, no se requieran ajustes manuales de las variables
de entrada (dejando los valores por defecto se obtienen buenos resultados).

Otra de las mayores ventajas de GaMD es que la aceleracién de las dinamicas se hace en toda
la FES, ademés de que se tiene poco ruido energético al momento de ponderar. Respecto a sus
desventajas, las mas notable es que la eficiencia de este método depende de la posicion inicial de
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la simulacién. Esto se debe a que los parametros se escogen con base en un muestreo pequeno, por
lo que sus valores dependen completamente de la posicion inicial.

Original Xo= -2
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Figura 4.21: La eficiencia de GaMD depende de la posicién inicial de la simulaciéon. Se muestra
el potencial original asi como las FES modificadas empezando en dos coordenadas diferentes. En
este ejemplo se tiene una mucho mayor aceleraciéon cuando se empieza en xy = 2.

Ademas, se encontré (figura 4.18) que este método es poco efectivo cuando hay barreras
energéticas con magnitudes de al menos de un orden mayor a la energia donde comienza la dinami-
ca. Esto se relaciona con el punto anterior, pues la aceleracién en GaMD parte de la exploracién
local de un pozo, por lo que no toma en cuenta la posibilidad de que otras zonas de la FES tengan
este tipo de subidas energéticas tan pronunciadas.
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Figura 4.22: GaMD se vuelve poco eficiente cuando la FES tiene grandes barreras energéticas, en
este caso hubo todo un sector que no fue muestreado.

Adicionalmente, a pesar de que GaMD ofrece la posibilidad de fijar E en su cota superior
o inferior, se hicieron pruebas con ambas cotas en las FES y en todos los casos se obtuvieron
resultados practicamente idénticos sin importar la cota utilizada, por lo que, al final, se decidi
utilizar solo la cota superior para los cuatro potenciales.

Por ultimo, en este método tampoco se establece un criterio de paro, por lo que no hay manera
de saber en que momento se ha obtenido un muestreo lo suficientemente bueno.

4.3.3. Metadinamica

En términos de niimero de pasos de la dinamica, este método fue siempre el primero en escapar
de la conformacion inicial, asi como en reconstruir por completo la FES. Ademas, por la forma
en que hace dicha reconstruccion, no necesita un gran muestreo, ya que no utiliza ponderacion:
reconstruye a la vez que explora.

Como se basa en la adicién de gausianas a lo largo de su recorrido, no falla en la presencia
de barreras energéticas pronunciadas, ya que eventualmente alcanza su magnitud con la suma de
gausianas.

Sin embargo, mientras que dx y 0y son pardametros que se pueden estimar facilmente, en general
la entrada « es una variable muy sensible (cambios del 2% alteran por completo la reconstruc-
cién de la FES), y no existe una manera sistemdatica para encontrar el valor que resultard en la
reconstruccién mas eficiente y de buena calidad.
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Figura 4.23: En metadindmica, el pardmetro o determina en gran medida la calidad de la recons-
truccién, ademas de que no hay un método sistemético para encontrar el mejor valor posible del
mismo.

Como en los métodos anteriores, en este caso tampoco existe un criterio de paro; pero, a
diferencia de GaMD e inundaciéon, en metadinamica se altera la reconstruccién cuando se tiene
un sobremuestreo. Aunque en teoria la distribucién de la dindmica se va a ir aproximando a
una uniforme de acuerdo a la ecuacién (2.18), en la practica sucede que, dependiendo de en qué
momento se detenga la dindmica, puede haber tenido un muestro mayor en ciertas zonas de la
FES, lo cual afecta la reconstruccion de la misma.

e N T

X

Figura 4.24: Aunque en teoria metadinamica va a converger a una distribucién uniforme, en la
practica pueden haber zonas con sobremuestreo, debido a que se corta la dinamica antes de que
reproduzca la distribucién uniforme. En este ejemplo se encuentran dos sectores donde hubo una
mayor acumulacion de gausianas.
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4.3.4. Método variacional

La calidad de la reconstruccién del método variacional (medida en términos del error cuadratico
con la FES original y observando los cambios en las probabilidades de compromiso) fue en todos
los casos la mejor.

Por la manera en que funciona este método, no es dificil estimar los valores de los pardametros
libres. En particular, el numero de funciones a utilizar en la expansion depende simplemente de la
capacidad de la computadora en la que se esté trabajando. Pues mientras mas funciones se utilicen
mejor sera la reconstrucciéon de la FES.

Otra gran ventaja del método variacional es que se puede formular un criterio de paro con base
en la convergencia del funcional €. Ya que, aunque no se conozca el valor critico del mismo, al
graficar los valores que se van obteniendo de {2 se puede estimar en que momento se ha alcanzado
un punto cercano al critico.

o 50 100 150 200 250 300

t(dt = 1X10™%)

Figura 4.25: En el método variacional se puede formular un criterio de paro basado en la conver-
gencia del funcional €).

Aunque en el método variacional no se necesita usar ponderacion, el numero de pasos necesarios

para la reconstruccién es muy grande, debido a que por cada avance en el espacio de funciones
que contiene a (), se hace una dindmica pequena para estimar las derivadas funcionales y poder
seguir con la minimizacién. Por esta razon, en cada iteracion de este método se necesitan realizar
muchos mas calculos que en los otros tres métodos, lo cual es su mayor desventaja.
Por otro lado, dependiendo de la forma de la FES, puede ser necesario introducir varias funciones
adicionales en la expansion para reproducir ciertas caracteristicas del potencial original. Por ejem-
plo, en el potencial con perturbaciones en una dimension, primero se habian utilizado 21 términos
en la expansion de U, y se encontré que las perturbaciones en la FES no lograban reproducirse
aun cuando el método convergia; en cambio, al incorporar 8 términos extra, el potencial final fue
mas similar a la FES original.
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Figura 4.26: Dependiendo de la complejidad de la FES original, se tienen que incorporar ma&s
términos en la expansién de U para reproducir el comportamiento del potencial real.

Cuando el potencial no tiene condiciones de frontera periddicas, se tiene que incrementar el
dominio de la FES para evitar distorsiones en la frontera al momento de hacer la reconstruccién
con este método. El problema con este incremento del dominio es que aumenta también el tiempo
de computo, pues es necesario hacer un muestreo aun mayor dependiendo de que tanto se alargaron
los intervalos. Adicionalmente, si el dominio no se extiende demasiado, son mas notables los errores
en la frontera del potencial.
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Figura 4.27: Extender el dominio de una FES no periédica aumenta el tiempo de computo pero
evita los problemas de frontera. Mientras mas pequena sea dicha extension, las distorsiones en la
frontera incrementan. En este caso, hay distorsiones en la frontera definida por la recta y = —3.

4.3.5. Comparacion

Con base en los rubros que se han analizado, se puede hacer una comparacion entre los cuatro
métodos de aceleracién, como se muestra en la siguiente tabla:

Rubro Mejor método Peor método
Pasos para escapar de un minimo local Metadinamica Variacional
Pasos para reconstruccién de la FES Metadinamica Inundacién
Calidad de la reconstrucciéon (Error cuadrético) Variacional Inundacién
Calidad de reconstruccion del compromiso (topologia) Variacional Inundacién
Estimacién de parametros libres GaMD/Inundacién | Metadindmica
Criterio de paro Variacional Metadinamica
Cantidad de célculos necesarios Inundacién Variacional

Tabla 4.5: Comparacion de los cuatro métodos de aceleracion.

También se pueden considerar, para cada metodologia, sus mayores ventajas y desventajas:
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Método Mayor ventaja Mayor desventaja
Inundaciéon Facilidad para implementar. | Solo funciona de manera local.
GaMD Facilidad para estimar Su eficiencia depende de la

parametros libres. posicién inicial.

Método que escapa de la
conformacion inicial y
Metadindmica reconstruye la FES més
rapidamente (numero de
pasos).

Parametro libre es muy
sensible.

Hace las mejores

reconstrucciones (error Gran cantidad de célculos por
cuadratico, topologia del iteracién.

COMpromiso).

Variacional

Tabla 4.6: Comparaciéon de las ventajas y desventajas de cada metodologia.

Tanto GaMD como el método de inundacién son los métodos que requieren un menor nimero
de calculos en cada iteracién, ademas de que sus parametros libres se estiman facilmente. En los
rubros de calidad y niimero de pasos necesarios para la reconstruccién, metadindmica y el método
variacional fueron los mejores. Por otro lado, el método variacional es el tinico en el que se puede
formular un criterio de paro.
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Conclusiones

En este trabajo se compararon de manera cualitativa y cuantitativa cuatro métodos de muestreo
acelerado (inundacién, GaMD, metadinamica y variacional) utilizados en simulaciones de dindmi-
cas moleculares, con el objetivo de determinar las cualidades y debilidades de cada uno. Para ello,
se implementaron estas metodologias en distintos potenciales (2 en 1D, 2 en 2D) y se estudiaron
las reconstrucciones obtenidas con cada una en términos de errores cuadraticos, pasos necesarios
para la reconstruccién, probabilidades de compromiso y pasos para salir del conjunto metaestable
inicial.

De los resultados obtenidos se pudo comprobar, en primer lugar, que todos los métodos son
menos robustos de lo que se presenta en la literatura, especialmente cuando se utilizan en poten-
ciales con barreras entrépicas o perturbaciones en todo su dominio. Por otro lado, de acuerdo con
las métricas utilizadas en este estudio, metadinamica y el método variacional son los métodos méas
robustos.

Particularmente, el método variacional obtuvo las mejores reconstrucciones de todos los po-
tenciales. Sin embargo, se encontré que una de sus mayores desventajas es la dificultad para
implementarlo por la gran cantidad de cédlculos que requiere al momento de minimizar 2. Esta
dificultad es inherente al algoritmo que utiliza, por lo que no es un problema que se pueda superar
facilmente.

Por otro lado, en metadinamica la mayor debilidad es la sensibilidad de «, lo que puede provocar
sectores con sobremuestreo. No obstante, existe la posibilidad de resolver este problema mediante
la introduccion de parametros adaptativos.

De aqui se puede ver que el estudio sistemético de estas metodologias permite idear modifica-
ciones a las mismas e incluso generar nuevos algoritmos, lo que es de vital importancia debido a
la aplicacion de las mismas en el estudio de procesos bioldgicos asi como en el disenio de farmacos,
entre otros.
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Apéndice A

Ponderaciéon energética con expansion al
segundo orden

Para simulaciones de dinamica molecular con un potencial U, la distribucién de probabilidad
sobre una variable colectiva z es una funcién f(z). Dado un potencial de impulso AU(x) para
todo el dominio, la distribucién f*(z) asociada a U(x) + AU (x) se puede ponderar para recuperar
la distribucién candnica escribiendo

BAU(2)] .
o) = £ () 5
3 Eferave,

J=1

Ci=1,..., M, (A.1)

donde M es el nimero de bines, 8 = 1/kT, y el factor de ponderacién E[efAV@)] ; es el promedio
sobre los pasos de la simulacion que se encontraron en el j-ésimo bin.

Para reducir el ruido energético, el factor de ponderacion se aproxima utilizando una serie de
potencias[48]:

E[e?AV@)] = exp g ﬂ—'Cn, (A.2)
n!
n=1

donde los primeros dos términos estan dados por

Cy = E[AU], (A.3)
Oy = E[AU?] — (E[AU])? = 02

Finalmente, la FES ponderada se calcula mediante U(z) = —(1/8) In f(x)
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Apéndice B

Cddigo principal utilizado en este

trabajo

from tempfile import TemporaryFile
import matplotlib.pyplot as plt
import os

import multiprocessing as mp
import time

import math

import numpy as np

from scipy import integrate

import scipy.linalg as nps

import scipy.misc as sci

#Dinamica de Langevin con MALA

def emone(a, b, fes, beta, binos, dt, steps, mu, std,

local_st = np.random.RandomState (seed)

if data==None:
try:
size_space = len(fes)
dynamic = np.zeros(steps+1)

ds = float(b-a)/(size_space-1)

sigma = np.sqrt(2.0/beta)

noise = sigma*np.sqrt(dt)
xo_ar = point_location(a, ds, xo)
pot = fes[xo_ar]
pot_dx = devone_array(ds, fes, xo_ar)
for m in range(steps):
dynamic [m] = xo
r = local_st.normal(mu, std)
boundary = xo - (dt*xpot_dx)+(noisex*r)

if a<=boundary<=b:
xn = boundary
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X0,

name ,

data=None,

seed=None):



else:

Xn = Xo
xn_ar = point_location(a, ds, xn)
potn = fes[xn_ar]
potn_dx = devone_array(ds, fes, xn_ar)
transition_one = abs(xn-xo+dt*pot_dx)**2-abs(xo-xn+dt*potn_dx)**2
transition_two = (4.0/beta)x*dt
transition_term = np.exp(transition_one/transition_two)
density = np.exp(beta*(pot-potn))
val = transition_term*density

if val > 1:
pot, pot_dx = potn, potn_dx
X0 = Xn
else:
if val > local_st.uniform():
pot, pot_dx = potmn, potn_dx
X0 = Xn
dynamic [-1] = binos
np.save (name, dynamic)

except TypeError:
dynamic = np.zeros(steps+1)
sigma = np.sqrt(2.0/beta)
noise = sigma*np.sqrt(dt)
pot = fes(xo)
pot_dx = derivative_point(fes, xo)

for m in range(steps):

dynamic [m] = xo
r = local_st.normal(mu, std)
boundary = xo - (dt*pot_dx)+(noisexr)

if a<=boundary<=b:
xn = boundary
else:
Xn = Xo

potn = fes(xn)

potn_dx = derivative_point(fes, xn)

transition_one = abs(xn-xo+dt*pot_dx)**2-abs(xo-xn+dt*potn_dx)**2
transition_two = (4.0/beta)x*dt

transition_term = np.exp(transition_one/transition_two)

density = np.exp(beta*(pot-potn))

val = transition_termx*density

if val > 1:
pot, pot_dx = potn, potn_dx
X0 = Xn
else:
if val > local_st.uniform():
pot, pot_dx = potn, potn_dx
X0 = Xn
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dynamic[-1] = binos
np.save (name, dynamic)

else:
try:
size_space = len(fes)
dynamic = np.zeros(steps)
ds = float(b-a)/(size_space-1)
sigma = np.sqrt(2.0/beta)

noise = sigma*np.sqrt(dt)

xo_ar = point_location(a, ds, xo)

pot = fes[xo_ar]

pot_dx = devone_array(ds, fes, xo_ar)

for m in range(steps):

dynamic [m] = xo
r = local_st.normal(mu, std)
boundary = xo - (dt*pot_dx)+(noise*r)

if a<=boundary<=b:

xn = boundary
else:
Xn = Xxo
xn_ar = point_location(a, ds, xn)
potn = fes[xn_ar]
potn_dx = devone_array(ds, fes, xn_ar)
transition_one = abs(xn-xo+dt*pot_dx)**2-abs(xo-xn+dt*potn_dx)**2
transition_two = (4.0/beta)x*dt
transition_term = np.exp(transition_one/transition_two)
density = np.exp(beta*(pot-potn))
val = transition_termx*density

if val > 1:
pot, pot_dx = potn, potn_dx
X0 = Xn
else:
if val > local_st.uniform():
pot, pot_dx = potn, potn_dx
X0 = Xn
return dynamic

except TypeError:
dynamic = np.zeros(steps)
sigma = np.sqrt(2.0/beta)
noise = sigma*np.sqrt(dt)
pot = fes(xo)
pot_dx = derivative_point(fes, xo0)

for m in range(steps):
dynamic [m] = xo
r = local_st.normal(mu, std)
boundary = xo - (dt*pot_dx)+(noise*r)
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if a<=boundary<=b:
xn = boundary
else:
Xn = Xo

potn = fes(xn)

potn_dx = derivative_point (fes, xn)

transition_one = abs(xn-xo+dt*pot_dx)**2-abs(xo-xn+dt*potn_dx)**2
transition_two = (4.0/beta)x*dt

transition_term = np.exp(transition_one/transition_two)

density = np.exp(beta*(pot-potn))

val = transition_termx*density

if val > 1:
pot, pot_dx = potn, potn_dx
X0 = Xn
else:
if val > local_st.uniform():
pot, pot_dx = potn, potn_dx
X0 = Xn
return dynamic

#METADINAMICA

#Construye grid con contribuciones de gaussianas.
def contribution_point (xgrid, fes_sample, point, gaussian_height, delta_sigma):

X_res =
= xgrid [0]
three_sigma_array = int(round(((6.0*delta_sigma)/(x_res))))

x_in

xgrid [1] -xgrid [0]

w = gaussian_height

point_array = point_location(x_in, Xx_res, point)

center_point = xgrid[point_array]

exp_center = np.exp(-float((center_point-point)**2)/(2x(delta_sigma**2)))
fes_sample[point_array] = fes_sample[point_array] + w*exp_center

for i in range(l, three_sigma_array):
if point_array-i>=0:

for

left_point = xgrid[point_array-i]

exp_left = np.exp(-float(abs(left_point-point)**2)/(2*(delta_sigma**2)))
contribution_left = wxexp_left

fes_sample[point_array-i] = fes_sample[point_array-i] + contribution_left
continue

else:

continue

1 in range(l, three_sigma_array):

try:

right_point = xgrid[point_array+1]

exp_right = np.exp(-float(abs(right_point-point)**2)/(2*x(delta_sigma**2)))
contribution_right = wxexp_right

fes_sample[point_array+l] = fes_sample[point_array+l] + contribution_right
continue

except IndexError:

continue
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return fes_sample

#Metodo de metadinamica.
def mdyone(x_grid, potential, steps, initial_position, delta_sigma, beta, dt,
gaussian_height ,alpha=None, data=None):

start = time.time ()

if alpha==None:
alfa = 0.5
else:
alfa = alpha

size_space = np.size(x_grid)
a = x_grid[0]

b = x_grid[-1]

ds = x_grid[2]-x_grid[1]
sigma = np.sqrt(2.0/beta)

noise = sigma*np.sqrt(dt)

x0o = initial_position

fes_sample = np.zeros(size_space)

xo_ar = point_location(a, ds, xo)

pot_dx = derivative_point(potential, xo) + devone_array(ds, fes_sample, xo_ar)
pot = potential(xo)+fes_sample[xo_ar]

dinamica = []

cont = 0

for i in xrange(l, steps+1):
cont = O
dinamica.append (xo0)
r = np.random.normal (0,1)
boundary = xo-(pot_dx*dt)+(noisex*r)

if a<=boundary<=b:
xn = boundary
else:
Xn = Xo
cont = 1

xn_ar = point_location(a, ds, xn)

potn = potential(xn) + fes_sample[xn_ar]

potn_dx = derivative_point (potential, xn) + devone_array(ds, fes_sample, xn_ar)
transition_one = abs(xn-xo+dt*pot_dx)**2-abs(xo-xn+dt*potn_dx) **2
transition_two = (4.0/beta)x*dt

transition_term = np.exp(transition_one/transition_two)

density = np.exp(beta*(pot-potn))

val = transition_term*density

if val > 1:
pot, pot_dx = potn, potn_dx
X0 = Xxn
else:
if val > np.random.uniform():
pot, pot_dx = potmn, potn_dx
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X0 = Xn

if cont==

fes_sample = contribution_point(x_grid, fes_sample,
X0, gaussian_height, delta_sigma)

else:
continue

end = time.time ()
duration = (1.0*(end-start))/60

fes_samplet = np.zeros(size_space+3)

for j in range(size_space):
fes_samplet[j] = -fes_sample[j]

fes_samplet[-3] = a

fes_samplet[-2] = b

fes_samplet [-1] = duration
if data==None:
np.save ("mdyone_results", fes_sample
np.save ("mdyone_dynamic", dinamica)
else:

return fes_sample, duration

#INUNDACION

#Metodo de ponderacion
def reone(xgrid, fes, delta_fes, beta, binos

mu = 0

std = 1

a = xgrid[0]

b = xgrid[-1]

dx = xgrid[1]-xgrid[0]

size_space = len(xgrid)

def total_pot(x):
value = delta_fes(x)+fes(x)
return value

t)

, ndynamics, dt, steps,

trajecto = emone_para(a, b, total_pot, beta, binos, ndynamics+1,

xo, 1, 1)

rew_simulation = trajecto [0]

salvado = trajecto [1]
np.save (namae , salvado)

ndist, x = np.histogram(rew_simulation,
ndist_normal = (1.0/np.sum(ndist))*ndist
dsize = np.size(x)-1

dx = x[1]-x[0]

xeo = x[0]

expos = np.zeros(dsize)

contador = np.zeros(dsize)

expos2 = np.zeros(dsize)

expos3 = np.zeros(dsize)

for i in range(steps):

bins=int (binos))

X0,

dt,

namae) :

steps,

mu,

std,
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xnow = rew_simulation[i]
xwhere = pointlocl(xeo, dx, xnow, dsize-1)
exp = delta_fes (xnow)
exp2 = (delta_fes (xnow))**2
expos [xwhere] = expos[xwhere]+exp
expos2 [xwhere] = expos2[xwhere]+exp2
contador [xwhere] = contador [xwhere]+1
for k in range(dsize):
if contador[k]==0:
continue
else:
expos [k] = expos[k]/contador [k]
expos2[k] = expos2[k]/contador [k]
for 1 in range(dsize):
expos3[1l] = np.exp(beta*xexpos[l]+((beta**2)/2.0)*(expos2[1l]-(expos[1])**2))
expos3 = (1.0/np.sum(expos3))*expos3
z = (ndist_normal*expos3)
f = np.zeros(dsize)
for t in range(dsize):
if z[t]!=0:
f[t] = -(1.0/beta)*np.log(z[t])
else:
if t==0:
£Lt] = £[t+1]
else:
try:
£0t] = (£[t-1]1+£[t+1]1)/2.0
except IndexError:
flt] = £lt-1]

return f

#Metodo de inundacion
def fldone(xgrid, fes, minima, flood_strengths, floods_coefficients, beta, binos,
ndynamics, dt, steps, xo, data=None):

start = time.time ()

a = xgrid[0]

b = xgrid[-1]

dx = xgrid[1]-xgrid[0]

numero_ducts = np.size(flood_strengths)
size_space = np.size(xgrid)
fes_sample = np.zeros(size_space)

def flooding(x):
flood_potential = O
for i in range (0, numero_ducts):
centro = floods_coefficients[i,0]
lambdo = floods_coefficients[i,1]
flood_potential = flood_potential +
(flood_strengths[i])*np.exp(-(float (lambdo)/flood_strengths[i])*((x-centro)**2))
return flood_potential

fes_reweight = reone(xgrid, fes, flooding, beta,
binos, ndynamics, dt, steps, xo, "fldone_dynamic")
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end = time.time ()
duration = float(end-start)/60

tamano = np.size(fes_reweight)

fesgrido = np.zeros(tamano+3)

fesgrido[-3] = a

fesgrido [-2] b

fesgrido[-1] = duration

for k in range (tamano):
fesgrido[k] = fes_reweight [k]

if data==None:

np.save("fldone_results", fesgrido)
else:
return fes_sample, duration
#VARIACIONAL

#Valor esperado con potencial biased.
def biased_expected (function, dinamica):

steps = np.size(dinamica)
expected = 0
for i in range(steps):

xnow = dinamical[i]
value = function(xnow)
expected = expected+value

expected = expected/steps
return expected

#Covarianza en potencial con bias
def biased_covariance(f_one, f_two, dinamica):

def product_f(x):
return f_one(x)*f_two (x)

biased_p = biased_expected(product_f ,dinamica)

biased_one_two = biased_expected(f_one,dinamica)*biased_expected(f_two,dinamica)

covariance = biased_p - biased_one_two
return covariance

#Metodo variacional

def varone(x_grid, fes, number_coeficients, iterations,
epsilon, binos, ndynamics, dt, steps, xo, distribution=None,

start = time.time ()

a = x_grid[0]

b = x_grid[-1]

at = x_grid[0]-epsilon
bt = x_grid[-1]+epsilon

avg_alpha_notnormal = np.zeros(number_coeficients)

alpha_new = 0
last_pos = xo

mu ,

beta,
cores=None,

data=None):
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toda_tray = np.array([])

if distribution==None:
def target_distribution(x):
return 1.0/(bt-at)
else:
target_distribution=distribution

meta = omega_minl (fes, target_distribution, at, bt, beta)
bajado = np.zeros(iterations)
print meta
for i in range (0, iterations):
avg_alpha_notnormal = avg_alpha_notnormal + alpha_new
avg_alpha = (1.0/(i+1))*avg_alpha_notnormal

def biased(x):
value = fes(x)+biased_potential (avg_alpha, x, at, bt)
return value
trayectos = emone_para(at, bt, biased, beta, binos, ndynamics,
dt, steps, 0, 1, last_pos, 1, 1)
mini_trayec = trayectos [0][0:-1]
seguir = trayectos[1][0:-1]

toda_tray = np.concatenate((toda_tray, seguir))

a_local = min(mini_trayec)

b_local = max(mini_trayec)

last_pos = mini_trayec[-1]

derivatives = der_omega_para(beta, fes, avg_alpha, target_distribution, a_local,
b_local, at, bt, mini_trayec,cores)

gradient , hessian = derivatives[0], derivatives[1]

alpha_new = alpha_new - mux*x(gradient+hessian*(alpha_new-avg_alpha))

p = compro(x_grid, at, bt, fes, avg_alpha, target_distribution, beta)
bajado[i] = p
print (a_local, b_local, p, i)

def zv(x):
value = np.exp(-betax*x(fes(x)+biased_potential(avg_alpha, x, at, bt)))
return value

z_v = integrate.quad(zv, at, bt)[0]

constant = (1.0/beta)*np.log(z_v)

fes_sample = [-biased_potential(avg_alpha, i, at, bt)
-(1.0/beta)*np.log(target_distribution(i))-constant for i in x_gridl]
end = time.time ()

duration = (1.0*(end-start))/60

np.save(’varibajada’,bajado)
tamano = np.size(fes_sample)
fesgrido = np.zeros(tamano+3)
fesgrido[-3] = a

fesgrido[-2] = b

fesgrido[-1] = duration
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for k in range(tamano):
fesgrido[k] = fes_sample [k]

if data==None:

np.save ("varone_results", fesgrido)
np.save ("varone_dynamic", toda_tray)
else:
return fes_sample, duration
#GAMD

#Metodo de GAMD
def gsone(x_grid, fes, sigma_o, option, beta, binos, ndynamics, dt, steps, xo, data=None):

start = time.time ()

a = x_grid[0]

b = x_grid[-1]

dx = x_grid[1]-x_grid[0]

size_space = np.size(x_grid)

fes_almost = np.load(’./emone_results.npy’)
xgrid_sample = fes_almost [0:-1]

fes_sample = [fes(x) for x in xgrid_sample]
avg_pot = np.mean(fes_sample)

sigma_pot = np.std(fes_sample)

max_pot = np.amax (fes_sample)

min_pot = np.amin(fes_sample)

fes_reweight = np.zeros(size_space)

if option==
ko_prime = (float(sigma_o)/sigma_pot)*(float(max_pot-min_pot)/(max_pot-avg_pot))
ko = min(1.0, ko_prime)
energy = max_pot
else:
ko_biprime = (1-float(sigma_o)/sigma_pot)*(float(max_pot-min_pot)/(avg_pot-min_pot))
if O<ko_biprime<=1:

ko = ko_biprime
else:
ko = 1.0
energy = min_pot+float(max_pot-min_pot)/ko

k = ko*(1.0/(max_pot-min_pot))
def delta_v(x):
if fes(x)>=energy:
return O
else:
increment = float (k*((energy-fes(x))**2))/2

return increment
fes_reweight = reone(x_grid, fes, delta_v, beta, binos, ndynamics, dt,
steps, xo, "gsone_dynamic")
end = time.time ()

duration = float(end-start)/60

tamano = np.size(fes_reweight)
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fesgrido = np.zeros(tamano+3)

fesgrido[-3] = a

fesgrido[-2] = b

fesgrido [-1] duration

for k in range(tamano):
fesgrido[k] = fes_reweight [k]

if data==None:

np.save ("gsone_results", fesgrido)
else:

return fes_sample, duration

#COMPROMISOS

#Compromiso de a a b, dada matriz estocastica, metodo de eigenvectores.
def commitor_eig(t, a, b):

abs_m = np.zeros(np.shape(t))
size_space = np.size(t[0,:])
comm_a_b = np.zeros(size_space)

for i in xrange(size_space):
for j in xrange(size_space):
if i==(a-1) or i==(b-1):
if j==i:
abs_m[i][j] = 1
else:
pass
else:
abs_m[i][j]1 = t[1i1[;]

eigenvec = power_method(abs_m, 10000)

for k in xrange(0, size_space):
comm_a_b[k] = float(eigenvec[k]-eigenvec[a-1])/(eigenvec[b-1]-eigenvec[a-1])

return comm_a_b

#Da los compromisos dados dos estados a y b.
def commone (xgrid, fes, beta, a, b, method=None, data=None):

start = time.time ()

try:
temp = len(fes)
delta = xgrid[1]-xgrid[0]
astate = point_array(xgrid[0], delta, a)
bstate = point_array(xgrid[0], delta, b)
fes_trans = trans_matrix_1D(fes, beta)

if method==None:

fes_comm = commitor_alg(fes_trans, astate, bstate)
else:

fes_comm = commitor_eig(fes_trans, astate, bstate)



except TypeError:
delta = xgrid[1]-xgrid[0]
astate = point_array(xgrid[0], delta, a)
bstate = point_array(xgrid[0], delta, b)
fes_grid = [fes(i) for i in xgridl]
fes_trans = trans_matrix_1D(fes_grid, beta)

if method==None:

fes_comm = commitor_alg(fes_trans, astate, bstate)
else:
fes_comm = commitor_eig(fes_trans, astate, bstate)
end = time.time ()

duration = float(end-start)/60

tamano = np.size(fes_comm)

fesgrido = np.zeros(tamano+3)

fesgrido[-3] = xgrid[0]

fesgrido [-2] xgrid [-1]

fesgrido[-1] = duration

for k in range(tamano):
fesgrido[k] = fes_comm[k]

if data==None:

np.save ("commone_results", fesgrido)
else:

return fesgrido[0:-3], duration

#METAESTABLES

#Calcula eigenvectores dominantes.
def dominance(xgrid, fes_grid, beta):
operator = trans_matrix_1D(fes_grid, beta)
dominant_eigen = []
for i in range (10):#20
operator = np.dot (operator ,operator)
eigen = np.linalg.eig(operator)
eigenvalues = eigen[0]
eigenvectors = eigen[1]
print (eigenvalues [0:5])
for j in range (100):
check = eigenvalues[j]
if check > 0.9:
dominant_eigen.append(np.real(eigenvectors([:,j]))
else:
break

tomono = len(dominant_eigen)
for t in range (tomono):
maxo = np.max (abs(dominant_eigen[t]))
dominant_eigen[t] = dominant_eigen[t]/maxo
if dominant_eigen[t][0] < O:
dominant_eigen[t] = -dominant_eigen[t]
else:
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continue
return dominant_eigen

#Dados punto inicial y porcentaje de error, regresa limites de conjuntos metaestables.
def change_finder (array, start, percentage):

actual = arrayl[start]

tamano = len(array)-1

top = abs(percentage*actual)
a = int

b = int

check_left = False
check_right = False
count_left = start
count_right = start
while check_left==False:
maybe_left = array[count_left]
if count_left==0 or abs(maybe_left-actual)>top:
check_left=True
else:
count_left = count_left-1
continue
while check_right==False:
maybe_right = array[count_right]
if count_right==tamano or abs(maybe_right-actual)>top:
check_right=True
else:
count_right = count_right + 1
continue
a = count_left
b count_right

return [a,b]

#Regresa conjuntos metaestables.
def metaestable(xgrid, fes, beta, porcentaje, minima, data=None):

try:
tamanot = np.size(fes)
fes_grid = np.zeros(tamanot)
for k in range (tamanot):
fes_grid[k] = fes[k]
except TypeError:
fes_grid = [fes(u) for u in xgrid]

if data==None:
tamano = np.size(xgrid)
ds = xgrid[1]-xgrid[0]
a = xgrid[0]

dominant_eig = dominance(xgrid, fes_grid, beta)
eignum = int(len(dominant_eig))
min_loc = [point_location(a, ds, point) for point in minima]

min_num len(min_loc)
loc_all = np.zeros((eignum,min_num,2))
for j in range(eignum):

for t in range(min_num):



loc = change_finder (dominant_eig[j]l, min_loc[t], porcentaje)
loc_a = loc[0]
loc_b = loc[1]
loc_all[j,t,0] = loc_a
loc_all[j,t,1] = loc_b
locations = np.zeros((2,min_num))
for r in range(min_num):
locations [0,r] = xgrid[int(np.max(loc_alll[:,r,0]))]
locations[1,r] = xgrid[int(np.min(loc_alll[:,r,1]))]
print (locations)
plt.figure ()
for u in range(min_num):
plt.axvline(x=locations[0,u], linewidth=1.5, color = ’k’, linestyle=’:’)

plt.axvline (x=locations[1,u], linewidth=1.5, color = ’k’, linestyle=’:’)
for t in range(eignum):
plt.plot (xgrid, dominant_eig[t], linewidth=1.5)
plt.grid ()
plt.show ()
elif data==’help’:
tamano = np.size(xgrid)
ds = xgrid[1]-xgrid[0]
a = xgrid[0]
dominant_eig = dominance(xgrid, fes_grid, beta)
eignum = int(len(dominant_eig))
min_loc = [point_location(a, ds, point) for point in minimal
min_num = len(min_loc)
loc_all = np.zeros((eignum,min_num,2))

for j in range(eignum):
for t in range(min_num):
loc = change_finder (dominant_eig[j]l, min_loc[t], porcentaje)
loc_a = loc[0]
loc_b = loc[1]
loc_all[j,t,0] = loc_a
loc_all[j,t,1] = loc_b
locations = np.zeros((2,min_num))
for r in range(min_num):
locations [0,r] = xgrid[int(np.max(loc_alll[:,r,0]))]
locations[1,r] = xgrid[int(np.min(loc_all[:,r,1]))]
return locations
else:
tamano = np.size(xgrid)
ds = xgrid[1]-xgrid[0]
a = xgrid[0]

dominant_eig = dominance(xgrid, fes_grid, beta)

eignum = int(len(dominant_eig))

min_loc = [point_location(a, ds, point) for point in minimal]
min_num = len(min_loc)

loc_all = np.zeros((eignum,min_num,2))

for j in range(eignum):
for t in range(min_num):

loc = change_finder (dominant_eig[j], min_loc[t], porcentaje)

loc_a = loc[0]

loc_b = loc[1]

loc_all[j,t,0]

loc_all[j,t,1]

loc_a
loc_b



78 APENDICE B. CODIGO PRINCIPAL UTILIZADO EN ESTE TRABAJO

locations = np.zeros((2,min_num))
for r in range(min_num):
locations [0,r] = xgrid[int(np.max(loc_all[:,r,0]))]
locations[1,r] = xgrid[int(np.min(loc_alll[:,r,1]1))]
print (locations)
plt.figure ()
for u in range(min_num):
plt.axvline(x=locations[0,u], linewidth=1.5, color ’k’, linestyle=’:’)
plt.axvline(x=locations[1,u], linewidth=1.5, color = ’k’, linestyle=’:’)
for t in range(eignum):
plt.plot(xgrid, dominant_eig[t], linewidth=1.5)
plt.grid ()
plt.xlabel ("Coordenada Colectiva")
plt.ylabel ("Eigenvalores Dominantes")
plt.title("Conjuntos metaestables")
plt.savefig(’graph.png’)
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