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Introduccion

El modelado matematico ha tenido un auge importante en los tltimos tiempos debido a su aplicacién
en diversas areas del conocimiento, como es el caso de la Fisica, la Biologia, la Quimica, las Ingenierias
y las areas Sociales. Se emplea la modelacion para explicar procesos o sistemas complicados y poderlos
entender y analizar de una manera eficaz. Algunos modelos pueden ser muy generales, de tal forma que
se pueden emplear en diferentes campos de estudio. Un ejemplo es el caso de los modelos de poblaciones,
los cuales pueden estudiar comportamiento de poblaciones de varias especies, la propagaciéon de un virus,
el crecimiento poblacional de seres humanos, asi como la extincién de especies. Estos modelos varian
dependiendo de lo que se quiera analizar, las interacciones que se quieran estudiar y las condiciones en
las que se va a estudiar el modelo.

En esta tesis se hara un estudio breve de los modelos poblacionales de una y dos especies, para
después abordar dos ejemplos de modelos poblacionales con tres especies. El estudio de los modelos se
realizard analiticamente (si es posible) y numéricamente; para la segunda parte se emplean programas
realizados con el software de Wolfram Mathematica 11.1, los cuales realizan planos fase, graficas y dia-
gramas. Estos programas se encuentran en el Apéndice A.

En el Capitulo 1 se estudiara el primer modelo de poblacién conocido como el Modelo de Malthus,
Z = ax, el cual describe el crecimiento poblacional que tiene una especie x cuando no existen agen-
tes externos que interfieran con su crecimiento (depredadores, escasez de alimento, enfermedades); este
crecimiento tiene un comportamiento exponencial y solo es viable cuando las condiciones son éptimas
para la poblacién. Este modelo no es del todo adecuado dado que s6lo modela poblaciones ideales. Al
incorporarle un parametro que limita el crecimiento de la poblacion se obtiene la ecuacion logistica de
Verhults la cual modela el comportamiento poblacional con mayor precision que el modelo de Malthus.
La ecuacion logistica se estudiard para el caso continuo y discreto; el segundo caso es mas interesante
dado que se empieza a tener un comportamiento cadtico, lo cual es peculiar por la sencillez de la ecua-
cién, asi que se realizarda un andlisis mas detallado para este caso. En esta seccién se incluiran graficas
representativas, diagramas de escalera, asi como el diagrama de bifurcacién realizados con los programas
que se encuentran en la seccién (A.1.1) de A.

Después de varios anios J. Lotka y Vito Volterra desarrollaron un modelo de interaccién para dos
especies empleando como referencia la ecuaciéon logistica de Verhulst, conocido como “El Modelo Presa-
Depredador de Lotka-Volterra”. El modelo se expondré en la seccién (1.3) donde se realizara el estudio
completo tanto analitico como numérico y se daran algunos ejemplos representativos del modelo para
ejemplificar su comportamiento. En esta seccion,se incluyen graficas representativas de los planos de fase
y graficas de las soluciones de cada ejemplo. Los programas usados para la realizacién de estas graficas
se pueden encontrar en la seccion (A.1.2) de A.

En el Capitulo 2 se exponen dos modelos poblacionales con tres especies, los cuales se estudiaran



analiticamente (en la medida de lo posible) y numéricamente. El primer modelo que se analizard es el
Modelo de Gause-Volterra, el cual se toma del articulo [2]. Este modelo estudia la interaccion que existe
entre tres especies en una cadena alimenticia. Se realizard la parte analitica para encontrar los puntos
de equilibrio, la estabilidad que tienen (en la medida de lo posible) y el punto de bifurcacién de Hopf;
para el andlisis numérico se va a estudiar el comportamiento general del sistema para algunos ejemplos
representativos y conocer la estabilidad de los puntos que no se pueda determinar de la parte analitica,
asi como el diagrama de bifurcacién. Los programas empleados se pueden encontrar en la seccién (A.2.1).

El segundo modelo a estudiar es el Modelo de Holling-Tanner, el cual estudia la interaccion de una
presa con dos depredadores donde los depredadores no compiten entre ellos. Este modelo proviene del
modelo de presa-depredador de Lotka-Volterra. Este caso particular se toma del articulo [3], en el cual
el sistema general se divide en dos subsistemas con dos especies. De cada subsistema se calcularan los
puntos de equilibrio, su estabilidad, las condiciones que deben de cumplir para tener cierto comporta-
miento, asi como los intervalos donde existen cambios de comportamientos para cada parametro. En
la parte numérica de los dos subsistemas se daran ejemplos de cada intervalo del parametro donde se
tendran comportamientos distintos; en esta parte se realizaran planos fase representativos, graficas de
las soluciones con respecto al tiempo y el diagrama de bifurcacién para cada ejemplo; los programas
que se emplearon se encuentran en las secciones A.1.2 y A.2.1 de A. Después se realizara el analisis
numérico para el sistema completo, donde se calcularan los puntos de equilibrio, su estabilidad y el
comportamiento general que presenta; se corrobora si el sistema presenta un comportamiento cadtico
como lo menciona el articulo o no. El analisis se hara por casos dependiendo del intervalo que se tome
de cada parametro. Las gréaficas que aparecen en esta seccion son representativas del comportamiento
del sistema general y de las soluciones para ciertas condiciones iniciales; los programas empleados para
dicho fin se pueden encontrar en la seccién (A.2.1) de A.

La intencion de este trabajo es conjugar el estudio analitico y numérico para entender con mayor
detalle el comportamiento cualitativo que presentan los modelos.



Capitulo 1

Modelos de poblaciéon en una y dos
dimensiones

1.1. Modelo de Malthus

El primer modelo matematico de evolucién poblacional se le atribuye al economista Thomas Malthus
(1766-1834), descrito en su Ensayo sobre el principio de la poblacion, donde menciona que el crecimiento
poblacional tiene un comportamiento exponencial si no existen agentes externos que interfieran con el
crecimiento (guerras, hambruna, enfermedades). El modelo que propone para una poblacién z es:

dx

y =1 =ax. (1.1)

El parametro a es la tasa intrinseca de crecimiento poblacional, conocido como pardmetro malthusiano.

La solucién general de (1.1) estd dada por x(t) = ce® (c constante). Si incorporamos una condicién
inicial, z(0) = zo, se tiene una solucién tnica:

z(t) = xoe™ con a > 0. (1.2)

Como se observa en la solucién, la poblacién crece indefinidamente cuando hay condiciones 6ptimas para
la poblacién, cuando se tiene alimento y espacio suficientes por ejemplo.

El modelo que propone Malthus es un acercamiento a cémo se comportaria una poblacién ideal, pero
sOlo es viable en condiciones ideales controladas, es decir, que ayuden al crecimiento de la poblacion,
como tener suficiente alimento, lo cual no pasa en una poblacion real, ya que siempre existen agentes
externos que influyen en el crecimiento (alimento, depredadores, enfermedades, fendmenos naturales,
etc). Posteriormente, Verhulst modificé el modelo de Malthus para incluir un parametro que toma en
cuenta el crecimiento poblacional; este nuevo sistema es conocido como el modelo logistico.

1.2. Modelo Logistico continuo y discreto

El modelo logistico surge de la necesidad de tener un modelo méas realista que pueda describir
con mayor exactitud el comportamiento de una poblacion a lo largo del tiempo ¢ en un sistema finito,
tomando en consideracion agentes externos mas reales que afecten a ésta, como pueden ser la competencia
entre individuos o la falta de alimento. Tomando el modelo de Malthus y agregando un parametro k que
representa el nimero maximo de individuos que se pueden admitir en la poblacién, asi como el efecto



de la competencia que existe entre ellos por el alimento que es finito, se tiene la siguiente ecuacion que
es conocida como ecuacion logistica de Verhulst para el caso continuo:

= ax (1 - %) . (1.3)

Se le da este nombre en honor a Pierre-Frangois Verhulst (1804-1849) por ser quien incorporo los factores
que frenan el crecimiento poblacional en el modelo de Malthus. Se observa que la tasa de crecimiento
a > 0 se regula con respecto al tamano de la poblacién. El crecimiento logistico es parecido al creci-
miento exponencial cuando la poblacion es pequena pero se va haciendo cada vez més lento conforme la
poblacion tiende a k. Cuando la poblaciéon x es pequena en comparacion con el pardmetro k, obtenemos
la aproximacion:

T~ ax,

que es el modelo de Malthus.

La ecuacion logistica no solo se emplea para modelar el comportamiento del crecimiento de poblacio-
nes, sino también para conocer la propagacion de enfermedades epidémicas y la difusion de informacion
en redes sociales, actualmente.

La ecuacion (1.3) se puede resolver analiticamente usando el hecho de que es separable y la integral
que resulta se puede hacer con fracciones parciales; incorporando una condicién inicial z(0) = xg, se
tiene la solucidn, [4]:

at
To€
t) = .
=(t) 1+ zo(e® —1)/k
Tomando como k = 1 en (1.3), se puede llegar a la forma mas simple de la ecuacién logistica continua.

t=azx(l—z)= f(x). (1.4)

El comportamiento poblacional para (1.4) crece casi exponencialmente cuando es muy pequena y se
satura en x = 1 [4].

Se realiza ahora el andlisis de (1.4) para conocer su comportamiento. En la seccién A.1.1 se pueden
ver los detalles del programa utilizado para realizar las graficas. Para calcular los puntos de equilibrio se
encuentran primero las raices de f(z), es decir, ax(1 — ) = 0. Los puntos de equilibrio son dos, z; =0
y 2 = 1; el primer punto es inestable y el segundo es estable, esto se observa de la Figura 1.1 ya que la
pendiente de f(z) es positiva en cero y negativa en uno.

Figura 1.1: Grafica de f(x) con a = 2.



Se muestran en la Figura 1.2 algunas soluciones con condiciones iniciales diferentes. Las curvas que
se observan van tendiendo a uno excepto si empiezan en cero; para soluciones con condiciones iniciales
mayores a uno, las curvas decrecen y tienden de igual forma a uno. La soluciones que se muestran son
para el caso cuando a = 2.

Figura 1.2: Soluciones de la ecuacién (1.4) con diferentes condiciones iniciales y a = 2.

El comportamiento que tiene la ecuacién logistica continua no es tan interesante como el compor-
tamiento de la ecuacion logistica discreta, que presenta soluciones muy distintas dependiendo del valor
de a, pese a que se trata de una simple ecuacion de segundo grado. Este modelo es considerado como
un ejemplo de que reglas sencillas pueden llevar a comportamientos complejos. Si un sistema tan trivial
como esta ecuacion presenta caos entonces no podemos esperar comportamientos sencillos de un sistema
tan grande y complejo como es el planeta Tierra.

El mapeo discreto de la ecuacion logistica se puede expresar de la siguiente forma:

flzn) = xpi1 = axy (1 — ). (1.5)

Para un modelo discreto, el andlisis es un poco distinto, se buscan los puntos fijos en lugar de los
puntos de equilibrio y se observara el comportamiento del modelo dependiendo de los valores que tome
1
el parametro a. Es z* punto fijo de f(z,,) si f(2*) = 2*. Los puntos fijos de (1.5) son 2y =0y 2} = 1——.
a
Observemos que para a < 1, s6lo hay un punto fijo positivo. Para a > 1, siempre existen dos puntos
fijos y estén en el intervalo (0, 1). Calculando la derivada de f(Z) y evaluando en los puntos fijos [5], se
llega a:
1
fl(aaxé) = a, f’(a,xZ) = a_2a(1 - _) =2—a. (16>
a

De aqui se desprende el siguiente teorema cuya prueba aparece en [4], que nos describe el comporta-
miento del mapeo logistico.

Teorema 1.2.1. Si f es C', entonces el punto fijo x* de f es asintoticamente estable si | f'(x*) |[< 1y
es inestable si | f'(z*) |> 1.

Dependiendo del valor de a el comportamiento del punto fijo cambiara.
Si 1l < a < 3, entonces por el Teorema 1.2.1, el punto fijo zj, es inestable y el x} es asintéticamente
estable. En la Figura 1.3 se observa del diagrama de escalera que el punto fijo x{, es inestable, ya que para
cualquier condicién inicial que se tome, la solucién se ira alejando del punto; para x pasa lo contrario,
el diagrama de escalera muestra que la solucién se aproximara al punto de equilibrio sin importar la
condicién inicial. Dependiendo de la condicién inicial que se tome, la solucién se alejard (aproximard)
mas rapidamente o mas lentamente.



Figura 1.3: Punto fijo ), inestable y z asintoticamente estable con a = 1.5 de la ecuacién (1.5).

Por el teorema 3.21 de [4] se sabe que puede ocurrir una bifurcacién de doblamiento de periodo
cuando f’(a,z*) = —1 y esto pasa cuando a = 3. En este caso la estabilidad del punto fijo z} no se
puede determinar a partir del teorema pero numéricamente se observa que sigue siendo un atractor
global mientras que el x{ es inestable como se observa en la Figura 1.4a.

Recordemos que una bifurcacion es un cambio cualitativo en la dinamica del sistema que ocurre con un
pequeno cambio en un parametro [1], por lo cual al ir variando el pardmetro a se van a tener dindmicas
distintas del sistema.

Para el caso 3 < a < 1++/6 los dos puntos fijos son inestables por lo cual los iterados f"(x) no pueden ir
a ninguno de ellos. Lo que se observa es la aparicién de una érbita periédica de periodo minimo 2 (véase
Figura 1.4b). A partir de 1 + /6 el comportamiento es muy complicado. Hay numerosas bifurcaciones
de doblamiento de periodo, regiones de caos y regiones de estabilidad, se pueden observar mejor en el
diagrama de bifurcacién de la Figura 1.5 [5]. No se abordardn estos comportamientos en esta seccién,
no es el tema de estudio. En la Figura 1.4d se muestra una orbita con un periodo muy grande, lo cual
presenta un caos aparente.
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(a) El 27 es un atractor global con (b) Orbita de periodo dos con a =
a=3 3.08

(¢) Orbita de periodo ocho con
a=3.55 (d) Caos aparente con a = 3.893

Figura 1.4: Diagramas de escalera para la ecuacién (1.5).

En el diagrama de bifurcacién (véase Figura 1.5) los puntos que aparecen en la gréfica son los
puntos fijos que se tienen con respecto al valor de a. Cuando el parametro esta entre 1 < a < 3 no
hay cambio estructural, se tienen dos puntos fijos; cuando el pardmetro 3 < a < 1 + v/6, se presenta
la primera bifurcacién de doblamiento de periodo; cuando el pardmetro estd entre 1 + 6 < a < 4
hay un gran nimero de bifurcaciones, es decir, se presentan érbitas regulares de periodo muy grande.
En este intervalo el sistema se encuentra entre el orden y el caos (esto es, cambios pequenos en las
condiciones iniciales ocasionan después de cierto tiempo cambios muy grandes en el sistema), ya que
hay regiones de estabilidad, bifurcaciones de doblamiento de periodo y regiones de caos. Finalmente,
cuando el parametro a > 4 el sistema entra en una region caodtica. Desde el punto de vista de la teoria
del caos, esto significa que el sistema ha pasado de ser ordenado a un estado que no es facil de predecir,
pero el estado cadtico sugiere que aunque el comportamiento del sistema sea impredecible, es posible
encontrar nuevas formas de auto-organizacion en él.



Figura 1.5: Diagrama de Bifurcacién para la ecuacién (1.5).

Como se observa, el comportamiento de la ecuacién logistica continua es muy distinto al comporta-
miento de la ecuacién discreta. Esto se debe principalmente a que si resolvemos la ecuacion discreta por
el método de Newton y considerando el parametro muy pequeno algunos de los términos se desprecian,
teniendo como resultado la solucién de la ecuacion continua. Pero si el pardametro es muy grande el
comportamiento se vuelve mas complicado de predecir (ecuacién discreta). El método de Newton es una
forma de resolver ecuaciones por medio de iteraciones que convergen al punto fijo.

El diagrama de bifurcacion como los diagramas de escalera se realizaron con el software Wolfram
Mathematica 11.1 empleando el Notebook EcuacionLogistica que se puede revisar en el Apéndice A.

1.3. Modelo Presa-Depredador de Lotka-Volterra

Los descubrimientos cientificos no son espontaneos, mas bien son el resultado de un trabajo largo y
extenso donde en varias ocasiones se involucra mas de una persona, ya sea directamente o indirectamente
como sucede en el caso del modelo de Lotka-Volterra. Este modelo tiene aportaciones principalmente
de dos personajes, Alfred J. Lotka (1860-1949) y Vito Volterra (1860-1940). Lotka fue un estadistico
estadounidense de origen austriaco, cuyos intereses iban desde la dindmica poblacional hasta la dindmica
quimica [6]. Por otra parte, Volterra es considerado como uno de los mds grandes matematicos italianos
y sus principales aportaciones fueron hacia la fisica matematica, especialmente la teoria de la elasticidad;
en el analisis se le considera como uno de los inventores de la teoria de las ecuaciones integro-diferenciales
y del analisis funcional y fue pionero en las aplicaciones de las matematicas a la biologia. Véase para
mds informacién el Capitulo 73 de “Vito Volterra, Book on Mathematical Biology (1931)” en [7].
Lotka y Volterra hicieron grandes aportaciones con respecto al modelo presa-depredador. A pesar de que
sus trabajos los realizaron en areas distintas y sin que fueran colaboradores, ambos llegaron al mismo
sistema de ecuaciones. Varios personajes aportaron en menor o mayor medida a este campo de estudio,
véase [8], pero Lotka fue el primero que hizo la formulacién del sistema diferencial en el contexto de las
reacciones quimicas en 1920 y lo aplicé para el caso de presa-depredador en su libro Elements of physical
biology (véanse [9] y [10]). Posteriormente, a finales de 1925, Umberto D’Ancona (1896-1964) le pidié a
Volterra que realizara un modelo matematico para su experimento estadistico de poblacién de peces en
el mar Adridtico [7]. De este trabajo se desprendi6 el sistema de ecuaciones que después serfa conocido
como el modelo de Lotka-Volterra.

El modelo presa-depredador describe la interaccién que existe entre dos especies, la presa u; y el depre-



dador uy, mediante el sistema de ecuaciones de la forma:

i = glu)ug — fluy)uy
Gy = cup 1_]{(1‘;1) (1.7)

donde u; es la densidad de la presa, us es la densidad del depredador, g(u;) es la funcién del crecimiento
de la presa, f(u1) es la funcién del crecimiento del depredador, ¢ la tasa de crecimiento per-capita del
depredador, k(u;) la funcién de consumo de los depredadores.

Realizando el siguiente cambio de variable g(u;) = a1, vy = =, f(u1) = agw, us = y, ¢ = —ag y
k(u1) = agy/asx se obtiene al caso més sencillo, cuando no existe competencia entre la misma especie:

T = AT — a1y
y = —agy+ asxy, (1.8)

donde a; con i = 1,2, 3,4, son constantes positivas. Analizando la primera ecuacién, se supone que las
presas tienen suministro de comida ilimitado por lo que, en ausencia del depredador, el cambio en la
poblacién es proporcional a la misma, lo cual esta representado por el término a,x; el otro término de
la ecuacién, —asxy representa el efecto negativo del encuentro entre las dos especies. Si y es cero, no
existe interaccion y se tiene el modelo de Malthus. Por otro lado de la segunda ecuacion, el término asxy
representa el crecimiento de los depredadores como consecuencia de la interaccién (notemos que en este
caso el signo es positivo, ademds que depende de la razén a la que se consumen las presas); el término
—agy representa la muerte natural de los depredadores en ausencia de presas.

Si incluimos competencia entre la misma especie a la ecuacién (1.8), obtenemos:

T = a1x — asry — b’ = Fy
y = —azy+ axy — by’ = F, (1.9)

donde b; y by son constantes positivas.

Se realizard el andlisis de la ecuacién (1.9) para encontrar los puntos de equilibrio, la estabilidad de
estos, asi como el plano fase. Se puede realizar el estudio dado que el sistema esta bien definido, por ello
podemos hablar de la existencia de los puntos de equilibro y ubicarlos en el primer cuadrante.

Puntos de equilibrio.

Los puntos de equilibrio estan dados por © = 0, y = 0, es decir por las raices de F} y F, que son:

b — b
7 = (0,0), Ty — (a2a3 + a1by aijay + as 1) , Ty = (27()) : Ty = (07_%) , (1.10)

o0y + b1b2 . Aoy + b1b2

de las cuales solo consideramos las tres primeras, porque el punto x4 tiene una coordenada negativa y
biolégicamente el modelo sélo tiene sentido en el primer cuadrante.

Recuerde que si se resuelve por separado £ = 0 y y = 0 se obtienen las isoclinas nulas, las cuales son
lineas y curvas que se encuentran en el campo donde la pendiente es cero.

Estabilidad de los puntos de equilibrio.

La estabilidad de cada punto de equilibrio esta determinada por los valores propios de la linealizacion
del sistema alrededor de él, es estable si todos los valores propios tienen parte real negativa y es inestable



en caso contrario (véase [11]). La estabilidad del punto de equilibrio nos indica el tipo de comportamiento
que puede presentar las dos especies, por ejemplo si es estable entonces las especies coexisten y se
estabilizan en cierto nimero de poblacion.

El Jacobiano de (1.9) estd dado por:

IR dR
de  dy
J(z) = (1.11)
dFy  dFs
de dy
B a; — asy — 2bx — Qo (1.12)
ayy —as + ayx — 2byy

Las condiciones necesarias y suficientes para conocer el sigo de Re(\) se muestran a continuacion:

SilaTr(J(z)) <0y el Det(J(z)) > 0 entonces la Re(\) < 0; si Tr(J(z)) > 0y el Det(J(z)) >0
entonces la Re(\) > 0, véase la Figura 1.6. Para mas detalle se puede consultar el libro Differential
dynamical systems de Meiss [1].

Figura 1.6: Diagrama de Traza-Determinante para conocer la estabilidad de los puntos de equilibrio, [1].

Para el punto de equilibrio Z;:

se tiene que uno de los valores propios de la matriz es positivo y el otro es negativo, es decir, Ay = a; y
Ao = —agz. Por lo tanto el punto de equilibrio Z; es inestable.
Para el punto de equilibrio Zs:

) & ag(agbl — CL1(I4) _ 2b1 (CLQCLg -+ albg) _CLQ(CLQ(I:; —+ albg)
( ) ! a20y4 + b1b2 a0y + blbg a0y + blbg
J(ZT9) = :
_a4(a3b1 — a1a4) gt 2(&3[)1 — a1a4)b2 (14(612@3 + (lle)
A0y + blbz 3 A20y4 + blbg o0y + blbg
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realizando los calculos necesarios se tiene que los valores propios de J(Z3) son:

—R =+ /R? — 4 (—adasab; — azalb?by — ayazb?bi + aZasbib3 + aagaibs + ajadalas)
’ 2 (azaq + b1by)

con R = agasb; + a1beby — azbaby + ajasbs. Si —R es mayor que el radical, esto es Ao < 0, entonces el
punto de equilibrio Zy es estable; si —R es menor que el radical entonces un valor propio es mayor que
cero, por ende el punto de equilibrio Z5 es inestable.

Para el punto de equilibrio Z3:

" ayas
—ay _ 72
J(5) = b
a1G4
0 —ag b
La matriz es triangular por lo cual sus valores propios son los elementos de la diagonal, A\ = —a; y
Ay = —az+ azl)%. El valor propio \; es positivo si ajay > agby, entonces el punto de equilibrio es inestable;

en caso contralrio cuando ajas < aszby, Ay es negativo, entonces el punto de equilibrio es estable.
Localmente, alrededor del punto 7; el sistema se ve como el sistema linealizado X=J (z;)X donde el ¢;
es el vector propio para cada );, la linealizacién nos ayuda para encontrar facilmente la estabilidad de
los puntos y las soluciones empleando la matriz jacobiana. En una vecindad de z; las soluciones estan
dadas por

X = Z Cje’\jéj, C; constante.
j=1

A continuacién se muestran dos ejemplos representativos del sistema original no lineal (1.9). Los valores
que toman las constantes se consideraron los mejores para poder mostrar con claridad el comporta-
miento del sistema. Se emplea el programa EstudioSistemaDinamico-LCH para el andlisis y las graficas
relevantes. El programa fue realizado por el Dr. Jean-Marc Ginoux. Véase la seccién A.1.2 para més
detalle del programa.

Ejemplo 1.3.1. Se toman a; = 3,a0, = 1,a3 =1,a4 = 2,0y = 2,by = 1.
El sistema es el siguiente:

= 31— 22° — wy,
= —y+ 22y — 9> (1.13)

los puntos de equilibrio son z; = (0,0), o = (1,1) y Z3 = (1.5,0). La estabilidad de los puntos esta
dada por los valores propios del Jacobiano:

—4dr —y+3 —T
J(z) = Y (1.14)
2y 20 — 2y — 1
Para z; se tiene,
- 3 0
‘](xl) = )
0 -1
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los valores propios son A\ = 3 y Ay = —1, entonces el punto de equilibrio Z; es inestable. Ahora
calculando los vectores propios de cada A; respectivamente, & = (1,0) y & = (0,1). La solucién es de
la forma X = C;e3t + Cye™, con C; y Cy constantes.

Figura 1.7: Plano fase de la linealizacién de 7, de (1.13).

Para 73,
~ -3 —1.5
']<x3) = )
0 2
en el punto de equilibrio el sistema tiene los valores propios Ay = —3 y Ay = 2, los vectores propios

respectivamente son & = (1,0) y & = (—0.287348,0.957826). La solucién es

i L[ . [ —0.287348
X = 016 + 026
0 0.957826

El punto de equilibrio Z3 es inestable.

12



Figura 1.8: Plano fase de la linealizacién de z3 de (1.13).

Por ultimo, para s

los valores propios son A; o = % (—3 +i/7 ), los vectores propios respectivamente son £; = (i (—1 + VT ) , 1)
y & = (i (—1 — z\ﬁ) , 1). La soluciéon esta dada por

H1-ivD)

1 .
SRR et (3T
1

X — Cleé(—:’,ﬂ‘\ﬁ)t
1

El punto de equilibrio Z, es estable como se muestra en el plano fase (1.9).

Figura 1.9: Plano fase de la linealizacién de 5 de (1.13).

La siguiente grafica muestra la solucién para x y y con condiciones iniciales z(0) = 0.3 y y(0) = 0.9
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Figura 1.10: Gréfica del nimero de individuos con respecto al tiempo del sistema (1.13).

En el plano fase se muestran los tres puntos de equilibrio, la direcciéon del campo, las isoclinas nulas
(que pasan por los puntos de equilibrio y en este caso son rectas) y algunas soluciones representativas.

Figura 1.11: Plano fase del sistema (1.13) con a; = 3,as = 1,a3 = 1,a4 = 2,b; = 2,by = 1.

Ejemplo 1.3.2. Se toman los valores a; = 1.4, a5 = 0.68,a3 = 0.55,a4 = 0.4,b; = 0.01, by = 0.04.

El sistema queda:

& = 1.4z —0.01z® — 0.68zy,
= —0.55y + 0.4zy — 0.041>, (1.15)

los puntos de equilibrio son z; = (0,0), Z2 = (1.57856,2.03561) y z3 = (140, 0). Realizando los célculos
pertinentes llegamos a que Z; y &3 son inestables y Zy es estable.

La Figura (1.12) representa el comportamiento que tienen las dos especies a lo largo del tiempo, cuando
las condiciones iniciales son g = 9y yo = 5. Se muestran las oscilaciones que presentan con el aumento y
disminucién del niimero de individuos de cada especie con respecto al tiempo, y como se van estabilizando
al punto de equilibrio. Las oscilaciones que se presentan se encuentran desfasadas, la presa es la que
crece primero y después crece el depredador.

14



Figura 1.12: Grafica del nimero de individuos con respecto al tiempo del sistema (1.15).

El plano fase (1.13) muestra el campo de direccién, las isoclinas y una solucién, la cual es una espiral
que se va acercando al punto de equilibrio Z,.

Figura 1.13: Plano Fase del sistema (1.15).
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Capitulo

Modelos de poblacién en 3D

En este capitulo se estudiard el comportamiento dindmico de dos modelos poblacionales de tres es-

pecies. El primero es el Modelo Gause-Volterra que hace alusion a una cadena alimenticia, es decir, la
presa es devorada por el primer depredador y éste a su vez es el alimento del segundo depredador; el
segundo es el Modelo de Holling- Tanner, el cual modela dos depredadores que no interactuan entre ellos
y se alimentan de una sola presa, la cual siempre existe.
Para el estudio de estos modelos se emplea el andlisis numérico para conocer mejor el comportamiento
que presentan, ya que en la mayoria de los casos no es posible realizarlo analiticamente. El compor-
tamiento que pueden presentar este tipo de modelos es muy interesante dado que al trabajar con tres
especies se tienen méas condiciones en el modelo que afectan en gran medida los resultados finales y
por ende el comportamiento general del modelo, tales como un comportamiento cadtico, esto es, que si
variamos ligeramente las condiciones iniciales podemos observar comportamientos muy distintos.

Para el andlisis numérico se usaran los Notebook: EstudioSistemaDinamico3D-LCH,
AplicacionSistemaDinamico3D, DiagramadeBifurcacion-HT2D y DiagramadeBifurcacion-GV los cuales
se pueden revisar con mayor detenimiento en A.

2.1. Modelo de Gause-Volterra

El modelo poblacional de Gause-Volterra modela una cadena alimenticia con tres especies, un depre-
dador z que se alimenta de otro depredador y y éste a su vez se alimenta de la presa z. Este modelo esta
compuesto por una ecuacion logistica de Verhulst para la presa x y por el modelo de presa-depredador
de Gause con respuesta funcional para los dos depredadores. El primero en implementar la respuesta
funcional es G. F. Gause [12], después la usa M. L. Rosenzweig en su articulo Paradoz of enrichment [13].

Analisis del Modelo

El modelo general es de la siguiente forma:

&t = v(x)r —bs(x)y.
= yl-c+ds(x)] —eq(y)z.
¢ = [-g9+fay)l= (2.1)

donde b, ¢, d, e, g, y f son constantes positivas.
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Realizando el cambio de variable s(z) = 2%, q(y) = v* y v(x) = a — Az se tiene el siguiente sistema
que modela la situacién antes descrita y el cual se estudiard a continuacion.

A
T = a(l——m>x—bxky
a
y = da:ky —cy —eyPz
P o= (fy—g)e (2:2)

donde k,p > 0.
v(x) es la tasa de crecimiento especifico de la presa x que siempre satisface
v(0) =a >0; v(x) <0 paratodax > 0. (2.3)
En los modelos en donde el ambiente tiene una capacidad de carga natural, también se asumira:
dK >0 3 g(K)=0; (2.4)
en este caso K = a/\.
s(x) es la primera funcién de respuesta del depredador y que satisface
s(0) = 0; $(x) > 0 paratodax > 0. (2.5)

De manera similar, se supone que ¢(y) es la segunda funcién de respuesta de depredador z que
satisface

q(0) =0; ¢(y) > 0 paratoday > 0. (2.6)

Estas condiciones se extrajeron del articulo Analysis of Some Three-Species Food-Chain Models de
Freedman, [14].

Ahora se realizard el andlisis del sistema (2.2) para conocer sus puntos de equilibrio, asi como su
estabilidad y la bifurcacion que presenta. Notemos que el sistema se encuentra bien definido por lo cual
todas las soluciones estan en el octante positivo.

Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio que son faciles de encontrar de (2.2) son dos, P, = (0,0,0) y P, = (a/),0,0).
Si z = 0 se tiene otro punto de equilibrio, el cual se encuentra igualando a cero la primera y segunda
ecuacion:

A

a (1 — _x) r—baty = 0 (2.7)
a

dafy —cy = 0; (2.8)

de (2.8) despejamos z y obtenemos:



sustituyendo el valor de x en (2.7) se llega al valor de v,
A /c\F c\F c
=20 () 1 )-
¢ ( a \d ) i) ~tg)v=0
ad 1_)\(c>i (c>i
Y% T a\d) [ \d)
El punto de equilibrio esta dado por:

c\% ad A seNE] feNE
Py = (—) e 1——(—) (—) 0). 2.9
° ( d) " be { a \d d (29)
Observemos que para que P; esté en el primer octante y tenga sentido biolégico se debe de cumplir,

1
1—2(2)’“>0 - d(%)k—c>0. (2.10)

Notemos que estos tres puntos de equilibrio se encuentran en el plano zy. El punto P, representa la
no existencia de las especies; el punto P, representa el caso en que solo existe la presa, que evoluciona
siguiendo un crecimiento logistico; el punto de equilibrio esta dado por la capacidad de carga; y P;
representa el modelo presa — depredador con las especies  y y. En algunos casos existe un cuarto
punto que se encuentra en el primer octante que representa la coexistencia de las tres especies, €l cual
se estudiara mas adelante, asi como las condiciones para que exista.

Estabilidad de los puntos de equilibrio.

La matriz del Jacobiano de (2.2) es,

a — 2 \x — bkzF 1y —ba® 0
J(x,y,2) = dkaz*ly da* — pey?~lz —c  —ey? |- (2.11)
0 foy"~tz fyr—g

Evaluando (2.11) en los puntos de equilibrio se puede conocer su estabilidad.

Para P,
a 0 O
J(P) = 0 —c 0
0 0 —g
por lo cual los valores propios son p; = a, iy = —c 'y g = —g; como a > 0 el punto P; es inestable. Los

vectores propios asociados a los p; son, v; = {1,0,0}, vo = {0,1,0} y v3 = {0,0, 1} respectivamente,
por lo tanto se tiene que el plano yz es el subespacio estable y el eje x es el subespacio inestable.

Para P,
—a  —bla/N)F 0
J(R)=1 0 d(a/Nf—c 0
0 0 —qg
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los valores propios son u; = —a, puy = d(a/N\)* —cy us

(5)

—g. De (2.10) tenemos que ps > 0,
entonces el punto P, es inestable. Los vectores propios asociados a los p; son, v; = {1,0,0}, vy =

— ,1,0 3 y w3 = {0,0,1} respectivamente, por lo cual el plano zz es el subespacio
d (—) +a-—c
A k
estable y el vector vs es el subespacio inestable por la condicién (2.10): d (;) +a—c>0.
Para Ps,
c\1/k bc
1-k)-A(5) ek -2 0
al-k-A(5)" 2=k —
adk A\ feN\1/k ad\? /c\p/k A\ e\ VK
J(Ps) = T{l‘a(a) } 0 e (b_) (2) [“a(a) }
ad\" /c\p/k A /K]
0 0 ‘9”(@7) (3) [“5() }
mi myz 0
= mor 0 mog
0 0 mas

Notemos que mis < 0, mo; > 0y moz < 0. El polinomio caracteristico | J — pl |= 0 de la matriz es,
— g (may — ) (mag — 1) — magmay (maz — p) =0

(ms3s — ) (M2 —myp — m12m21) = 0.

Se tienen tres valores propios: p1, po v jit3; donde

M1 = 33 (212)
cuyo signo no se puede determinar facilmente.
Los otros valores propios son las raices del polinomio p? — myp — myamsg; = 0,
mi1 + m2 + 4m12m21
fo3 = Vi . (2.13)

2

Si consideramos m?, + 4miama; < 0, entonces jip3 son valores propios complejos conjugados. Con
esta condicion se tiene que el punto de equilibrio es una espiral (estable o inestable).

Para determinar la estabilidad solo se tiene que ver el signo de la parte real de los valores propios,
si Re [u2] < 0 entonces la espiral es estable, en caso contrario se tiene una espiral inestable.

Sea

1/k
2Re [ps] mi = a— 2\ (E) — ka {1 —

d

a1 K - ( )1/k(2—k),

Ul o
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si Re [us] < 0 entonces
c

a(l—k)—/\(a>l/k(2—k)§0

=% "k \4d
Una bifurcacién de Hopf surge cuando un par de valores propios complejos conjugados puros cruzan
el eje imaginario por causa de la variacion del parametro A\. Existe una bifurcacion de Hopf cuando
m%l + 4m12m21 =0.

(1—k) <c>—l/kr‘

Puntos de equilibrio del sistema general (2.2).

Considerando el sistema general (2.2), se toma la tercera ecuacién del sistema suponiendo z # 0; se
despeja y, con lo cual se tiene la siguiente expresion:

(fyP —g)z2=0

=y = (%)w. (2.14)

Se sustituye (2.14) en la segunda ecuacion de (2.2), ésta se iguala a cero y se despeja z,

de*y —cy —eyPz =0

—eyPz = cy—dzty

=|z= % <%> " [da* — ] (2.15)

1/p

a Az

donde z¥F = 7 (i) (1 — —) x. Para que z se encuentre en el primer octante y tenga sentido
g a

biologico se debe de cumplir:

1/k
db —c¢>0 = z> <§> (2.16)

Como no se puede tener una forma explicita para x, se deja como un polinomio no algebraico, el
cual se puede resolver usando el método de Newton-Raphson:

A
q(:v):a(l—%)x—bxky:(]

= [q(z) = % (1 - %) wi ok (%) ol (2.17)
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Las raices de (2.17) son a lo més dos (véase la Figura 2.1), x; y xs, las cuales se encuentran en el
siguiente intervalo:

0<x1<x*<$2<% (2.18)
a(1—-k (. . .
donde z* = Y\ que es el maximo de (2.17) y ademads recordemos que a/A es la capacidad de

carga de x. Por (2.16) y (2.18), la unica raiz que cumple esto es z5. Entonces el punto de equilibrio esta

dado por:
1/p 1/p
P, = (xz, (%) ,% (%) [dxk — c}) )

Figura 2.1: Raices de (2.17) del sistema (2.2) con k = 0.4.

Estabilidad de P;.

Evaluando (2.11) en el punto de equilibrio se puede conocer su estabilidad. El Jacobiano queda de
la siguiente manera:

g 1/p
a—b <?> kxh™! — 22z, —bak 0
J(P,)) = 9 1 k—1 €9
dxh —
0 fp( Lo C) 0
e
donde
g 1/p
miy=a—>b (?) k‘xg_l — 2T, Mg = —ba:/;C <0,
g 1/p
My = d (?) kx5t >0,  mo = (1—p)(—c+dah), (2.19)
e fp (dok —c
m23:—79<0 Yy m32:¥.
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Empleando el Teorema 4.3 que se encontra en el articulo [14], se puede conocer la estabilidad del
punto de equilibrio Pj.

Teorema 2.1.1. Si se cumplen las condiciones (2.3)-(2.6), y suponiendo que Py existe. Si myy > 0,
entonces Py es inestable. St mi; < 0 y magy < 0, entonces Py es estable. Mas aun si my; < 0, entonces
P, es asintoticamente estable.

Analisis Numérico.

Se presentaran algunos ejemplos representativos del sistema general (2.2), para conocer el comporta-
miento del sistema al modificar ciertos parametros. Se emplean los programas FstudioSistemaDinamico3D-
LCH, AplicacionSistemaDinamico3D y para el diagrama de bifurcacién se usa DiagramadeBifurcacion-
GV. Los programas se pueden encontrar en A.2.1.

Ejemplo 2.1.1. Se consideran k =p=1/2

Este ejemplo se toma del articulo [2], en el cual se realizan cambios de variables del sistema original
para reducir el nimero de parametros, el sistema es:

ti = (1—x)z—2%
g o= Py —y"Pz oy
Z = € (y1/2 — 52) zZ.

El parametro de bifurcacién en este caso es d;. Se realiza el cambio de variable para tomar los parametros
originales con los valores que se proponen en el articulo. Sean: £ = 1/a = 1/b=1/\, d=e=1, ¢ =
f, 02 =g/e, k=p=1/2, § = c. Donde dy = 0.376, ¢ = 1.428 y £ = 0.866. Se dejan expresados a, f y
g para la parte analitica.

El sistema (2.2) queda de la siguiente manera:

i = a(l—x)z —azx'?y
VSR VL Fp
zZ = (fyl/2 —g) 2 (2.20)

Los tres primeros puntos de equilibrio son: P; = (0,0,0), P» = (1,0,0), P3 = (¢, ¢(1 — ¢?),0). Pa-
ra que tenga sentido biolégico se debe de cumplir la condicién (2.10), es decir, 1 —c? > 0, entonces ¢ < 1.

La matriz Jacobiana del sistema es:

Y
—2r — —=+1 - 0
a( T 2\/5 ) a/r
z

J(z,y,2) = NG —c+\/_—2\/§ Y

fz N
NG VY=g

La estabilidad de P, y P, no se pueden determinar a partir de la matriz Jacobiana dado que algunos
denominadores se hacen cero, pero por el analisis del sistema general que se realiz6 anteriormente

se puede concluir que los puntos de equilibrio son inestables. En la Figura 2.2 se puede observar la
estabilidad.

0
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Figura 2.2: Estabilidad de Py y P, del sistema (2.20) con xo = 0.01, yo = 0.1 y 20 = 0.

La estabilidad del punto P; si se puede analizar a partir de la matriz,

1
—2ac? — 34 (1-c*)+a —ac 0

=~
&
I

N | —

(1—c%) 0 —y/c(1—c?)
0 0 Ve(l=e)f—g

Calculando el polinomio caracteristico, se tienen los valores propios p; = ms3 = /c(1—c2)f —gy
1 1

Hop = 5 (mll + \/m?, + 4m12m21> =3 <m11 + /m?, — 2ac(1 — c2)>. Si m¥, — 2ac(1l — ) < 0 en-

tonces se tienen dos valores propios complejos conjugados, por lo cual se tendria una espiral estable o

inestable.

1
Si Re[us] > 0 se tiene una espiral inestable cuando ¢ < —= y si Re[us] < 0 se tiene una espiral

V3

estable cuando ¢ > —.

V3

La bifurcacion de Hopf se presenta cuando un punto de equilibrio tiene un par de valores propios
que cruzan el eje imaginario y corresponde a la creacién o destruccién de una 6rbita periédica, [1]. En
este caso se encuentra cuando m?, — 2ac(1 — ¢?) = 0, es decir,

1
(—2ac® — 3¢ (1-¢) +a)®—2ac(l—c*) =0
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(a) Espiral inestable con ¢ < (b) Espiral estable cuando ¢ =

1/4/3. 1//3.

(c) Espiral estable con ¢ > 1/+/3.

Figura 2.3: Comportamiento del punto de equilibrio P5 del sistema (2.20) para distintos valores de c.

Para el punto Py, se sustituyen los valores correspondientes de a, f y g. De (2.14) se tiene que
y = (9/f)"? = 0.1414. Resolviendo el polinomio no algebraico ¢(x) = (1 — z)z"/2 — (¢/f)* = 0, por
(2.17), se tienen las raices z; = 0.021 y xo = 0.846.
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Figura 2.4: Grafica del polinomio ¢(x) del sistema (2.20).

1/k
Para que el sistema tenga sentido biolégico se debe de cumplir la condicién (2.16), x > (cgi) donde

e 1/k
(3) = 2, pero c vale al menos 1/ V3. Con esto se concluye que z > 1 /3, por lo cual el tinico punto

que cumple es xo. Por (2.15) la coordenada z = 0.346 — 0.376¢. El punto de equilibrio es:
P, = (0.846,0.1414,0.346 — 0.376¢)

La estabilidad del punto esta determinada por los valores propios de la matriz jacobiana,

—0.888 —1.062 0
J(Py) = —-0.0769 0.46 —0.5¢ —0.376
0 0.658 — 0.714c 0

Entonces se tiene que my; = —0.888 y mas = 0.46 — 0.5¢, por el Teorema 2.1.1 se sabe que mags > 0
por lo cual el punto de equilibrio no es estable.
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(b) Espiral inestable cuando ¢ <
(a) P4 no es estable con ¢ > 1/+/3. 1/V/3.

Figura 2.5: Comportamiento del punto de equilibrio P, del sistema (2.20) para distintos valores de c.

A continuacién se muestra el comportamiento del sistema general cuando ¢ = 1/4/3. Los puntos de
equilibrio son P, = (0,0,0), P, = (1,0,0), P; = (0.333,1.54,0) y P, = (0.846,0.566,0.516) [15].
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Plano Fase del sist 2.2).
(8) Plano Fase del sistema (2.2) (b) Soluciones del sistema.

Figura 2.6: Comportamiento impredecible del sistema (2.20) cuando ¢ = 1/4/3. Condiciones zy = 0.5,
Yo =0.1y 29 =0.1.
Ejemplo 2.1.2.

Se considera el caso mas sencillo, cuando todos los parametros toman el valor de 1, excepto k = p =
1/2 y el pardmetro de bifurcacién es . El sistema (2.2) queda de la siguiente forma:

i = (1-Xz)z—2"%
= Myl y
:= (yP-1)= (2.21)
Los primeros tres puntos de equilibrio son: P, = (0,0,0), P, = (1/X,0,0) y P; = (1,1 — \,0),
por (2.9).Notemos que A\ # 0. Considerando que se esta trabajando en el primer octante y por (2.10):
1 —A>0, es decir, A < 1.

Ahora se analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio, para ello se calcula la matriz jacobiana.

—7—2:6)\—1—1 —Vz 0
J(I‘,y,Z)Z 2\/_ _7+\/5_1 _\/y
0 5 V-1

Considerando el punto P; y P, la estabilidad de estos no se puede determinar a partir de la matriz
dado que algunos denominadores se hacen cero. Considerando valores muy pequenos para x y y y aproxi-
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mandolos a cero se puede deducir su estabilidad a partir de la matriz jacobiana, para mas detalle ver [14].
Empleando el andlisis numérico para valores pequenos de = y y se puede apreciar que el comporta-

miento de los puntos P; y P son inestables, como se menciono en el estudio para el caso general. Véase
la Figura 2.7.

Figura 2.7: Estabilidad de P, y P, del sistema (2.21) con 29 = 0.2, yo = 0.2 y 25 = 0.

La estabilidad del punto P; se puede analizar a partir de la matriz

%(—3>\ 1) -1 0
JP) = Sa-N 0 —VITA
0 0 VI-X-1
Se calcula el polinomio caracteristico, del cual se tienen los valores propios:

/lemgg:\/l—)\—1<o,

dadoque A <1y

<m11 + \/mfl - 4m12mQ1)
(%(1 —3\) £ \/}l(l —3A)?—2(1— A)>

((1 3£V -+ 1))

N —

H23 =

== DN
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Si (9A — 7)(A 4+ 1) < 0 entonces se tienen dos valores propios complejos conjugados, por lo que se tiene
una espiral estable o inestable; notemos que para que sea negativo se debe de cumplir que A < 7/9, esto
nos reduce el intervalo de A\, 0 < X\ < 7/9. Para saber la estabilidad de la espiral, se necesita conocer el
signo de 2Repus].

Si 2Re[us] = my; > 0 se tiene una espiral inestable cuando (1 — 3X) > 0, es decir, A < 1/3. Si
2Re[us] = my; > 0 se tiene una espiral estable cuando A > 1/3. Observemos que en A = 1/3 se presenta
el cambio de estabilidad de la espiral. La bifurcaciéon de Hopf se presenta cuando (9A — 7)(A+ 1) = 0,
es decir, A = 7/9; cuando A = 7/9 se tiene una érbita periddica.

29



(a) Espiral inestable cuando A < (b) Espiral estable cuando A =
1/3. Con g = 0.8, yo = 0.99 y 1/3. Con zg = 0.6, yo = 0.1 y
zZ0 = 0. zZ0 = 0.

(c) Espiral estable cuando \ >
1/3, con g = 0.3, yo = 0.2 y
20 = 0.

Figura 2.8: Comportamiento del punto de equilibrio P3 del sistema (2.21) para distintos valores de A.

Para calcular el punto Py, se necesita encontrar las raices del polinomio no algebraico
q(z) = (1 — Ax)x'/2 — 1 = 0; véase que para A < 0.148148148 el polinomio puede tener una o dos raices
reales.
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Figura 2.9: Gréfica del polinomio ¢(z) del sistema (2.21) con A = 0.12.

Tomando en cuenta las condiciones (2.16) y (2.18) se tiene que z > 1y z; < z* = 5N < x5. Por

(2.14) y (2.15) el punto de equilibrio queda de la siguiente manera,
P4 = (QCQ, 1, (1 - )\.1'2)1'2 - 1) .

Evaluando el Jacobiano en el punto de equilibrio se tiene:

1

2./72
1

N
0 %(\/x—g— 0

Si se considera A\ > 0.148148148, sélo se tienen tres puntos de equilibrio, en caso contrario se tienen
cuatro puntos. Tomando A = 0.14 se tienen los cuatro puntos: P, = (0,0,0), P, = (7.143,0,0), Py =
(1,0.86,0) y P, = (3.0587,1,0.7489). El comportamiento del sistema completo se aprecia en la Figura
2.15a donde se observa que para diferentes condiciones iniciales el sistema se vuelve un presa-depredador
donde el depredador z se extingue y en la Figura 2.10b se tiene el comportamiento de cada especie a lo
largo del tiempo el cual se aprecia con mayor claridad el la situacién que se presenta.

—21‘2)\ —

+1 —/T2 0

Sl -1
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(a) Plano Fase del sistema con di-

ferentes condiciones iniciales. (b) Soluciones del sistema con
condiciones x¢9 = 1.75, yo = 0.9
vy 2o = 0.5.

(c) Plano Fase. Condiciones ini-
ciales g = 2.4, yo = 1.3y 20 =
0.7.

Figura 2.10: Comportamiento del sistema (2.21) con A\ = 0.14.
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El diagrama de bifurcacion nos muestra la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema con
respecto al parametro A. En la Figura 2.11 se usa la coordenada x para ilustrar el cambio de estabilidad
de los puntos de equilibrio con respecto al pardmetro. Se observa que en A = 1/3 se tiene el cambio de
estabilidad del punto P3; que pasa de inestable a estable. Notemos que después de A = 0.148148148 no
existen las dos raices del polinomio no-algebraico por ende no existe el punto P;.

Figura 2.11: Diagrama de bifurcacién del sistema (2.21).

Ejemplo 2.1.3.

Para este ejemplo se consideran los siguientes valores de los parametro: a = 1.2, b = 0.5, ¢ = 1,
d=1,e=1,f=2,9g=12 k=02, p=1.
& = 1.2z(1 —0.833\x) — 0.50"%y
= 2"y +y(—2) -y
2 = (2y—1.2)z.

Los primeros tres puntos de equilibrio son: P, = (0,0,0), P, = (1.2/X,0,0) y Py = (1,2.4 — 2),0),

por (2.9).Notemos que A # 0. Considerando que se esta trabajando en el primer octante y por (2.10):
2.4 —2X\ >0, es decir, A < 1.2.

(2.22)

Ahora se analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio, para ello se calcula la matriz jacobiana.

0.1
—— = _opa+12 05202 0
20,
0.2
J(z,y,2) = ng —z+2°2 -1 —y
0 2z 2y — 1.2
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La estabilidad del punto de equilibrio P; no se puede determinar a partir de la matriz dado que algunos
denominadores se hacen cero, pero por el analisis que se realizo para el caso general se puede determinar
que es inestable. Para el caso de P, si se puede evaluar la matriz en el punto;

—1.2  —0.519\792 0
J(z,y,2) = 0 1.037A%2—-1 0
0 0 —1.2
Los valores propios son p; = —1.2, jis = 1.037A7%2 — 1y us = —1.2; dado que A < 1.2 entonces

e > 0, por lo cual el punto P; es inestable. En la Figura 2.12a se aprecia el comportamiento de los dos
puntos de equilibrio.

(a) Estabilidad de P; con condi- (b) Estabilidad de P, con condi-
ciones iniciales g = 0.1, yo = 0.3 ciones iniciales zg = 10, yp = 0.5
Yy 20 = 0. Yy 20 = 0.

Figura 2.12: Estabilidad de P, y P, del sistema (2.22).

La estabilidad del punto P; se puede analizar a partir de la matriz

0.96 — 1.8\ —0.5 0
J(Ps)=1 048 —0.04N 0 2\—24
0 0  3.3—4)\

Se calcula el polinomio caracteristico, del cual se tienen los valores propios:

M1 = 133 =3.3—4\

(mn + \/mfl + 47711277121)
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1
= 3 (0.96 — 1.8\ + \/mf1 —2(0.48 — 0.4/\))

Si m?, —2(0.48 — 0.4)\) < 0 entonces se tienen dos valores propios complejos conjugados, por lo cual, se
tiene una espiral estable o inestable. Para saber la estabilidad de la espiral, se necesita conocer el signo

de 2Re[us).

Si 2Re[us] = my; > 0 se tiene una espiral inestable y esto ocurre cuando 0.96 — 1.8\ > 0, es decir,
A < 0.533. Si 2Re[pus] = mq1 < 0 se tiene una espiral estable y esto ocurre cuando A > 0.533. Observemos
que en A = 0.533 se presenta el cambio de estabilidad de la espiral y cuando m?; — 2(0.48 — 0.4\) = 0
ocurre una bifurcacién de Hopf.

Si la espiral es estable en el plano z = 0 y el valor propio real p; es negativo entonces la espiral es
estable en todo el espacio pero si u; > 0 entonces la espiral solamente es estable en el plano z = 0, es
decir, esta dentro de su variedad estable.
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(a) Espiral inestable cuando A < (b) Espiral estable cuando A =
0.533. Con g = 0.8, yg = 19 y 0.533. Con zg = 04, yo = 0.7 y
zZ0 = 0. zZ0 = 0.

(c) Espiral estable en el plano z =
0 cuando A > 0.533. Condicién
inicial zg = 0.4, yo = 0.3y 29 = 0.

Figura 2.13: Comportamiento del punto de equilibrio Ps del sistema (2.22) para distintos valores de A.

Para calcular el punto Py, se necesita resolver el polinomio no algebraico g(z) = 2.4(1—0.833\z)z%% —
0.6 =0.
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Figura 2.14: Grafica del polinomio ¢(z) del sistema (2.22) con A = 0.1.

Recordemos que A < 1.2 entonces el polinomio tiene dos raices reales. Tomando en cuenta las

0.533
condiciones (2.16) y (2.18) se tiene que z > 1y z1 < z* = — < o, por lo cual el tnico punto que

cumple es z5. Por (2.14) y (2.15) el punto de equilibrio queda de la siguiente manera,

P4 = (.CIZ’Q, 06, (4 — 333)\1’2)!132 — 1) .
Evaluando el Jacobiano en el punto de equilibrio se tiene:

—2x5\ — 0.06/29% + 1.2 —0.529% 0

J(Py) = 0.12/29% 0 —0.6
0 2092 -2 0

Por el Teorema 2.1.1, si mq; < 0y moo = 0 entonces P, es estable.
Tomando A = 0.533 se tienen los siguientes cuatro puntos: P, = (0,0,0), P, = (2.250,0,0), P3 =

(1,1.3334,0) y P, = (1.9157,0.6,0.1389). El comportamiento del sistema completo se aprecia en la
Figura 2.15a y en la Figura 2.10b se observa el comportamiento de cada especie a lo largo del tiempo.
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(a) Plano Fase del sistema con
A =0.533 . (b) Soluciones del sistema.

Figura 2.15: La érbita tiende al punto de equilibrio Py del sistema (2.22). Condiciones iniciales zq = 0.4,
Yo = 0.3 Y 20 = 0.001.

El diagrama de bifurcacion nos muestra la estabilidad del sistema con respecto al pardmetro \. En
la Figura 2.16 se aprecia la estabilidad del punto de equilibrio Py con respecto al parametro. El punto
P; es inestable siempre que A < 3.3/4.
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Figura 2.16: Diagrama de bifurcacién del sistema (2.22).

Ejemplo 2.1.4.

Para este ejemplo se consideran los siguientes valores de los pardmetros: a = 1, b = 0.5, ¢ = 1.3,
d=1,e=1, f=12,9g=0.5,k=0.3, p=1.4. Se toman estos valores dado que ejemplifican mejor el
comportamiento que se quiere mostrar.

& = (1 —\v)—0.52%%
— ya®3 oyt 1.3y
i o= (=054 1.2y")z. (2.23)

Los primeros tres puntos de equilibrio son: P, = (0,0,0), P, = (1/X,0,0) y Py = (2.4,3.7 — 8.9),0),
por (2.9). Por (2.10): 3.7 — 8.9\ > 0, entonces A < 0.416.

Se analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio, para lo cual se calcula la matriz jacobiana.

_ 0.15y

70
J(r,y,2) = % —1.4y0'4z +293 —1.3 —y1'4
0 1.68y%42 1.2y — 0.5

El punto de equilibrio P; es inestable. Para el caso de P,, se evalta la matriz en el punto;

—1 —051/0)" 0
Jy,z)= 0 1/N?-13 0
0 0 —0.5
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Los valores propios son 1 = —1, i = (1/N)** — 1.3 y pu3 = —0.5; dado que A\ < 0.416 entonces
io > 0, por lo que el punto P, es inestable. En la Figura 2.17 se aprecia el comportamiento de los dos
puntos de equilibrio.

(a) El punto P; es inestable. Orbi- (b) El punto P es inestable.
ta con condiciones iniciales zg = Orbita con xy = 4.5, yo = 0.07
0.1, yo =02y 20 =0. vy 2o = 0.

Figura 2.17: Estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema (2.23) con A = 0.2.

La estabilidad del punto P5 se puede analizar a partir de la matriz,

0.7 —4.08\ —0.65 0
J(Ps)=| 06—144x 0 —6.22(1 — 2.4))4
0 0  7.46(1—24\—05

Se calcula el polinomio caracteristico, del cual se tienen los valores propios:

1 = mas = 7.46(1 — 2.4\)** — 0.5

1
oz = 3 (mn + \/m%l + 4m12m21>

1
= 3 (0.7 —4.08) £ /(0.7 — 4.08))% — 2.6(0.6 — 1.44)\)>
Si (0.7 — 4.08)\)% — 2.6(0.6 — 1.44)\) < 0 entonces se tienen dos valores propios complejos conjugados,
por lo cual, se tiene una espiral estable o inestable. Para saber la estabilidad de la espiral, se necesita

conocer el signo de 2Re[us).

Si 2Re[us] = my; > 0 se tiene una espiral inestable lo cual ocurre cuando 0.7 — 4.08\ > 0, es
decir, A < 0.172. Si 2Re[us] = mq1 < 0 se tiene una espiral estable lo cual ocurre cuando A > 0.172.
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Observemos que en A = (0.172 se presenta el cambio de estabilidad de la espiral en el plano z = 0. La
bifurcacién de Hopf se presenta cuando (0.7 — 4.081)? — 2.6(0.6 — 1.44)\) = 0.

(a) Espiral inestable cuando A < (b) Espiral estable en z = 0 cuan-
0.172. Condiciones iniciales xg = do A > 0.172. Condicién inicial
2.397, yo = 2.273 y z9 = 0. ro=21,y=2y 2z =0.

Figura 2.18: Comportamiento del punto de equilibrio Ps del sistema (2.23) para distintos valores de A.

Para calcular el punto P, se necesita resolver la ecuacién no algebraica g(z) = (1.2—\z)z%%—0.6 = 0.
Recordemos que A < 0.416 entonces el polinomio ¢(z) tiene dos raices reales.

Figura 2.19: Grafica del polinomio ¢(z) del sistema (2.23) con A = 0.172.

0.416
Tomando en cuenta las condiciones (2.16) y (2.18) se tiene que x > 24y xy < z* = S < xg, por

lo cual el tnico punto que cumple es x5. Por (2.14) y (2.15) el punto de equilibrio queda de la siguiente
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manera,
Py = (2,0.535,1.284(* — 1.3)) .

Evaluando el Jacobiano en el punto de equilibrio se tiene:

—2x9\ — 0.0803 /257 + 1 —0.5293 0
J(Py) = 0.16/297 0.52 — 0.429% —0.42
0 1.68(23% —1.3) 0

Por el Teorema 2.1.1, si my; < 0y mgy < 0 entonces Py es estable.

Tomando A = 0.172 se tienen los siguientes cuatro puntos: P, = (0,0,0), P, = (5.747,0,0), P3 =
(2.4,2.15,0) y P, = (5.27,0.536,0.5). El comportamiento del sistema completo se aprecia en la Figura
2.20a y en la Figura 2.20b se observa el comportamiento de cada especie a lo largo del tiempo.

() Plano Fase del sistema. (b) Las soluciones del sistema.

Figura 2.20: El comportamiento del sistema (2.23) tiende al punto de equilibrio P cuando A = 0.172.
Condiciones iniciales xg = 0.8, yg = 2.3 y 2o = 0.0001.

El diagrama de bifurcacion nos muestra la estabilidad del sistema con respecto al pardmetro \. En
la Figura 2.21 se aprecia la estabilidad del punto de equilibrio P; con respecto al parametro.
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Figura 2.21: Diagrama de bifurcacién del sistema (2.23).

En conclusién, el modelo general (2.2) para ciertos valores de los parametros, principalmente cuando
p > 1, tiene un punto de equilibrio estable donde coexisten las tres especies, pero para p < 1 ese punto no
es estable y se observa en algunos casos un comportamiento aparentemente cadtico como en el ejemplo
(2.1.1). En ese caso el comportamiento de las tres especies no se puede determinar facilmente, pero nos
proporciona cierta informacion de las interacciones que existen entre ellas, como el que nunca desaparece
ninguna especie, puede disminuir la poblacién en cierto tiempo pero volvera aumentar a lo largo del
tiempo. En el ejemplo (2.1.2) se aprecia que la poblacién del depredador z disminuye hasta la extincion
y que solo coexisten dos especies cuando el tiempo aumenta, sin importar las condiciones iniciales que se
den. En los ejemplos (2.1.3) y (2.1.4) se aprecia la estabilidad de las tres especies a lo largo del tiempo,
ninguna especie se extingue, las poblaciones se alteran al inicio pero después se mantienen constantes
y sin cambio aparente. Los diagramas de bifurcacién nos dan informacién con respecto a la estabilidad
del punto de equilibrio P, variando el parametro de bifurcaciéon, muestran si hay en algin valor en
donde cambia la estabilidad o no, sin tener que hacer un analisis exhaustivo. Los diagramas y graficas
empleadas en los ejemplos ayudan a entender mejor lo que esta sucediendo en el sistema y como afectan
al modelo las modificaciones de uno o varios pardmetros.

2.2. Modelo de Holling - Tanner

Analisis del Modelo

Este modelo considera dos depredadores que no compiten entre ellos y se alimentan de una presa
que siempre existe. Este sistema se deriva del modelo Lotka - Volterra (1.7).
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De acuerdo con [3] se eligen las funciones g(u), f(u1) v k(uy) para (1.7),

g(ul) = a; — b1u1 (a1 > 0, b1 > O)
/{Z(Ul) = Clu (Cl > O)
d1u1

U1—|—U1

para obtener el modelo de Holling-Tanner se propone:

du1 . ( b ) d1u1u2
dTl’ - i 1 uy + v1
dus Us

donde el nimero de presas u; que son devoradas por un depredador, el cual es proporcional a
uy/(up + v1); esta fraccién tiende a 1 cuando u; tiende a infinito, por lo que se introduce una com-
ponente de saturacion en la capacidad de caza de los depredadores; ademés d; > 0 y a; es la tasa
de crecimiento per-capita de la presa. La segunda ecuacion nos dice que la tasa de crecimiento de los
depredadores es proporcional a 1 — :—21, donde 1/¢; > 0.

Teniendo una presa y un depredador sélo falta agregar el segundo depredador, entonces el sistema
(2.25) quedarfa de la siguiente forma:

duy ( dyus dyus )
= U | a1 — blul — —

dr Uy +vr U+ U2

dUQ B U2

dT - 2 \*® C1uUq

dU3 us

B N 2.2
dT s (a3 02u1) ' ( 6)

donde se supone que az < as < ai, esto se debe a que cada una es la tasa de crecimiento per-capita
de cada especie. Aqui us es la densidad del segundo depredador, ¢, es la constante de proporcionalidad
asociada al depredador us, ciu; esta relacionado con la capacidad de carga de us y couy esta relacionado
con la capacidad de carga de uz que dependen de la cantidad de presas capturadas por cada depredador.

Para los modelos poblacionales es usual que el origen sea un punto de equilibrio porque describe al
sistema cuando no existe ninguna de las especies. Sin embargo, para este sistema el (0,0, 0) no es punto
de equilibrio, ni siquiera estd definido el campo en el origen; esto le ha traido criticas a este modelo.
Pero para algunas especies, el que el depredador siga una logistica con capacidad de carga dependiente
de la presa es razonable, por ejemplo cuando la presa es un arbol que puede vivir muchos anos y el
depredador una plaga que depende de la existencia del arbol.

Como el sistema (2.26) tiene muchos parametros a considerar, se realiza un cambio de variable para
reducirlos (véase [3]):

. blul . b1d1UQ b1d2U3 . blvl o bﬂ)g

t=a,T, r=—), Yy = 5 z = 5 w = —, Wy = ——, wsg =
aq ai ai aq ay

as 1 as 1

R Wy = ) Wy = —, We = )

451 c1d; ay cody
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con lo cual se llega al siguiente sistema:

dr_ z(l—x)— w2

dt w+r  wet T

dy  _ (w _ %)

dt y\"s x

dz We 2

il z <w5 — —; ) (2.27)

donde wy < 1, wy < 1.

Teniendo ahora un sistema més facil de manejar podemos realizar el estudio analitico de (2.27). Se
calcularan los puntos de equilibrio y su estabilidad.
Para calcular los puntos de equilibrio el sistema (2.27) se dividird en dos subsistemas, uno cuando z = 0
y el otro cuando y = 0. El primer sistema es:

dx xy

i 1—2) —

dt $( ZL’) w) +x

d w

d—?z =y <w3 - %y) (2.28)
y el segundo

dx xrz

i 1—2) —

dt .I( .T) wo + T

dz WeZ

i — 207 2.2

dt N (w5 T > (2:29)

Para el sistema (2.28), los puntos de equilibrio que tomaremos son los que se encuentran en el primer

cuadrante:
Ws (R—wl—%%—l)

Wy

- 1
Alz(l,O), AQZ —(R—wl—i—l—%),

2 Wy

2
donde R = \/(w1 + s _ 1) + 4w;.
Wy

La estabilidad de los puntos de equilibrio esta determinada por los valores propios de la linealizacion

DJ(A;). Calculando el Jacobiano de (2.28):

2’(1)4

. (L - 2) Yy T
(wy + x)? wy + T wy + T
J(z,y) = (2.30)
way? o 20y

2 T

Ahora se evalia el Jacobiano (2.30) en los puntos de equilibrio.

Para A;, el Jacobiano esta dado por:

J(A1> — wy + 1



los valores propios de 12} matriz son A\ = —1 y Ay = w3. Como 0 < ws, por el plano Traza-Determinante
el punto de equilibrio A; es inestable.

- - 1
Para A,, se renombra los puntos: A; = (z*,y*) donde z* = 5 (R —w;+1— %> y

Wy
w
ws (R—wl——3+1)
w w - . .
Y= 1 = 2% Se probara que A, es asintoticamente estable localmente cuando

2wy Wy
2 (—“’3 - R)
0 (2.31)

SV
R+w +—+1
Wy

se cumple

ws >

Sustituyendo el nuevo punto (z*,y*) en el Jacobiano (2.30),

(wy + m*)2 wy + x* wy + x*

J(z",y*) =

Si la traza es negativa y el determinante positivo, entonces A, es asintoticamente estable. Esto es debido
al plano traza-determinante, el cual se puede revisar en la pagina 63 del libro [16].

Si

. y* y*
()= [ —L 9 = —ws+1<0,
r(J) x<(w1+$*)2 ) Y

y la desigualdad (2.31) se cumple, entonces A, es asintoticamente estable.

Simplificando la expresion,

2 w
2w4(%(R—w1—“ﬁ4+1>+w1> 4

simplificando llegamos a

e t—.
R+w +— +1
Wy
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Si el det(J) > 0y la tr(J) < 0, entonces se tiene que el punto de equilibrio A, es asintéticamente
estable localmente.

Consideremos el siguiente teorema, el cual se puede revisar en An introduction to Dinamical Sistems
[17], para ver en que casos se tiene una dérbita cerrada.

Teorema 2.2.1. (Poincaré-Bendixson) Sea U un conjunto no vacio, si es un conjunto limite com-
pacto de un flujo en el plano que no contiene puntos fijos, entonces es una orbita cerrada.

(- )
Wy

w3 > w3, esto es porque el punto de equilibrio se vuelve
R+ wi + w_ +1
4

Se tiene un ciclo limite cuando

inestable con la condicién (2.31). Como se cumplen las hipotesis del Teorema (2.2.1), entonces se tiene
una orbita cerrada (véase la Figura 2.22).

Figura 2.22: Ciclo limite del sistema (2.28) con w; = 0.2, w3 = 0.1, w, = 0.07.

Para el sistema (2.29) se hace el mismo andlisis en el primer cuadrante; los puntos de equilibrio son
parecidos a los puntos del sistema (2.28) s6lo cambian los pardmetros. Los puntos de equilibrio son:
w
Ws <K—U)2——5+1)

We

2

2
donde K = \/('UJQ + Ws _ 1) + 4w,.
We

Calculando el Jacobiano de (2.29):

_ _ 1
31:(1,0), BQZ —(K—U)Q—Fl——), 2w
6

z z x
o —2— —2) - 1 -
(wg + x)? we + T we + T
T, %) = . .
J 2.32
wez? Qg2

72

Evaluando cada punto de equilibrio en el Jacobiano;
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Para B,

1
-1 —
J(By) = wy + 1
0 Ws
los valores propios son A\; = —1 y Ay = ws, el punto de equilibrio es inestable si w5 > 0.
Ws K — Wo — % +1
_ 1 Ws We
Para By = (z4,2), donde 2, = - | K —wy+1— — | y 2z, = , se prueba
2 w 2w6

6 —
como en el caso del punto de equilibrio del sistema (2.28) que By es asintéticamente estable localmente,
El Jacobiano (2.32) en el punto (z., 2),

Z* Z* x*
(o [ — | I .
(wy + x,)? wy + wy +
J (x4, 24) =

Si el det(J) > 0y la tr(J) < 0, entonces se tiene que el punto de equilibrio B, es asintéticamente
estable localmente. Ademés se tiene un ciclo limite cuando

(1) v

esto se debe a que el punto de equilibrio es inestable con la condicién anterior y por el Teorema (2.2.1)
se tiene que existe una orbita cerrada.

Analisis Numérico

Se realizara el andlisis para encontrar focos estables, y ciclos limites estables en los sistemas
(2.28) y (2.29). Se usan los programas EstudioSistemaDinamico-LCH y AplicacionSistemaDinamico2D,
los cuales se encuentra en la seccion A.1.2. El diagrama de bifurcacién se realiza con la ayuda de
DiagramadeBifurcacion-HT2D el cual se encuentra en A.2.1. Después se hara el andlisis del sistema
general (2.27) con la ayuda de los programas EstudioSistemaDinamico3D-LCH y AplicacionSistemaDi-
namico3D, los cuales se pueden encontrar en la seccién A.2.1.

1. Variando el pardmetro wy para el sistema (2.28).

Recordemos que w, representa la tasa de interaccion entre los depredadores y. Se toman los valores
wy = 0.2, wy = 0.1 [3]. Se hace la observacion que, en el articulo [3] se toman los intervalos 0 < wy <
0.007, 0.007 < wy < 0.08 y 0.08 < wy, pero al realizar el estudio analitico y numérico se obtuvo que
los intervalos no son del todo correctos. A continuacion se presentan los intervalos correctos para cada
comportamiento.

Caso 1.1. 0 < wy <0.014.
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Tomando w, = 0.005, el sistema queda de la siguiente manera:

dx xy

7 Sy

dy 0.005y

— = 0.1 — ) 2.34
dt y ( T ) ( )

Los puntos de equilibrio de (2.34) son A; = (1,0) y Ay = (0.010411, 0.20822). Realizando la linealizacién
alrededor del punto A, se tiene:

_ 0.0385533 —0.0494794
I = 2 0.1

La tr(J) = —0.0614 y el det(J) = 0.095 muestran que el punto de equilibrio es asintéticamente estable;
ademds de que se cumple la desigualdad (2.31). Se puede apreciar este comportamiento en la Figura
2.23.

Figura 2.23: Plano fase de (2.34). Se muestra que Ajz es asintoticamente estable con w; = 0.2, w3 =
0.1, ws = 0.005.

En la Figura 2.24 se muestra el comportamiento de las dos poblaciones con respecto al tiempo. Se
observa que el comportamiento forma oscilaciones amortiguadas, donde las poblaciones iran oscilando
hasta tender al punto de equilibrio A,.

Figura 2.24: Gréfica de presa-depredador del sistema (2.34) con condiciones iniciales xo = 0.6 y yo = 0.2
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Otro ejemplo, cuando ws = 0.0065. El punto de equilibrio A5 es de igual forma asintéticamente
estable. En el plano fase se muestra como se va aproximando la solucién al punto de equilibrio (véase la
Figura 2.25.)

Figura 2.25: Plano Fase del sistema (2.34) con una solucién del sistema y con w, = 0.0065.

Caso 1.2. 0.014 < wy < 0.09.

En este intervalo el punto de equilibrio A, es inestable ya que tr(J) > 0. La desigualdad (2.31) no se
cumple por lo cual se tiene un ciclo limite, él cual se puede apreciar en la Figura 2.26 cuando w, = 0.06.

Figura 2.26: Plano Fase con el ciclo limite con dos condiciones iniciales o = 0.1, yo = 0.25 y 9 = 0.7,
Yo = 0.4

La Figura 2.27 muestra el comportamiento de las poblaciones de la presa = y el depredador y.
La poblacion de la presa tiene un crecimiento mayor que el del depredador, pero ambos tienen un
comportamiento periodico.
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Figura 2.27: Comportamiento periédico de la presa y el depredador con w, = 0.06. Condiciones iniciales,
xo =04y y,=0.21.

Caso 1.3. ws > 0.09

En este intervalo el punto de equilibrio A, es estable, de hecho es un nodo estable (los valores propios
son reales y negativos) dado que tr(J) < 0y el det(J) > 0. La desigualdad (2.31) no se cumple por ello
no hay presencia de un ciclo limite en este caso.

Figura 2.28: Plano fase con w, = 0.1 y condiciones iniciales 2o = 0.1 y y, = 0.14.

En la Figura 2.29 se observa que la poblacién del depredador desciende considerablemente, ya que
wy es el parametro que determina la tasa de competencia entre depredadores con respecto a las presas
que cazan; cuando éste crece, la competencia aumenta.
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Figura 2.29: Plano fase con wy = 0.1

El diagrama de bifurcaciéon nos muestra la estabilidad del sistema con respecto al pardmetro w,. En
la Figura 2.30 se grafica w, contra la coordenada z y se ilustra el cambio de estabilidad del punto A, con
respecto al parametro. Se muestra en la figura que en wy = 0.014 el punto cambia de estable a inestable
y en 0.09 cambia a estable; esto es congruente con el andlisis que se realizd anteriormente.

Figura 2.30: Diagrama de bifurcacién del sistema (2.28).

2. Variando el pardmetro wg para el sistema (2.29).

Notemos que wg es la tasa de competencia entre los depredadores z por el alimento que tienen a su
disposicion. Se toman los valores wy = 0.00344531 y ws = 0.01.

Se hace la observacién que en el articulo [3] se toman los intervalos 0 < wg < 0.01 y 0.01 < wg,
pero al realizar el estudio analitico y numérico se obtuvo que los intervalos no son del todo correctos. A
continuacion se presentan los intervalos correctos para cada comportamiento.

Caso 2.1. 0 < wg < 0.0196.
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En este intervalo se tiene un ciclo limite. Para hacer explicito este comportamiento se toma wg =
0.006, el sistema (2.29) esta dado por:

dz (1 ) xz

dt 0.00344531 + x

dz 0.006z

— = 0.01 — . 2.35
dt : ( x ) (2:35)

El punto de equilibrio By = (0.00510254, 0.00850424) es inestable dado que tr(J) = 0.579 y el det(.J) =
0.004. La desigualdad (2.33) se cumple por lo cual se tiene un ciclo limite como se aprecia en el plano
fase de la Figura 2.31 al tomar wg = 0.006, asi como el campo de direccion.

Figura 2.31: Plano fase del sistema (2.35) que muestra el ciclo limite con wg = 0.006. Condiciones
iniciales £g = 0.8 y 20 = 0.3

Caso 2.2. wg > 0.0196

En este caso, el punto de equilibrio es un foco estable. Tomando wg = 0.1 y realizando el analisis
tenemos que el punto de equilibrio By = (0.900381,0.0900381), el cual es estable dado que la tr(J) =
—0.811 y el det(J) = 0.009. En este caso no hay presencia de ciclo limite ya que la desigualdad (2.33)
no se cumple. El plano fase muestra la estabilidad del punto, asi como una solucién del sistema con
condiciones iniciales.
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Figura 2.32: Plano fase con una solucién del sistema cuando wg = 0.1. Condiciones iniciales zop = 1 y

La Figura 2.33 muestra el comportamiento de las dos especies a lo largo del tiempo y cémo influye al
ir aumentando wg en la poblacion del depredadores z, ya que desciende considerablemente la poblacion
por el aumento de la competencia entre ellos. La presa x disminuye al inicio del tiempo pero después
crece hasta estabilizarse en el punto de equilibrio.

Figura 2.33: Comportamiento de x y z a lo largo del tiempo. Condiciones iniciales g = 1y zg = 0.37.

El diagrama de bifurcacién en la Figura 2.34 nos muestra la estabilidad del sistema con respecto al
parametro wg. Se puede apreciar el cambio de estabilidad de la coordenada x del punto By con respecto
al pardmetro. Se muestra en la figura que en 0.0196 hay un cambio de estabilidad, pasa de ser inestable
a estable, esto es congruente con el andlisis que se realizd anteriormente.

o4



Figura 2.34: Diagrama de bifurcacién del sistema (2.29).

3. Variando los parametros wy y we para el sistema general (2.27).

Se consideran w; = 0.2, wy = 0.00344531, ws = 0.1 y w5 = 0.01 fijos [3]. Se consideran los puntos de
equilibrio como: Py = (1,0,0), Py = (72,92,0), P3 = (23,0, 23) y P1 = (74, Y, 24).

Caso 3.1. 0 < wy <0.014 y 0 < wg < 0.0196.

Para estos intervalos, el sistema (2.28) presenta una estabilidad asintética y el sistema (2.29) un ciclo
limite. Tomando wy; = 0.003 y wg = 0.008 se tienen los siguientes puntos de equilibrio P, = (1,0,0),
P, = (0.0061463,0.2048793,0), P; = (0.0129338,0,0.0161673) y Py = (0.0027147,0.0904927,0.0033934).
En el sistema general (2.27) se presentan oscilaciones irregulares, como se muestra en la Figura 2.35. Al
mover la condicién inicial de z las oscilaciones se van acercando unas de otras o alejando. Cuando se
inicia cerca del punto P, la curva tiende a alejarse y se empiezan a formar oscilaciones irregulares; en
la Figura 2.35a y en la Figura 2.35c se aprecian mejor las oscilaciones.
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(a) Condiciones iniciales zg = 0.1 b) Condiciones iniciales zp =
v 0 = 0.2 2o = 0.0002. 0.012 v yo = 0.1 29 = 0.016.

(c) Condiciones iniciales xg = 0.2
v 4o = 0.3 zo = 0.0033.

Figura 2.35: Oscilaciones irregulares al rededor de P;.

En la Figura 2.36 se tienen las soluciones de z, y v z. Se puede apreciar que las soluciones tienen un
comportamiento cuasi periodico al aumentar zy, esto nos puede decir que hay indicios de un ciclo limite.
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(a) Condicién inicial zp = 0.002. (b) Condicién inicial zp = 0.003.

Figura 2.36: Soluciones de z, y y z.
Si se modifican un poco las condiciones iniciales de x y ¥y, se observa que hay presencia de un
ciclo limite, como se ve en la primera imagen de la Figura 2.37. En la segunda imagen se tiene un

acercamiento donde se ven oscilaciones pero mas juntas. No se puede asegurar si es un ciclo limite o un
oscilador irregular, como se menciona en [3].
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Figura 2.37: Oscilaciones irregulares con las condiciones iniciales xqg = 0.5, yg = 0.46 y zo = 0.003.

La Figura 2.38 muestra que las soluciones tienen un comportamiento periédico, lo cual nos indica
que puede ser un ciclo limite.

Figura 2.38: Soluciones de x, y y z con las condiciones iniciales o = 0.5, yo = 0.46 y 2o = 0.003.
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Caso 3.2. 0 < wy <0.014 3 0.0196 < wg

En estos intervalos, el sistema (2.28) es asintoticamente estable mientras que el sistema (2.29) es un
foco estable. Para este caso, el sistema general (2.27) tiene dos comportamientos diferentes: ciclo limite
y foco estable. Se dard un ejemplo de cada comportamiento, ya que es complicado tomar los rangos en
donde se presentan los cambio.

Ejemplo 3.2.1. wy = 0.003 y wg = 0.09

Los puntos de equilibrio son P, = (1,0,0), P, = (0.0061464, 0.2048793,0), P; = (0.8893177,0,0.0988131)
y P, = (0.00570841,0.19028, 0.000634268). En la Figura 2.39a se puede apreciar que Py es un foco esta-
ble. Las soluciones se van aproximando al punto de equilibrio P, respectivamente, ver Figura 2.39b.

(a) Py es un foco estable.

(b) Soluciones de z, y y z res-
pectivamente despues del tiempo
t = 500.

Figura 2.39: Condiciones iniciales xq = 0.47, yo = 0.34 y 2o = 0.0007.

Ejemplo 3.2.2. wy = 0.005 y wg = 0.3

Los puntos de equilibrio son P; = (1,0,0), P, = (0.01041102, 0.2082204, 0),
P; = (0.9667850,0,0.0322261) y P; = (0.0101390,0.2027803,0.0003379). El comportamiento que se

presenta es un ciclo limite al rededor de Py, véase Figura 2.40a, ésto nos dice que biologicamente las tres
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especies coexisten en el habitat, ya que su poblacién se mantiene constante después de cierto tiempo,
como se puede apreciar en las soluciones de la Figura 2.40b.

(a) Ciclo limite.

(b) Soluciones de z, y y z respec-
tivamente con respecto al tiempo
t.

Figura 2.40: Condiciones iniciales xq = 0.5, yo = 0.4 y 2o = 0.0004.

Caso 3.3. 0.014 < w4 <0.09 y 0 < wg < 0.0196

En estos intervalos, los sistemas (2.28) y (2.29) presentan un ciclo limite. Tomando algunos valores
en estos intervalos se observard el comportamiento del sistema (2.27).

Ejemplo 3.3.1. wy = 0.02 y wg = 0.005.

Los puntos de equilibrio son P, = (1,0,0), P, = (0.047091, 0.23545,0), P; = (0.00342,0,0.00684),
Py = (0.00296,0.014798, 0.00592). Se puede apreciar en la Figura 2.41a el comportamiento de oscilaciones
periodicas que se van acumulando en el interior después de cierto tiempo, que aparentemente es un ciclo
limite. En la Figura 2.41c se observa con mayor claridad que las oscilaciones no tocan a los puntos de
equilibrio. En la Figura 2.41b se puede ver con mas claridad la periodicidad que presenta cada especie.
No hay comportamiento cadtico aparente, mas bien, oscilaciones periddicas que se pueden predecir.
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(a) Oscilaciones que tienden a un
ciclo limite.

(b) Soluciones de x, y y z con res-
pecto al tiempo t.

(¢c) Acercamiento de la Figura
2.41a. Las soluciones no tocan a
los puntos de equilibrio P3 y Pj.

Figura 2.41: Condiciones iniciales xq = 0.47, yo = 0.34, zg = 0.0015 y ¢ = 4000.
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Ejemplo 3.3.2. wy = 0.05 y wg = 0.009.

Los puntos de equilibrio son P; = (1,0,0), P, = (0.14833,0.29666,0), P; = (0.02473,0,0.02748) y
P, = (0.01245,0.02490,0.01383). En este ejemplo se puede apreciar un nimero mayor de oscilaciones
que se encuentran alrededor del punto P,. Como se puede ver en la Figura 2.42c, las oscilaciones se van
acumulando en una franja cuando el tiempo aumenta. En la Figura 2.42b se muestra el comportamiento
de cada solucién.
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(a) Oscilaciones con t = 720.

(b) Soluciones de x, y y z con res-
pecto al tiempo t.

(¢) Acumulacién de soluciones
con t = 4000.

Figura 2.42: Condiciones iniciales xq = 0.47, yo = 0.34, zo = 0.0015.
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Notemos que no hay comportamiento irregular en el sistema (2.27). Un comportamiento cadtico es
cuando se modifican ligeramente las condiciones iniciales provocando cambios muy grandes en el sistema,
los cuales no se puede determinar. En la Figura 2.43 se tienen dos graficas de las soluciones de la presa,
cuando se modifica la condicién inicial del depredador z. Después de t = 350 las graficas se empiezan
a desfasar ligeramente con lo cual se tiene que el sistema bajo estas condiciones presenta el mismo
comportamiento y las mismas oscilaciones pero con un tiempo ligeramente distinto.

Figura 2.43: Las soluciones de = se desfasan después de ¢t = 350. Con wy = 0.06 y wg = 0.006

Caso 3.4. 0.014 < wy4 < 0.09 y 0.0196 < wg

En estos intervalos, el sistema (2.28) presenta un ciclo limite y el sistema (2.29) presenta un foco esta-
ble. Tomando wy = 0.07 y wg = 0.9 los puntos de equilibrio son P; = (1,0,0), P, = (0.23231,0.33188,0),
P; = (0.98892,0,0.01099) y P, = (0.22801,0.32573,0.00253). El comportamiento del sistema (2.27) es
un ciclo limite (curva roja), como se aprecia en las Figuras de 2.44.
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(a) Ciclo limite al rededor de P,
y Py.

(b) Soluciones de x, y y z con res-
pecto al tiempo t.

(c) Ciclo limite.

Figura 2.44: Condiciones iniciales xo = 0.5114, yo = 0.3143 y 2o = 0.002.
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Caso 3.5. 0.09 < wy y 0 < wg < 0.0196
En estos intervalos, el sistema (2.28) presenta un foco estable y el sistema (2.29) presenta un ciclo

limite. Se consideran los siguientes valores para los parametros: wy = 0.1 y wg = 0.009. El sistema es:

xy Tz
r+0.2 x4 0.00344531

0.1
= y(().l——y>
i

i o= 2 (0.01 _ 0‘0092) .
i

+ (1 —2)x

Los puntos de equilibrio son P, = (1,0,0), P» = (0.35825,0.35825,0) P; = (0.02473,0,0.02748) y
P, = (0.01572,0.01572,0.01746). La estabilidad de los puntos estd dado por los valores propios de la
matriz J(F;), realizando los calculos pertinentes se tiene que P; es inestable, P; es inestable, P, es
inestable en el plano = y es una espiral estable en los planos y v z, P, es inestable.

En la Figura 2.45 se puede ver el comportamiento que tiene el sistema en tiempos distintos. En el
punto de equilibrio P, se forma una espiral que va creciendo con respecto al eje z, ver Figura 2.45a;
después, desciende y pasa cerca de los puntos P3 y Py, Figura 2.45b; luego se aproxima al punto P;
para volver a formar la espiral que sube en P,, ver Figuras 2.45c y 2.45d. En el tiempo t = 2000 las
oscilaciones se acumulan en la curva roja que representaria el ciclo limite, como puede verse en las
Figuras 2.45e y 2.45f.
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(a) t = 200. (b) t = 423.

(c) t = 520. (d) ¢ = 1100.

(e) t = 2000. (f) ¢ = 5000.

Figura 2.45: Condiciones iniciales xqg = 0.47, yo = 0.34 y 25 = 0.001.
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En la Figura 2.46 se puede apreciar el comportamiento periédico que presenta el sistema, la perio-
dicidad se da después del tiempo 1000.

Figura 2.46: Las soluciones de x, y y z con respecto a t. Condiciones xg = 0.47, yo = 0.34 y 2o = 0.001.

Caso 3.6. 0.09 < wy y 0.0196 < wg

En estos intervalos, los sistemas (2.28) y (2.29) presentan un foco estable. Se realizard el andlisis
completo para conocer el comportamiento del sistema general (2.27).

Ejemplo 3.6.1. wys = 0.1 y wg = 0.06

Los puntos de equilibrio a considerar son: P, = (1,0,0), P, = (0.358258,0.358258,0),
P = (0.834022,0,0.13900) y P, = (0.2653,0.2653,0.0442167). Realizando los calculos pertinentes para
conocer la estabilidad de los puntos, se obtiene que P; es inestable, P, es inestable en el plano z y es
una espiral estable en los planos x y y, P, es una espiral inestable.

En la Figura 2.47 se puede apreciar el comportamiento que tiene el sistema. En el punto de equilibrio
P, se forma una espiral que va creciendo con respecto al eje z, después llega al punto Py y empieza a
formar una espiral que se va alejando y se aproxima a P; para volver a formar la espiral (véase la Figura
2.47a). Este comportamiento se acumula en el trayecto que forma la espiral de color rojo. En la Figura
2.47b se tienen las soluciones de las tres especies que son peridédicas después del tiempo ¢ = 500.
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(a) El punto de equilibrio P es
una espiral estable y P una espi-
ral inestable con ¢ = 3000.

(b) Soluciones periddicas de z, y
y z con respecto al tiempo ¢.

Figura 2.47: Condiciones iniciales xqg = 0.6, yo = 0.3 y 2o = 0.001.

Ejemplo 3.6.2. wy; = 0.1 y wg = 0.18

Los puntos de equilibrio a considerar son: P, = (1,0,0), P, = (0.358258, 0.358258,0),
P; = (0.94464,0,0.05248) y P, = (0.325567,0.325567,0.0180871). Realizando los célculos pertinentes
para conocer la estabilidad de los puntos, se obtiene que P, es inestable en el eje z y una espiral estable
en el plano zy, P, es estable en el eje 2z y una espiral inestable en el plano zy.

En la Figura 2.48 se puede apreciar que el punto de equilibrio P, se forma una espiral que va creciendo
con respecto al eje z, después llega al punto P, y empieza a formar una espiral que se aleja y se acumula
en el ciclo limite de color rojo que se va formando (véanse las Figuras 2.48a y 2.48b). En la Figura 2.48¢c
se tienen las soluciones de las tres especies, después del tiempo t = 800 se empieza a formar el ciclo
limite.
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(a) En P, se forma una espiral es-
table y en P, se forma una espiral (b) La espital tiende a un ciclo
inestable con ¢t = 1150. limite de color rojo.

(c) Soluciones de x, y y z con res-
pecto al tiempo t.

Figura 2.48: Condiciones iniciales xy = 0.4, yo = 0.3 y 2o = 0.0035.
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En conclusidn, el sistema (2.27) no presenta aparentemente un comportamiento cadtico en ninguno
de los casos que se estudio, contrariamente a lo que se dice en el articulo [3], donde "si los dos subsis-
temas son oscilatorios (en forma de ciclos limite) luego la version extendida de Holling-Tanner con dos
depredador tiene una dinamica compleja”. Lo que se observa en este andlisis es que el comportamiento
es estable en algunos casos y con cierta periodicidad en todos los demas; si modificamos ligeramente
las condiciones iniciales se presenta un desfasamiento en las soluciones, pero el comportamiento sigue
siendo el mismo. Los intervalos que se estudiaron no son los mismos que en el articulo [3], se realizaron
mejores aproximaciones dado que al realizar el estudio numérico se noté que los intervalos propuestos
en el articulo no eran del todo exactos y dejaba un margen de error muy grande.
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Conclusiones

En el primer capitulo se revisaron brevemente los modelos generales de poblaciones de una y dos
especies, asi como algunos ejemplos representativos incluyendo el caso discreto con sus respectivas grafi-
cas, diagramas de escalera y diagrama de bifurcacién. En el segundo capitulo se estudiaron de forma
tanto analitica como numérica dos sistemas de poblaciones con tres especies. El primer sistema que se
estudié fue el modelo de Gause-Volterra que representa una cadena alimenticia con tres especies dis-
tintas. Se realiz6 la parte analitica para encontrar los puntos de equilibrio en términos del parametro
de bifurcacién, la estabilidad de los puntos, asi como los puntos donde se presentan bifurcaciones del
sistema. En esta parte se notdé que, en la estabilidad del punto de equilibrio donde coexisten las tres
especies influye el parametro p. Si p < 1 y my; < 0 entonces ese equilibrio es inestable y si p > 1y
my; < 0 entonces es estable. En la parte numérica se mostraron cuatro ejemplos representativos del
modelo general con valores distintos en los pardmetros. El ejemplo (2.1.1) es el mismo que se estudia en
el articulo [12], s6lo que el andlisis se realizé con el sistema general y no haciendo un cambio de variable
como se presenta en el articulo. El resultado que se obtiene es el mismo donde el plano fase y la gréfica
de las soluciones del sistema muestran un comportamiento aparentemente cadtico cuando el parametro
de bifurcacién A = 1/4/3; las conclusiones que se pueden sacar son que ninguna especie se extingue a lo
largo del tiempo, la poblacién de los depredadores disminuye pero después vuelve a aumentar conforme
se van dando las interacciones con la presa. En el ejemplo (2.1.2) el punto P, es inestable, pero en este
caso el comportamiento que se observa es que la solucién va tendiendo al plano zy, esto quiere decir que
el depredador z se va a extinguir en cierto tiempo y que sélo coexistiran las dos especies que queden.
También se incluyé el diagrama de bifurcacién donde se puede apreciar la estabilidad de los puntos
de equilibrio con respecto al pardmetro de bifurcacién A; la bifurcacién se presenta cuando A = 1/3.
En los ejemplos (2.1.3) y (2.1.4) el punto de equilibrio P; es estable, esto nos dice que la poblacién de
las tres especies se estabiliza en cierto tiempo y no cambia, por lo cual ninguna especie se extingue y
el nimero de individuos de cada especie es constante. En cada ejemplo se incluyé el diagrama de bi-
furcacion el cual muestra la estabilidad del punto de equilibrio Py, los puntos inestables e indeterminados.

El segundo modelo estudiado fue el de Holling-Tanner, el cual describe la interacciéon de una pre-
sa con dos depredadores que no compiten entre ellos. Se dividié el modelo en dos subsistemas (2.28)y
(2.29) para un mejor analisis. Se estudié analiticamente la estabilidad de los puntos de equilibrio de ca-
da sistema, asi como el comportamiento que presenta cada uno dependiendo de los valores que toma el
pardmetro. En esta parte se mejoraron los intervalos de los pardmetros dados en el articulo [3]; también
se mencioné que contrariamente a lo dicho en este mismo articulo, el (0,0) no es punto de equilibrio
para estos subsistemas y (0,0,0) no es punto de equilibrio para el sistema tridimensional debido a que
el campo no se encuentra definido en el origen. De hecho a este modelo se le ha criticado en varias oca-
siones por no tener al origen como punto de equilibrio. En los ejemplos de los subsistemas se incluyeron
planos fase representativos, graficas de las soluciones de cada especie con respecto al tiempo, asi como
el diagrama de bifurcaciones donde se grafica la coordenada x con respecto al parametro elegido. En los
diagramas se puede observar el cambio de estabilidad de los puntos de equilibrio de cada subsistema,
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que es consistente con los intervalos que se dieron para cada comportamiento.

Posteriormente, se realizé el estudio del sistema completo (2.27) por medio de casos, los cuales dependian
de los intervalos de dos de los parametros. Para esta parte se realizé el estudio numérico para conocer
la estabilidad de los puntos y el comportamiento que presentaba el sistema completo; se observo que
el comportamiento en casi todos los casos tenia cierta periodicidad, en otros existia estabilidad y en
dos se observd presencia de un ciclo limite. Los comportamientos que presenta el sistema para algunos
casos son extranos, pero todos son aparentemente periddicos para tiempos largos, y no cadticos como se
menciona en el articulo [3]. Se incluyeron planos fase representativos de cada caso, asi como las graficas
de las soluciones de cada especie con respecto al tiempo.

La utilizacion del andlisis numérico para modelar sistemas ayuda a entender mejor el comporta-
miento general o particular de un sistema complejo como es el caso de los modelos estudiados, ya que
en ocasiones no es posible encontrar soluciones analiticas o resulta muy complicado. Para lograr es-
te analisis se emplearon dos programas para Wolfram Mathematica, FstudioSistemaDinamico-LCH y
EstudioSistemaDinamico3D-LCH, los cuales son modificaciones de dos programas ya existentes, Dy-
namicalSystemStudy2D y DynamicalSystemStudy3D respectivamente; éstos fueron realizados por el
Dr. Jean-Marc Ginoux y se pueden encontrar en http://ginouz.univ-tin.fr/Recherche/. Adicionalmen-
te, se realizaron dos programas para los diagramas de bifurcaciones, DiagramadeBifurcacion-HT2D vy
DiagramadeBifurcacion-GV, y dos programas para las graficas de las soluciones y los planos fase, Apli-
cacionSistemaDinamico2D y AplicacionSistemaDinamico3D.
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Apéndice A
Programas en Wolfram Mathematica

En este seccién se describiran los programas que se emplearon para el estudio numérico de los sistemas
estudiados, asi como los programas que se emplearon para la realizacién de las gréaficas.

A.1. Programas del Capitulo 1

A.1.1. Seccidon 1.2

Programa que grafica la ecuacién logistica continua (1.4), sus puntos de equilibrio y una solucién,
asi como el diagrama de escalera y el diagrama de bifurcacién para la logistica discreta (1.5).
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Ecuacion Logistica

Se necesita el paquete GraphicalAnalysis.m para poder ejecutar los comandos, el cual se encuentra
en la libreria de Wolfram (library.wolfram.com/infocenter/Demos/387).

inezer= Needs ["GraphicalAnalysis™ "]

Logistica Continua

Se escribe la ecuacion de la logistica continua y el valor de a.

flx_,a_] :=a=*x (1-Xx)
a=2;

Gréfica de la funcién f (x) con a = 2.
n7= grafica = Plot[f[x, 2], {x, -0.2, 1.2}, Axes - True, AxesLabel -» {"x", "f(x)"}]

f(x)
0.4

0.2

Puntos de equilibrio.
4= EqPuntos = NSolve[f[x, 2] == 0, X]
ouia= {{X=>0.}, {x->1.}}

Grafica de los puntos de equilibrio.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



2 EcuacionLogistica.nb

inpsi= GrafPuntos = Show[Graphics [ {PointSize[0.025], Hue[1], Point[{@, ©}1}1,

Graphics[{PointSize[0.025], Hue[1], Point[{1, ©0}]}]1]

Out[15]

Gréfica de la funcién con los puntos de equilibrio.
ni6r= Show[grafica, GrafPuntos]
f(x)
0.4

0.2

Out[16]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



EcuacionLogistica.nb

Solucion de la ecuacion diferencial.

Se resuelve la ecuacion diferencial con el valor de a ya asignado.

n17= DSolve[x'[t] == f[x[t], a], x[t], t]
out[17)= {{X[t] -

Se guarda la solucién numérica en la variable sol

npe= sol = NDSolve[{x'[t] == f[x[t], al, x[O] == .4}, x, {t, -3, 3}]

Domain: {{-3., 3.}} w }}

oupg= {{x > InterpolatingFunction | Output: scalar

Se grafica la solucion.

neo= Plot[Evaluate[x[t] /. sol], {t, -3, 4}, PlotRange -» All, AxesLabel - Automatic]

1.0
0.8

0.6
Out[20]

0.4

0.2

Logistica Discreta

Diagrama de escalera

Diagrama de escaleraparaunvalor de ay condicién inicial Xg.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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4 EcuacionLogistica.nb

3= a@a=3.3 Xp = .8;

esc = PlotIterates[f[x, a], {X, O, 1}, {Xp}, Iterations - 500];

Gréfica del diagrama de escalera
nz3- Show[esc, Axes -> True, AxesLabel » {"X", "f(X)"}]

f(X)

1.0

0.8

0.6

Out[33]=

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Diagrama de Bifurcacion

Se grafica el diagrama de bifurcacion para un intervalo de a.
Clear[a] limpia el valor de a que le fue asignado.
Slices controla el nimero de subdivisiones del eje a.

npesi= Clear[a]

Bifurcation[f[x, a], {x, 9, .9}, {a, 9, 3.9}, Iterations - 100, Slices - 150]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



1.0

0.5

Out[36]=

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

EcuacionLogistica.nb
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A.1.2. Seccion 1.3

El programa EstudioSistemaDinamico-LCH se basa en el programa DynamicalSystemStudy2D reali-
zado por Dr. Jean-Marc Ginoux que se puede encontrar en http://ginoux.univ-tin.fr/Recherche/, el cual
resuelve y analiza un sistema no lineal en dos dimensiones; calcula los puntos de equilibrio, las isoclinas
nulas, el Jacobiano, los valores propios de cada punto de equilibrio y se construye el plano fase, asi como
las respectivas graficas.

La principal modificacion que se le realizé al programa fue, la optimizacion del manejo de los puntos de
equilibrio y de los valores propios.

El segundo programa, AplicacionSistemaDinamico2D, se emplea para conocer el comportamiento del
sistema al ir modificando las condiciones iniciales con sélo mover los valores y sin tener que modificar
el codigo cada vez que se requiera cambiar las condiciones. También se emplea para una visualizacion
de la evolucion del comportamiento del sistema al dejar que el tiempo avance autométicamente.
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Estudio del sistema dinamico en 2D

Borran los valores asignados de los pardmetros y variables.
inpaop= Clear ["Global™ +"]

Off [General::spelll]

ClearAll[" %"]

ClearAll[Evaluate[Context[] <> "*"]]

Sistema

Parametros y funciones

npas= al = 1.4; a2 = .68; a3 = .55; a4 = .4; bl =.01; b2 = .04;
fIx_,y_ ]l:=alxx-a2xX+y-blxx"2
gIX_,y_ ] :=-a3*y+ad*X*xy-b2xy”2

Campo vectorial

nary= Vo= {F[x, y1, 8%, y1}
oupar- {1.4x-0.01x*-0.68XxYy, -0.55y +0.4Xxy -0.04y”}

n148}= {Xminsy Xmax} = {-+5, 6};
{Ymins Ymax} = {-.5,6.5};

Puntos de equilibrio e isoclinas nulas

Se resuelve el sistema para encontrar los puntos de equilibrio.
npsop= fpl = NSolve [ {f[x1, y1] == @, g[x1, y1] == 0}, {x1, yl}, Reals]

oufiso= {{x1 - 140., yl->0.}, {x1->0., yl > -13.75},
{x1-1.57856, y1 - 2.03561}, {x1->0., yl >0.}}

Se ordenan los puntos de equilibrio relevantes y se guardan en fixedpoint que es una lista.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



2 EstudioSistemaDinamico-LCH.nb

npsi= fp= {{x1>0.",yl1-50."}, {x1>140.",yl1-50."},
{x1 » 1.578560939794415" , y1 » 2.035609397944193" }};
fixedpoint = {};
For[i=1, i< Length[fp], i=1i+1,
fps = Sort[fp[[i]l]];
{xi, yi} = {Extract[fpi, {1}1[[2]], Extract[fpi, {2}]1[[2]1]};
fixpoint; = Show[Gr‘aphics[{PointSize[e.Ozs], Hue[1], Point[{x;i, yi} /. fp1},
PlotRange —» {{Xmins> Xmax}s {Ymins Ymax}}1»

Graphics[Text [Style[x;, 10, Bold, Black], #, {0, 1}] & /@ ({xs, yi} /. fp)]];

fixedpoint = Append[fixedpoint, fixpoint;];

Se encuentran las isoclinas nulas del sistemay se grafican con los puntos de equilibrio.
inis4= nullclines = ContourPlot[{f[X, y] == 0, g[X, Y] == O}, {X, Xmins Xmax}»
{Y5 Ymin» Ymax}, ContourStyle » {{Green, Thickness[0.005]}}];

Show[nullclines, (*fixpointsx)fixedpoint]

out[155]=
Jacobiano

Se calcula cada entrada de la matriz del Jacobiano y se escribe en forma de matriz.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



EstudioSistemaDinamico-LCH.nb

npsel= all = Simplify [D[f[X, y], X]]
oufisel- 1.4 -0.02X-0.68y

nis7= al2 = Simplify [D[f[x, y], Y]]
oufis7= -0.68 X

npssy= a2l = Simplify[D[g[X, y], X]1]
oufisg= 0.4y

niso;= @22 = Simplify [D[g[x, y1, y]]
oufisg- —0.55+0.4x-0.08y

meop= J = {{all, al2}, {a21, a22}}
ouieo= {{1.4-0.02x-0.68y, -0.68x}, {0.4y, -0.55+0.4x-0.08y}}

npe1= MatrixForm([J]

Out[161])//MatrixForm=
(1.4—0.02X—0.68y -0.68x )
0.4y ~9.55+0.4%x-0.08y

Estabilidad de los puntos de equilibrio - valores propios

Se calculan los valores propios de cada uno de los puntos de equilibrio que se encuentran
ordenados y se guardan en la lista ValEigen.

npez= ValEigen = {};
For[i=1,1i< Length[fp],i=1+1,

fpi = Sort[fp[[i]]1];

{xi, yi} = {Extract[fp;, {1}]1[[2]], Extract[fp;, {2}]1[[2]11};
eigen; = Eigenvalues[J] /. {X > Xi, Y= Vi};

ValEigen = Append[ValEigen, eigen;]
1

ValEigen
ouries- {{-©.55, 1.4}, {-1.4, 55.45}, {-0.048605 - 0.934318 i, - 0.048605 + 0.934318 i} )

Plano fase

Se resuelve el sistema numéricamente para encontrar una solucién con condiciones iniciales x[0]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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4 EstudioSistemaDinamico-LCH.nb

==X, y[0] == yp y t = tr. Se grafica la curva paramétrica de la solucidn con flechas que indican su

direccion.
nesi= Xg = 55 Yo = 4.6; ty = 100;
solution = NDSolve[{x'[t] == f[x[t], y[t]], X[©O] == Xo,
y'[t] = g[x[t], y[t]l], y[@] =ye}, {X, ¥},
{t, 0, 1000}, Method -» "ExplicitRungeKutta",
MaxSteps -> Infinity, StartingStepSize -> 0.001];
phaseplot =
ParametricPlot [Evaluate[{x[t], y[t]} /. solution], {t, @, tf}, PlotPoints - 300,
PlotRange - {{Xmins Xmax}s {Ymins> Ymax}}, PlotStyle -> {{Pink, Thickness[©.007]}},
ImageSize -» {400, 400}, AspectRatio -» 1, Frame - True,
FrameLabel -» {presa x, depredador y}, LabelStyle -» Directive[Black, Bold]] /.

Line[r_] :> Sequence[Arrowheads[Table[.03, {45}]], Arrow@Line[r]]

NDSolve: At t == 364.1938975535737", system appears to be stiff. Methods Automatic, BDF, or StiffnessSwitching may be

more appropriate.

Out[167]=

depredador y
w

0 1 2 3 4 5 6
presax

Se muestran los puntos de equilibrio, las isiclinas nulas y la solucién.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



EstudioSistemaDinamico-LCH.nb 5

nies= Show[phaseplot, (xfixpoints)fixedpoint, nullclines]

out[168]=

depredadory
w

X3

X1

0 1 2 3 4 5 6

presax

Se realiza el plano fase con el campo vectorial.

nieg= vectorplot =
VectorPlot[{-F[x, Y1, 8[%s Y1}5 {X5 Xmins Xmax}s {Y> Ymins Ymax}, VectorPoints - 20,

VectorScale - {.03, Automatic, None}, ColorFunction -> (Hue[0.66] &),

Frame - True, Axes - True, AxeslLabel -» {"X", "Y"}, AspectRatio » 1];

Se muestran los puntos de equilibrio, las isoclinas, la solucidn y el campo vectorial.
n170p= Show[phaseplot, (xfixpointsx)fixedpoint,

nullclines, vectorplot, ImageSize » {400, 400} ]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



6 EstudioSistemaDinamico-LCH.nb

Out[170]=

depredador y
w

X3

X1

0 1 2 3 4 5 6

presax

Soluciones

Se grafica la solucién x con respecto al tiempo t.
n171= plotX = Plot [Evaluate[x[t] /. solution], {t, 0, 40},
PlotRange - {Xpin, Xmax}, PlotStyle -» {RGBColor[0@, 0, 1]},

PlotLegends -» {"presa"}, Axes - True, AxesLabel -» Automatic]

oui7y= 3 presa

10 20 30 40

Se grafica la solucidn de y con respecto al tiempo t.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



In[172]:=

Out[172]=

In[173]:=

out[173]

EstudioSistemaDinamico-LCH.nb

plotY = Plot [Evaluate[y[t] /. solution], {t, O, 40},
PlotRange - {Ymin, Ymax}, PlotLegends » {"depredador"}, Axes - True,

AxesLabel - Automatic, PlotStyle -» {RGBColor[@, 1, 0]}]

3 depredador

10 20 30 40

Se muestran las dos soluciones.

Show [plotX, plotY]

6
5
4
presa
3
depredador
2

10 20 30 40
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7



Aplicacion del sistema dinamico en
2D

Borran los valores asignados de los pardametros y variables.
n= Clear["Global™ *"]

Off [General::spelll]

Sistema

Parametros y funciones
nE= Wg = 0.005; Ww; =0.2; w3 =0.1;

X%y
flx ,y ] :=- +x (1-x);
Wy + X

hix_, y_1:=y (Ws-Waxy/X);

Plano fase

Se resuelve el sistema numéricamente para encontrar una solucion. Se gréfica la curva
paramétrica de la solucion con condiciones iniciales x[0] == xq y y[0] ==y que se pueden ir
modificando, asi como el tiempo de la iteracion.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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AplicacionSistemaDinamico2D.nb

nel- Manipulate [Module[{end = o}, With[{sol = Quiet@eNDSolve[{x'[t] = f[x[t], y[t]],
y'[t] == h[X[t], Y[t]], X[O] == Xe, Y[©O] == Yo}, {X, Y}, {t, O, tf}, MaxStepSize -»
.01, MaxSteps - 100000, InterpolationOrder - All, StartingStepSize - 0.1,
Method -» {"EventLocator"”, "Event" - Abs[ x[t] +y[t]] > 1@.,
"EventAction" :» Throw[end = t, "StopIntegration"]}]},
ParametricPlot|
Evaluate[ {x[t], y[t]} /. sol], {t, @, Min[ tf, end]}, PlotPoints - 10000,
ImageSize - {385, 385}, ColorFunction -> (Color‘Data["Rainbow"] [#4] & ) , AxeslLabel -
{"presa x", "depred y"}, PlotRange » {{@., 1}, {0.0, 1}}, ImagePadding - 20]]],
{{tf, 1000, TexteStyle["t", Italic]}, ©.1, 1500., 20, ImageSize - Tiny,
Appearance - "Labeled"},
{{Xe, ©0.47, Text@Subscript[Style["x", Italic], "©0"]1}, 0.05,
1, .0001, ImageSize - Tiny, Appearance - "Labeled"},
{{Yo, .003, Text@Subscript[Style["y", Italic], "©0"]1}, @.,

1, .0001, ImageSize - Tiny, Appearance - "Labeled"}]
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AplicacionSistemaDinamico2D.nb 3

t 1000
Xo 0.47
Yo 0.003
Soluciones

Se grafican las soluciones de xyy con respecto al tiempo t. Las condiciones iniciales x[0] == xq y
y[0]==y, se pueden ir modificando, asi como el tiempo de la iteracion.
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n7= Manipulate[

Module[{Q = {X, Y} /. Quiet [NDSolve[SetPrecision[{x'[t] == f[x[t], y[t]], X[©O] == Xo,

y'[t] = h[x[t], y[t]], y[@] = Yo},

10] /. {Xe » aval, yp » bval},
{x, y}, {t, @, maxt}, PrecisionGoal - 10, WorkingPrecision -» 10]][[1]],

1= {x[t], y[t]}},
Grid[{{Column[Table[Plot[Q[[i]][t], {t, ©, maxt}, PlotRange - All,

PlotStyle - Prepend[ {Which[i == 1, Red, i == 2, Orange]}, Thick],
ImageSize -» {250, 150},

AxeslLabel - TraditionalForm /@ {t, 1[[i]]},

ImagePadding -» { {45, 10}, {10, 25}}1, {i, 2}]

11311,
{{maxt, 100, "t"}, 100, 4000, 10},
{{aval, .47, "x"}, .01, 1, .001, Appearance -» "Labeled"},

{{bval, .34, "y"}, .01, 1, .001, Appearance - "Labeled"}, SynchronousUpdating -» False]

X 0.47
y 0.34
x(t)
0.4
0.3
0.2
Out[7]=
0.1

t
20 40 60 80 100

y(t)
0.6
0.5
0.4
0.3

0.2

t
20 40 60 80 100
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A.2. Programas del Capitulo 2

A.2.1. Seccion 2.1 y Seccién 2.2

En esta seccién se explicaran los programas que se emplearon en la Seccion 2.1 y Seccion 2.2. El
primer programa FstudioSistemaDinamico3D-LCH se basa en el programa DynamicalSystemStudy3D
realizado por Dr. Jean-Marc Ginoux que se puede encontrar en http://ginouz.univ-tin.fr/Recherche/, el
cual resuelve y analiza un sistema no lineal en tres dimensiones. Calcula los puntos de equilibrio, las
isoclinas nulas, el Jacobiano, los valores propios de cada punto de equilibrio y el plano fase, asi como las
respectivas graficas.

La principal modificacion que se le realizé al programa fue, la optimizacion del manejo de los puntos de
equilibrio y de los valores propios.

El segundo programa, AplicacionSistemaDinamico3D, se emplea para conocer el comportamiento del
sistema al ir modificando las condiciones iniciales con sélo mover los valores y sin modificar el cédigo
cada vez que se requiera cambiar las condiciones. También se emplea para visualizar el comportamiento
del sistema de cada solucién al dejar que el tiempo se desplace automaticamente.
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Estudio del sistema dinamico en 3D

Borran los valores asignados de los pardmetros y variables.
inpoz= Clear["Global™ x"]

Off [General::spelll]

ClearAll[" %"]

ClearAll[Evaluate[Context[] <> "*"]]

Sistema

Parametros y funciones

n106}= {Xmins Xmax} = {- .1, 1};
{Ymins Ymax} = {'-1) 1}3
{Zmins Zmax} = {'-1) 1}3

In[109)= Wgq = 0.02; Wg = 0.005; W, = 0.2; W, = 0.00344531; w3 = 0.1;

ws = 0.01;
X*Z X
flx_,y ,z_]:=- * +X*(1-x)- *y;
W2 + X Wy + X
BIX_,Y_»2Z_]:i=y (W3-Way/X);
h[X_, Y 5,2Z_]:=Z (Ws-WgZ/X);

Campo vectorial

npap= Vo= {F[X, ¥, 21, 8[X, Y5 2], h[X, y, 2]}

X Xz 0.02 0.005 z
y y 0.1- y ,z 0.01- }

out[114]= {(1—X) X - - R
0.2 +X 0.00344531 + x X X

Puntos de equilibrio e isoclinas nulas

Se resuelve el sistema para encontrar los puntos de equilibrio.

nisp= fpl = Solve [ {f[x1, y1, z1] == @, g[x1, y1, z1] == @, h[x1, y1, z1] == @}, {x1, yl, z1}, Reals]

Solve: Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The answer was obtained by solving a

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



2 EstudioSistemaDinamico3D-LCH.nb

oups- {{x1 - -6.16866, yl > -30.8433+0. i, z1 > -12.3373+0. i},
(x1 - -4.24709, y1 - -21.2355, z1 - 0}, {x1 > -1.00687, y1 > 0, z1 - -2.01373},
{x1 - -0.0377453, y1 > -0.188726 + 0. i, z1 - -0.0754905 + 0. i},
{x1 > 0.00295941, y1 - 0.0147971 + 0. i, z1 > 0.00591882 + 0. i},
{x1 - 0.00342181, y1 > 0, z1 > 0.00684362},
{x1 > 0.0470911, y1 - 0.235455, z1 > 0}, {x1 > 1., y1 50, z1 >0} }

Se ordenan los puntos de equilibrio relevantes y se guardan en fixedpoint que es una lista.
niie= fp = {{x1>1.", yl >0, z1 - 0},
{x1 - 0.047091055358388804 ", y1 -» 0.235455276791944", z1 - 0},
{x1 - 0.0034218119995396584" , y1 -» @, z1 -» 0.006843623999079317" },
{x1 - 0.002959410332519284" ,
yl - ©.014797051662596419" , z1 -» 0.005918820665038568" } } ;
fixedpoint = {};
For[i=1, i< Length[fp], i=1i+1,
fp; = Sort[fp[[il]];
{Xi5 i, z3i} =
{Extract[fp;, {1}1[[2]1], Extract[fp;, {2}1[[2]1], Extract[fp;, {3}1[[2]11};

fixpoint; = Show[GraphicsBD[{PointSize[0.03] , Hue[1], Point[{xi, yi, zi} /. fp1},

PlotRange - {{Xmins Xmax}s {Ymins Ymax}s {Zmins Zmax}}1,

Graphics3D[Text[Style[P;, 10, Bold, Black], #, {0, 1}] &/@ ({xi, Vi, 21} /. fp)]

]

fixedpoint = Append[fixedpoint, fixpoint;];

Se encuentran las isoclinas nulas del sistema.

Jacobiano
Se calcula cada entrada de la matriz del Jacobiano y se escribe en forma matricial.
nzo}= all = Simplify [D[f[x, ¥, z], X]]

1.y 1.z y z

- +X -2+ +
0.2 +X 0.00344531 + X (0.2+x)2 (0,90344531+x)2

oujz201= 1 -
2= al2 = Simplify [D[f[x, Yy, z], Y]]

1.x
Out[121]= —
0.2 +X
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EstudioSistemaDinamico3D-LCH.nb 3

in22)= al3 = Simplify [D[f[x, Yy, z], z]]

1.x
0.00344531 + x

out[122]=
ini23)= a2l = Simplify[D[g[x, V¥, z], X]]

0.02y?
out[123]=
x2

in24}= a22 = Simplify[D[g[X, ¥, z], Y]]

0.04
oufi24= 0.1 - y
b

np2si= a23 = Simplify[D[g[Xx, V¥, z], z]]
out125]= @

inze}= a3l = Simplify[D[h[x, y, z], X]]

0.005 22
2

Out[126]=
X

in271= a32 = Simplify[D[h[x, y, z], Y]]
ou1271= @
inizsi= a33 = Simplify[D[h[x, y, z], z]]

0.01z
ou128- 0.01 -
X

nize- 3 = {{all, al2, a13}, {a2l, a22, a23}, {a31, a32, a33}}

1.y 1.z y z 1.x
out[129]= { {1 - - +X -2+ + , - )
0.2 +X 0.00344531 + X (0.2+x)2 (0.00344531+x)2 0.2 +x
1.x 0.02y? 0.04y 0.005 z2 0.01z
- s { ,0.1- » 0}, ,0,0.01 - 1}
0.00344531 + x x2 X x2 X
n130p= MatrixForm[J]
Out[130]//MatrixForm=
1. Ly _ 1.z +X(—2+ y . z ) _1.x _ 1.x
0.2+X  0.00344531+x (0.2+x)2  (0.00344531+x)2 0.2+x 0.00344531+X
0.02y? 9.1 - °-04y P
x2 : X
e.aezs z2 P 9.01 - °-9z
X X

Estabilidad de los puntos de equilibrio - valores propios

Se calculan los valores propios de cada uno de los puntos de equilibrio que se encuentran
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4 EstudioSistemaDinamico3D-LCH.nb

ordenados y se guardan en la lista ValEigen.

3= ValEigen = {};
For[i=1, i < Length[fp], i=1+1,

fpi = Sort[fp[[i]]1];

{Xi, Vi, Zi} =
{Extract[fpi, {1}1[[2]1], Extract[fps, {2}1[[2]], Extract[fpi, {3}1[[2]1]};

eigen; = Eigenvalues[J] /. {X > Xi, Y- Vi, Z > Zi};
ValEigen = Append[ValEigen, eigen;]
1

ValEigen

ounza- {{-1., ©.01, 0.1}, {0.01, ©.017258 - ©.285555 i, ©.017258 + 0.285555 i},
(0.0106541, 0.1, 0.472508}, {-0.0884525, 0.016714, 0.386854} )

Plano fase

Se resuelve el sistema numéricamente para encontrar una solucion con condiciones iniciales x[0]
==X, y[0] ==y y 2[0] ==z, . Se grafica la curva paramétrica de la solucidn con la opcién de que
contenga flechas que indiquen su trayectoria.

n1z4= Xo = +47; Yo = .34; 29 = .0015; t; = 5000;
solution = NDSolve[{x'[t] == f[x[t], y[t], z[t]], X[O] == Xe,
y'[t] = g[x[t], y[t]l, z[t]], y[O] == Ye,
z'[t] = h[x[t], y[t], z[t]], z[@] == Zo}, {X, ¥, Z},
{t, 0, t¢}, Method -» "ExplicitRungeKutta",
MaxSteps -> Infinity, StartingStepSize -> 0.001];
phaseplot = ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t] , y[tl, z[t]} /. solution], {t, 9, 4000},
PlotPoints -» 2000, ImageSize - {400, 400}, ColorFunction -> (ColorData["Rainbow"] [
H4] & ) , Axes - True, AxesLabel - {Style[presa X, Bold, Black], Rotate[Style[
depredadory, Bold, Black], @], Rotate[Style[depredador z, Bold, Black], = /2]},
BoxRatios -» {1, 1, 1}, PlotRange -» All, SphericalRegion - True, ImagePadding - 20] /.

Line[r_] :> Sequence [Arrowheads [Table[.018, {65}]], Arrow@Line[r]]
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Out[135]=

Se muestran los puntos de equilibrio relevantes y la solucién.

npze;= graf = Show[phaseplot, fixpoint,, fixpoints]

Out[136]=

Soluciones
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6 EstudioSistemaDinamico3D-LCH.nb

In[137]:=

Out[137]=

In[138]:=

out[138]=

Se grafica la solucidn x con respecto al tiempo t.
plotX = Plot [Evaluate[x[t] /. solution], {t, @, 1500},
PlotRange —» {Xpin, Xmax}, PlotStyle -» {RGBColor[1, @, O]},
PlotLegends » {"presa"}, Axes - True, AxesLabel -» Automatic]
1.0
08
06
presa

0.4

0.2

200 400 600 800 1000 1200 1400

plotY = Plot[Evaluate[y[t] /. solution], {t, @, 1500},
PlotRange - {Ymin» Ymax}, PlotStyle -» {RGBColor[0, 1, 0]},
PlotLegends -» {"depredador y"}, Axes -» True, AxesLabel -» Automatic]

1.0
0.8
0.6
depredador y

0.4

0.2

200 400 600 800 1000 1200 1400

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



In[139]:=

Out[139]=

EstudioSistemaDinamico3D-LCH.nb

plotZ = Plot[Evaluate[z[t] /. solution], {t, @, 1500},
PlotRange - {Zpin, Zmax}, PlotStyle -» {RGBColor[1, 0, 1]},
PlotLegends » {"depredador z"}, Axes - True, AxesLabel - Automatic]

1.0
0.8
0.6
depredador z

0.4

0.2

200 400 600 800 1000 1200 1400
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Aplicacion del sistema dinamico en
3D

Borran los valores asignados de los pardametros y variables.
negi= Clear["Global™ +"]

Off [General::spelll]

Sistema

Parametros y funciones

In[10]
w4 =0.003; w6 =0.008; wl =0.2; w2 = 0.00344531; w3 =0.1;

w5 =0.01;
X*2Z
fIx_,y_,2_]:=- +x (1-x) - 3
W2 + X wl + X
gIX 5y _»2z_]:=y (w3-wh (y/x));
hix_,y_,2z_]:=z2 (W5-w6 (z/X));

X*xYy .

Plano fase

Se resuelve el sistema numéricamente para encontrar una solucién. Se grafica la curva
paramétrica de la solucién con condiciones iniciales x[0] == xg, y[0] ==y y 2[0] ==z se pueden ir
modificando, asi como el tiempo de la iteracion.
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AplicacionSistemaDinamico3D.nb

nis)- Manipulate[Module[{end = }, With[{sol = Quiet@NDSolve[{x'[t] = f[x[t], y[t], z[t]],
y'[t] = g[x[t], y[t], z[t]],
z'[t] = h[X[T], Y[t], Z[t]], X[O] == Xe, Y[@] == Yo, Z[O] == Zo}, {X, ¥, Z},
{t, 9, tf}, MaxStepSize -» .1, MaxSteps -» Infinity, InterpolationOrder - All,
StartingStepSize -» 0.001, Method -» "ExplicitRungeKutta"]},
ParametricPlot3D|
Evaluate[ {x[t], y[t], z[t]} /. sol], {t, @, Min[ tf, end]}, PlotPoints - 10000,
ImageSize - {400, 400}, ColorFunction -> (ColorData["Rainbow"] [#4] & ) 5
AxesLabel -» {"presa x", "depred y", "depred z"}, BoxRatios -» 1,
PlotRange - All, SphericalRegion - True, ImagePadding - 20]]],
{{tf, 1000, TexteStyle["t", Italic]}, .1, 5000., 20,
ImageSize -» Tiny, Appearance - "Labeled"},
{{Xe, 9.1, Text@Subscript[Style["x", Italic], "@"]}, 0.05,
1, .0001, ImageSize - Tiny, Appearance - "Labeled"},
{{Yo, 9.2, Text@Subscript[Style["y", Italic], "0"]}, @, 1.,
.0001, ImageSize -» Tiny, Appearance - "Labeled"},
{{Ze, .002, Text@Subscript[Style["z", Italic], "@"]}, ©.,

1, .0001, ImageSize -» Tiny, Appearance - "Labeled“}]
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Xo

Yo

Zo

Out[15]=

Soluciones

Se grafican las soluciones de x,yy z con respecto al tiempo t. Las condiciones iniciales x[0] == xo,

1000
0.1
0.2

0.002

AplicacionSistemaDinamico3D.nb

y[0]==yoy Z[0] ==z, se pueden ir modificando, asi como el tiempo de la iteracion.
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4 AplicacionSistemaDinamico3D.nb

n6r= Manipulate [
Module [
{Q={x, Yy, z} /. Quiet [NDSolve[SetPrecision[{x"'[t] == f[x[t], y[t], z[t]], X[O] == Xp,

y'[t] = g[x[t], y[t], z[t]], y[@] = Ye,
z'[t] = h[X[t], y[t], Z[t]], 2[O] == 2o},

10] /. {Xe » aval, yp » bval, zy -» cval},
{x,y, z}, {t, 0, maxt}, PrecisionGoal - 10, WorkingPrecision - 10]1]1[[1]],

1= {x[t], y[t], z[t]}},
Grid[{{Column[Table[Plot[Q[[i]][t], {t, ©, maxt}, PlotRange - All,

PlotStyle - Prepend[ {Which[i == 1, Red, i == 2, Orange, i == 3, Blue]}, Thick],
ImageSize » {250, 150},
AxesLabel - TraditionalForm /e {t, 1[[1i]]},
ImagePadding -» { {45, 10}, {10, 25}}]1, {i, 3}]
11311,
{ {maxt, 50, "t"}, 50, 4000, 10},
{{aval, .1, "x"}, .01, 1, .01, Appearance -» "Labeled"},

{{bval, .2, "y"}, .01, 1, .01, Appearance » "Labeled"},

{{cval, .002, "z"}, .001, 1, .01, Appearance - "Labeled"}, SynchronousUpdating - False]
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y 0.2

z 0.002

x(t)
0.8

0.6
0.4

0.2

10 20 30 40 50

Out[16]= wt)

0.6
0.5
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Z(t)
0.0027
0.0026
0.0025
0.0024
0.0023
0.0022
0.0021

10 20 30 40 50
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A continuacién se presentan los programas que se realizaron para el diagrama de bifurcacion. EI pri-
mer programa es DiagramadeBifurcacion-GV, el cual es parecido al anterior slo que para este programa
se calculan por separado los puntos de equilibrio para después juntarlos en una lista, de la cual se dividira
en tres listas distintas dependiendo de la estabilidad de cada punto (estable, inestable e indeterminado).
Posteriormente se grafica cada lista por separado y luego se grafican las tres listas juntas para conocer
la estabilidad global con respecto al parametro. El segundo programa DiagramadeBifurcacion-HT2D es
empleado para los dos subsistemas del modelo de Holling-Tanner. Los diagramas se muestran separados
dependiendo de la estabilidad y posteriormente se juntan para conocer la estabilidad global con respecto
al parametro.
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Diagrama de bifurcacion para
Gause-Volterra

Borran los valores asignados de los pardametros y variables.
7= Clear["Global™ x"]
Off [General::spelll]

$RecursionLimit = Infinity;

Sistema

Parametros y funciones

In[20] 5

nouonon
|-\|-\|-\|-\®|—\
e
WU'I
e ‘weo

n
\.

a=
b =
c
d
e
.F
g
k
p

n
.h

A
ufx_,y ,z_]:=a 1- *X)*X—(b*x’\k*y);
a

VIX_, Y_, Z_] := (dxx"kxy)-cxy- (exy p*2z);
hix_,y_,z_.] := (f*yp_g) *Z;

Campo vectorial

nEzp= Vo= {u[X, ¥, 2], V[X, ¥, 2], h[X, Yy, z]}
ouzi {-0.5x%2y+x (1-x2), -1.3y+x?3y-yt*z, (-0.5+1.2y"*) z}

Jacobiano

Se calcula cada entrada de la matriz del Jacobiano y se escribe en forma matricial.
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2 DiagramadeBifurcacion-GV.nb

nza= all = Simplify [D[u[x, y,
al2 = Simplify[D[u[x, VY,
al3 = Simplify[D[u[x, y,
a2l = Simplify[D[V[X, VY,
a22 = Simplify[D[Vv[X, VY,
a23 = Simplify[D[V[X, VY,
a3l = Simplify[D[h[x, vy,
a32 = Simplify[D[h[x, vy,

a33 = Simplify[D[h[x, vy,

z], x11;

2], y11;

z], z11;

2], x11;

2], y11;

2], z11;

z], x11;

z], y11;

z], z11;

J = {{al1, al2, al13}, {a21, a22, a23}, {a31, a32, a33}};

MatrixForm[J]
Out[43]//MatrixForm=
1- %Y _2x2 -09.5x%3 o
0
0.3y 0.3 0.4 1.4
0.7 -1.3+x°°-1.4y°"%2 -y
0 1.68y%4z -0.5+1.2y%4

Codigo del diagrama

Se calculan los puntos de equilibrio por separado y después se agrupan en la lista “pointlist”.
Luego se calculan los valores propios de cada punto y se van agrupando en tres listas diferentes
dependiendo de la estabilidad (TableauPlotS, TableauPlotU y TableauPlotl). Esto es para cada
valorde A. En {Anin, Amax} S€ COloca el intervalo que se quiere estudiar para el valorde A.

4= PasA = 0.005;

{Anins Amax} = {—-01, .5};

TableauPlotU = {};
TableauPlotS = {};
TableauPlotI = {};
TablePoint = {};

For [.R = Apins A S Apaxy A =

point = {};
pointl = {};
point2 = {};
point3 = {};
npoint = {};
pointlist = {};
eigenval = {};

pointl = Append[point1l,

A+ Pasa,

{(@a/x), 0, 0}];
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point2 = Append [point2, {(c/d)* (1/k), axd 1—)L c Mo« uk, e}];
bxc a d d

point3 = Append[point2, {0, 0, 0}];

npoint = Append[point3, pointl];
. a A g
solution = NSolve[  1-" x x~(1-k) - . ~(1/p) == 0, {x}, Reals];
b a

For[i=1, i< Length[solution], i++,
solution; = Sort[solution[[i]]];
tp; = Extract[solution;, {1}]1[[2]];

g 1/p

((dx (tps) k) - <)}

{xis Y1, zi} = {tps, (8/F)~(1/p), eeg f
*

point = Append [point, {Xi, Yi, Zi}]];
pointlist = Partition[Flatten[Append[npoint, point]], 3];

For[j =1, j < Length[pointlist], j++,

(#listj=Sort[list[[j]1]1];%*)
{Xj5 Y45 23} = {Extract[pointlist[[]j]], {1}],
Extract[ pointlist[[j]], {2}], Extract[ pointlist[[j]], {3}1};

eigen; = Eigenvalues[J] /. {X > Xj, ¥ = Vi, Z > Zj};

eigenval = Append[eigenval, Re[eigen;]];

If[ (k<18 (xj==0]]|y;=0)), TableauPlotI = Append[TableauPlotI, {1, xj}]];

Which[ (Re[eigen;[[1]]] > @ || Re[eigenj[[2]]] > @ | | Re[eigenj[[3]]] > @),
TableauPlotU = Append [TableauPlotU, {A, xj}],
(Re[eigen;[[1]]] < @&&Re[eigen;[[2]]] < @&&Re[eigenj[[3]1]] < O),
TableauPlotS = Append[TableauPlotS, {2, x5}], True,

TableauPlotI = Append [TableauPlotI, {2, xj}]]
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4 DiagramadeBifurcacion-GV.nb

1
Power: Infinite expression encountered.
007
Infinity: Indeterminate expression 0. ComplexInfinity encountered.

1
Power: Infinite expression encountered.
007

Infinity: Indeterminate expression 0. ComplexInfinity encountered.

1
Power: Infinite expression encountered.
007

General: Further output of Power:infy will be suppressed during this calculation.
Infinity: Indeterminate expression 0. ComplexInfinity encountered.

General: Further output of Infinity:indet will be suppressed during this calculation.
Root: Indeterminate has fewer than 1 root(s) as a polynomial in #1.

Root: Indeterminate has fewer than 2 root(s) as a polynomial in £1.

Root: Indeterminate has fewer than 3 root(s) as a polynomial in 1.

General: Further output of Root::deg will be suppressed during this calculation.

Graficas

Se grafica cada lista por separado (TableauPlotS, TableauPlotU, TableauPlotl) y después se
grafican las tres juntas.

In[51):=
ListPlot [TableauPlotS, PlotMarkers -» {"®"},
rep de lista marcadores de represe

ImageSize -» {400, 400}, PlotRange - Automatic, Frame - True,

tamafo de image ep:- automatico na ver

ger rango de arc ero
FrameLabel -> {"x ", "x"}, RotateLabel » False, PlotLegends -» {

etiq le marco ota et

"Stable"}]

Or

falso le le rep
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°
X ..
out[s1]= 10 o
5
0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

ins2;= ListPlot [TableauPlotU, PlotMarkers » {"0"},

ImageSize -» {400, 400}, PlotRange -» Automatic, Frame - True,

|

L

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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e Stable

FrameLabel -> {"x ", "x"}, RotateLabel -» False, PlotLegends -» {"Unstable"}]

o Unstable

5



6

DiagramadeBifurcacion-GV.nb

ns3= ListPlot [TableauPlotI, PlotMarkers » {"%"}, ImageSize -» {400, 400},
PlotRange - Automatic, Frame - True, FrameLabel -> {"x ", "x"},
RotatelLabel -» False, PlotLegends » {"Indeterminate"}]
15 X
10 "

out[s3]= ** « Indeterminate
0
-5

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
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DiagramadeBifurcacion-GV.nb

nsay= ListPlot [ {TableauPlotS, TableauPlotU, TableauPlotI}, PlotMarkers » {"®", "O", "x"},

ImageSize -» {400, 400}, PlotRange -» Automatic, Frame - True, FrameLabel -> {"x ", "x"},

RotatelLabel -» False, PlotLegends » {"Stable", "Unstable", "Indeterminate"}]

10

e Stable
Unstable

Out[54]=

Indeterminate

-5

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Diagrama de bifurcacion para
Holling-Tanner en 2D

Borran los valores asignados de los pardametros y variables.
nss)= Clear ["Global™ %"]
Off [General::spelll]

$RecursionLimit = Infinity;

Sistema

Parametros y funciones

nBsel= Wy = 0.25 W3 =0.1; Wa =0.003; wg = 0.09; w, = 0.00344531;

ws = 0.01;
X *
ulx_, y_1 :=x(1-x) - y
Wy + X
y
VIX_, y_] =y Ws-2
X
Campo vectorial
nezl= V= {U[X, yl, v[Xx, y1}
A
out[62]= {(1—X) X - Xy ,y 0.01 - y }
0.00344531 + x X

Jacobiano

Se calcula cada entrada de la matriz del Jacobiano y se escribe en forma matricial.
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2 DiagramadeBifurcacion-HT2D.nb

nea= all = Simplify [D[u[x, y], x]1;
al2 = Simplify[D[u[x, y1, ¥11;
a2l = Simplify[D[V[x, y]l, X113
a22 = Simplify[D[V[X, Y1, ¥11;
J = {{all, al2}, {a21, a22}};
MatrixForm[J]

Out[68]//MatrixForm=

1.y y 1.x
- +X (-2 + -
0.00344531 +x (0.00344531+x) 2 0.00344531+x
y2 2 9.01 - 2y
x? X

Codigo del diagrama

El parametro A sustituye al pardmetro we. Se calculan los puntos de equilibrio, se ordenan y se
calculan los valores propios de cada punto. Luego se guardan en la lista eigenval y se van agru-
pando en dos listas diferentes dependiendo de la estabilidad (TableauPlotS y TableauPlotU I).
Esto es para cada valorde A. En {Anin, Amax} S€ COloca el intervalo que se quiere estudiar para el

valorde A.
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DiagramadeBifurcacion-HT2D.nb 3

ineol= PasA = 0.001;
{Anins Amax} = {-0.001, .05};
Ajnt1 = 0.628; Ajntr = 0.634; tp = 05
{tnins tmax} = {600, 700} ;
TableauPlotU = {};
TableauPlotS = {};
TableauPlotI = {};
eigenval = {};
For[X = Anins A S Anax, A = A+ Pasi,

solution =

NSolve[{u[x, y] = 0, V[X, y] == @}, {X, y} , Reals];

For[i=1, i < Length[solution], i=1i+1,

solution; = Sort[solution[[i]]];

{Xi, Yi} = {Extract[solution;, {1}][[2]], Extract[solution;, {2}]1[[2]11};

eigen; = Eigenvalues[J] /. {X = Xi, Y= VYi};

eigenval = Append[eigenval, Re[eigen;]];

Which[ (Re[eigen;[[1]]] > @ || Re[eigen;[[2]]] > @),
TableauPlotU = Append [TableauPlotU, {A, x;}],
(Re[eigen; [[1]]1] < @8&&Re[eigen; [[2]]] < @), TableauPlotS =

Append [TableauPlotS, {2, x;}], True, TableauPlotI = Append[TableauPlotI, {A, xi}]]

Graficas

Se grafica cada lista por separado (TableauPlotS, TableauPlotU) y después se grafican las dos
juntas.
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DiagramadeBifurcacion-HT2D.nb
In[78]:=
ListPlot [TableauPlotS, PlotMarkers -» {"®"}, ImageSize » {400, 400},
PlotRange » {{-.001, .05}, {-.5, 1.5}}, Frame - True,
FrameLabel -> {"wg ", "X"}, RotateLabel -» False, PlotLegends -» {"Stable"}]
1.5
1.0
ceoo00000l
ooooooooo""'..
x 05 0o*’
out[78]= e Stable
0.0»
-05
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
We
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DiagramadeBifurcacion-HT2D.nb

n7op= ListPlot[TableauPlotU, PlotMarkers » {"0O"}, ImageSize -» {400, 400},
PlotRange » {{-.001, .05}, {-.5, 1.5}}, Frame - True,

FrameLabel -> {"wg ", "X"}, RotateLabel -» False, PlotLegends -» {"Unstable"}]

15

1.0

x 05

out[79)= ‘ o Unstable

0.0

-0.5
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
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DiagramadeBifurcacion-HT2D.nb
ngor= ListPlot[{TableauPlotS, TableauPlotU}, PlotMarkers -» {"®", "O"},
ImageSize -» {400, 400}, PlotRange » {{-.001, .05}, {-.5, 1.5}}, Frame - True,
FrameLabel -> {"wg ", "x"}, RotateLabel -» False, PlotLegends -» {"Stable", "Unstable"}]
15
1.0
.........'
ooooooooooO'°'...
x 05 oo®® e Stable
Out[80]=
Unstable
0.0»
-05
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
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