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Introducción

El objetivo principal de la presente tesis es estudiar los movimientos brownianos en va-
riedades. Más precisamente, estudiar la construcción de un movimiento browniano en una
variedad riemanniana a partir de su definición; y dar algunas propiedades del movimiento
browniano en la variedad investigando la parte radial del movimiento browniano.

Un movimiento browniano en el espacio euclidiano puede construirse mediante ecua-
ciones diferenciales estocásticas; en efecto, es un proceso de difusión generado por el
operador de Laplace en el espacio euclidiano. Una variedad riemanniana es un espacio
que tiene estructura más complicada (en lo topológico y distinguida por su curvatura) que
un espacio euclidiano; estos dos conceptos son estudiados en los primeros dos caṕıtulos,
que en su mayoŕıa están basados en [12], [19], y [4]. Entonces podemos obtener el movi-
miento browniano en una variedad riemanniana de manera similar y deberá tener algunas
propiedades especiales en relación con la curvatura; aśı, la construcción del movimien-
to browniano en una variedad riemanniana y algunas de sus propiedades se dan en los
últimos dos caṕıtulos, donde las referencias principales son [5], [6] y [11]. A continuación,
damos un resumen de cada caṕıtulo de la tesis.

En el primer caṕıtulo introducimos unos resultados sobre las ecuaciones diferenciales
estocásticas en el espacio euclidiano. Empezamos con las definiciones básicas de procesos
estocásticos y la integración estocástica, del tipo de Itô y de Stratonovich. El resultado
principal es que las ecuaciones diferenciales estocásticas del tipo de Itô en el espacio
euclidiano tienen solución única hasta su tiempo de explosión. La última sección estudia
el proceso de difusión desde el punto de vista de las martingalas, y la existencia y unicidad
de proceso de difusión generado por un operador diferencial de segundo orden se puede
obtener resolviendo la ecuación diferencial estocástica; el proceso de Ornstein-Uhlenbeck
y el movimiento browniano son ejemplos de un proceso de difusión, en particular, el
movimiento browniano es un proceso de difusión generado por el operador de Laplace en
el espacio euclidiano.

En las primeras cuatro secciones del segundo caṕıtulo damos las definiciones básicas
de la geometŕıa riemanniana, y en la última sección de este caṕıtulo, estudiamos algunos
operadores en una variedad riemanniana. En particular, el operador de Laplace-Beltrami
es un concepto central para la construcción de movimiento browniano en la variedad rie-
manniana, entonces la representación extŕınseca y local del operador de Laplace-Beltrami
serán estudiadas en esta sección.

El caṕıtulo tres estudia una extensión de los conceptos estocásticos en el espacio eu-
clidiano a una variedad. En la primera sección introducimos las ecuaciones diferenciales
estocásticas en una variedad. La existencia y unicidad de solución a la ecuación hasta su
tiempo de explosión se sigue de los resultados en el espacio euclidiano suponiendo que la
variedad es una subvariedad cerrada de algún espacio euclidiano (lo que es válido por el
teorema de encaje de Whitney). La existencia y unicidad del proceso de difusión en una
variedad generado por el operador eĺıptico diferencial de segundo orden en la variedad
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INTRODUCCIÓN 2

consiste entonces en resolver una ecuación diferencial estocástica en la variedad. La se-
gunda sección estudia las integrales de ĺınea de tensores covariantes de primer y segundo
orden (i.e., 1-formas y formas bilineales en la variedad) a lo largo de una semimartingala
en la variedad. En las últimas dos secciones estudiamos las martingalas y movimientos
brownianos en una variedad riemanniana, aśı como la caracterización de Lévy para mo-
vimientos brownianos en una variedad riemanniana. El movmiento browniano en una
variedad riemanniana está definido como un proceso de difusión generado por medio del
operador de Laplace-Beltrami.

De la definición del movimiento browniano en una variedad riemanniana, se dan otras
descripciones equivalentes, una de ellas es por la representación extŕınseca del opera-
dor de Laplace-Beltrami, aśı, el movimiento browniano en una variedad riemanniana se
puede construir por proyección ortogonal a partir de un movimiento browniano en el
espacio euclidiano. En el cuarto caṕıtulo, unos ejemplos del movimiento browniano en
una variedad riemnniana están dados, tanto en las formas intŕınseca y extŕınseca, como
en la forma local. Otro ejemplo se da para el movimiento browniano en una variedad
riemanniana espećıfica, que es rotacionalmente simétrica (las variedades riemannianas de
curvatura seccional constante son ejemplos de éstas). Aqúı vemos que la curvatura de
la variedad juega un papel importante en el proceso radial del movimiento browniano,
entonces, en la sección cuatro del caṕıtulo investigamos la influencia de la curvatura en el
proceso radial del movimiento browniano en una variedad riemanniana comparándolo con
el mismo proceso en una variedad rotacionalmente simétrica, y se obtiene el teorema de
comparación para el proceso radial. En la quinta sección están dados algunos resultados
básicos sobre la investigación de la completez estocástica, la recurrencia y transitoriedad
del movimiento browniano en la variedad (otras propiedades relacionadas al movimiento
browniano pueden consultarse en [11]), que son estudiadas por la investigación del proceso
radial del movimiento browniano.

El caṕıtulo cuatro termina con una estimación de los momentos del primer tiempo en
el que el movimiento browniano entra a una esfera geodésica, dados mediante fórmulas
expĺıcitas de integrales iteradas en términos de las cotas de la curvatura seccional. De
la misma manera, el primer tiempo de entrada está estudiado mediante la investigación
del proceso radial del movimiento browniano; aśı, esta última sección estudia los resul-
tados para el proceso radial del movimiento browniano en una variedad rotacionalmente
simétrica y los generaliza a variedades más generales aplicando el teorema de comparación
del proceso radial. Las referencias importantes para esta última sección son [3] y [20].



Caṕıtulo 1

Ecuaciones diferenciales estocásticas
y procesos de difusión

1.1. Procesos estocásticos en el espacio euclidiano

1.1.1. Definiciones básicas

En este apartado daremos algunas definiciones básicas tanto de la teoŕıa de la medida
(cf. [1]) como de la teoŕıa de la probabilidad (cf. [17]) que aparecerán durante esta tesis. La
principal es la definición del espacio de probabilidad, representado por la terna (Ω,F ,P),
donde Ω es un espacio muestral ; F es una σ-álgebra que consiste en subconjuntos de Ω
llamados eventos tal que F satisface:

1) ∅, Ω ∈ F ; 2) si A ∈ F , entonces Ac ∈ F ;

3) para cada {An}n≥1 ⊆ F , se tiene que
⋃
n≥1An ∈ F .

A la pareja (Ω,F ) le llamamos un espacio medible.
Y P : F → R es una medida de probabilidad que satisface:

i) P(∅) = 0, P(Ω) = 1; ii) P(A) ≥ 0, ∀ A ∈ F ;

iii) si {An}n≥1 ⊆ F tal que Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, entonces P(
⋃
n≥1 An) =

∑
n≥1 P(An).

Un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) se dice que es completo si para cada conjunto
nulo N (i.e. N ⊆ A, tal que A ∈ F y P(A) = 0), se tiene que N ∈ F y P(N ) = 0.

Sea C una clase de subconjuntos de un espacio Ω, denotamos por σ(C) la intersección
de todas las σ-álgebras que contienen a C, y se le llama la mı́nima σ-álgebra generada
por C. La σ-álgebra de Borel en el espacio euclidiano Rn de dimensión n es la mı́nima
σ-álgebra de Rn generada por la colección de los subconjuntos abiertos de Rn, y denotada
por B(Rn). A los elementos de B(Rn) les llamamos subconjuntos de Borel de Rn.

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, una familia {Fα}α∈Λ de sub-σ-álgebras de
F se dice mutuamente independiente si para cualquier subconjunto finito {α1, · · · , αk} ⊂
Λ y Ai ∈ Fαi , i = 1, · · · , k, se tiene que

P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak) = P(A1)P(A2) · · ·P(Ak).

Dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y el espacio medible (Rn,B(Rn)), una fun-
ción X : Ω→ Rn que es F -medible (i.e. X−1(B) = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F , ∀ B ∈ B(Rn)),
se llama una variable aleatoria de dimensión n (ó simplemente variable aleatoria); en
particular, cuando n = 1, X se dice una variable aleatoria real.

Si X es una variable aleatoria definida en (Ω,F ,P), se define una medida de proba-
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1.1. PROCESOS ESTOCÁSTICOS EN EL ESPACIO EUCLIDIANO 4

bilidad PX en el espacio medible (Rn,B(Rn)) dada por

PX(B) = P ◦X−1(B) = P(X ∈ B), B ∈ B(Rn),

denominada la medida de probabilidad inducida por la variable aleatoria X, también se
le conoce como la distribución de probabilidad de X.

Para cada función X : (Ω,F ) → (Rn,B(Rn)), denotamos por σ(X) = σ
{
X−1(B) :

B ∈ B(Rn)
}

a la σ-álgebra generada por X. En particular, X es una variable aleatoria
si y sólo si σ(X) ⊆ F . Una familia {Xα}α∈Λ de variables aleatorias se dice mutuamente
independiente si {σ(Xα)}α∈Λ lo es.

Ahora introducimos algunas definiciones de convergencia de variables aleatorias.
Supongamos que X y X1, X2, · · · son variables aleatorias definidas en un espacio de
probabilidad común (Ω,F ,P), entonces se dice que:

a) La sucesión {Xn} converge en probabilidad a X, si, para cada ε > 0,

ĺım
n→∞

P({ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε}) = 0;

b) {Xn} converge casi seguramente (P-c.s. ó c.s.) ó con probabilidad 1 (c.p.1) a X si

P({ω ∈ Ω : ĺım
n→∞

|Xn(ω)−X(ω)| = 0}) = 1;

donde |·| es la norma euclidiana en Rn.

Sea X una variable aleatoria definida en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), enton-
ces X es integrable si la integral de Lebesgue es finita, i.e. ,∫

Ω

|X(ω)| P(dω) <∞.

En general, si
∫

Ω
|X(ω)|p P(dω) < ∞, (p > 0), decimos que X es integrable de orden

p. Sea p ≥ 1, al conjunto de todas las variables aleatorias integrables de orden p le
denotamos por Lp(Ω,F ,P), Lp(dP) ó simplemente por Lp.

Para una variable aleatoria X integrable, el valor medio ó la esperanza de X está
definida por

E
[
X
]

=

∫
Ω

X(ω)P(dω) ≡
∫

Ω

X dP .

Si X ∈ Lp, el momento de orden p es E
[
Xp
]

y el momento central de orden p es
E
[
(X − E[X])p

]
. En particular, al momento central de orden 2 le decimos la varianza de

X, i.e.,

V ar(X) = E
[(
X − E[X]

)2]
= E

[
X2
]
−
(
E[X]

)2
.

Sea X una variable aleatoria integrable definida en un espacio de probabilidad
(Ω,F ,P), y G una sub-σ-álgebra de F , decimos que una variable aleatoria Y es una
esperanza condicional de X dado G si Y es medible con respecto de G y cumple que∫

G

Y dP =

∫
G

X dP, ∀ G ∈ G .

A la esperanza condicional de X dado G también le denotamos por E
[
X | G

]
.

Las propiedades básicas de la esperanza condicional se pueden encontrar en Ikeda [12]
o Steele [25], una de importancia es la llamada desigualdad de Jensen: Sea X una variable
aleatoria real integrable y G una sub-σ-álgebra de F , si Φ : R→ R es una función convexa
tal que es integrable, entonces

Φ
(
E
[
X | G

])
≤ E

[
Φ(X) | G

]
. c.s.
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1.1.2. Procesos estocásticos

Los procesos f́ısicos que vaŕıan aleatoriamente a lo largo del tiempo pueden ser mode-
lados mediante variables aleatorias que describan el estado del sistema en cada instante
de tiempo. De este modo, tenemos la siguiente definición de proceso estocástico.

Definición 1.1.1. Un proceso estocástico (o simplemente proceso) es una colección de
variables aleatorias (Xt)t∈T parametrizada por un conjunto de parámetros T y definida
en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) con valores en Rn.

Observación. Usualmente interpretamos a cada elemento de T como un instante de tiem-
po. Se tiene que T = {0, 1, · · · , N} ó T = N en el caso de tiempo discreto, y T ⊆ [0,∞)
en el caso de tiempo continuo. Aqúı sólo estudiaremos el caso de tiempo continuo, aśı que
en lo sucesivo, supondremos T = [0,∞) y denotaremos el proceso por (Xt)t≥0.

Observación. Un proceso estocástico (Xt)t≥0 también puede considerarse como una fun-
ción de dos variables

X : [0,∞)× Ω 3 (t, ω) 7→ X(t, ω) ≡ Xt(ω) ∈ Rn ,

donde la función ω 7→ Xt(ω) es una variable aleatoria para cada t ∈ [0,∞), mientras que
para cada ω ∈ Ω fijo, la función t 7→ Xt(ω) se denomina una trayectoria (o realización)
del proceso (Fig. 1.1). Un proceso estocástico X se dice continuo si todas sus trayectorias
t 7→ Xt(ω) son continuas con probabilidad 1, es decir,

P
(
{ω ∈ Ω : ĺım

s→t
|Xs(ω)−Xt(ω)| = 0}

)
= 1, ∀ t ∈ [0,∞).

Figura 1.1: Dos trayectorias continuas de un proceso estocástico Xt con X0 = x.

Observación. Finalmente, observemos que podemos identificar a cada ω ∈ Ω como una
trayectoria t 7→ Xt(ω) del proceso, aśı que podemos considerar a Ω como un subconjunto
de W n, el espacio de todas las funciones continuas de [0,∞) en Rn. Con la topoloǵıa de
producto en este espacio, se tiene que la σ-álgebra B de W n es la σ-álgebra generada
por C , el conjunto de todos los conjuntos ciĺındricos de Borel de W n, donde cada C ∈ C
tiene la siguiente forma:

C = {w ∈W n : (wt1 , wt2 , · · · , wtk) ∈ F}, para algún {t1, t2, · · · , tk} ⊂ [0,∞),

tal que 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tk, y F = F1 × F2 × · · · × Fk ∈ B(Rkn) con Fi ∈ B(Rn) para
cada i = 1, 2, · · · , k.

Definición 1.1.2. Sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico definido en un espacio de
probabilidad (Ω,F ,P). Las distribuciones de dimensión finita del proceso X son las
medidas PXt1,··· ,tk definidas en B(Rkn) para los subconjuntos finitos 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk
de [0,∞) y dadas por

PXt1,t2,··· ,tk
(
F1 × F2 × · · · × Fk

)
= P

({
Xt1 ∈ F1, Xt2 ∈ F2, · · · , Xtk ∈ Fk

})
,

donde Fi ∈ B(Rn), i = 1, 2, · · · , k.
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Observación. Como Xti es F -medible para cada i = 1, 2, · · · , k, entonces tiene sentido
la definición anterior y cada una de las funciones PXt1,··· ,tk es una medida de probabilidad
en el espacio medible (W n,B) que está determinada uńıvocamente por sus valores en C
y se cumplen las siguientes propiedades: (cf. [17], pág.55-57)

(K1) Para cualquier permutación σ en {1, 2, · · · , k},
PXtσ(1),tσ(2),··· ,tσ(k)(Fσ(1) × Fσ(2) × · · · × Fσ(k)) = PXt1,t2,··· ,tk(F1 × F2 × · · · × Fk).

(K2) Para k < m y tk+1, · · · , tm ∈ T arbitrarios,

PXt1,··· ,tk(F1 × · · · × Fk) = PXt1,··· ,tk,tk+1,··· ,tm(F1 × · · · × Fk × Rn × · · · × Rn).

Por otro lado, el teorema fundamental de Kolmogórov [17] afirma la existencia de un
espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y un proceso estocástico X = (Xt)t≥0 definido en él tal
que sus distribuciones de dimensión finita coinciden con una familia dada de medidas de
probabilidad

{
PXt1,··· ,tk

}
en (W n,B) que satisface las propiedades anteriores.

Un proceso estocástico Y = (Yt)t≥0 se dice que es una versión o modificación de otro
proceso X = (Xt)t≥0 si P({ω : Xt(ω) = Yt(ω)}) = 1, para todo t ∈ [0,∞). Notemos
que si Y es una versión de X, la variable Xt es igual a Yt casi seguramente para cada
t ∈ [0,∞), entonces X y Y tienen las mismas distribuciones de dimensión finita, y se

escribe X
D
≈ Y . Para verificar la continuidad de un proceso, tenemos el siguiente famoso

teorema de Kolmogórov [19]:

Teorema 1.1.3 (Teorema de Continuidad de Kolmogórov). Sea X = (Xt)t≥0 un proceso
estocástico definido en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Si existen constantes α, β, C
positivas tales que:

E
[∣∣Xt −Xs

∣∣α] ≤ C
∣∣t− s∣∣1+β

, ∀ s, t ∈ [0,∞). (1.1.1)

Entonces existe una versión de trayectorias continuas c.s. de X.

Definición 1.1.4. Dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), sea (Ft)t≥0 (o simple-
mente (Ft)) una familia de sub-σ-álgebras de F , se le llama una filtración si es creciente
(i.e., Fs ⊆ Ft ⊆ F para 0 ≤ s ≤ t), y satisface las siguientes propiedades:

1) Para cada t ≥ 0, Ft contiene todos los conjuntos nulos N ;

2) (Ft)t≥0 es continua por la derecha: Ft =
⋂
s:s>t Fs.

Al espacio (Ω,F ,P, (Ft)t≥0) le decimos un espacio de probabilidad filtrado.

Se nota que la primera de las condiciones anteriores indica que el espacio de proba-
bilidad (Ω,F ,P) es completo. En lo sucesivo, supondremos que un proceso estocástico
X = (Xt)t≥0 siempre está definido en un espacio de probabilidad completo (Ω,F ,P)
junto con una filtración (Ft)t≥0.

Definición 1.1.5. Un proceso X = (Xt)t≥0 se dice que es adaptado a la filtración (Ft)t≥0

(o (Ft)-adaptado) si para cada t ∈ [0,∞), la variable aleatoria Xt es Ft-medible.

Observación. Dado un proceso X = (Xt)t≥0, la filtración natural (Ft)t≥0 determinada
por (Xt)t≥0 es tal que para cada t ∈ [0,∞), Ft es la mı́nima σ-álgebra generada por las
variables Xs, s ≤ t, i.e., Ft =

⋂
ε>0 σ({Xs : s ≤ t + ε}); en este caso, cada σ-álgebra Ft

se denomina la “historia” del proceso al tiempo t.
Claramente se tiene que cada proceso (Xt)t≥0 es adaptado a su filtración natural.
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Definición 1.1.6. Dado un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F ,P, (Ft)t≥0), una σ-
álgebra P del conjunto producto [0,∞) × Ω que es la mı́nima σ-álgebra generada por
los subconjuntos de la forma: (s, t] × F , F ∈ Fs y {0} × F0 con F0 ∈ F0, se le llama
una σ-álgebra predecible. Un proceso X = (Xt)t≥0 se dice (Ft)-predecible si el proceso
X : (t, ω) 7→ Xt(ω) es P/B(Rn)-medible en [0,∞)× Ω.
En particular, un proceso (Ft)-adaptado y continuo por la izquierda es predecible.

1.1.3. Martingalas

Un ejemplo de procesos estocásticos de reconocida importancia es el llamado mar-
tingala. El desarrollo de la teoŕıa de martingalas fue motivado con el objetivo de buscar
demostrar la inexistencia de estrategias ventajosas en un juego justo de apuestas, y hoy
en d́ıa es una de las herramientas principales en el estudio de procesos aleatorios.

Definición 1.1.7. Sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico continuo y adaptado a la
filtración (Ft)t≥0. Decimos que X es una martingala continua con respecto a la filtración
(Ft)t≥0 ((Ft)-martingala o simplemente martingala) si Xt es integrable para cada t ∈
[0,∞) tal que satisface la siguiente propiedad

E
[
Xt

∣∣ Fs

]
= Xs, c.s. 0 ≤ s < t. (1.1.2)

X se dice que es una submartingala (supermartingala) si satisface que

E
[
Xt

∣∣ Fs

]
≥ (≤)Xs, c.s. 0 ≤ s < t. (1.1.3)

Observación. SiX es una martingala tal que E
[
|Xt|p

]
<∞, ∀ t ∈ [0,∞) para algún p ≥ 1,

entonces a X le decimos una Lp-martingala y como consecuencia de la desigualdad de
Jensen, se tiene que |X|p = (|Xt|p)t≥0 es una submartingala.

Definición 1.1.8. Sea (Ω,F ,P, (Ft)t≥0) un espacio de probabilidad filtrado. Una varia-
ble aleatoria τ : Ω→ [0,∞) ∪ {∞} se denomina un (Ft)-tiempo de paro (con respecto a
(Ft)t≥0), si para cada t ∈ [0,∞), {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft.

Definición 1.1.9. Sean τ un (Ft)-tiempo de paro y F∞ la mı́nima σ-álgebra que contiene
a todas las Ft, ∀ t ≥ 0. Entonces la σ-álgebra detenida en τ , Fτ está definida por

Fτ =
{
A ∈ F∞ : A ∩ {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft, ∀ t ≥ 0

}
.

En particular, si τ(ω) ≡ t, entonces Fτ = Ft.

Observación. El comportamiento de un proceso X = (Xt)t≥0, precisamente en el tiempo
de paro τ , se puede observar mediante la definición de una variable aleatoria Xτ en el
conjunto {τ(ω) <∞} dada por

Xτ (ω) = Xt(ω), siempre y cuando τ(ω) = t.

Además, si t∧τ = mı́n{t, τ}, entonces t∧τ es un tiempo de paro acotado, y para cualquier
proceso X = (Xt)t≥0, el “proceso parado” X |τ = (Xt∧τ )t≥0 está bien definido.

Ejemplo 1.1.10. Sean X = (Xt)t≥0 un proceso adaptado a una filtración (Ft)t≥0 que es
continuo por la derecha y A ∈ B(Rn) un conjunto de Borel, entonces el primer tiempo
de entrada en A (ver Fig. 1.2) definido por

τA(ω) = ı́nf{t : Xt(ω) ∈ A},
donde pedimos que ı́nf ∅ =∞; es un tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0.
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Figura 1.2: El primer tiempo de entrada de X a A y la variable XτA para las muestras ω1, ω2 ∈ Ω.

Definición 1.1.11. Si X = (Xt)t≥0 es un proceso continuo y adaptado a una filtración
(Ft)t≥0, entonces X es una (Ft)-martingala local (resp. supermartingala local, submar-
tingala local) continua si existe una sucesión no decreciente de tiempos de paro, {τk}∞k=1,
tal que ĺımk↑∞ τk =∞, c.s., y para cada k, el proceso parado definido por

Xk
t = Xt∧τk −X0, ∀ t ∈ [0,∞), (1.1.4)

es una (Ft)-martingala (resp. supermartingala, submartingala).
Además, si Xk = (Xk

t )t≥0 es una martingala cuadrado integrable para cada k, entonces
le decimos a X una (Ft)-martingala localmente cuadrado integrable.

Las desigualdades de Doob para martingalas son herramientas importantes en el es-
tudio de cálculo estocástico, en particular, en el estudio de la continuidad de integrales
estocásticas: (cf. [12])

Teorema 1.1.12. (Desigualdades maximales de Doob) Sea X = (Xt)t≥0 una Lp-
submartingala continua por la derecha. Entonces para cualquier p ≥ 1 y λ > 0, se tiene
que

P
(

sup
0≤s≤t

|Xs| > λ

)
≤ 1

λp
E(|Xt|p), t > 0. (1.1.5)

Para cualquier p > 1, se tiene que

E
[(

sup
0≤s≤t

|Xs|
)p]
≤
(

p

p− 1

)p
E(|Xt|p), t > 0. (1.1.6)

Finalmente, daremos la definición de semimartingala, que es una herramienta útil
para el estudio de procesos de difusión. Para esto, primero introducimos la definición
de variación cuadrática de un proceso recordando que dada una función f continua en
un intervalo [a, b], para cada p > 0, la p-variación de f con respecto a una partición
π : a = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = b está definida por:

Qpπ(f) =
m∑
i=0

∣∣f(ti+1)− f(ti)
∣∣p.

Definición 1.1.13. Sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico continuo y (Ft)-adaptado.
Para cada t ≥ 0 con [0, t] ⊂ [0,∞) y cualquier sucesión de particiones {πm}∞m=1 de [0, t],
πm : 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = t tal que la norma de πm tiende a 0 cuando m→∞;
si existe una variable aleatoria V p

t tal que Qpπm(X) converge a V p
t en probabilidad cuando

m→∞, entonces al proceso V p = (V p
t )t≥0 le decimos la p-variación del proceso (Xt)t≥0.
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En particular, cuando p = 1, le decimos simplemente la variación (total) de X y
denotaremos por |X|t; cuando p = 2, le decimos la variación cuadrática del proceso X y
está denotada por 〈X〉t.

Definición 1.1.14. Sean X = (Xt)t≥0, Y = (Yt)t≥0 dos procesos estocásticos continuos
y (Ft)-adaptados. Dada πm : 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = t cualquier partición del
intervalo [0, t], definimos

Qπm =
m∑
i=1

∣∣Xti+1
−Xti

∣∣ ∣∣Yti+1
− Yti

∣∣ .
Entonces, la covariación de X e Y , denotada por

[
X, Y

]
t

(
ó
[
Xt, Yt

])
está definida como

el ĺımite de Qπm en probabilidad tal que la norma de πm tiende a 0 cuando m → ∞.
Alternativamente, la covariación puede expresarse en términos de variación cuadrática
mediante: [

X, Y
]
t

=
1

4

{
〈X + Y 〉t − 〈X − Y 〉t

}
.

Luego la variación cuadrática de X también está denotada por 〈X〉t =
[
X,X

]
t
.

Definición 1.1.15. Un proceso estocástico X = (Xt)t≥0 continuo y adaptado a una
filtración (Ft)t≥0 se denomina (Ft)-semimartingala (o simplemente semimartingala) si

Xt = X0 +Mt + At, ∀ t ≥ 0,

donde X0 es el valor inicial, M = (Mt)t≥0 (M0 = 0, c.s.) es una (Ft)-martingala local
continua y A = (At)t≥0 (A0 = 0, c.s.) es un proceso (Ft)-adaptado con variación acotada
en todos los intervalos compactos.

Proposición 1.1.16. Sea X = M + A una semimartingala continua, entonces Q2
π(X)

converge uniformemente a 〈M〉t, c.s. en intervalos compactos.

Demostración. Sea π una partición de [0, t], notemos que:

Q2
π(X) =

∑
π

∣∣Xti+1
−Xti

∣∣2
=
∑
π

∣∣Mti+1
−Mt1

∣∣2 + 2
∑
π

∣∣Mti+1
−Mt1

∣∣ ∣∣Ati+1
− At1

∣∣+
∑
π

∣∣Ati+1
− At1

∣∣2 .
Como A es un proceso con variación, Vt(A), acotada en intervalos compactos, entonces el
último sumando converge a 0 uniformemente en [0, t] c.s., cuando la norma de π tiende
a 0. Por otra parte, si la norma de π es menor que un número δ > 0, se tiene que∑

π

∣∣Mti+1
−Mt1

∣∣ ∣∣Ati+1
− At1

∣∣ ≤ sup
|s2−s1|≤δ
s1, s2≤t

|Ms2 −Ms1| · Vt(A),

por la continuidad de las trayectorias del proceso M , se concluye que el lado derecho de
la desigualdad anterior converge a 0 uniformemente en [0, t] cuando δ → 0.

1.2. Movimiento browniano

En 1828, el botánico escocés R. Brown observó que los granos de polen suspendidos
en ĺıquido presentaban un movimiento irregular, como resultado de choques aleatorios
contra las moléculas del ĺıquido. El modelo matemático para este tipo de fenómeno es
un proceso estocástico X = (Xt)t∈T a tiempo continuo, interpretado como la posición en
tiempo t de una part́ıcula de polen ω. Aqúı consideraremos que X asume valores en Rn.
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Figura 1.3: Movimiento browniano bidi-
mensional que empieza en x.

En el estudio de Einstein (1905) sobre el fenómeno
browniano, encontró que la densidad ρ(t, x) de la di-
fusión de una part́ıcula en el ĺıquido en tiempo t (en
posición x ∈ Rn empezando del origen 0) está dada
por:

ρ(t, x) =
1√

(2πt)n
e−|x|

2/2t, t > 0. (1.2.1)

Y la función de distribución de la posición de la
part́ıcula que representa un movimiento browniano es
de distribución gaussiana de dimensión n con media
0 y matriz de covarianza tIn, donde In es la matriz
identidad del espacio matricial Mn×n, dada por

Gt(x) =

∫ x

−∞
ρ(t, u) du, t > 0, x ∈ Rn.

Definición 1.2.1. Sea µ una medida de probabilidad en el espacio medible (Rn,B(Rn)),
y sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico adaptado a una filtración (Ft)t≥0 con valores
en Rn. (Xt)t≥0 se denomina un movimiento browniano de dimensión n con la distribución
inicial µ si se satisface las siguientes propiedades:

(i) P(X0 ∈ A) = µ(A), ∀ A ∈ B(Rn);

(ii) Las trayectorias t 7→ Xt son continuas, c.s., ∀ t ≥ 0;

(iii) El proceso (Xt)t≥0 tiene incrementos independientes; i.e., para cualquier conjunto
finito de tiempos 0 < t1 < t2 < · · · < tk, las variables aleatorias

Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , · · · , Xtk −Xtk−1

son independientes;

(iv) Para cualesquiera tiempos s, t ≥ 0, el incremento Xt+s − Xs tiene distribución
gaussiana de dimensión n con media 0 y matriz de covarianza tIn.

Aqúı la distribución de probabilidad Pµ del proceso X en (W n,B) se llama la medida de
Wiener con la distribución inicial µ.

Observación. Si µ = δx, asignando la medida 1 a algún punto x ∈ Rn, decimos que X es
un movimiento browniano de dimensión n que empieza en x, y cuando x = 0, le decimos
a X un movimiento browniano estándar.

La existencia de un movimiento browniano X = (Xt)t≥0 se tiene por el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.2. Para cualquier medida µ en (Rn,B(Rn)), existe la única medida de
Wiener, Pµ en el espacio de trayectorias (W n,B) con la distribución inicial µ.

Demostración. Para demostrar la existencia, primero consideramos el caso de que µ = δx,
y para cada conjunto finito de tiempos 0 < t1 < t2 < · · · < tk, se define una medida de
probabilidad νt1,··· ,tk en (Rkn,B(Rkn)) dada por

νt1,··· ,tk(F1 × · · · × Fk) =

∫
Rn
δx(dx)

∫
F1

ρ(t1, x1 − x) dx1

∫
F2

ρ(t2 − t1, x2 − x1) dx2

· · ·
∫
Fk

ρ(tk − tk−1, xk − xk−1) dxk, (1.2.2)
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donde Fi ∈ B(Rn), i = 1, 2, · · · , k, y dx denota la medida de Lebesgue. Por el hecho de
que

∫
Rn ρ(t, x−y) dx = 1, se verifica fácilmente que estas medidas cumplen las propiedades

(K1) y (K2) del teorema fundamental de Kolmogórov, y por tanto, la existencia de un
espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y un proceso estocástico X = (Xt)t≥0 definido en él tal
que la distribución de dimensión finita del proceso está dada por (1.2.2); es decir,

Px(Xt1 ∈ F1, · · · , Xtk ∈ Fk) =

∫
F1

ρ(t1, x1 − x) dx1

∫
F2

ρ(t2 − t1, x2 − x1) dx2

· · ·
∫
Fk

ρ(tk − tk−1, xk − xk−1) dxk. (1.2.3)

Esto significa que para cada 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tk, Xt1 −Xt0 , Xt2 −Xt1 , · · · , Xtk −
Xtk−1

son mutuamente independientes, cada uno con distribución gaussiana, y se observa
que Px(X0 = x) = 1.
Además, para cualesquiera tiempos 0 ≤ s < t, sea r = t− s, se tiene que

E
[∣∣Xt −Xs

∣∣4] =

∫
Rn
|x|4 ρ(t− s, x) dx =

1√
(2πr)n

∫
Rn
|x|4 e−

|x|2
2r dx

=
1√

(2π)n
r2

∫
Rn
|y|4 e−

|y|2
2 dy.

(
y =

x√
r

)
(1.2.4)

Como para cualquier número α > 0, se tiene que∫
Rn
e−α|y|

2

dy =
(π
α

)n
2
,

diferenciando dos veces ambos lados de la ecuación anterior con respecto al parámetro α,
se obtiene ∫

Rn
|y|4 e−α|y|

2

dy =
(π
α

)n
2
α−2

(n
2

)(n
2

+ 1
)
.

Entonces haciendo α = 1
2

y sustituyendo en la igualdad (1.2.4), obtenemos

E
[∣∣Xt −Xs

∣∣4] = n(n+ 2) |t− s|2 .

Luego se cumple la hipótesis del Teorema 1.1.3 de continuidad de Kolmogórov con α = 4,
β = 1 y C = n(n + 2), entonces el proceso (Xt)t≥0 tiene una versión de trayectorias
continuas. Es decir, las trayectorias son continuas, c.s.. Por tanto, existe una medida de
Wiener Px en (W n,B) con la distribución inicial δx. En general, para cualquier medida
de probabilidad µ en (Rn,B(Rn)), Pµ(F ) =

∫
Rn Px(F )µ(dx), F ∈ B define una medida

de Wiener con la distribución inicial µ.
Finalmente, la unicidad es inmediata de la definición.

Sea X = (Xt)t≥0 un movimiento browniano con valores en Rn, consideramos su filtra-
ción natural Ft =

⋂
ε>0 σ({Xs : s ≤ t+ ε}), t ≥ 0.

Definición 1.2.3. Un proceso continuo X = (Xt)t≥0 de dimensión n se llama un (Ft)-
movimiento browniano de dimensión n si es adaptado a su filtración natural (Ft)t≥0 y
satisface

E
[
exp
{
i〈ξ,Xt −Xs〉

} ∣∣ Fs

]
= exp

{
−(t− s) |ξ|2 /2

}
, c.s. (1.2.5)

para cada ξ ∈ Rn y 0 ≤ s < t.

Se nota que esta definición es equivalente a la Definición 1.2.1 con (Ft)t≥0 la filtración
generada por X, i.e., la filtración natural. En lo sucesivo, nos referimos a estos procesos
simplemente como movimientos brownianos.



1.3. INTEGRACIÓN ESTOCÁSTICA 12

Proposición 1.2.4. Un movimiento browniano X = (Xt)t≥0 es una (Ft)-martingala
continua.

Demostración. Sabemos que el proceso X es adaptado a su filtración natural, Xt − Xs

es independiente de Fs y cada variable aleatoria Xt tiene media 0, i.e., es integrable.
Entonces, para cualesquiera tiempos 0 ≤ s < t, se tiene que

E
[
Xt | Fs

]
= E

[
Xt −Xs +Xs | Fs

]
= E

[
Xt −Xs | Fs

]
+ E

[
Xs | Fs

]
= E

[
Xt −Xs

]
+Xs = Xs .

La última igualdad se da porque Xt −Xs tiene distribución gaussiana de media 0.

Finalmente, notemos que si X = {Xt = (X1
t , · · · , Xn

t ) : t ≥ 0}, es un movimiento
browniano de dimensión n, entonces los procesos unidimensionales (Xk

t )t≥0, 1 ≤ k ≤ n,
son movimientos brownianos independientes de dimensión uno. Por consiguiente, se tiene
los siguientes resultados que se verifican fácilmente por la proposición anterior.

Lema 1.2.5. Si X = {Xt = (X1
t , · · · , Xn

t )}t≥0 es un movimiento browniano de dimensión
n, entonces para cada k, l = 1, · · · , n y cualesquiera tiempos 0 ≤ s < t,

E
[
Xk
t −Xk

s

∣∣ Fs

]
= 0, c.s.

y E
[(
Xk
t −Xk

s

) (
X l
t −X l

s

) ∣∣ Fs

]
= (t− s) δkl. c.s.

Observación. Si X = (Xt)t≥0 es un movimiento browniano de dimensión uno, aunque las
trayectorias del proceso X son continuas c.s., no son diferenciables con probabilidad uno
en ningún punto, ya que Y h

t = Xt+h−Xt
h

es una variable con distribución gaussiana con
media cero y con varianza 1/h, con lo que cuando h→ 0, esta distribución diverge.
Además, la variación cuadrática de X es 〈X〉t = t, c.s. en el intervalo [0, t] (cf. [22]).

1.3. Integración estocástica

La integral estocástica fue introducida primero por K. Itô [13] basado en un movimien-
to browniano estándar, que después se generalizó a los casos de las martingalas locales y
semimartingalas. En este apartado expondremos la integral estocástica (en el sentido de
Itô) con respecto de semimartingalas continuas, estudiando primero la construcción de la
integral estocástica con respecto de una clase intermedia entre las martingalas continuas
y acotadas y las martingalas locales continuas.

Como siempre consideremos el espacio de probabilidad (Ω,F ,P) junto con una filtra-
ción (Ft)t≥0 usual, es decir, (Ft)t≥0 es continua por la derecha.

Definición 1.3.1. Definimos al conjunto M 2 como el espacio de las (Ft)-martingalas
M = (Mt)t≥0 que son continuas cuadrado integrables con valores reales; esto es, tales que

supt≥0 E
[
|Mt|2

]
<∞.

Observación. Notemos que M ∈M 2 si y sólo si existe M∞ ∈ L2 tal que para todo t ≥ 0,
Mt = E

[
M∞ | Ft

]
, y que entonces E

[
M2
∞
]

= supt≥0 E
[
M2

t

]
.

Con base en esto, M 2 puede considerarse como un espacio de Hilbert con el producto
interior definido por

[
M,N

]
= E

[
M∞N∞

]
, y genera la norma en M 2 dada por

‖M‖M 2 = ‖M∞‖2 = ĺım
t→∞
‖Mt‖2 .

Se sabe que M 2 es completo con respecto a esta norma (cf. [27]).
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Ahora introducimos el espacio de integrandos admisibles.

Definición 1.3.2. Sea M = (Mt)t≥0 ∈ M 2 y 〈M〉 = (〈M〉t)t≥0 el proceso de variación
cuadrática correspondiente. Definimos a L 2(M) (o simplemente L 2) como el espacio de
los procesos H = (Ht)t≥0 tales que son (Ft)-predecibles con valores reales y para cada
T > 0,

E
[∫ T

0

H2
s (ω) d〈M〉s

]
<∞,

Observación. Si en el espacio producto [0,∞)× Ω, definimos la medida

λM(A) = E
[∫

1A(s, ω) d〈M〉s(ω)

]
,

donde 1A es la función indicadora del conjunto A. De la definición anterior se sigue que
los elementos de L 2(M) deben entenderse como clases de equivalencia relativas a λM .
Aśı, L 2(M) es un espacio de Hilbert con la norma

‖H‖L 2 =

(∫
[0,∞)×Ω

H2 dλM

) 1
2

=

(
E
[∫ ∞

0

H2
t d〈M〉t

]) 1
2

.

Continuamos con la construcción de la integral estocástica, primero consideremos una
subcolección L0 de aquellos procesos simples Φ = (Φt(ω))t≥0 ∈ L 2(M) con la propiedad
de que existe una sucesión de números reales 0 = t0 < t1 < · · · < tm < · · · → ∞ y
una sucesión de variables aleatorias {φi(ω)}∞i=0 tal que φ0 ∈ F0, φi+1 es Fti-medible y
acotada, expresada por

Φt(ω) = φ0(ω)1{i=0}(t) +
∞∑
i=1

φi(ω)1(ti,ti+1](t) . (1.3.1)

Sea M ∈M 2, definimos la función lineal I : Φ ∈ L0 7→ I(Φ) ∈M 2 dada por:

I(Φ)t(ω) =
∞∑
i=0

φi(ω)
[
Mti+1∧t(ω)−Mti∧t(ω)

]
. (1.3.2)

Es claro que la suma anterior es finita y adaptada, además si 0 ≤ s < t, sea s ∈ (tj−1, tj]
y t ∈ (tk−1, tk], j < k. Entonces

E
[
I(Φ)t − I(Φ)s

∣∣ Fs

]
= φjE

[
(Mtj+1

−Ms)
∣∣ Fs

]
+

k−1∑
i=j+1

E
[
φi(Mti+1

−Mti)
∣∣ Fs

]
.

Calculamos cada sumando al condicionar por Fti , utilizando el carácter de martingala
de M , tenemos que

E
[
I(Φ)t − I(Φ)s

∣∣ Fs

]
= 0, c.s. (1.3.3)

Por lo tanto, I(Φ) = (I(Φ)t)t≥0 es una (Ft)-martingala continua acotada, es decir, I(Φ) ∈
M 2. Aśı que I está bien definida y además es una isometŕıa:

Lema 1.3.3 (Isometŕıa de Itô). Para cada Φ = (Φt)t≥0 ∈ L0, tenemos:

‖I(Φ)‖2
M 2,t = E

[(
I(Φ)t

)2
]

= E
[∫ t

0

Φ2
s d〈M〉s

]
= ‖Φ‖2

L 2,t , t > 0. (1.3.4)

Demostración. Sea t ∈ (tm, tm+1]. Notemos que, si i < j ≤ m, se tiene que φi, φj y
(Mti+1

− Mti) son Ftj -medibles, entonces E
[
φiφj(Mti+1

− Mti)(Mtj+1
− Mtj)

]
= 0 al

condicionar por Ftj por ser M una martingala.



1.3. INTEGRACIÓN ESTOCÁSTICA 14

Por lo tanto:

‖I(Φ)‖2
M 2,t = E

[(
I(Φ)(t)

)2
]

= E

( m∑
i=0

φi(Mti+1
−Mti)

)2


=
m∑
i=0

E
[
φ2
i (Mti+1

−Mti)
2
]

=
m∑
i=0

E
[
E
[
φ2
i (Mti+1

−Mti)
2
∣∣ Fti

]]
=

m∑
i=0

E
[
φ2
i E
[
M2

ti+1
−M2

ti

∣∣ Fti

]]
,

notemos que

E
[
M2

ti+1
−M2

ti

∣∣ Fti

]
= E

[(
M2

ti+1
− 〈M〉ti+1

)
−
(
M2

ti
− 〈M〉ti

) ∣∣ Fti

]
+ E

[(
〈M〉ti+1

− 〈M〉ti
) ∣∣ Fti

]
,

donde por el hecho de que M2 − 〈M〉 es una martingala (Revuz [21], Teorema IV (1.3)),
se concluye que

‖I(Φ)‖2
M 2,t = E

[∑m

i=0
φ2
i

(
〈M〉ti+1

− 〈M〉ti
)]

= E
[∫ t

0

Φ2
s d〈M〉s

]
= ‖Φ‖2

L 2,t .

Por lo tanto, ‖I(Φ)‖M 2 = ‖Φ‖L 2 .

Observación. El lema anterior muestra que I es una isometŕıa para los procesos simples,
pero estos son densos en L 2 (cf. Ikeda [12], Lema II (1.1)), entonces, si Φ ∈ L 2, podemos
encontrar una sucesión Φn ∈ L0 tal que ‖Φ− Φn‖L 2 −→ 0 cuando n → ∞. Como
‖I(Φn)− I(Φm)‖M 2 = ‖Φn − Φm‖L 2 , se tiene que I(Φn) es una sucesión de Cauchy en
M 2, por completez, esta sucesión converge a un único elemento de M 2, denotado por
I(Φ). Por la isometŕıa (1.3.4), vemos que I(Φ) está determinada únicamente por Φ pero
independiente de la sucesión Φn.

Definición 1.3.4. Sean M = (Mt)t≥0 ∈M 2, H = (Ht)t≥0 ∈ L 2. Le llamamos al proceso
I(H) definido anteriormente la integral estocástica (o integral de Itô) de H con respecto
a M y denotado por

I(H)t(ω) =

∫ t

0

Hs(ω) dMs(ω). (1.3.5)

Observación. Notemos que para cada t fijo, I(H)t es una variable aleatoria y también
llamada una integral estocástica. Claramente, si H,K ∈ L 2 y α, β ∈ R, entonces

I(αH + βK)t = αI(H)t + βI(K)t, para cada t ≥ 0 c.s. (1.3.6)

Definición 1.3.5. Para Φ ∈ L0 un proceso simple, en lugar de I(Φ) dado por (1.3.2),
definimos

J (Φ)t =
∞∑
i=0

1

2
(φi + φi+1)(Mti+1∧t −Mti∧t). (1.3.7)

De manera análoga a la integral de Itô, la integral estocástica descrita como el ĺımite de
integrales de procesos simples para Φ ∈ L 2 con respecto de M está denotada por

J (Φ)t(ω) =

∫ t

0

Φs(ω) ◦ dMs(ω); (1.3.8)

y se conoce como la integral de Stratonovich de Φ con respecto de M .
Se nota que la relación entre la integral de Stratonovich y la de Itô es la siguiente:∫ t

0

Φs ◦ dM =

∫ t

0

Φs dMs +
1

2

[
Φ,M

]
t
. (1.3.9)
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Proposición 1.3.6. La integral estocástica I(H), H ∈ L 2(M) con respecto a M ∈M 2

tiene las siguientes propiedades:

(i) Para cada 0 ≤ s < t,

E
[(
I(H)t − I(H)s

)2 ∣∣ Fs

]
= E

[∫ t

s

H2
u d〈M〉u

∣∣∣ Fs

]
, c.s. (1.3.10)

(ii) Si N = (Nt)t≥0 ∈M 2, para 0 ≤ s < t,

E
[(
I(H)t − I(H)s

)
(Nt −Ns)

∣∣ Fs

]
= E

[∫ t

s

Hu d
[
M,N

]
u

∣∣∣ Fs

]
. c.s. (1.3.11)

La demostración es fácil probando primero para Φ ∈ L0 (detalle de la demostración,
ver Ikeda & Watanabe [12], pág 49-51) y después tomar ĺımite mediante aproximación.
Se nota que (1.3.10) y (1.3.11) también nos dicen que:

〈I(H)〉t =

∫ t

0

H2
s d〈M〉s, c.s. (1.3.12)

[
I(H), N

]
t

=

∫ t

0

Hs d
[
M,N

]
s
. c.s. (1.3.13)

Ahora extendemos la integral estocástica al caso de las semimartingalas mediante el
método de localización pasando primero por martingalas locales:

Sea M 2
loc el espacio que consta de los procesos estocásticos M = (Mt)t≥0 continuos

tales que son (Ft)-martingalas localmente cuadrado integrables y M0 = 0, c.s. (ver Def.
(1.1.11)). Consideremos una clase más general de integrandos como sigue:

Definición 1.3.7. Sea M = (Mt)t≥0 ∈ M 2
loc. Definimos a L 2

loc(M) como el espacio de
los procesos H = (Ht)t≥0 que son (Ft)-predecibles tales que existe una sucesión de (Ft)-
tiempos de paro {τk}∞k=1 con τk ≤ τk+1, τk →∞, c.s., y para cada T > 0, k = 1, 2, · · · ,

E
[∫ τk∧T

0

H2
s (ω) d〈M〉s

]
<∞. (1.3.14)

Y sea Lloc el espacio de los procesos H = (Ht)t≥0 que son (Ft)-predecibles y localmente
acotados; es decir, existe una sucesión de (Ft)-tiempos de paro {τk}∞k=1 tal que τk ≤ τk+1,
τn →∞, c.s. y H |τk = (Hτk∧t)t≥0 es acotado para todo k = 1, 2, · · · .

Sean M ∈M 2
loc y H ∈ L 2

loc(M). Es claro que podemos elegir una sucesión {τn}∞n=1 de
tiempos de paro tal que τn < τn+1, τn → ∞, c.s., Mn = (Mτn∧t)t≥0 ∈ M 2 y satisface la
condición (1.3.14). Puesto que Hn(t, ω) = 1{τn(ω)≥t}Ht(ω) ∈ L 2(M), entonces podemos
definir la integral estocástica In(Hn) respecto de Mn para cada n. Por la propiedad de
localización, vemos que Im(Hm)t = In(Hn)τm∧t para m < n, y como τn →∞, c.s., luego
existe un único proceso I(H)t tal que In(Hn)t = I(H)τn∧t, n = 1, 2, · · · .

Al proceso I(H) le llamamos la integral estocástica de H ∈ L 2
loc(M) respecto de

M ∈M 2
loc, que también se denota por I(H)t =

∫ t
0
Hs dMs.

Notemos que I(H) ∈M 2
loc, y es claro que la Proposición 1.3.6 se extiende a este caso

general.

Ahora pasamos al caso de las semimartingalas. Sea X una semimartingala continua
con la descomposición canónica X = X0 + M + A donde M es una martingala local
continua (M0 = 0, c.s.) y A es un proceso continuo de variación acotada en compactos.
Si H = (Ht)t≥0 ∈ Lloc, entonces se define la integral estocástica de H respecto de X,
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denotada por
∫
H dX como el proceso estocástico dado por∫ t

0

Hs dXs =

∫ t

0

Hs dMs +

∫ t

0

Hs dAs.

Notemos que
∫
H dX es una nueva semimartingala, y se tiene el siguiente resultado que

resume las propiedades importantes de la integral estocástica (cf. [6] y [27]).

Proposición 1.3.8. Sea X = X0 +M + A una semimartingala continua. Entonces
1) Propiedad asociativa para H,K ∈ Lloc, i.e.,∫

K ·H dX =

∫
K d

(∫
H dX

)
.

2) Si H ∈ Lloc y T es un tiempo de paro, entonces∫
H d

(
X |T

)
=

(∫
H dX

)|T
.

3) Si H ∈ Lloc tiene la descomposición Ht(ω) =
∑∞

i=0 ξi(ω)1(ti,ti+1](t), entonces∫ t

0

Hs dXs =
∞∑
i=0

ξi (Xti+1∧t −Xti∧t) .

4) Si (Hn) es una sucesión de procesos (Ft)-predecibles, dominados por K ∈ Lloc (i.e.
|Hn| ≤ K), y converge a H ∈ Lloc uniformemente en compactos en probabilidad,
entonces

∫
Hn dX converge uniformemente a

∫
H dX en compactos en probabilidad.

5) Si H ∈ Lloc es continuo y (πn) es una sucesión de particiones de [0, t] tal que la
norma tiende a 0 cuando n→∞, entonces∫ t

0

Hs dXs = ĺım
n→∞

∑
πn

Hti (Xti+1∧t −Xti∧t) en probabilidad.

1.3.1. Fórmula de Itô

La fórmula de Itô es el resultado más importante en el análisis estocástico; es una
versión estocástica de la regla de la cadena para la integral de Riemann-Stieltjes. Antes
de introducirla, tenemos la siguiente fórmula de integración por partes.

Lema 1.3.9 (Fórmula de integración por partes). Sean X = (Xt)t≥0 y Y = (Yt)t≥0

semimartingalas continuas. Entonces, para cada t > 0,

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

Xs dYs +

∫ t

0

Ys dXs +
[
X, Y

]
t
. c.s. (1.3.15)

En particular, X2 = 2
∫ t

0
Xs dXs + 〈X〉t.

Demostración. Sea πn una sucesión de particiones del intervalo [0, t] tal que la norma
tiende a cero cuando n→∞. Entonces por aproximación, notemos que

XtYt −X0Y0 =
∑
πn

(
XtiYti −Xti−1

Yti−1

)
=
∑
πn

{
Xti−1

(
Yti − Yti−1

)
+ Yti−1

(
Xti −Xti−1

)
+
(
Xti −Xti−1

)(
Yti − Yti−1

)}
;

por las definiciones de la integral estocástica y la de covariación, concluimos la fórmula
(1.3.15) de integración por partes.
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Lema 1.3.10 (Fórmula de Itô). Si X1, X2, · · · , Xn son semimartingalas con valores
reales (esto es, si X = (X1, · · · , Xn) es una semimartingala con valores en Rn), para
cualquier función f : Rn → R de clase C2, el proceso f(X) =

(
f(Xt)

)
t≥0

es también una
semimartingala real y se tiene la siguiente fórmula conocida con el nombre de la fórmula
de Itô:

f(Xt) = f(X0) +
n∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs) dX

i
s +

1

2

n∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f(Xs)

∂xi ∂xj
d
[
X i, Xj

]
s
. (1.3.16)

La cual también se escribe en forma diferencial como:

df(Xt) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(Xt) dX

i
t +

1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi ∂xj
(Xt) d

[
X i, Xj

]
t
. (1.3.17)

Demostración. Sólo haremos el caso de dimensión uno, i.e., n = 1, y demostraremos que

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs) dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs) d〈X〉s. (1.3.18)

Notemos que:

1. Todas las expresiones en la fórmula tienen sentido: como f ∈ C2, entonces los
procesos

(
f ′(Xt)

)
t≥0

,
(
f ′′(Xt)

)
t≥0

son adaptados y continuos por la izquierda, por lo
tanto son predecibles y localmente acotados.

2. Si la fórmula (1.3.18) vale para f , entonces se satisface para xf(x).

En efecto, supongamos que la fórmula (1.3.18) vale para una f . Queremos obtener
la fórmula para g(x) = xf(x) (donde g′(x) = f(x) + xf ′(x), g′′(x) = 2f ′(x) + xf ′′(x)).
Aplicamos la fórmula de integración por partes para obtener

g(Xt) = Xt f(Xt) = X0 f(X0) +

∫ t

0

Xs df(Xs) +

∫ t

0

f(Xs) dXs +
[
X, f(X)

]
t
. (1.3.19)

Usando la forma de f(Xt) (de (1.3.18)) para el segundo y el cuarto sumandos, se obtiene∫ t

0

Xs df(Xs) =

∫ t

0

Xs d

(∫ s

0

f ′(Xu) dXu

)
+

∫ t

0

Xs d

(
1

2

∫ s

0

f ′′(Xu) d〈X〉u
)

=

∫ t

0

Xs f
′(Xs) dXs +

1

2

∫ t

0

Xs f
′′(Xs) d〈X〉s ;

[
X, f(X)

]
t

=

[
X, f(X0) +

∫
f ′(Xs) dXs +

1

2

∫
f ′′(Xs) d〈X〉s

]
t

=

[
X,

∫
f ′(Xs) dXs

]
t

+

[
X,

1

2

∫
f ′′(Xs) d〈X〉s

]
t

=

∫ t

0

f ′(Xs) d
[
X,X

]
s
,

donde las últimas igualdades se obtienen por definición de la covariación y por ser 〈X〉t
un proceso de variación cuadrática de X que es continuo, el segundo sumando es igual a
0. Sustituyendo la igualdad (1.3.19) obtenemos, agrupando:

g(Xt) = X0 f(X0) +

∫ t

0

(
f(Xs) +Xs f

′(Xs)
)
dXs +

1

2

∫ t

0

(
2f ′(Xs) +Xs f

′′(Xs)
)
d〈X〉s

= g(X0) +

∫ t

0

g′(Xs) dXs +
1

2

∫ t

0

g′′(Xs) dXs .

Por lo tanto, la fórmula de Itô se satisface para g(x) = xf(x), y como la fórmula es lineal
en f , tenemos que la fórmula de Itô se satisface para polinomios.

3. Sean I ⊂ R un intervalo compacto y T = ı́nf {t ≥ 0 : Xt /∈ I}. Entonces T es
un tiempo de paro y X |T = (XT∧t)t≥0 es una semimartingala que permanece en I. Por
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tanto, podemos suponer que X es acotado por una constante independiente de t y ω, aśı
supongamos que |Xt(ω)| ≤ c para c alguna constante y para todo t, ω.

4. Puesto que f ∈ C2, existe una sucesión de polinomios fn tales que fn(x) → f(x),
f ′n(x) → f ′(x), y f ′′n(x) → f ′′(x) convergen uniformemente para x ∈ [−c, c]. Entonces,

si j = 0, 1, 2, f
(j)
n

(
Xt(ω)

)
−→ f (j)

(
Xt(ω)

)
uniformemente en [−c, c] si n → ∞. Por

el teorema de convergencia acotada para la integral de Lebesgue-Stieljes (ver [1]) y el
teorema de Taylor para la integral estocástica, vemos que la fórmula de Itô se satisface
para f .

Observación. Cuando f es una función de clase C3, entonces por (1.3.9), la fórmula de
Itô (1.3.16) se puede escribir en forma de la integral de Stratonovich por

f(Xt) = f(X0) +
n∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs) ◦ dX i

s. (1.3.20)

Observación. Aplicando la fórmula de Itô a una función f : (t, x) ∈ [0,∞)×Rn 7→ f(t, x) ∈
R de clase C1×2([0,∞) × Rn) y a una semimartingala X = (X1, · · · , Xn), obtenemos la
siguiente fórmula (considerando la semimartingala determinista X0

t ≡ t)

df(t,Xt) =
∂f

∂t
(t,Xt) dt+

n∑
i=1

∂f

∂xi
(t,Xt) dX

i
t +

1

2

n∑
i,j=1

∂2f(t,Xt)

∂xi ∂xj
d
[
X i, Xj

]
t
. (1.3.21)

Una aplicación de la fórmula de Itô a los procesos estocásticos es la caracterización
de una martingala como un movimiento browniano, también conocida con el nombre de
la caracterización de Lévy:

Teorema 1.3.11 (Teorema de caracterización de Lévy). Sea Xt = (X1
t , X

2
t , · · · , Xn

t ) una
(Ft)-semimartingala de dimensión n tal que

M i
t = X i

t −X i
0 ∈M 2

loc, y
[
M i,M j

]
t

= δij t, i, j = 1, 2, · · · , n. (1.3.22)

Entonces X = (Xt)t≥0 es un (Ft)-movimiento browniano de dimensión n.

Demostración. Por la Definición 1.2.3, es suficiente probar que para todo ξ ∈ Rn,

E
[
ei〈ξ,Xt−Xs〉

∣∣ Fs

]
= e−

|ξ|2
2

(t−s), 0 ≤ s < t. c.s. (1.3.23)

Sea f(x) = ei〈ξ,x〉 y aplicando la fórmula de Itô, obtenemos

ei〈ξ,Xt〉 − ei〈ξ,Xs〉 =
n∑
k=1

∫ t

s

i ξk e
i〈ξ,Xu〉 dMk

u +
1

2

n∑
k=1

∫ t

s

−ξ2
k e

i〈ξ,Xu〉 du. (1.3.24)

Es claro que (1.3.22) implica Mk ∈M 2 y por tanto

E
[∫ t

s

ei〈ξ,Xu〉 dMk
u

∣∣∣ Fs

]
= 0. c.s.

Entonces, para cualquier A ∈ Fs, multiplicando ambos lados de la ecuación (1.3.24) por
e−i〈ξ,Xs〉1A y tomar la esperanza, se obtiene

E
[
ei〈ξ,Xt−Xs〉 1A

]
− E

[
1A
]

= −|ξ|
2

2

∫ t

s

E
[
ei〈ξ,Xu−Xs〉 1A

]
du.

De esta ecuación integral vemos que E
[
ei〈ξ,Xt−Xs〉 1A

]
es solución de la ecuación diferencial

g′(t) = −|ξ|
2

2
g(t), g(s) = P(A), ∀ t ≥ s.

En consecuencia, obtenemos

E
[
ei〈ξ,Xt−Xs〉 : A

]
= P(A) e−

|ξ|2
2

(t−s).
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1.4. Ecuaciones diferenciales estocásticas

En esta sección nos restringiremos al teorema de existencia y unicidad de una solución
de una ecuación diferencial estocástica de tipo Itô que está definida como sigue.

Definición 1.4.1. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad completo junto con una
filtración (Ft)t≥0, σ =

(
σij
)

: Rd → Md×l (Md×l el espacio matricial de dimensión d × l)
donde cada función σij(x) (i ≤ d, j ≤ l) es Borel medible, y Z = (Z1, · · · , Z l)† una
(Ft)-semimartingala continua con valores en Rl. Decimos que un proceso (Ft)-adaptado
de dimensión d, X = (X1, · · · , Xd)† es la solución de la ecuación diferencial estocástica:

dXt = σ(Xt) dZt (1.4.1)

con valor inicial X0 ∈ F0, si para todo t > 0, siempre se satisface que:

Xt = X0 +

∫ t

0

σ(Xs) dZs, (1.4.2)

donde X0 ∈ F0 es una variable aleatoria F0-medible con valor en Rd. A esta ecuación
también le denotaremos por EDE(σ, Z,X0).

Observación. i). Las soluciones X y X ′ de una ecuación diferencial estocástica se dicen
indistinguibles cuando sus trayectorias son idénticas, c.s., es decir,

P
(
{ω : Xt(ω) = X ′t(ω), ∀ t ≥ 0}

)
= 1.

ii). Un caso especial donde Zt = (Bt, t) con B = (Bt)t≥0 un movimiento browniano con
valor en Rl−1 y σ = (σ1, b) tal que σ1 : Rd →Md×(l−1) y b : Rd → Rd, entonces se obtiene
una ecuación diferencial estocástica de forma más familiar:

dXt = σ1(Xt) dBt + b(Xt) dt. (1.4.3)

iii). Los coeficientes b(x) y σ1(x) de la ecuación anterior se conocen como los coeficientes
de tendencia o deriva (drift en inglés) y de difusión respectivamente. En general, el
coeficiente matricial σ también se conoce como coeficiente de difusión.

Definición 1.4.2. El coeficiente matricial de difusión σ = (σij) : Rd → Md×l es local-
mente Lipschitz si para cada r > 0, existe una constante C(r) dependiendo en r tal que
para cada i ≤ d, j ≤ l ,

|σij(x)− σij(y)| ≤ C(r) |x− y| , ∀ x, y ∈ B(r), (1.4.4)

donde B(r) = {x ∈ Rd : |x| ≤ r}. Decimos que σ es globalmente Lipschitz si C(r) ≡ C,
es una constante independiente de r.

De manera análoga al caso determinista, existen teoremas básicos de existencia y uni-
cidad para ecuaciones diferenciales estocásticas que establecen condiciones de regularidad
para el coeficiente σ; uno de los resultados es el siguiente.

Teorema 1.4.3 (Existencia y unicidad). Si el coeficiente matricial de difusión σ es global-
mente Lipschitz, y el valor inicial X0 es cuadrado integrable, entonces la EDE(σ, Z,X0)
(1.4.2) tiene solución única.

La demostración es semejante al caso determinista utilizando el método de iteraciones
de Picard; se define la sucesión de procesos

X
(0)
t = X0, X

(n+1)
t = X0 +

∫ t

0

σ
(
X(n)
s

)
dZs. (1.4.5)

Es claro que si X es un proceso continuo y (Ft)-adaptado, entonces σ(X) = (σ(Xt))t≥0

también lo es, luego σ(X) ∈ Lloc, por lo tanto tienen sentido las integrales estocásticas.
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Observación. Sean Z = M + A la descomposición canónica de la semimartingala Z en
una martingala local M ∈M 2

loc y un proceso (Ft)-adaptado, A de variación acotada. Si
definimos

ϕt =
l∑

j=1

〈M j〉t +
l∑

j=1

(∣∣Aj∣∣3
t

+
∣∣Aj∣∣

t

)
+ t, (1.4.6)

donde |Aj|t es la variación total del componente Aj en el compacto [0, t].
Notemos que ϕ = (ϕt)t≥0 es un proceso (Ft)-adaptado y estrictamente creciente, entonces
tiene una inversa continua y estrictamente creciente η = (ηt)t≥0 dada por:

ηt
.
= ı́nf{s : ϕs > t}.

(a) Como {ηt ≤ s} = {ϕs ≥ t} ∈ Fs, cada ηt es un (Ft)-tiempo de paro.
(b) Para cualquier proceso G continuo y (Ft)-adaptado con valores en Md×l, y cada
T > 0 fijo, ηT un (Ft)-tiempo de paro de la definición anterior, existe una constante K
que depende de d y l tal que

E

[
máx

0≤t≤ηT

∣∣∣∣∫ t

0

Gs dZs

∣∣∣∣2
]
≤ KE

[∫ ηT

0

|Gs|2 dϕs
]
≤ KE

[∫ T

0

máx
0≤u≤ηu

|Gu|2 du
]
. (1.4.7)

Con este cambio de tiempo de paro, podemos probar que para cada tiempo T > 0 fijo,
la sucesión de procesos (1.4.5) constituye una sucesión de Cauchy en el espacio de funcio-
nes continuas C[0,ηT ] con probabilidad uno. Por lo cual, existe un proceso continuo X, tal

que con probabilidad uno, X
(n)
t converge uniformemente a Xt en L 2

[0,ηT ]. Luego toman-
do el proceso ĺımite en la ecuación que define las iteraciones, se verifica la convergencia
uniforme en [0, ηT ], finalmente haciendo T → ∞, se demuestra que X es efectivamente
solución de la ecuación estocástica. Los detalles del teorema pueden encontrarse en Hsu
([11], Teorema 1.1.3).

Notemos que cuando el coeficiente σ es globalmente Lipschitz, la solución X está
definida globalmente, es decir, X está definida para todo tiempo. Cuando la existencia
de la solución X se tiene solamente hasta un tiempo finito τ , tenemos que incorporar la
posibilidad de que una solución explote en tiempo finito.

Definición 1.4.4. Sean M un espacio métrico localmente compacto y M̂ = M ∪ {∞}
su compactificación por un punto. Denotamos por Ŵ (M) el espacio de trayectorias en
M definido por

Ŵ (M) := {w; w : [0,∞) 3 t 7→ wt ∈ M̂ es una función continua tal que

w0 ∈M y, si wt = ∞, entonces wt′ = ∞ para todo t′ ≥ t};

y denotamos por B(Ŵ (M)) la σ-álgebra generada por los conjuntos ciĺındricos de Borel.
Para cada w ∈ Ŵ (M), decimos que w es una trayectoria con tiempo de explosión e =
e(w) > 0, donde el tiempo de explosión de w está definido por

e(w) = ı́nf{t > 0 : w(t) = ∞}.

Definición 1.4.5. Sea ξ un (Ft)-tiempo de paro, un proceso continuo X = (Xt)t<ξ es
una solución local de la EDE(σ, Z,X0) (1.4.2) hasta ξ, si existe una sucesión de tiempos
de paro {τn} creciente con τn ↑ ξ tal que para cada n, el proceso parado X |τn = (Xτn∧t)t≥0

es una semimartingala y satisface:

Xτn∧t = X0 +

∫ τn∧t

0

σ(Xs) dZs, t ≥ 0. (1.4.8)
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Además, si e(X) = ξ es tiempo de explosión de X, se tiene que (Xt)t<e(X) no está acotada
casi seguramente en el intervalo (e− ε, e), ε > 0, i.e.,

ĺımt→e− |Xt| =∞. c.s.

Notemos que una solución local es también una solución global si y sólo si τn ↑ ∞, c.s.
(i.e., P(ξ =∞) = 1). Ahora tenemos el siguiente resultado de la existencia y unicidad de
solución X a la EDE(σ, Z,X0) hasta su tiempo de explosión e(X).

Teorema 1.4.6. Supongamos que:
(i) El coeficiente matricial σ : Rd →Md×l es localmente Lipschitz;

(ii) Z = (Zt)t≥0 es una (Ft)-semimartingala con valores en Rl;

(iii) X0 es una variable aleatoria F0-medible con valores en Rd.
Entonces existe una única variable aleatoria X con valores en Ŵ (Rd) tal que es una
solución de la EDE (1.4.2) hasta su tiempo de explosión e(X).
Más aún, si el coeficiente σ(x) satisface la condición de crecimiento en x:

|σ(x)| ≤ K
(
1 + |x|

)
, (1.4.9)

para alguna constante K > 0, entonces la solución de la EDE no explota.

Demostración. Para cada n ∈ N, sea X
(n)
0 =

(
1 ∧ n

|X0|

)
X0, y definimos σn(x) =

σ
((

1 ∧ n
|x|

)
x
)

. Entonces σn es globalmente Lipschitz, por el teorema de existencia y

unicidad, existe una única (Ft)-semimartingala X(n) solución de la EDE(σn, Z,X
(n)
0 ):

X
(n)
t = X

(n)
0 +

∫ t

0

σn
(
X(n)
s

)
dZs. (1.4.10)

Ahora definimos:

τn = ı́nf
{
t ≥ 0 :

∣∣∣X(n)
t

∣∣∣ ≥ n
}
, τ ′n = ı́nf

{
t ≥ 0 :

∣∣∣X(n+1)
t

∣∣∣ ≥ n
}
,

es claro que τn y τ ′n son (Ft)-tiempos de paro; sea ξn = τn ∧ τ ′n, el primer instante para

que
∣∣∣X(n)

t

∣∣∣ = n ó
∣∣∣X(n+1)

t

∣∣∣ = n, también es un tiempo de paro.

Como X
(n+1)
0 = X

(n)
0 en el conjunto Ωn

0 = {ω : |X0| ≤ n}, y σn(x) = σn+1(x) para
|x| ≤ n. Se tiene que las semimartingalas X(n),ξn , X(n+1),ξn (X(n) y X(n+1) parados en

ξn respectivamente) son soluciones de la EDE(σn, Z
|ξn , X

(n)
0 ) en Ωn

0 . Por la unicidad de
solución del Teorema 1.4.3, tenemos que

X
(n+1)
t∧ξn = X

(n)
t∧ξn en Ωn

0 .

Por otro lado, X(n) y X(n+1) tienen trayectorias continuas, entonces en Ωn
0 se debe tener

que
∣∣∣X(n)

ξn

∣∣∣ = n =
∣∣∣X(n+1)

ξn

∣∣∣. Por tanto necesariamente se tiene que

P
(
1Ωn0 (τn − τ ′n) = 0

)
= 1.

Es decir:
X

(n+1)
t∧τn = X

(n)
t∧τn en Ωn

0 .

Entonces τn es el primer instante en que el proceso común llega a la esfera ∂B(n) = {x ∈
Rd : |x| = n} en Ωn

0 , y se tiene que τn ≤ τn+1.
Sea e = ĺımn→∞ τn; definimos una semimartingala X hasta el tiempo e por

Xt =
∞∑
n=1

1{n−1<|X0|≤n
τn−1<t≤τn

}X(n)
t . (0 ≤ t < e)
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Notemos que X0 = X
(n)
0 en Ωn

0 y ĺımn→∞ P(Ωn
0 ) = 1; como Xt∧τn = X

(n)
t , y σn(X

(n)
s ) =

σ(Xs) para s ≤ τn, por (1.4.10), tenemos que

Xτn∧t = X0 +

∫ τn∧t

0

σ(Xs) dZs, c.s. (1.4.11)

Es decir, X es una solución local de la EDE(σ, Z,X0) hasta el tiempo e.

Se puede demostrar que e es el tiempo de explosión de X de manera que para algún
R entero positivo, existe un tiempo tR < e tal que |Xt| ≥ R para todo t ∈ [tR, e). Es
decir, si e < ∞, después de algún momento tR, X nunca regresa a la bola B(R) ni se
queda siempre en la bola B(R + 1), ya que la segunda posibilidad contradice el hecho
de que |Xτn| = n y τn → e cuando n → ∞. Los detalles de esta demostración pueden
encontrarse en Hsu [11], Teorema 1.1.8.

Para probar la unicidad, podemos suponer que Y es otra solución local hasta su tiempo
de explosión, y sean τn, τ ′n y ξn definidos como anterior con X y Y en lugar de X(n) y
X(n+1) respectivamente, de manera análoga, vemos que Xt = Yt para 0 ≤ t < ξn, además,
e(X) = e(Y ) = ĺımn→∞ ξn. Por lo tanto, Xt = Yt para todo t ∈ [0, e(X)).

Finalmente, vemos que P
(
e(X) = ∞

)
= 1 si además el coeficiente σ satisface la

condición de crecimiento en x. Retomamos X(n) y τn definidos anteriormente.
Como P

(
e(X) ≤ T

)
≤ P(τn ≤ T ), afirmamos que: para todo T > 0, se tiene que

P(τn ≤ T ) −→ 0 cuando n→∞.
En efecto: para cada n, sea

fn(t) = E

[(
X

(n)
t

)2

1 +X2
0

]
.

(
E
[(
X

(n)
t

)2
<∞

])
Por (1.4.10) y (1.4.7), tenemos

fn(t) ≤ 2 + 2KE

[∫ t

0

(
X

(n)
u

)2
+ 1

1 +X2
0

du

]
≤ K1 +K2

∫ t

0

fn(u) du,

por el lema de Gronwall (cf. Revuz & Yor [21], pág. 543), se obtiene fn(t) ≤ K1e
K2t. Por

consiguiente, fn(t) es uniformemente acotada en 0 ≤ t ≤ T : fn(t) ≤ K1e
K2T ≡ K ′.

Además, por la desigualdad de Doob (1.1.6), tenemos que

E

[
sup

0≤t≤T

(
X

(n)
t

)2

1 +X2
0

]
≤ K ′1 +K ′2

∫ T

0

fn(u) du ≤ C(constante).

Entonces por la desigualdad de Chebyshev, tenemos que para δ ≈ 0 positiva,

P(τn ≤ T ) = P

(
sup
[0,T ]

∣∣ X(n)
t

∣∣≥ n

)
= P

(
sup[0,T ]

∣∣ X(n)
t

∣∣2
1 +X2

0

≥ n2

1 +X2
0

)

≤ P
(

1

1 +X2
0

≤ δ

)
+ P

(
sup[0,T ]

∣∣ X(n)
t

∣∣2
1 +X2

0

≥ n2δ

)

≤ P
(

1

1 +X2
0

≤ δ

)
+

C

n2δ
.

Por ende, P(τn)→ 0 cuando n→∞.

Ejemplo 1.4.7 (Martingala exponencial). Supongamos que N es una semimartingala en
R1 con N0 = 0. Consideremos la ecuación EDE dada por

dXt = Xt dNt, X0 = 1.
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Si Ns es de variación finita, entonces la ecuación es una ecuación diferencial ordinaria
cuya solución es Xt = exp(Nt) y logXt = Nt. Ahora sea f(x) = log x, entonces f ′(x) = 1

x

y f ′′(x) = − 1
x2

. Tenemos que d〈X〉t = X2
t d〈N〉t por la ecuación dada.

Entonces por la fórmula de Itô, tenemos que

d(logXt) =
1

Xt

dXt −
1

2

1

X2
t

d〈X〉t = dNt −
1

2
d〈N〉t.

Por tanto

logXt − logX0 = Nt −
1

2
〈N〉t −

(
N0 −

1

2
〈N〉0

)
.

De donde por la condición inicial X0 = 1 y N0 = 0, concluimos que

Xt = exp

{
Nt −

1

2
〈N〉t

}
,

es la solución de la EDE dada.
Si N es una martingala local, X se llama una martingala exponencial. 4

Ejemplo 1.4.8 (Proceso de Ornstein-Uhlenbeck). Sea B un movimiento browniano con
valores reales y consideremos la ecuación EDE en R1 dada por

dXt = σ dBt − αXt dt, (α, σ son constantes)

con valor inicial X0. Para resolverla, notemos que si α = 0, entonces la solución es

Xt = X0 + σ

∫ t

0

dBs = X0 + σBt.

Si σ = 0, entonces tenemos una ecuación diferencial ordinaria cuya solución es Xt =
e−αtX0. Ahora sea Yt = f(t,Xt) = eαtXt. Por la fórmula de Itô (1.3.21) aplicada a Yt,
tenemos que

dYt = α eαtXt dt+ eαt dXt = α eαtXt dt+ eαt
(
σ dBt − αXt dt

)
= σeαt dBt.

Es decir, Yt = Y0 +
∫ t

0
σ eαs dBs. Por lo tanto

Xt = e−αtX0 +

∫ t

0

σ e−α(t−s) dBs.

Este proceso solución X se llama un proceso de Ornstein-Uhlenbeck. 4

1.5. Procesos de difusión

Los procesos de difusión constituyen una clase de procesos estocásticos caracterizados
por dos propiedades: la propiedad de Markov fuerte y la continuidad de trayectorias. En
esta sección discutiremos los procesos de difusión generados por operadores diferenciales
de segundo orden en Rd, los cuales pueden ser descritos por ecuaciones diferenciales
estocásticas. En particular, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck del ejemplo anterior es un
proceso de difusión. Para una exposición completa de este tema, se puede consultar Ikeda
y Watanabe [12] y Stroock y Varadhan [26].

Sea R̂d = Rd ∪{∞} la compactificación por un punto de Rd; definimos una σ-álgebra
en este conjunto haciendo

Ĝ =
{
G : G ⊂ R̂d, G ∈ B(Rd) ó R̂d \G es compacto en Rd

}
; y B(R̂d) = σ(Ĝ ).

Consideremos el espacio de trayectorias en Rd como en la Definición 1.4.4, denotado por
Ŵ d y sea Bt(Ŵ d) la σ-álgebra generada por los subconjuntos ciĺındricos de Borel hasta
el tiempo t.
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Definición 1.5.1. Una familia de medidas de probabilidad {Px : x ∈ R̂d} definida en el
espacio medible

(
Ŵ d,B(Ŵ d)

)
se denomina un sistema markoviano si se satisfacen:

(M1) Px
(
{w : w0 = x}

)
= 1 para cualquier x ∈ R̂d;

(M2) x ∈ Rd 7→ Px(A) es Borel medible para todo A ∈ B(Ŵ d);

(M3) Para cualquier x ∈ R̂d, 0 ≤ s < t, A ∈ Bs(Ŵ d) y Γ ∈ B(R̂d), se tiene que

Px
(
A ∩ {wt ∈ Γ}

)
=

∫
A

Pw′s
(
{wt−s ∈ Γ}

)
Px(dw′), (Px– c.s.) (1.5.1)

donde Pw′s es la distribución de probabilidad condicional de Px dado Bs(Ŵ d).

Para los detalles de la exposición sobre la probabilidad condicional, consultar Stroock
y Varadhan [26], pág. 12-17.

Observación. Si
{
Px : x ∈ R̂d

}
es un sistema markoviano, entonces éste está determinado

únicamente por{
P(t, x, Γ ) : P(t, x, Γ ) = Px

(
{w : wt ∈ Γ}

)
, t ≥ 0, x ∈ R̂d, Γ ∈ B(R̂d)

}
.

La familia
{
P(t, x, Γ )

}
se denomina la probabilidad de transición de un sistema marko-

viano. Por la aplicación sucesiva de la propiedad (M3), tenemos que

Px
(
{wt1 ∈ A1, wt2 ∈ A2, · · · , wtk ∈ Ak}

)
=

∫
A1

P(t1, x, dx1)

∫
A2

P(t2 − t1, x1, dx2) · · ·
∫
Ak

P(tk − tk−1, xk−1, dxk) ,

para 0 < t1 < t2 < · · · < tk, Ai ∈ B(R̂d), i = 1, 2, · · · , k.

Dado un sistema markoviano {Px : x ∈ R̂d}. Para cada t ≥ 0, definimos la filtra-

ción Ft(Ŵ d) =
⋂
ε>0

⋂
x∈R̂d Bt+ε(Ŵ d)Px , entonces se observa que Ft(Ŵ d) es creciente y

continua por la derecha; y sea F∞(Ŵ d) =
⋃
t>0 Ft(Ŵ d).

Definición 1.5.2. Una familia de medidas de probabilidad {Px : x ∈ R̂d} definida en el
espacio medible (Ŵ d,B(Ŵ d)) se denomina un sistema markoviano fuerte si se cumplen
(M1) y (M2) de la Definición 1.5.1 y además:

(M ′
3) Para cualquier x ∈ R̂d, t ≥ 0, Γ ∈ B(R̂d), un (Ft(Ŵ d))-tiempo de paro

τ = τ(w) y A ∈ Fτ (Ŵ d), se tiene que

Px
(
A ∩ {wt+τ ∈ Γ}

)
=

∫
A

Pw′
τ(w′)

(
{wt ∈ Γ}

)
Px(dw′), (Px–c.s.). (1.5.2)

Definición 1.5.3. Una familia de medidas de probabilidad {Px}x∈R̂d definida en(
Ŵ d,B(Ŵ d)

)
se llama un sistema de medidas de difusión (o simplemente difusión)

si es un sistema markoviano fuerte.

Definición 1.5.4. Un proceso estocástico X = (Xt)t≥0 definido en un espacio de proba-
bilidad (Ω,F ,P) con valores en Rd se llama un proceso de difusión si existe un sistema
de medidas de difusión {Px}x∈R̂d tal que para casi todo ω ∈ Ω,

{
t 7→ Xt(ω)

}
∈ Ŵ d y la

distribución de probabilidad de X en Ŵ d, P ◦X−1 coincide con Pµ(·) =
∫
R̂d Px(·)µ(dx),

donde µ es una medida boreliana en R̂d definida por µ(dx) = P
(
{ω : X0(ω) ∈ dx}

)
, y se

llama la distribución inicial de X.

Observación. Sean X = (Xt)t≥0 un proceso de difusión y e(X) = ı́nf{t : Xt = ∞}, es
decir, e el tiempo de explosión del proceso X. Si Px(e = ∞) = 1 para todo x, decimos
que el proceso X es conservativo. Se nota que en este caso, podemos ignorar el punto ∞
ya que casi todas las trayectorias quedan en Rd.
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Definición 1.5.5. Sean C(R̂d) el espacio de Banach de todas las funciones continuas y
acotadas definidas en R̂d con valores reales ó complejos, y (L,D(L)) un operador lineal
de C(R̂d) en C(R̂d). Sea {Px}x∈R̂d una familia de medidas de probabilidad definida en

(Ŵ d,B(Ŵ d)) tal que x 7→ Px(A) es Borel medible (A ∈ Ŵ d). Entonces {Px} se llama un
sistema de medidas de difusión generado por el operador L (o simplemente L-difusión) si
es un sistema markoviano fuerte que satisface

(i) Px({w : w0 = x}) = 1, para todo x ∈ R̂d;

(ii) para todo f ∈ D(L) y x ∈ R̂d,

M (f)(w)t = f(wt)− f(w0)−
∫ t

0

(Lf)(ws) ds, (1.5.3)

es una (Px,Bt(Ŵ d))-martingala.

Teorema 1.5.6. Sea {Px}x∈R̂d un sistema de medidas de probabilidad en (Ŵ d,B(Ŵ d))
tal que satisface las condiciones (i) y (ii) de la definición anterior. Además supongamos
que {Px} es única, i.e.,
(iii) si {P′x} es otro sistema de medidas de probabilidad en (Ŵ d,B(Ŵ d)) que satisface

las condiciones (i) y (ii) de la definición anterior, entonces P′x = Px, para todo x.
Entonces {Px} es un sistema de medidas de difusión generado por el operador L.

Demostración. Sólo tenemos que demostrar que {Px} es un sistema markoviano fuerte. Es
decir, que se satisface (M ′

3). Por (1.5.3), se tiene que M (f)(w)t es continua por la derecha,
por tanto, M (f)(w)t es también una (Px,Ft(Ŵ d))-martingala. Sea τ un (Ft(Ŵ d))-tiempo
de paro acotado, y denotamos wτ+∗ = (wτ+t)t≥0 como la trayectoria w desplazada por

el tiempo τ , entonces M (f)(wτ+∗)t = M (f)(w)τ+t − M (f)(w)τ es una (Px,Fτ+t(Ŵ d))-
martingala.

En particular, para cada 0 ≤ s < t, A ∈ Fτ (Ŵ d) y B ∈ Fτ+s(Ŵ d), tenemos que

Ex
[
M (f)(wτ+∗)t −M (f)(wτ+∗)s : A ∩B

]
= 0,

donde Ex es la esperanza con respecto a la probabilidad Px. Y esto implica que

Ex
[
M (f)(wτ+∗)t −M (f)(wτ+∗)s : B

∣∣ Fτ (Ŵ d)
]

= 0, (Px–c.s.).

Por lo tanto, si P̃wx (C) = Px
[
{wτ+∗ ∈ C}

∣∣ Fτ (Ŵ d)
]

con C ∈ B(Ŵ d) es una probabi-

lidad condicional dado Fτ (Ŵ d), entonces M (f)(w)t es una
(
P̃wx ,Bt(Ŵ d)

)
-martingala y

P̃wx
(
{w′ : w′0 = wτ(w)}

)
= 1. Por la hipótesis (iii), tenemos que P̃w = Pwτ(w)

, por consi-
guiente, obtenemos (1.5.2).

Observación. Dado un operador L, la relación entre las medidas de L-difusión y los
procesos de L-difusión es la siguiente: si X es una L-difusión, entonces su distribución de
probabilidad µX = P ◦ X−1 en Ŵ d es una medida de L-difusión; por otro lado, si µ es
una medida de L-difusión definida en (Ŵ d,B(Ŵ d)), entonces el proceso defninido por
Xt(ω) = ωt en el espacio (Ŵ d,B(Ŵ d), µ) es un proceso de L-difusión.

Ahora consideremos un operador diferencial de segundo orden, L en Rd de la forma:

Lf(x) =
1

2

d∑
i,j=1

aij(x)
∂2f(x)

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi(x)
∂f(x)

∂xi
, (1.5.4)

donde aij(x) : Rd → R y bi(x) : Rd → R son funciones diferenciables, y (aij(x)) ∈ S +
d

(S +
d denota el espacio de las matrices simétricas y definidas positivas de dimensión d×d).

De la misma manera que antes, definimos el proceso de difusión generado por el operador
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L (L-difusión), donde el dominio de la definición de L es C2
K(R̂d): el espacio de todas las

funciones dos veces continuamente diferenciables con soporte compacto en Rd.

Observación. Como a es una matriz simétrica y definida positiva, entonces existe la única
ráız cuadrada de a, sea σ = a1/2; es una matriz simétrica y definida positiva. Más aún,
si a : Rd → S +

d es dos veces continuamente diferenciable, entonces su ráız cuadrada
σ = a1/2 : Rd → S +

d es localmente Lipschitz. (ver Hsu [11], Lema 1.3.3)

Ahora verificamos la existencia y unicidad de tal L-difusión resolviendo una ecuación
diferencial estocástica de la siguiente forma:

Xt = X0 +

∫ t

0

σ(Xs) dBs +

∫ t

0

b(Xs) ds (1.5.5)

donde b = (bi) y σ = a1/2 son funciones dos veces continuamente diferenciables en Rd,
B = (Bt)t≥0 es un movimiento browniano con valores en Rd y X0 es una variable aleatoria
con valores en Rd independiente de B. Por la observación anterior y el Teorema 1.4.6,
sabemos que existe una única solución X de la EDE (1.5.5) hasta su tiempo de explosión
e = e(X) tal que X0 = x.
Por otro lado, para cada f ∈ C2

K(R̂d), por la fórmula de Itô (1.3.16), la Proposición 1.1.16
y el Lema 1.2.5,

f(Xt)− f(X0) =
d∑

i,j=1

∫ t

0

∂f(Xs)

∂xi
σij(Xs) dB

j
s +

∫ t

0

Lf(Xs) ds, 0 ≤ t < e. (1.5.6)

Por lo tanto, es claro que la distribución de probabilidad Px = P ◦ X−1 con X0 = x en
Ŵ d del proceso satisface las condiciones (i) y (ii) de la Definición 1.5.5.

Además, afirmamos que la unicidad de soluciones de la EDE (1.5.5) es equivalente a
la condición de unicidad (iii) del Teorema 1.5.6.

En efecto, es obvio que la condición (iii) implica la unicidad de soluciones de la EDE
(1.5.5). Por otro lado, sea {Px}x∈R̂d un sistema de probabilidades en Ŵ d que satisfa-
ce las condiciones (i) y (ii) como antes. Sean X = (Xt)t≥0 un proceso definido en

(Ŵ d,B(Ŵ d),Px) tal que Xt(w) = wt para w ∈ Ŵ d, X0 = x y e = e(w) el tiempo
de explosión de w. Además, sea Bk = {z ∈ Rd : |z| ≤ k}, para cada i = 1, · · · , d,
tomamos f ∈ C2

K(R̂d) de manera que f(z) = zi para todo z ∈ Bk. Entonces para
τk = ı́nf{t : Xt /∈ Bk}, k = 1, 2, · · · , tenemos que para cada i = 1, · · · , d

M i,k
t = Xτk∧t −X i

0 −
∫ τk∧t

0

bi(Xs) ds,

es una (Ft(Ŵ d))-martingala. Aśı que,

M i
t = X i

t −X i
0 −

∫ t

0

bi(Xs) ds, i = 1, · · · , d (1.5.7)

es una martingala local.
Ahora escogemos f ∈ C2

K(R̂d) tal que f(z) = zizj, z ∈ Bk, análogamente, se obtiene[
M i,M j

]
t

=

∫ t

0

aij(Xs) ds, i, j = 1, · · · , d.

Entonces, por la extensión del teorema de caracterización de Lévy (ver Hsu [11], Lema
1.3.5), existe un movimiento browniano euclidiano B = (Bt)t≥0 de dimensión d definido

en el espacio de probabilidad extendido (Ŵ d,B(Ŵ d),Px) tal que

M i
t =

d∑
j=1

∫ t

0

σij(Xs) dB
j
s , i = 1, · · · , d.
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Sustituyendo en (1.5.7), para todo t ∈ [0, e), se tiene

X i
t = xi +

d∑
j=1

∫ t

0

σij(Xs) dB
j
s +

∫ t

0

bi(Xs) ds, i = 1, · · · , d.

Es decir, X = (X1, · · · , Xd) es una solución de la EDE (1.5.5) tal que X0 = x.
Como la distribución de probabilidad del proceso X es Px, la unicidad de soluciones de
(1.5.5) implica la unicidad de la condición (iii). Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.7. Dado un operador diferencial de segundo orden L de la forma (1.5.4),
sea σ = (σij(x)) tal que se cumple σ = a1/2. Entonces las medidas de L-difusión {Px}x∈R̂d
existen y son únicas si y sólo si se vale la unicidad de soluciones de la EDE (1.5.5).
En este caso, Px es la distribución de probabilidad en (Ŵ d,B(Ŵ d)) de una solución
X = (Xt)0≤t<e de (1.5.5) tal que X0 = x.

Ejemplo 1.5.8. Consideremos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck dado por el ejemplo
1.4.8. Entonces la solución X es un proceso de difusión generado por el operador

L :=
1

2
σ2

(
d

dx

)2

− αx d
dx
. 4

Ejemplo 1.5.9. Para la ecuación diferencial estocástica (1.5.5), en el caso b ≡ 0, σ ≡ Id×d
la matriz identidad. Tenemos entonces que la solución X = (Xt)t≥0 es un movimiento
browniano euclidiano de dimensión d, y es un proceso de difusión generado por el operador
de Laplace en Rd (ver Ejemplo 2.6.7)

1

2
∆ =

1

2

d∑
i=1

∂2

∂x2
i

. 4

Ahora para cada x ∈ Rd, tomando la esperanza con respecto a la probabilidad Px en
la ecuación (1.5.6), se obtiene el siguiente resultado denominada la fórmula de Dynkin
(cf. Øksendal [19], Teorema 7.10).

Teorema 1.5.10 (Fórmula de Dynkin). Sean f ∈ C2
K(R̂d) y X = (Xt)t≥0 un proceso de

difusión definido en el espacio de probabilidad filtrado (Ω,F ,P, (Ft)t≥0) que satisface la
EDE (1.5.5) con valor inicial X0 = x. Entonces, si τ es un (Ft)-tiempo de paro tal que
E[τ ] <∞, se tiene

Ex
[
f(Xτ )

]
= f(x) + Ex

[∫ τ

0

Lf(Xs) ds

]
. (1.5.8)

Ejemplo 1.5.11. Como aplicación del teorema anterior, consideremos B = (Bt)t≥0 un
movimiento browniano en Rn, y para R > 0 fijo, sean

BR =
{
x ∈ Rn : ‖x‖ < R

}
, τR = ı́nf

{
t ≥ 0 : ‖Bt‖ = R

}
,

la bola abierta de radio R en Rn y, el primer instante en que el movimiento browniano
entre a ∂BR, la frontera de la bola. Supongamos que B tiene valor inicial B0 = a ∈ BR,
y queremos calcular la esperanza del tiempo τR :

Aplicando la fórmula de Dynkin a X = B, τ = τR ∧ N para N un entero, y sea
f ∈ C2

K(R̂d) tal que f(x) = ‖x‖2 para ‖x‖ ≤ R, tendremos por el ejemplo anterior que,

R2 ≥ Ea
[
f(Bτ )

]
= f(a) +

1

2
Ea
[∫ τ

0

∆ f(Bs) ds

]
= ‖a‖2 + nEa[τ ]. (1.5.9)
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Por lo tanto, Ea
[
τR ∧N

]
≤ 1

n

(
R2 − ‖a‖2) para todo N , haciendo N → ∞, obtenemos

τR = ĺımN→∞ τR ∧N <∞, c.s. y

Ea[τR] =
1

n

(
R2 − ‖a‖2). (1.5.10)

4

Ejemplo 1.5.12. Ahora, sea B un movimiento browniano en Rn con valor inicial B0 =
b ∈ Ak donde Ak es un “anillo” dado por

Ak = {x ∈ Rn : R < ‖x‖ < 2kR}, k = 1, 2, · · · .
Definimos f = fn,k ∈ C2

K(Rn) dada por

f(x) =

{
− ln ‖x‖ si n = 2 ,

‖x‖2−n si n > 2 .
R ≤ ‖x‖ ≤ 2kR.

Como en ambos casos, f(x) es una función armónica en Ak, entonces ∆ f = 0; conside-
remos σk := ı́nf

{
t ≥ 0 : Bt /∈ Ak

}
el primer tiempo en que el movimiento browniano B

sale del anillo Ak, y tenemos por la fórmula de Dynkin que

Eb
[
f(Bσk)

]
= f(b), ∀ k = 1, 2, · · · . (1.5.11)

Definimos

pk = Pb
(
‖Bσk‖ = R

)
, y qk = Pb

(
‖Bσk‖ = 2kR

)
,

la probabilidad de que el movimiento browniano entre a ∂BR antes de que entre a ∂B2kR,
y la probabilidad de que B salga de B2kR antes de que entre a ∂BR, respectivamente;
cuando n = 2, tenemos por (1.5.11),

− lnR · pk − (k ln 2 + lnR) · qk = − ln ‖b‖ , ∀ k = 1, 2, · · · . (1.5.12)

Esto implica que qk → 0 cuando k →∞, por lo tanto

Pb(τR <∞) = 1, (1.5.13)

es decir, la probabilidad de que el movimiento browniano visite a la bola BR es 1 y
regresará a dicha bola en una infinidad de tiempos no acotados. Luego, se dice que el
movimiento browniano es recurrente en R2 (cf. Rincón [22]). Por otro lado, si n > 2,

pk ·R2−n + qk · (2kR)2−n = ‖b‖2−n . (1.5.14)

Como 0 ≤ qk ≤ 1, haciendo k →∞ y obtenemos

ĺım
k→∞

pk = Pb(τR <∞) =

(
‖b‖
R

)2−n

< 1,

cuando hacemos R → 0, y que el movimiento browniano empiece en el origen, tenemos
que la probabilidad de que el movimiento browniano regrese al origen es cero. Esto es, el
movimiento browniano es transitorio en Rn para n > 2.

Ahora, si consideramos el anillo A = {x ∈ Rn : r < ‖x‖ < R}, y σ = τr ∧ τR el
primer momento para que el movimiento browniano B salga de A si B tiene valor inicial
B0 = x ∈ A, por las expresiones (1.5.12) y (1.5.14), se obtiene que

Px(τr < τR) = Px(‖Bσ‖ = r) =



lnR− ln ‖x‖
lnR− ln r

si n = 2 ,

R2−n − ‖x‖2−n

R2−n − r2−n si n > 2 .

(1.5.15)

4



Caṕıtulo 2

Geometŕıa riemanniana

Como en esta tesis estamos intesresados en los procesos estocásticos (en particular,
las semimartingalas) con valores en una variedad, en este caṕıtulo veremos los conceptos
básicos de la geometŕıa diferencial y riemanniana, que pueden encontrarse en muchos
libros de geometŕıa riemanniana elemental (cf. do Carmo [4] y Jost [14]).

2.1. Variedades diferenciables

2.1.1. Definiciones básicas

Definición 2.1.1. Una variedad M de dimensión m es un espacio de Hausdorff tal
que para cada p ∈ M , existe una vecindad abierta U ⊂ M que es homeomorfo a un
subconjunto abierto V de Rm. Al homeomorfismo ϕ : U → V ⊂ Rm se le llama una carta
local (también llamado un sistema de coordenadas local) de p ∈M , denotada por (U,ϕ).
Un atlas es una familia {(Uα, ϕα)}α∈Λ de cartas locales tal que

⋃
α∈Λ Uα = M .

Observación. Las coordenadas del punto p ∈ U están determinadas por las coordenadas
de ϕ(p) ∈ Rm, denotadas por : xi(p) = (ϕ(p))i. Aśı, al sistema de coordenadas local de
p ∈M también le denotamos por (U, (xi)).

Observación. Sean (U,ϕ) y (V, ψ) dos cartas locales en la variedad M , si los cambios de
coordenadas ψ◦ϕ−1, ϕ◦ψ−1 son diferenciables de clase C∞ siempre y cuando U ∩V 6= ∅,
entonces se dice que las cartas (U,ϕ) y (V, ψ) son compatibles.

Definición 2.1.2. Un atlas A = {(Uα, ϕα) : α ∈ Λ} se dice que es diferenciable si todas
las transiciones de cartas:

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) (2.1.1)

son compatibles.
Un atlas A diferenciable maximal ( i.e., si (U,ϕ) es una carta en M , y compatible con
todos los elementos de A, entonces (U,ϕ) ∈ A ) se llama una estructura diferenciable;
y una variedad diferenciable es una variedad M junto con una estructura diferenciable
{(Uα, ϕα)}α∈Λ, también denotada por

(
M, (ϕα)α∈Λ

)
.

Definición 2.1.3. Sean
(
M, (ϕα)α∈Λ

)
y
(
N, (ψβ)β∈Ξ

)
variedades diferenciables de dimen-

sión m y n respectivamente. Una función φ : M → N entre las variedades M y N es dife-
renciable si para cada α y β, se tiene que la función ψβ ◦ φ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ φ−1(Vβ))→ Rn

es diferenciable. Una biyección φ entre dos variedades tal que φ y φ−1 son diferenciables
se llama un difeomorfismo.

29
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En particular, cuando N ≡ R con la estructura usual (i.e., ψβ es la identidad de
R), decimos que φ es una función diferenciable en la variedad M . Al conjunto de todas
las funciones diferenciables en la variedad diferenciable M le denotamos por C∞(M);
y denotamos por C∞p como el conjunto de funciones diferenciables en una vecindad de
p ∈M .

Definición 2.1.4. Una subvariedad N de dimensión n ≤ m de la variedad diferenciable
M es un subconjunto de M tal que para cada punto p ∈ N , existe una carta local
(U,ϕ) alrededor de p en M y un subespacio n-dimensional E de Rm de manera que
ϕ−1(E) = N ∩ U . N hereda una estructura diferenciable de M ((N ∩ U,ϕ|N∩U) es una
carta local en N) de dimensión a lo más m.

Definición 2.1.5. SeaM una variedad diferenciable. Decimos queM es orientable si exis-
te un atlas A0 = {(Uα, ϕα)}α∈Λ en M tal que para cada pareja α, β ∈ Λ con Uα ∩ Uβ 6= ∅,
la transición de cartas:

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ),

tiene determinante jacobiano positivo, es decir,

det

(
∂(ϕβ ◦ ϕ−1

α )i

∂xjα

)
> 0 . (2.1.2)

En caso contrario, decimos que M es no-orientable.
Si M es una variedad orientable, una estructura diferenciable en M que satisface la
condición anterior se denomina una orientación deM , luego se dice queM es una variedad
orientada si elegimos una orientación de M .

2.1.2. Vectores tangentes y formas

Definición 2.1.6. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m y p ∈ M . Un
vector tangente v a la variedad M en el punto p es un operador diferencial de primer
orden v : C∞p → R que satisface las siguientes condiciones:

(1) v(f + g) = v(f) + v(g), ∀ f, g ∈ C∞p ;

(2) v(λf) = λv(f), ∀ f ∈ C∞p , ∀ λ ∈ R ;

(3) v(f · g) = f(p) · v(g) + g(p) · v(f), ∀ f, g ∈ C∞p .
Las condiciones (1) y (2) indican que v es una función lineal de C∞p a R, y la condición
(3) se llama la regla de Leibnitz.

Ejemplo 2.1.7 (Definición alternativa de vector tangente). Sea M una variedad diferen-
ciable de dimensión m. Si γ : (−ε, ε)→M es una curva diferenciable en M que pasa por
el punto p ∈M tal que γ(0) = p. El vector tangente a la curva γ en t = 0 es una función
v = γ′(0) : C∞p → R dada por:

v(f) = γ′(0)(f) =
d(f ◦ γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

, ∀ f ∈ C∞p . (2.1.3)

Un vector tangente en el punto p es el vector tangente en t = 0 para alguna curva
γ : (−ε, ε)→M con γ(0) = p. 4

Sean (U,ϕ = (xi)) un sistema de coordenadas local alrededor del punto p en la varie-
dad diferenciable M y (x1

0, · · · , xm0 ) las coordenadas del punto p. Para cualquier ı́ndice j
fijo, 1 ≤ j ≤ m, consideremos la curva diferenciable en M dada por γj : (−ε, ε)→ M de
manera que

xi(γj(t)) = xi0 + δijt, ∀ 1 ≤ i ≤ m.
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donde δji es la delta de Kronecker; es decir, γj es una curva coordenada que pasa por el
punto p bajo la carta local (U,ϕ = (xi)) (Figura 2.1) .

Figura 2.1: Vector tangente a la “curva coordenada” en el punto p de M .

Denotamos al vector tangente a la curva γj en el punto t = 0 por ∂
∂xj

, es decir:

∂

∂xj
(f) =

d

dt
(f ◦ γj)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ ϕ−1)(x1
0, · · · , x

j
0 + t, · · · , xm0 )

=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

. (2.1.4)

Note que si tomamos f como la función de coordenada i-ésima xi, se tiene que:
∂

∂xj
(xi) = δij .

Ahora consideremos el conjunto de los vectores tangentes
{

∂
∂xj

}
, j = 1, · · · ,m, para

encontrar los componentes del vector tangente v a una curva γ bajo la combinación lineal
estos vectores, primero notemos que las ecuaciones de la curva γ están dadas por:

xi = xi(t) = (ϕ(γ(t)))i, 1 ≤ i ≤ m, −ε < t < ε.

Como el vector tangente a la curva γ en t = 0 es v = γ′(0), aśı que para todo f ∈ C∞p ,
se tiene que:

v(f) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ γ(t)) =
m∑
i=1

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

dxi(0)

dt
=

m∑
i=1

dxi(0)

dt
· ∂
∂xi

(f). (2.1.5)

Es claro que v(xi) = dxi(0)
dt

, entonces el vector tangente v puede expresarse en las coorde-
nadas local (xi) dado por:

v =
m∑
i=1

v(xi) · ∂
∂xi

. (2.1.6)

Observación. Los coeficientes vi = v(xi) se llaman componentes del vector v en estas coor-
denadas; rećıprocamente, cualquier conjunto de coeficientes vi define un vector tangente.
Aśı que todos los vectores tangentes a M en el punto p con las operaciones usuales de
funciones forman un espacio vectorial de dimensión m, llamado el espacio tangente de M
en p, denotado por TpM , y

{
∂
∂xi

}m
i=1

forma una base del espacio tangente TpM .

Es claro que esta definición no depende del sistema de coordenadas: si (yi) es otra
carta local, los componentes vi y wi del mismo vector tangente v están relacionados por

wi = v(yi) =
m∑
j=1

vj · ∂

∂xj
(yi).
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Ahora si φ : M → N es una función diferenciable entre las variedades diferenciables
M y N , entonces para cada punto p ∈ M , φ induce una función φ∗ de C∞φ(p) en C∞p ,
definida por

φ∗(g) = g ◦ φ, ∀ g ∈ C∞φ(p).

Claramente φ∗(g) ∈ C∞p . Aśı que, para cualquier vector tangente v ∈ TpM , se puede
definir la función (Tpφ)(v) : C∞φ(p) → R, tal que para cualquier g ∈ C∞φ(p):

(Tpφ)(v)(g) = v(φ∗(g)) = v(g ◦ φ). (2.1.7)

Por la Definición 2.1.6 del vector tangente en la variedad, podemos verificar que Tpφ(v)
es un vector tangente a la variedad N en el punto φ(p). También se verifica que la función
Tpφ : TpM → Tφ(p)N es lineal y le llamamos la diferencial de φ en el punto p.

Cuando Tpφ es inyectiva para cada p ∈ M , la función diferenciable φ se dice una
inmersión. Y tenemos el siguiente famoso teorema de inmersión de Whitney para una
variedad diferenciable (ver Hsu [11], Teorema 1.2.5).

Teorema 2.1.8 (Teorema de inmersión de Whitney). Sea M una variedad diferenciable
de dimensión m, entonces existe una inmersión inyectiva (i.e., un encaje), i : M → R2m+1

tal que la imagen i(M) es un subconjunto cerrado de R2m+1.

Aśı, podemos identificar M con la imagen i(M) y suponer que M es una subvariedad
de R2m+1.

Ejemplo 2.1.9. Sean φ : M → N una función diferenciable, γ : (−ε, ε) → M una curva
diferenciable en M y v ∈ TpM tal que γ(0) = p, γ′(0) = v. Entonces por (2.1.7) y (2.1.3),
tenemos que para cualquier g ∈ C∞φ(p),

Tpφ(v)(g) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
g ◦ φ ◦ γ(t)

)
=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ ◦ γ(t)

)
(g).

Es decir,

Tpφ(v) = Tpφ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

γ(t)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ ◦ γ(t). (2.1.8)

Aqúı φ ◦ γ : (−ε, ε) → N es una curva diferenciable en la variedad diferenciable N que
pasa por el punto φ(p). La expresión (2.1.8) significa que Tpφ manda el vector tangente
γ′(0) en M al vector tangente a la curva φ ◦ γ(t) de N en t = 0. 4

Definición 2.1.10. La unión disjunta TM =
⋃
p∈M TpM

.
= {(p, v) | p ∈ M, v ∈ TpM}

se denomina el haz tangente de una variedad diferenciable M de dimensión m; es una
variedad de dimensión 2m junto con la siguiente estructura diferenciable:
Sea π : TM → M la proyección canónica definida por π(p, v) = p; aśı, para cada punto
p ∈ M, π−1(p) = TpM . Si A = {(Uα, ϕα)}α∈Λ es una estructura diferenciable de M ,
tenemos que π−1(Uα) =

⋃
p∈Uα TpM , entonces

⋃
α∈Λ π

−1(Uα) = TM . Además para cada

ı́ndice α ∈ Λ, la función ξα : π−1(Uα)→ R2m definida por

ξα

(
m∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= (x1

α, · · · , xmα , v1, · · · , vm) ;

resulta ser un homeomorfismo de π−1(Uα) sobre un subconjunto abierto ϕα(Uα) × Rm

de R2m, por tanto (π−1(Uα), ξα) es una carta en TM . Es fácil verificar que estas cartas
forman una esturctura diferenciable.
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Definición 2.1.11. Sea p ∈M , el espacio dual T ∗p M del espacio tangente TpM se llama
el espacio cotangente a M en el punto p. Un elemento de T ∗p M es un vector cotangente
(ó simplemente covector) a M en p. Es decir, un covector en p ∈M es una función lineal
sobre el espacio tangente TpM .

Ejemplo 2.1.12. Un vector cotangente en p ∈ M es dfp; la diferencial de una función
diferenciable f ∈ C∞(M) en el punto p definida por

dfp : TpM 3 v 7→ v(f) ∈ R. 4

Para obtener una base asociada en T ∗p M , sea (U, (xi)) un sistema de coordenadas
locales alrededor del punto p. Notemos que para las funciones coordenadas xi ∈ C∞p ,
1 ≤ i ≤ m, se obtiene m covectores dxi en p definidos por

dxi(v) = v(xi), ∀ v ∈ TpM.

Además,

dxi
(

∂

∂xj

)
=

∂

∂xj
(xi) = δij, 1 ≤ i, j ≤ m.

Por tanto, el conjunto {dxi}mi=1 forma una base de T ∗p M y dual con la base
{

∂
∂xi

}m
i=1

de

TpM . Note que si α ∈ T ∗p M , entonces para cualquier v =
∑m

i=1 v
i ∂
∂xi
∈ TpM , se tiene que

α(v) =
∑m

i=1 v
iα
(
∂
∂xi

)
, pero como vi = v(xi) = dxi(v),

α =
m∑
i=1

α

(
∂

∂xi

)
dxi.

En particular, para la diferencial de la función diferenciable f en el punto p, tenemos

dfp =
m∑
i=1

dfp

(
∂

∂xi

)
dxi =

m∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

dxi . (2.1.9)

Definición 2.1.13. Un campo de vectores tangentes (ó campo vectorial) diferenciable en
una variedad diferenciable M es una función diferenciable Y : M → TM tal que, para
cada p ∈M , Y (p) ∈ TpM .

Observación. Si (U, (xi)) es un sistema de coordenadas local alrededor del punto p ∈M ,
los componentes Y i de un campo vectorial diferenciable Y son funciones diferenciables.

Sean Y un campo vectorial en M y f ∈ C∞(M), podemos definir Y (f) como una
función en M dada por (

Y (f)
)
(p) =

(
Y (p)

)
(f), p ∈M. (2.1.10)

Claramente se tiene que Y (f) ∈ C∞(M), y de esta manera el campo vectorial Y puede
considerarse como un operador lineal de C∞(M) en C∞(M) dado por Y : f 7→ Y (f) que
cumple las siguientes condiciones:

(1) ∀ f, g ∈ C∞(M), λ, µ ∈ R, Y (λf + µg) = λ · Y (f) + µ · Y (g) ,
(2) ∀ f, g ∈ C∞(M), Y (f · g) = f · Y (g) + g · Y (f) .

Estas condiciones se verifican fácilmente por la definición de vector tangente en cada
punto de la variedad M . Por otra parte, un operador V : C∞(M)→ C∞(M) que cumple
las condiciones (1) y (2) anteriores define un campo vectorial en M dado por (2.1.10).

Notación. Al conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables en M le denotamos
por X(M) (o simplemente por X); es un espacio vectorial y es un C∞(M)-módulo junto
con la multiplicación por funciones f ∈ C∞(M) definida por

(f Y )(p) = f(p)Y (p), Y ∈ X(M), p ∈M. (2.1.11)
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Proposición 2.1.14. Sean X, Y ∈ X, existe un único campo vectorial
[
X, Y

]
∈ X defi-

nido por [
X, Y

]
:= X ◦ Y − Y ◦X : C∞(M)→ C∞(M).

El campo vectorial
[
X, Y

]
se denomina el corchete de Lie de los campos vectoriales X e

Y y la operación corchete [·, ·] tiene las siguientes propiedades:
(a)

[
X, Y

]
= −

[
Y,X

]
, X, Y ∈ X;

(b)
[
aX + bY, Z

]
= a
[
X,Z

]
+ b
[
Y, Z

]
, a, b ∈ R, X, Y ∈ X;

(c)
[
[X, Y ], Z

]
+
[
[Y, Z], X

]
+
[
[Z,X], Y

]
= 0, X, Y, Z ∈ X;

(d)
[
fX, gY

]
= fg

[
X, Y

]
+ fX(g)Y − gY (f)X, f, g ∈ C∞(M), X, Y, Z ∈ X.

Omitimos la demostración y los detalles se pueden encuentrar en do Carmo [4].

Definición 2.1.15 (1-formas). Sea T ∗M =
⋃
p∈M T ∗p M . De manera análoga a la Defi-

nición 2.1.10, podemos construir una estructura diferenciable en T ∗M para que sea una
variedad diferenciable. Una 1-forma es una función diferenciable α : M → T ∗M tal que
α(p) ∈ T ∗p M para cada p ∈M .
En particular, para f ∈ C∞(M), df es una 1-forma definida por df : p 7→ dfp, y para
X ∈ X(M) un campo vectorial, definimos df(X) = X(f).

Definición 2.1.16 (Formas bilineales). Sea p ∈ M , denotamos por T ∗p M ⊗ T ∗p M el
espacio vectorial de todas las formas bilineales en TpM , y por T ∗M ⊗ T ∗M la unión
disjunta

⋃
p∈M T ∗p M⊗T ∗p M , que es una variedad diferenciable. Luego, una forma bilineal

(ó tensor dos veces covariantes) es una función diferenciable b : M → T ∗M ⊗ T ∗M tal
que b(p) ∈ T ∗p M ⊗ T ∗p M para cada p ∈M . Si v, w ∈ TpM , b(v, w) = b(p)(v, w) denota al
valor de b actuado en el punto p sobre v y w; si V,W ∈ X(M), denotamos por b(X, Y )
como la función p 7→ b(p)(V (p),W (p)).

Un ejemplo más simple de una forma bilineal es el producto tensorial de α y β con
α, β 1-formas, dado por

α⊗ β : X(M)× X(M) 3 (V,W ) 7→ α(V )β(W ) ∈ R.
Si (U, (xi)) es una carta local en M , podemos expresar localmente cada forma bilineal

por

b =
∑

bijdx
i ⊗ dxj, (2.1.12)

donde las componentes bij = b
(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
son funciones diferenciables en U .

Una matriz de funciones diferenciables bij es simétrica (respectivamente antisimétrica)
si y sólo si b lo es, esto es, si y sólo si b(v, w) = ± b(w, v). Una forma bilineal es definida
positiva si para cada campo vectorial V ∈ X(M), b(V, V ) > 0, donde V 6= 0.

Sean V,W ∈ X(M) y f, g ∈ C∞(M), entonces para b una forma bilineal en M ,
podemos comprobar que

b(fV, gW ) = fg b(V,W ). (2.1.13)

El teorema de inmersión de Whitney implica el siguiente resultado. (ver M. Emery [6],
Lema 2.23)

Lema 2.1.17. Existe una familia finita de funciones {h1, · · · , hn} en M tal que cualquier
forma bilineal puede expresarse como la suma b =

∑
i,j bij dh

i⊗dhj, donde los coeficientes
bij dependen C∞-linealmente de b.
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2.2. Variedades riemannianas

En la sección anterior vimos que la estructura diferenciable de una variedad diferencia-
ble hace la posibilidad de definir las funciones diferenciables de clase C∞ en la variedad,
y por tanto la definición de vector tangente y campos vectoriales diferenciables mediante
las funciones diferenciables. Además, la derivada direccional de una función diferenciable
f en la dirección del vector tangente v ∈ TpM está bien definida y denotada por

Dvf = v(f), ∀ v ∈ TpM, f ∈ C∞p .
En esta sección introducimos dos estructuras adicionales para una variedad diferenciable:
la estructura riemanniana y la conexión. Una variedad diferenciable junto con una estruc-
tura riemanniana es llamada una variedad riemanniana; y la conexión hace la posibilidad
de definir la “derivada direccional” de un campo vectorial diferenciable en la dirección
del vector tangente v ∈ TpM .

2.2.1. Métrica riemanniana

Definición 2.2.1. Una métrica (o estructura) riemanniana sobre una variedad diferen-
ciable M , es una forma bilineal g (ó 〈·, ·〉) en M que es simétrica y definida positiva tal
que para cada punto p ∈ M , la forma bilineal gp define un producto escalar 〈·, ·〉p en el
espacio tangente TpM .

Se dice entonces que una variedad riemanniana es una variedad diferenciable M junto
con una métrica riemanniana g, denotada por (M, g).

Observación. Cuando en una variedad M se supone prefijada una métrica riemanniana g,
diremos que M es riemanniana, y para V,W ∈ X(M), tenemos las siguientes notaciones:

g (V,W ) = 〈V,W 〉 , 〈V,W 〉p = 〈V (p),W (p)〉.
Si ds2 es la función TM → R definida por

ds2
p(v)

.
= 〈v, v〉p, p ∈M y v ∈ TpM.

Sea (U, (xi)) un sistema de coordenadas local alrededor de p ∈M , por la expresión (2.1.6)
tal que para v =

∑m
i=1 dx

i(v) ∂
∂xi

∣∣
p
∈ TpM , se tiene entonces

ds2
p(v) =

m∑
i,j

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
p

dxi(v)dxj(v), (2.2.1)

Y escribiendo esta expresión en abreviaturas:

ds2 =
∑m

i,j
gxij dx

i ⊗ dxj, (2.2.2)

donde gxij =
〈
∂
∂xi
, ∂
∂xj

〉
p
. Notemos que la métrica riemanniana g está determinada única-

mente por la función ds2, y la definición anterior no depende de las cartas locales, aśı
podemos escribir gij en lugar de gxij; llamamos a la matriz (gij) la representación local de
la métrica riemanniana en coordenadas locales (xi).

Otra observación es que en cualquier variedad diferenciable se puede definir una métri-
ca riemanniana (ver Jost [14], Teorema 1.4.1).

En lo sucesivo, consideraremos que M es una variedad riemanniana de dimensión
m junto con la métrica g ≡ 〈·, ·〉, si (U, (xi)) es una carta local en M , entonces gij =〈
∂
∂xi
, ∂
∂xj

〉
, y g =

∑
i,j gijdx

i ⊗ dxj.
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Ejemplo 2.2.2. Sean M = Rn y x = (x1, x2, · · · , xn) un sistema de coordena-
das estándar en M , i.e., x(p) = p para cada p ∈ M ; de esta manera se tiene que
∂
∂xi

= ei = (0, · · · , 1, · · · , 0). Entonces la métrica riemanniana estándar en Rn está deter-
minada por

ds2 =
∑n

i=1
dxi ⊗ dxi.

Es decir, (gxij) es la matriz identidad. Con esta métrica, Rn se llama el espacio euclidiano
de dimensión n, y la geometŕıa riemanniana de este espacio es la geometŕıa euclidiana. 4

Sea φ : (M, g) → (N, ḡ) una función suave de una variedad riemanniana (M, g) en
otra (N, ḡ), decimos que φ es una inmersión isométrica si

gp(v, w) = ḡφ(p)

(
Tpφ(v), Tpφ(w)

)
, ∀ p ∈M, v, w ∈ TpM.

Si consideramos M como una subvariedad de N , entonces la inmersión es isométrica si el
producto interior de v y w con respecto a la métrica de M es el mismo que con respecto
a la métrica de N .

Teorema 2.2.3 (Teorema de inmersión de Nash). Cada variedad riemanniana puede ser
isométricamente inmersa en un espacio euclidiano con la métrica estándar.

2.2.2. Derivadas covariantes y transporte paralelo

Definición 2.2.4. Una conexión af́ın en una variedad riemanniana M es un operador

∇ : X(M) × X(M) → X(M) definido por (X, Y )
∇7→ ∇XY que satisface las siguientes

propiedades:

(1) ∇X(λ · Y + Z) = λ · ∇XY +∇XZ ;

(2) ∇X(f · Y ) = X(f) · Y + f · ∇XY ;

(3) ∇fX+gYZ = f · ∇XZ + g · ∇YZ ;

donde X, Y, Z ∈ X(M), λ ∈ R, f ∈ C∞(M). El campo vectorial ∇XY recibe el nombre
de derivada covariante de Y con respecto a X para la conexión ∇.

Definición 2.2.5. Si (U,ϕ = (xi)) es un sistema de coordenadas local en M , denotaremos
por Xi = ∂

∂xi
, i = 1, · · · ,m; los śımbolos de la conexión ∇ son las funciones diferenciables

Γ k
ij en U dadas por

∇XiXj =
∑m

k=1
Γ k
ijXk, (2.2.3)

Si Z, Y ∈ X(M) son campos vectoriales sobre M , por las propiedades de la conexión
∇, obtenemos la expresión local del campo ∇ZY sobre U ,

∇ZY =
m∑
i=1

Zi∇Xi

(
m∑
j=1

Y jXj

)
=
∑
i,j

ZiY j∇XiXj +
∑
i,j

Zi∂Y
j

∂xi
Xj

=
m∑
k=1

(∑
i,j

ZiY jΓ k
ij + Z(Y k)

)
Xk , (2.2.4)

donde Zi = Z(xi), Y i = Y (xi) sobre U . Esto nos dice que el valor (∇ZY )(p) de la
derivada covariante en un punto p sólo depende del vector Z(p) y de los valores de Y a
lo largo de cualquier curva γ que pasa por p con dirección Z(p).
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Definición 2.2.6. Sea γ : I → M una curva diferenciable en M con I un intervalo
abierto en R. Un campo vectorial a lo largo de la curva γ es una función diferenciable
V : I → TM que asigna a cada punto t ∈ I un vector tangente V (t) ∈ Tγ(t)M .
En particular, γ′ : t 7→ γ′(t) es un campo vectorial a lo largo de la curva γ, llamado la
velocidad de la curva.

Proposición 2.2.7. Sea M una variedad diferenciable con una conexión af́ın ∇. Enton-
ces existe una única correspondencia D

dt
que asigna a cada campo vectorial V a lo largo de

la curva diferenciable γ : I → M otro campo vectorial a lo largo de γ denotado por DV
dt

,
y denominado la derivada covariante de V a lo largo de γ con respecto a la conexión ∇,
verificando las siguientes propiedades:
(D1) D

dt
(fV +W ) = df

dt
V + f DV

dt
+ DW

dt
, donde W es un campo vectorial a lo largo de γ

y f es una función diferenciable en I;
(D2) Si V está inducido por un campo de vectores Y ∈ X(M), es decir, V (t) = Y (γ(t)),

entonces DV
dt

= ∇γ′(t)Y .

Si (U, (xi)) es un sistema de coordenadas local en M con γ(I) ∩ U 6= ∅ y γ(t) =
(x1(t), · · · , xm(t)), t ∈ I. Por (2.1.6), las propiedades de una conexión ∇ y (D2), usando
las notaciones de la Definición 2.2.5 y se tiene que para cada i = 1, · · · ,m,

DXi

dt
= ∇γ′(t)Xi = ∇(∑

j
dxj

dt
Xj

)Xi =
m∑
j=1

dxj

dt
∇XjXi =

m∑
k=1

(
m∑
j=1

dxj

dt
Γ k
ji

)
Xk , (2.2.5)

donde Xi = Xi(γ(t)) = ∂
∂xi

∣∣
γ(t)

. Entonces obtenemos la expresión local de la derivada

covariante de V sobre el entorno coordenado U ,

DV

dt
=

m∑
i=1

(
dvi

dt
Xi + vi

DXi

dt

)
=

m∑
k=1

(
dvk

dt
+

m∑
i,j

vi
dxj

dt
Γ k
ji

)
Xk , (2.2.6)

donde vi = (V (t))i = (V (t)(xi).
La expresión (2.2.6) demuestra que DV

dt
es un campo vectorial diferenciable a lo largo

de γ, y con esto se demuestra la proposición anterior. Los detalles se pueden encontrar
en do Carmo ([4], Proposición II, 2.2).

Definición 2.2.8. Sea V un campo vectorial a lo largo de una curva γ. Se dice que V es
paralelo a lo largo de γ con respecto a una conexión af́ın ∇ si DV

dt
= 0.

Observación. Bajo una carta local (U, (xi)) en M , una consecuencia de (2.2.6) es que
los campos paralelos son las soluciones locales del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO):

dvk

dt
+
∑
i,j

vi
dxj

dt
Γ k
ji = 0 , k = 1, · · · ,m. (2.2.7)

Por lo tanto, el teorema fundamental de existencia y unicidad para tales sistemas implica
el siguiente resultado.

Teorema 2.2.9. Sean M una variedad diferenciable con una conexión af́ın ∇, γ : I →M
una curva suave en M y V0 un vector tangente a M en γ(t0) con t0 ∈ I. Entonces existe
un único campo vectorial V paralelo a lo largo de γ con respecto a la conexión ∇ tal que
V (t0) = V0.

Definición 2.2.10. Sea γ : I → M una curva suave en M , para los puntos t1, t2 ∈ I,
con γ(t1) = p y γ(t2) = q, definimos la función

Pγ,p,q := P t2
t1 : TpM → TqM,
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dada por Pγ,p,q(v) = V (t2), donde V es el único campo vectorial paralelo a lo largo de γ
con V (t1) = v ∈ TpM ; se denomina el transporte paralelo desde p hasta q lo largo de γ
con respecto a ∇.

Observación. La existencia y unicidad del teorema anterior implica que el transporte
paralelo Pγ,p,q es un isomorfismo entre los espacios vectoriales TpM y TqM .

2.3. Conexión de Levi-Civita

Ahora introducimos una conexión especial en una variedad riemanniana (M, g) que
depende únicamente en la métrica riemanniana g, llamada la conexión de Levi-Civita.

Definición 2.3.1. Una conexión af́ın ∇ en M se dice compatible con la métrica g si
para cualquier curva diferenciable γ en M , y para cualesquiera V , W campos vectoriales
paralelos a lo largo de γ, se tiene que g(V,W ) = const. es constante (i.e., ∇g = 0). En
formas equivalentes, tenemos

para cualesquiera V , W campos vectoriales a lo largo de γ, se tiene

d

dt
g(V,W ) = g

(
DV

dt
,W

)
+ g

(
V,
DW

dt

)
, t ∈ I. (2.3.1)

para todo X, Y, Z ∈ X(M), se tiene

Z(g(X, Y )) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ). (2.3.2)

Un teorema fundamental de la geometŕıa riemanniana está conocido como teorema
de Levi-Civita (do Carmo [4], Teorema II, 3.6).

Teorema 2.3.2 (Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana M , existe una única
conexión af́ın ∇ sobre M que es compatible con la métrica y libre de torsión (o simétrica),
esto es, para cualesquiera X, Y ∈ X(M),

∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0.

Definición 2.3.3. La conexión ∇ del teorema anteior se llama la conexión de Levi-Civita
(o conexión riemanniana) de M y está determinada por la llamada fórmula de Koszul,

2 〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉
+ 〈 [X, Y ], Z〉 − 〈Y, [X,Z] 〉 + 〈 [Z, Y ], X〉.

(2.3.3)

En un sistema de coordenadas locales (U, (xi)) en M , por la fórmula (2.3.3), tenemos
que para los śımbolos de la conexión de Levi-Civita, o denominados śımbolos de Christoffel
de la conexión, ∑

k
Γ k
ij gkl =

1

2

(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
,

como la matriz (glm) admite una inversa (glm), entonces, multiplicando por glm ambos
lados de la identidad anterior y sumando sobre l, obtenemos∑

k

Γ k
ij

m∑
l=1

(gkl g
lm) =

∑
k

Γ k
ij δ

m
k =

1

2

m∑
l=1

(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
glm ,

donde δmk la delta de Kronecker. Por tanto, se obtiene la representación de Γm
ij dada por

Γ k
ij =

1

2

∑
l

{
∂

∂xj
gil +

∂

∂xi
gjl −

∂

∂xl
gij

}
glk . (2.3.4)

En particular, Γ k
ij = Γ k

ji, ∀ i, j, k.
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Ejemplo 2.3.4. Sea M = Rn con la métrica riemanniana estándar g0, i.e. gij = δji ,
entonces la conexión de Levi-Civita en (M, g0) es ∇XY = dY (X).
En efecto, notemos que los śımbolos de Christoffel dados por la representación (2.3.4) en
el espacio euclidiano Rn son idénticamente 0 (i.e., Γ k

ij = 0), aśı que para X =
∑

iX
i ∂
∂xi

,

Y =
∑

j Y
j ∂
∂xj
∈ X(M), por (2.2.4) tenemos

∇XY =
∑
k

(∑
i,j

X iY jΓ k
ij +X(Y k)

)
∂

∂xk
=
∑
k

X(Y k)
∂

∂xk
= dY (X) . 4

Observación. Si M es una subvariedad de Rn

con la métrica inducida y P (x) : Rn → TxM
es la proyección ortogonal para todo x ∈ M ,
entonces tenemos que la derivada covariante
DV
dt

de un campo vectorial V a lo largo de la
curva γ en M con respecto a la conexión de
Levi-Civita ∇ está definida por (ver Figura
2.2)

DV

dt
= P

(
γ(t)

) d
dt
V (t).

Figura 2.2: Derivada covariante de Levi-Civita.

2.4. Tensor de curvatura

En lo sucesivo, supondremos que M es una variedad riemanniana de dimensión m
junto con la métrica g ≡ 〈·, ·〉 y la conexión de Levi-Civita ∇. A partir de la conexión de
Levi-Civita, podemos definir la curvatura para la variedad M , la que mide las desviaciones
de la variedad riemanniana respecto al espacio euclidiano.

Definición 2.4.1. La curvatura R de una variedad riemanniana M es una correspon-
dencia que asocia cada pareja X, Y ∈ X(M) una aplicación R(X, Y ) : X(M) → X(M)
dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z , Z ∈ X(M). (2.4.1)

Observación. Se verifica fácilmente por las propiedades de la conexión de Levi-Civita y
del corchete de Lie que R : (X, Y ) 7→ R(X, Y ) es bilineal; aśı que R es un tensor de
tipo (1,3), y se puede definir el tensor de curvatura de Riemann como una aplicación
multilineal R : X(M)× X(M)× X(M)× X(M)→ C∞(M) dado por

R(X, Y, Z,W ) = 〈R(Z,W )X, Y 〉 , ∀ X, Y, Z,W ∈ X(M). (2.4.2)

En coordenadas locales, sea (U, (xi)) una carta local en M , escribimos

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=

m∑
l=1

Rl
kij

∂

∂xl
,

donde Rl
kij son los componentes de la curvatura R en la carta; por la definición de

curvatura dada por (2.4.1) y la conexión dada en términos de los śımbolos de Christoffel
(2.2.3), tenemos que

Rl
kij =

∂Γ l
jk

∂xi
− ∂Γ l

ik

∂xj
+

m∑
h=1

(
Γ h
jkΓ

l
ih − Γ h

ikΓ
l
jh

)
. (2.4.3)
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Además, los componentes del tensor de curvatura R en una carta local de M están
dados por

Rklij :=
m∑
s=1

Rs
kij gsl =

〈
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
,
∂

∂xl

〉
. (2.4.4)

Ejemplo 2.4.2. Por el Ejemplo 2.3.4, si M ≡ Rn con la métrica estándar, sabemos que
Rn tiene curvatura cero. 4

Definición 2.4.3. Dado p ∈ M y Π ⊂ TpM un plano en el espacio tangente TpM , para
cualquier base {u, v} de Π, la curvatura seccional de Π está definida por

K(Π)
.
= K(u ∧ v)

.
=
〈Rp(u, v)v, u〉
‖u ∧ v‖2 , (2.4.5)

donde ‖v ∧ u‖ =
√
‖v‖2 ‖u‖2 − 〈v, u〉2p > 0 representa el área del paralelogramo en el

plano Π determinado por los vectores de la base u, v.

Observación. Es fácil verificar que el cociente anterior de la definición es invariante bajo
las transformaciones elementales: A(v, u) = (v, u), B(v, u) = (λv, u), C(v, u) = (v+λu, u).
Entonces, K(Π) no depende de la base {u, v} elegida, aśı que tiene sentido la definición.
Además, el tensor de curvatura de Riemann R queda determinado por las curvaturas
seccionales de todos los planos Π de la variedad M (ver Jost [14]).
En ocasiones, denotaremos por κp(u, v) := K(u∧v) ‖u ∧ v‖2 = 〈Rp(u, v)v, u〉. En un caso
particular, cuando {u, v} es una base ortonormal de (Π, gp|Π), se tiene K(u∧v) = κp(u, v).
Con estas notaciones, si la curvatura seccional es constante (i.e., la curvatura seccional
K(Π) = K ≡ const. para todos los planos Π ⊆ TpM y para todos los puntos p ∈ M),
tenemos la siguiente caracterización.

Lema 2.4.4. Dado p ∈ M un punto en la variedad riemanniana M , definimos
R′ : X(M) × X(M) × X(M) → X(M) dado por R′p(v, u)w = 〈v, w〉u − 〈u,w〉v, para
todo u, v, w ∈ TpM . Es decir,

〈R′(X, Y )W,Z〉p = 〈X,W 〉p〈Y, Z〉p − 〈Y,W 〉p〈X,Z〉p, X, Y,W,Z ∈ X(M).

Entonces, si M tiene curvatura seccional constante igual a κ0, donde κ0 ∈ C∞(M); se
tiene que para el tensor de curvatura R, R = κ0R

′.

Ahora consideramos la combinación de ciertas curvaturas seccionales que da nombre
a la curvatura de Ricci:

Definición 2.4.5. Sean X, Y ∈ X(M), el tensor de curvatura de Ricci de la variedad
riemanniana (M, g) es la función Ric(X, Y ) : M → R dado por

Ricp(X, Y ) = traza

(
TpM −→ TpM

v 7−→ Rp(v,Xp)Yp

)
,

donde R es el tensor de curvatura de M , y Xp = X(p), Yp = Y (p) ∈ TpM .

Observación. Note que v 7→ Rp(v,Xp)Yp ∈ End(TpM) para cada p ∈ M , entonces tiene
sentido su traza. Y obviamente que Ricp es bilineal. Ahora si {E1, · · · , Em} ⊂ X(U) es
una base local ortonormal de campos en M , entonces como Ric(X, Y ) ∈ C∞(M), se tiene
que

Ric(X, Y )|U =
m∑
i=1

〈
R(Ei, X)Y,Ei

〉
.
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Además, se tiene que

Ricp(X,X) =
m∑
i=1

〈
R(Ei, X)X,Ei

〉
p
.

En particular, si tomamos X = Em, se tiene que

Ricp(X,X) =
m−1∑
i=1

κp
(
Xp , Ei(p)

)
, (2.4.6)

donde κp
(
Xp , Ei(p)

)
es la curvatura seccional del plano generado por los vectores Xp,

Ei(p) ∈ TpM . Por lo tanto, la curvatura de Ricci Ricp(X,X) es la suma de las curvaturas
seccionales de los m− 1 planos ortogonales que contienen al vector unitario Xp.

Definición 2.4.6. Sea (M, g) una variedad riemanniana, dado p ∈ M y {e1, · · · , em}
una base ortonormal del espacio tangente TpM , la curvatura escalar en el punto p es la
contracción del tensor de Ricci, es decir, la función S : M → R dada por

S(p) =
m∑
i=1

Ricp(ei, ei) =
m∑
i=1

m−1∑
j=1

κp(ei, ej). (2.4.7)

2.5. Geodésicas y campos de Jacobi

Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión m junto con la conexión de Levi-
Civita ∇.

Definición 2.5.1. Una curva parametrizada γ : I → M se dice geodésica si y sólo si dγ
dt

es paralelo, es decir

D

dt

(
dγ

dt

)
= ∇γ′(t)γ

′(t) = 0 , ∀ t ∈ I .

Si [a, b] ⊂ I y γ : I →M es una geodésica, la restricción de γ en [a, b] se llama un segmento
de geodésica uniendo γ(a) con γ(b).

Observación. Siendo ∇ la conexión de Levi-Civita, si γ : I →M es una geodésica, enton-
ces

d

dt

〈
dγ

dt
,
dγ

dt

〉
=

〈
D

dt

(
dγ

dt

)
,
dγ

dt

〉
+

〈
dγ

dt
,
D

dt

(
dγ

dt

)〉
= 0

esto es, la longitud del vector tangente dγ
dt

: ‖γ′(t)‖ =
√〈

dγ
dt
, dγ
dt

〉
es siempre constante, aśı

que podemos suponer ‖γ′(t)‖ = c 6= 0. Consideremos la longitud de arco s de γ, relativo
a un punto fijo t0 ∈ I definida por

l(γ) := s(t) =

∫ t

t0

‖γ′(x)‖ dx = c(t− t0), ∀ t ∈ I .

Entonces, el parámetro t, de una geodésica γ(t), es proporcional a la longitud de arco.
Cuando c = 1, la geodésica γ se dice normalizada.

En términos de una carta local (U, (xi)) de M , para las coordenadas de γ(t) dadas lo-

calmente en U por γ(t) = (x1(t), · · · , xm(t)), t ∈ I, se tiene que γ′(t) =
∑m

i=1
dxi(t)
dt

∂
∂xi

∣∣
γ(t)

,

y por el sistema EDO (2.2.7) se deduce lo siguiente:

Lema 2.5.2. Una curva γ : I →M es una geodésica si y sólo si

d2xk

dt2
+
∑
i,j

dxi

dt

dxj

dt
Γ k
ij = 0, ∀ k = 1, · · · ,m, t ∈ I. (2.5.1)
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Notemos que lo anterior es un sistema de EDO de segundo orden (también llamado

ecuaciones locales de las geodésicas), luego definiendo las variables vk = dxk

dt
, obtenemos

el sistema: 
dxk

dt
= vk ,

dvk

dt
= −

∑
i,j

Γ k
ijv

ivj , ∀ k = 1, · · · ,m,
(2.5.2)

lo cual es un sistema de EDO de primer orden, entonces con las condiciones iniciales
γ(t0), γ′(t0), existe una única solución del sistema para cada t0 ∈ I. Aśı obtenemos el
siguiente teorema:

Teorema 2.5.3. Para cada punto p en la variedad riemanniana (M, g), v ∈ TpM y
t0 ∈ R, existe un intervalo abierto Iv ⊆ R con t0 ∈ Iv y una única geodésica γv : Iv →M
tal que γv(t0) = p, γ′v(t0) = v.

Observación. La unicidad de la geodésica del teorema anterior nos dice que: si α : I ′ →M
es una geodésica en (M, g) con t0 ∈ I ′ tal que γv(t0) = α(t0) y γ′v(t0) = α′(t0), entonces
γv = α en Iv ∩ I ′. Sin pérdida de generalidad, en lo que sigue supondremos Iv = (−δ, δ)
y t0 = 0.

Definición 2.5.4. Una variedad riemanniana M se dice completa (o más precisamente,
geodésicamente completa), si para todo vector tangente V ∈ TM , existe una geodésica
γ : R→M tal que γ′(0) = V ; i.e., toda geodésica está definida sobre toda la recta real.

Definición 2.5.5. Para cada p ∈ M y v ∈ TpM , a la única geodésica γv con el domi-
nio Iv maximal (i.e. no se puede extender), le denominamos la geodésica maximal con
condiciones iniciales γv(0) = p y γ′v(0) = v.

Definición 2.5.6. Para cada p ∈M , sea U(p) un subconjunto abierto de TpM dado por

U(p) = {v ∈ TpM | γv(1) está definida},
donde γv es la única geodésica maximal con condiciones iniciales γv(0) = p y γ′v(0) = v.
Entonces la función expp : U(p)→M dada por

expp(v) = γv(1) ,

se llama la aplicación exponencial en U(p).

Observación. Para cada p ∈M , se puede verificar que existe un entorno abierto Bε(o) del
origen o del espacio tangente TpM tal que la aplicación exponencial es un difeomorfismo
de Bε(o) sobre un entorno abierto U = expp(Bε(o)) de p en M (ver Do Carmo [4]). Luego
si escogemos una base ortonormal {Ei} de TpM y usando el isomorfismo uo : Rm → TpM ,
donde uo(x

1, · · · , xm) =
∑m

i=1 x
iEi, obtenemos un sistema de coordenadas local (U,ϕ)

dado por
ϕ := u−1

o ◦ (expp)
−1 : U → Rm.

Estas coordenadas son llamadas coordenadas normales en p.

Definición 2.5.7. Si la aplicación exponencial expp es un difeomorfismo de una vecindad
V del origen o ∈ TpM sobre un conjunto abierto U = expp(V ), entonces le llamamos a U

una vecindad normal de p. Si Bε(o) es tal que Bε(o) ⊂ V , decimos que Bε(p) = expp(Bε(o))
es la bola normal (o bola geodésica) con centro en p de radio ε; a la frontera de una bola
geodésica le decimos la esfera normal (o esfera geodésica) en p, denotada por Sε(p).
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Proposición 2.5.8. Sea p ∈ M un punto en la variedad riemanniana M , entonces
existen una vecindad U ⊂M de p y campos vectoriales E1, · · · , Em ∈ X(U), ortonormales
en cada punto de U tal que ∇EiEj = 0 en el punto p. Esta familia {Ei}mi=1 de campos
vectoriales se llama un marco geodésico (local) en p.

Demostración. Sean U = expp(Bε(o)) una vecindad normal de p suficientemente pequeña
y {ei} una base ortonormal de TpM . Para cualquier q ∈ U , sea γ la geodésica que une p
con q. Usando el transporte paralelo, definimos

Ei(q) = Pγ,p,q(ei), i = 1, · · · ,m.
Por la definición de transporte paralelo, tenemos que Ei ∈ X(U), para cada i = 1, · · · ,m;
y son ortonormales por ser el transporte paralelo un isomorfismo que preserva el producto
interior. Más aún, como γ es una geodésica, para todo v ∈ TpM , se tiene que∇vEj(p) = 0;
por lo tanto ∇Ei(p)Ej(p) = 0.

Ahora supongamos que M es una variedad riemanniana geodésicamente completa,
entonces por el teorema de Hopf-Rinow (cf. do Carmo [4]), cualesquiera dos puntos p, q ∈
M pueden unirse por una geodésica minimizante γ; es decir,

l(γ) = d(p, q) := ı́nf{ l(α) : α es una curva diferenciable a pedazos uniendo p y q}.
Sea SoM = {v ∈ TpM : ‖v‖ = 1} la esfera unitaria en TpM para o el origen de TpM , y
definimos

θ(v) = máx{ t > 0 : la geodésica γv|[0,t] es mimimizante}, ∀ v ∈ SoM.

Esto define una función θ : SoM → (0,∞], llamada la distancia de corte, la cual es
continua (cf. do Carmo [4], pág. 272). Sea

Co =
{
tv : v ∈ SoM, t ≤ θ(v)

}
.

Esto es un subconjunto cerrado de TpM , y su frontera C̃o = {θ(v)v : v ∈ SoM} (a veces

también denotada por cutp = expp(C̃o) ⊂ M) se llama el conjunto de corte del punto
p (i.e., el lugar geométrico de puntos de corte de p a lo largo de γv). Se sigue de esta
definición que

Bε(p) = expp(Bε(o)) = expp
(
Bε(o) ∩ Co

)
, ∀ ε > 0. (2.5.3)

En efecto, si escogemos x ∈ Bε(p), entonces existe una geodésica minimizante γv uniendo
p con x; la longitud de γv tiene que ser menor o igual que θ(v), por tanto v ∈ Co. En
consecuencia, tenemos el siguiente resultado (cf. [11], Teorema 3.4.1).

Teorema 2.5.9. (a) La aplicación exponencial expp : Co \ C̃o → expp(Co \ C̃o) es un
difeomorfismo.

(b) El conjunto de corte cutp es un subconjunto cerrado de medida cero.

(c) Si x ∈ cuty, entonces y ∈ cutx.

(d) cutp y Ep = expp(Co \ C̃o) son disjuntos y M = cutp ∪ Ep.

Ahora introducimos la definición del campo de Jacobi a lo largo de una geodésica y
veremos un resultado que será útil más adelante.

Definición 2.5.10. Sea γ : I = [0, l] → M una geodésica en la variedad riemanniana
(M, g). Un campo vectorial J a lo largo de γ se llama campo de Jacobi a lo largo de γ si
satisface la ecuación de Jacobi ; es decir,

D2J

dt2
(t) +R

(
γ′(t), J(t)

)
γ′(t) = 0 , ∀ t ∈ I . (2.5.4)
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Observación. Se puede comprobar mediante expresiones locales que un campo de Jacobi
está determinado totalmente por sus condiciones iniciales J(0) y DJ

dt
(0) (ver Do Carmo

[4]). Y por ser γ una geodésica en M , se verifica que tγ′(t) es un campo de Jacobi a lo
largo de γ. Otro ejemplo de campo de Jacobi es el siguiente en una variedad de curvatura
seccional constante.

Ejemplo 2.5.11. Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional constante
κ0, y sea γ : [0, l]→M una geodésica normalizada en M , tomamos J ∈ X(M) un campo
de Jacobi a lo largo de γ y normal a γ′. Por la hipótesis que ‖γ′‖ = 1 y el Lema 2.4.4,
dado T ∈ X(M) un campo arbitrario a lo largo de γ, tenemos〈

R(γ′, J)γ′, T
〉

= κ0

{
〈γ′, γ′〉〈J, T 〉 − 〈J, γ′〉〈γ′, T 〉

}
= κ0〈J, T 〉 .

Entonces, siendo T arbitrario, tenemos que R(γ′, J)γ′ = κ0J . Y como consecuencia, la
ecuación de Jacobi para variedades de curvatura seccional constante tiene la forma

D2J

dt2
+ κ0J = 0. (2.5.5)

4

Proposición 2.5.12. Sean γ : [0, l]→M una geodésica en M tal que γ(0) = p y γ′(0) =
v, y J un campo de Jacobi a lo largo de γ con J(0) = 0 y DJ

dt
(0) = w. Consideremos

w como un elemento de Tlv(TpM), construyamos una curva v(s) en TpM con v(0) = lv,

v′(0) = w. Sea f(t, s) = expp
(
t
l
v(s)

)
y definamos un campo de Jacobi J̃ dado por J̃(t) =

∂f
∂s

(t, 0). Entonces J̃ = J en [0, l].

Demostración. Es sencillo probar que J̃ define un campo de Jacobi a lo largo de γ y
además J̃(0) = 0. Notemos también que, por la definición de diferencial, se tiene

∂f

∂s
(t, 0) =

∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

expp
(
tv(s)

)
= d(expp)tv(tw).

Aśı, para s = 0, tenemos
D

dt

∂f

∂s
=
D

∂t

(
d(expp)tv(tw)

)
=
D

∂t

(
td(expp)tv(w)

)
= d(expp)tv(w) + t

D

∂t

(
d(expp)tv(w)

)
.

Por lo tanto, para t = 0, se tiene

DJ̃

dt
(0) =

D

∂t

∂f

∂s
(0, 0) = d(expp)0(w) = w.

Es decir, tenemos J y J̃ dos campos a lo largo de γ con J(0) = J̃ = 0 y DJ
dt

(0) = DJ̃
dt

(0) =

w. De la unicidad de campos de Jacobi concluimos que J = J̃ .

2.6. Operador de Laplace-Beltrami

En lo sucesivo, supondremos que (M, g) es una variedad riemanniana de dimensión
m con la conexión de Levi-Civita ∇. En esta sección veremos algunos operadores dife-
renciales importantes en la variedad riemanniana; en particular, un operador diferencial
eĺıptico de segundo orden, llamado el operador de Laplace-Beltrami, que juega un papel
importante en la definición del movimiento browniano en una variedad riemanniana. Al
igual que el operador de Laplace en el espacio euclidiano, el operador de Laplace-Beltrami
se define como la divergencia del gradiente; aśı que primero definimos el gradiente y la
divergencia en M .
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Definición 2.6.1. Sea f ∈ C∞(M), para cada p ∈ M , se define el gradiente de f en p
como el único vector de TpM denotado por (grad f)p tal que〈

(grad f)p, v
〉
p

= dfp(v) = v(f) , ∀ v ∈ TpM. (2.6.1)

O equivalentemente,
〈
grad f,X

〉
= X(f), ∀X ∈ X(M).

Dado (U, (xi)) un sistema de coordenadas local alrededor del punto p ∈ M , tenemos
por la definición que para cada j = 1, · · · ,m,

∂

∂xj
(f) =

〈
(grad f)p,

∂

∂xj

〉
p

=

〈
m∑
i=1

(grad f)ip
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
p

=
m∑
i=1

(grad f)ip gij ,

donde (grad f)ip son los componentes de (grad f)p en la base
{

∂
∂xi

}
de TpM .

Multiplicando por gjk ambos lados de la igualdad anterior y sumando sobre j, se tiene
m∑
j=1

∂f

∂xj
gjk =

m∑
i=1

(grad f)ip

(
m∑
j=1

gij g
jk

)
=

m∑
i=1

(grad f)ip δ
k
i = (grad f)kp.

Luego, obtenemos la expresión local de (grad f)p dada por

(grad f)p =
∑
i,j

∂f

∂xj
gji

∂

∂xi
. (2.6.2)

Además, de (2.6.2) concluimos que (grad f) ∈ X(M).

Definición 2.6.2. Sea Y ∈ X(M), la divergencia de Y es la aplicación div Y : M → R
dada por

(div Y )p = tr

(
TpM −→ TpM
vp 7−→ ∇vpY

)
,

donde tr denota la traza del endomorfismo vp 7→ ∇vpY de TpM para cada p ∈M .

En términos locales, dado (U, (xi)) una carta local en M , usando las notaciones de la
Definición 2.2.5 y por (2.2.4), se tiene

tr(∇Y ) =
m∑
i=1

〈
∇XiY,

∂

∂xi

〉
=

m∑
i=1

∇XiY (xi) =
m∑

i,j=1

(
Y j

m∑
k=1

Γ k
ijXk +Xi(Y

j)Xj

)
(xi)

=
m∑
i=1

(
m∑
j=1

Y j Γ i
ij + Xi(Y

i)

)
=

m∑
i=1

∂Y i

∂xi
+

m∑
i=1

Y i

m∑
j=1

Γ j
ji . (2.6.3)

Escribiendo los śımbolos Γ j
ji por la expresión (2.3.4), se tiene

Γ j
ji =

1

2

∑
k

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gik −

∂

∂xk
gji

}
gkj =

1

2

∑
k

∂(gjk)

∂xi
gkj, (2.6.4)

donde se cancelan el segundo y el tercer sumando anterior por ser la matriz (gkj) simétrica,
aśı también es simétrica su inversa (gkj).
Por otro lado, sean g = (gij) y G = det(g), tenemos que

∂G

∂xi
= G · tr

(
g−1 · ∂g

∂xi

)
= G ·

∑
j,k

∂gjk
∂xi

gkj, (2.6.5)

entonces
∑

j Γ
j
ji = 1

2G
∂G
∂xi

= 1√
G
∂
√
G

∂xi
, sustituyendo en (2.6.3), obtenemos

(div Y )|U =
1√
G

m∑
i=1

∂

∂xi
(Y i
√
G). (2.6.6)
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Definición 2.6.3. El laplaciano de f en M está definido como el operador diferencial de
segundo orden ∆M : C∞(M)→ C∞(M) dado por

∆M f ≡ div(grad f), f ∈ C∞(M).

También llamado el operador de Laplace-Beltrami.
En un sistema local de coordenadas (U, (xi)), (2.6.2) y (2.6.6) muestran que

∆M f =
1√
G

∑
i,j

∂

∂xj

(√
Ggij

∂f

∂xi

)
. (2.6.7)

Definición 2.6.4. Para cada f ∈ C∞(M) y p ∈M , el hessiano de f en p es la aplicación
lineal (Hess f)p ≡ ∇(df)p : TpM × TpM → R definida por

(Hess f)p(v, w) =
〈
∇v(grad f), w

〉
p
, v, w ∈ TpM.

Notemos que (Hess f)p ∈ T ∗p M⊗T ∗p M , entonces Hess f : M → T ∗M⊗T ∗M es una forma

bilineal, y para X, Y ∈ X(M) se tiene que (Hess f)(X, Y ) =
〈
∇X(grad f), Y

〉
.

Observación. Para X, Y ∈ X(M) y f ∈ C∞(M), por la definición de (grad f) y la com-
patibilidad de ∇ con la métrica, tenemos que

X Y (f) = X
〈
grad f, Y

〉
=
〈
∇X(grad f), Y

〉
+
〈
grad f,∇XY

〉
= (Hess f)(X, Y ) + ∇XY (f) ,

por tanto
(Hess f)(X, Y ) = X Y (f) − ∇XY (f) . (2.6.8)

Y por ser ∇ libre de torsión, se sigue que

(Hess f)(X, Y )− (Hess f)(Y,X) = [X, Y ](f) − (∇XY − ∇YX)(f) = 0 .

Es decir, Hess f es una forma bilineal simétrica.

Observación. Si (U, (xi)) es un sistema de coordenadas local en M , podemos considerar
las funciones (xi) globalmente definidas. Aśı cada xi tiene hessiano; por (2.6.8) y la
caracterización de la conexión de Levi-Civita por los śımbolos de Christoffel, la forma
bilineal Hess xi se puede escribir en la forma única:

Hess xi =
∑
j,k

−Γ i
jk dx

j ⊗ dxk. (2.6.9)

En general, para f ∈ C∞(M), se tiene que

Hess f =
∑
i,j

(
∂2f

∂xi∂xj
−
∑
k

Γ k
ij

∂f

∂xk

)
dxi ⊗ dxj. (2.6.10)

Observación. Sean X, Y ∈ X(M) campos vectoriales, f : M → Rp y φ : Rp → R funciones
diferenciables, entonces φ ◦ f ∈ C∞(M); por (2.6.8) y la regla de la cadena para campos
vectoriales, se tiene

Hess (φ ◦ f)(X, Y ) = XY (φ ◦ f)−∇XY (φ ◦ f)

=

p∑
i=1

[
X

(
∂

∂xi
(φ ◦ f)Y (f i)

)
− ∂

∂xi
(φ ◦ f)∇XY (f i)

]
=
∑
i,j

∂(φ ◦ f)

∂xi∂xj
X(f j)Y (f i) +

∑
i=1

∂

∂xi
(φ ◦ f)

(
XY (f i)−∇XY (f i)

)
=
∑
i,j

∂(φ ◦ f)

∂xi∂xj
df i ⊗ df j(X, Y ) +

∑
i=1

∂

∂xi
(φ ◦ f) Hess f i(X, Y ).
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Ahora, dados cualesquiera dos vectores v, w ∈ TpM tal que X(p) = v y Y (p) = w, se
cumple lo anterior y por lo tanto,

Hess (φ ◦ f) =
∑
i

∂

∂xi
(φ ◦ f) Hess f i +

∑
i,j

∂

∂xi∂xj
(φ ◦ f) df i ⊗ df j. (2.6.11)

Proposición 2.6.5. Sea {Ei}mi=1 un marco en X(U) con U una vecindad de p ∈ M tal
que {Ei(p)}mi=1 es una base ortonormal de TpM . Entonces

∆M f = tr(Hess f) =
m∑
i=1

(Hess f)(Ei, Ei) . (2.6.12)

Demostración. En la base ortonormal {Ei(p)} de TpM , se tiene por la definición de
laplaciano y de divergencia que

∆M f =
m∑
i=1

〈
∇Ei(grad f), Ei

〉
p

=
m∑
i=1

(Hess f)(Ei, Ei) = tr(Hess f).

Y por (2.6.8), equivalentemente se tiene que

∆M f =
m∑
i=1

EiEi(f) − ∇EiEi(f). (2.6.13)

En consecuencia, de la definición ∆M f = tr(Hess f) y la expresión (2.6.10), también
tenemos la siguiente expresión local de ∆M f :

∆M f =
∑
i,j

gij

(
∂2f

∂xi∂xj
−
∑
k

Γ k
ij

∂f

∂xk

)
. (2.6.14)

Otra consecuencia de la proposición anterior es el siguiente resultado considerando M
como una subvariedad cerrada de Rn.

Teorema 2.6.6. Supongamos que M es una subvariedad de Rn con la métrica inducida.
Sean {eα}nα=1 una base canónica ortonormal de Rn y P (x) : Rn → TxM la proyección
ortogonal para cada x ∈ M tal que Pα(x) es la proyección ortogonal de eα en TxM . Aśı,
Pα : M → TM es un campo vectorial en M y tenemos que ∆M =

∑n
α=1 P

2
α.

Demostración. Claramente, Pα es un campo vectorial en M .
Sea x ∈ M , y consideremos {Ei}mi=1 un marco geodésico local en x; por la Proposición
2.5.8 y (2.6.13), tenemos que

∆M f =
m∑
i=1

EiEi(f). (2.6.15)

Además, tenemos que Pα =
∑m

i=1

〈
eα, Ei

〉
Ei en cada punto x ∈M , que es independiente

de la base {eα} y el marco geodésico {Ei} en el punto x, aśı
n∑

α=1

P 2
α(f) =

n∑
α=1

Pα
(
Pα(f)

)
=

n∑
α=1

Pα

(
m∑
i=1

〈
eα, Ei

〉
Ei

)
(f)

=
n∑

α=1

m∑
j=1

〈
eα, Ej

〉
Ej

(
m∑
i=1

〈
eα, Ei

〉
Ei(f)

)

=
n∑

α=1

m∑
j=1

〈
eα, Ej

〉{ m∑
i=1

(
Ej
〈
eα, Ei

〉
Ei(f) +

〈
eα, Ei

〉
Ej
(
Ei(f)

))}
,
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esta última igualdad es por la regla de Leibnitz, y notemos que para ∇ la conexión de
Levi-Civita,

Ej
〈
eα, Ei

〉
=
〈
∇Ejeα, Ei

〉
+
〈
eα,∇EjEi

〉
;

como eα es paralelo y {Ei} es un marco geodésico en x, Ej
〈
eα, Ei

〉
= 0 en el punto x.

Entonces, tenemos que
n∑

α=1

P 2
α(f) =

n∑
α=1

m∑
i,j=1

〈
eα, Ej

〉〈
eα, Ei

〉
Ej
(
Ei(f)

)
=

m∑
i,j=1

〈
n∑

α=1

〈eα, Ej〉eα, Ei

〉
Ej
(
Ei(f)

)
=

m∑
i,j=1

〈
Ej, Ei

〉
Ej
(
Ei(f)

)
=

m∑
i,j=1

δijEj
(
Ei(f)

)
=

m∑
i=1

Ei
(
Ei(f)

)
= ∆M f.

Ejemplo 2.6.7. Supongamos que M = Rn con la métrica riemanniana estándar g0, i.e.
gij = δji . Entonces para f función diferenciable en Rn y Y =

∑n
i=1 Y

i ∂
∂xi
∈ X(M) las

siguientes fórmulas estándares son fáciles de verificar:

grad f =
n∑
i=1

∂f

∂xi
· ∂
∂xi

, div Y =
n∑
i=1

∂Y i

∂xi
,

(Hess f)ij =
∂2f

∂xi∂xj
, ∆f =

n∑
i=1

∂2f

(∂xi)2
. 4



Caṕıtulo 3

Extensión de conceptos estocásticos
a variedades

3.1. Procesos de difusión en variedades

En el caṕıtulo uno vimos que los conceptos de semimartingalas y de ecuaciones di-
ferenciales estocásticas en un espacio euclidiano Rn son invariantes bajo difeomorfismos,
aśı que en esta sección veremos que estos conceptos pueden extenderse a una variedad
diferenciable M .

Sean (Ω,F ,P, (Ft)t≥0) un espacio de probabilidad filtrado, M una variedad diferen-

ciable de dimensión m, y consideremos el espacio Ŵ (M) de trayectorias en M dado por
la Definición 1.4.4. Además, sea i : M → Rn un encaje que existe por el Teorema (2.1.8)
de inmersión de Whitney, identificamos a la variedad M con la imagen i(M) en Rn de
manera que sea una subvariedad cerrada de Rn.

Definición 3.1.1. Sea τ un (Ft)-tiempo de paro. Un proceso estocástico X : [0, τ)×Ω→
M continuo y (Ft)-adaptado con valores en M (i.e., una variable aleatoria X : Ω →
Ŵ (M) definida en [0, τ)) se llama una semimartingala con valores en M (o semimartin-
gala en M) si para cada función f ∈ C∞(M), el proceso f ◦ X es una semimartingala
con valores reales en [0, τ).

Observación. 1) Cuando M ≡ Rm, la definición anterior coincide con la usual de semi-
martingalas por la fórmula de Itô.

2) Si φ : M → N es una función diferenciable entre las variedades M y N , y X es
una semimartingala en M , entonces φ ◦X es una semimartingala con valores en N .

Definición 3.1.2. Sean Vα ∈ X(M), α = 1, · · · , l campos vectoriales diferenciables en
M , Z una (Ft)-semimartingala continua con valores en Rl y X0 ∈ F0 una variable
aleatoria con valores en M . Una ecuación diferencial estocástica (de Stratonovich) en M
está definida por

Xt = X0 +
∑

α

∫ t

0

Vα(Xs) ◦ dZα
s , (3.1.1)

donde la integral es en el sentido de Stratonovich.

Observación. Si M ≡ Rm en la definición anterior, por (1.3.9) y la fórmula de Itô, obte-
nemos la formulación equivalente de Itô de la ecuación (3.1.1):

Xt = X0 +
l∑

α=1

∫ t

0

Vα(Xs) dZ
α
s +

1

2

∑
α,β

∫ t

0

∇VβVα(Xs) d
[
Zα, Zβ

]
s
, (3.1.2)
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donde ∇VβVα es la derivada de Vα lo largo de Vβ. Y como consecuencia de la fórmula de
Itô (1.3.20), tenemos la siguiente definición.

Definición 3.1.3. Una semimartingala X con valores en M definida hasta un tiempo de
paro τ es una solución de la ecuación diferencial estocástica (3.1.1) hasta τ si para todo
f ∈ C∞(M), se tiene

f(Xt) = f(X0) +
∑

α

∫ t

0

Vα(f)(Xs) ◦ dZα
s , 0 ≤ t < τ. (3.1.3)

Observación. Si M es una subvariedad cerrada de Rn, un punto x ∈M tiene las coordena-
das (x1, · · · , xn) como un punto en Rn. Sean f i(x) = xi las funciones coordenadas en M ,
un proceso X con valores en M es una semimartingala si y sólo si para cada i = 1, · · · , n,
X i = f i(X) es una semimartingala con valores reales (i.e., X es una semimartingala con
valores en Rn). Más aún, estas n funciones coordenadas sirven para la comprobación de
la fórmula de Itô en M dada por (3.1.3) (cf. Hsu [11], Proposición 1.2.7).

Para la ecuación diferencial estocástica (EDE) (3.1.1) y M una subvariedad cerrada
de Rn, se tiene que cada campo vectorial Vα es la restricción a M de un campo vectorial
diferenciable Ṽα en Rn. La EDE en Rn correspondiente a los campos vectoriales Ṽα está
dada por

Xt = X0 +
∑

α

∫ t

0

Ṽα(Xs) ◦ dZα
s . (3.1.4)

Por la relación (3.1.2) y el Teorema 1.4.6 de existencia y unicidad de soluciones, se tiene
que existe una solución única a la ecuación (3.1.4) hasta su tiempo de explosión e(X).

Ahora si X es una solución a la EDE (3.1.4) que empieza en M , i.e., con valor inicial

X0 ∈ M , como los campos vectoriales Ṽα son tangentes a M en M , entonces X nunca
sale de M , es decir, Xt ∈ M para todo 0 ≤ t < e(X) (ver Hsu [11], Proposición 1.2.8).
Por lo tanto, e(X) también es el tiempo de explosión de X como una semimartingala en
M .

En consecuencia, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.4. Existe una solución única de la EDE (3.1.1) en la variedad M hasta su
tiempo de explosión.

Ahora la definición de un proceso de L-difusión en M es análoga a la Definición 1.5.5
para L un operador en M y de manera análoga a la construcción de un proceso de difu-
sión en Rn; dados V0, V1, · · · , Vl ∈ X(M), consideremos la siguiente ecuación diferencial
estocástica en M :

dXt =
l∑

α=1

Vα(Xt) ◦ dBα
t + V0(Xt) dt, (3.1.5)

donde Bt = (B1
t , · · · , Bl

t) es un movimiento browniano de dimensión l con B0 = 0.

Teorema 3.1.5. Sea Px una distribución de probabilidad en Ŵ (M) de la solución X =
(Xt)0≤t<e de la EDE (3.1.5) con valor inicial X0 = x ∈ M . Entonces {Px}x∈M es una
difusión generada por el operador diferencial de segundo orden en M dado por

Lf =
1

2

l∑
α=1

Vα
(
Vα(f)

)
+ V0(f), f ∈ C∞K (M). (3.1.6)
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Demostración. Como para cada f ∈ C∞K (M), se tiene que por (3.1.3) y (1.3.9),

df(Xt) =
∑

α
Vα(f)(Xt) ◦ dBα

t + V0(f)(Xt) dt

=
∑

α
Vα(f)(Xt) dB

α
t +

1

2

∑
α
d
(
Vα(f)

)
(Xt) · dBα

t + V0(f)(Xt) dt.

Además,

d
(
Vα(f)

)
(Xt) =

∑
β
Vβ
(
Vα(f)

)
(Xt) ◦ dBβ

t + V0

(
Vα(f)

)
(Xt) dt,

entonces, tenemos por el Lema 1.2.5 que

d
(
Vα(f)

)
(Xt) · dBα

t = Vα
(
Vα(f)

)
(Xt) dt.

Por lo tanto,

df(Xt) =
l∑

α=1

Vα(f)(Xt) dB
α
t + Lf(Xt) dt, (3.1.7)

donde Lf está definida por (3.1.6). Como podemos extender cada campo vectorial

Vα a uno Ṽα de Rn, y extender f a una función diferenciable f̃ en Rn, tenemos que∑
α Vα(f)(Xt) dB

α
t es una martingala. La propiedad markoviana fuerte de {Px} se sigue

de la unicidad de soluciones de la EDE que se demuestra de manera análoga al Teorema
1.5.6.

Observación. Por argumentos similares a los de la Sección 1.3, podemos deducir la uni-
cidad de una L-difusión {Px}x∈M en Ŵ (M) a partir de la unicidad de la solución de la
EDE (3.1.5).

Sea (U, (xi)) un sistema de coordenadas local en M , entonces el operador diferencial
L en M tiene una expresión local de la siguiente forma:

L =
1

2

m∑
i,j=1

aij
∂

∂xi
∂

∂xj
+

m∑
i=1

bi
∂

∂xi
, (3.1.8)

donde las funciones a = (aij) : U → S +
m y b = (bi) : U → Rm son diferenciables.

Cuando M es una subvariedad cerrada de Rn, L puede extenderse a un operador L̃ del
mismo tipo en Rn, por el Teorema 1.5.7, se tiene la existencia y unicidad de la L̃-difusión
en Rn, y por lo tanto la de L-difusión en M .

En efecto, sean y = {y1, · · · , yn} denota las coordenadas de Rn y {fα} las funciones
coordenadas en M , entonces fα ∈ C∞(M) para todo α = 1, · · · , n. Para cada f, g ∈
C∞(M), definimos Γ (f, g) = L(fg)− f L(g)− g L(f).
Entonces, en expresión local se tiene

Γ (f, g) =
∑

i,j
aij

∂f

∂xi
∂g

∂xj
.

Y se puede verificar que la matriz {Γ (fα, fβ)} es simétrica y definida positiva. Aśı, sean
ãαβ = Γ (fα, fβ) y b̃α = L(fα); estas son funciones diferenciables en M , y podemos
extenderlas a ã y b̃ funciones diferenciables en Rn que toman valores en S +

n y Rn respec-
tivamente. Por lo tanto, tenemos la extensión de L al espacio ambiente Rn, el operador

L̃ =
1

2

n∑
α,β=1

ãαβ
∂2

∂yα∂yβ
+

n∑
α=1

b̃α
∂

∂yα
.

Notemos que para cualquier f̃ ∈ C∞(Rn), extensión de f ∈ C∞(M) de M a Rn, entonces
f(x) = f̃(f 1(x), · · · , fn(x))) para x ∈M . Aśı tenemos que L̃(f̃) = L(f) en M calculando
L(f) usando (3.1.8) y por la regla de la cadena.
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3.2. Integrales de ĺınea estocásticas

Hemos visto en el caṕıtulo uno que la variación cuadrática juega un papel importante
en los cálculos estocásticos, aśı vamos a definir algo similar para semimartingalas con
valores en una variedad diferenciable.

Primero, notemos que de la sección anterior, la fórmula de Itô (3.1.3) muestra que
la diferencial estocástica de Stratonovich se transforma bajo un cambio de coordenadas
como un vector tangente. Como consecuencia, si M es una subvariedad cerrada de Rn,
se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.2.1. Supongamos que M es una subvariedad cerrada de Rn y que P (x) : Rn →
TxM es una proyección ortogonal para cada x ∈ M . Si X es una semimartingala con
valores en M , entonces

Xt = X0 +

∫ t

0

P (Xs) ◦ dXs. (3.2.1)

Demostración. Consideremos {eα}nα=1 una base canónica de Rn y definamos

Pα(x) = P (x)(eα), Qα(x) = eα − P (x)(eα);

es decir, Pα(x) es tangente a M , Qα(x) es normal a M , y Pα(x) +Qα(x) = eα. Además,
sabemos que Pα es un campo vectorial en M . Sea

Yt = X0 +
∑n

α=1

∫ t

0

Pα(Xs) ◦ dXα
s . (3.2.2)

donde Xα es la α-ésima coordenada de X como una semimartingala en Rn.
Ahora sea dRn(x,M) la distancia euclidiana entre x ∈ Rn y M con ∞ /∈ M . Siendo

que M es cerrada, la función f(x) = dRn(x,M)2 es diferenciable en una vecindad de M ,
por molificación, podemos suponer f ∈ C∞(Rn) tal que f es no negativa y f(x) = 0 si y
sólo si x ∈M . Luego, por la fórmula de Itô (3.1.3), se tiene

f(Yt) = f(X0) +
∑n

α=1

∫ t

0

Pα(f)(Xs) ◦ dXα
s . (3.2.3)

Como para cada x ∈ M , Pα(x) ∈ TxM y Pα(f)(x) = 0; entonces Pα(f)(Xs) = 0 y
f(Yt) = 0, por lo tanto, Yt ∈M .

Definimos la función h : Rn → M ⊂ Rn tal que h(x) ∈ M es el punto más cercano
a x. Como M es cerrada, h está bien definida y diferenciable en una vecindad de M .
Notemos que para cada segmento perpendicular a M , h es una constante, y se tiene que
Qα h(x) = 0 para x ∈M por Qα es normal a M . En consecuencia, considerando eα como
un campo vectorial en Rn, tenemos

Pα(h)(x) = Pα(h)(x) +Qα(h)(x) = eαh(x), x ∈M.

Por lo tanto, obtenemos

Yt = h(Yt) = X0 +
∑n

α=1

∫ t

0

Pα(h)(Xs) ◦ dXα
s

= X0 +
∑n

α=1

∫ t

0

eαh(Xs) ◦ dXα
s = h(Xt) = Xt.

Con el resultado anterior, se deduce las definiciones de las integrales de Stratonovich
y cuadrática, que son integrales de ĺınea a lo largo de una semimartingala X con valores
en M . Antes de la definición, consideremos las siguientes notaciones:

Sea α : M → T ∗M una 1-forma en M , definimos α̃ : M → Rn∗ dada por

α̃(x)(v) ≡ α(x)
(
P (x)v

)
, para todo x ∈M, v ∈ Rn, (3.2.4)
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donde P (x) : Rn → TxM es la proyección ortogonal; y para ρ : M → T ∗M ⊗ T ∗M una
forma bilineal en M , sea ρ̃ : M → Rn∗ ⊗ Rn∗ definida por

ρ̃(x)(v, w) = ρ(x)
(
P (x)v, P (x)w

)
, para todo x ∈M, v, w ∈ Rn. (3.2.5)

Definición 3.2.2. Sean M una subvariedad cerrada de Rn, X una semimartingala con
valores en M , α una 1-forma en M y ρ una forma bilineal en M . Entonces la integral de
Stratonovich de α lo largo de X está dada por∫

α(◦ dX) ≡
∫
α̃(X) ◦ dX, (3.2.6)

y la integral de Itô está dada por∫
α(dX) ≡

∫
α̃(X) dX, (3.2.7)

donde las integrales estocásticas del lado derecho de las dos ecuaciones anteriores son
en el sentido de Stratonovich y de Itô respectivamente. También definimos la integral
cuadrática de ρ lo largo de X (o ρ-variación cuadrática de X) por∫

ρ(dX, dX) ≡
∫
ρ̃(X)(dX, dX). (3.2.8)

Observación. Por la definición y la notación (3.2.4), dada {ei}ni=1 una base ortonormal de
Rn, tenemos la siguiente expresión de la integral de Stratonovich:∫

α(◦ dX) ≡
∫
α(X)

(
P (X) ◦ dX

)
≡

n∑
i=1

∫
α̃(X)(ei) ◦ dX i. (3.2.9)

También, por la notación (3.2.5), como la forma bilineal tiene la expresión (2.1.12), iden-
tificando a la base {ei}ni=1 de Rn como una base de TxM , obtenemos la siguiente expresión
de la integral cuadrática:∫

ρ(dX, dX) ≡
∫
ρ(X)

(
P (X)dX, P (X)dX

)
≡

n∑
i,j=1

∫
ρ̃(X)(ei, ej) d

[
X i, Xj

]
, (3.2.10)

donde X i es la i-ésima coordenada de X como una semimartingala en Rn, y
[
X i, Xj

]
es

la variación cuadrática de X i y Xj.

Observación. Es claro por la ecuación (3.2.10) que la ρ-variación cuadrática
∫
ρ(dX, dX)

es un proceso continuo con variación finita en compactos, y su valor en el tiempo t está
denotado por

∫ t
0
ρ(dXs, dXs).

Observación. Las definiciones anteriores pueden ser generalizadas como sigue: Suponga-
mos ahora que α = (αs)s≥0 es una semimartingala con valores en T ∗M sobreX = (Xs)s≥0,
una semimartingala en M , es decir, αs ∈ T ∗XsM para todo s ≥ 0. Si definimos ahora que

α̃s(v) ≡ αs
(
P (Xs)(v)

)
,

entonces tenemos que ∫ t

0

αs(◦ dXs) ≡
∫ t

0

α̃s ◦ dXs, (3.2.11)

y

∫ t

0

αs(dXs) ≡
∫ t

0

α̃s dXs. (3.2.12)

Similarmente, si ρ = (ρt)t≥0 es un proceso predecible en T ∗M ⊗ T ∗M sobre X, i.e.,
ρs ∈ T ∗XsM ⊗ T

∗
Xs
M para todo s, sea∫ t

0

ρs(dXs, dXs) =

∫ t

0

ρ̃s(dX, dX), (3.2.13)
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donde

ρ̃s(v, w) ≡ ρs
(
P (Xs)v, P (Xs)w

)
,

y ρ̃(dX, dX) =
n∑

i,j=1

ρ̃(ei, ej) d
[
X i, Xj

]
como en la ecuación (3.2.10).

Las aproximaciones discretas (en el sentido de convergencia en probabilidad) a las
integrales en la variedad M , se obtienen de manera similar a las aproximaciones discretas
a las integrales en un espacio euclidiano que vimos en la Sección 1.3. Más detalles pueden
consultarse en Emery [6].

Lema 3.2.3. Sea X una semimartingala con valores en M , entonces para todo f, g, h ∈
C∞(M), se tiene que∫ (

f dh⊗ dg
)

(dX, dX) =

∫
(f ◦X) d

[
h ◦X, g ◦X

]
. (3.2.14)

Demostración. Sea {ei}ni=1 una base ortonormal en Rn, por el Lema 3.2.1, y la expresión
(3.2.3) aplicada a las funciones coordenadas {f i}, tenemos que

X i
t = X i

0 +
∑n

k=1

∫ t

0

Pk
(
f i
)
(Xs) dX

k
s + V.A.,

donde V.A. representa un proceso de variación acotada. Entonces,

d
[
X i, Xj

]
t

=
∑
k,l

(
Pk(f

i)(Xt)
)(
Pl(f

j)(Xt)
)
d
[
Xk, X l

]
t
. (3.2.15)

Ahora sean H y G funciones diferenciables en Rn tales que h = H|M y g = G|M . Por la
fórmula de Itô en Rn y la ecuación (3.2.15), se tiene

d
[
h(X), g(X)

]
t

=
∑
i,j

[(
H ′(X)ei

)
dX i,

(
G′(X)ej

)
dXj

]
t

=
∑
i,j,k,l

(
H ′(Xt)ei

) (
G′(Xt)ej

) (
Pk(f

i)(Xt)
) (
Pl(f

j)(Xt)
)
d
[
Xk, X l

]
t

donde H ′(Xs)ei y G′(Xs)ei son las derivadas direccionales de H y G en la dirección de ei
respectivamente, y como f i es la función coordenada i-ésima, entonces

d
[
h(X), g(X)

]
t

=
∑
k,l

(
H ′(Xt)Pk(Xt)

) (
G′(Xt)Pl(Xt)

)
d
[
Xk, X l

]
t
. (3.2.16)

Sea ρ = f dh⊗ dg, entonces

ρ̃(x) = f(x) ·
(
H ′(x)P (x)

)
⊗
(
G′(x)P (x)

)
,

se sigue de la ecuación (3.2.10) y las dos ecuaciones anteriores que∫ t

0

f(Xs) d
[
h(X), g(X)

]
s

=

∫ t

0

∑
k,l

f(Xs)
(
H ′(Xs)Pk(Xs)

) (
G′(Xs)Pl(Xs)

)
d
[
Xk, X l

]
s

=

∫ t

0

∑
k,l

ρ̃(Xs)(ek, el) d
[
Xk, X l

]
s

=

∫ t

0

(f dh⊗ dg)(dXs, dXs).

Observación. Por el Lema 2.1.17, cualquier forma bilineal ρ en M puede escribirse como
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la suma finita
∑

i,j ρijdh
i ⊗ dhj, entonces el lema anterior muestra que la ρ-variación

cuadrática está definida intŕınsecamente independiente de la inmersión.

Proposición 3.2.4. Sean X una semimartingala con valores en M y ρ : M → T ∗M ⊗
T ∗M una forma bilineal, entonces la ρ-variación cuadrática

∫
ρ(dX, dX) tiene las si-

guientes propiedades:
(a) El proceso

∫
ρ(dX, dX) sólo depende de la parte simétrica de ρ; si ρ es antisimétrica,

entonces
∫
ρ(dX, dX) = 0.

(b) Sea (U, (xi)) una carta local en M , si X toma sus valores sobre U en un intervalo
aleatorio (S, T ) y ρ tiene representación local dada por

∑
i,j ρij dx

i⊗ dxj, entonces,

en el intervalo (S, T ), se tiene que ρ(dX, dX) =
∑

i,j ρij(X) d
[
X i, Xj

]
.

Demostración. (a) Notemos que la parte simétrica de ρ está definida por ρsim(V,W ) =
1
2

(
ρ(V,W ) + ρ(W,V )

)
, entonces para f, g, h ∈ C∞(M), (f dh ⊗ dg)sim = f(dg ⊗ dh),

y como
[
h ◦X, g ◦X

]
=
[
g ◦X, h ◦X

]
, el lema y la observación anterior nos dice que∫

ρ(dX, dX) =
∫
ρsim(dX, dX).

(b) Sean K un conjunto compacto en U y φ ∈ C∞(M) una función diferenciable con
soporte sop(φ) compacto en U e igual a 1 en K. Denotamos por yi ∈ C∞(M) tal que
yi = xi|sop(φ), aśı tenemos que φρ =

∑
i,j φρij dy

i ⊗ dyj; por lo tanto, en (S, T ), se tiene

(φρ)(dX, dX) =
∑
i,j

(φ ◦X)(ρij ◦X) d
[
yi ◦X, yj ◦X

]
=
∑
i,j

(φ ◦X)(ρij ◦X) d
[
X i, Xj

]
.

En consecuencia, ρ(dX, dX) =
∑

i,j ρij(X) d
[
X i, Xj

]
en el conjunto boreliano (S, T ) ∩

{X ∈ K}; y como K es arbitrario, entonces se vale la igualdad en todo (S, T ).

3.3. Martingalas en una variedad riemanniana

Al igual que las semimartingalas y las ecuaciones diferenciales estocásticas, las mar-
tingalas (locales) también se pueden extender de un espacio euclidiano a una variedad
diferenciable dotada de una conexión af́ın ∇ (cf. Emery [6]). En esta sección sólo nos res-
tringiremos al caso de martingalas en una variedad riemanniana (M, g) con la conexión
de Levi-Civita ∇.

Definición 3.3.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana con la conexión de Levi-Civita
∇. Una semimartingala X con valores en M es una ∇-martingala si y sólo si

N f (X)t
.
= f(Xt)− f(X0)− 1

2

∫ t

0

Hess f(dXs, dXs) (3.3.1)

es una martingala local con valores reales para todo f ∈ C∞(M).

Observación. Como vimos en la Sección 2.6, el hessiano Hess f es simétrico cuando la
conexión de Levi-Civita ∇ es libre de torsión. Por la propiedad (a) de la Proposición
3.2.4, está bien definida la ∇-martingala.

Una propiedad del hessiano se puede obtener mediante la definición de ∇-martingala,
la cual también es consecuencia de (2.6.11):

Hess (f 2) = 2f Hess f + 2df ⊗ df, ∀ f ∈ C∞(M). (3.3.2)

En efecto, supongamos que X es una ∇-martingala, y f ∈ C∞(M); por la definición, se
tiene

1

2

∫
Hess f 2(dX, dX) +N1 = f 2(X)− f 2(X0) ,
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por otro lado, de la fórmula de Itô y la integración por partes, se tiene

f 2(X)− f 2(X0) = 2

∫
f(X) d

(
f(X)

)
+
[
f(X), f(X)

]
= 2

∫
f(X)

(
1

2
Hess f (dX, dX) +N2

)
+

∫
(df ⊗ df) (dX, dX)

=

∫ (
f Hess f + df ⊗ df

)
(dX, dX) +N3 ,

donde N1, N2 y N3 representan martingalas locales. La segunda igualdad de la ecuación
anterior es por la definición de ∇-martingala para f y la ecuación (3.2.14).

Notemos que las dos ecuaciones anteriores se hacen cero cuando t = 0 (N i
0 = 0, c.s.,

i = 1, 2, 3), entonces los procesos con variación finita son iguales, y las formas bilineales
1
2

Hess f 2 y f Hess f+df⊗df tienen la misma integral a lo largo de cualquier martingala.
Por lo tanto, se obtiene (3.3.2).

Observación. Sabemos que si M = Rn con la conexión usual (Ejemplo 2.3.4), entonces
una martingala con valores en M es una martingala local en Rn, y vemos que una ∇-
martingala también es local:

Proposición 3.3.2. Sea X un proceso con valores en M y {τk}k∈N una sucesión creciente
de (Ft)-tiempos de paro con τ0 = 0 y ĺımk↑∞ τk = ∞. Entonces X es una ∇-martingala
si y sólo si cada proceso parado X |

τk es una ∇-martingala.

Demostración. Para cada función f ∈ C∞(M) y X una semimartingala con valores en
M , usando la notación de (3.3.1), X es una ∇-martingala si y sólo si cada N f (X) es
una martingala local ordinaria; es decir, si y sólo si (N f (X))|

τk es una martingala para
todo k ∈ N. Por la Proposición 1.3.8, (N f (X))|

τ
= N f (X |

τ
) para τ un tiempo de paro.

En consecuencia, N f (X |
τk ) es una martingala local para cada k ∈ N. Por lo tanto, cada

proceso parado X |
τk es una ∇-martingala.

Observación. La proposición anterior muestra que si M es una subvariedad de Rn, en-
tonces X es una ∇-martingala en M si y sólo si para las funciones coordenadas f i,
i = 1, · · · , n, se tiene que las N f i(X) definidas por (3.3.1) son martingalas locales. Aśı
que es suficiente verificar la Definición 3.3.1 para el conjunto finito de funciones coorde-
nadas {f 1, · · · , fn}.

Ahora damos una expresión en coordenadas locales de una ∇-martingala.

Proposición 3.3.3. Sean (U, (xi)) una carta local en M y X = (X1, · · · , Xm) una
semimartingala con valores en M . Entonces X es una ∇-martingala si y sólo si

X i = X i
0 +N i − 1

2

∑
j,k

∫
Γ i
jk(X) d

[
Xj, Xk

]
, (3.3.3)

donde N i es alguna martingala local con valores reales.

Demostración. Primero supongamos que (xi) son coordenadas globalmente definidas. Por
la observación anterior, sabemos que una semimartingala X es una ∇-martingala si y sólo
si para cada función coodenada xi, se tiene

X i
t = X i

0 +N i
t +

1

2

∫ t

0

(Hessxi)(dXs, dXs)

= X i
0 +N i

t −
1

2

∑
j,k

∫ t

0

Γ i
jk(Xs) d

[
Xj, Xk

]
s
. (3.3.4)



57 3.4. MOVIMIENTO BROWNIANO EN UNA VARIEDAD RIEMANNIANA

donde N i = (N i
t )t≥0 es alguna martingala local con valores reales. La segunda igualdad

se obtiene por la expresión local de Hessxi dada por (2.6.9) y la propiedad (b) de la
Proposición 3.2.4.

Cuando (U, (xi)) son coordenadas locales, para cada ∇-martingala X, existe {τk}k∈N
una sucesión creciente de tiempos de paro con τ0 = 0, ĺımk↑∞ τk =∞ tal que Xt ∈ U para
todo t en un subintervalo [τk−1, τk). Entonces por la Proposición 3.3.2, X |

τk es una ∇-
martingala, aśı que es posible caracterizar localmente las ∇-martingalas por la ecuación
(3.3.3) en el intervalo [τk−1, τk).

Observación. Notemos de la expresión (3.3.4) que, como cada X i es una semimartinga-
la con valores reales, y N i es una martingala local con valores reales, entonces por la
Proposición 1.1.16, tenemos que

X i = X i
0 +N i − 1

2

∫
Γ i
jk(X) d

[
N j, Nk

]
. (3.3.5)

En otras palabras, dada una martingala local N con valores en Rm, la solución X del
sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas (3.3.5) es una∇-martingala en M , y todas
las martingalas son obtenidas de esta manera.

3.4. Movimiento browniano en una variedad rieman-

niana

Sean (Ω,F ,P, (Ft)t≥0) un espacio de probabilidad filtrado, (M, g) una variedad rie-
manniana con la conexión de Levi-Civita ∇, y ∆M el operador de Laplace-Beltrami en
M . Consideremos el espacio Ŵ (M) de trayectorias en M dado por la Definición 1.4.4, y
B∗ = B(Ŵ (M)) la σ-álgebra de Borel del espacio Ŵ (M).

Definición 3.4.1. Un proceso estocástico X : [0, τ)×Ω→M continuo y (Ft)-adaptado
para τ un (Ft)-tiempo de paro se llama un movimiento browniano en (M, g) si

N f (X)t
.
= f(Xt)− f(X0)− 1

2

∫ t

0

∆M f(Xs) ds, t ∈ [0, τ), (3.4.1)

es una martingala local con valores reales para todo f ∈ C∞(M); donde s ≡ As, el proceso

determinista con valores en R, es de variación finita en compactos, y

∫
∆Mf(X) dA

denota al proceso t 7→
∫ t

0

∆Mf(Xs) dAs.

Observación. La definición implica que X es una semimartingala con valores en M (en
el intervalo donde está definida). En esta definición también tenemos que X es un movi-
miento browniano con respecto de su filtración natural.

Notemos que si M es el espacio R ó Rn con la estructura euclidiana estándar, enton-
ces los movimientos brownianos en el sentido de la definición anterior coinciden con los
movimientos brownianos usuales (Ejemplo 1.5.9).

Observación. Por la Sección 1.3 y el Teorema 3.1.5, un movimiento browniano X en M es
un proceso de ∆M/2-difusión (i.e., proceso de difusión generado por el operador ∆M/2).
Si µ = P ◦X−1

0 es su distribución inicial, se tiene entonces que existe una única medida
de ∆M/2-difusión Pµ = P ◦X−1 en el espacio

(
Ŵ (M),B∗

)
.
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Definición 3.4.2. Cualquier medida de ∆M/2-difusión en el espacio
(
Ŵ (M),B∗

)
se

llama una medida de Wiener en Ŵ (M). Es decir, un movimiento browniano en la variedad
riemanniana M es cualquier proceso estocástico X con valores en M cuya distribución es
una medida de Wiener en el espacio de trayectorias Ŵ (M).

Observación. Como hemos discutido en la Sección 1.5, sea Px la distribución de probabi-
lidad de un movimiento browniano X en M con valor inicial X0 = x, es un markoviano
con la función de densidad de transición pM(t, x− y) (núcleo de calor) determinada por

Px
{
Xt(ω) = wt ∈ C, t ≤ e

}
=

∫
C

pM(t, x− y) dy, C ∈ B∗;

donde la integral es con respecto a la medida de volumen riemanniana, y e es el tiempo
de explosión del movimiento browniano X, i.e.,

ĺım
t→e−

Xt = ∞M ,

cuando Px{e =∞} = 1, para todo x ∈M ; o equivalentemente∫
M

pM(t, x− y) dy = 1, ∀ x ∈M, t > 0, (3.4.2)

decimos que la variedad M es estocásticamente completa.

Ahora para X un movimiento browniano con valores en M , se tiene que la caracte-
rización de Lévy para movimientos brownianos (Teorema 1.3.11) puede ser extendida a
variedades. Antes de enunciarla, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.4.3. Si X es una semimartingala con valores en M tal que para todo f ∈
C∞(M), [

f(X), f(X)
]

=

∫
‖grad f(X)‖2 ds .

Entonces para cada ρ : M → T ∗M ⊗ T ∗M forma bilineal en M ,∫
ρ(dX, dX) =

∫
tr
(
ρ(X)

)
ds. (3.4.3)

Demostración. Para x ∈ M un punto fijo, denotamos por {ei}mi=1 una base ortonormal
de TxM . Entonces, por (2.6.1) de la definición de gradiente, en x, se tiene

tr(df ⊗ dg) =
m∑
i=1

(df ⊗ dg)(ei, ei) =
m∑
i=1

df(ei) · dg(ei) =
m∑
i=1

〈
grad f, ei

〉
·
〈
grad g, ei

〉
=
〈
grad f, grad g

〉
, (3.4.4)

para todo x ∈M . Entonces, para ρ = df ⊗ dg, tenemos por el Lema 3.2.3 y (3.4.4), que∫
ρ(dX, dX) =

[
f(X), g(X)

]
=

∫
tr
(
(df ⊗ dg)(X)

)
ds.

Por lo tanto, como cualquier forma bilineal se puede expresar de la forma ρ =
∑
ρijdf

i⊗
dgj, esto se cumple para cualquier ρ por linealidad.

Proposición 3.4.4. Una semimartingala X con valores en M es un movimiento brow-
niano si y sólo si X es una ∇-martingala y para cualquier f ∈ C∞(M),[

f(X), f(X)
]

=

∫
‖grad f(X)‖2 ds . (3.4.5)

Demostración. (⇒) Supongamos que X es un movimiento browniano. Sea f ∈ C∞(M);
por la Proposición 2.6.5, (3.3.2) y (3.4.4), se tiene

∆M(f 2) = tr(Hess f 2) = 2 tr
(
f Hess f + df ⊗ df

)
= 2 f∆M f + 2 ‖grad f‖2 .
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Por ser X un movimiento browniano, se obtiene

f 2(X)− f 2(X0) =
1

2

∫
∆Mf

2(X) ds+N1

=

∫
f
(
∆M f(X)

)
ds+

∫
‖grad f(X)‖2 ds+N1,

donde N1 es una martingala local en R. Por otro lado, de la fórmula de Itô y la integración
por partes, se tiene

f 2(X)− f 2(X0) = 2

∫
f(X) d

(
f(X)

)
+
[
f(X), f(X)

]
=

∫
f(X)

(
∆M f(X)

)
ds+N2 +

[
f(X), f(X)

]
,

donde N2 es una martingala local en R. Al comparar las dos expresiones anteriores
(N i

0 = 0, c.s.), obtenemos que[
f(X), f(X)

]
=

∫
‖grad f(X)‖2 ds.

Aśı, se puede aplicar el Lema 3.4.3, y en particular, para cada f ∈ C∞(M),∫
Hess f(dX, dX) =

∫
tr
(
Hess f(X)

)
ds =

∫
∆M f(X) ds;

por lo tanto, X es una ∇-martingala.
(⇐) Si X es una ∇-martingala con la propiedad (3.4.5), entonces aplicando (3.4.3) a

(Hess f), obtenemos

f(X)− f(X0) =
1

2

∫
Hess f(dX, dX) +N f =

1

2

∫
∆M f(X) ds+N f ,

para N f alguna martingala local. Entonces, X es un movimiento browniano.

Observación. Por la proposición anterior, vemos que si X es un movimiento browniano
en M con tiempo de explosión e = e(X), y N f es la martingala local dependiendo en
f ∈ C∞(M) tal que

N f
t = f(Xt)− f(X0)− 1

2

∫ t

0

∆Mf(Xs) ds, 0 ≤ t < e ,

entonces tenemos que la variación cuadrática de N f está dada por〈
N f
〉
t

=
[
f(X), f(X)

]
t

=

∫ t

0

‖grad f(Xs)‖2 ds. (3.4.6)



Caṕıtulo 4

Construcción y aplicación de
movimientos brownianos en
variedades

4.1. Construcción de movimientos brownianos por

proyección

Supongamos que M es una subvariedad cerrada de Rn con la métrica inducida. En esta
sección mostraremos que un movimiento brownianoX con valores enM se puede construir
a partir de un movimiento browniano B en Rn, resolviendo una ecuación diferencial
estocástica en M .

Para cada x ∈ M , sea P (x) : Rn → TxM la proyección ortogonal de Rn en TxM , y
para {eα}nα=1 una base ortonormal de Rn, Pα(x) es la proyección ortogonal de eα en TxM .
Como vimos en el Teorema 2.6.6, el operador de Laplace-Beltrami ∆M se puede escribir
en la forma:

∆M =
n∑

α=1

P 2
α.

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.1. Supongamos que B = (B1, · · · , Bn) es un movimiento browniano con
valores en Rn, entonces existe una única semimartingala X con valores en M que satisface
la ecuación diferencial estocástica (de Stratonovich)

dXt =
n∑

α=1

Pα(Xt) ◦ dBα
t , X0 = o ∈M , (4.1.1)

y X es un movimiento browniano en M con valor inicial X0 = o (ver Figura 4.1).

Demostración. Notemos que cada Pα es un campo vectorial en M , entonces la ecuación
(4.1.1) es una ecuación diferencial estocástica en la variedad M . Por el Teorema 3.1.4,
existe una única solución X hasta su tiempo de explosión e = e(X). Más aún, la solu-
ción X es un proceso de difusión generado por 1

2

∑n
α=1 P

2
α = 1

2
∆M . Por lo tanto, es un

movimiento browniano en el sentido de la Definición 3.4.2.

Por otro lado, podemos probar el teorema usando la caracterización de Lévy. Por la

60
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fórmula de Itô y (3.1.7), tenemos que para todo f ∈ C∞(M),

f(Xt) = f(X0) +N f
t +

1

2

∫ t

0

∆M f(Xs) ds, 0 ≤ t < e,

donde

N f
t =

n∑
α=1

∫ t

0

Pα(f)(Xs) dB
α
s ,

es una martingala local. Luego se tiene su variación cuadrática dada por〈
N f
〉
t

=

∫ t

0

n∑
α=1

[
Pα(f)(X), Pα(f)(X)

]
s
ds =

∫ t

0

n∑
α=1

df ⊗ df
(
Pα(Xs), Pα(Xs)

)
ds.

Como sabemos que para cualquier ρ forma bilineal en M se tiene que
n∑

α=1

ρ
(
Pα(v), Pα(v)

)
=

n∑
α=1

ρ
(
P (v), P (v)

)
eα ⊗ eα,

es independiente de la elección de la base en Rn, podemos escoger la base de modo que
los primeros m vectores {eα}mα=1 forman una base ortonormal de TxM . Entonces,〈

N f
〉
t

=

∫ t

0

tr(df ⊗ df)(Xs) ds =

∫ t

0

‖grad f(Xs)‖2 ds.

Con esta propiedad, podemos verificar por el Lema 3.4.3 que X también es una ∇-
martingala. Entonces X es un movimiento browniano en M por la caracterización de
Lévy.

Figura 4.1: Construcción de un movimiento browniano en M = S2 por la proyección: dXt = P (Xt)◦dBt.

Observación. Notemos que la representación (4.1.1) es extŕınseca porque el método de
la construcción depende de la inmersión de M en algún espacio euclidiano Rn. Y una
desventaja es que la dimensión del movimiento browniano B es la dimensión del espacio
ambiente Rn, que en general es más grande que la dimensión m de la variedad M , mientras
que el movimiento browniano X en la variedad tiene que ser de dimensión m, aśı el
movimiento browniano B contiene más información que lo provisto por un movimiento
browniano X en la variedad. Como sólo se revela el movimiento browniano en la variedad
M , en realidad consideramos X como un objeto de dimensión m = dimM , es decir,
como una solución de una ecuación diferencial estocástica con el movimiento browniano
euclidiano B de dimensión m.
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4.2. Ejemplos de movimientos brownianos

Ahora consideramos algunos ejemplos de movimientos brownianos en variedades.

Ejemplo 4.2.1 (Movimiento browniano en una circunferencia). La variedad compacta
más simple es la circunferencia

S1 =
{
eiθ : 0 ≤ θ ≤ 2π

}
⊆ R2.

Sea B un movimiento bronwiano de dimensión uno, y apliquemos la función g : R 3 x 7→
eix ∈ R2 a B, entonces Xt = eiBt =

(
cos(Bt), sen(Bt)

)
es una semimartingala en R2 por

la fórmula de Itô, más aún, es un movimiento browniano en S1.
Notemos que sus coordenadas X1

t = cos(Bt) y X2
t = sen(Bt) satisfacen{

dX1 = −sen(B) dB − 1
2

cos(B) dt,

dX2 = cos(B) dB − 1
2

sen(B) dt.
⇔

{
dX1 = −X2 dB − 1

2
X1 dt,

dX2 = X1 dB − 1
2
X2 dt.

En notación matricial, tenemos que

dX = K ·X dB − 1

2
X dt, donde K =

(
0 −1
1 0

)
.

Sean b : R2 → R2 y σ : R2 → R2 definidas por

b(x1, x2) = −1

2

(
x1

x2

)
, y σ(x1, x2) =

(
0 −1
1 0

)(
x1

x2

)
=

(
−x2

x1

)
.

Por lo tanto, el movimiento browniano X = (X1, X2) es la solución de la ecuación dife-
rencial estocástica

dX = σ(X) dB + b(X) dt.

En esta construcción de X, observemos que un movimiento browniano en la circunfe-
rencia unitaria S1 es la proyección módulo 2π de un movimiento browniano B con valores
reales en la circunferencia S1. 4

Ejemplo 4.2.2 (Movimiento browniano en una esfera Sn). Consideremos

Sn =
{
x ∈ Rn+1 : ‖x‖2 = 1

}
⊆ Rn+1

la esfera unitaria encajada en Rn+1 (ver Figura 4.1). Sabemos que la proyección ortogonal
de cualquier vector ξ ∈ Rn+1 al plano tangente a la esfera en x ∈ Sn está dada por

P (x) ξ = ξ − 〈ξ, x〉x.
Entonces si escogemos {eα}n+1

α=1 una base ortonormal de Rn+1, tenemos que la matriz
P (x) = {P1(x), · · · , Pn+1(x)} está dada por

Pα(x)(eβ) = P (x)αβ = δαβ − xα xβ.
Por el Teorema 4.1.1, sean X0 ∈ Sn el valor inicial, y B = (B1, · · · , Bn+1) un movimiento
browniano en Rn+1; entonces un movimiento browniano en la esfera Sn es la solución X
a la ecuación diferencial estocástica

Xα
t = Xα

0 +
n+1∑
β=1

∫ t

0

P (Xs)αβ ◦ dBβ
s

= Xα
0 +

n+1∑
β=1

∫ t

0

(
δαβ −Xα

s X
β
s

)
◦ dBβ

s .

Esta ecuación se llama la representación de Stroock para un movimiento browniano esféri-
co.
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Otra manera de construir un movimiento browniano en una variedad riemanniana
es mediante la expresión de una ecuación diferencial estocástica en coordenadas locales;
y podemos obtener las informaciones de tal movimiento browniano escribiéndolo en un
sistema de coordenadas local elegido adecuadamente.

Ejemplo 4.2.3 (Movimiento browniano en coordenadas locales). Como vimos en la Sec-
ción 2.6, dada una carta local (U, (xi)) de la variedad M , tenemos que el operador de
Laplace-Beltrami se puede escribir en forma

∆M f =
1√
G

∑
i,j

∂

∂xj

(√
Ggij

∂f

∂xi

)
=
∑
i,j

gij
∂2f

∂xi∂xj
−
∑
i,k,l

gklΓ i
kl

∂f

∂xi
.

Si X es un proceso estocástico con valores en M , existe {τk}k∈N una sucesión creciente
de tiempos de paro con τ0 = 0, ĺımk↑∞ τk = ∞ tal que Xt ∈ U para todo t en un
subintervalo [τk−1, τk). Aśı que en U , consideramos la solución de la siguiente ecuación
diferencial estocástica para X:

dX i
t =

m∑
j=1

σij(Xt) dB
j
t −

1

2

∑
k,l

gkl(Xt)Γ
i
kl(Xt) dt, t ∈ [τk−1, τk), (4.2.1)

donde σij(Xt) =
√
gij(Xt) es la única ráız cuadrada simétrica de la matriz inversa

g−1(Xt), siendo que g−1(x) es una matriz simétrica y definida positiva.
Notemos que por lo discutido en la última parte de la Sección 3.1, vemos que efectivamen-
te X es un proceso de difusión generado por el operador ∆M/2; i.e., X es un movimiento
browniano en M . 4

4.3. Movimiento browniano en una variedad rotacio-

nalmente simétrica

Ahora estudiamos otro ejemplo de movimiento browniano en una variedad rotacio-
nalmente simétrica. Tales variedades juegan un papel importante como modelos para la
comparación de movimientos brownianos en variedades más generales.

Supongamos que (M, g) es una variedad riemanniana geodésicamente completa de di-
mensión m, con el punto o ∈M que es el centro (o polo) de M , esto es, la aplicación expo-
nencial expo : ToM →M es un difeomorfismo. Si (r, θ) ∈ R+× Sm−1 (θ = (θ1, · · · , θm−1))
son coordenadas polares en Rm, identificando ToM con Rm por un marco ortonormal,
entonces a través de la aplicación exponencial expo : Rm → M , se obtiene un sistema
de coordenadas polares en M \ {o} alrededor de o; en este caso, (r, θ) son las coorde-
nadas polares (geodésicas) alrededor de o ∈ M . Para cualquier x ∈ M \ {o}, se tiene
x = (r(x), θ(x)), donde la función radial r(x) = d(o, x) es diferenciable en M \ {o} y
Lipschitz en todo M . Más aún, ‖grad r‖ = 1 dondequiera en M \ {o} (ver Cheeger &
Ebin [2]).

Definición 4.3.1. Sea M una variedad riemanniana geodésicamente completa con polo
o ∈ M . Para M \ {o} ∼= (0,∞) × Sm−1, la métrica riemanniana dada en coordenadas
polares es

ds2 = dr2 +G2(r) dθ2, (4.3.1)

donde dθ2 es la métrica riemanniana estándar en la esfera unitaria Sm−1, yG : [0, D)→ R+

(0 ≤ D ≤ ∞) es una función diferenciable que satisface

G(0) = 0, G′(0) = 1, 0 ≤ r < D. (4.3.2)
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Entonces, decimos que M es una variedad rotacionalmente simétrica (o radialmente
simétrica), también le denotaremos por (MG, o) o simplemente MG.

Observación. Equivalentemente, una variedad riemanniana M con polo o es rotacional-
mente simétrica si dados cualesquiera vectores unitarios v1, v2 en el espacio tangente
ToM , existe una isometŕıa ϕ : M → M con ϕ(0) = 0 y Toϕ(v1) = v2. A (M, o) también
se le llama un modelo débil en el sentido de Greene & Wu ([8], pág. 24).

Claramente, una variedad MG rotacionalmente simétrica es difeomorfa a una bola
abierta en Rm de radio D (o Rm si D =∞). En ciertas situaciones, podemos considerar
a MG como una superficie de revolución en Rm+1 (ver Figura 4.2).

Figura 4.2: La superficie de revolución MG y la métrica en coordenadas polares.

Observación. Sean γ : [0, 1]→ MG una geodésica en MG saliendo de o (i.e., γ(0) = o), y
W (t) un campo paralelo de vectores unitarios a lo largo de γ tal que W (t) ⊥ γ′(t), para
todo t. Entonces cualquier campo de Jacobi J(t) ortogonal a γ′ y a lo largo de γ con
J(o) = 0 es un múltiplo escalar de W (t); es decir, J(t) = G(t)W (t), para G una función
diferenciable en [0, D] (Greene & Wu, [8], Corolario 2.13). Por lo tanto, del Ejemplo
2.5.11, tenemos que G es solución de la ecuación de Jacobi

G′′ + κG = 0, G(0) = 0, G′(0) = 1, (4.3.3)

donde κ es la curvatura seccional de cualquier plano Π ⊂ TpMG para cualquier p ∈MG, y
tal plano contiene el vector radial ∂r = ∂/∂r. Por tanto, κ es una función que depende de

r = r(x). Aśı que κ(r) = −G′′(r)
G(r)

, y es llamada la curvatura radial de MG (Greene & Wu

[8]). Notemos que las variedades de curvatura constante K son ejemplos de variedades
rotacionalmente simétricas, donde

G(r) =


sen
√
Kr√
K

, si K ≥ 0 ,

senh
√
−Kr√
−K

, si K < 0 .

(4.3.4)

En términos de las coordenadas polares, escribimos la métrica (4.3.1) en forma ma-
tricial y su inversa, respectivamente, como

g(r,θ) =

(
1 0
0 G2(r)

)
, y g−1 = g(r,θ) =

(
1 0
0 1

G2(r)

)
;

donde G2(r) y 1
G2(r)

en g(r,θ) y g−1 representan las submatrices diagonales de dimensión

(m− 1)× (m− 1) con G2(r) y 1
G2(r)

en la diagonal principal, respectivamente.
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Por la representación (2.6.7) del operador de Laplace-Beltrami en coordenadas locales,

sustituyendo det(g) =
[
G2(r)

]m−1
, y g−1 dada por lo anterior, tenemos que

∆MG
=

1

G(r)m−1

∂

∂r

(
G(r)m−1 ∂

∂r

)
+

1

G(r)m−1

m−1∑
i=1

∂

∂θi

(
G(r)m−1 1

G(r)2

∂

∂θi

)

=
∂2

∂r2
+ (m− 1)

G′(r)

G(r)

∂

∂r
+

1

G(r)2

m−1∑
i=1

∂2

∂θ2
i

.

Entonces, en la variedad MG, el operador de Laplace-Beltrami en coordenadas polares
tiene la siguiente forma:

∆M = Lr +
1

G(r)2
∆Sm−1 , (4.3.5)

donde ∆Sm−1 es el operador de Laplace-Beltrami en Sm−1, y Lr es el laplaciano radial:

Lr =
∂2

∂r2
+ (m− 1)

G′(r)

G(r)

∂

∂r
. (4.3.6)

Observación. Es claro que cuando G(r) = r, la variedad MG es el espacio euclidiano Rm.

Ejemplo 4.3.2 (Movimiento browniano en una variedad rotacionalmente simétrica). Sea
Xt = (rt, θt) un movimiento browniano en una variedad rotacionalmente simétrica MG

escrito en coordenadas polares geodésicas, donde rt = r(Xt) es el componente radial de
Xt, mientras que θt = θ(Xt) es el componente angular; cada uno se llama proceso radial
y proceso angular, respectivamente.

Aplicando la caracterización de Lévy del movimiento browniano X a la función dis-
tancia f(r, θ) = r y usando (4.3.5), tenemos que

rt = r0 +Wt +
m− 1

2

∫
t

0

G′(rs)

G(rs)
ds , (4.3.7)

donde W es una martingala local cuya variación cuadrática es

〈W 〉t =

∫ t

0

‖grad r(Xs)‖2 ds = t .

Por lo tanto, W es un movimiento browniano de dimensión uno por la caracterización de
Lévy (Teorema 1.3.11); y por consiguiente, el proceso radial es solución de la ecuación
diferencial estocástica (4.3.7) con W un movimiento browniano en R; es decir, un proceso
de difusión generado por el laplaciano radial Lr/2.

Para describir el componente angular, sea f ∈ C∞(Sm−1); tenemos que

f(θt) = f(θ0) +N f
t +

1

2

∫ t

0

∆Sm−1f(θs)

G(rs)2
ds,

donde N f es alguna martingala local en R. Si definimos una nueva escala de tiempo

ηt =

∫ t

0

1

G(rs)2
ds , (4.3.8)

sea zt = θτt , donde {τt} es la inversa de {ηt}; tenemos entonces que

f(zt) = f(z0) +N f
τt +

1

2

∫ t

0

∆Sm−1f(zs) ds.

Como N f
τt sigue siendo una martingala local, entonces el proceso angular con el cambio

de escala de tiempo t 7→ zt = θτt es un movimiento browniano en Sm−1, más aún, es
independiente de rt (ver Hsu [11], pág. 84-85).
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Por lo tanto, podemos construir un movimiento browniano en una variedad rotacio-
nalmente simétrica como el producto Xt = (rt, θt = zηt), donde rt es un proceso de
difusión generado por el laplaciano radial Lr/2, y zt un movimiento browniano en Sm−1

independiente de rt, con ηt el cambio de escala de tiempo dado por (4.3.8). 4

Ejemplo 4.3.3. Notemos que si consideramos el polo norte o de la esfera unitaria M = Sn
como el polo de la variedad M , entonces M∗ = M \{−o} es una variedad rotacionalmente
simétrica con la métrica dada por (4.3.1), donde −o ∈ M es el punto antipodal de o,
r ∈ [0, π) es la colatitud, y G(r) = sen r. Además, como la esfera unitaria es de curvatura
seccional constante 1 > 0, por (4.3.5), el operador de Laplace-Beltrami M∗ tiene la forma

∆M∗ =
∂2

∂r2
+

(n− 1)

sen r

∂(sen r)

∂r

∂

∂r
+

1

sen2 r
∆Sn−1 .

Entonces un movimiento browniano en Sn también puede construirse como el producto:
Xt = (rt, θt) donde rt es un proceso de difusión generado por el operador

1

2

∂2

∂r2
+

(n− 1)

2
cot r

∂

∂r
, 0 ≤ r < π; (4.3.9)

y θt = zηt , con zt un movimiento browniano independiente en Sn−1 y ηt =
∫ t

0
(sen rs)

−2 ds
el cambio de escala de tiempo. 4

4.4. Proceso radial y teoremas de comparación

En esta sección veremos que con el uso de teoremas de comparación podemos analizar
el comportamiento de movimientos brownianos en una variedad riemanniana general.
Esta técnica está basada en la comparación con el proceso radial.

Un proceso radial puede ser introducido por un movimiento browniano en una variedad
riemanniana general de manera análoga a la de sección anterior: Sea M una variedad
riemanniana completa, dado o ∈M un punto de referencia, y definimos la función radial
r(x) = d(o, x) como la distancia entre x y o para todo x ∈M . Entonces el proceso radial
está definido por rt = r(Xt) para Xt un movimiento browniano en M .

Figura 4.3: Coordenadas polares en M \ cuto.

Notemos que en general la función
radial r no es diferenciable en todo M ;
en particular, r no es diferenciable en o.
Si consideramos el conjunto de corte del
punto o en M , cuto (ver Sección 2.5),
denotamos por cut∗o = cuto ∪ {o}, por
el Teorema 2.5.9, si (r, θ) ∈ R+ × Sm−1

son coordenadas polares en Rm, como lo
mencionamos en la sección anterior, se
obtiene un sistema de coordenadas pola-
res en M \ cuto con centro en o mediante
una aplicación exponencial (ver Fig. 4.3);
además, la función radial r es diferencia-
ble en M \ cut∗o.

Ahora analizamos el proceso radial r(X) para X un movimiento browniano en M ;
supongamos que X tiene valor inicial X0 en Eo = M \cuto, y que Tcuto es el primer tiempo
de entrada al conjunto de corte cuto, es decir, Tcuto = ı́nf{t > 0 : Xt ∈ cuto}. Aplicando
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la fórmula de Itô a la función radial r, tenemos

r(Xt) = r(X0) +Wt +
1

2

∫ t

0

∆M r(Xs) ds , 0 ≤ t < Tcuto , (4.4.1)

donde W es una martingala local cuya variación cuadrática es

〈W 〉t =

∫ t

0

‖grad r(Xs)‖2 ds = t .

En consecuencia, W es un movimiento browniano estándar por la caracterización de Lévy.

Observación. Notemos que cuando cuto = ∅, entonces tenemos que la ecuación (4.4.1)
está bien definida globalmente siendo que r es Lipschitz en todo M . Sin embargo, r no es
diferenciable en el conjunto de corte cuto, aśı no es posible aplicar la fórmula de Itô para
r(X) en una variedad general; y en varias aplicaciones se considera que el proceso radial
toma valores en el conjunto de corte; los detalles de estudio sobre este tema se pueden
encontrar en Kendall ([16]), y se tiene el siguiente resultado importante.

Teorema 4.4.1. Sean X un movimiento browniano en una variedad riemanniana com-
pleta M , y r(x) = d(x, o) la función de distancia al punto fijo o ∈ M . Entonces existen
un movimiento browniano W con valores reales y un proceso no-decreciente L, localmente
constante en {Xt /∈ cuto} con cuto el conjunto de corte de o tal que

r(Xt) = r(X0) +Wt +
1

2

∫ t

0

∆M r(Xs) ds− Lt, 0 ≤ t < e, (4.4.2)

donde e = e(X) = ı́nf{t > 0 : r(Xt) =∞} es el tiempo de explosión, grad r y ∆M r son
definidas a cero en donde r no es diferenciable.
En particular, el proceso radial r(X) es una semimartingala.

Observación. Por el teorema anterior, para un proceso radial rt = r(Xt), siempre tenemos
una cota superior

rt ≤ r0 +Wt +
1

2

∫ t

0

∆M rs ds, 0 ≤ t < e. (4.4.3)

Cuando el conjunto de corte es vaćıo, obtenemos la expresión (4.4.1).

Observación. Las expresiones (4.4.1) y (4.4.3) muestran que el comportamiento del pro-
ceso radial está controlado por el laplaciano de la función radial: ∆M r. En la práctica, es
posible controlar r(Xt) comparándolo con un proceso de difusión uni-dimensional; como
lo vimos en la sección anterior (en el caso de una variedad rotacionalmente simétrica,
el proceso radial es un proceso de difusión), se necesita acotar a ∆M r por una función
conocida f(r); en realidad, existen teoremas de comparación que lo hacen (cf. Schoen &
Yau [24] y Greene & Wu [8]).

Antes de enunciar algunos de estos resultados, tenemos las siguientes notaciones:

Sean M y N variedades riemannianas que son completas y de la misma dimensión,
denotamos por rM , rN las funciones radiales en M y N que son distancias relativas a
o ∈ M y p ∈ N respectivamente; y denotamos por ∂M = ∂/∂rM y ∂N = ∂/∂rN campos
radiales en M y N respectivamente. De las definiciones de curvatura en la Sección 2.4,
denotamos la curvatura de Ricci en x ∈M en la dirección radial ∂M(x) por

RicM(x) = Ric
(
∂M(x), ∂M(x)

)
;

similarmente se tiene RicN(y) para y ∈ N . Luego para todo x ∈M y y ∈ N ,

RicM(x) ≤ RicN(y)
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significa que: para todo v ∈ TxM y todo w ∈ TyN tales que ‖v‖ = ‖w‖ = 1 y
〈
v, ∂M(x)

〉
=〈

w, ∂N(y)
〉
, siempre se tiene la desigualdad Ric(v, v) ≤ Ric(w,w).

Teorema 4.4.2. Supongamos que M es una variedad rotacionalmente simétrica alrededor
de o y N es una variedad de la misma dimensión tal que para algún punto p ∈ N , las
curvaturas de Ricci de M y de N satisfacen

RicM(x) ≤ RicN(y),

siempre y cuando x ∈M \ cut∗o, y ∈ N \ cut∗p con rM(x) = rN(y). Entonces

∆M rM(x) ≥ ∆N rN(y).

Observación. Un teorema similar se satisface para un caso más general, en que se pide
una condición reforzada para la curvatura:

KM(x) ≤ KN(y);

donde KM(x) :=
{
K(Π) : ∂M(x) ∈ Π y Π ⊆ TxM es un plano de dimensión 2

}
, es el

conjunto de curvaturas seccionales en x ∈ M para los planos radiales Π (i.e., ∂M(x) ∈
Π). Esta desigualdad significa que K(Π) ≤ KN(y) para todo plano radial Π en TxM .
Entonces, tenemos el siguiente corolario para el caso cuando una de las variedades es de
curvatura seccional constante (Schoen & Yau [24]).

Corolario 4.4.3. Sean M una variedad riemanniana completa de dimensión m y o ∈M
un punto de referencia, tal que la curvatura seccional en x ∈M \ cut∗o satisface

−K2
2 ≤ KM(x) ≤ K2

1 ,

donde K1 y K2 son constantes no negativas. Entonces, se tiene que

(m− 1)K1 cot(K1 r) ≤ ∆M r ≤ (m− 1)K2 coth(K2 r). (4.4.4)

Ahora, con estos resultados, analizamos los procesos radiales en una variedad rieman-
niana completa M comparando con aquellos en una variedad riemanniana de curvatura
seccional constante; es decir, comparar las trayectorias brownianas en M con las trayec-
torias de un movimiento browniano en una variedad riemanniana especial (variedad con
curvatura seccional constante):

1). Supongamos que la curvatura seccional de M está acotada inferiormente por −K2

y consideremos N una variedad riemanniana completa de la misma dimensión que M
con curvatura seccional constante negativa −K2; por el teorema de Cartan-Hadamard
(Cheeger & Ebin [2], Teorema 1.33), es posible establecer las coordenadas polares nor-
males (ρ, θ) en N sobre cualquier punto especificado (i.e., el conjunto de corte es vaćıo),
donde ρ es la función distancia relativa al punto especificado en N . Además, por (4.3.4)
y (4.3.6), el laplaciano radial en esta variedad es de la forma

∆N ρ = (m− 1)K coth(K ρ).

Entonces, en la variedad N , el proceso radial ρt es solución de la ecuación

ρt = ρ0 + W̃t +
m− 1

2

∫ t

0

K coth(K ρs) ds, 0 ≤ t < e(ρ). (4.4.5)

Por otro lado, del Teorema 4.4.1 y (4.4.3), el proceso radial rt en la variedad M tiene
una cota superior

rt ≤ r0 +Wt +
1

2

∫ t

0

∆M rs ds , 0 ≤ t < e(X). (4.4.6)

Notemos que en las dos ecuaciones anteriores, siempre tenemos ρ0 = r0, y podemos
suponer que los procesos W̃ y W son el mismo movimiento browniano estándar; es decir,
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W ≡ W̃ , además, del Corolario 4.4.3, tenemos que ∆M r ≤ (m−1)K coth(K ρ); entonces
para los procesos radiales rt y ρt dados por (4.4.6) y (4.4.5), respectivamente, la deriva
de rt es menor que la de ρt. Por consiguiente, el teorema de comparación de procesos
uni-dimensionales (Ikeda & Watanabe [12], Teorema VI, 1.1) afirma que rt ≤ ρt, para
todo 0 ≤ t < e(ρ).

2). Ahora supongamos que la curvatura seccional de M está acotada superiormente
por K2; para 0 ≤ t < Tcuto , tenemos que el proceso radial en M está dado por

rt = r0 +Wt +
1

2

∫ t

0

∆M rs ds; (4.4.7)

y lo comparamos con el proceso ρt determinado por la ecuación

ρt = ρ0 +Wt +
m− 1

2

∫ t

0

K cot(K ρs) ds. (4.4.8)

Por el Ejemplo 4.3.3, sabemos que ρt es un proceso radial en una esfera de dimensión
(m−1) y de radio 1

K
. Entonces, un argumento similar al caso anterior implica que rt ≥ ρt,

para todo 0 ≤ t < Tcuto .

De aqúı, hemos obtenido un teorema de comparación para el proceso radial.

Teorema 4.4.4. Sean M una variedad riemanniana completa y rt = r(Xt) el proceso
radial de un movimiento browniano X = (Xt)t≥0 en M dado por:

rt = r0 +Wt +
1

2

∫ t

0

∆M rs ds− Lt, 0 ≤ t < e(X).

(i) Supongamos que KM(x) ≥ −K2, y ρ es la única solución de la ecuación (4.4.5);
entonces e(ρ) ≤ e(X) y ρt ≥ rt para todo 0 ≤ t < e(ρ).

(ii) Supongamos que KM(x) ≤ K2, y ρ es la única solución de la ecuación (4.4.8);
entonces e(ρ) ≥ e(X) y ρt ≤ rt para todo 0 ≤ t < Tcuto con Tcuto el primer tiempo de
entrada al conjunto de corte cuto.

4.5. Aplicaciones

Muchos resultados sobre un movimiento browniano en una variedad riemanniana M
dependen del análisis de r(X), el proceso radial de un movimiento browniano X en
M . Algunos resultados importantes son la completez estocástica de la variedad M y la
recurrencia y transitoriedad del movimiento brownianoX que se pueden obtener mediante
el análisis del proceso radial, en el Caṕıtulo 4 de Hsu [11] se muestran los detalles de estos
resultados. En esta sección damos algunos de tales resultados básicos con la aplicación
del teorema de comparación para el proceso radial que vimos en la sección anterior.

4.5.1. Completez estocástica

En la Sección 3.4 vimos que una variedad riemanniana M se dice estocásticamente
completa si un movimiento browniano X con valores en M no explota. Ahora, con el
teorema de comparación que vimos en la sección anterior, veremos que si las curvaturas
seccionales de M están acotadas por abajo, entonces el movimiento browniano no explota;
y por lo tanto, M es estocásticamente completa.

Proposición 4.5.1. Sea M una variedad riemanniana completa de dimensión m con la
curvatura seccional tal que KM(x) ≥ −K2, entonces M es estocásticamente completa.
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Demostración. Supongamos que N es una variedad riemanniana de la misma dimensión
que M y con la curvatura seccional constante negativa −K2; denotamos por ρ la función
radial en N , y el proceso radial ρt está dado por (4.4.5). Además, sabemos que

K ρ ≤ Kρ coth(K ρ) ≤ (1 +K ρ),

entonces, por el teorema de comparación para procesos uni-dimensionales, se tiene

ρ0 +Wt +
m− 1

2
(K t) ≤ ρt ≤ ρ0 +Wt +

m− 1

2
(K t) +

m− 1

2

∫ t

0

1

ρs
ds. (4.5.1)

Notemos que para el lado izquierdo de la primera desigualdad, por la ley del logaritmo
iterado para el movimiento browniano Wt (Øksendal [19], pág. 64),

ĺım sup
t→∞

Wt√
2t ln ln t

= 1,

tenemos que el término ρ0+Wt es de orden menor que la del último sumando m−1
2

(K t), aśı
que ρt →∞ con probabilidad uno. Luego, con las dos desigualdades de (4.5.1), tenemos
que

ĺım
t→∞

ρt
t

=
(m− 1)K

2
.

Es decir, ρt ∼ (m − 1)K t/2 cuando t → ∞, lo cual significa que ρt no explota; por el
Teorema 4.4.4 de comparación para el proceso radial, sabemos que rt ≤ ρt para todo t ≥ 0
con rt el proceso radial de un movimiento browniano en M ; en consecuencia, rt tampoco
explota, es decir, P{e = ∞} = 1; por la definición del proceso radial de un movimiento
browniano X en la variedad M , se sigue que M es estocásticamente completa.

4.5.2. Transitoriedad y recurrencia

Las propiedades de recurrencia y transitoriedad de movimientos brownianos en una
variedad riemanniana son análogas al caso de un espacio euclidiano: Un movimiento
browniano X en una variedad riemanniana M con valor inicial X0 = x ∈ M se dice
recurrente si regresará a un conjunto abierto fijo de M en una infinidad de tiempos no
acotados; es decir, para cada conjunto abierto U ⊂ M , existe una sucesión creciente de
tiempos {tk}k∈N tal que tk → e(X) con Xtk ∈ U para cada k = 1, 2, · · · ; equivalentemente,
se tiene que

ĺım inf
t→∞

r(Xt) = 0.

En caso contrario, si el ĺımite inferior es distinto de cero, la propiedad markoviana mues-
tra que éste tiende al infinito cuando t → ∞; entonces el movimiento browniano X es
transitorio, y se tiene que

Px
{

ĺım
t→e−

Xt = ∞M

}
= 1, para todo x ∈M.

Un criterio anaĺıtico para la recurrencia y transitoriedad de un movimiento browniano
X en la variedad riemanniana consiste en considerar la función de Green de M dada por

G(x, y) =

∫ ∞
0

pM(t, x− y) dt,

donde pM(t, x − y) es el núcleo de calor en M . El movimiento browniano X en M es
transitorio si y sólo si G(x, y) <∞ para alguna (toda) pareja de puntos x 6= y (Hsu [11],
Proposición 4.4.8). En el caso del espacio euclidiano, sabemos del Ejemplo 1.5.12 que un
movimiento browniano es recurrente si el espacio es de dimensión 2, y es transitorio si es de
dimensión mayor que 2. Análogamente, por las propiedades de una función de Green (ver
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Schoen & Yau [24], pág. 81-85), con argumentos de comparación como los que vimos en
la sección anterior, se tiene un resultado similar en el caso de una variedad riemanniana:
Aśı, los movimientos brownianos en variedades riemannianas de curvatura no-negativa de
dimensión 2, son recurrentes; y en variedades riemannianas de curvatura no-positiva de
dimensión mayor que 2, son movimientos brownianos transitorios. En particular, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 4.5.2. Supongamos que M es una variedad de Cartan-Hadamard (i.e., una
variedad completa y simplemente conexa de curvatura seccional negativa) de dimensión
m y mayor que 2. Entonces un movimiento browniano X en M es transitorio.

Demostración. Como M es completa y KM(x) ≤ 0, por el teorema de Cartan-Hadamard,
el conjunto de corte de cualquier punto x en M es vaćıo. Sin pérdida de la generalidad,
para X un movimiento browniano en M con valor inicial X0 = x, supongamos que r es
la función distancia relativa al punto x, entonces el proceso radial rt = r(Xt) está dado
por

r(Xt) = Wt +
1

2

∫ t

0

∆M r(Xs) ds, 0 ≤ t < e, (4.5.2)

donde e es el tiempo de explosión del proceso radial.
Por otro lado, consideremos ρt el proceso radial de un movimiento browniano estándar

en el espacio euclidiano Rm (variedad de curvatura cero), entonces por el Teorema 4.4.4
de comparación para el proceso radial, tenemos que rt ≥ ρt para todo t ≥ 0. Además,
como m > 2, el movimiento browniano euclidiano es transitorio; es decir, ρt →∞ cuando
t→∞; por lo tanto, también se tiene que rt →∞ cuando t→ e−. Es decir, el movimiento
browniano X en M es transitorio.

4.6. Primer tiempo de entrada en una esfera geodési-

ca

Ahora estudiamos el primer tiempo de entrada de un movimiento browniano X en
una esfera geodésica de una variedad riemanniana M , y el primer tiempo de salida de
una corona esférica. Estos resultados también se pueden obtener mediante el análisis del
proceso radial r(X), la técnica es considerar primero el proceso radial de un movimien-
to browniano en una variedad rotacionalmente simétrica, y después pasar a variedades
generales por teoremas de comparación.

Sean (MG, o) una variedad rotacionalmente simétrica de dimensión m con la métrica
dada por (4.3.1), G : [0, D) → R+ una función diferenciable que satisface la condición
(4.3.2) y r es la función distancia en MG ralativo al punto o, y supongamos que Xt es un
movimiento browniano en MG con valor inicial X0 = x ∈MG, denotamos por Px y Ex su
distribución de probabilidad y la esperanza correspondiente.

Para R > 0, 0 < R1 < R2 < D, definimos

SR :=
{
x ∈MG : r(x) = R

}
, τR = ı́nf

{
t ≥ 0 : r(Xt) = R

}
;

y

BR1,R2 :=
{
x ∈MG : R1 < r(x) < R2

}
, τR1,R2 = ı́nf

{
t ≥ 0 : r(Xt) = R1 ó r(Xt) = R2

}
;

es decir, τR es el primer tiempo de entrada a la esfera geodésica SR y τR1,R2 es el primer
tiempo de salida de la corona esférica BR1,R2 (ver Fig. 4.4). Estamos interesados en saber
cuáles son los tiempos esperados E[τR], E[τR1,R2 ] para entrar a la esfera geodésica SR
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y salir de la corona esférica BR1,R2 respectivamente y, también con qué probabilidad el
proceso sale de la corona esférica BR1,R2 por cada uno de sus “extremos”, es decir, sale
por la esfera geodésica SR1 y por SR2 . Para estos resultados, analizamos el proceso radial
r(Xt). Como vimos en la Sección 4.3, el proceso radial rt = r(Xt) de un movimiento
browniano Xt en la variedad riemanniana MG rotacionalmente simétrica es un proceso
de difusión uni-dimensional generado por el operador 1

2
Lr dado por (4.3.6).

Figura 4.4: (a) Primer tiempo de entrada τR a la esfera geodésica SR y (b) el primer tiempo de salida
τR1,R2

de la corona esférica BR1,R2

(
aqúı τR1,R2

= τR1
∧ τR2

= τR1

)
.

Aśı, primero vemos algunos resultados adicionales de la Sección 1.5 para un proceso
de difusión uni-dimensional sobre el tiempo de salida de un intervalo acotado; los detalles
pueden encontrarse en Karlin & Taylor [15] y Darling & Siegert [3], aqúı sólo mencionamos
algunos resultados básicos.

Sea Y = (Yt)t≥0 un proceso de difusión uni-dimensional que toma valores en el inter-
valo [0, l) con l ∈ [0,∞) y es generado por el operador

L :=
1

2
a(x)

d2

dx2
+ b(x)

d

dx
, (4.6.1)

donde a : [0, l) → R+ y b : [0, l) → R son funciones diferenciables. Sea ταβ = ı́nf
{
t ≥

0 : Yt /∈ (α, β)
}

el primer tiempo de salida del intervalo (α, β) ⊂ [0, l); si el proceso Yt
empieza en x ∈ (α, β) y ταβ es finita con probabilidad 1, denotamos por Px y Ex, la
distribución de probabilidad del proceso Yt y su esperanza correspondiente; entonces se
tiene que u(x) = Ex[ταβ] es solución del problema de Dirichlet (ver Gard [7], pág. 103 -
106):

Lu(x) =
1

2
a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) = −1, x ∈ (α, β),

u(α) = 0, u(β) = 0.
(4.6.2)

Notemos que la ecuación (4.6.2) es debido a la fórmula de Dynkin (1.5.8); además, es una
ecuación diferencial de segundo orden con condiciones en la frontera, entonces se tiene la
solución del problema (4.6.2):

u(x) =
ϕ(x) θ(β)− ϕ(β) θ(x)

ϕ(β)
, (4.6.3)

donde

ϕ(x) =

∫ x

α

φ(s) ds, θ(x) =

∫ x

α

ξ(s) ds,

φ(x) = exp

{
−
∫ x

α

2b(s)

a(s)
ds

}
, ξ(x) = φ(x)

∫ x

α

2

a(s)φ(s)
ds.

(4.6.4)
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Ahora si consideramos la probabilidad de que la salida del proceso sea por el extremo
β, es decir, Px

(
Yταβ = β

)
; entonces se tiene que νβ(x) = Px

(
Yταβ = β

)
es solución del

problema de Dirichlet:

Lνβ(x) =
1

2
a(x)ν ′′β(x) + b(x)ν ′β(x) = 0, x ∈ (α, β),

νβ(α) = 0, νβ(β) = 1.
(4.6.5)

Al resolver este problema con condiciones en la frontera, tenemos que las soluciones
pueden escribirse en términos de las funciones (4.6.4):

νβ(x) =
ϕ(x)

ϕ(β)
. (4.6.6)

Notemos que la probabilidad νβ(x) = Px
(
Yταβ = β

)
es la probabilidad de que el proceso

Yt que empieza en el interior del intervalo (α, β) salga por el extremo β antes de que salga
por el extremo α, y tenemos que να(x) = Px

(
Yταβ = α

)
= 1− νβ(x).

Más aún, también se tienen fórmulas para los momentos n-ésimos del primer tiempo
de salida t(n)(x) = Ex

[
τnαβ
]

resolviendo el sistema de ecuaciones con condiciones en la
frontera (ver Darling & Siegert [3]):Lt(n)(x) =

1

2
a(x)

d2t(n)(x)

dx2
+ b(x)

dt(n)(x)

dx
= −nt(n−1),

t(0)(x) ≡ 1, t(n)(α) = t(n)(β) = 0, n = 1, 2, · · · .
(4.6.7)

Se obtiene que las soluciones del sistema son determinadas por la fórmula

t(n) = n

[
ϕ(x) θn(β)− ϕ(β) θn(x)

ϕ(β)

]
, (4.6.8)

donde φ, ϕ son dadas por (4.6.4), y

θn(x) =

∫ x

α

ξn(x) ds, ξn(x) = φ(x)

∫ x

α

2t(n−1)(s)

a(s)φ(s)
ds. (4.6.9)

Por las fórmulas obtenidas anteriores, tenemos el siguiente resultado en general:
Supongamos que Y = (Yt)t≥0 es un proceso de difusión uni-dimensional que toma

valores en [0, l) generado por el operador L dado por (4.6.1), sea τα = ı́nf
{
t ≥ 0 : Yt = α},

el primer instante en el que el proceso Yt es igual a α ∈ [0, l); y definimos

Φ(x) = exp

{
−
∫ x 2b(s)

a(s)
ds

}
. (4.6.10)

Lema 4.6.1 (Momentos de tiempo de salida de un intervalo). Para 0 < α < β < l, sea
ταβ = τα ∧ τβ, entonces para cualquier x ∈ (α, β), tenemos que

(1).
Px
(
τα < τβ

)
=

∫
β

x
Φ(s) ds∫

β

α
Φ(s) ds

;

(2). Sea v0(x) ≡ 1, y para cada n ≥ 1, definimos

vn(x) =

∫ β

x

Φ(s) ds

∫ s

α

2n vn−1(y)

a(y)Φ(y)
dy −

∫ β

α

Φ(s) ds

∫ s

α

2n vn−1(y)

a(y)Φ(y)
dy Px

(
τα < τβ

)
,

entonces, el momento n-ésimo del primer tiempo en el que el proceso Yt sale del intervalo
(α, β) está dado por Ex

[
τnαβ
]

= vn(x).

Como Yt es un proceso que toma valores en [0, l), entonces para cualquier α ∈ [0, l),
si x ∈ [0, α], tenemos que Px

(
τ0 < τα

)
= 0; y si x > α, se tiene que Px

(
τα < τl

)
= 1. Por

lo tanto, una consecuencia del lema anterior es lo siguiente:
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Lema 4.6.2. Sea u0(x) ≡ 1, y para todo n ≥ 1, definimos

un(x) =


∫ α

x

Φ(s) ds

∫ s

0

2nun−1(y)

a(y)Φ(y)
dy, 0 ≤ x ≤ α ,∫ x

α

Φ(s) ds

∫ l

s

2nun−1(y)

a(y)Φ(y)
dy, x > α .

(4.6.11)

Entonces, el momento n-ésimo del primer tiempo en el que el proceso Yt es igual a α es:
Ex
[
τnα
]

= un(x).

Ahora regresamos a considerar el proceso radial rt = r(Xt) de un movimiento brow-
niano Xt que toma valores en la variedad riemanniana MG rotacionalmente simétrica con
valor inicial X0 = x; sabemos que es un proceso de difusión uni-dimensional generado
por el operador

1

2
Lr =

1

2

∂2

∂r2
+
m− 1

2

G′(r)

G(r)

∂

∂r
. (4.6.12)

Sea r(x) = s, entonces la función Φr definida por (4.6.10) es

Φr(s) = exp

{
−
∫ s

(m− 1)
G′(t)

G(t)
dt

}
= exp

{
(1−m) lnG(s)

}
= G(s)1−m. (4.6.13)

Además, notemos que si τR es el primer tiempo en el que el movimiento browniano Xt

en MG entra a la esfera geodésica SR y τR1,R2 es el primer tiempo en el que sale de la
corona esférica BR1,R2 definidos anteriormente, entonces tenemos la siguiente equivalencia
en relación del proceso radial rt:

τR = τ̃R := ı́nf
{
t ≥ 0 : rt = R

}
;

τR1,R2 = τ̃R1,R2 := ı́nf
{
t ≥ 0 : rt = R1 ó rt = R2

}
.

(4.6.14)

Entonces, tenemos que los momentos n-ésimos, Ex
[
τnR
]

y Ex
[
τnR1,R2

]
del primer tiempo

de entrada a la esfera geodésica SR y del primer tiempo de salida de la corona esférica
BR1,R2 , respectivamente para el movimiento browniano Xt con valores en MG, aśı como
la probabilidad Px

(
τR1 < τR2

)
de que el movimiento browniano Xt sale por la esfera

geodésica SR1 antes de que salga por la esfera SR2 , se pueden obtener mediante el análisis
del proceso radial rt aplicando los lemas anteriores; y en consecuencia, obtenemos los
siguientes resultados.

Teorema 4.6.3 (Momentos del primer tiempo de entrada a la esfera geodésica). Dado
R > 0 fijo, sea u0(s) ≡ 1, y para todo n ≥ 1, definimos

un(s) =


2n

∫ R

s

G(t)1−m dt

∫ t

0

un−1(y)G(y)m−1 dy, 0 ≤ s ≤ R,

2n

∫ s

R

G(t)1−m dt

∫ D

t

un−1(y)G(y)m−1 dy, s > R ;

(4.6.15)

entonces para cualquier x ∈MG, tenemos que el momento n-ésimo del primer tiempo en
el que el movimiento browniano Xt entra a la esfera geodésica SR es: Ex

[
τnR
]

= un
(
r(x)

)
.

Observación. Si MG = Rm es el espacio euclidiano, sabemos que G(r) = r, y r(x) = ‖x‖,
para x ∈ BR, de la ecuación (4.6.15), obtenemos que

Ex
[
τR
]

=
R2 − ‖x‖2

m
;

aśı, nuevamente obtenemos el resultado que vimos en el Ejemplo 1.5.11.
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También es fácil de calcular el momento de segundo orden, y se tiene

Ex
[
τ 2
R

]
=

‖x‖4

m(m− 2)
− 2R2 ‖x‖2

m2
+

(m+ 4)R4

m2(m+ 2)
. (4.6.16)

Teorema 4.6.4 (Momentos del primer tiempo de salida de una corona esférica). Para
cualquier x ∈ BR1,R2, 0 < R1 < R2, tenemos que

(1).

Px
(
τR1 < τR2

)
=

∫
R2

r(x)
G(t)1−m dt∫

R2

R1

G(t)1−m dt

; (4.6.17)

(2). Sea v0(s) ≡ 1, y para cada n ≥ 1, R1 ≤ s ≤ R2, definimos

vn(s) = 2n

∫ R2

s

G(t)1−m dt

∫ t

R1

vn−1(y)G(y)m−1 dy

− 2n

∫ R2

R1

G(t)1−m dt

∫ t

R1

vn−1(y)G(y)m−1 dy Px
(
τR1 < τR2

)
,

(4.6.18)

entonces el momento n-ésimo del primer tiempo en el que el movimiento browniano Xt

sale de la corona esférica BR1,R2 es: Ex
[
τnR1,R2

]
= vn

(
r(x)

)
.

Observación. Cuando la dimensión de la variedad MG es m = 1, entonces para la ecuación
(4.6.17), tenemos que

Px
(
τR1 < τR2

)
=
R2 − r(x)

R2 −R1

; (4.6.19)

y por cálculos simples a partir de la ecuación (4.6.18), se tiene que

Ex
[
τR1,R2

]
=
(
R2 − r(x)

)(
r(x)−R1

)
. (4.6.20)

Estas dos fórmulas son conocidas para el caso del espacio euclidiano de dimensión uno
(ver Karlin & Taylor [15], pág. 205). Además, podemos calcular el momento de segundo
orden, y se obtiene

Ex
[
τ 2
R1,R2

]
=

1

3

(
R2 − r(x)

)(
r(x)−R1

){(
R2 −R1

)2
+
(
R2 − r(x)

)(
r(x)−R1

)}
.

Observación. Cuando MG = Rm es el espacio euclidiano, entonces G(r) = r y r(x) =
‖x‖, para x ∈ BR1,R2 , es fácil calcular la ecuación (4.6.17), y nuevamente obtenemos las
fórmulas que vimos en el Ejemplo 1.5.12 :

Px
(
τR1 < τR2

)
=



R2 − ‖x‖
R2 −R1

, si m = 1,

lnR2 − ln ‖x‖
lnR2 − lnR1

, si m = 2,

R2−m
2 − ‖x‖2−m

R2−m
2 −R2−m

1

, si m > 2.

(4.6.21)

Observación. Como las variedades riemannianas con curvatura seccional constante son
casos particulares de variedad rotacionalmente simétrica, y la función G(r) está dada
por (4.3.4); entonces también podemos calcular fácilmente la probabilidad Px

(
τR1 < τR2

)
para este caso.

Ahora, supongamos que X = (Xt)t≥0 es un movimiento browniano en M , una variedad
riemanniana completa de dimensión m, para o ∈M un punto de referencia, r es la función
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distancia relativa al punto o, sea cuto el conjunto de corte de o; para R > 0 fijo, definimos
la bola geodésica con centro en o y de radio R en M por

BR :=
{
x ∈M : r(x) ≤ R

}
⊂M \ cuto ;

y consideremos el primer tiempo en el que el movimiento browniano Xt entra a la frontera
∂BR (es decir, la esfera geodésica)

σR := ı́nf
{
t ≥ 0 : Xt ∈ ∂BR

}
= ı́nf

{
t ≥ 0 : r(Xt) = R

}
.

Sin pérdida de la generalidad, supongamos que las curvaturas seccionales de M en la
bola BR son acotadas, es decir,

−K2
2 ≤ KM(x) ≤ K2

1 , x ∈ BR.
Por el Teorema 4.4.4 de comparación para el proceso radial y los dos teoremas anteriores,
obtenemos una aproximación para los momentos del primer tiempo de entrada σR.

Corolario 4.6.5. Para todo r ∈ [0,∞), definimos

G1(r) =
sen (K1 r)

K1

, y G2(r) =
senh (K2 r)

K2

.

Y para cada n ≥ 1, i = 1, 2, sean u
(i)
0 (s) ≡ 1,

u(i)
n (s) =


2n

∫ R

s

Gi(t)
1−m dt

∫ t

0

u
(i)
n−1(y)Gi(y)m−1 dy, 0 ≤ s ≤ R,

2n

∫ s

R

Gi(t)
1−m dt

∫ ∞
t

u
(i)
n−1(y)Gi(y)m−1 dy, s > R .

(4.6.22)

(i) Si Xt tiene valor inicial X0 = x en el interior de BR, i.e., x ∈ BR, entonces

u(2)
n

(
r(x)

)
≤ Ex

[
σnR
]
≤ u(1)

n

(
r(x)

)
; (4.6.23)

(ii) Si cuto = ∅, y x ∈M \ BR, entonces

u(1)
n

(
r(x)

)
≤ Ex

[
σnR
]
≤ u(2)

n

(
r(x)

)
. (4.6.24)

Demostración. Sea rt = r(Xt) el proceso radial del movimiento browniano Xt en M , por
el Teorema 4.4.4 de comparación del proceso radial, tenemos que

(i) Si x ∈ BR, entonces ρ
(1)
t ≤ rt ≤ ρ

(2)
t , donde ρ

(1)
t es la única solución de la ecuación

ρ
(1)
t = ρ

(1)
0 +Wt +

m− 1

2

∫ t

0

K1 cot(K1 ρ
(1)
s ) ds, 0 ≤ t < e(ρ(1)),

con Wt un movimiento browniano estándar uni-dimensional; y ρ
(2)
t es la única solución

de la ecuación

ρ
(2)
t = ρ

(2)
0 +Wt +

m− 1

2

∫ t

0

K2 coth(K2 ρ
(2)
s ) ds, 0 ≤ t < e(ρ(2)).

Es decir, ρ
(1)
t y ρ

(2)
t son procesos de difusión uni-dimensional generados por el operador

(4.6.12) con G(r) dados por G1(r) y G2(r) respectivamente.

Sean σ
(1)
R :=

{
t > 0 : ρ

(1)
t = R

}
el primer tiempo en el que el proceso ρ

(1)
t es igual a R,

y σ
(2)
R :=

{
t > 0 : ρ

(2)
t = R

}
el primer tiempo en el que el proceso ρ

(2)
t es igual a R. Por

el Teorema 4.6.3, tenemos que los momentos de los tiempos σ
(1)
R y σ

(2)
R están dados por

u
(i)
n

(
r(x)

)
; como ρ

(1)
t ≤ rt ≤ ρ

(2)
t , entonces σ

(2)
R ≤ σR ≤ σ

(1)
R , y por lo tanto, se obtiene

(4.6.23).

(ii) Cuando cuto = ∅, de la misma manera tenemos que ρ
(1)
t ≤ rt ≤ ρ

(2)
t , si x ∈M \BR,

en este caso se tiene que σ
(1)
R ≤ σR ≤ σ

(2)
R , por lo tanto, obtenemos (4.6.24).
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Observación. Una mejor aproximación para los momentos del primer tiempo de entrada
en una esfera geodésica es considerar las funciones κi diferenciables en [0,∞), i = 1, 2,
tales que {

κ1(r) ≥ sup
{
KM(x) : r(x) = R

}
,

κ2(r) ≤ ı́nf
{
RicM(x) : r(x) = R

}(
m− 1

)−1
.

Sea Gi, i = 1, 2 solución de la siguiente ecuación de Jacobi (Sección 4.3):

G′′i (r) + κi(r)Gi(r) = 0, Gi(0) = 0, G′(0) = 1. (4.6.25)

Entonces por el teorema de comparación del proceso radial para este caso más general de
variedad rotacionalmente simétrica (ver Hsu [11], Teorema 3.5.3), se obtiene el resultado
del corolario anterior.

Entre otros estudios sobre procesos de difusión generales en una variedad riemanniana,
con los métodos de comparación similares, se puede obtener una aproximación para los
momentos del primer tiempo de entrada en una esfera geodésica (cf. Mao y Ouyang [18]),
que estos resultados sirven para el estudio de la ergodicidad fuerte y decaimiento uniforme
del proceso de Márkov; y entre otras aplicaciones se pueden consultar [23].
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