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Notacion

A-B, A\B
a=b(modn)
int(X), X
0X

con(X)

1 (X, %)
N(M)

x(X)

El conjunto de los niimeros naturales {0,1,2,3,...}

El conjunto de los nimeros racionales.

La esfera de dimensién n.

El disco o la bola de dimensién n.

El intervalo [0, 1].

Diferencia de conjuntos, el conjunto A menos el conjunto B.

a congruente con b médulo n.

El interior de la variedad X.

La frontera de la variedad X.

El conjunto de componentes conexas del espacio topolégico X.

El grupo fundamental del espacio X basado en .

Vecindad regular de la variedad M en la variedad ambiente.

La caracteristica de Euler del complejo simplicial X.

La variedad M cortada por la subvariedad N.

El exterior del nudo o enlace K en la variedad ambiente (tipicamente S%).

El nudo toroidal de pendiente p/q.



Introduccion

Uno de los invariantes clasicos mas importantes en la Teoria de Nudos es el llamado grupo
del nudo. Dado un nudo K C S3, el grupo del nudo K se define como el grupo fundamental
del complemento del nudo, 71 (S* — K). Existe un algoritmo para obtener una presentacién del
grupo de un nudo a partir de un diagrama regular de dicho nudo, conocido como el algoritmo
de Wirtinger. Uno de los problemas con este invariante es que, en general, resulta dificil
decidir si dos grupos finitamente presentados son isomorfos. Se han propuesto varias ideas
para intentar resolver este problema, por ejemplo, considerar representaciones del grupo del
nudo en grupos bien conocidos o descomponer, de alguna manera, dicho grupo en grupos mas
sencillos. Es en esta ultima direccion que aparecid, en 1964, una conjetura de L. Neuwirth
en la que se sugeria que el grupo de un nudo no trivial se descompone como un producto
no trivial con amalgama y el subgrupo de amalgama es libre. Esta conjetura fue resuelta
al encontrar una superficie con ciertas propiedades que descomponia el exterior del nudo en
dos componentes; dicha descomposicién realiza la factorizacion algebraica del grupo del nudo.
La existencia de tales superficies motivo la bisqueda de otras superficies con caracteristicas
similares. Es asi como surge la que actualmente se conoce como la Conjetura de Neuwirth,
que sugiere que para cualquier nudo no trivial en la 3-esfera existe una superficie cerrada
que contiene al nudo como una curva no separante, de tal manera que cualquier disco de
compresién para la superficie intersecta al nudo en al menos dos puntos.

La conjetura de Neuwirth ha sido resuelta para varias familias de nudos, pero en el caso
general ain no se tiene una respuesta. El presente trabajo es un acercamiento a la conjetura
de Neuwirth para los nudos (1, 1), esto es, los nudos que admiten una posicién de un puente
con respecto a un toro estandar. En el Capitulo 1 se da una breve presentacién de las defini-
ciones y resultados necesarios para abordar el problema. En la primera seccién del Capitulo
2 se hace uso de la posicién de puentes de los nudos (1, 1), asi como de la teoria de Morse
para dar una descripcién de todas las posibles superficies de Neuwirth para los nudos (1,1).
Dicha descripcion es sintetizada en una familia de graficas planas con ciertos parametros que
llamaremos graficas descendentes.

En el Capitulo 3 se presentan construcciones explicitas de superficies de Neuwirth para
una familia de nudos satélite con un patrén de enlace racional. Por ejemplo, se sabe por un
resultado de M. Ozawa y H. Rubinstein [10] que si un nudo satisface la conjetura de Neuwirth,
entonces lo mismo es cierto para cualquier nudo satélite de éste. Los nudos satélite y (1,1)
tienen por companeros a nudos toroidales, para los que se verifica la conjetura, luego, también
es cierta para los primeros. Sin embargo, no es claro como encontrar superficies de Neuwirth
para esta familia de nudos. En este Capitulo construiremos superficies de Neuwirth para varios
de dichos nudos satélite y (1,1). Para tal fin, haremos uso de la caracterizacién de los enlaces
de dos puentes de H. Schubert [11]. Como consecuencia (Corolario 3.3.1), tendremos que
existen nudos con dos superficies de Neuwirth cuyos géneros se encuentran arbitrariamente
distantes.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se dard una breve presentacion de algunos conceptos y resultados impor-
tantes que seran necesarios en en los capitulos siguientes.

Para fines del presente escrito, supondremos que todas las variedades consideradas se
encuentran en la categoria PL (lineal por pedazos), la cual, en dimensién 3, coincide con la
categoria de variedades suaves, asi que se supondra una u otra segiin convenga. Siempre que
exista alguna interseccién entre dos variedades, asumiremos que se da de forma transversal.

Sea M una n-variedad conexa y F' C M una subvariedad de dimensién m < n, diremos
que F' se encuentra propiamente encajada en M si OF C OM y int(F) C int(M). Sim =n—1
es posible obtener una nueva variedad M = M \ int(N(F)) y diremos que M se obtiene de
M al cortar por F. Usualmente se denota a M por M]|F. Si, por ejemplo, F tiene dos lados
en M, entonces OM contendrd dos copias de F. En caso de que M |F' sea disconexa, decimos
que F separa a M.

Supongamos que F' C M es una subvariedad de dimensién m propiamente encajada en
la n-variedad M, m < n. Decimos que F' es paralela o isotdpica a una subvariedad de OM
si existe una isotopia en M que deja invariante OF y lleva a F' en una subvariedad en OM.
Por ejemplo, si M es una 3-variedad y F' es un arco propiamente encajado en M, entonces
la condicién de ser paralelo a un arco en OM es equivalente a la existencia de un disco no
singular D C M con int(D) C int(M) y 0D = F U «, donde o C OM es el arco paralelo a F'.
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1.1. Superficies

Entenderemos por superficie a una variedad topoldgica de dimensién 2. La existencia o
ausencia de superficies con ciertas propiedades contenidas en una 3-varidedad M, dotan a la
3-variedad de ciertas propiedades topoldgicas y geométricas. Asi mismo, es posible considerar
ciertas superficies en una 3-variedad para descomponer a la variedad original en pedazos més
sencillos. Un ejemplo claro de ésto, es la famosa Conjetura de Geometrizacion propuesta por
W. Thurston y resuelta por G. Perelman. El primer paso en la prueba de la conjetura es la
descomposicion en variedades primas (cortando a lo largo de esferas esenciales), y después una
descomposicién obtenida al cortar a lo largo de ciertos toros esenciales. Si, por ejemplo, alguna
de las componentes obtenidas contiene toros o anillos esenciales, entonces dicha componente
no admite ninguna estructura hiperbdlica.

Como se vera mas adelante en el texto, también es posible utilizar ciertas superficies
contenidas en una 3-variedad para descomponerlas en subvariedades en las que sea mas sen-
cillo el célculo de algunos invariantes (por ejemplo, el grupo fundamental, algunos grupos de
homologia, etc.).

Definicion 1.1.1. Sea M una 3-variedad y S C M una superficie propiamente encajada con
dos lados distinta de la esfera S* y el disco D?. Diremos que S es incompresible en M si
para cada disco D C M tal que D NS = 0D, existe un disco D' C S con 0D’ = 0D. Si no
existe tal disco D' para algin disco D, diremos que S es compresible en M y que D es un
disco de compresion para S.

S S

Figura 1.1: Superficie incompresible

Definicion 1.1.2. Una superficie S propiamente encajada en la 3-variedad M se dice O-
incompresible en M si para cada disco D C M cuya frontera se descompone como la union
de dos arcos a y B que se intersecan unicamente en sus extremos y satisfacen D NS = a y
D NOM = B, existe un disco D' C S con a« C 0D’ y OD' — « C 9S. Si para algin disco
D C M con las propiedades mencionadas no existe uno de tales discos D', diremos que S es
0-compresible en M y D se llama disco de 0-compresion para S.

Existe cierta relacién entre una superficie incompresible contenidas en una 3-variedad y
los grupos fundamentales de dicha superficie y la variedad que la contiene. Si S C M es una
superficie con dos lados y conexa distinta de una esfera o un disco, entonces S es incompresible
en M siy solo si el homomorfismo inducido por la inclusién i, : 71(S) — 71 (M) es inyectivo.
En caso de que la superficie S no tenga dos lados en M (por ejemplo, si no es orientable y M
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Figura 1.2: Superficie d-incompresible

si lo es), diremos que S es algebraicamente incompresible si i, : 71(S) — w1 (M) es inyectivo.
De manera similar, S es 0-incompresible en M si el homomorfismo inducido por la inclusién
en los grupos fundamentales relativos a la frontera i, : m(S,05) — 71 (M,0M) es inyectivo
para cualquier eleccién de punto base en 9S (para mayores detalles sobre esta relacién entre
incompresibilidad y grupos fundamentales se puede revisar [6]).

Definicién 1.1.3. Una superficie S con 2-lados, distinta de S* y D?, contenida en la 3-
variedad M (propiamente encajada si 0S # (), se dice esencial en M si S es incompresible
y O-incompresible en M siempre que S # (), o bien, en caso contrario, si S es incompresible
y no es isotépica en M a alguna componente de OM .
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1.2. Nudos (1,1) y nudos satélite

En el presente texto, un nudo contenido en una 3-variedad M serd un encaje PL, f : St —
M. Abusando un poco de la terminologia, llamaremos también nudo a la imagen del encaje
f(SY). Para n € N, llamaremos un enlace de n componentes a una unién de n nudos disjuntos
fISHUf(SHU. . .UF(SY) € M. Alo largo del texto se utilizard el término enlace para referir
también a los nudos, a menos que sea necesario hacer explicito que se trata de un enlace con
una sola componente se utilizard el término nudo. Si L = f1(SH U fo(SH U ... U fu(SH) Cc M
vy L' = g1(SY) U ga(SY) U ... U gu(S') € M son dos enlaces, diremos que los enlaces son
equivalentes en M si n = m y existe una isotopia en M que lleva el conjunto L en el conjunto
L'. En adelante, cuando hablemos de un enlace, nos referiremos a su clase de equivalencia en
la variedad ambiente.

Definicién 1.2.1. Sean L y S un enlace y una superficie cerrada, respectivamente, en S3.
Supongase que L y S se intersectan de manera transversal. Decimos que L se encuentra en
posicion de n puentes con respecto a S, si S divide a L en 2n arcos paralelos a arcos sobre
S, donde, si ai,...,qy, son los arcos de L que se encuentran en una de las dos componentes
en que S divide a S®, entonces existen arcos ajenos By, ..., Bn, contenidos en S con a; N f; =
Oa; = 0By, i = 1,...,n tales que a; U B; es frontera de un disco D; C S3, D;NS = B; y
DiND; =0 sii#j.

Definicién 1.2.2. Decimos que un enlace L en S® es un enlace (g,n) con g € N, n € N\ {0},
si existe una superficie de Heegaard de género g (una superficie cerrada que divide la 3-esfera
en dos cubos con g asas), S C S?, tal que L se encuentra en posicion de n puentes con respecto

aS

No es dificil ver que un enlace (g, n) también es un enlace (¢+1,n) y (¢g,n+ 1), aunque el
converso no siempre es cierto. Un hecho menos obvio es que si un enlace es (g,n+1), entonces
también es (¢ + 1,n). Cuando g = 0, decimos simplemente que L admite una posicion de n
puentes; si ademds L no admite una posicion de n — 1 puentes, diremos que L tiene numero de
puentes n. Por como estd definido, el niimero de puentes es un invariante de nudos y enlaces.

En el presente texto, estamos interesados en los nudos (1, 1), es decir, aquellos nudos para
los que existe un toro estdandar en S® con respecto al cual se pueden colocar en posicién de 1
puente. En particular, los nudos (1,1) contienen a los nudos de dos puentes. Los nudos (1,1)
también contienen a los nudos toroidales, que son aquellos nudos que se pueden encajar en un
toro estdndar (un toro de Heegaard), T' C S3. Los nudos toroidales se pueden parametrizar
mediante el conjunto Q U {1/0}, donde un nimero racional p/q en forma reducida (es decir,
(p,q) = 1), representa a la clase de isotopia de una curva cerrada y simple contenida en T
que completa p vueltas en la direccién meridional de T' y ¢ vueltas completas en la direccion
longitudinal, una vez que se haya fijado una orientaciéon para las curvas meridional y longi-
tudinal. En este caso, diremos que se trata de un nudo toroidal (p,q), y lo denotaremos por
Tp.q- En la Figura 1.3 se muestra el nudo toroidal 3/2, denotado por T3 o.

Otra familia importante de nudos en la 3-esfera es aquella formada por los nudos satélite
que se caracterizan por lo siguiente:
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Figura 1.3: Nudo toroidal T3 o

Figura 1.4: Superficie meridionalmente incompresible para el nudo toroidal T3

Definicién 1.2.3. Se dice que un nudo K C S? es un nudo satélite si existe un toro

incompresible T C E(K) = S*— N (K) no isotdpico a ON(K). Si K' es la curva central del
toro sélido que tiene por frontera a T, decimos que K es un nudo satélite de K', o bien,
que K' es un nudo companiero de K.

Se sigue de la definicién previa que si K es un nudo satélite con un nudo companero K’,
entonces K’ es un nudo no trivial. Ciertas propiedades de un nudo no trivial se heredan a los
nudos satélite de éste, como se mencionard més adelante.

Una propiedad importante de los nudos satélite es que, junto con los nudos toroidales, son
los tnicos nudos en la 3-esfera que no son hiperbdlicos (su exterior no admite una estructura
hiperbdlica). Una familia importante de los nudos satélite son los llamados nudos cable. Di-
remos que un nudo K C S? es un nudo cable si existe un nudo K’, compaiiero de K, tal que
K sea isotépico en F(K') a una curva cerrada simple contenida en ON (K).

A continuacion se presenta la definicién de superficie meridionalmente incomprensible. Di-
cha propiedad es relativa, no solo a la 3-variedad que contiene a la superficie, sino también con
respecto a un nudo. Este tipo de superficies servirdan para definir las superficies de Neuwirth
que seran las superficies buscadas en la conjetura del mismo nombre.

Definicion 1.2.4. Sea K un nudo contenido en una 3-variedad M y S C M una superficie
que es ajena a K o que contiene a K. Decimos que S es meridionalmente incompresible
con respecto a K si todo disco de compresion para S intersecta a K en al menos dos puntos.

Es un hecho conocido que en un toro sélido M existe, salvo isotopia, un unico disco de
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Figura 1.5: Superficie meridionalmente compresible

compresiéon para dM en M. En la Figura 1.3 se muestra al nudo toroidal 732 contenido en
un toro estandar T, que divide a S? en dos toros sélidos, luego existen esecialmente dos discos
de compresién para T en S? (los cuales se ilustran sombreados en la Figura 1.4). Como uno
de estos discos intersecta a 732 en tres puntos, mientras que el otro lo hace en dos, tenemos
que T es meridionalmente incompresible con respecto a K en S®.

Ahora consideremos una superficie de Heegaard de género 2, S C S3. En este caso, no es tan
facil describir los nudos que se pueden encajar en S como lo fue en el caso de una superficie
de género 1. Si K es un nudo encajado en S, no es obvio decidir si S es meridionalmente
incompresibilidad con respecto a K. En la Figura 1.5 se muestra nuevamente el nudo toroidal
T3 encajado en una superficie estandar de género 2, solo que en estd presentacién existe
un disco de compresién para la superficie que es ajeno al nudo, asi que la superficie no
puede ser meridionalmente incompresible con respecto a 732. En general, para superficies
y nudos cualesquiera en la 3-esfera resulta dificil decidir si la superficie es meridionalmente
incompresible con respecto al nudo. Si H C S? es una subvariedad propia y S C H es una
superficie cerrada que contiene al nudo K y tal que todo disco de compresién para S en H
intersecta al nudo en al menos dos puntos, diremos que S es meridionalmente incompresible
con respecto a (H, K).

En el Capitulo 3 se dardn algunos criterios para verificar dicha propiedad para cierta
familia de nudos y superficies.
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1.3. Emnlaces de dos puentes

Una de las familias mds simples y més estudiadas de enlaces en S? es aquella formada
por los enlaces de dos puentes. Como se menciond anteriormente, dado un enlace de dos
puentes L C S3, existe una esfera S C S3, tal que K admite una posicién de dos puentes
con respecto a S. Més atin, existe una variedad producto S x [~1,1] C S? con S = S x {0}
tal que L C S x [—1,1]. Al considerar la funcién altura h : S x [—1,1] — [—1,1] definida
por la proyeccion en el intervalo, es posible colocar a L en una posicién con exactamente
dos méximos y dos minimos (un punto critico en cada uno de los cuatro arcos en lo que S
divide a L). Otra representacién equivalente de un enlace de dos puentes es como la cerradura
numerador o denominador de un ovillo racional, razén por la cual también son conocidos
como enlaces racionales. Un ovillo estd formado por una pareja (B,t), donde B es una 3-bola
y t son dos arcos ajenos propiamente encajados en B con sus extremos en cuatro puntos fijos
(por convencién, se suele pensar en estos puntos como en los puntos cardinales NE, NO, SE
y SO de una proyeccién plana de B como en la Figura 1.6(a)). Al igual que en el caso de
enlaces, en realidad estamos interesados en las clases de isotopia de ovillos que dejan fijos los
extremos de los arcos, asi que cuando se menciona un ovillo, en realidad se estd pensando en
su clase de isotopia. Se dice que un ovillo (B,t) es racional si los dos arcos en t son paralelos
a arcos en 0B. El ovillo de la Figura 1.6(a) es racional, aunque no resulta facil ver los discos
de paralelismo de los arcos del ovillo con arcos en la frontera de la 3-bola. En las Figuras
1.6(b) v (c), se ilustran las operaciones de ovillos conocidas como cerradura numerador y
denominador, respectivamente. En dichas operaciones se completan los ovillos a enlaces al
cerrarlos con arcos en la 3-bola complementaria a B en S?. Para una exposicién mas extensa
sobre ovillos racionales se puede revisar [1] y [7].

NOQ NE ‘ .

SE SO . '

(a) (b) (c)
Figura 1.6: Ovillo racional

Es claro que un enlace de dos puentes solo puede tener una o dos componentes. Si, por
ejemplo, un enlace racional tiene dos componentes, entonces cada componente es un nudo
trivial que se enlaza con la otra componente. Si L es un enlace de dos puentes en una presen-
tacién con dos maximos y dos minimos con respecto a una funcién altura, se puede simplificar
aln mas hasta representarlo mediante un diagrama plano correspondiente a alguno de los dos
esquemas de la Figura 1.7 (como el de la izquierda cuando n sea impar, o bien, como el de
la derecha si n es par). En cada diagrama, las cajas con etiqueta ¢; € Z, representan una
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Figura 1.7: Enlace racional

secuencia vertical de |¢;| cruces, que por convencién, serdn como en la figura siempre que ¢
sea par y ¢; > 0, o bien, cuando i sea impar y ¢; < 0, mientras que corresponderd a una
secuencia de cruces opuestos en cualquier otro caso. A esta presentacién para el enlace L es
posible asignarle el racional o/ = [¢1, ¢a, ..., ¢y] obtenido como la fraccién continua definida
por los enteros ¢y, ¢, ..., c,. La relacién entre el nimero racional /8 y la clase de isotopia
del enlace L es expresada por el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1. (Schubert 1956) Si K y K' son dos nudos o enlaces racionales con respectivas
fracciones /B y o' /B, entonces K y K' son isotdpicos si y solo si « = o' y ya sea que
B =0 (mod ), o bien 85 =1 (mod «).

Este resultado fue demostrado por primera vez por H. Schubert [11] mediante un analisis
combinatorio de los enlaces en su presentacién como enlaces de dos puentes. Una prueba
simplificada se basa en el hecho de que la cubierta doble de S? ramificada a lo largo de un
enlace racional se corresponde con una clase, bajo difeomorfismos, de espacios lente; finalmente
se hace uso de clasificacion de las clases de espacios lente bajo difeomorfismo. Recientemente,
L. Kauffman y S. Lambropoulou [7] dieron una demostracién haciendo uso de la clasificacién
de ovillos racionales de J.H. Conway [1].
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1.4. La conjetura de Neuwirth

Sean K C S un nudo y S C S? una superficie cerrada que contiene a K de manera que K
es una curva no separante en S. Supdngase también que cualquier disco de compresion para
S intersecta a K en al menos dos puntos, es decir, S es meridionalmente incompresible con
respecto a K. De existir una superficie S con tales propiedades, diremos que .S es una superficie
de Neuwirth cerrada para K. La superficie S=SNE (K) serd pues una superficie compacta,

conexa, orientable, separante y esencial, propiamente encajada en E(K) = S3— ](\)f (K) con
dos componentes de frontera en ON(K) de pendiente entera. A esta superficie le llamaremos
simplemente una superficie de Neuwirth para K. Dada la equivalencia entre las superficies de
Neuwirth cerradas y aquellas con frontera, en ocasiones se mencionaran simplemente como
superficies de Neuwirth de manera indistinta. El ejemplo més sencillo de nudos que admiten
este tipo de superficies son los nudos toroidales T, ;, donde al menos uno de [p| o |¢g| es mayor
o igual que 2; para estos nudos, la superficie de Neuwirth es el toro estdndar que los contiene,
pues ya se habia visto que el toro era meridionalmente incompresible con respecto a T, , y el
nudo es una curva no separante en la superficie (ver Fig. 1.4).

La conjetura que actualmente se conoce como de Neuwirth y se enuncia en términos
topoldgicos surge en realidad de otra conjetura de descomposicion de los grupos fundamentales
de complementos de nudos que fue enunciada por L. Neuwirth [9] en 1964:

Conjetura 1.4.1. Si K C S? es un nudo no trivial, entonces m(S* — K) se factoriza como
un producto libre no trivial con amalgama y el subgrupo de amalgama es libre.

Esta conjetura fue demostrada anos después, en 1984, por M. Culler y P. B. Shalen [2],
cuya prueba se basa en la existencia de superficies especiales en el exterior de cualquier nudo
que realizan la descomposicién algebraica:

Teorema 1.4.2. (Conjetura débil de Neuwirth) Para cada nudo no trivial K C S® existe una
superficie propiamente encajada en E(K) separante, orientable, esencial y con frontera no
vacia y no meridional.

Cabe hacer notar que las superficies descritas en la demostracion del teorema anterior no
son necesariamente de Neuwirth, pues la pendiente de las componentes de frontera de una de
tales superficies en la frontera del exterior del respectivo nudo no era necesariamente entera.
Sin embargo, la existencia de dichas superficies motivé la bisqueda de otras superficies mas
particulares, es asi como surge la siguiente conjetura que hasta la fecha no ha sido resuelta en
su totalidad:

Conjetura 1.4.3. (Conjetura de Neuwirth) Todo nudo no trivial K C S? tiene una superficie
de Neuwirth asociada.

Esta conjetura ha sido demostrada tinicamente para ciertas familias de nudos. Como se
mencioné antes, hay ciertos nudos para los que se verifica de manera inmediata, como son
los nudos toroidales y los nudos cables (en cada caso, la superficie de Neuwirth asociada
corresponde al toro que los contiene, ya sea estandar o anudado). En [10], M. Ozawa y J. H.
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Rubinstein hacen un listado de varias familias de nudos para los cuales se ha demostrado la
conjetura de Neuwirth, entre los que se cuentan los nudos de dos puentes, nudos alternantes,
nudos alternantes generalizados, nudos +-adecuados no positivos, etc.. Para la mayoria de las
familias de nudos que se sabe que satisfacen la conjetura, la superficie de Neuwirth asociada
se obtiene al considerar la frontera de una vecindad regular de una superficie no orientable
que tiene por frontera al nudo y que es algebraicamente incompresible y 0-incompresible en
el exterior del nudo. Por ejemplo, en algunos de estos casos, dichas supeficies se obtienen de
un diagrama plano al colorear las regiones complementarias como tablero de ajedrez y formar
la superficie con uno de los colores. Esto dio pie a la siguiente conjetura que implica la de
Neuwirth:

Conjetura 1.4.4. (Conjetura fuerte de Neuwirth)Para cada nudo primo K que no es toroidal,
existe una superficie no orientable S con 0S = K y tal que S N E(K) es algebraicamente
incompresible y 0-incompresible.

Recientemente, N. Dunfield [3] encontré algunos nudos que no satisfacen la conjetura
anterior. Por lo tanto, es necesario pensar en otra ruta para intentar demostrar la conjetura
de Neuwirth en lugar de las superficies no orientables mencionadas. En el Capitulo 3 se
propone una construccién de superficies de Neuwirth para los nudos (1,1) y satélites de
manera directa. No queda aun claro si estas superficies se pueden realizar a partir de una
superficie no orientable con las propiedades mencionadas que tenga por frontera al nudo.



Capitulo 2

Superficies de Neuwirth y nudos
(1,1)

En el presente capitulo se dard una descripcién de todas las superficies en S? que pueden
ser superficies de Neuwirth para algin nudo (1,1). Para esto, se hard uso de la Teoria de
Morse; si S C S? es una superficie de Neuwirth cerrada para un nudo (1,1), K, es posible
colocar a S en varias posiciones de Morse compatibles con la posicién (1,1) del nudo K. Se
define una funciéon de complejidad para comparar las diferentes posiciones de Morse para S.
De entre todas la posiciones de Morse para S, se eligird una que minimice la complejidad. Se
demostrard que tal configuracién para S con complejidad minima puede ser descrita mediante
una grafica plana con ciertos parametros.

13
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2.1. Descripcion de las superficies de Neuwirth para los nudos

(1,1)
No es dificil ver que un nudo K C S? es un nudo (1,1) si y solo si K se puede encajar
en un producto 7' x I, donde T es un toro estdndar en S* e I = [0, 1], de tal forma que

Ky:=Kn(T x{0})y K1 := KN (T x {1}) son dos arcos simples y K NT x (0,1) son dos
arcos que intersectan de manera transversal a cualquier toro Ty := T X {t}, Yy que conectan a
Ky con Kj, es decir, que cuando restringimos la proyeccion del producto T' x I en el factor
I a cada uno de los dos arcos transversales, resulta ser inyectiva sobre I. Los toros de nivel
To=T x {0}y Ty = T x {1} descomponen a la 3-esfera como S* = Hy U (T x [0,1]) U Hj,
donde Hy y H;i son dos toros sélidos.

Pensemos en un nudo (1,1) y no trivial, K C S, en una configuracién como la que se
mencioné en el parrafo anterior. Isotopamos Ky y K dentro de Hg y Hi, respectivamente,
de tal manera que K; sea paralelo a un arco simple en T; = 0H; para i = 0,1. Sea S C S?
una superficie de Neuwirth cerrada para K. Podemos suponer que .S intersecta a Ty y 11 de
manera transversal, y denotaremos por Sy, S1y S a las superficies SN Hy, SNH, y SN(Tx1I),
respectivamente. Sea 7 : T' x I — [ la funcién altura dada por la proyeccion en el factor I.
Al suponer que S es una superficie suave, es posible isotopar a .S, manteniendo la posicién
de puentes de K, de tal forma que 7 |5 sea una funcién de Morse con conjunto de puntos
criticos no degenerados en diferentes alturas X = {x1,...,z,} C I, donde supondremos que
x; < xj siempre que 7 < j. Asi, un punto critico en S asociado a un valor critico en X puede
corresponder a un minimo local, un maximo local o un punto silla. Para cualquier otro punto
y € I — X tenemos que (7 | 5)_1(3/) serd una coleccién de curvas cerradas y simples sobre S y
también sobre el respectivo toro de nivel T' x {y}, comtinmente llamadas curvas de nivel para
S en el nivel y. Mas atn, si Cy y C] son las curvas centrales de Hy y Hi, respectivamente,
la funciéon de Morse de la superficie S se puede extender casi completamente a las superficies

o
So y S1, simplemente al extender la funcién altura 7 a las variedades producto Hy— N (Cp)

y Hi— N (C1) con respectivos codominios [—~1,0] y [1,2]. Llamaremos 7 : § — (](\)7 (Co)u N
(C1)) — [—1,2] a tal extensién y supondremos siempre que Ky y K; tienen un tnico minimo
y maximo, respectivamente, con respecto a la funcién altura dada por 7.

Para cada valor z € [—1, 2], el respectivo toro de nivel T}, := (7)~!(z) serd un toro estandar
que divide a S® en dos toros sélidos Vp y Vi, tales que Vj contiene a C; como curva central
para i = 0,1. Si D; es un disco meridiano de V;, i = 0,1, y a = dDg, 8 = 0D, C T, entonces
podemos suponer que las curvas « y 8 se intersecan en un tunico punto z, y los elementos
[a], [8] € m1(T,z) generan a todo el grupo, es decir, para cualquier lazo v C T, basado en
x se tiene que [y] = p[a] + ¢[f] para ciertos enteros p y ¢. Mas atn, si la curva v es simple,
entonces p y ¢ son primos relativos. De esta manera, cualquier curva de nivel de .S en la altura
z tendrd asociada una fraccién en forma reducida p/q, a la que llamaremos la pendiente de la
curva de nivel. Es facil ver que si v C T, es una curva cerrada, simple y esencial de pendiente
p/q, entonces la proyeccién de 7y en algtin otro toro de nivel T,/ tendra la misma pendiente en
el respectivo toro T,/.

Pensemos en uno de los valores criticos z; € X, correspondiente a un punto silla para la
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Figura 2.1: Tipos de puntos silla

funcién 7 |s. Consideremos las curvas de nivel de la superficie S para los valores ; — ¢ y
x; + €, donde € > 0 es elegido de tal forma que sea menor a x;, 1 — x;, ©; — ;-1 Y Tit1 — T;
(siempre que x;_1 y x;+1 existan). Las curvas de nivel para S en los niveles T;—€y x;+€ seran
idénticas, salvo por aquellas curvas que toman parte en el punto silla en z;, el cual puede ser
de alguno de los siguientes tipos:

Tipo 1: Una curva de nivel trivial y una curva de nivel esencial en la altura z; + ¢ se fusionan
en una curva de nivel esencial en el nivel z; — e (diremos en este caso el punto critico
corresponde al subtipo (a)), o viceversa, es decir, una curva de nivel esencial en el nivel
x; + € se descompone en dos curvas, una trivial y la otra esencial, al pasar al nivel x; — ¢
(en este caso nos referiremos al subtipo (b)).

Tipo 2: Dos curvas de nivel esenciales y paralelas en el nivel x; + ¢ se fusionan en el valor critico
x;, para dar lugar a una curva trivial en el nivel x; —e (subtipo (a)), o viceversa (subtipo

(b))

Tipo 3: Dos curvas de nivel triviales y no concéntricas para S en la altura z; + ¢ se fusionan en
una Unica curva trivial en la altura z; — e (subtipo (a)), o viceversa (subtipo (b)).

Tipo 4: Dos curvas de nivel triviales y concéntricas para S en la altura x; + ¢ se fusionan en una
Unica curva trivial en el nivel z; — e (subtipo (a)), o viceversa (subtipo (b)).

En la Figura 2.1 se representan esquematicamente los cuatro tipos de puntos silla men-
cionados. Cada rectangulo representa un toro de nivel. En cada punto silla del subtipo (a),
el esquema de la izquierda representa la atura x; + € y el de la derecha representa el nivel
xj — €; mientras que en los subtipos (b), la altura z; 4+ ¢ estd representada en el diagrama de
la derecha. En cada rectangulo se representan las curvas de nivel para S que toman parte en
el respectivo punto silla, donde las curvas que aparecen como rectas horizontales representan
curvas de nivel esenciales. Las lineas punteadas indican la trayectoria que siguen las curvas
de nivel al acercarse al valor critico.

Dada una superficie de Neuwirth cerrada S para un nudo K C S3, en una configuracién
como se menciond anteriormente, definimos la complejidad para dicha configuracion de la
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superficie como

()= D W+ X wBI+I8 . X))

Aecon(So) Becon(Sh)

donde | X| denota la cardinalidad de X, \S’ | denota el nimero de componentes conexas de S,
|X(A)| denota el valor absoluto de x(A), la caracteristica de Euler de la superficie A, y con(.S;)
denota el conjunto de componentes conexas de la superficie S;, ¢ = 0,1. Tenemos pues, que
la complejidad de una configuracion para la superficie S esta dada por una pareja de enteros;
luego, al conjunto de complejidades correspondientes a todas las posibles configuraciones de
S le daremos el orden lexicografico. De ahora en adelante supondremos que S se encuentra
en una configuracién con complejidad minima, esto es, que la superficie ha sido isotopada,
respetando la posicién (1,1) de K, hasta una configuracién en la cual ya no es posible reducir
su complejidad.

Supongamos que alguna componente conexa de S|(Tp U T1) es un disco, digamos D. El
disco D solo puede ser un disco meridiano de H;, un disco en .S; paralelo a un disco en Tj, o
un disco en S paralelo a un disco en T}, i € {0,1}.

Afirmacién 2.1.1. Los discos componentes de S|(ToUT1) solo pueden ser discos meridianos
de H; o discos en S; con fronteras triviales y concéntricas en Ty, i € {0, 1}.

Demostracion. Supongamos que existen dos discos D1, Dy C S; tales que 0D1 y 0Dy son
curvas triviales que acotan discos ajenos D}, D) C T;, respectivamente, i € {0,1}. Alguno
de tales discos, digamos D, es ajeno a K, luego la 3-bola, B C H;, que tiene por frontera
a Di U D] es ajena a K y seria posible realizar una isotopia en B para recorrer el disco D
desde H; hasta T x I, con lo cual se reducirfa la primera entrada de ¢(.S) en al menos uno,
lo cual es una contradiccién. Asi que todas las componentes discos de S; que son paralelas a
discos en Tj, tienen fronteras concéntricas en T;. Mas atn, si D C 5; es el disco cuya frontera
es la curva de mas adentro en T;, entonces K; debe estar contenido en la 3-bola acotada por
D y el disco al que es paralelo sobre T;.

Supongamos que alguna de las componentes conexas de S es un disco, digamos D. Luego,
D es paralelo en T x I a un disco D' C T;, i € {0,1}. Observemos que D’ es ajeno a K.
Supongamos que int(D') NS = () y sea A la componente de S; que comparte frontera con
D. Existe una isotopia, como en el parrafo anterior, que lleva a D desde T' x I hasta H;. Si
x(A) < 0, al realizar dicha isotopia, se reducirian |x(A)| y |S| en uno, por lo tanto, también la
complejidad de S, lo cual no es posible. En caso de que x(A) = 0, es decir, si A es un anillo,
luego de llevar a cabo la isotopia, A se convierte en un disco, con lo que se incrementa |x(A)|
en uno, sin embargo, se reducen |S| en uno y también | X | en al menos uno, asf que la primera
entrada de ¢(S) se mantiene constante pero se reduce la segunda entrada, nuevamente se
llega a una contradiccién. Por tltimo, supongamos que int(D’) NS # () y elegimos una curva
a C D'NS de més adentro en D’. Una vez més se tiene que « es frontera de un disco D” C S.
Es posible realizar una isotopia para recorrer a D” hasta que se encuentre completamente
contenido en H; o en T' x I, sin incrementar ¢(S). Como en el andlisis de los casos anteriores,
existe una isotopia que elimina el arco « de D' NS y reduce ¢(S), lo cual es una contradiccién
y, por lo tanto, no existen discos como componentes de S.



CAPITULO 2. SUPERFICIES DE NEUWIRTH Y NUDOS (1,1) 17

Figura 2.2: Isotopia

O

Afirmacién 2.1.2. Si existe un disco en S; con frontera trivial sobre T;, i € {0,1}, entonces
las componentes conexas de S; son discos meridianos de H;, o discos con frontera trivial sobre
T;, o anillos con frontera esencial y no meridional sobre T;.

Demostracion. Supongamos que existe al menos un disco, D C S;, con frontera trivial sobre
T;. De la afirmacién anterior se tiene que si D C Tj es el disco que comparte frontera con
D, entonces la 3-bola, B C H;, que tiene por frontera a D U D, contiene a K;. Sea A una
componente de S; ajena a B y distinta de un disco. Supongamos que existe un disco de
compresién, D' C H;, para A. Podemos suponer que int(D') NS = (), pues en caso contrario
podemos elegir una curva a C int(D’) N S, que sea de mds adentro en D" y separa un disco
D" c D'. Si A’ es la componente conexa de S; que contiene a la curva a y D” es un disco de
compresion para A’, entonces consideramos a A’ en lugar de A. La otra posibilidad es que «
sea frontera de un disco en A’, luego, por argumentos estdndares es posible eliminar el arco
a de la interseccién D' N S.

Alser D" ajeno a K, 9D’ es frontera de un disco D" C S. Notemos que D"N(ToUTy) # 0, ya
que D’ es un disco de compresién para A. Podemos elegir una circunferencia, « C D"N(TyUTY),
que sea de mds adentro y separa un disco D" ¢ D”. Por otro lado, en la 3-bola, B’, que tiene
por frontera a D'UD"” y es ajena a K, es posible realizar una isotopia para recorrer el disco D"
hasta estar contenido en H;. Si x(A) < 0, dicha isotopia basta para garantizar una reduccién
en ¢(S). Si x(A) = 0, después de dicha isotopia, se incrementa |y (A)| en uno, pero se elimina
el arco de interseccién «, con lo que se reduce la primera entrada de ¢(.S) en al menos uno,
mientras que se reduce la segunda entrada de ¢(.S) en al menos uno. En cualesquiera de los
casos, se llega a una contradiccién. Se concluye que A es incompresible y, por lo tanto, solo
puede ser un anillo con frontera esencial y no meridional sobre T;.

Las componentes de S; que se encuentran contenidas en B también deben ser incompre-
sibles por los mismos argumentos, asi que no pueden ser anillos, luego, cada una de estas
componentes es un disco con frontera trivial sobre T;.

O
Afirmacién 2.1.3. 7|z no tiene puntos criticos del tipo 3.

Demostracion. Supongamos que x; € X corresponde a un punto critico del tipo 3a, en el cual,
dos curvas de nivel para S triviales y no concéntricas en Ty, ., digamos Cy y Cy, se fusionan en
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la altura x; para dar lugar a una curva trivial C3 en el nivel x; —¢, para € > 0 suficientemente
pequeno. Sean Dy, Dy C Ty 4. los discos de nivel acotados por €7 y Ca, respectivamente.
Es posible que D1 y Dy contengan otras curvas de nivel para .S, asi que elegimos dos de
tales curvas que sean de mds adentro en T ., digamos C] C Dy y C) C Ds. Alguna de las
curvas, C] o C, es frontera de un disco D’ C S ajeno a K, pues si C] y C intersectan a K
en un punto, se seguirfa de la meridiano-incompresibilidad de S que C] y C4 separan discos
de S, lo cual no es posible. Mediante una isotopia que involucra a D’ es posible deshacer
la curva de interseccién D’ C Dy U Dy, sin aumentar la complejidad de S. Si repetimos el
argumento previo cuantas veces sea necesario, llegaremos a una situacién en la cual C7 o Cs
es frontera de un disco D C S. Finalmente, si D N (C7; U Cy) = D, mediante una isotopia
que involucra al disco D, es posible eliminar el punto critico z; (ver Fig. 2.2). Mientras que
si Ch UCy C D, entonces también existen isotopias que reducen la cardinalidad de X o el
ntimero de componentes de S. En cualesquiera de los casos se contradice la minimalidad de
c(9).

Tampoco existen puntos criticos del tipo 3b, por los mismos argumentos. ]

Con argumentos similares, se puede ver que la afirmacién anterior sigue siendo cierta si en
lugar de considerar la funcién 7|g tomamos la funcién 7|s. En ocasiones se abusard un poco
de la notacion al referirse a una curva de nivel y a cualquier otra curva de nivel trasladada de
ésta con la misma etiqueta, a fin de simplificar las descipciones y no usar excesivas etiquetas.

En este punto es conveniente hacer notar una sutil dicotomia entre la sucesién de puntos
criticos del tipo 2. Supongamos que en un punto critico del tipo 2b en el nivel z € [—1, 2], una
curva de nivel trivial Cy en la altura z + € (con € > 0, suficientemente pequeno), da lugar a
dos curvas de nivel esenciales, C; y C2, en el nivel z — € de pendiente p/q. Supongamos que
el siguiente valor critico, w < z, en orden descendente, es del tipo 2a, en el cual se fusionan
las curvas Cy y Co para dar lugar a una curva de nivel trivial Cy en la altura w — €. Existen,
esencialmente, dos maneras de conectar las curvas C; y Cs en el punto critico en w, una por
cada regién en la que las curvas Cq y Co dividen al toro de nivel T,_. (ver Fig. 2.3). Nétese,
por ejemplo, que para que se realice el punto critico en w correspondiente a la ilustracion
inferior de la Figura 2.3, es necesario que no existan otras curvas de nivel esenciales en la
altura z — € ademéas de Cy y Cs. Sea F' la subsuperficie de S formada por los trasladados de
Cy entre las alturas z + € y z, los trasladados de C7 U Cy entre los niveles z y w, asi como
los trasladados de Cy entre las alturas w y w — €. F' serd una superficie de género 1 con dos
componentes de frontera, Co y Cy. Si D1 C Thqe y D2 C Ty son los discos de nivel que
tienen por frontera a Cy y Cjy, respectivamente; entonces la superficie cerrada F' U D1 U Do
serd un toro isot6pico a un toro de nivel, digamos T, (en el caso inferior de la Figura 2.3), o
bien, un toro que corresponde a la frontera de una vecindad regular de un nudo toroidal de
pendiente p/q (en el caso de un punto critico en w correspondiente a la ilustracién superior
de la Figura 2.3).

En la siguiente afirmacién se describird una isotopia que serd 1til mas adelante. Para
describir dicha isotopia nos olvidaremos por un momento del nudo y solo consideraremos la
superficie. Asi mismo, no tomaremos en cuenta la complejidad de la superficie (en realidad, en
las situaciones en que se recurra a la isotopia en cuestién en afirmaciones posteriores, nunca
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Figura 2.3: Puntos criticos de tipo 2a

se incrementard la complejidad, ni se afectard la posicién (1,1) de K).

Afirmacién 2.1.4. Sea z € (—1,2) un valor critico en cuyo punto critico toman parte las
curvas de nivel C1 y Ca, donde Co puede ser trivial o esencial en el respectivo toro de nivel,
pero en caso de ser trivial, entonces también Ci es trivial. Supdngase que Cy es otra curva
de nivel en T, paralela a C1 y que ambas curvas son frontera de un anillo A en la superficie
S por encima de la altura z. Entonces existe una isotopia de la superficie S que modifica el
anillo A y cambia el punto critico en z de uno del tipo la, 4a o 2a por uno del tipo 1b, 4b o
1b, respectivamente.

Demostracion. Puesto que en este caso no estamos interesados en la posiciéon del nudo K ni
en la complejidad de la superficie S, resulta sencillo imaginar una isotopia como se menciona.
Por ejemplo, si el valor critico en z corresponde a uno del tipo 2a, en el cual se fusionan las
curvas de nivel Cy y C5 para producir una curva de nivel trivial C3, basta con recorrer el
anillo A ligeramente por debajo de la altura z y reacomodar la superficie para cambiar el
punto critico en z por uno del tipo 1b. Ligeramente por debajo de la altura z se tendran dos
curvas de nivel, una trivial, C;, que sera paralela en S a C3, y una curva de nivel esencial, C},
paralela en S a Cy. En la parte superior de la Figura 2.4 se muestra esquematicamente dicha
isotopia. Notese que en dicha isotopia también se modifica la parte de la superficie S que se
pudiera encontrar por debajo del anillo A, pero por el momento no estamos restringiendo tal
posibilidad. En la parte inferior de la Figura 2.4 se representa la isotopia necesaria en caso
de tener un punto critico en z del tipo la en el cual la curva de nivel trivial C7 y la curva de
nivel esencial Cy se fusionan en una curva de nivel esencial C3. Después de dicha isotopia se
tiene un punto critico del tipo 1b, a partir del cual aparecen una curva trivial, C;, paralela en
S a Cp, y una curva de nivel esencial, C;, isotépica en S a Cs. El caso en el que en z se tenga
un punto critico del tipo 4a es andlogo. O
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Figura 2.4: Isotopias

Afirmacion 2.1.5. S no tiene mdzimos ni minimos locales.

Demostracion. Supongamos por ejemplo que x; € X corresponde a un maximo y es el que
se encuentra a menor altura entre todos los méximos locales de S. Sea € > 0 menor que xjy
Tj—Tj1 (si Tj_1 existe). La curva de nivel asociada al mdximo en la altura Tj — € Sera una
curva de nivel trivial C. Sea z € (—1,z;) el valor critico asociado al punto critico en el que
toma parte la curva de nivel paralela a C; en dicho nivel (puede ocurrir que z € X o que
z < 0). Nétese que la 3-bola, B, acotada por el disco D, formado por los trasladados de C
entre las alturas z y x;, y por el disco de nivel D' C T x {z} acotado por C1, es ajena a K. Si
z < 0, tendriamos un disco en S paralelo a un disco en Tp, pero esto contradice la Afirmacién
2.1.1, luego, se tiene que z € X. Sabemos de la Afirmacién 2.1.3 que el punto critico en z no
puede ser del tipo 3. Si el punto critico en z es del tipo 4a o la, es posible realizar isotopias
dentro de la bola B (como aquella de la Figura 2.2), para reducir la complejidad de S sin
alterar la posicién (1,1) de K.

Veamos que el punto critico en z tampoco puede ser del tipo 4b. Supongamos que tal caso
ocurre y que en la altura z — € se generan, a partir de C1, dos curvas de nivel triviales Cs y
C3, donde (5 es la curva de mas adentro en el toro de nivel T,_.. Notemos que el disco de
nivel en la altura z — € acotado por Cy debe contener los dos puntos de nivel de K, pues en
caso contrario, Cy acotaria un disco en S y seria posible realizar una isotopia que reduzca
c(S). Sea w < z el valor critico de 7|g a mayor altura en el cual toma parte alguna de las
curvas Cy o C3. En caso de que w < 0 es posible isotopar el anillo A formado por C; y sus
trasladados entre x; y 2, asf como por los trasladados de Co U C3 entre z y w, desde T x I
hasta Hy. Con la isotopia anterior se reduce en uno \5’ |, asi que también la primera entrada
de ¢(59), con lo que se llega a una contradiccién. Luego, solo puede ocurrir que w € X. El
punto critico en w no puede ser de los tipos la o 4a, ya que seria posible realizar una isotopia
como una de las descritas en la Afirmacién 2.1.4 y reducir la complejidad ¢(S). Tampoco es
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posible que el punto critico en w corresponda al tipo 4b, pues en tal caso apareceria una curva
de nivel trivial que acota un disco de nivel ajeno a K, una vez mas, seria posible reducir la
complejidad de S, lo cual no es posible. De esta manera, se tiene que el punto critico en w
solo puede ser del tipo 2b. En este caso es posible isotopar la superficie S, para tener en la
altura z un punto critico del tipo 2b y en la altura w uno del tipo 1b (como en la Figura 2.10),
luego, se prosigue como en el siguiente parrafo.

De lo anterior, es posible suponer que el punto critico en z es del tipo 2b, después del cual
se originan dos curvas esenciales y paralelas, Co y C5. Sea w < z el valor critico a mayor altura
en cuyo punto critico toma parte algin trasladado de Cy o C'5. Una vez mas es posible suponer
que w € I, pues si fuera w < 0, como en el parrafo anterior podriamos reducir la complejidad
de S. Si el punto critico en w es del tipo 2a, tenemos dos posibilidades. La primera de éstas es
que alguna de las curvas C o C5 se fusiona con otra curva de nivel esencial Cy, pero al realizar
una isotopia como una de las de la Afirmacién 2.1.4, necesariamente se reduce la complejidad
de S sin alterar al nudo K. En la segunda posibilidad para un punto critico en w del tipo 2a,
tendriamos que en la altura w las curvas de nivel Cy y C5 se fusionan. No se pueden fusionar
Cs y C3 como en la ilustracién superior de la Figura 2.3, pues habria un disco de compresion
para S ajeno a K, asi que el punto critico corresponde a la imagen inferior de Figura 2.3,
después del cual se produce una curva de nivel trivial C4. Otra vez se tiene que el disco de
nivel acotado por Cy debe contener a los dos puntos de K en dicho nivel. Si y < w es la
altura del punto critico en el que toma parte la curva Cjy, dicho punto critico no puede ser del
tipo la pues no hay curvas de nivel esenciales en dicha altura, ni tampoco del tipo 2b, pues
en tal caso habria un disco de compresion para S y ajeno a K; tampoco puede ser del tipo
4b, pues en tal caso apareceria otra curva de nivel trivial que acota un disco de nivel ajeno
a K y se podria reducir la complejidad. Luego, el punto critico en y solo puede ser del tipo
4a en el cual la curva de nivel Cy se fusiona con una curva de nivel trivial C5 contenida en el
disco de nivel acotado por Cy, més aun, el disco de nivel acotado por Cs en la altura y + €
debe contener a los puntos de nivel de K. En este caso, es posible llevar a cabo una isotopia
que recorra el punto critico en y hasta la altura z y asi eliminar el punto méaximo en dicha
altura (ver Figura 2.5). Si y € X, la isotopia descrita, reduce ¢(S), lo cual no es posible; lo
mismo es cierto si y < 0y x(A) < 0, donde A es la componente de Sy que tiene como una
de sus fronteras a una curva paralela a Cy antes de la isotopia. Luego, A debe ser un anillo
y después de la isotopia descrita se convierte en un disco, con lo cual incrementa en uno la
primera entrada de ¢(S). Por otro lado, con la isotopfa se redujo | S| en uno, pero también | X|
decrecid, luego se obtiene una complejidad menor, lo cual no es posible.

De lo anterior se sigue que el punto critico en w debe ser del tipo 1. En caso de que el punto
critico en w sea del tipo la, es posible isotopar el anillo A formado por C; y sus trasladados
entre x; y z, asi como todos los trasladados de C y C3 entre z y w, hasta un nivel ligeramente
por debajo de w, para eliminar el maximo y el punto critico en z, asi como cambiar el punto
critico en w por uno del tipo 2b y, de esta manera, reducir la complejidad de S (ver Fig. 2.6).

Finalmente, supongamos que el punto critico en w es del tipo 1b, y sea Cy la curva de nivel
trivial que se genera en dicho punto critico. Observemos que el disco de nivel acotado por Cy
debe contener a los dos puntos de nivel de K. Sea y < w la altura en la que se encuentra el
punto critico en el que toma parte la curva paralela a Cy. Si tal punto critico es de alguno de
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1. A

Figura 2.5: Isotopia

Figura 2.6: Isotopia

los tipos la o 2b, tendriamos discos de compresion para S ajenos a K, lo cual no es posible.
De igual manera, si el punto critico fuese del tipo 4b, apareceria un disco de nivel con frontera
sobre S y ajeno a K, que llevarfa a reducciones de ¢(S). Asi que solo puede ocurrir que el
punto critico en la altura y sea del tipo 4a. Es posible suponer que los puntos criticos w,
z y x; son consecutivos en X, y después realizar una isotopia (andloga a las de los casos
anteriores), para cambiar el maximo en x; por un punto critico del tipo 2b en la misma altura
(ver Figura 2.7), sin alterar la posicién (1,1) de K. Repetimos el andlisis para esta nueva
posicion de la supericie S para llegar, igual que antes, a una contradiccién. Concluimos que
no existen méximos locales para m en S. Por simetria, es claro que tampoco pueden existir
minimos locales. O

Figura 2.7: Isotopia
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Figura 2.8: Isotopia

Afirmacién 2.1.6. Para i = 1,2, no existen discos en S; con fronteras triviales sobre T;.
Si existe un anillo en S; con fronteras triviales sobre T;, siempre es posible isotopar S para
eliminar dichos anillos sin incrementar la complejidad de S, y a la vez, conservar la posicion

(1,1) de K.

Demostracion. Supongamos que existe un disco D C S7 con frontera trivial sobre T;. Como
se vio en la Afirmacién 2.1.1, la 3-bola, B C Hi, acotada por D y el disco en T} que comparte
frontera con D debe contener a K. Podemos suponer que D es el disco componente de .57 tal
que 9D es la curva de més afuera entre todas las fronteras de discos en S; paralelos a discos
en T7. De la Afirmacién 2.1.2 sabemos que cada componente de S7 que es ajena a B, es un
disco meridiano de Hi o, en caso de no existir discos meridianos en Sp, un anillo con fronteras
esenciales sobre T7.

Veremos que existe un valor critico x; € X, correspondiente a un punto critico en el que
toma parte la curva paralela a 0D en el nivel ;. Supondremos por el contrario que tal punto
critico no existe. Luego, existe un anillo A C S , transversal a los toros de nivel de T' x I, que
tiene por fronteras a 0D y a una curva trivial en Ty. Sea z < 0 el valor critico correspondiente
al punto critico en Hy en el cual toma parte la curva paralela a 0A — 0D. Una vez mas, es
posible isotopar a S para recorrer dicho punto critico dentro de 7" x I sin modificar la posicién
(1,1) de K y reduciendo la complejidad ¢(S). Nuevamente se llega a una contradiccién y por
lo tanto el punto critico z; existe.

Sabemos por la Afirmacién 2.1.3 que el punto critico z; no puede ser del tipo 3. Si el
punto critico en x; es del tipo la, entonces mediante una isotopia del disco D, el anillo A
formado por los trasladados de 9D entre las alturas 1 y z;, asi como la parte de S contenida
en la 3-bola acotada por DU A y el disco acotado por A en T, es posible eliminar el punto
critico en z; (ver Fig. 2.8). Por tltimo, reacomodamos la superficie S para poner de nuevo a
K en posicién (1,1), lo cual siempre es posible ya que S no tiene méximos ni minimos locales
(Afirmacién 2.1.5). Esta nueva configuracién para S tiene una complejidad menor, esto es
una contradiccién. Si el punto critico asociado x; es del tipo 2b, entonces es posible hacer una
isotopia para trasladar el punto critico desde T x I hasta H; y asi tener un anillo en H; en
lugar del disco D (como en la Fig. 2.9), con lo que se reducirfa ¢(.5).
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Figura 2.9: Isotopia

El punto critico en la altura x; no puede ser del tipo 4b, pues en tal caso se tendrian dos
curvas de nivel triviales y no concéntricas para S. Por ultimo, si el punto critico correspon-
diente a x; es del tipo 4a en el cual toman parte una curva correspondiente a D y otra curva
de nivel trivial C, existen dos posibilidades, que el disco acotado por C en T} contenga a 0D,
o viceversa. En el primero de los casos es posible proseguir como se hizo con el tipo la para
reducir la complejidad de S. En el segundo de los casos, la componente de S que se encuentra
por encima de la altura z; y que tiene a C' como una componente de frontera, debe ser un
anillo con frontera trivial sobre T ;; luego, con una isotopia como la de la Afirmacién 2.1.4,
seria posible reducir la complejidad de S.

Ahora veamos que sucede en el caso de anillos en S; con fronteras triviales en 7T7. Su-
pongamos que existe un anillo A C S; con fronteras triviales sobre T7. Existe un disco de
compresiéon D’ C Ty para A. Si es posible garantizar que tal disco intersecta a S solo en 9D/,
de la meridiano-incompresibilidad de S se tendria que existe un disco D C S con 0D = dD’.
Mediante una isotopia se podria transformar a A en un disco con frontera trivial sobre T7. Por
lo argumentado en el caso de discos con frontera trivial, es posible isotopar a S de tal forma
que se reduzca su complejidad con respecto a la configuracién inicial. Desafortunadamente no
se puede garantizar siempre que D' NS = 9D’, aunque si eso no sucede, se puede asegurar
que D’ contiene en su interior a los dos puntos de interseccién de K con el toro T;. También
supondremos de ahora en adelante que A es un anillo de mas adentro, es decir, que el toro
s6lido en Hj que tiene por frontera a A y al anillo en T} que es paralelo a A, no contiene otra
componente de S7. Veremos que se puede argumentar en los diferentes casos.

Sea x; € X el valor critico a mayor altura en cuyo punto critico toma parte alguna de las
curvas paralelas a alguna de las fronteras de A (al igual que en el caso de discos, tal z; existe).
Nuevamente se tiene que el punto critico en z; no puede ser del tipo 4b, pues se tendrian dos
curvas de nivel triviales y no concéntricas para S, lo cual no es posible. Si el punto critico en
x; es del tipo la, o del tipo 4a, es posible, mediante alguna de las isotopias descritas en la
Afirmacién 2.1.4, eliminar el anillo A de S sin incrementar la complejidad ¢(S) ni modificar la
posicion (1,1) de K, asi como cambiar el punto critico en z; por uno del tipo 1b o uno del tipo
4b, respectivamente. Si el punto critico en x; es del tipo 2b, en el cual la curva correspondiente
a la frontera externa de A pasa a ser una curva esencial, entonces, mediante una isotopia es
posible llevar el punto critico en x; hasta Hi, a la vez que se recorre el anillo formado por los
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Figura 2.10: Isotopia

trasladados de la frontera interna de A para formar un nuevo punto critico del tipo 1b en S
(ver Fig. 2.10). Se llega de nuevo a una configuracién con a lo més la misma complejidad que
la original.

O

Afirmacién 2.1.7. No existen componentes de S; con alguna de sus componentes de frontera
que sea una curva meridional de T;, para ¢ =1, 2.

Demostracion. Supongamos que existen componentes de S; con frontera meridional sobre T7.
Sea z > 1 el valor critico de la funcién 7 |g a menor altura dentro de H;. De acuerdo a la
Afirmacién 2.1.6, el punto critico de 7 |g en z no puede ser un méximo, pues se tendria un
disco en S7 con frontera trivial sobre 7. La Afirmacién 2.1.3 también es valida para 7 |g en
Hy, asi que z no puede corresponder a un punto critico del tipo 3.

Si el punto critico en z es del tipo 2a, es posible mediante una isotopia recorrer dicho punto
critico de Hj hasta T' x I, y asi reducir la complejidad ¢(.S). Si tal punto critico corresponde
al tipo 2b, distinguimos dos casos: que la curva trivial que toma parte en el punto critico sea
frontera de un disco en S, o que sea esencial en Sy. Si tal curva es esencial en S7, mediante una
isotopia, es posible llevar el punto critico en z desde H; hasta T'x I y asi reducir la complejidad
de la superficie S. En caso que dicha curva sea frontera de un disco en S7, tedriamos un anillo
A con frontera meridional en H;. En caso de que el anillo A no contenga a K7, nos fijamos
en el punto critico a mayor altura en T' x I en que toma parte alguna curva paralela a una de
las fronteras de A y seguimos el anélisis como en la Afirmacién 2.1.5 (Figuras 2.6 y 2.7), para
llevar a S a una configuraciéon con una complejidad no mayor a la original. Si A contiene a
K1, sea D C Hy un disco de compresion para A. Usando argumentos estdndar y la meridiano-
incompresibilidad de S, es posible suponer que DN S| = dD. Como A es un anillo, es posible
colocar a D de tal forma que intersecte a K7 en a lo méds un punto, luego, una vez mas de
la meridiano-incompresibilidad de S es posible isotopar a A para transformarlo en un disco
meridiano D’ de H; que contiene a K;. El resto de las componentes de S; solo pueden ser
anillos con fronteras meridionales o discos meridianos de Hi. En caso de que exista algin anillo
meridiano, recurrimos nuevamente a la meridiano-incompresibilidad de S para reducirlo a un
disco meridiano (posiblemente incrementando la complejidad de S). Repetimos el argumento
previo hasta llegar a una configuraciéon de S7 formada uinicamente por discos meridianos de
H;. Enseguida consideramos el punto critico en T x I a mayor altura, el cual solo puede ser del
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tipo 2a, en el que toman parte dos curvas correspondientes a fronteras de dos discos meridianos
en S1. Mediante una isotopia que involucre a dichos discos, es posible transformarlos en un
disco en Hy con frontera trivial en T7. Repetimos los argumentos de la Afirmacién 2.1.6 para
eliminar dicho disco con frontera trivial. Consideramos nuevamente el primer punto critico de
T x I y repetimos el proceso. Eventualmente llegaremos a una configuracién para S7 con un
unico disco meridiano o un dnico disco con frontera trivial. Supongamos que S consta de un
disco meridiano de H;. Puesto que no existe méximos en 7" x I (Afirmacién 2.1.5), el punto
critico para S a mayor altura en esta configuracién debe ser del tipo 1b. Sea C; la curva de
nivel trivial que se genera en dicho punto critico y D el respectivo disco de nivel que tiene
por frontera a Ci. Si DN K = (), entonces C; = 9D debe ser frontera de un disco en Sy seria
posible reducir ¢(S). En caso de que D contenga a los dos puntos de nivel de K, es posible
isotopar a D para hacerlo ajeno a K, y de la meridiano-incompresibilidad de S tendriamos
que JD es frontera de un disco en S y asi podriamos cambiar el disco meridiano de Sy por
uno con frontera trivial en T7. Finalmente, si D = S; es un disco con frontera trivial en 717,
tenemos que el primer punto critico en T X I, en el cual toma parte una curva paralela a 0D,
no puede ser del tipo 4b, pues otra vez se podria reducir ¢(.5), asi que tal punto critico debe
ser del tipo 2b, y mediante una isotopia seria posible trasladar dicho punto critico a Hi, y
asi cambiar D por un anillo. Al comparar la complejidad de esta ultima configuracién con
la complejidad de la configuracién inicial, necesariamente habra disminuido, lo cual es una
contradiccion y se tiene la afirmacién.

O

Afirmacién 2.1.8. Para i = 1,2, la superficie S; consta de anillos incompresibles en H; con
pendiente no meridional sobre T;. Ademds es posible isotopar S sin incrementar su compleji-
dad, para llevarla a una configuracion en la que todos los anillos de S; estdan anidados, siendo
el que contiene a K; el anillo de mds adentro, para i =1, 2.

Demostracion. Consideremos Hy y S1 C Hj, pues el caso de Hy y Sy es completamente
analogo. Las curvas de nivel de S en 71, es decir, las componentes de frontera de S en T}
solo pueden ser curvas esenciales en 77 con la misma pendiente o curvas triviales anidadas
(ver Afirmacién 2.1.1). Si existen curvas triviales anidadas en S N7}, entonces los dos puntos
de interseccién de K NT; deben estar en la curva trivial de més adentro de SN 717 en 17 pues
como se vio en la Afirmacién 2.1.6, no existen anillos ni discos en S7 con fronteras triviales
sobre 7.

Veremos que todas las componentes de 57 son anillos como indica la afirmacién. Primero,
supongamos que existen curvas de nivel para S que son triviales sobre T7. Sea z > 1 el valor
critico a menor altura para la funcién 7 |g en H;. El punto critico en z no puede ser del tipo
3 (Afirmacién 2.1.3). Si el punto critico en z es del tipo 1la y Cy es la curva de nivel trivial en
la altura z 4+ € (con € > 0 suficientemente pequeno), que toma parte en dicho punto critico,
seria posible recorrer dicho punto critico desde Hy hasta T x I y reducir la complejidad de S,
a menos que C] sea frontera de un disco en S; en cuyo caso es posible realizar una isotopia
como la de la Figura 2.8 para eliminar el punto critico en z; luego nos preguntamos por el
siguiente punto critico. Si el punto critico en z fuese del tipo 1b o 2a, seria posible, mediante
una isotopia, trasladar dicho punto critico desde Hy hasta T x I, y asi reducir la complejidad
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¢(S), lo cual no es posible. Como no existen anillos en S; con fronteras triviales sobre T}
(Afirmacién 2.1.6), entonces el punto critico en z no puede ser del tipo 4, pues en caso de
serlo, podriamos repetir el argumento de llevarlo hasta T x I y asi reducir la complejidad de
S, o seria posible eliminar el punto critico en z. Cabe mencionar que en las isotopias descritas
nunca se modifica la posicién (1,1) del nudo K. Se concluye que el punto critico en z solo
puede ser del tipo 2b. Nuevamente, si C es la curva de nivel trivial en la altura z +¢ que toma
parte en el punto critico en z, dicha curva debe ser frontera de un disco en S, y, por lo tanto,
la componente de S1 que contiene a C'; debe ser un anillo. Ahora nos fijamos en el siguiente
valor critico y repetimos los argumentos. Eventualmente se llegara a una configuracién para
S1 formada por anillos con fronteras esenciales, pero no es posible que existan curvas de nivel
para S con fronteras triviales sobre T7.

Finalmente, si solo existen curvas esenciales en 77 como fronteras de S7 y z > 1 es el valor
critico a menor altura para la funcién 7 |g en Hi, se tiene que el punto critico en z solo puede
ser del tipo la o 2b, los cuales ya fueron analizados en el parrafo previo.

De esta manera se tiene que todas las componentes de S; son anillos. Sea A el anillo de
S1 que contiene a K; y sea B C Sp un anillo distinto de A que sea de mas adentro (puede ser
concéntrico con A o no). Sea x; € X el primer valor critico en el que toma parte alguna de las
fronteras de B. Repetimos parte del andlisis para z como en la Afirmacién 2.1.5 (Figuras 2.6 y
2.7), para llevar a B dentro de H, sin incrementar la complejidad inicial de S, ni modificar la
posicién (1, 1) de K. Después de repetir el argumento cuantas veces sea necesario, terminamos
con una configuracién como se describe en la afirmacién.

O]

Aﬁrmaci(:)n 2.1.9. La superficie S puede ser isotopada para eliminar los puntos criticos del
tipo 4 en S.

Demostracién. Supongamos que x; € X es el mayor valor critico asociado a un punto critico
del tipo 4. Si el punto critico en x; es del tipo 4a, en el cual, dos curvas de nivel triviales Cy
y C2 en la altura x; + € se fusionan en el punto critico, digamos que C es la curva de maés
adentro entre las dos en el respectivo toro de nivel. Sea x; > z; el valor critico en el que se
originé la curva Cy (puede corresponder a un punto critico del tipo 1b o 2a). Mediante una
isotopia es posible llevar el punto critico en z; a un nivel ligeramente por encima de x;, es
decir, entre x; y z;41; de esta manera cambia el punto critico en x; por uno del tipo la.

Si el punto critico en z; es del tipo 4b en el que se originan dos curvas triviales y concéntri-
cas C1 y Cz en el nivel z; — ¢, supongamos que C es la curva de més adentro en el respectivo
toro de nivel. Una vez més, sea x; < x; el valor critico a mayor altura que involucra a la
curva Cy. Lo primero que notamos es que dicho punto critico no puede ser del tipo 4a en
el cual se fusionen las curvas C7 y Cq, pues habria discos de compresion para S que serian
ajenos a K. Luego, es posible isotopar a .S para llevar el punto critico en z; hasta una posicién
ligeramente por debajo de x;. Pudiera ocurrir que el nuevo punto critico que se obtiene sea
nuevamente del tipo 4b, en cuyo caso, repetimos el argumento hasta obtener un punto critico
de otro tipo. Es importante notar que en las isotopias descritas se pueden llevar a cabo sin
alterar la posicién (1,1) de K. O
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De las afirmaciones previas tenemos que es posible poner a S en una posiciéon con comple-
jidad minima en la que los puntos criticos de S con respecto a 7 solo son de los tipos 1y 2.
Esto nos dice que la superfice S esta formada por una familia de toros, donde es posible que
algunos de tales toros sean isotépicos a algun toro de nivel T, z € [—1, 2], mientras que otros
toros serdn isotépicos a la frontera de una vecindad regular de un nudo toroidal 7}, ; (la pen-
diente p/q definida por la pendiente de las curvas de nivel esenciales que constituyen a dicho
toro). Luego, todos estos toros estdn conectados por tubos (anillos) descendentes (formados
por curvas de nivel triviales), en donde puede ocurrir que alguno de tales anillos atraviese por
el interior de otro, es decir, las respectivas curvas de nivel estan anidadas.

Supongamos que en un nivel z € (0,1)\ X existe una familia de curvas de nivel triviales y
anidadas a7, ..., qm, con m > 2, donde a7 la curva de mas afuera. Diremos que el conjunto
de curvas ajq,...,qy, es mazximal si todos los trasladados de a1 son siempre curvas de mas
afuera en su respectivo toro de nivel. En otras palabras, el tubo definido por a; no atraviesa
el interior de otro tubo definido por alguna otra curva de nivel trivial.

Afirmacién 2.1.10. Si en una altura z € (0,1)\ X existe una familia de curvas de nivel tri-
viales maximal para S, aq,...,Qy,, con m > 2, entonces no existen curvas de nivel esenciales
para S en dicha altura. Cada curva «; toma parte solo en dos puntos criticos, uno del tipo 2a
y uno del tipo 2b.

Demostracion. Supongdse que el nivel z se encuentra entre dos valores criticos consecutivos
Zi+1 ¥ ;. Las curvas de nivel triviales para S en la altura z son aq, ..., am, con m > 2, siendo
a1y o las curvas de mas afuera y més adentro, respectivamente, en el toro de nivel T,; en
particular, los dos puntos de nivel de K deben estar contenidos en «,,. Digamos que existen
curvas de nivel esenciales para S en el toro de nivel T, de las cuales, C; y Cs son las curvas
més proximas a «; (la configuracién de las curvas de nivel para S en la altura z serfan como
en la Figura 2.11). El punto critico en z;41 no puede ser de los tipos 1a ni 2b, pues ligeramente
por encima de la altura x;41 se tendria una curva de nivel trivial para S més afuera que a;,
lo cual contradice u la familia de curvas sea maximal; por la misma razén el punto critico en
x; no puede ser de los tipos 1b o 2a. No es dificil ver que en las cuatro combinaciones posibles
para los puntos criticos en los niveles x; y x;41, e independientemente de las curvas esenciales
que tomen parte en los puntos criticos del tipo 1, siempre existen discos de compresiéon para
S (ya que todas las curvas esenciales involucradas tienen la misma pendiente y los arcos de K
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se encuentran en el tubo de més adentro). Esto tltimo es una contradiccién y por lo tanto, no
existen curvas de nivel esenciales para S en T,. En particular, el punto critico en ;1 debe
ser del tipo 2a y el de la altura x;, del tipo 2b.

Sean C3 y Cy las curvas de nivel esenciales que se fusionan en el punto critico en x;1,
y sean C5 y Cg las curvas de nivel esenciales para S en la altura z; — ¢ que se generan en
el punto critico en x;. En la Figura 2.12 se ilustran las configuraciones de la curvas de nivel
de S en la alturas x;11 + € y x; — €, y nos preguntamos nuevamente por la naturaleza de
los puntos criticos en x;y2 vy x;—1. El punto critico en x;12 no puede ser del tipo 2b, pues
en tal caso, las curvas C'5 y C4 se fusionan en una curva trivial al pasar el punto critico en
Zi+2; en este caso, un disco meridiano para el toro que contiene a dichas curvas seria ajeno

Figura 2.14: Isotopia
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a K, lo cual es una contradiccién. Por la misa razén, el punto critico en x;_1 no puede ser
del tipo 2a. El punto critico en z;12 no puede ser del tipo la y el punto critico en x;_1 no
puede ser del tipo 1b, pues habria un disco de compresién para S que es ajeno a K (ver Fig.
2.13). Si el punto critico en x; 19 es del tipo 1b en el que toma parte la curva as y alguna
de las curvas C3 o Cy, entonces seria posible isotopar la superficie S para llevar dicho punto
critico a una altura ligeramente por debajo de z;, como en la Figura 2.14 (una observacién
en este caso es que m tendria que ser 2, pues en otro caso el disco de nivel acotado por a;
serfa un disco de compresién para S que es ajeno a K). Nétese que en dicha isotopia no se
modifica la posicién (1,1) de K. Andlogamente, si el punto critico en z;_; es del tipo la,
puede ser cambiado por un punto critico del mismo tipo en una altura apenas por encima de
Zi+1. Una observaciéon es que los puntos criticos en z;12 y ;-1 no pueden ser de los tipos 1b
v la, respectivamente, al mismo tiempo, pues habria discos de compresion para S y ajenos a
K. En conclusién, los puntos criticos en x;+2 y x;—1 son de los tipos 2a y 2b, respectivamente,
e involucran a la curva as. Repitiendo los argumentos se obtiene que los puntos criticos en
los niveles x;41,...,Zijtm son del tipo 2a, mientras que los puntos x;, ..., x;—n+1 son del tipo
2b. Asumimos que todos los trasladados de a; eran curvas de méas afuera en sus respectivos
toros de nivel, si tal suposicién no se cumple, lo que si se puede asegurar es que existe un
trasladado de a1 que estara contenido en el disco de nivel acotado por alguna curva de nivel
o para S que si cumple con esta propiedad, y el resultado se sigue. ]

Las afirmaciones anteriores nos dan una buena idea de como son todas las posibles super-
ficies de Neuwirth para los nudos (1, 1), como ya se ha mencionado. A continuacién daremos
una descripcién sintetizada de dichas superficies mediante el uso de las llamadas gréaficas
descendentes, en las cuales se representan varias de las propiedades ya descritas para tales
superficies.
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2.2. Graficas descendentes

Consideremos en R? el anillo A = {(z,y)|1 < ||(x,y)| < 2}. Sea p la funcién norma en
R?, es decir, p(x,y) = ||(x,y)| para cada (z,y) € R La funcién p define una funcién altura
en el plano, es decir, una funcién de R? en un conjunto totalmente ordenado. En particular,
p define una funcién altura en el anillo A. En la presente seccién consideraremos curvas
suaves, cerradas y simples en el plano, es decir, circunferencias topoldgicas, y las llamaremos
simplemente curvas cerradas. Una de tales curvas cerradas tendrd un nimero finito de puntos
criticos con respecto a la funciéon p.

Definicion 2.2.1. Una familia finita, ', de curvas cerradas y ajenas en el anillo A se dice
en buena posicion si ninguna de las curvas corresponde a una curva de la forma p=1(s)
para 1 < s < 2 y todos los mdzrimos y minimos locales con respecto a p de curvas en I’
se encuentran a diferentes alturas. Diremos que I' es separable si existe una circunferencia
I, = p~X(r) con 1 < r < 2, que es ajena a T y tal que cada uno de los anillos en que I,
divide a A contiene alguna de las curvas de I'. En este caso, I, es una circunferencia de
separacion para I.

Si I' es una familia de curvas cerradas en buena posicion, entonces cualquier curva en I’
tiene al menos un minimo y un méaximo con respecto a p. Distinguimos dos clases de curvas en
I', aquellas que acotan un disco en A, diremos que pertenecen a la subfamilia I'1, y aquellas
que son isotépicas en A a alguna circunferencia de nivel p~!(s), 1 < s < 2, diremos que
pertenecen a I'y. Cada curva en la familia 'y divide a A en dos anillos, los cuales llamaremos
anillo interno y anillo externo, donde el anillo interno es el de mas adentro de entre los dos
anillos.
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