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Notación

N El conjunto de los números naturales {0, 1, 2, 3, . . .}

Q El conjunto de los números racionales.

Sn La esfera de dimensión n.

Dn El disco o la bola de dimensión n.

I El intervalo [0, 1].

A−B, A \B Diferencia de conjuntos, el conjunto A menos el conjunto B.

a ≡ b (mod n) a congruente con b módulo n.

int(X),
o
X El interior de la variedad X.

∂X La frontera de la variedad X.

con(X) El conjunto de componentes conexas del espacio topológico X.

π1(X, ∗) El grupo fundamental del espacio X basado en ∗.

N(M) Vecindad regular de la variedad M en la variedad ambiente.

χ(X) La caracteristica de Euler del complejo simplicial X.

M |N La variedad M cortada por la subvariedad N .

E(K) El exterior del nudo o enlace K en la variedad ambiente (t́ıpicamente S3).

Tp,q El nudo toroidal de pendiente p/q.



Introducción

Uno de los invariantes clásicos más importantes en la Teoŕıa de Nudos es el llamado grupo
del nudo. Dado un nudo K ⊂ S3, el grupo del nudo K se define como el grupo fundamental
del complemento del nudo, π1(S3−K). Existe un algoritmo para obtener una presentación del
grupo de un nudo a partir de un diagrama regular de dicho nudo, conocido como el algoritmo
de Wirtinger. Uno de los problemas con este invariante es que, en general, resulta dif́ıcil
decidir si dos grupos finitamente presentados son isomorfos. Se han propuesto varias ideas
para intentar resolver este problema, por ejemplo, considerar representaciones del grupo del
nudo en grupos bien conocidos o descomponer, de alguna manera, dicho grupo en grupos mas
sencillos. Es en esta última dirección que apareció, en 1964, una conjetura de L. Neuwirth
en la que se sugeŕıa que el grupo de un nudo no trivial se descompone como un producto
no trivial con amalgama y el subgrupo de amalgama es libre. Esta conjetura fue resuelta
al encontrar una superficie con ciertas propiedades que descompońıa el exterior del nudo en
dos componentes; dicha descomposición realiza la factorización algebraica del grupo del nudo.
La existencia de tales superficies motivo la búsqueda de otras superficies con caracteŕısticas
similares. Es aśı como surge la que actualmente se conoce como la Conjetura de Neuwirth,
que sugiere que para cualquier nudo no trivial en la 3-esfera existe una superficie cerrada
que contiene al nudo como una curva no separante, de tal manera que cualquier disco de
compresión para la superficie intersecta al nudo en al menos dos puntos.

La conjetura de Neuwirth ha sido resuelta para varias familias de nudos, pero en el caso
general aún no se tiene una respuesta. El presente trabajo es un acercamiento a la conjetura
de Neuwirth para los nudos (1, 1), esto es, los nudos que admiten una posición de un puente
con respecto a un toro estándar. En el Caṕıtulo 1 se da una breve presentación de las defini-
ciones y resultados necesarios para abordar el problema. En la primera sección del Caṕıtulo
2 se hace uso de la posición de puentes de los nudos (1, 1), aśı como de la teoŕıa de Morse
para dar una descripción de todas las posibles superficies de Neuwirth para los nudos (1, 1).
Dicha descripción es sintetizada en una familia de gráficas planas con ciertos parámetros que
llamaremos gráficas descendentes.

En el Caṕıtulo 3 se presentan construcciones expĺıcitas de superficies de Neuwirth para
una familia de nudos satélite con un patrón de enlace racional. Por ejemplo, se sabe por un
resultado de M. Ozawa y H. Rubinstein [10] que si un nudo satisface la conjetura de Neuwirth,
entonces lo mismo es cierto para cualquier nudo satélite de éste. Los nudos satélite y (1, 1)
tienen por compañeros a nudos toroidales, para los que se verifica la conjetura, luego, también
es cierta para los primeros. Sin embargo, no es claro como encontrar superficies de Neuwirth
para esta familia de nudos. En este Caṕıtulo construiremos superficies de Neuwirth para varios
de dichos nudos satélite y (1, 1). Para tal fin, haremos uso de la caracterización de los enlaces
de dos puentes de H. Schubert [11]. Como consecuencia (Corolario 3.3.1), tendremos que
existen nudos con dos superficies de Neuwirth cuyos géneros se encuentran arbitrariamente
distantes.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se dará una breve presentación de algunos conceptos y resultados impor-
tantes que serán necesarios en en los caṕıtulos siguientes.

Para fines del presente escrito, supondremos que todas las variedades consideradas se
encuentran en la categoŕıa PL (lineal por pedazos), la cual, en dimensión 3, coincide con la
categoŕıa de variedades suaves, aśı que se supondrá una u otra según convenga. Siempre que
exista alguna intersección entre dos variedades, asumiremos que se da de forma transversal.

Sea M una n-variedad conexa y F ⊂ M una subvariedad de dimensión m < n, diremos
que F se encuentra propiamente encajada en M si ∂F ⊂ ∂M y int(F ) ⊂ int(M). Si m = n−1
es posible obtener una nueva variedad M̃ = M \ int(N(F )) y diremos que M̃ se obtiene de
M al cortar por F . Usualmente se denota a M̃ por M |F . Si, por ejemplo, F tiene dos lados
en M , entonces ∂M̃ contendrá dos copias de F . En caso de que M |F sea disconexa, decimos
que F separa a M .

Supongamos que F ⊂ M es una subvariedad de dimensión m propiamente encajada en
la n-variedad M , m < n. Decimos que F es paralela o isotópica a una subvariedad de ∂M
si existe una isotoṕıa en M que deja invariante ∂F y lleva a F en una subvariedad en ∂M .
Por ejemplo, si M es una 3-variedad y F es un arco propiamente encajado en M , entonces
la condición de ser paralelo a un arco en ∂M es equivalente a la existencia de un disco no
singular D ⊂M con int(D) ⊂ int(M) y ∂D = F ∪ α, donde α ⊂ ∂M es el arco paralelo a F .

3
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1.1. Superficies

Entenderemos por superficie a una variedad topológica de dimensión 2. La existencia o
ausencia de superficies con ciertas propiedades contenidas en una 3-varidedad M , dotan a la
3-variedad de ciertas propiedades topológicas y geométricas. Aśı mismo, es posible considerar
ciertas superficies en una 3-variedad para descomponer a la variedad original en pedazos más
sencillos. Un ejemplo claro de ésto, es la famosa Conjetura de Geometrización propuesta por
W. Thurston y resuelta por G. Perelman. El primer paso en la prueba de la conjetura es la
descomposición en variedades primas (cortando a lo largo de esferas esenciales), y después una
descomposición obtenida al cortar a lo largo de ciertos toros esenciales. Si, por ejemplo, alguna
de las componentes obtenidas contiene toros o anillos esenciales, entonces dicha componente
no admite ninguna estructura hiperbólica.

Como se verá más adelante en el texto, también es posible utilizar ciertas superficies
contenidas en una 3-variedad para descomponerlas en subvariedades en las que sea más sen-
cillo el cálculo de algunos invariantes (por ejemplo, el grupo fundamental, algunos grupos de
homoloǵıa, etc.).

Definición 1.1.1. Sea M una 3-variedad y S ⊂M una superficie propiamente encajada con
dos lados distinta de la esfera S2 y el disco D2. Diremos que S es incompresible en M si
para cada disco D ⊂ M tal que D ∩ S = ∂D, existe un disco D′ ⊂ S con ∂D′ = ∂D. Si no
existe tal disco D′ para algún disco D, diremos que S es compresible en M y que D es un
disco de compresión para S.

Figura 1.1: Superficie incompresible

Definición 1.1.2. Una superficie S propiamente encajada en la 3-variedad M se dice ∂-
incompresible en M si para cada disco D ⊂M cuya frontera se descompone como la unión
de dos arcos α y β que se intersecan únicamente en sus extremos y satisfacen D ∩ S = α y
D ∩ ∂M = β, existe un disco D′ ⊂ S con α ⊂ ∂D′ y ∂D′ − α ⊂ ∂S. Si para algún disco
D ⊂ M con las propiedades mencionadas no existe uno de tales discos D′, diremos que S es
∂-compresible en M y D se llama disco de ∂-compresión para S.

Existe cierta relación entre una superficie incompresible contenidas en una 3-variedad y
los grupos fundamentales de dicha superficie y la variedad que la contiene. Si S ⊂ M es una
superficie con dos lados y conexa distinta de una esfera o un disco, entonces S es incompresible
en M si y solo si el homomorfismo inducido por la inclusión i∗ : π1(S)→ π1(M) es inyectivo.
En caso de que la superficie S no tenga dos lados en M (por ejemplo, si no es orientable y M
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Figura 1.2: Superficie ∂-incompresible

śı lo es), diremos que S es algebraicamente incompresible si i∗ : π1(S)→ π1(M) es inyectivo.
De manera similar, S es ∂-incompresible en M si el homomorfismo inducido por la inclusión
en los grupos fundamentales relativos a la frontera i∗ : π1(S, ∂S) → π1(M,∂M) es inyectivo
para cualquier elección de punto base en ∂S (para mayores detalles sobre esta relación entre
incompresibilidad y grupos fundamentales se puede revisar [6]).

Definición 1.1.3. Una superficie S con 2-lados, distinta de S2 y D2, contenida en la 3-
variedad M (propiamente encajada si ∂S 6= ∅), se dice esencial en M si S es incompresible
y ∂-incompresible en M siempre que ∂S 6= ∅, o bien, en caso contrario, si S es incompresible
y no es isotópica en M a alguna componente de ∂M .
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1.2. Nudos (1, 1) y nudos satélite

En el presente texto, un nudo contenido en una 3-variedad M será un encaje PL, f : S1 →
M . Abusando un poco de la terminoloǵıa, llamaremos también nudo a la imagen del encaje
f(S1). Para n ∈ N, llamaremos un enlace de n componentes a una unión de n nudos disjuntos
f1(S1)∪f2(S1)∪. . .∪fn(S1) ⊂M . A lo largo del texto se utilizará el término enlace para referir
también a los nudos, a menos que sea necesario hacer expĺıcito que se trata de un enlace con
una sola componente se utilizará el término nudo. Si L = f1(S1) ∪ f2(S1) ∪ . . . ∪ fn(S1) ⊂M
y L′ = g1(S1) ∪ g2(S1) ∪ . . . ∪ gm(S1) ⊂ M son dos enlaces, diremos que los enlaces son
equivalentes en M si n = m y existe una isotoṕıa en M que lleva el conjunto L en el conjunto
L′. En adelante, cuando hablemos de un enlace, nos referiremos a su clase de equivalencia en
la variedad ambiente.

Definición 1.2.1. Sean L y S un enlace y una superficie cerrada, respectivamente, en S3.
Supóngase que L y S se intersectan de manera transversal. Decimos que L se encuentra en
posición de n puentes con respecto a S, si S divide a L en 2n arcos paralelos a arcos sobre
S, donde, si α1, . . . , αn son los arcos de L que se encuentran en una de las dos componentes
en que S divide a S3, entonces existen arcos ajenos β1, . . . , βn, contenidos en S con αi ∩ βi =
∂αi = ∂βi, i = 1, . . . , n tales que αi ∪ βi es frontera de un disco Di ⊂ S3, Di ∩ S = βi y
Di ∩Dj = ∅ si i 6= j.

Definición 1.2.2. Decimos que un enlace L en S3 es un enlace (g, n) con g ∈ N, n ∈ N\{0},
si existe una superficie de Heegaard de género g (una superficie cerrada que divide la 3-esfera
en dos cubos con g asas), S ⊂ S3, tal que L se encuentra en posición de n puentes con respecto
a S

No es dif́ıcil ver que un enlace (g, n) también es un enlace (g+ 1, n) y (g, n+ 1), aunque el
converso no siempre es cierto. Un hecho menos obvio es que si un enlace es (g, n+1), entonces
también es (g + 1, n). Cuando g = 0, decimos simplemente que L admite una posición de n
puentes; si además L no admite una posición de n−1 puentes, diremos que L tiene número de
puentes n. Por como está definido, el número de puentes es un invariante de nudos y enlaces.

En el presente texto, estamos interesados en los nudos (1, 1), es decir, aquellos nudos para
los que existe un toro estándar en S3 con respecto al cual se pueden colocar en posición de 1
puente. En particular, los nudos (1, 1) contienen a los nudos de dos puentes. Los nudos (1, 1)
también contienen a los nudos toroidales, que son aquellos nudos que se pueden encajar en un
toro estándar (un toro de Heegaard), T ⊂ S3. Los nudos toroidales se pueden parametrizar
mediante el conjunto Q ∪ {1/0}, donde un número racional p/q en forma reducida (es decir,
(p, q) = 1), representa a la clase de isotoṕıa de una curva cerrada y simple contenida en T
que completa p vueltas en la dirección meridional de T y q vueltas completas en la dirección
longitudinal, una vez que se haya fijado una orientación para las curvas meridional y longi-
tudinal. En este caso, diremos que se trata de un nudo toroidal (p, q), y lo denotaremos por
Tp,q. En la Figura 1.3 se muestra el nudo toroidal 3/2, denotado por T3,2.

Otra familia importante de nudos en la 3-esfera es aquella formada por los nudos satélite
que se caracterizan por lo siguiente:
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Figura 1.3: Nudo toroidal T3,2

Figura 1.4: Superficie meridionalmente incompresible para el nudo toroidal T3,2

Definición 1.2.3. Se dice que un nudo K ⊂ S3 es un nudo satélite si existe un toro

incompresible T ⊂ E(K) = S3−
o
N (K) no isotópico a ∂N(K). Si K ′ es la curva central del

toro sólido que tiene por frontera a T , decimos que K es un nudo satélite de K ′, o bien,
que K ′ es un nudo compañero de K.

Se sigue de la definición previa que si K es un nudo satélite con un nudo compañero K ′,
entonces K ′ es un nudo no trivial. Ciertas propiedades de un nudo no trivial se heredan a los
nudos satélite de éste, como se mencionará más adelante.

Una propiedad importante de los nudos satélite es que, junto con los nudos toroidales, son
los únicos nudos en la 3-esfera que no son hiperbólicos (su exterior no admite una estructura
hiperbólica). Una familia importante de los nudos satélite son los llamados nudos cable. Di-
remos que un nudo K ⊂ S3 es un nudo cable si existe un nudo K ′, compañero de K, tal que
K sea isotópico en E(K ′) a una curva cerrada simple contenida en ∂N(K ′).

A continuación se presenta la definición de superficie meridionalmente incomprensible. Di-
cha propiedad es relativa, no solo a la 3-variedad que contiene a la superficie, sino también con
respecto a un nudo. Este tipo de superficies servirán para definir las superficies de Neuwirth
que serán las superficies buscadas en la conjetura del mismo nombre.

Definición 1.2.4. Sea K un nudo contenido en una 3-variedad M y S ⊂ M una superficie
que es ajena a K o que contiene a K. Decimos que S es meridionalmente incompresible
con respecto a K si todo disco de compresión para S intersecta a K en al menos dos puntos.

Es un hecho conocido que en un toro sólido M existe, salvo isotoṕıa, un único disco de
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Figura 1.5: Superficie meridionalmente compresible

compresión para ∂M en M . En la Figura 1.3 se muestra al nudo toroidal T3,2 contenido en
un toro estándar T , que divide a S3 en dos toros sólidos, luego existen esecialmente dos discos
de compresión para T en S3 (los cuales se ilustran sombreados en la Figura 1.4). Como uno
de estos discos intersecta a T3,2 en tres puntos, mientras que el otro lo hace en dos, tenemos
que T es meridionalmente incompresible con respecto a K en S3.

Ahora consideremos una superficie de Heegaard de género 2, S ⊂ S3. En este caso, no es tan
fácil describir los nudos que se pueden encajar en S como lo fue en el caso de una superficie
de género 1. Si K es un nudo encajado en S, no es obvio decidir si S es meridionalmente
incompresibilidad con respecto a K. En la Figura 1.5 se muestra nuevamente el nudo toroidal
T3,2 encajado en una superficie estándar de género 2, solo que en está presentación existe
un disco de compresión para la superficie que es ajeno al nudo, aśı que la superficie no
puede ser meridionalmente incompresible con respecto a T3,2. En general, para superficies
y nudos cualesquiera en la 3-esfera resulta dif́ıcil decidir si la superficie es meridionalmente
incompresible con respecto al nudo. Si H ⊂ S3 es una subvariedad propia y S ⊂ H es una
superficie cerrada que contiene al nudo K y tal que todo disco de compresión para S en H
intersecta al nudo en al menos dos puntos, diremos que S es meridionalmente incompresible
con respecto a (H,K).

En el Caṕıtulo 3 se darán algunos criterios para verificar dicha propiedad para cierta
familia de nudos y superficies.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 9

1.3. Enlaces de dos puentes

Una de las familias más simples y más estudiadas de enlaces en S3 es aquella formada
por los enlaces de dos puentes. Como se mencionó anteriormente, dado un enlace de dos
puentes L ⊂ S3, existe una esfera S ⊂ S3, tal que K admite una posición de dos puentes
con respecto a S. Más aún, existe una variedad producto S × [−1, 1] ⊂ S3 con S = S × {0}
tal que L ⊂ S × [−1, 1]. Al considerar la función altura h : S × [−1, 1] → [−1, 1] definida
por la proyección en el intervalo, es posible colocar a L en una posición con exactamente
dos máximos y dos mı́nimos (un punto cŕıtico en cada uno de los cuatro arcos en lo que S
divide a L). Otra representación equivalente de un enlace de dos puentes es como la cerradura
numerador o denominador de un ovillo racional, razón por la cual también son conocidos
como enlaces racionales. Un ovillo está formado por una pareja (B, t), donde B es una 3-bola
y t son dos arcos ajenos propiamente encajados en B con sus extremos en cuatro puntos fijos
(por convención, se suele pensar en estos puntos como en los puntos cardinales NE, NO, SE
y SO de una proyección plana de B como en la Figura 1.6(a)). Al igual que en el caso de
enlaces, en realidad estamos interesados en las clases de isotoṕıa de ovillos que dejan fijos los
extremos de los arcos, aśı que cuando se menciona un ovillo, en realidad se está pensando en
su clase de isotoṕıa. Se dice que un ovillo (B, t) es racional si los dos arcos en t son paralelos
a arcos en ∂B. El ovillo de la Figura 1.6(a) es racional, aunque no resulta fácil ver los discos
de paralelismo de los arcos del ovillo con arcos en la frontera de la 3-bola. En las Figuras
1.6(b) y (c), se ilustran las operaciones de ovillos conocidas como cerradura numerador y
denominador, respectivamente. En dichas operaciones se completan los ovillos a enlaces al
cerrarlos con arcos en la 3-bola complementaria a B en S3. Para una exposición más extensa
sobre ovillos racionales se puede revisar [1] y [7].

Figura 1.6: Ovillo racional

Es claro que un enlace de dos puentes solo puede tener una o dos componentes. Si, por
ejemplo, un enlace racional tiene dos componentes, entonces cada componente es un nudo
trivial que se enlaza con la otra componente. Si L es un enlace de dos puentes en una presen-
tación con dos máximos y dos mı́nimos con respecto a una función altura, se puede simplificar
aún más hasta representarlo mediante un diagrama plano correspondiente a alguno de los dos
esquemas de la Figura 1.7 (como el de la izquierda cuando n sea impar, o bien, como el de
la derecha si n es par). En cada diagrama, las cajas con etiqueta ci ∈ Z, representan una
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Figura 1.7: Enlace racional

secuencia vertical de |ci| cruces, que por convención, serán como en la figura siempre que i
sea par y ci > 0, o bien, cuando i sea impar y ci < 0, mientras que corresponderá a una
secuencia de cruces opuestos en cualquier otro caso. A esta presentación para el enlace L es
posible asignarle el racional α/β = [c1, c2, . . . , cn] obtenido como la fracción continua definida
por los enteros c1, c2, . . . , cn. La relación entre el número racional α/β y la clase de isotoṕıa
del enlace L es expresada por el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1. (Schubert 1956) Si K y K ′ son dos nudos o enlaces racionales con respectivas
fracciones α/β y α′/β′, entonces K y K ′ son isotópicos si y solo si α = α′ y ya sea que
β ≡ β′ (mod α), o bien ββ′ ≡ 1 (mod α).

Este resultado fue demostrado por primera vez por H. Schubert [11] mediante un análisis
combinatorio de los enlaces en su presentación como enlaces de dos puentes. Una prueba
simplificada se basa en el hecho de que la cubierta doble de S3 ramificada a lo largo de un
enlace racional se corresponde con una clase, bajo difeomorfismos, de espacios lente; finalmente
se hace uso de clasificación de las clases de espacios lente bajo difeomorfismo. Recientemente,
L. Kauffman y S. Lambropoulou [7] dieron una demostración haciendo uso de la clasificación
de ovillos racionales de J.H. Conway [1].
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1.4. La conjetura de Neuwirth

Sean K ⊂ S3 un nudo y S ⊂ S3 una superficie cerrada que contiene a K de manera que K
es una curva no separante en S. Supóngase también que cualquier disco de compresión para
S intersecta a K en al menos dos puntos, es decir, S es meridionalmente incompresible con
respecto a K. De existir una superficie S con tales propiedades, diremos que S es una superficie
de Neuwirth cerrada para K. La superficie Ŝ = S ∩E(K) será pues una superficie compacta,

conexa, orientable, separante y esencial, propiamente encajada en E(K) = S3−
o
N (K) con

dos componentes de frontera en ∂N(K) de pendiente entera. A esta superficie le llamaremos
simplemente una superficie de Neuwirth para K. Dada la equivalencia entre las superficies de
Neuwirth cerradas y aquellas con frontera, en ocasiones se mencionarán simplemente como
superficies de Neuwirth de manera indistinta. El ejemplo más sencillo de nudos que admiten
este tipo de superficies son los nudos toroidales Tp,q, donde al menos uno de |p| o |q| es mayor
o igual que 2; para estos nudos, la superficie de Neuwirth es el toro estándar que los contiene,
pues ya se hab́ıa visto que el toro era meridionalmente incompresible con respecto a Tp,q y el
nudo es una curva no separante en la superficie (ver Fig. 1.4).

La conjetura que actualmente se conoce como de Neuwirth y se enuncia en términos
topológicos surge en realidad de otra conjetura de descomposición de los grupos fundamentales
de complementos de nudos que fue enunciada por L. Neuwirth [9] en 1964:

Conjetura 1.4.1. Si K ⊂ S3 es un nudo no trivial, entonces π1(S3 −K) se factoriza como
un producto libre no trivial con amalgama y el subgrupo de amalgama es libre.

Esta conjetura fue demostrada años después, en 1984, por M. Culler y P. B. Shalen [2],
cuya prueba se basa en la existencia de superficies especiales en el exterior de cualquier nudo
que realizan la descomposición algebraica:

Teorema 1.4.2. (Conjetura débil de Neuwirth) Para cada nudo no trivial K ⊂ S3 existe una
superficie propiamente encajada en E(K) separante, orientable, esencial y con frontera no
vaćıa y no meridional.

Cabe hacer notar que las superficies descritas en la demostración del teorema anterior no
son necesariamente de Neuwirth, pues la pendiente de las componentes de frontera de una de
tales superficies en la frontera del exterior del respectivo nudo no era necesariamente entera.
Sin embargo, la existencia de dichas superficies motivó la búsqueda de otras superficies más
particulares, es aśı como surge la siguiente conjetura que hasta la fecha no ha sido resuelta en
su totalidad:

Conjetura 1.4.3. (Conjetura de Neuwirth) Todo nudo no trivial K ⊂ S3 tiene una superficie
de Neuwirth asociada.

Esta conjetura ha sido demostrada únicamente para ciertas familias de nudos. Como se
mencionó antes, hay ciertos nudos para los que se verifica de manera inmediata, como son
los nudos toroidales y los nudos cables (en cada caso, la superficie de Neuwirth asociada
corresponde al toro que los contiene, ya sea estándar o anudado). En [10], M. Ozawa y J. H.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 12

Rubinstein hacen un listado de varias familias de nudos para los cuales se ha demostrado la
conjetura de Neuwirth, entre los que se cuentan los nudos de dos puentes, nudos alternantes,
nudos alternantes generalizados, nudos +-adecuados no positivos, etc.. Para la mayoŕıa de las
familias de nudos que se sabe que satisfacen la conjetura, la superficie de Neuwirth asociada
se obtiene al considerar la frontera de una vecindad regular de una superficie no orientable
que tiene por frontera al nudo y que es algebraicamente incompresible y ∂-incompresible en
el exterior del nudo. Por ejemplo, en algunos de estos casos, dichas supeficies se obtienen de
un diagrama plano al colorear las regiones complementarias como tablero de ajedrez y formar
la superficie con uno de los colores. Esto dio pie a la siguiente conjetura que implica la de
Neuwirth:

Conjetura 1.4.4. (Conjetura fuerte de Neuwirth)Para cada nudo primo K que no es toroidal,
existe una superficie no orientable S con ∂S = K y tal que S ∩ E(K) es algebraicamente
incompresible y ∂-incompresible.

Recientemente, N. Dunfield [3] encontró algunos nudos que no satisfacen la conjetura
anterior. Por lo tanto, es necesario pensar en otra ruta para intentar demostrar la conjetura
de Neuwirth en lugar de las superficies no orientables mencionadas. En el Caṕıtulo 3 se
propone una construcción de superficies de Neuwirth para los nudos (1, 1) y satélites de
manera directa. No queda aún claro si estas superficies se pueden realizar a partir de una
superficie no orientable con las propiedades mencionadas que tenga por frontera al nudo.



Caṕıtulo 2

Superficies de Neuwirth y nudos
(1,1)

En el presente caṕıtulo se dará una descripción de todas las superficies en S3 que pueden
ser superficies de Neuwirth para algún nudo (1, 1). Para esto, se hará uso de la Teoŕıa de
Morse; si S ⊂ S3 es una superficie de Neuwirth cerrada para un nudo (1, 1), K, es posible
colocar a S en varias posiciones de Morse compatibles con la posición (1, 1) del nudo K. Se
define una función de complejidad para comparar las diferentes posiciones de Morse para S.
De entre todas la posiciones de Morse para S, se eligirá una que minimice la complejidad. Se
demostrará que tal configuración para S con complejidad mı́nima puede ser descrita mediante
una gráfica plana con ciertos parámetros.

13
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2.1. Descripción de las superficies de Neuwirth para los nudos
(1,1)

No es dif́ıcil ver que un nudo K ⊂ S3 es un nudo (1, 1) si y solo si K se puede encajar
en un producto T × I, donde T es un toro estándar en S3 e I = [0, 1], de tal forma que
K0 := K ∩ (T × {0}) y K1 := K ∩ (T × {1}) son dos arcos simples y K ∩ T × (0, 1) son dos
arcos que intersectan de manera transversal a cualquier toro Tt := T × {t}, y que conectan a
K0 con K1, es decir, que cuando restringimos la proyección del producto T × I en el factor
I a cada uno de los dos arcos transversales, resulta ser inyectiva sobre I. Los toros de nivel
T0 = T × {0} y T1 = T × {1} descomponen a la 3-esfera como S3 = H0 ∪ (T × [0, 1]) ∪H1,
donde H0 y H1 son dos toros sólidos.

Pensemos en un nudo (1, 1) y no trivial, K ⊂ S3, en una configuración como la que se
mencionó en el párrafo anterior. Isotopamos K0 y K1 dentro de H0 y H1, respectivamente,
de tal manera que Ki sea paralelo a un arco simple en Ti = ∂Hi para i = 0, 1. Sea S ⊂ S3
una superficie de Neuwirth cerrada para K. Podemos suponer que S intersecta a T0 y T1 de
manera transversal, y denotaremos por S0, S1 y S̃ a las superficies S∩H0, S∩H1 y S∩(T×I),
respectivamente. Sea π : T × I → I la función altura dada por la proyección en el factor I.
Al suponer que S es una superficie suave, es posible isotopar a S, manteniendo la posición
de puentes de K, de tal forma que π |S̃ sea una función de Morse con conjunto de puntos
cŕıticos no degenerados en diferentes alturas X = {x1, . . . , xn} ⊂ I, donde supondremos que
xi < xj siempre que i < j. Aśı, un punto cŕıtico en S̃ asociado a un valor cŕıtico en X puede
corresponder a un mı́nimo local, un máximo local o un punto silla. Para cualquier otro punto
y ∈ I −X tenemos que (π |S̃)−1(y) será una colección de curvas cerradas y simples sobre S̃ y
también sobre el respectivo toro de nivel T ×{y}, comúnmente llamadas curvas de nivel para
S en el nivel y. Más aún, si C0 y C1 son las curvas centrales de H0 y H1, respectivamente,
la función de Morse de la superficie S̃ se puede extender casi completamente a las superficies

S0 y S1, simplemente al extender la función altura π a las variedades producto H0−
o
N (C0)

y H1−
o
N (C1) con respectivos codominios [−1, 0] y [1, 2]. Llamaremos π̃ : S3 − (

o
N (C0)∪

o
N

(C1))→ [−1, 2] a tal extensión y supondremos siempre que K0 y K1 tienen un único mı́nimo
y máximo, respectivamente, con respecto a la función altura dada por π̃.

Para cada valor z ∈ [−1, 2], el respectivo toro de nivel Tz := (π̃)−1(z) será un toro estándar
que divide a S3 en dos toros sólidos V0 y V1, tales que Vi contiene a Ci como curva central
para i = 0, 1. Si Di es un disco meridiano de Vi, i = 0, 1, y α = ∂D0, β = ∂D1 ⊂ Tz, entonces
podemos suponer que las curvas α y β se intersecan en un único punto x, y los elementos
[α], [β] ∈ π1(Tz, x) generan a todo el grupo, es decir, para cualquier lazo γ ⊂ Tz basado en
x se tiene que [γ] = p[α] + q[β] para ciertos enteros p y q. Más aún, si la curva γ es simple,
entonces p y q son primos relativos. De esta manera, cualquier curva de nivel de S en la altura
z tendrá asociada una fracción en forma reducida p/q, a la que llamaremos la pendiente de la
curva de nivel. Es fácil ver que si γ ⊂ Tz es una curva cerrada, simple y esencial de pendiente
p/q, entonces la proyección de γ en algún otro toro de nivel Tz′ tendrá la misma pendiente en
el respectivo toro Tz′ .

Pensemos en uno de los valores cŕıticos xi ∈ X, correspondiente a un punto silla para la
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Figura 2.1: Tipos de puntos silla

función π |S̃ . Consideremos las curvas de nivel de la superficie S̃ para los valores xi − ε y
xi + ε, donde ε > 0 es elegido de tal forma que sea menor a xi, 1− xi, xi − xi−1 y xi+1 − xi
(siempre que xi−1 y xi+1 existan). Las curvas de nivel para S̃ en los niveles xi−ε y xi+ε serán
idénticas, salvo por aquellas curvas que toman parte en el punto silla en xi, el cual puede ser
de alguno de los siguientes tipos:

Tipo 1: Una curva de nivel trivial y una curva de nivel esencial en la altura xi + ε se fusionan
en una curva de nivel esencial en el nivel xi − ε (diremos en este caso el punto cŕıtico
corresponde al subtipo (a)), o viceversa, es decir, una curva de nivel esencial en el nivel
xi+ ε se descompone en dos curvas, una trivial y la otra esencial, al pasar al nivel xi− ε
(en este caso nos referiremos al subtipo (b)).

Tipo 2: Dos curvas de nivel esenciales y paralelas en el nivel xi+ ε se fusionan en el valor cŕıtico
xi, para dar lugar a una curva trivial en el nivel xi−ε (subtipo (a)), o viceversa (subtipo
(b)).

Tipo 3: Dos curvas de nivel triviales y no concéntricas para S̃ en la altura xi + ε se fusionan en
una única curva trivial en la altura xi − ε (subtipo (a)), o viceversa (subtipo (b)).

Tipo 4: Dos curvas de nivel triviales y concéntricas para S̃ en la altura xi+ ε se fusionan en una
única curva trivial en el nivel xi − ε (subtipo (a)), o viceversa (subtipo (b)).

En la Figura 2.1 se representan esquemáticamente los cuatro tipos de puntos silla men-
cionados. Cada rectángulo representa un toro de nivel. En cada punto silla del subtipo (a),
el esquema de la izquierda representa la atura xi + ε y el de la derecha representa el nivel
xj − ε; mientras que en los subtipos (b), la altura xi + ε está representada en el diagrama de
la derecha. En cada rectángulo se representan las curvas de nivel para S que toman parte en
el respectivo punto silla, donde las curvas que aparecen como rectas horizontales representan
curvas de nivel esenciales. Las lineas punteadas indican la trayectoria que siguen las curvas
de nivel al acercarse al valor cŕıtico.

Dada una superficie de Neuwirth cerrada S para un nudo K ⊂ S3, en una configuración
como se mencionó anteriormente, definimos la complejidad para dicha configuración de la
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superficie como

c(S) =
( ∑
A∈con(S0)

|χ(A)| +
∑

B∈con(S1)

|χ(B)| + |S̃| , |X|
)

donde |X| denota la cardinalidad de X, |S̃| denota el número de componentes conexas de S̃,
|χ(A)| denota el valor absoluto de χ(A), la caracteŕıstica de Euler de la superficie A, y con(Si)
denota el conjunto de componentes conexas de la superficie Si, i = 0, 1. Tenemos pues, que
la complejidad de una configuración para la superficie S está dada por una pareja de enteros;
luego, al conjunto de complejidades correspondientes a todas las posibles configuraciones de
S le daremos el orden lexicográfico. De ahora en adelante supondremos que S se encuentra
en una configuración con complejidad mı́nima, esto es, que la superficie ha sido isotopada,
respetando la posición (1, 1) de K, hasta una configuración en la cual ya no es posible reducir
su complejidad.

Supongamos que alguna componente conexa de S|(T0 ∪ T1) es un disco, digamos D. El
disco D solo puede ser un disco meridiano de Hi, un disco en Si paralelo a un disco en Ti, o
un disco en S̃ paralelo a un disco en Ti, i ∈ {0, 1}.

Afirmación 2.1.1. Los discos componentes de S|(T0∪T1) solo pueden ser discos meridianos
de Hi o discos en Si con fronteras triviales y concéntricas en Ti, i ∈ {0, 1}.

Demostración. Supongamos que existen dos discos D1, D2 ⊂ Si tales que ∂D1 y ∂D2 son
curvas triviales que acotan discos ajenos D′1, D

′
2 ⊂ Ti, respectivamente, i ∈ {0, 1}. Alguno

de tales discos, digamos D′1, es ajeno a K, luego la 3-bola, B ⊂ Hi, que tiene por frontera
a D1 ∪D′1 es ajena a K y seŕıa posible realizar una isotoṕıa en B para recorrer el disco D1

desde H1 hasta T × I, con lo cual se reduciŕıa la primera entrada de c(S) en al menos uno,
lo cual es una contradicción. Aśı que todas las componentes discos de Si que son paralelas a
discos en Ti, tienen fronteras concéntricas en Ti. Más aún, si D ⊂ Si es el disco cuya frontera
es la curva de más adentro en Ti, entonces Ki debe estar contenido en la 3-bola acotada por
D y el disco al que es paralelo sobre Ti.

Supongamos que alguna de las componentes conexas de S̃ es un disco, digamos D. Luego,
D es paralelo en T × I a un disco D′ ⊂ Ti, i ∈ {0, 1}. Observemos que D′ es ajeno a K.
Supongamos que int(D′) ∩ S = ∅ y sea A la componente de Si que comparte frontera con
D. Existe una isotoṕıa, como en el párrafo anterior, que lleva a D desde T × I hasta Hi. Si
χ(A) < 0, al realizar dicha isotoṕıa, se reduciŕıan |χ(A)| y |S̃| en uno, por lo tanto, también la
complejidad de S, lo cual no es posible. En caso de que χ(A) = 0, es decir, si A es un anillo,
luego de llevar a cabo la isotoṕıa, A se convierte en un disco, con lo que se incrementa |χ(A)|
en uno, sin embargo, se reducen |S̃| en uno y también |X| en al menos uno, aśı que la primera
entrada de c(S) se mantiene constante pero se reduce la segunda entrada, nuevamente se
llega a una contradicción. Por último, supongamos que int(D′) ∩ S 6= ∅ y elegimos una curva
α ⊂ D′∩S de más adentro en D′. Una vez más se tiene que α es frontera de un disco D′′ ⊂ S.
Es posible realizar una isotoṕıa para recorrer a D′′ hasta que se encuentre completamente
contenido en Hi o en T × I, sin incrementar c(S). Como en el análisis de los casos anteriores,
existe una isotoṕıa que elimina el arco α de D′∩S y reduce c(S), lo cual es una contradicción
y, por lo tanto, no existen discos como componentes de S̃.
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Figura 2.2: Isotoṕıa

Afirmación 2.1.2. Si existe un disco en Si con frontera trivial sobre Ti, i ∈ {0, 1}, entonces
las componentes conexas de Si son discos meridianos de Hi, o discos con frontera trivial sobre
Ti, o anillos con frontera esencial y no meridional sobre Ti.

Demostración. Supongamos que existe al menos un disco, D ⊂ Si, con frontera trivial sobre
Ti. De la afirmación anterior se tiene que si D̃ ⊂ Ti es el disco que comparte frontera con
D, entonces la 3-bola, B ⊂ Hi, que tiene por frontera a D ∪ D̃, contiene a Ki. Sea A una
componente de Si ajena a B y distinta de un disco. Supongamos que existe un disco de
compresión, D′ ⊂ Hi, para A. Podemos suponer que int(D′) ∩ S = ∅, pues en caso contrario
podemos elegir una curva α ⊂ int(D′) ∩ S, que sea de más adentro en D′ y separa un disco
D′′ ⊂ D′. Si A′ es la componente conexa de Si que contiene a la curva α y D′′ es un disco de
compresión para A′, entonces consideramos a A′ en lugar de A. La otra posibilidad es que α
sea frontera de un disco en A′, luego, por argumentos estándares es posible eliminar el arco
α de la intersección D′ ∩ S.

Al serD′ ajeno aK, ∂D′ es frontera de un discoD′′ ⊂ S. Notemos queD′′∩(T0∪T1) 6= ∅, ya
queD′ es un disco de compresión para A. Podemos elegir una circunferencia, α ⊂ D′′∩(T0∪T1),
que sea de más adentro y separa un disco D′′′ ⊂ D′′. Por otro lado, en la 3-bola, B′, que tiene
por frontera a D′∪D′′ y es ajena a K, es posible realizar una isotoṕıa para recorrer el disco D′′

hasta estar contenido en Hi. Si χ(A) < 0, dicha isotoṕıa basta para garantizar una reducción
en c(S). Si χ(A) = 0, después de dicha isotoṕıa, se incrementa |χ(A)| en uno, pero se elimina
el arco de intersección α, con lo que se reduce la primera entrada de c(S) en al menos uno,
mientras que se reduce la segunda entrada de c(S) en al menos uno. En cualesquiera de los
casos, se llega a una contradicción. Se concluye que A es incompresible y, por lo tanto, solo
puede ser un anillo con frontera esencial y no meridional sobre Ti.

Las componentes de Si que se encuentran contenidas en B también deben ser incompre-
sibles por los mismos argumentos, aśı que no pueden ser anillos, luego, cada una de estas
componentes es un disco con frontera trivial sobre Ti.

Afirmación 2.1.3. π|S̃ no tiene puntos cŕıticos del tipo 3.

Demostración. Supongamos que xj ∈ X corresponde a un punto cŕıtico del tipo 3a, en el cual,
dos curvas de nivel para S triviales y no concéntricas en Txj+ε, digamos C1 y C2, se fusionan en
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la altura xj para dar lugar a una curva trivial C3 en el nivel xj−ε, para ε > 0 suficientemente
pequeño. Sean D1, D2 ⊂ Txj+ε los discos de nivel acotados por C1 y C2, respectivamente.
Es posible que D1 y D2 contengan otras curvas de nivel para S, aśı que elegimos dos de
tales curvas que sean de más adentro en Txj+ε, digamos C ′1 ⊂ D1 y C ′2 ⊂ D2. Alguna de las
curvas, C ′1 o C ′2, es frontera de un disco D′ ⊂ S ajeno a K, pues si C ′1 y C ′2 intersectan a K
en un punto, se seguiŕıa de la meridiano-incompresibilidad de S que C ′1 y C ′2 separan discos
de S, lo cual no es posible. Mediante una isotoṕıa que involucra a D′ es posible deshacer
la curva de intersección ∂D′ ⊂ D1 ∪ D2, sin aumentar la complejidad de S. Si repetimos el
argumento previo cuantas veces sea necesario, llegaremos a una situación en la cual C1 o C2

es frontera de un disco D ⊂ S. Finalmente, si D ∩ (C1 ∪ C2) = ∂D, mediante una isotoṕıa
que involucra al disco D, es posible eliminar el punto cŕıtico xj (ver Fig. 2.2). Mientras que
si C1 ∪ C2 ⊂ D, entonces también existen isotoṕıas que reducen la cardinalidad de X o el
número de componentes de S̃. En cualesquiera de los casos se contradice la minimalidad de
c(S).

Tampoco existen puntos cŕıticos del tipo 3b, por los mismos argumentos.

Con argumentos similares, se puede ver que la afirmación anterior sigue siendo cierta si en
lugar de considerar la función π|S̃ tomamos la función π̃|S . En ocasiones se abusará un poco
de la notación al referirse a una curva de nivel y a cualquier otra curva de nivel trasladada de
ésta con la misma etiqueta, a fin de simplificar las descipciones y no usar excesivas etiquetas.

En este punto es conveniente hacer notar una sutil dicotomı́a entre la sucesión de puntos
cŕıticos del tipo 2. Supongamos que en un punto cŕıtico del tipo 2b en el nivel z ∈ [−1, 2], una
curva de nivel trivial C0 en la altura z + ε (con ε > 0, suficientemente pequeño), da lugar a
dos curvas de nivel esenciales, C1 y C2, en el nivel z − ε de pendiente p/q. Supongamos que
el siguiente valor cŕıtico, w < z, en orden descendente, es del tipo 2a, en el cual se fusionan
las curvas C1 y C2 para dar lugar a una curva de nivel trivial C4 en la altura w − ε. Existen,
esencialmente, dos maneras de conectar las curvas C1 y C2 en el punto cŕıtico en w, una por
cada región en la que las curvas C1 y C2 dividen al toro de nivel Tz−ε (ver Fig. 2.3). Nótese,
por ejemplo, que para que se realice el punto cŕıtico en w correspondiente a la ilustración
inferior de la Figura 2.3, es necesario que no existan otras curvas de nivel esenciales en la
altura z − ε además de C1 y C2. Sea F la subsuperficie de S formada por los trasladados de
C0 entre las alturas z + ε y z, los trasladados de C1 ∪ C2 entre los niveles z y w, aśı como
los trasladados de C4 entre las alturas w y w − ε. F será una superficie de género 1 con dos
componentes de frontera, C0 y C4. Si D1 ⊂ Tz+ε y D2 ⊂ Tw−ε son los discos de nivel que
tienen por frontera a C0 y C4, respectivamente; entonces la superficie cerrada F ∪ D1 ∪ D2

será un toro isotópico a un toro de nivel, digamos Tz (en el caso inferior de la Figura 2.3), o
bien, un toro que corresponde a la frontera de una vecindad regular de un nudo toroidal de
pendiente p/q (en el caso de un punto cŕıtico en w correspondiente a la ilustración superior
de la Figura 2.3).

En la siguiente afirmación se describirá una isotoṕıa que será útil más adelante. Para
describir dicha isotoṕıa nos olvidaremos por un momento del nudo y solo consideraremos la
superficie. Aśı mismo, no tomaremos en cuenta la complejidad de la superficie (en realidad, en
las situaciones en que se recurra a la isotoṕıa en cuestión en afirmaciones posteriores, nunca
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Figura 2.3: Puntos cŕıticos de tipo 2a

se incrementará la complejidad, ni se afectará la posición (1, 1) de K).

Afirmación 2.1.4. Sea z ∈ (−1, 2) un valor cŕıtico en cuyo punto cŕıtico toman parte las
curvas de nivel C1 y C2, donde C2 puede ser trivial o esencial en el respectivo toro de nivel,
pero en caso de ser trivial, entonces también C1 es trivial. Supóngase que C0 es otra curva
de nivel en Tz paralela a C1 y que ambas curvas son frontera de un anillo A en la superficie
S por encima de la altura z. Entonces existe una isotoṕıa de la superficie S que modifica el
anillo A y cambia el punto cŕıtico en z de uno del tipo 1a, 4a o 2a por uno del tipo 1b, 4b o
1b, respectivamente.

Demostración. Puesto que en este caso no estamos interesados en la posición del nudo K ni
en la complejidad de la superficie S, resulta sencillo imaginar una isotoṕıa como se menciona.
Por ejemplo, si el valor cŕıtico en z corresponde a uno del tipo 2a, en el cual se fusionan las
curvas de nivel C1 y C2 para producir una curva de nivel trivial C3, basta con recorrer el
anillo A ligeramente por debajo de la altura z y reacomodar la superficie para cambiar el
punto cŕıtico en z por uno del tipo 1b. Ligeramente por debajo de la altura z se tendrán dos
curvas de nivel, una trivial, Cj , que será paralela en S a C3, y una curva de nivel esencial, Ci,
paralela en S a C0. En la parte superior de la Figura 2.4 se muestra esquemáticamente dicha
isotoṕıa. Nótese que en dicha isotoṕıa también se modifica la parte de la superficie S que se
pudiera encontrar por debajo del anillo A, pero por el momento no estamos restringiendo tal
posibilidad. En la parte inferior de la Figura 2.4 se representa la isotoṕıa necesaria en caso
de tener un punto cŕıtico en z del tipo 1a en el cual la curva de nivel trivial C1 y la curva de
nivel esencial C2 se fusionan en una curva de nivel esencial C3. Después de dicha isotoṕıa se
tiene un punto cŕıtico del tipo 1b, a partir del cual aparecen una curva trivial, Cj , paralela en
S a C0, y una curva de nivel esencial, Ci, isotópica en S a C3. El caso en el que en z se tenga
un punto cŕıtico del tipo 4a es análogo.
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Figura 2.4: Isotoṕıas

Afirmación 2.1.5. S̃ no tiene máximos ni mı́nimos locales.

Demostración. Supongamos por ejemplo que xj ∈ X corresponde a un máximo y es el que
se encuentra a menor altura entre todos los máximos locales de S̃. Sea ε > 0 menor que xj y
xj − xj−1 (si xj−1 existe). La curva de nivel asociada al máximo en la altura xj − ε será una
curva de nivel trivial C1. Sea z ∈ (−1, xj) el valor cŕıtico asociado al punto cŕıtico en el que
toma parte la curva de nivel paralela a C1 en dicho nivel (puede ocurrir que z ∈ X o que
z < 0). Nótese que la 3-bola, B, acotada por el disco D, formado por los trasladados de C1

entre las alturas z y xj , y por el disco de nivel D′ ⊂ T ×{z} acotado por C1, es ajena a K. Si
z < 0, tendŕıamos un disco en S̃ paralelo a un disco en T0, pero esto contradice la Afirmación
2.1.1, luego, se tiene que z ∈ X. Sabemos de la Afirmación 2.1.3 que el punto cŕıtico en z no
puede ser del tipo 3. Si el punto cŕıtico en z es del tipo 4a o 1a, es posible realizar isotoṕıas
dentro de la bola B (como aquella de la Figura 2.2), para reducir la complejidad de S sin
alterar la posición (1, 1) de K.

Veamos que el punto cŕıtico en z tampoco puede ser del tipo 4b. Supongamos que tal caso
ocurre y que en la altura z − ε se generan, a partir de C1, dos curvas de nivel triviales C2 y
C3, donde C2 es la curva de más adentro en el toro de nivel Tz−ε. Notemos que el disco de
nivel en la altura z − ε acotado por C2 debe contener los dos puntos de nivel de K, pues en
caso contrario, C2 acotaŕıa un disco en S y seŕıa posible realizar una isotoṕıa que reduzca
c(S). Sea w < z el valor cŕıtico de π̃|S a mayor altura en el cual toma parte alguna de las
curvas C2 o C3. En caso de que w < 0 es posible isotopar el anillo A formado por C1 y sus
trasladados entre xj y z, aśı como por los trasladados de C2 ∪ C3 entre z y w, desde T × I
hasta H0. Con la isotoṕıa anterior se reduce en uno |S̃|, aśı que también la primera entrada
de c(S), con lo que se llega a una contradicción. Luego, solo puede ocurrir que w ∈ X. El
punto cŕıtico en w no puede ser de los tipos 1a o 4a, ya que seŕıa posible realizar una isotoṕıa
como una de las descritas en la Afirmación 2.1.4 y reducir la complejidad c(S). Tampoco es
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posible que el punto cŕıtico en w corresponda al tipo 4b, pues en tal caso apareceŕıa una curva
de nivel trivial que acota un disco de nivel ajeno a K, una vez más, seŕıa posible reducir la
complejidad de S, lo cual no es posible. De esta manera, se tiene que el punto cŕıtico en w
solo puede ser del tipo 2b. En este caso es posible isotopar la superficie S, para tener en la
altura z un punto cŕıtico del tipo 2b y en la altura w uno del tipo 1b (como en la Figura 2.10),
luego, se prosigue como en el siguiente párrafo.

De lo anterior, es posible suponer que el punto cŕıtico en z es del tipo 2b, después del cual
se originan dos curvas esenciales y paralelas, C2 y C3. Sea w < z el valor cŕıtico a mayor altura
en cuyo punto cŕıtico toma parte algún trasladado de C2 o C3. Una vez más es posible suponer
que w ∈ I, pues si fuera w < 0, como en el párrafo anterior podŕıamos reducir la complejidad
de S. Si el punto cŕıtico en w es del tipo 2a, tenemos dos posibilidades. La primera de éstas es
que alguna de las curvas C2 o C3 se fusiona con otra curva de nivel esencial C4, pero al realizar
una isotoṕıa como una de las de la Afirmación 2.1.4, necesariamente se reduce la complejidad
de S sin alterar al nudo K. En la segunda posibilidad para un punto cŕıtico en w del tipo 2a,
tendŕıamos que en la altura w las curvas de nivel C2 y C3 se fusionan. No se pueden fusionar
C2 y C3 como en la ilustración superior de la Figura 2.3, pues habŕıa un disco de compresión
para S ajeno a K, aśı que el punto cŕıtico corresponde a la imagen inferior de Figura 2.3,
después del cual se produce una curva de nivel trivial C4. Otra vez se tiene que el disco de
nivel acotado por C4 debe contener a los dos puntos de K en dicho nivel. Si y < w es la
altura del punto cŕıtico en el que toma parte la curva C4, dicho punto cŕıtico no puede ser del
tipo 1a pues no hay curvas de nivel esenciales en dicha altura, ni tampoco del tipo 2b, pues
en tal caso habŕıa un disco de compresión para S y ajeno a K; tampoco puede ser del tipo
4b, pues en tal caso apareceŕıa otra curva de nivel trivial que acota un disco de nivel ajeno
a K y se podŕıa reducir la complejidad. Luego, el punto cŕıtico en y solo puede ser del tipo
4a en el cual la curva de nivel C4 se fusiona con una curva de nivel trivial C5 contenida en el
disco de nivel acotado por C4, más aún, el disco de nivel acotado por C5 en la altura y + ε
debe contener a los puntos de nivel de K. En este caso, es posible llevar a cabo una isotoṕıa
que recorra el punto cŕıtico en y hasta la altura z y aśı eliminar el punto máximo en dicha
altura (ver Figura 2.5). Si y ∈ X, la isotoṕıa descrita, reduce c(S), lo cual no es posible; lo
mismo es cierto si y < 0 y χ(A) < 0, donde A es la componente de S0 que tiene como una
de sus fronteras a una curva paralela a C4 antes de la isotoṕıa. Luego, A debe ser un anillo
y después de la isotoṕıa descrita se convierte en un disco, con lo cual incrementa en uno la
primera entrada de c(S). Por otro lado, con la isotoṕıa se redujo |S̃| en uno, pero también |X|
decreció, luego se obtiene una complejidad menor, lo cual no es posible.

De lo anterior se sigue que el punto cŕıtico en w debe ser del tipo 1. En caso de que el punto
cŕıtico en w sea del tipo 1a, es posible isotopar el anillo A formado por C1 y sus trasladados
entre xj y z, aśı como todos los trasladados de C2 y C3 entre z y w, hasta un nivel ligeramente
por debajo de w, para eliminar el máximo y el punto cŕıtico en z, aśı como cambiar el punto
cŕıtico en w por uno del tipo 2b y, de esta manera, reducir la complejidad de S (ver Fig. 2.6).

Finalmente, supongamos que el punto cŕıtico en w es del tipo 1b, y sea C4 la curva de nivel
trivial que se genera en dicho punto cŕıtico. Observemos que el disco de nivel acotado por C4

debe contener a los dos puntos de nivel de K. Sea y < w la altura en la que se encuentra el
punto cŕıtico en el que toma parte la curva paralela a C4. Si tal punto cŕıtico es de alguno de
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Figura 2.5: Isotoṕıa

Figura 2.6: Isotoṕıa

los tipos 1a o 2b, tendriamos discos de compresión para S ajenos a K, lo cual no es posible.
De igual manera, si el punto cŕıtico fuese del tipo 4b, apareceŕıa un disco de nivel con frontera
sobre S y ajeno a K, que llevaŕıa a reducciones de c(S). Aśı que solo puede ocurrir que el
punto cŕıtico en la altura y sea del tipo 4a. Es posible suponer que los puntos cŕıticos w,
z y xj son consecutivos en X, y después realizar una isotoṕıa (análoga a las de los casos
anteriores), para cambiar el máximo en xj por un punto cŕıtico del tipo 2b en la misma altura
(ver Figura 2.7), sin alterar la posición (1, 1) de K. Repetimos el análisis para esta nueva
posición de la supericie S para llegar, igual que antes, a una contradicción. Concluimos que
no existen máximos locales para π en S̃. Por simetŕıa, es claro que tampoco pueden existir
mı́nimos locales.

Figura 2.7: Isotoṕıa
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Figura 2.8: Isotoṕıa

Afirmación 2.1.6. Para i = 1, 2, no existen discos en Si con fronteras triviales sobre Ti.
Si existe un anillo en Si con fronteras triviales sobre Ti, siempre es posible isotopar S para
eliminar dichos anillos sin incrementar la complejidad de S, y a la vez, conservar la posición
(1, 1) de K.

Demostración. Supongamos que existe un disco D ⊂ S1 con frontera trivial sobre T1. Como
se vio en la Afirmación 2.1.1, la 3-bola, B ⊂ H1, acotada por D y el disco en T1 que comparte
frontera con D debe contener a K1. Podemos suponer que D es el disco componente de S1 tal
que ∂D es la curva de más afuera entre todas las fronteras de discos en S1 paralelos a discos
en T1. De la Afirmación 2.1.2 sabemos que cada componente de S1 que es ajena a B, es un
disco meridiano de H1 o, en caso de no existir discos meridianos en S1, un anillo con fronteras
esenciales sobre T1.

Veremos que existe un valor cŕıtico xj ∈ X, correspondiente a un punto cŕıtico en el que
toma parte la curva paralela a ∂D en el nivel xj . Supondremos por el contrario que tal punto
cŕıtico no existe. Luego, existe un anillo A ⊂ S̃, transversal a los toros de nivel de T × I, que
tiene por fronteras a ∂D y a una curva trivial en T0. Sea z < 0 el valor cŕıtico correspondiente
al punto cŕıtico en H0 en el cual toma parte la curva paralela a ∂A − ∂D. Una vez más, es
posible isotopar a S para recorrer dicho punto cŕıtico dentro de T ×I sin modificar la posición
(1, 1) de K y reduciendo la complejidad c(S). Nuevamente se llega a una contradicción y por
lo tanto el punto cŕıtico xj existe.

Sabemos por la Afirmación 2.1.3 que el punto cŕıtico xj no puede ser del tipo 3. Si el
punto cŕıtico en xj es del tipo 1a, entonces mediante una isotoṕıa del disco D, el anillo A
formado por los trasladados de ∂D entre las alturas 1 y xj , aśı como la parte de S contenida
en la 3-bola acotada por D ∪A y el disco acotado por ∂A en Txj , es posible eliminar el punto
cŕıtico en xj (ver Fig. 2.8). Por último, reacomodamos la superficie S para poner de nuevo a
K en posición (1, 1), lo cual siempre es posible ya que S̃ no tiene máximos ni mı́nimos locales
(Afirmación 2.1.5). Esta nueva configuración para S tiene una complejidad menor, esto es
una contradicción. Si el punto cŕıtico asociado xj es del tipo 2b, entonces es posible hacer una
isotoṕıa para trasladar el punto cŕıtico desde T × I hasta H1 y aśı tener un anillo en H1 en
lugar del disco D (como en la Fig. 2.9), con lo que se reduciŕıa c(S).
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Figura 2.9: Isotoṕıa

El punto cŕıtico en la altura xj no puede ser del tipo 4b, pues en tal caso se tendŕıan dos
curvas de nivel triviales y no concéntricas para S. Por último, si el punto cŕıtico correspon-
diente a xj es del tipo 4a en el cual toman parte una curva correspondiente a ∂D y otra curva
de nivel trivial C, existen dos posibilidades, que el disco acotado por C en T1 contenga a ∂D,
o viceversa. En el primero de los casos es posible proseguir como se hizo con el tipo 1a para
reducir la complejidad de S. En el segundo de los casos, la componente de S que se encuentra
por encima de la altura xj y que tiene a C como una componente de frontera, debe ser un
anillo con frontera trivial sobre Txj ; luego, con una isotoṕıa como la de la Afirmación 2.1.4,
seŕıa posible reducir la complejidad de S.

Ahora veamos que sucede en el caso de anillos en S1 con fronteras triviales en T1. Su-
pongamos que existe un anillo A ⊂ S1 con fronteras triviales sobre T1. Existe un disco de
compresión D′ ⊂ T1 para A. Si es posible garantizar que tal disco intersecta a S solo en ∂D′,
de la meridiano-incompresibilidad de S se tendŕıa que existe un disco D ⊂ S con ∂D = ∂D′.
Mediante una isotoṕıa se podŕıa transformar a A en un disco con frontera trivial sobre T1. Por
lo argumentado en el caso de discos con frontera trivial, es posible isotopar a S de tal forma
que se reduzca su complejidad con respecto a la configuración inicial. Desafortunadamente no
se puede garantizar siempre que D′ ∩ S = ∂D′, aunque si eso no sucede, se puede asegurar
que D′ contiene en su interior a los dos puntos de intersección de K con el toro T1. También
supondremos de ahora en adelante que A es un anillo de más adentro, es decir, que el toro
sólido en H1 que tiene por frontera a A y al anillo en T1 que es paralelo a A, no contiene otra
componente de S1. Veremos que se puede argumentar en los diferentes casos.

Sea xj ∈ X el valor cŕıtico a mayor altura en cuyo punto cŕıtico toma parte alguna de las
curvas paralelas a alguna de las fronteras de A (al igual que en el caso de discos, tal xj existe).
Nuevamente se tiene que el punto cŕıtico en xj no puede ser del tipo 4b, pues se tendŕıan dos
curvas de nivel triviales y no concéntricas para S, lo cual no es posible. Si el punto cŕıtico en
xj es del tipo 1a, o del tipo 4a, es posible, mediante alguna de las isotoṕıas descritas en la
Afirmación 2.1.4, eliminar el anillo A de S1 sin incrementar la complejidad c(S) ni modificar la
posición (1, 1) de K, aśı como cambiar el punto cŕıtico en xj por uno del tipo 1b o uno del tipo
4b, respectivamente. Si el punto cŕıtico en xj es del tipo 2b, en el cual la curva correspondiente
a la frontera externa de A pasa a ser una curva esencial, entonces, mediante una isotoṕıa es
posible llevar el punto cŕıtico en xj hasta H1, a la vez que se recorre el anillo formado por los
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Figura 2.10: Isotoṕıa

trasladados de la frontera interna de A para formar un nuevo punto cŕıtico del tipo 1b en S̃
(ver Fig. 2.10). Se llega de nuevo a una configuración con a lo más la misma complejidad que
la original.

Afirmación 2.1.7. No existen componentes de Si con alguna de sus componentes de frontera
que sea una curva meridional de Ti, para i = 1, 2.

Demostración. Supongamos que existen componentes de S1 con frontera meridional sobre T1.
Sea z > 1 el valor cŕıtico de la función π̃ |S a menor altura dentro de H1. De acuerdo a la
Afirmación 2.1.6, el punto cŕıtico de π̃ |S en z no puede ser un máximo, pues se tendŕıa un
disco en S1 con frontera trivial sobre T1. La Afirmación 2.1.3 también es válida para π̃ |S en
H1, aśı que z no puede corresponder a un punto cŕıtico del tipo 3.

Si el punto cŕıtico en z es del tipo 2a, es posible mediante una isotoṕıa recorrer dicho punto
cŕıtico de H1 hasta T × I, y aśı reducir la complejidad c(S). Si tal punto cŕıtico corresponde
al tipo 2b, distinguimos dos casos: que la curva trivial que toma parte en el punto cŕıtico sea
frontera de un disco en S1, o que sea esencial en S1. Si tal curva es esencial en S1, mediante una
isotoṕıa, es posible llevar el punto cŕıtico en z desde H1 hasta T×I y aśı reducir la complejidad
de la superficie S. En caso que dicha curva sea frontera de un disco en S1, tedriamos un anillo
A con frontera meridional en H1. En caso de que el anillo A no contenga a K1, nos fijamos
en el punto cŕıtico a mayor altura en T × I en que toma parte alguna curva paralela a una de
las fronteras de A y seguimos el análisis como en la Afirmación 2.1.5 (Figuras 2.6 y 2.7), para
llevar a S a una configuración con una complejidad no mayor a la original. Si A contiene a
K1, sea D ⊂ H1 un disco de compresión para A. Usando argumentos estándar y la meridiano-
incompresibilidad de S, es posible suponer que D∩S1 = ∂D. Como A es un anillo, es posible
colocar a D de tal forma que intersecte a K1 en a lo más un punto, luego, una vez más de
la meridiano-incompresibilidad de S es posible isotopar a A para transformarlo en un disco
meridiano D′ de H1 que contiene a K1. El resto de las componentes de S1 solo pueden ser
anillos con fronteras meridionales o discos meridianos de H1. En caso de que exista algún anillo
meridiano, recurrimos nuevamente a la meridiano-incompresibilidad de S para reducirlo a un
disco meridiano (posiblemente incrementando la complejidad de S). Repetimos el argumento
previo hasta llegar a una configuración de S1 formada únicamente por discos meridianos de
H1. Enseguida consideramos el punto cŕıtico en T×I a mayor altura, el cual solo puede ser del
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tipo 2a, en el que toman parte dos curvas correspondientes a fronteras de dos discos meridianos
en S1. Mediante una isotoṕıa que involucre a dichos discos, es posible transformarlos en un
disco en H1 con frontera trivial en T1. Repetimos los argumentos de la Afirmación 2.1.6 para
eliminar dicho disco con frontera trivial. Consideramos nuevamente el primer punto cŕıtico de
T × I y repetimos el proceso. Eventualmente llegaremos a una configuración para S1 con un
único disco meridiano o un único disco con frontera trivial. Supongamos que S1 consta de un
disco meridiano de H1. Puesto que no existe máximos en T × I (Afirmación 2.1.5), el punto
cŕıtico para S̃ a mayor altura en esta configuración debe ser del tipo 1b. Sea C1 la curva de
nivel trivial que se genera en dicho punto cŕıtico y D el respectivo disco de nivel que tiene
por frontera a C1. Si D∩K = ∅, entonces C1 = ∂D debe ser frontera de un disco en S y seŕıa
posible reducir c(S). En caso de que D contenga a los dos puntos de nivel de K, es posible
isotopar a D para hacerlo ajeno a K, y de la meridiano-incompresibilidad de S tendriamos
que ∂D es frontera de un disco en S y aśı podriamos cambiar el disco meridiano de S1 por
uno con frontera trivial en T1. Finalmente, si D = S1 es un disco con frontera trivial en T1,
tenemos que el primer punto cŕıtico en T × I, en el cual toma parte una curva paralela a ∂D,
no puede ser del tipo 4b, pues otra vez se podŕıa reducir c(S), aśı que tal punto cŕıtico debe
ser del tipo 2b, y mediante una isotoṕıa seŕıa posible trasladar dicho punto cŕıtico a H1, y
aśı cambiar D por un anillo. Al comparar la complejidad de esta última configuración con
la complejidad de la configuración inicial, necesariamente habrá disminuido, lo cual es una
contradicción y se tiene la afirmación.

Afirmación 2.1.8. Para i = 1, 2, la superficie Si consta de anillos incompresibles en Hi con
pendiente no meridional sobre Ti. Además es posible isotopar S sin incrementar su compleji-
dad, para llevarla a una configuración en la que todos los anillos de Si están anidados, siendo
el que contiene a Ki el anillo de más adentro, para i = 1, 2.

Demostración. Consideremos H1 y S1 ⊂ H1, pues el caso de H0 y S0 es completamente
análogo. Las curvas de nivel de S en T1, es decir, las componentes de frontera de S1 en T1
solo pueden ser curvas esenciales en T1 con la misma pendiente o curvas triviales anidadas
(ver Afirmación 2.1.1). Si existen curvas triviales anidadas en S ∩ T1, entonces los dos puntos
de intersección de K ∩T1 deben estar en la curva trivial de más adentro de S ∩T1 en T1 pues
como se vio en la Afirmación 2.1.6, no existen anillos ni discos en S1 con fronteras triviales
sobre T1.

Veremos que todas las componentes de S1 son anillos como indica la afirmación. Primero,
supongamos que existen curvas de nivel para S que son triviales sobre T1. Sea z > 1 el valor
cŕıtico a menor altura para la función π̃ |S en H1. El punto cŕıtico en z no puede ser del tipo
3 (Afirmación 2.1.3). Si el punto cŕıtico en z es del tipo 1a y C1 es la curva de nivel trivial en
la altura z + ε (con ε > 0 suficientemente pequeño), que toma parte en dicho punto cŕıtico,
seŕıa posible recorrer dicho punto cŕıtico desde H1 hasta T × I y reducir la complejidad de S,
a menos que C1 sea frontera de un disco en S1 en cuyo caso es posible realizar una isotoṕıa
como la de la Figura 2.8 para eliminar el punto cŕıtico en z; luego nos preguntamos por el
siguiente punto cŕıtico. Si el punto cŕıtico en z fuese del tipo 1b o 2a, seŕıa posible, mediante
una isotoṕıa, trasladar dicho punto cŕıtico desde H1 hasta T × I, y aśı reducir la complejidad
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c(S), lo cual no es posible. Como no existen anillos en S1 con fronteras triviales sobre T1
(Afirmación 2.1.6), entonces el punto cŕıtico en z no puede ser del tipo 4, pues en caso de
serlo, podŕıamos repetir el argumento de llevarlo hasta T × I y aśı reducir la complejidad de
S, o seŕıa posible eliminar el punto cŕıtico en z. Cabe mencionar que en las isotoṕıas descritas
nunca se modifica la posición (1, 1) del nudo K. Se concluye que el punto cŕıtico en z solo
puede ser del tipo 2b. Nuevamente, si C1 es la curva de nivel trivial en la altura z+ε que toma
parte en el punto cŕıtico en z, dicha curva debe ser frontera de un disco en S, y, por lo tanto,
la componente de S1 que contiene a C1 debe ser un anillo. Ahora nos fijamos en el siguiente
valor cŕıtico y repetimos los argumentos. Eventualmente se llegará a una configuración para
S1 formada por anillos con fronteras esenciales, pero no es posible que existan curvas de nivel
para S con fronteras triviales sobre T1.

Finalmente, si solo existen curvas esenciales en T1 como fronteras de S1 y z > 1 es el valor
cŕıtico a menor altura para la función π̃ |S en H1, se tiene que el punto cŕıtico en z solo puede
ser del tipo 1a o 2b, los cuales ya fueron analizados en el párrafo previo.

De esta manera se tiene que todas las componentes de S1 son anillos. Sea A el anillo de
S1 que contiene a K1 y sea B ⊂ S1 un anillo distinto de A que sea de más adentro (puede ser
concéntrico con A o no). Sea xi ∈ X el primer valor cŕıtico en el que toma parte alguna de las
fronteras de B. Repetimos parte del análisis para z como en la Afirmación 2.1.5 (Figuras 2.6 y
2.7), para llevar a B dentro de H, sin incrementar la complejidad inicial de S, ni modificar la
posición (1, 1) de K. Después de repetir el argumento cuantas veces sea necesario, terminamos
con una configuración como se describe en la afirmación.

Afirmación 2.1.9. La superficie S puede ser isotopada para eliminar los puntos cŕıticos del
tipo 4 en S̃.

Demostración. Supongamos que xj ∈ X es el mayor valor cŕıtico asociado a un punto cŕıtico
del tipo 4. Si el punto cŕıtico en xj es del tipo 4a, en el cual, dos curvas de nivel triviales C1

y C2 en la altura xj + ε se fusionan en el punto cŕıtico, digamos que C1 es la curva de más
adentro entre las dos en el respectivo toro de nivel. Sea xi > xj el valor cŕıtico en el que se
originó la curva C2 (puede corresponder a un punto cŕıtico del tipo 1b o 2a). Mediante una
isotoṕıa es posible llevar el punto cŕıtico en xj a un nivel ligeramente por encima de xi, es
decir, entre xi y xi+1; de esta manera cambia el punto cŕıtico en xj por uno del tipo 1a.

Si el punto cŕıtico en xj es del tipo 4b en el que se originan dos curvas triviales y concéntri-
cas C1 y C2 en el nivel xj − ε, supongamos que C1 es la curva de más adentro en el respectivo
toro de nivel. Una vez más, sea xi < xj el valor cŕıtico a mayor altura que involucra a la
curva C2. Lo primero que notamos es que dicho punto cŕıtico no puede ser del tipo 4a en
el cual se fusionen las curvas C1 y C2, pues habŕıa discos de compresión para S que seŕıan
ajenos a K. Luego, es posible isotopar a S para llevar el punto cŕıtico en xj hasta una posición
ligeramente por debajo de xi. Pudiera ocurrir que el nuevo punto cŕıtico que se obtiene sea
nuevamente del tipo 4b, en cuyo caso, repetimos el argumento hasta obtener un punto cŕıtico
de otro tipo. Es importante notar que en las isotoṕıas descritas se pueden llevar a cabo sin
alterar la posición (1, 1) de K.
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Figura 2.11: Curvas de nivel

De las afirmaciones previas tenemos que es posible poner a S en una posición con comple-
jidad mı́nima en la que los puntos cŕıticos de S̃ con respecto a π solo son de los tipos 1 y 2.
Esto nos dice que la superfice S está formada por una familia de toros, donde es posible que
algunos de tales toros sean isotópicos a algún toro de nivel Tz, z ∈ [−1, 2], mientras que otros
toros serán isotópicos a la frontera de una vecindad regular de un nudo toroidal Tp,q (la pen-
diente p/q definida por la pendiente de las curvas de nivel esenciales que constituyen a dicho
toro). Luego, todos estos toros están conectados por tubos (anillos) descendentes (formados
por curvas de nivel triviales), en donde puede ocurrir que alguno de tales anillos atraviese por
el interior de otro, es decir, las respectivas curvas de nivel están anidadas.

Supongamos que en un nivel z ∈ (0, 1) \X existe una familia de curvas de nivel triviales y
anidadas α1, . . . , αm, con m ≥ 2, donde α1 la curva de más afuera. Diremos que el conjunto
de curvas α1, . . . , αm es maximal si todos los trasladados de α1 son siempre curvas de más
afuera en su respectivo toro de nivel. En otras palabras, el tubo definido por α1 no atraviesa
el interior de otro tubo definido por alguna otra curva de nivel trivial.

Afirmación 2.1.10. Si en una altura z ∈ (0, 1) \X existe una familia de curvas de nivel tri-
viales maximal para S, α1, . . . , αm, con m ≥ 2, entonces no existen curvas de nivel esenciales
para S en dicha altura. Cada curva αi toma parte solo en dos puntos cŕıticos, uno del tipo 2a
y uno del tipo 2b.

Demostración. Supongáse que el nivel z se encuentra entre dos valores cŕıticos consecutivos
xi+1 y xi. Las curvas de nivel triviales para S en la altura z son α1, . . . , αm, con m ≥ 2, siendo
α1 y αm las curvas de más afuera y más adentro, respectivamente, en el toro de nivel Tz; en
particular, los dos puntos de nivel de K deben estar contenidos en αm. Digamos que existen
curvas de nivel esenciales para S en el toro de nivel Tz, de las cuales, C1 y C2 son las curvas
más próximas a α1 (la configuración de las curvas de nivel para S en la altura z seŕıan como
en la Figura 2.11). El punto cŕıtico en xi+1 no puede ser de los tipos 1a ni 2b, pues ligeramente
por encima de la altura xi+1 se tendŕıa una curva de nivel trivial para S más afuera que α1,
lo cual contradice u la familia de curvas sea maximal; por la misma razón el punto cŕıtico en
xi no puede ser de los tipos 1b o 2a. No es dif́ıcil ver que en las cuatro combinaciones posibles
para los puntos cŕıticos en los niveles xi y xi+1, e independientemente de las curvas esenciales
que tomen parte en los puntos cŕıticos del tipo 1, siempre existen discos de compresión para
S (ya que todas las curvas esenciales involucradas tienen la misma pendiente y los arcos de K
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Figura 2.12: Curvas de nivel

Figura 2.13: Disco de compresión para S

se encuentran en el tubo de más adentro). Esto último es una contradicción y por lo tanto, no
existen curvas de nivel esenciales para S en Tz. En particular, el punto cŕıtico en xi+1 debe
ser del tipo 2a y el de la altura xi, del tipo 2b.

Sean C3 y C4 las curvas de nivel esenciales que se fusionan en el punto cŕıtico en xi+1,
y sean C5 y C6 las curvas de nivel esenciales para S en la altura xi − ε que se generan en
el punto cŕıtico en xi. En la Figura 2.12 se ilustran las configuraciones de la curvas de nivel
de S en la alturas xi+1 + ε y xi − ε, y nos preguntamos nuevamente por la naturaleza de
los puntos cŕıticos en xi+2 y xi−1. El punto cŕıtico en xi+2 no puede ser del tipo 2b, pues
en tal caso, las curvas C3 y C4 se fusionan en una curva trivial al pasar el punto cŕıtico en
xi+2; en este caso, un disco meridiano para el toro que contiene a dichas curvas seŕıa ajeno

Figura 2.14: Isotoṕıa
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a K, lo cual es una contradicción. Por la misa razón, el punto cŕıtico en xi−1 no puede ser
del tipo 2a. El punto cŕıtico en xi+2 no puede ser del tipo 1a y el punto cŕıtico en xi−1 no
puede ser del tipo 1b, pues habŕıa un disco de compresión para S que es ajeno a K (ver Fig.
2.13). Si el punto cŕıtico en xi+2 es del tipo 1b en el que toma parte la curva α2 y alguna
de las curvas C3 o C4, entonces seŕıa posible isotopar la superficie S para llevar dicho punto
cŕıtico a una altura ligeramente por debajo de xi, como en la Figura 2.14 (una observación
en este caso es que m tendŕıa que ser 2, pues en otro caso el disco de nivel acotado por α1

seŕıa un disco de compresión para S que es ajeno a K). Nótese que en dicha isotoṕıa no se
modifica la posición (1, 1) de K. Análogamente, si el punto cŕıtico en xi−1 es del tipo 1a,
puede ser cambiado por un punto cŕıtico del mismo tipo en una altura apenas por encima de
xi+1. Una observación es que los puntos cŕıticos en xi+2 y xi−1 no pueden ser de los tipos 1b
y 1a, respectivamente, al mismo tiempo, pues habŕıa discos de compresión para S y ajenos a
K. En conclusión, los puntos cŕıticos en xi+2 y xi−1 son de los tipos 2a y 2b, respectivamente,
e involucran a la curva α2. Repitiendo los argumentos se obtiene que los puntos cŕıticos en
los niveles xi+1, . . . , xi+m son del tipo 2a, mientras que los puntos xi, . . . , xi−n+1 son del tipo
2b. Asumimos que todos los trasladados de α1 eran curvas de más afuera en sus respectivos
toros de nivel, si tal suposición no se cumple, lo que śı se puede asegurar es que existe un
trasladado de α1 que estará contenido en el disco de nivel acotado por alguna curva de nivel
α′ para S que śı cumple con esta propiedad, y el resultado se sigue.

Las afirmaciones anteriores nos dan una buena idea de como son todas las posibles super-
ficies de Neuwirth para los nudos (1, 1), como ya se ha mencionado. A continuación daremos
una descripción sintetizada de dichas superficies mediante el uso de las llamadas gráficas
descendentes, en las cuales se representan varias de las propiedades ya descritas para tales
superficies.
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2.2. Gráficas descendentes

Consideremos en R2 el anillo A = {(x, y)|1 ≤ ‖(x, y)‖ ≤ 2}. Sea ρ la función norma en
R2, es decir, ρ(x, y) = ‖(x, y)‖ para cada (x, y) ∈ R2. La función ρ define una función altura
en el plano, es decir, una función de R2 en un conjunto totalmente ordenado. En particular,
ρ define una función altura en el anillo A. En la presente sección consideraremos curvas
suaves, cerradas y simples en el plano, es decir, circunferencias topológicas, y las llamaremos
simplemente curvas cerradas. Una de tales curvas cerradas tendrá un número finito de puntos
cŕıticos con respecto a la función ρ.

Definición 2.2.1. Una familia finita, Γ, de curvas cerradas y ajenas en el anillo A se dice
en buena posición si ninguna de las curvas corresponde a una curva de la forma ρ−1(s)
para 1 ≤ s ≤ 2 y todos los máximos y mı́nimos locales con respecto a ρ de curvas en Γ
se encuentran a diferentes alturas. Diremos que Γ es separable si existe una circunferencia
lr = ρ−1(r) con 1 < r < 2, que es ajena a Γ y tal que cada uno de los anillos en que lr
divide a A contiene alguna de las curvas de Γ. En este caso, lr es una circunferencia de
separación para Γ.

Si Γ es una familia de curvas cerradas en buena posición, entonces cualquier curva en Γ
tiene al menos un mı́nimo y un máximo con respecto a ρ. Distinguimos dos clases de curvas en
Γ, aquellas que acotan un disco en A, diremos que pertenecen a la subfamilia Γ1, y aquellas
que son isotópicas en A a alguna circunferencia de nivel ρ−1(s), 1 < s < 2, diremos que
pertenecen a Γ2. Cada curva en la familia Γ2 divide a A en dos anillos, los cuales llamaremos
anillo interno y anillo externo, donde el anillo interno es el de más adentro de entre los dos
anillos.

Para simplificar las ilustraciones, pensaremos en el anillo A como en un rectángulo con
lados paralelos a los ejes coordenados, con los lados verticales identificados y que corresponden
al arco α = {(x, 0)|1 ≤ x ≤ 2} (Figura 2.15). En esta representación del anillo A, la función
altura ρ se corresponde con la altura dada en el rectángulo por la coordenada y. Una circunfe-
rencia de nivel para la función ρ, ρ−1(s), 1 < s < 2, corresponde a un segmento horizontal en
el rectángulo con un par de lados identificados. Un ejemplo de una familia de curvas cerradas
en buena posición está representada en la Figura 2.16(a). En el ejemplo ilustrado, la familia
Γ1 consta de seis curvas, mientras que la familia Γ2 está formada por dos curvas. También
hay una circunferencia de separación lr.

Figura 2.15: Anillo
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Figura 2.16: Gráfica descendente
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Definición 2.2.2. Sea Γ = Γ1 ∪ Γ2 una familia de curvas cerradas en A en buena posición.
Un camino γ ⊂ A con sucesión de aristas ordenadas {e1, . . . , em}, con vértices en curvas de
Γ, se dice camino descendente con respecto a Γ si satisface lo siguiente:

i) γ es estrictamente descendente, es decir, ρ |γ es inyectivo sobre su imagen.

ii) γ conecta todas las curvas de Γ.

iii) La primera arista e1 comienza en el máximo global de una curva C1 ∈ Γ y está entera-
mente contenida en C1. La arista e2 será un arco cuyo interior se encuentre en A \ Γ;
luego, el resto de las aristas de γ alternarán entre arcos descendentes contenidos en
alguna curva de Γ y arcos descendentes cuyo interior se encuentre en A\Γ, hasta llegar
a em que será un arco contenido en alguna curva C0 ⊂ Γ y cuyo vértice extremo será el
mı́nimo global de C0.

iv) Consideramos las cuatro subfamilias de Γ: Γ′1, formada por las curvas C ∈ Γ1, tales que
el disco abierto en A acotado por C contiene a C1; Γ′′1, formada por las curvas C ∈ Γ1,
tales que el disco abierto en A acotado por C contiene a C0; Γ′2, cuyos elementos son
las curvas C ∈ Γ2, tales que el anillo interno en A separado por C contiene a C1, y
Γ′′2, formada por las curvas C ∈ Γ2, tales que el anillo externo en A separado por C
contiene a C0. Pedimos que todos los máximos y mı́nimos de curvas en Γ sean vértices
de γ, con excepción de los máximos globales de curvas en Γ′1 o Γ′2, y los mı́nimos globales
de curvas en Γ′′1 o Γ′′2.

En el inciso (b) de la Figura 2.16 se ilustra con color un camino descendente para la
familia de curvas en buena posición de la Figura 2.16(a). En este ejemplo, todos los máximos
y mı́nimos de curvas en Γ son vértices de γ.

Definición 2.2.3. Sea γ un camino descendente con respecto a la familia de curvas Γ. Su-
pongamos que l es una circunferencia de separación para Γ. Existe una arista ej de γ que
es transversal a l, y conecta el mı́nimo global de una curva Ck por encima de l con el máxi-
mo global de una curva Cs por debajo de l. Supongamos que las aristas ej−2, ej−4, . . . , ej−2r,
r ∈ N, conectan curvas (no necesariamente distintas) Ck, Ck+1, . . . , Ck+r, donde el extre-
mo superior de ej−2i es un mı́nimo de Ck+i; mientras que las aristas ej+2, ej+4, . . . , ej+2r

conectan a las curvas Cs, . . . , Cs+r, donde el extremo inferior de ej+2i es un máximo de
Cs+i, para i = 1, . . . , k. Obtenemos un nuevo camino a partir de γ al eliminar las aristas
ej−2r+1, ej−2r+3, . . . , ej−1, ej+1, . . . , ej+2r−1, es decir, encogemos cada una de tales aristas al
recorrer uno de sus extremos hasta hacerlo coincidir con el otro, este último pediremos que sea
el máximo o el mı́nimo, según corresponda, de la componente de Γ que contiene a la arista
(como en la Figura 2.17). En la nueva gráfica, llamaremos a ej una arista especial de orden
r. Si γ′ es una gráfica obtenida de γ al realizar la operación descrita en una o más rectas de
separación para Γ, diremos que γ′ es un camino descendente especial para Γ.

Definición 2.2.4. A una pareja (Γ, γ), donde Γ es un conjunto de curvas cerradas en el anillo
A en buena posición y γ es un camino descendente o un camino descendente especial para Γ,
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Figura 2.17: Camino descendente especial

Figura 2.18: Gráficas descendentes con pendientes
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la llamamos una gráfica descendente. Sean l1, . . . , lk las circunferencias de separación, en
orden descendente, para Γ (en caso de existir alguna), y sean R0 el anillo externo que separa
l1 de A, Rk el anillo interno que separa lk de A, y Rj ⊂ A el anillo entre las circunferencias
lj y lj+1 para j = 1, . . . , k − 1. A cada región Rj le asignamos una fracción reducida pj/qj,
con |pj |, |qj | ≥ 1, para j = 0, 1, . . . , k. A la gráfica descendente junto con los racionales
descritos, denotado por (Γ, γ; p0/q0, . . . , pk/qk), le llamaremos una gráfica descendente con
pendientes.

En la Figura 2.18 se ejemplifican dos gráficas descendentes, una con tres pendientes (dos
circunferencias de separación) y la otra con dos pendientes. En la Figura 2.18(a) se representa
una gráfica descendente con dos aristas especiales, una de orden 2 y otra de orden 1, mientras
que gráfica de la Figura 2.18(b) contiene una aristas especial de orden 2. Es importante notar
en estos ejemplos las caracteŕısticas de los caminos descendentes descritas en las definiciones
2.2.2 y 2.2.3. Los segmentos de recta horizontales representan las circunferencias de separación
para Γ y definen las regiones del plano con sus respectivas pendientes p0/q0, p1/q1 o p2/q2.
En las ilustraciones también se remarcaron con puntos negros los máximos y mı́nimos de
curvas en Γ, de los cuales no necesariamente todos son vértices de γ, como ocurre en la
Figura 2.18(b) (conforme al inciso (iv) de la Definición 2.2.2). Una diferencia importante
entre los caminos descendentes especiales y los que no lo son, es que en estos últimos siempre
se tiene alternancia de aristas entre aristas que son arcos de curvas en Γ y arcos con interior
contenido en A \ Γ, mientras que en los primeros se pierde esta propiedad. La relación entre
las gráficas descendentes y las superficies de Neuwirth para los nudos (1, 1) queda establecido
en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.5. Si S es una superficie de Neuwirth cerrada para un nudo (1, 1)en S3, entonces
S puede ser representada por una gráfica descendente con ciertas pendientes (Γ, γ; p0/q0, . . . , pk/qk).

En realidad, la demostración de este resultado se sigue directo de la descripción dada
en las afirmaciones de la sección previa. Ah́ı se vio que si S es una superficie de Neuwirth
para cierto nudo (1, 1), K, entonces S pod́ıa ser llevada a una configuración con complejidad
mı́nima formada por toros, cada uno de los cuales estará representado por una curva de
una familia de curvas cerradas en buena posición, Γ; luego, se tiene un conjunto de tubos,
algunos de los cuales conectan dos toros diferentes, mientras que otros pueden ir de un toro
en śı mismo, estos tubos estarán representados por las aristas de un camino descendente γ
cuyo interior se encuentra en A \ Γ. También se corresponden la función altura definida por
π̃ en S con la función altura dada por ρ en (Γ, γ). La propiedad (i) de la Definición 2.2.2
representa el hecho de que los tubos en S son transversales a los toros de nivel, es decir, están
formados por curvas de nivel triviales. La propiedad de S̃ de no tener máximos ni mı́nimos
locales (Afirmación 2.1.5) se corresponde con la propiedad (iv) de la Definición 2.2.2.

En la Afirmación 2.1.10 se describió el caso en el que se tienen curvas de nivel triviales
y anidadas para S (tubos anidados), esto se representa por medio de una gráfica con un
camino descendente especial, en la cual una arista especial de orden r corresponde a un
tubo de más afuera en la superficie S con otros r tubos concéntricos, cada uno de los cuales
está representado por dos aristas contiguas a la arista especial.
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Una situación que parece no estar representada en la gráfica descendente es aquella en
la que un tubo se enreda alrededor del producto T × I, pero en este caso es posible realizar
una isotoṕıa para desenredar dicho tubo (recorriendo uno de sus extremos sobre el toro que
lo contiene), el efecto que tiene dicha isotoṕıa sobre el nudo K puede ser complicarlo un poco
sobre la superficie, pero preservando siempre su posición (1, 1).

Por último, la pendiente asociada a una región Rj contenida entre dos rectas de separación
para Γ representa la pendiente que tendrán las curvas de nivel para S que pertenecen a toros
que se encuentran representados por curvas cerradas en Rj , esta pendiente podŕıa cambiar al
pasar a una de las regiones contiguas a Rj . En particular, se puede ver que en la región R0

(ver Definición 2.2.4), la pendiente no puede ser 0/1, mientras que en la región Rk no puede
ser 1/0 (Afirmación 2.1.8).

Un hecho que no es cierto es que toda gráfica descendente realice una superficie de Neuwirth
para algún nudo (1, 1). Existen criterios obvios para descartar una gráfica descendente con
pendientes (Γ, γ; p0/q0, . . . , pk/qk), de representar superficies de Neuwirth para algún nudo
(1, 1), por ejemplo, si existe una arista especial para el camino descendente γ, habŕıa que
preguntarse si la superficie que representa la gráfica descendente es conexa. También, en caso
de tener una arista especial ej en γ, entonces la distancia entre las pendientes de las regiones
contiguas a ej debe ser al menos 2, pues en caso contrario, habŕıa discos de compresión para
la superficie asociada a la gráfica descendente que son ajenos a cualquier nudo que se pueda
encajar sobre la superficie. En general, no es obvio cuales de las gráficas descendentes realizan
superficies de Neuwirth para algún nudo (1, 1).

El Teorema 2.2.5 no demuestra la conjetura de Neuwirth para los nudos (1, 1), sin embargo,
proporciona una buena idea de como deben ser las superficies de Neuwirth para tales nudos.
Dado un nudo (1, 1), K ⊂ S3, la idea es buscar alguna gráfica descendente con pendientes
tal que el nudo pueda ser encajado en la superficie asociada a tal gráfica y cumpla con las
condiciones para ser una superficie sea de Neuwirth para K. En el siguiente caṕıtulo se lleva
a cabo este proceso para encontrar superficies de Neuwirth para la subfamilia de los nudos
(1, 1) y satélites.



Caṕıtulo 3

Nudos satélite con patrón de enlace
racional

M. Ozawa y J. H. Rubinstein [10] demostraron que si un nudo K satisface la conjetura
de Neuwirh entonces también la satisface cualquier nudo satélite de K, y cualquier nudo que
tenga a K como un sumando. La demostración de este resultado es indirecta y en general no
es posible obtener mediante un algoritmo una superficie de Neuwirth para un nudo satélite
de K a partir de una de tales superficies para K.

En la presente caṕıtulo se construirán supeficies de Neuwirth para una familia de nudos
satélite con patrón de enlace racional y compañero arbitrario, es decir, la superficies de Neu-
wirth dependerán únicamente del patrón. Para tal fin, se hará uso de la caracterización de
los enlaces de dos puentes de Schubert [11]. Ejemplos de nudos satélite con patrón de enlace
racional son los nudos (1, 1) y satélite, los cuales tienen por compañeros a nudos toroidales
(ver [8]).

37
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3.1. Resultados previos

Sea K1 ∪ K2 un enlace racional con fracción asociada α/β, α ≥ 4, y sea K ′ ⊂ S3 un
nudo no trivial. Sea ϕ : E(K1)→ N(K ′) un homeomorfismo del exterior del nudo K1 en una
vecindad regular cerrada de K ′ en la 3-esfera, tal que la imagen de un meridiano µ ⊂ ∂N(K1)
bajo ϕ tenga pendiente entera p/1 sobre ∂N(K ′). El nudo K := ϕ(K2) será pues un nudo
satélite con compañero K ′; diremos que es un nudo satélite con patrón de enlace racional y
lo denotaremos por K ′(α, β; p).

Recordemos la presentación de los enlaces de dos puentes introducida en la caṕıtulo de
preliminares (ver Fig. 1.7). Dado un enlace de dos puentes en tal presentación con respectivas
secuencias de cruces c1, . . . , cn, es posible isotopar dicho enlace hasta llevarlo a una posición
en la que tenga secuencias de cruces en el que cada número entero cj sea par.

Lema 3.1.1. Todo enlace de dos puentes admite una presentación con secuencias de cruces
(c1, c2, . . . , cn) donde ci > 0 es un número par para i = 1, . . . , n.

Demostración. Sea L un enlace de dos puentes cuyo número racional obtenido de la corres-
pondiente fracción continua es α/β con (α, β) = 1 y α > 0. Sea β′ el residuo de β módulo
α. De la clasificación de Schubert para los enlaces de dos puentes no orientados (Teo. 1.3.1),
sabemos que cualesquiera dos enlaces racionales con respectivas fracciones α/β y α/β′ son
isotópicos siempre que β ≡ β′ (mod α), o que ββ′ ≡ 1 (mod α).

Construiremos una sucesión de enteros (c1, c2, . . . , cn) de la siguiente manera. Como |α/β′| >
1, existe un número par c1 6= 0 tal que c1 < α/β′ < c1 + 1, o bien c1 − 1 < α/β′ < c1. El
número racional r1 = α/β′ − c1 satisface 0 < |r1| < 1, luego, existe un número par c2 6= 0
tal que c2 < 1/r1 < c2 + 1, o bien c2 − 1 < 1/r1 < c2. Análogamente se toma r2 = 1/r1 − c2
y se repite el argumento para encontrar el siguiente número par c3. Nótese que al expresar a
cada ri como una fracción reducida, los respectivos numeradores van disminuyendo, aśı que
eventualmente se tendrá como numerador a 1 y la sucesión termina. Además el último entero
cn también es par.

Por construcción, la sucesión de números pares (c1, c2, . . . , cn) produce como fracción con-
tinua al racional p/q′, y por lo tanto define una presentación para el enlace L.

Consideremos un enlace racional L ⊂ S3 con dos componentes y con secuencias de cruces
pares (c1, c2, . . . , cn). Agrupamos dichas secuencias de cruces en dos familias de manera alter-
nada al ir recorriendo el diagrama de arriba hacia abajo. Es decir, reetiquetamos las secuencias
de cruces como ai = c(i+1)/2, para i impar, y bi = ci/2, para i par. Las secuencias de cruces
correspondientes a la primera familia serán aquellas que tienen etiqueta ai, y corresponden a
cruces entre las dos componentes de L, mientras que las de la segunda familia serán aquellas
con etiqueta bj , y representan cruces de una de las componentes de L consigo misma (ver Fig.
3.1 (a)). Como L tiene dos componentes, se puede ver que n debe ser impar y por lo tanto
existe una secuencia de cruces con etiqueta ai más que aquellas con etiqueta bj . En la Figura
3.1 (b) se muestra un ejemplo de un enlace de dos puentes con secuencias de cruces (2,4,2)
(recordar que por convención aśı son los cruces positivos tanto en ai como en bj , en caso de
tener alguna etiqueta negativa se consideran los cruces opuestos).
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Figura 3.1: Enlace racional con secuencias de cruces pares

Enseguida presentamos un par de lemas técnicos que serán necesarios para la construcción
de superficies de Neuwirth para una subfamilia de nudos satélite con patrón de enlace racional.

Lema 3.1.2. Las secuencias de enteros (2, 2n,−2) y (4,−1, 4, . . . , 4,−1, 4), donde n > 0 y el
número 4 aparece 2n veces en la segunda secuencia, producen el mismo número racional como
fracción continua.

Demostración. El número racional obtenido de (2, 2n,−2) como fracción continua es 8n/(4n−
1). Es fácil verificar por inducción que coincide con la fracción obtenida de la secuencia
(4,−1, 4,−1, . . . ,−1, 4).

Lema 3.1.3. Las secuencias de cruces (a1, b1, a2, . . . , bn−1, an) y (−a1, b1,−a2, . . . , bn−1,−an),
donde n ≥ 2 y ai = 2(−1)i, i = 1, . . . , n, definen el mismo enlace racional.

Demostración. Se probará por inducción sobre n. Para n = 2, tenemos que la secuencia
de enteros (2, b1,−2) define como fracción continua al racional 4b1/(2b1 − 1), mientras que
(−2, b1, 2) determina al racional 4b1/(−2b1 − 1). En ambas fracciones el numerador es 4b1,
mientras que la diferencia de los denominadores es (2b1 − 1)− (−2b1 − 1) = 4b1, luego, por el
Teorema 1.3.1 se tiene que las dos secuencias de números determinan el mismo enlace racional.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para n−1. De esta manera, podemos suponer
que las secuencias de números (a2, b2, . . . , an) y (−a2, b2, . . . ,−an) determinan como fracción
continua los racionales p/q y p/q′, respectivamente, donde p = q−q′ > 0. La fracción continua
asociada a (a1, b1, a2, . . . , bn−1, an) será

−2 +
1

b1 + q/p
=
−2(b1p+ q) + p

b1p+ q
=

2(b1p+ q)− p
−b1p− q

Mientras que la fracción continua determinada por (−a1, b1,−a2, . . . , bn−1,−an) será

2 +
1

b1 + q′/p
=

2(b1p+ q′) + p

b1p+ q′
=

2(b1p+ q)− p
b1p+ (q − p)
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Nuevamente se tiene que los dos racionales tienen el mismo numerador 2(b1p + q) − p, y es
igual a la diferencia de los denominadores. Del Teorema 1.3.1 se sigue que las dos secuencias
de cruces definen el mismo enlace racional.

Sea H un cubo con asas de género m o un cuerpo de compresión con frontera externa de
género m+ 1 y una única componente de frontera interna de género 1. Sean D1, . . . , Dm ⊂M
discos de compresión no separantes y no isotópicos para ∂H, tales que al cortar a H a lo
largo de los discos D1, . . . , Dm, obtenemos una 3-variedad H̃, que será una 3-bola en caso de
que H sea un cubo con asas, o un producto T × I, donde T es un toro, si H es un cuerpo
de compresión. En una de las componentes de ∂H̃ (una esfera o un toro), habrá 2m discos
ajenos, dos por cada disco Di, digamos D+

i y D−i , i = 1, . . . ,m. Sea K ⊂ ∂H una curva
cerrada y simple que intersecta de manera mı́nima a

⋃
Di. Sobre ∂H̃, K se descompone en

arcos (una curva cerrada si K es ajena a
⋃
Di), cada arco conecta dos de los discos marcados

sobre ∂H̃, o bien, puede tener ambos extremos en un mismo disco. Si α es una arco de K
con sus dos extremos en un mismo disco, digamos D+

j , entonces los dos discos de paralelismo

en ∂H̃ \ int(D+
j ) entre α y los dos arcos en ∂D+

j que comparten sus extremos con α, deben

contener al menos uno de los discos D±i , i ∈ {1, . . . ,m}, pues en caso contrario, seŕıa posible
reducir las intersecciones entre K y

⋃
Di. Obtenemos una gráfica Γ ⊂ ∂H̃ formada por vértices

gordos, los disco D±i , i = 1, . . . ,m y aristas entre ellos, los arcos de K. Diremos que la gráfica
Γ es reducida si el nudo K intersecta mı́nimamente a

⋃
Di. Un conjunto de aristas distintas

y orientadas e1, . . . , el ⊂ Γ se dice un ciclo si el vértice en el extremo posterior de ei coincide
con el vértice en el extremo anterior de ei+1, i = 1, . . . , l, donde el+1 = e1 y cada vértice en
el ciclo puede aparecer más de una vez en el trayecto circular.

Sean H, H̃, K y Γ como antes, donde Γ es una gráfica reducida. A continuación pro-
ponemos algunos criterios elementales sobre Γ, para verificar cuando la superficie ∂H es
meridionalmente incompresible con respecto a (H,K), es decir, que cada disco de compresión
para ∂H en H intersecta a K en al menos dos puntos.

Lema 3.1.4. Si H es un cubo con asas, entonces ∂H es meridionalmente incompresible con
respecto a (H,K) si Γ es conexa y no contiene aristas ni vértices de corte.

Demostración. Supongamos que Γ es conexa y no contiene aristas ni vértices de corte. Sea
D ⊂ H un disco de compresión para ∂H que intersecta en un número mı́nimo de componentes
a
⋃
Di. Si D∩(

⋃
Di) = ∅, entonces ∂D separa los vértices de Γ en dos subconjuntos no vaćıos,

pues en caso contrario, D no seŕıa un disco de compresión para ∂H. Como Γ es conexa y no
contiene aristas de corte, ∂D intersecta al menos dos aristas de Γ. Si D ∩ (

⋃
Di) 6= ∅, sea

D′ ⊂ D un disco separado por un arco de intersección de más afuera en D, y supóngase
que parte de ∂D′ está contenida en D+

j , j ∈ {1, . . . ,m}. La curva ∂D′ separa los vértices

de Γ distintos de D+
j en dos subconjuntos no vaćıos, en caso contrario seŕıa posible eliminar

intersecciones entre D y
⋃
Di. Como Γ es conexa y D+

j no es un vértice de corte, tenemos que
D′ intersecta alguna arista de Γ. Como existen al menos dos de tales discos de más afuera,
concluimos que D intersecta a K en al menos dos puntos.
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Lema 3.1.5. Supóngase que H es un cuerpo de compresión y sea T el toro componente de
∂H̃ que contiene a Γ. Entonces ∂H es meridionalmente incompresible con respecto a (H,K)
si ninguna componente conexa de Γ está contenida en un disco de T , y:

1) Si e es una arista de corte para la componente Γ1 de Γ, entonces ninguna de las dos
subráficas de Γ1 − {e} está contenida en un disco en T , o bien,

2) Si v es un vértice de corte de la componente Γ1 de Γ y Γ′1 es alguna de las componentes
de Γ1 − {v}, entonces Γ′1 ∪ {v} no está contenida en un disco en T .

Demostración. Sea D ⊂ H un disco de compresión para ∂H y supongamos que la intersección
entre D y

⋃
Di tienen un número mı́nimo de componentes. Si D ∩ (

⋃
Di) = ∅, entonces D es

paralelo a un disco D̃ ⊂ T , el cual contiene al menos un vértice v de Γ. Sea Γ1 la componente
de Γ que contiene a v. Como Γ1 no está contenida en D̃, entonces ∂D intersecta al menos una
arista e de Γ1. Si e fuera una arista de corte para Γ1, entonces alguna de las componentes de
Γ1 − {e} estaŕıa contenida en D̃, lo cual seŕıa una contradicción. Aśı que e no es una arista
de corte para Γ1 y ∂D intersecta otra arista de Γ1.

Supongamos que D ∩ (
⋃
Di) 6= ∅ y sea D′ ⊂ D un disco separado por un arco β en dicha

intersección, el cual es de más afuera en D′; supongamos que β está contenido en el vértice
gordo v de Γ, y sea Γ1 la componente de Γ que contiene a v. El disco D′ es paralelo a un
disco D̃ ⊂ ∂H̃ que contiene al menos un vértice v′ de Γ distinto de v, en caso contrario, seŕıa
posible eliminar el arco β de la intersección entre D y

⋃
Di, lo cual no es posible. Si ∂D′

no intersecta ninguna arista de Γ, entonces v seŕıa un vértice de corte para Γ1 y si Γ′1 es la
componente de Γ1−{v} que contiene a v′, entonces Γ′1 ∪{v} estaŕıa contenido en un disco en
T , lo cual es una contradicción a (2). Aśı que ∂D′ intersecta una arista de Γ y, al igual que
antes, ∂D intersecta a K en a menos dos puntos.

Supongamos que un conjunto de aristas distintas γ1, . . . , γl ⊂ Γ producen un ciclo C, en el
cual cada vértice de Γ aparece solo una vez, en particular no hay aristas de corte ni vértices de
corte. Entonces se sigue de los lemas anteriores que ∂H es meridionalmente incompresible con
respecto a (H,K) si H es un cubo con asas, o en caso de que H sea un cuerpo de compresión,
requerimos que C no esté contenido en un disco en T .

Sea S una superficie de género 1 con una única componente de frontera, y sean α1, α2 ⊂ S
dos arcos propiamente encajados y ajenos, los cuales no son isoópicos entre śı ni tampoco a
algún arco en ∂S, de tal manera que α1 y α2 descomponen a S en un disco. Consideremos el
producto H = S × [0, 1], el cual es un cubo con dos asas y los discos propiamente encajados
Di = αi × [0, 1], i = 1, 2, descomponen a H en una 3-bola, H̃. Para n ∈ Z, sea Kn ⊂ ∂H
el nudo formado por los arcos α1 × {0} y α1 × {1} conectados por dos arcos simples que
completan n medios giros alrededor de ∂S× [0, 1], después de fijar una dirección positiva para
los giros (ver Fig. 3.2(a)).

Lema 3.1.6. Para cada n ∈ Z, la superficie ∂H es meridionalmente incompresible con res-
pecto a (H,Kn).
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Figura 3.2: El nudo Kn y su gráfica asociada

Demostración. Fijamos un lado positivo para los discos D1 y D2. Empujamos el nudo Kn

un poco fuera de α1 × {0, 1}, digamos hacia el lado positivo de D1, y después de eliminar
las intersecciones inesenciales entre Kn y D1 ∪ D2, obtenemos una posición en la cual Kn

intersecta de manera mı́nima a ∂Di en |2n| puntos, i = 1, 2. Kn queda descompuesto en |4n|
arcos y la gráfica Γ sobre ∂H̃ asociada a esta configuración es como se muestra en la Figura
3.2(b). Cada una de las aristas en la figura representa un conjunto de |n| aristas paralelas. Se
sigue del Lema 3.1.4 que cada disco de compresión para ∂H en H intersecta al nudo Kn en
al menos dos puntos.
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3.2. La Conjetura de Neuwirth y nudos satélite con patrón de
enlace racional

En la presente sección se describirán superficies de Neuwirth espećıficas para una familia
de nudos con ciertos patrones de enlaces racionales.

Sea K un nudo satélite con un patrón de enlace racional. Luego, existen un enlace racional
K1 ∪K2 con fracción asociada α/β, α > 4, un nudo no trivial K ′ ⊂ S3, y un homeomorfismo
ϕ : E(K1) → N(K ′), tal que K = ϕ(K2). Denotaremos en este caso a K por K ′(α, β; p).
Más aún, de acuerdo al Lema 3.1.1, podemos suponer que K1 ∪K2 tiene secuencias de cruces
descendientes (a1, b1, . . . , bn−1, an), donde ai y bj son números pares para cada i y j.

Sea F ′ ⊂ N(K ′) una superficie cerrada que no está contenida en una 3-bola en N(K ′). Si
D es un disco de compresión para F ′, entonces D∩∂N(K ′) es un conjunto de circunferencias
y, por medio de argumentos estándar, es posible eliminar tales intersecciones comenzando
por una circunferencia de más adentro, ya que K ′ es un nudo no trivial. Luego, es posible
asumir que cada disco de compresión para F ′ está enteramente contenido en N(K ′). Ya que
las variedades E(K1) y N(K ′) son homeomorfas bajo ϕ, si podemos encontrar una superficie
F ⊂ E(K1) que contenga a K2 como una curva no separante, tal que cada disco de compresión
para F en E(K1) intersecta a K2 en al menos dos puntos, entonces la superficie F ′ = ϕ(F ) ⊂
N(K ′) será una superficie de Neuwirth para K. Dado un nudo satélite K con cierto patrón
de enlace racional K1 ∪ K2, encontraremos una superficie F ⊂ E(K1) que contenga K2 y
cumpla con las propiedades mencionadas. Para tal fin, empezaremos por describir superficies
de Neuwirth para nudos con patrones sencillos que serán los bloques que usaremos para la
construcción de las superficies en el caso general.

Figura 3.3: Superficie de Neuwirth para el caso (a1, b1, a2) = (2, 2, 2)

Lema 3.2.1. Cada nudo satélite con un patrón de enlace racional con secuencias de cruces
(a1, b1, a2), donde a1, b1,a2 ∈ {2,−2}, satisface la conjetura de Neuwirth.

Demostración. Basta con considerar los casos cuando (a1, b1, a2) es (2, 2, 2), (2, 2,−2) o (2,−2, 2),
el resto de las posibles combinaciones se deducen de éstas. Sea K ⊂ S3 un nudo (1, 1) y satélite
con secuencia de cruces (2, 2, 2), y sea F ⊂ E(K1) la superficie de género dos de la Figura
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Figura 3.4: Gráficas para el caso (a1, b1, a2) = (2, 2, 2)

Figura 3.5: Superficie de Neuwirth para el caso (a1, b1, a2) = (2, 2,−2)

Figura 3.6: Superficie de Neuwirth para el caso (a1, b1, a2) = (2,−2, 2)
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3.3(b), la cual contiene aK2 como una curva no separante. Supongamos que E(K1) = H1∪FH2

es la descomposición del exterior de K1 dada por F , donde H1 es la componente que no com-
parte frontera con E(K1), es decir, un cubo con dos asas, mientras que H2 es un cuerpo de
compresión de género dos. Sean D1 y D2 los dos discos de compresión no isotópicos para F
en H1 de la Figura 3.3(b) con el lado positivo indicado. Al cortar a H1 a lo largo de los discos
D1 y D2 obtenemos una 3-bola B con una gráfica Γ ⊂ ∂B formada por los cuatro discos
D±i , i = 1, 2, y aristas entre ellos que serán los arcos de K2 (ver la Figura 3.4(a)). Como Γ
es una gráfica reducida, se sigue del Lema 3.1.4 que cada disco de compresión para F en H1

intersecta a K2 en al menos dos puntos. Para H2, consideremos el disco D3 que aparece en
la Figura 3.3(b). Al cortar a H2 a lo largo de D3, obtenemos la gráfica en la correspondiente
componente de frontera de H2|D3 que se muestra en la Figura 3.4(b). Se sigue del Lema 3.1.5
que cada disco de compresión para F en H2 intersecta a K2 en al menos dos puntos. En este
caso, la superficie F corresponde a la frontera de una vecindad regular de una superficie no
orientable en E(K1) que tiene por frontera a K2, pero ésto no es necesariamente cierto en un
caso más general.

Ahora consideremos el caso (a1, b1, a2) = (2, 2,−2). Podemos tratar de encajar el nudo K2

en una superficie de género dos, F ⊂ E(K1), como en el caso previo. Como entonces, cada
disco de compresión para F en E(K1) intersecta a K2 en al menos dos puntos, sin embargo,
dicha superficie no puede producir una superficie de Neuwirth para K ya que contiene a K2

como una curva separante. Del Lema 3.1.2 se sigue que las secuencias de enteros (2, 2,−2) y
(4,−1, 4) producen el mismo racional como fracción continua, aśı que el enlace racional de la
Figura 3.5(a) es otra presentación para el enlace K1 ∪K2. Luego, consideremos la superficie
F ⊂ E(K1) de la Figura 3.5(b), que contiene a K2 como una curva no separante. Igual que
antes, sea H1 ⊂ E(K1) el cubo con asas de género dos con frontera F , y sea H2 la otra
componente de E(K1)|F , un cuerpo de compresión de género dos. Se sigue del Lema 2.1 en
[4] que cada disco de compresión para F en H1 intersecta K2 al menos en dos puntos. Sea
D1 el disco de compresión para F en H2 como se muestra en la Figura 3.5(b), con el lado
positivo indicado. El disco D1 intersecta de manera mı́nima a K2 en dos puntos y después
de cortar a H2 a lo largo de D1, obtenemos una gáfica asociada Γ como aquella de la Figura
3.5(c) (notar que la ilustración no es precisa con respecto a la pendiente del ciclo Γ, pero lo
importante es que dicho ciclo es esencial en el correspondiente toro en la frontera de H2|D1).
Del Lema 3.1.5, se tiene que cada disco de compresión para F en H2 intersecta a K2 en al
menos dos puntos.

Por último, si el enlace K1 ∪K2 tiene secuencias de cruces (2,−2, 2), se tiene una confi-
guración como en la Figura 3.6(a), y es fácil ver que podemos encajar a K2 en un toro como
se muestra en la Figura 3.6(b). Concluimos que K = ϕ(K2) es un nudo cable de K ′.

Lema 3.2.2. Si K es un nudo satélite con un patrón de enlace racional con secuencias
de cruces pares (a1, b1, . . . , bn−1, an), donde |ai| > 2 para i = 1, . . . , n, entonces existe una
superficie de Neuwirth para K.

Demostración. Cada una de las superficies de Neuwirth que se presntarán en este caso co-
rresponden a la frontera de una vecindad regular de una gráfica contenida en N(K ′), la cual
es similar a una gráfica toroidal introducida por Eudave-Muñoz en [4] (Secciones 4 y 5).
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Figura 3.7: Superficie de Neuwirth para (a1, b1, a2, b2, a3) = (4,−2, 4, 2,−4)

Figura 3.8: Arcos de K2 conectando discos de compresión y gráfica asociada
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Como en el lema anterior, construiremos una superficie cerrada F ⊂ E(K1), la cual con-
tendrá a K2 como una curva no separante. Para tal fin, consideremos una función altura h en
R3 compatible con la posición de puentes de K1∪K2; en un sistema de coordenadas apropiado
es posible suponer que h es la proyección en el eje z. Con respecto a h, K2 tiene un único
valor máximo y un único mı́nimo en z1 y z0, respectivamente. Para i = 2, . . . , 2n− 1, sea wi
una altura entre las secuencias de cruces con etiquetas ai/2 y bi/2 si i es un número par, y una
altura entre las secuencias de cruces b(i−1)/2 y a(i+1)/2 si i es impar. Sean w1 y w2n niveles
entre z1 y la primera secuencia de cruces a1, y entre z0 y la última secuencia de cruces an,
respectivamente. Construimos la superficie F como sigue:

1) Para i = 1, . . . , n, sea Ti ⊂ E(K1) un toro estándar entre los planos definidos por
z = w2i−1 y z = w2i, el cual es isotópico en E(K1) a ∂N(K1). Encajamos los dos arcos
de K2 entre los niveles z = w2i−1 y z = w2i en el toro Ti. Dicho de manera informal, uno
de tales arcos se enreda ai/2 veces alrededor de Ti, mientras que el otro arco es vertical
(no se enreda).

2) Conectamos toros consecutivos Ti y Ti+1, i = 1, . . . , n − 1 con un tubo vertical (un
anillo transversal a los planos de nivel tal que cada una de sus componentes de frontera
contiene los extremos de los arcos correspondientes a K), de tal manera que dicho tubo
contenga los dos arcos de K2 correspondientes a la secuencia de cruces con etiqueta
bi, para obtener una superficie cerrada de género n, F , que contiene dos arcos que
corresponden a K2. Cerramos dichos arcos con dos arcos en los toros de los extremos T1
y Tn para obtener un nudo isotópico a K2 contenido en F . En la Figura 3.7 se muestra
esta construcción para (a1, b1, a2, b2, a3) = (4,−2, 4, 2,−4).

Consideremos la descomposición de E(K1) en dos componentes H1 y H2 dada por F ,
donde H2 es la componente que comparte una de sus fronteras con N(K1). La componente
H1 es un cubo con asas de género n y después de empujar a K2 un poco dentro de H1,
tenemos que K2 se enreda bien en el cubo con asas, de acuerdo a la terminoloǵıa de [4], y por
el Lema 2.1 de dicho art́ıculo se sigue que F es meridionalmente incompresible con respecto
a (H1,K2).

En la variedad H2, consideremos un disco de compresión Di para F entre dos toros con-
secutivos Ti y Ti+1, i = 1, 2, . . . , n− 1, como se muestra en la Figura 3.7(b). Fijamos un lado
positivo para cada uno de tales discos, digamos el lado visible de la figura. Colocamos a K2

en una posición de intersección mı́nima con
⋃
Di, como ocurre en el ejemplo de la Figura

3.7(b). Notamos que en dicha configuración, K2 intersecta cada uno de los discos de compre-
sión en al menos cuatro puntos (es exactamente en cuatro puntos cuando el correspondiente
entero |bi| = 2). Para i = 1, . . . , n − 1, existe un arco α0 de K2 que va del lado positivo
de Di en śı mismo y lo mismo es cierto para los lados negativos. También hay dos arcos de
K2, α− y α+ con uno de sus extremos en D+

i y el otro en D+
i−1 y D+

i+1, respectivamente,
para i ∈ {2, 3, . . . , n− 2} (en la Figura 3.8(a) se muestra como se ven dichos arcos). Para los
discos en los extremos D1 y Dn−1, existen dos arcos de K2 conectando D+

1 y D−1 , aśı como
D+
n−1 y D−n−1. Después de comprimir F a lo largo de los discos D1,. . . ,Dn−1, obtenemos una

gráfica Γ sobre un toro, como se muestra en la Figura 3.8(b), con 2(n− 1) vértices, los cuales
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está contenidos en un ciclo esencial de la gráfica. En cada vértice de la gráfica Γ, existe al
menos una arista con sus dos extremos en este vértice. De esta manera, la gráfica Γ tiene como
subgráfica la que se muestra en la Figura 3.8(b). Concluimos que cada disco de compresión
para F en H2 intersecta a K2 en al menos dos puntos (Lema 3.1.5).

Observación 3.2.3. El Lema 3.2.1 es cierto si |b1| > 2.

Demostración. Si K es un nudo satélite con patrón de enlace racional y secuencias de cruces
(2, b1, 2) o (−2, b1,−2) donde |b1| > 2 es un número par, entonces es posible encajar K2 en una
superficie de género dos como se hizo en el caso (a1, b1, a2) = (2, 2, 2) (Fig. 3.3); por los mismos
argumentos presentados en el Lema 3.2.1, está superficie produce una superficie de Neuwirth
para K. Ahora supongamos que K tiene asociado las secuencias de cruces (2, b1,−2), |b1| > 2.
Es posible encajar a K2 en una superficie cerrada de género dos como en los casos previos,
pero K2 resulta ser una curva separante en dicha superficie, por lo cual no puede corresponder
a una superficie de Neuwirth para el nudo K. Primero, supongamos que b1 > 2, luego por
el Lema 3.1.2, la secuencia de enteros (4,−1, 4, . . . ,−1, 4), donde el número 4 aparece b1
veces, define otra configuración para el enlace K1∪K2. En esta nueva presentación, es posible
encajar a K2 en una superficie cerrada de género b1, F ⊂ E(K1), similar a como se hizo en el
Lema 3.2.2. Los mismos argumentos presentados en la demostración del Lema 3.2.2 se siguen
directamente para demostrar que cada disco de compresión para F en E(K1) intersecta a K2

en al menos dos puntos (en este caso, cada uno de los correspondientes discos de compresión
para F en H2, como los mostrados en la Fig. 3.7(b), intersecta a K2 en solo dos puntos, sin
embargo, la gráfica asociada constará de un ciclo esencial en el correspondiente toro, el cual
contendrá a todos los vértices y el resultado se sigue).

Finalmente, supongamos que ocurre que b1 < −2. Se sigue del Lema 3.1.3 que (2, b1,−2)
y (−2, b1, 2) son dos secuencias de números asociadas a K1 ∪ K2. La secuencia (−2, b1, 2)
es el negativo de (2,−b1,−2), y los enlaces asociados son el reflejado el uno del otro. Como
se probó en el párrafo anterior, la secuencia (2,−b1,−2) representa el mismo enlace racio-
nal que (4,−1, 4, . . . ,−1, 4), luego la secuencia (2, b1,−2) representa el mismo enlace que
(−4, 1,−4, . . . , 1,−4), donde el número −4 aparece −b1 veces en la secuencia. Aśı que consi-
deramos una superficie similar a la del caso del párrafo anterior.

Lema 3.2.4. Si K es un nudo satélite con patrón de enlace racional con secuencias de cruces
pares (a1, b1, . . . , bn−1, an), donde |ai| > 2 para i = 1, 2, . . . , n− 1, y |an| = 2, entonces existe
una superficie de Neuwirth para K.

Demostración. Consideremos la subsecuencia (a1, b1, a2, . . . , bn−2, an−1), la cual corresponde
al caso tratado en el Lema 3.2.2. Encajamos el arco K̂ de K2 correspondiente a esta subse-
cuencia de cruces en una superficie de género n − 1, F ′, como en el lema mencionado. Sea
F ′′ ⊂ E(K1) un toro isotópico a ∂N(K1), ajeno a F ′ y tal que el toro sólido acotado por F ′′

en E(K1) contiene a F ′. Conectamos F ′ y F ′′ por medio de un tubo (anillo) vertical A tal
que los extremos de K̂ estén contenidos en la correspondiente frontera de A. Encajamos los
dos arcos de K2 que corresponden a la secuencia de cruces con etiqueta bn−1 en A y el arco de
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Figura 3.9: Superficie de Neuwirth y discos de descomposición

Figura 3.10: Subgráfica de Γ
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K2 correspondiente a la última secuencia de cruces an en F ′′. Obtenemos un nudo isotópico a
K2 en una superficie de género n, F (ver la construcción para el ejemplo de la Figura 3.9(b)).
La superficie F descompone E(K1) en dos componentes: sea H1 la componente que comparte
frontera con E(K1), un cuerpo de compresión, y sea H2 la componente complementaria, la
cual es un cubo con asas. Sea D ⊂ H1 el disco de compresión separante para F cuya frontera
es isotópica a ∂A e intersecta a K2 en dos puntos. Este disco descompone a H1 en dos sub-
variedades H11 y H12, donde H11 es un cubo con asas de género n− 1 y H12 es un producto
T × I, donde T es un toro. Sea D′ ⊂ H1 un disco de compresión para F que intersecta de
manera mı́nima a D. Si D ∩ D′ = ∅, entonces D′ es isotópico a D si D′ está contenido en
H12, mientras que será un disco de compresión para ∂H11 si D′ está contenido en H11; en
cualquier caso, D′ intersecta a K2 en al menos dos puntos (ver demostración del Lema 3.2.2).
Si D ∩ D′ 6= ∅, sea D′′ ⊂ D′ un disco separado por un arco de intersección de más afuera
en D′. El disco D′′ no puede estar contenido en H12, pues en tal caso seŕıa posible reducir
D ∩D′, aśı que D′′ está contenido en H11 y debe intersectar a K2 en al menos un punto. Se
sigue que D′ intersecta a K2 en al menos dos puntos.

En H2, sean D1, D2, . . . , Dn−2 los n−2 discos de compresión para F que corresponden a F ′

(ver Fig. 3.7(b)); hemos visto que cada uno de estos discos intersecta a K2 en al menos cuatro
puntos. Consideremos los dos discos de compresión adicionales y ajenos D0, Dn−1 ⊂ H2 para
F , como se muestran en la Figura 3.9(c) para el caso n = 4, los cuales son disjuntos a los discos
Di, i = 1, . . . , n− 2. Los discos de compresión para F , D0, D1, . . . , Dn−2, Dn−1 descomponen
a H2 en una 3-bola B. Supongamos que K2 y

⋃
Di se intersectan en un número mı́nimo de

puntos y construimos la gráfica Γ como en los lemas previos. Recordemos, del Lema 3.2.2,
que existe un arco de K2 que tiene sus extremos en el mismo disco D±i , i = 1, . . . , n − 2 (el
arco α0 de la Figura 3.8(a)). El disco Dn−1 intersecta a K2 en al menos tres puntos (es tres
cuando |bn−1| = 2 y, bn−1 y an tienen signos opuestos). Para D±n−1 existe también un arco
α0 de K2 con sus extremos en D±n−1. Cuando consideramos el disco D0, tenemos que ∂D0

intersecta al arco α0 asociado a cada disco D±i , i = 1, . . . , n− 1, en un punto. Luego, el arco
α0 se descompone en dos subarcos α′0 y α′′0 que conectan a D±i con D+

0 y D−0 . De esto se
sigue que la gáfica Γ tiene como subgráfica a la gráfica de la Figura 3.10. En particular, Γ es
conexa y no tiene vértices ni aristas de corte, luego, se sigue del Lema 3.1.4 que cada disco
de compresión para F en H2 intersecta a K2 en al menos dos puntos.

Nótese que el lema anterior sigue siendo cierto si la secuencia de enteros asociada al enlace
racional es (a1, b1, . . . , bn−1, an), donde |a1| = 2 y |ai| > 2 para i = 2, . . . , n, solo basta con
comenzar la construcción de la superficie de Neuwirth de abajo hacia arriba en lugar de arriba
hacia abajo.

Ahora enunciamos el teorema que generaliza los casos considerados en los lemas anteriores.

Teorema 3.2.5. Sea K un nudo satélite con un patrón de enlace racional definido por una
secuencia de enteros pares (a1, b1, . . . , bn−1, an), entonces K tiene una superficie de Neuwirth
si: (i) n es a lo más dos, o (ii) al menos uno de |a1| o |an| es mayor que dos.

Demostración. Supongamos que K = K ′(α, β; p) es un nudo satélite con patrón de enlace
racional definido por las secuencias de cruces (a1, b1, . . . , bn−1, an) donde ai y bj son números
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Figura 3.11: Superficie de Neuwirth para el caso general
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pares para cada i y j. Comenzaremos por la parte (i) del Teorema. Si n = 1, entonces K es
un nudo cable de K ′ y la conjetura se sigue. Si n = 2 y |a1| = 2 = |a2|, ya hemos construido
superficies de Neuwirth para K (Lema 3.2.1 y Observación 3.2.3). Finalmente, si al menos
uno de |a1| o |a2| es mayor que dos, la existencia de la superficie de Neuwirth se sigue de los
Lemas 3.2.2 y 3.2.4.

Para probar la parte (ii) del Teorema, supongamos primero que |a1| > 2. Recordemos la
función altura h, compatible con la posición de puentes de K1∪K2 del Lema 3.2.2. Para seguir
la descripción de las superficies en este caso, ayudará tener en mente el ejemplo ilustrado en
la Figura 3.11. Consideremos la subsecuencia ordenada i1, i2, . . . , ik ∈ {1, 2, . . . , n} formada
por los ı́ndices j tales que |aj | = 2. Si este subconjunto de ı́ndices es vaćıo, entonces estamos
en el caso del Lema 3.2.2. De ahora en adelante asumiremos que tal subconjunto de ı́nices no
es vaćıo. Para j = 1, . . . , k, sea Tj un toro isotópico a ∂E(K1) en E(K1), tal que el toro sólido
acotado por Tj en E(K1) contenga en su interior al toro Tj−1. Encajamos los dos arcos de K2

correspondientes a la secuencia de cruces aij en el toro Tj , j = 1, . . . , k, en la correspondiente
altura con respecto a h. Para j = 1, . . . , i1−1, el entero |aj | es mayor que dos. Como se hizo en
el Lema 3.2.2, encajamos el arco de K2 correspondiente a la subsecuencia (a1, b1, a2, . . . , ai1−1)
en una superficie cerrada F1 de género i1 − 1, contenida en el toro sólido acotado por T1 en
E(K1), de manera coherente con respecto a h. Sea r el primer ı́ndice tal que ir+1 > ir + 1,
y encajamos los dos arcos de K2 correspondientes a la subsecuencia (air+1, bir+1, . . . , air+1−1)
en una superficie de género ir+1− ir− 1, F2, contenida en la región producto entre Tr y Tr+1.
Continuamos en orden de esta manera encontrando superficies F3, F4, . . ., que contengan sub-
secuencias correspondientes a etiquetas consecutivas aj con |aj | > 2, hasta que las agotemos
todas. Conectamos F1 y T1 con un tubo vertical A1 que contenga los dos arcos de K2 corres-
pondientes a la secuencia de cruces bi1−1 (es necesario asumir que cada componente de A1

contiene los correspondientes puntos extremos de los arcos de K2 contenidos en F1 y T1). De
manera análoga, conectamos T1 con la siguiente superficie, que puede ser T2 o F2, por medio
de un tubo vertical A2. Obtenemos una sucesión de tubos A1, A2, . . . , As que conectan todas
las superficies Ti y Fj , y contienen todos los arcos de K2 que corresponden a las secuencias de
cruces bl que aún no han sido encajadas en algúna superficie Fj . Al final, obtenemos al nudo
K2 contenido en una superficie de género n, F , como se ilustra en el ejemplo de la Figura
3.11.

Probaremos que la superficie F produce una superficie de Neuwirth para el nudo K. Para
i = 1, 2, . . . , s, sea Di el disco de compresión para F a lo largo de Ai, es decir, el disco de
compresión con frontera paralela a ∂Ai sobre F , cada uno de los cuales intersecta de manera
mı́nima a K2 en dos puntos. Sean H1 y H2 las dos componentes de E(K1)|F , donde H1 es la
componente que contiene a D1. Los discos Di, i ∈ { 1, 2, . . . , s} que están contenidos en H1

descomponen a H1 en subvariedades H11, H12, . . . ,H1r. Sobre ∂H1j habrán uno o dos discos
marcados Dj1 y Dj2, j = 1, . . . , r, correspondientes a los discos de compresión Di, i = 1, . . . , s.
Sobre ∂Dj1, habrá dos puntos de K2, los cuales conectaremos con un arco simple contenido
en Dj1 y hacemos lo mismo con Dj2 (si este segundo disco existe), para obtener un nudo
K̂j ⊂ ∂H1j , para j ∈ {1, . . . , r}. Notemos que cada uno de los pares (H1j , K̂j) corresponde
a una de las siguientes cinco configuraciones: la región H1 o la región H2 y el nudo K2 del
Lema 3.2.2, la región H1 o la región H2 y el nudo K2 del Lema 3.2.4, o el cubo con asas de
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género dos H y el nudo Kn, para cierto n ∈ Z, del Lema 3.1.6. En cada caso, tenemos que
cada disco de compresión para ∂H1j en H1j intersecta a K̂j en al menos dos puntos. Notar
que (H1j , K̂j) puede corresponder a la configuración de K2 en H2 de los Lemas 3.2.2 o 3.2.4,
pero comenzando con una secuencia de cruces para K2 donde |a1| = 2, sin embargo, sigue
siendo válido que cada disco de compresión para ∂H1j en H1j intersecta a K̂j en al menos dos
puntos. Si D es un disco de compresión para F en H1 el cual es disjunto de

⋃
Di, entonces

debe estar contenido en alguna región H1j y ser disjunto de Dj1 ∪ Dj2; esto implica que D
debe intersectar a K̂j (y por lo tanto a K2) en al menos dos puntos. Supongamos que D
intersecta a

⋃
Di en un número mı́nimo de componentes y sea D′ ⊂ D un disco separado

por un arco de intersección de más afuera en D. El disco D′ esta contenido en alguna región
H1j e intersecta a K̂j en al menos dos puntos y al menos uno de tales puntos está fuera de
Dj1 ∪Dj2, aśı que D intersecta a K2 en al menos dos puntos.

Para la región H2 se tiene una situación completamente análoga, pero en este caso des-
componemos H2 con el conjunto de discos Di, i ∈ {1, . . . , s}, que están contenidos en H2.
Finalmente, si |an| > 2 en lugar de |a1|, entonces comenzamos la construcción de la superficie
de Neuwirth de abajo hacia arriba en lugar de la dirección contraria.

Para demostrar que cualquier nudo sátelite con un patrón de enlace racional arbitrario
satisface la conjetura de Neuwirth, es necesario demostrar los casos no considerados en el Teo-
rema 3.2.5, es decir, aquellos nudos satélite con patrón de enlace racional dados por secuencias
(a1, b1, . . . , bn−1, an), donde cada entero es par, n > 2 y |a1| = 2 = |an|. Es claro de la demos-
tración del Teorema 3.2.5 porque requerimos al menos uno de |a1| o |an| ser mayor que dos;
si esto no ocurre, entonces no es posible obtener superficies de Neuwirth con los argumentos
presentados en dicho teorema. Una observación importante es que todas las superficies de
Neuwirth del Teorema 3.2.5 están contenidas en una vecindad regular del nudo compañero de
K y son independientes de dicho compañero. Es posible que las superficies de Neuwirth para
los casos restantes (en caso de existir), no puedan estar contenidas en tal vecindad y, quizá,
dependan del nudo compañero de K.
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3.3. Superficies de Neuwirth no isotópicas

Hasta el momento hemos construido superficies de Nauwirth para una familia de nudos
satélite con patrón de enlace racional, pero no existe razón para creer que dichas superficies
son únicas. Si K = K ′(α, β; p) es un nudo satélite con patrón de enlace racional definido por
la secuencia de enteros pares (a1, b1, a2, . . . , bn−1, an), con n > 2 y al menos uno de |a1| o |an|
es mayor que dos, entonces la superficie de Neuwirth construida para K en el Teorema 3.2.5
tiene género n. Una pregunta natural es que tan alejado se encuentra dicho género del género
mı́nimo entre todas las posibles superficies de Neuwirth para K.

Una familia bien conocida de nudos satélite con patrones de enlace racional son los nudos
(1, 1) y satélites. Sea K ′ un nudo toroidal no trivial de tipo (p, q) (en particular, |p|, |q| > 1)
y sea K1 ∪ K2 un enlace racional del tipo (α, β), con α > 4. Sea ϕ : E(K1) → N(K ′) un
homeomorfismo que preserva orientación y manda un meridiano de K1 sobre ∂N(K1) en una
fibra de la fibración de Seifert D(−r/p, s/q) de E(K ′) sobre ∂E(K ′). El nudo K = ϕ(K2) es
un nudo satélite y (1, 1), denotado por K(α, β; p, q), y K. Morimoto y M. Sakuma [8] probaron
que cada nudo satélite y (1, 1) corresponde a un nudo K(α, β; p, q) para ciertos parámetros.

Utilizaremos esta descripción de los nudos (1, 1) y satélite para demostrar el siguiente
resultado:

Corolario 3.3.1. Para cada n ≥ 2 existe un nudo con dos superficies de Neuwirth, una de
género 2 y la otra de género 2n.

Demostración. Sean n un número entero mayor que 1 y K ′ un nudo toroidal no trivial de tipo
(p, q) (esto es, |p|, |q| ≥ 2). Consideremos el enlace racional K1 ∪K2 definido por la secuencia
(2, 2n,−2). Sea K el nudo (1, 1) y satélite con compañero K ′ y patrón K1∪K2. Se sigue de la
0bservación 3.2.3 que la secuencia (4,−1, 4, . . . ,−1, 4) también representa al enlace K1 ∪K2

y existe una superficie de Neuwirth de género 2n, F1, para K.
Ahora presentamos otra descripción para el nudo K. Encajamos el nudo toroidal K ′ en

un toro estándar T en la 3-esfera, y sea D̃ ⊂ T un disco que intersecta a K ′ en un arco
simple. Consideremos el producto H = (T \ int(D̃)) × [0, 1] ⊂ S3. Sobre ∂H tenemos dos
arcos αi = (K ′ \ int(D̃))× {i}, i = 0, 1. Conectamos los arcos α0 y α1 con dos arcos simples
que completan 2n medios giros (n giros) alrededor de ∂D̃ × [0, 1] (como en la Figura 3.2(a)),
para obtener un nudo sobre F2 = ∂H. No es dif́ıcil notar que dicho nudo es equivalente al
nudo K del párrafo anterior. Cada disco de compresión para F2 en H intersecta a K en al
menos dos puntos (Lema 3.1.6). En H̃ = S3 \ int(H) tenemos el disco de compresión D̃. Si
D ⊂ H̃ es un disco de compresión para F2, el cual es disjunto de D̃, entonces es isotópico a
D̃ o a un meridiano de alguno de los dos toros sólidos en H̃|D̃. En cualquier caso, D debe
intersectar a K en al menos dos puntos (si es un meridiano de alguno de los toros sólidos, el
número mı́nimo de puntos de intersección con K es |p| o |q|). Supongamos que D ∩ D̃ posee
un número mı́nimo de componentes, y consideramos un disco D′ ⊂ D separado por arco de
dicha intersección de más afuera en D. Luego, D′ está contenido en una de las componentes de
H̃|D̃ y debe intersectar a K en al menos un punto. Concluimos que cada disco de compresión
para F2 en H̃ intersecta a K en al menos dos puntos.
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Este corolario muestra que la diferencia entre los géneros mı́nimo y máximo de superficies
de Neuwirth para ciertos nudos no está acotada. Otra observación es que la superficie F1 del
corolario se encuentra contenida en una vecindad regular del nudo compañero, mientras que
la superficie F2 no lo está.
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