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Introduccion

Para los problemas de optimizacién con restricciones en espacios de dimensién finita,
las cuestiones referentes a condiciones de primer orden, asi como las tres preguntas
fundamentales que surgen al tratar con condiciones necesarias de segundo orden
(es decir, qué funciones las satisfacen, bajo qué hipdtesis y en qué conjuntos tienen
lugar), han sido respondidas de manera satisfactoria en términos de multiplicadores
de Lagrange. Los resultados que responden estas interrogantes se pueden encontrar
en textos cldsicos como [23] o [25] donde (utilizando las nociones de normalidad y
regularidad) se muestra que, dado un multiplicador de Lagrange A, la normalidad de
una solucién con respecto a un conjunto (que denotaremos como S;) definido por el
signo de las componentes de A garantiza la no negatividad de cierta forma cuadratica
en el cono de restricciones tangenciales asociado a la solucién y al conjunto 5.

Esta condicién de normalidad es llamada, por algunos autores, “calificacién de
restriccién estricta de Mangasarian-Fromovitz” (ver [21, 26]) la cual, como muestra
Kyparisis en [26], resulta ser necesaria y suficiente para la unicidad del multipli-
cador \. Sin embargo, como se explica en [23, pag. 310], no es apropiado llamar
calificacion de restriccion a dicha condicién pues ésta requiere de la existencia de un
multiplicador de Lagrange conocido de antemano. En [44], Wachsmuth proporciona
un argumento similar y prueba que la calificacién de restriccion mas débil que ga-
rantiza la existencia y unicidad de multiplicadores de Lagrange es la condicion de
independencia lineal.

La unicidad de multiplicadores de Lagrange asociados a una solucién es un tema
de innegable importancia tanto desde el punto de vista tedrico como practico, pues
éstos se emplean para resolver una gran diversidad de problemas en dreas como in-
genieria, fisica y economia, por mencionar sélo algunas. Dentro de las matematicas,
el problema de cuando es posible garantizar que un multiplicador de Lagrange exista
y sea unico ha sido estudiado en varios problemas de optimizacion sujeta a restric-

ciones, como el analisis de sensibilidad (ver [27, 28]), la optimizacién multiobjetivo
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[11], el anélisis de convergencia de algoritmos de optimizacién [12], la optimizacién
sujeta a restricciones de cono [42], o la optimizacién compuesta [20]. De hecho, en
esta ultima referencia, se muestra que la unicidad del multiplicador de Lagrange estéa
caracterizada por una condicién que extiende de manera natural a la calificacién de
restriccion estricta de Mangasarian-Fromovitz.

Otra es la situacion en areas como calculo de variaciones y control éptimo, donde
la teoria de unicidad de multiplicadores de Lagrange ha recibido menor atencion pues
el tema apenas se menciona en algunos textos sobre condiciones de segundo orden
como [19] y [24]. Uno de los escasos trabajos donde se analiza mds detalladamente
es el de Malanowski, quien deriva en [32] algunas condiciones de suficiencia para la
existencia de un 1inico multiplicador de Lagrange normal en un problema de control
optimo con restricciones de estado y mixtas control-estado. Entre estas condiciones
estan la independencia lineal puntual de los gradientes de restricciones a-activas y
la controlabilidad de la ecuacién de estado linealizada.

La contribucién mas importante del presente trabajo a esta area es dar con-
diciones necesarias y suficientes para la unicidad de multiplicadores de Lagrange
(satisfaciendo condiciones necesarias de primer orden del problema de Lagrange con
puntos extremos fijos), en los contextos de calculo de variaciones y control éptimo
sujeto a restricciones en forma de igualdad y desigualdad tanto isoperimétricas como
puntuales (ver [7, 17]) .

Comenzaremos con un resumen de los principales aspectos que relacionan las
nociones de normalidad, unicidad de los multiplicadores de Lagrange y condiciones
necesarias de segundo orden en el caso de dimensién finita, lo que permitird una
mejor comprension de la teoria que desarrollaremos en los capitulos posteriores. En
el segundo capitulo analizamos el problema isoperimétrico de Lagrange, tanto en el
contexto de calculo de variaciones como de control 6ptimo, obteniendo para ambos
casos resultados andalogos a los de Kyparisis y Wachsmuth, caracterizando de esta
manera la unicidad de los multiplicadores de Lagrange. En el mismo capitulo, damos
un breve resumen de los resultados concernientes a condiciones de segundo orden
obtenidos en [5] pues, como veremos, éstos nos permitiran concluir que la unicidad
garantiza condiciones de segundo orden.

A lo largo del tercer capitulo, abordaremos el problema de Lagrange en control
optimo con restricciones de igualdad y desigualdad en los controles, problema que,
como explica Clarke en [14, pag. 335], resulta de mayor complejidad que los ante-

riores debido, en parte, a que ahora tenemos una infinidad de restricciones, una por
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cada punto del intervalo considerado. Mostraremos las similitudes y diferencias entre
éste y los casos anteriores, en relacion con los conceptos de normalidad, regularidad
y condiciones del tipo Mangasarian-Fromovitz, asi como las implicaciones que éstas
tienen en los multiplicadores de Lagrange y las condiciones de segundo orden. En
particular veremos que, para este tipo de problemas en control 6ptimo, la unicidad
de los multiplicadores de Lagrange, sorprendentemente, no esté caracterizada por la
normalidad con respecto a S;. En este trabajo logramos obtener la caracterizacion
deseada a través de una nueva condicion que es implicada por la anterior. Termi-
namos el capitulo con otro resultado tedrico de gran relevancia el cual, sin duda,
cambia radicalmente la perspectiva sobre el tema. Probamos que el vinculo existente
en programacion no lineal (ver Teorema 1.2.9) que relaciona los conceptos de nor-
malidad y regularidad, deja de ser valido para problemas de calculo de variaciones
que involucran restricciones en forma de igualdades y desigualdades.

Concluimos este trabajo con un resumen de los principales resultados obtenidos
y explicamos como extenderlos a contextos mas generales, asi como posibles lineas

de investigacién futura.
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Capitulo 1

Optimizacion en espacios de

dimension finita

En este capitulo abordaremos el problema de optimizacion sujeta a restricciones
en espacios de dimension finita, conocido también como programacién no lineal, al
cual denotaremos como N(S). Este problema consiste en minimizar una funcién
real-valuada f en un subconjunto S de R™. Nuestro objetivo en este apartado es
utilizar los conceptos de normalidad y regularidad para derivar, de forma clara y
sencilla, condiciones necesarias para optimalidad de primer y segundo orden cuando
el subconjunto S estd definido por restricciones en forma de igualdad y desigualdad.
Los resultados (cuyos detalles se pueden consultar en [25]) se expresan en términos
de los multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker, mas cominmente conocidos como
multiplicadores de Lagrange.

Como veremos mas adelante, la importancia de la regularidad radica principal-
mente en que garantiza condiciones de primer orden, es decir, si xy es un punto
regular que minimiza a f localmente en S, entonces existen multiplicadores de La-
grange asociados a dicha solucién. Sin embargo, determinar si un punto es regular
puede no resultar sencillo utilizando inicamente la definicion. Por ello, se buscaron
criterios que permitieran asegurar esta condicién y se verificaran mas facilmente; de
ellos, el mas comun es el de normalidad.

Por otra parte, para tener condiciones de segundo orden, en general se requieren
hipotesis mas fuertes pues, como mostraremos por medio de algunos ejemplos, la
normalidad no es suficiente para garantizarlas. Con este fin, se introdujeron nuevas
versiones (méds restrictivas) de esta condiciéon que permiten garantizar no sélo la

existencia sino también la unicidad de multiplicadores de Lagrange, asi como la



validez de condiciones de segundo orden en ciertos subconjuntos de R™ asociados a
una solucién xy que poseen estructura de cono convexo.

Comenzaremos analizando el caso donde S es un subconjunto arbitrario de R™
y daremos condiciones necesarias de primer y segundo orden en términos del cono
tangente a S en un punto xy € S. La nocién de cono tangente que damos a continua-
cién se debe a Hestenes [25]. Sin embargo, como se muestra en [23], esta nocién es
equivalente a la introducida en 1932 por Bouligand, quien lo llamé cono contingente
a S en xy. También en [23] podemos encontrar miltiples definiciones equivalentes de
autores como Bazaraa, Goode, Nashed, Kurcyusz, Rockafellar, Saks, Rogak, entre
otros.

En lo sucesivo, “*’ denotara transpuesta y supondremos que f tiene diferencial

en ro € S o segunda diferencial cuando aparezcan segundas derivadas.

Definicién 1.0.1. Sean xy un punto y h un vector unitario en R™. Decimos que la

sucesion {x,} C R™ converge a xy en la direccion h, si xq, # xo y

Tg — To

h.

lim |z, — xo| =0, lim =

00 g—o0 |, — X0
El cono tangente a S en xq, denotado como Ts(xy), es el cono cerrado generado por
los vectores unitarios h para los cuales existe una sucesion {x,} C S que converge

a xo en la direccion h.

Equivalentemente (ver [25]), T's(xg) es el cono compuesto por todos los vectores

h € R™ para los cuales existen sucesiones {z,} C Sy {t,} C R, tales que

, ,  Tg—Xo
lim ¢, =0, lim ~+—— = h.
q—00 q—00 tq

Observemos que, si f tiene diferencial en xy y {z,} es una sucesiéon en S que

converge a xo en la direccion h, entonces

o J@g) = (o)

g0 |xq — o

= fl(fﬂo, h)

Si ademas f tiene segunda diferencial, entonces

, f(mq) — f(z0) — f,(x07xq ) 1,
qlggo |zq — x0]? B §f (o, ).

Utilizando estas igualdades, podemos probar facilmente el siguiente resultado.



Teorema 1.0.2. Supongamos que xo € S resuelve N(S) localmente, es decir,
minimiza a f localmente en S. Entonces f'(xo,h) > 0 para todo h € Ts(xg). Mds
atn, si f'(xo) =0, entonces f"(xo, h) > 0 para todo h € Ts(xy).

Demostracion. Sea h € Ts(xp) un vector unitario y {x,} una sucesién en S que
converge a xg en la direccion h. Como xg es un punto de minimo local, para valores

suficientemente grandes de ¢ se debe cumplir f(z,) > f(x¢). Por lo tanto,

flzg) = f(wo)

0 < lim = f/<£L'0, h)
g>o0  |zg — o]
Si f'(xg) = 0, entonces
— 1
g—oo |z, — xo? 2

1.1. Restricciones de igualdad

En esta seccién consideramos el caso donde N(S) consiste en minimizar f en el

conjunto S determinado por restricciones de igualdad, es decir,
S:={x eR" | ga(x) =0 (a € A)},

donde A ={1,....m} (m <n)y f,g1,..,9m son funciones de R" a R, continuas

en una vecindad de zy € S y con segunda diferencial en z.

Definicién 1.1.1. El conjunto de vectores que satisfacen las restricciones tangen-

ciales en xg € S se define como
Rs(xg) :=={h € R" | g, (x0,h) =0 (0 € A)}.

Con un razonamiento andlogo al de la prueba del Teorema 1.0.2, es facil verificar

que Ts(xg) C Rg(xg). Diremos que xy es un punto regular con respecto a S si

TS<J]0) = Rs(xo) .

La condicion de regularidad con respecto a S es importante porque nos da una
buena caracterizacién del cono tangente Ts(zg) puesto que, con la definicién original
(Definicién 1.0.1), podria resultar dificil determinar la pertenencia de un vector h
a dicho cono mientras que, en general, es mas sencillo verificar que satisfaga las

restricciones tangenciales. Mas ain, como mencionamos en la introduccion, esta



condicién permite asegurar la condicién de primer orden conocida como regla de los
multiplicadores de Lagrange, la cual es consecuencia del Teorema 1.0.2 y el siguiente

resultado auxiliar cuya demostracién puede consultarse en [24].

Lema 1.1.2. Sean L,L; (i € A :={1,...,m}) funcionales lineales en un espacio

vectorial real X, defina
R:={zeX|L(x)=0 (i€ A},

y suponga que L(x) = 0 para todo x € R. Entonces existe A = (A\1,..., A\p) € R™ tal
que L(z) = > 1" NiLi(z) (x € X). Si {L;}]* son linealmente independientes, entonces

A es unico.

Teorema 1.1.3. Regla de los multiplicadores de Lagrange. Suponga que xg
resuelve N(S) localmente y es un punto reqular con respecto a S. Entonces existe
A € R™ tal que, si F(x) := f(z) 4+ (\, g(x)), se tiene que F'(xy) = 0.

Demostracion. Por el Teorema 1.0.2 y la regularidad con respecto a S de g,
f'(xg,h) > 0 para todo h € Rg(x), pero éste es un subespacio vectorial de R™ por
lo que —h € Rg(zo) y, por tanto, f'(xg, h) = 0 para todo h € Rg(zp). La conclusién

se sigue entonces por el Lema 1.1.2. O

El siguiente resultado también es consecuencia directa del Teorema 1.0.2. Para

probarlo, basta observar que F'(z) = f(x) para x € S.

Teorema 1.1.4. Suponga que existe X € R™ tal que F'(xy) = 0 donde F(z) =
fx)+ (A g(x)). Sixg es una solucion local de N(S), entonces F"(xqg,h) > 0 para
todo h € Ts(zg). En particular, la conclusion es cierta para h € Rg(xq) si xq es

reqular con respecto a S.

Como también mencionamos ya, un criterio facil de verificar que permite de-
terminar si un punto es regular es la condicién de normalidad, que definimos a

continuacion.

Definicién 1.1.5. Decimos que xg es un punto normal con respecto a S si los

gradientes ¢y (xo), ..., g, (xo) son linealmente independientes, es decir, si la matriz
99a (o)
"(x0) := | - a=1,....m;1=1,...,n
Jloo = (255) )



es de rango m.

Teorema 1.1.6. St xg es un punto normal con respecto a S, entonces xy €s un

punto reqular con respecto a S.

Si g es C! en una vecindad de z, se puede dar una prueba sencilla del Teorema
1.1.6 utilizando un subconjunto de Ts(xy) conocido como cono de vectores tangen-
tes curvilineos, y el Lema 1.1.8, el cual es consecuencia del teorema de la funcién
implicita. Daremos una demostraciéon mas general en la préoxima seccién, donde S

esta determinado por restricciones de igualdad y desigualdad.

Definicién 1.1.7. El conjunto de vectores tangentes curvilineos a S en xq se define

como

Cs(xg) :={heR" |30 >0 yux:[-5,4d — 5 tal que 2(0) = ¢ y ©(0) = h}.

Lema 1.1.8. Supongamos que g: R™ — R™ (m < n) es de clase C* (k > 1) en una
vecindad de un punto xy y que g'(xq) es de rango completo. Entonces, dado h € R",

existen 6 > 0 y x: [—0,0] — R™ de clase C* tales que

z(0) = xo, #(0)=h y g(x(t)) = g(xo) +tg'(xo, h) (|t| <0).

Demostracion. Sea h € R" y definamos, para (t,b) € R x R™,
T(t,0) =x9 +th+g"(xo)b vy G(t,) = g(z(t,b)) — g(x0) — tg' (2o, ).

Como G(0,0) = 0y |Gs(0,0)] = |¢'(x0)g"™*(x0)| # 0, por el teorema de la funcién
implicita existen § > 0y b: [—4, ] — R™ de clase C* tales que

b(0)=0 y G(t,b(t) =0 (te][-6,0]).
Derivando con respecto a t y evaluando en t = 0, obtenemos
0= Gt(07 0) + Gb(ov O)b/(O) = Gb(o) O)b/(O)

y, como |Gy(0,0)| # 0, se debe cumplir que b'(0) = 0. Sea x(t) := z(t,b(t)) para
todo t € [—6,6]. Por lo tanto, 2(0) = z¢, ©(0) = z,(0,0) + 7,(0,0)¥'(0) = h y, para



|t| < 0, se tiene

9(x(t)) — g(z0) — tg' (2o, h) = G(t,b(t)) = 0. 0

Demostracion del Teorema 1.1.6. Sea h € Rg(xg). Por el Lema 1.1.8, existen
§ >0y z: 6,0 — R" de clase C! tales que z(0) = zg, 2(0) = h y, para todo
te€[—0,0]y a €A, go(x(t)) = tg, (zo,h) = 0. Por tanto, x(t) € S para t en dicho
intervalo. Esto implica que h € Cs(zg) C Ts(xo). O

1.2. Restricciones de igualdad y desigualdad

En esta seccion analizaremos el caso donde S C R"™ esta determinado por un con-
junto finito de restricciones en forma de igualdad y desigualdad. Consideremos las

funciones f,¢g;: R" — R (i € AU B) y definamos el conjunto
S={reR" | ga(r) <0 (a € A), gs(z) =0 (5 € B)},

donde A = {1,...,p}, B={p+1,...,m}, (en general puede ocurrir que m > n).
Los casos p = 0 y p = m tienen las interpretaciones obvias. Supongamos también
que f y g; son continuas en una vecindad de xy € S y poseen segunda diferencial en

xo.

Definicién 1.2.1. Definimos el conjunto de indices activos en xqy por
(o) := {a € A| galzo) = 0}

y el cono linealizado de S en xy como el conjunto de vectores que salisfacen las

restricciones tangenciales en xq, es decir,
Rs(x0) :={h € R" | g, (w0,h) <0 (a € I(x0)), gj(wo,h) =0 (8 € B)}.

Notemos que Ts(xg) C Rs(xo) y, por tanto, la contencion se invierte cuando se
consideran los conos polares, es decir, R5(xo) C Té&(zo)'. Diremos que xy es un

punto reqular con respecto a S si Ts(xg) = Rs(xo)-

En general, se conocen como “calificaciones de restriccién” a las condiciones im-

'Dado X C R", X* ={y € R" | (y,z) < 0 para todo = € X }.
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puestas sobre las restricciones g;, que son independientes de la estructura geométrica
de Sy permiten asegurar que R (o) coincide con T§(zo) pues, utilizando teorfa de
conos convexos como en [25], o el lema de Farkas como en [23], se puede mostrar
que RE(zo) = Té(xp) es la hipdtesis mas débil con la que se obtiene la condicién
de primer orden de los multiplicadores de Lagrange. Claramente, la regularidad con
respecto a S es una de estas condiciones, y es conocida también como “calificacion
de restriccién de Abadie.”

Como ocurre en el caso con restricciones de igualdad, bajo la hipdtesis de re-
gularidad (con respecto a S), la existencia de multiplicadores es consecuencia del
Teorema 1.0.2 y del siguiente resultado auxiliar sobre funcionales lineales cuya de-

mostracién puede encontrarse en [24, 25].

Lema 1.2.2. Sean L, L; (i € AUB, A={1,...,p}, B={p+1,...,m}) funcionales

lineales en el espacio vectorial real X y definamos
R={r € X | Ly(z) <0 (€ A), Lg(x) =0 (S € B)}.

Si L(x) > 0 para toda x € R, entonces eziste X\ € R™ tal que

m

Aa>0 (@€A) y L@+ ALi(z)=0 (z€X)

1

Si {L;}" es linealmente independiente, entonces A es unico.

Teorema 1.2.3. Regla de los multiplicadores de Lagrange de primer orden.
Supongamos que xq resuelve N(S) localmente. Si xq es un punto regular con respecto
S entonces existe A € R™ tal que

1. A >0y Aaga(zg) =0 (€ A).

ii. Si F(z) == f(x) + (X g(x)) entonces F'(xy) = 0.

Demostracion. Por el Teorema 1.0.2 y la regularidad con respecto a S de x,

f'(zo; h) > 0 para toda h € Rg(x). La conclusién se sigue por el Lema 1.2.2. [

Como en el caso de condiciones de primer orden, la regla de los multiplicadores

de Lagrange de segundo orden se sigue aplicando el Teorema 1.0.2.

Teorema 1.2.4. Regla de los multiplicadores de Lagrange de segundo or-

den. Supongamos que existe A € R™ tal que



L. Ao >0y Aaga(zo) =0 (a € A).

ii. i F(x) == f(x) + (\ g(z)) entonces F'(xy) = 0.
Si xo es una solucion local de N(S) entonces F"(xg,h) > 0 para toda h € T, (xo)
donde S; .= S1(\) ={x € S| F(z) = f(z)}.

Demostracion. Como xy minimiza F' en Sy y F'(zg) = 0, el resultado se sigue

por Teorema 1.0.2. O

Es importante tener claro que el conjunto S; definido arriba depende de los
multiplicadores de Lagrange A\; € R (i = 1,...,m), y la condicién de segundo orden
es valida en el cono tangente de S; en zy y no necesariamente en el cono tangente
de S en xy, como ocurre en el caso con restricciones de igualdad.

Si A € R™ satisface (i) y (ii) del Teorema 1.2.3 y I' := {av € A | A\, > 0}, entonces

={reR"[ga(z) <0 (a €A, Xa=0), gs(x) =0 (BT UB)}
={r€5[galr) =0 (e}

Por lo tanto, el cono linealizado de S; en xq es

Rs,(z9) ={h € R"| g, (w0,h) <0 (a € I(x0), \a =0),
93(o,h) =0 (B€T'UB)}
= {h € Rs(xo) | go(z0,h) =0 (a € I')}
={h € Rs(xo) | f'(x0,h) = 0}.

Observemos que, si en el Teorema 1.2.4, xy es un punto regular con respecto a
S1, entonces F”(xg, h) > 0 para todo h € Rg, (x).

Para este problema, el concepto de normalidad con respecto a S puede ser contro-
versial. En particular (por poner un ejemplo), Hestenes da en [24] y [25] definiciones
que no son equivalentes. En [24], la definicién se basa en la condicién de normalidad
del caso anterior donde S esta determinado unicamente por igualdades pues hace
notar que, sin perder generalidad, podemos suponer que todos los indices son activos
en xo ya que, si para algin ¢ € A se tiene que g;(zo) < 0, entonces g;(z) < 0 en una
vecindad de xy. Consecuentemente, en una vecindad suficientemente pequena de x,
el conjunto S estd completamente determinado por las igualdades y desigualdades
con « en el conjunto de indices para los cuales g,(zo) = 0. Mdas atin, si I(xg) # A,
los resultados que se obtienen son validos si nos restringimos a los indices activos.

Con base en la observacion anterior, la condicién de normalidad con respecto a

S se define como sigue.



Definicién 1.2.5. Diremos que un punto xo es s-normal con respecto a S si los

gradientes gi(xo) (i € I(z9) U B) son linealmente independientes.

Teorema 1.2.6. Si xg es s-normal con respecto a S entonces xq es un punto reqular

con respecto a S.

Demostracion. La prueba es similar a la del Teorema 1.1.6. Definamos al conjunto

de vectores tangentes curvilineos positivos de S en xy por
Cé(xg):={heR" |3 >0yx:[0,0) = S tales que z(0) = g y #(0) = h}.

Notemos que C§(zg) C Ts(zg) C Rs(xp). Supongamos que g es C' (en otro caso,
ver [24]). Por la observacién previa, es suficiente mostrar que Rg(zy) C Cd (z9). Sea
h € Rs(xp). Por el Lema 1.1.8, 30 > 0 y x: [-4,0] — R" de clase C' tales que
z(0) = xo, ©(0) = h y, para todo t € [=6,0] y a € I(xg) U B, go(z(t)) = tg. (zo, D).
Mads ain, si es necesario, es posible disminuir § de modo que, para « & I(xg), se
satisfaga go(z(t)) < 0 en [0,0). Asi, z(t) € S para t € [0,0]. Esto prueba que
h € C¥(xg). O

El resultado anterior es precisamente el enunciado del Lema 10.1, Capitulo 1 de
[24] y tiene una implicacién particular con respecto al conjunto Sy, especificamente,
que x( sea s-normal con respecto a S implica que es s-normal con respecto a Sy, por
tanto, regular con respecto a S; y usando el Teorema 1.2.4 probamos el siguiente

teorema.

Teorema 1.2.7. Supongamos que existe A € R™ tal que

1. Aa >0y Aaga(zg) =0 (€ A).

ii. Si F(z) == f(x) + (A g(x)) entonces F'(xy) = 0.
Si g resuelve N(S) localmente y es un punto s-normal con respecto a Sy, entonces
F"(xo,h) > 0 para todo h € Rg, (o).

Por otro lado, en [25], Hestenes define la normalidad con respecto a S de la

siguiente manera.

Definicién 1.2.8. Un punto xo es normal con respecto a S si A = 0 es la unica
solucion del sistema

1. A >0y Aaga(zo) =0 (€ A).

i > 7" Nigl(zo) = 0.



En [25] se prueba que z( es normal con respecto a S si y sélo si se cumple lo

siguiente:

(MF) Mangasarian-Fromovitz en xy.
El conjunto {gjs(zo) | B € B} es linealmente independiente y, si p > 0, 3h € R"
tal que
ga(Toih) <0 (o € I(x0)),  gp(wo;h) =0 (B € B).

La condicién anterior es conocida como la “calificacion de restriccién de Manga-
sarian-Fromovitz”, y es una caracterizacion fundamental de la normalidad con res-

pecto a S que permite probar la relacién entre normalidad y regularidad.

Teorema 1.2.9. §i xq es un punto normal con respecto a S entonces xy es un punto

reqular con respecto a S.

Este teorema es el resultado bésico que relaciona los conceptos de normalidad y
regularidad. La demostracion puede consultarse en [23, 25]. La idea central de ésta
consiste en utilizar las propiedades del cono tangente Ts(xg) y la caracterizacién
anterior para mostrar que todo h € Rg(xg) es el limite de una sucesién {h,, } C Ts(zo)
y, como este ultimo es cerrado, debe contener a h.

En [34], McShane, basdndose en la teorfa de aumentabilidad, proporciona una
prueba sencilla de la condicién de primer orden de los multiplicadores de Lagrange,
mostrando que la siguiente regla “extendida” tiene lugar. Esta regla de los multi-
plicadores extendida, o condicién de Fritz John, conduce de manera natural a la

Definicién 1.2.8, ya que ésta implicaria un multiplicador de costo Ay positivo.

Teorema 1.2.10. Si x resuelve N(S) localmente, entonces existen A\g > 0 y A € R™
tales que (Ao, \) # (0,0) y satisfacen

1. Ao >0y Aaga(zo) =0 (a € A).

ii. St G(x) == Ao f(x) + (N, g(x)) entonces G'(xg) = 0.

Claramente, si en este teorema xy es un punto normal con respecto a S, entonces
Ao > 0 y los multiplicadores pueden ser elegidos de forma que Ay = 1. Por tanto, el
Teorema 1.2.10 permitiria obtener el resultado del Teorema 1.2.3 reemplazando la
palabra “regular” por “normal”. Notemos también que esta prueba no requiere del
Lema 1.2.2, el cual fue fundamental en la prueba de los multiplicadores de Lagrange

de primer orden basada en la nocién de regularidad.
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Nota 1.2.11. Observemos que, de acuerdo con esta ultima definicion de normalidad,
xo es un punto normal con respecto a Si(\) si u =0 es la unica solucion de

i fte > 0 Y paga(re) =0 (0 € A, Ay =0).

i 377" pigi(wo) = 0.

Al igual que en el caso de normalidad con respecto a S, se puede probar que la

normalidad con respecto a S;(A) es equivalente a la siguiente condicién:

(SMF) Mangasarian-Fromovitz estricto en xo.
Si ' = {a € I(xg) | A\a > 0}, el conjunto {gs(zo) | 8 € BUT} es linealmente
independiente y dh € R”™ tal que

JolTo;h) <0 (o € I(x0), Ao =0), gs(wo;h) =0 (8 € BUT).

Algunos autores llaman a la condicién de arriba “calificacion de restriccion estric-
ta de Mangasarian-Fromovitz”, (ver [26]). Sin embargo (ver [44]), otros se mantienen
renuentes a utilizar esta terminologia porque, como ya mencionamos, el conjunto S;
depende del multiplicador A, el cual a su vez estd determinado por la funcién f y
no so6lo por las restricciones. En adelante, nos referiremos a ella como la condicién
estricta de Mangasarian-Fromovitz.

Combinando los Teoremas 1.2.4 y 1.2.9, asi como la Nota 1.2.11, podemos probar

el siguiente resultado, bdsico en la teoria de condiciones necesarias de segundo orden.

Teorema 1.2.12. Supongamos que existe A € R™ tal que

1. A >0y Aaga(zg) =0 (€ A).

. Si F(z) == f(x) + (A g(x)) entonces F'(xy) = 0.
Si xy resuelve N(S) localmente y es un punto normal con respecto a S1(X\), entonces
F"(x9,h) > 0 para todo h € Rg,(x).

La prueba de la equivalencia entre normalidad con respecto a S (S7) y la condi-
ci6én (estricta) de Mangasarian-Fromovitz que se puede encontrar en [25] y que tiene
como consecuencia los Teoremas 1.2.9 y 1.2.12 es extensa y complicada pues emplea
propiedades fundamentales del cono tangente de S en x(, mientras que Kyparisis
proporciona en [26] una prueba més simple y directa. Dicha demostracién se basa
en el Teorema de alternativas de Motzkin (ver [23, Teorema 19, pag. 68]) el cual, a
su vez, es consecuencia del lema de Farkas-Minkowski. Este enfoque, asi como otra

implicacién particular de (SMF), serdn discutidos en la siguiente seccion.
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Pero, realmente ;cudl es la relacion entre estas nociones de normalidad?, pues
hemos visto que ambas implican la regularidad de zy con respecto a S;. Dado xy € S,

consideremos el conjunto de restricciones de igualdad
So:={z€R" | gi(xr) =0 (i € I(xo) UB)}
y el cono linealizado de Sy en xg
Rs,(x9) ={h € R" | gi(xg,h) =0 (i € I(x0) U B)}.

Como se verifica facilmente, si xq resuelve nuestro problema original localmente,
entonces resuelve también aquel determinado sélo por restricciones de igualdad para

indices activos.

Nota 1.2.13. Si xy es una solucion local de N(S) entonces es una solucion local de
N(Sp).

Demostracion. Si go(z9) < 0, sea €, > 0 tal que |x — x| < €4, = go(x) < 0y sea
No:={z € R": |z — x| <€} donde € =min{e, | ga(zo) < 0}.

Si A = I(xg), tomamos Ny := R™ Como Sy N Ny C S, xg también minimiza

localmente a f en 5. O
Aplicando la definiciéon de normalidad 1.2.8 a Sy, obtenemos lo siguiente.

Definicién 1.2.14. Un punto xq es normal con respecto a Sy si X = 0 es la unica
solucion del sistema

1. Aaga(z0) =0 (a0 € A).

i 377 Aigi(zo) = 0.

Esto es equivalente a la siguiente condicién.

(LI) Condicion de independencia lineal en x.

El conjunto {g}(xg) | i € BUI(xg)} es linealmente independiente.

La cual es precisamente la definicién de s-normalidad con respecto a S. Asi,
usando la Definicién 1.2.14 es facil ver que, si xy es un punto normal con respecto
a Sp (es decir, s-normal con respecto a S), entonces 7y es un punto normal con

respecto a S1, lo que, a su vez, implica que es normal con respecto a S. Por tanto,
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la definicién de normalidad 1.2.8 nos permite debilitar la hipétesis de s-normalidad
con respecto a S y asegurar la regularidad con respecto a Si, es decir, el Teorema

1.2.12 es un resultado maés fuerte que el Teorema 1.2.7.

Finalizamos esta seccién con algunos ejemplos que ilustran algunas de las carac-
teristicas mas importantes de los resultados obtenidos hasta ahora. En el siguiente
ejemplo se muestra que, para una solucién zg de N (), es posible tener F” (g, h) < 0
para alguna h € Rg(zo) aun si la solucién es normal con respecto a Sy (y en conse-

cuencia con respecto a S).

Ejemplo 1.2.1. Considere el problema de minimizar f(x1,z2) = x1 sujeto a
g1(w1,20) = =23 — 1 <0, go(w1,22) = 11 + 25 = 0.

Claramente, xo = (1,—1) es una solucién local normal con respecto a Sy, pues
I(xo) = {1,2} y los gradientes ¢}(zo) = (—2,—1) y gh(zo) = (1,1) son linealmente

independientes. Luego
F(x1,79) = o1 + M (—27 — 29) + X1 + 22)

y por tanto
F'(x1,m3) = (1 = 2M\ 121 + Aoy, — A1 + A2),

de modo que F'(zg) = 0 implica A\; = Ay = 1. Ademas,
a2 — (—2>\1 o) _ <—2 0)
0 0 0 O
de donde F"(z¢; h, k) = —2h?. Observemos que
R, (w0) = Rs, (1) = {(h, k) € R | —2h — k=0, h+ k = 0} = {(0,0)}
mientras que
Rs(x9) = {(h, k) € R?* | =2h — k <0, h+ k = 0}.

Por lo tanto, (1, —1) € Rg(xo) y F"(zo;1,—1) = —2 < 0. O

Veamos ahora un caso més sencillo donde la soluciéon es global.
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Ejemplo 1.2.2. Considere el problema de minimizar f(x) = —1* sujeto a g(x) =
r—1<0.

En este caso tenemos que zy = 1 es una solucion global, normal con respecto

a Sp, pues ¢'(xg) = 1 # 0. Por otro lado,
F(z) = —2° 4+ Xz — A
y, por tanto, F'(x) = —3z*+ X por lo que, si F’'(zy) = 0, se debe tener A = 3. Como
Rs(xo) = {h € R | g'(zo;h) = h < 0},

se tiene que —1 € Rg(zg) y F"(x9,—1) = —6 < 0. O

1.3. Normalidad y unicidad de los multiplicadores

de Lagrange

En esta seccién hacemos un breve analisis de la relacion entre la normalidad de una
solucién de N(S) y la unicidad de los multiplicadores asociados a ésta.

En [23, Teorema 3.10.4], se establece un resultado sobre la unicidad de los multi-
plicadores de Lagrange asociados a una solucién del problema N(S) como parte de
un teorema donde se derivan condiciones de segundo orden. Para explicar la rela-
cién entre estos dos aspectos (unicidad de multiplicadores y condiciones de segundo
orden) debemos mencionar que, de acuerdo con [23], en [4] y [10] se establece un
resultado falso sobre condiciones necesarias de segundo orden. Ahi, los autores afir-
man que, suponiendo (LI), las condiciones de segundo orden se cumplen en todo el
conjunto Rs(xg), afirmacién que contradicen los ejemplos 1.2.1 y 1.2.2.

En [26], siguiendo la “prueba” de este resultado falso que da Ben-Tal en [10,
Teorema 3.3|, Kyparisis establece un resultado correcto, imponiendo una condicién
a la que llama “calificacién de restriccién estricta de Mangasarian-Fromovitz” (in-
troducida por Fujiwara, Han y Mangasarian en [21]) y prueba que las condiciones
de segundo orden se satisfacen en el subcono de Rg(xg) que considera el signo de los
multiplicadores de Lagrange {\;}* correspondientes (o sea, Rg, (z¢)). Més atin, en el
mismo articulo, Kyparisis muestra que la condicién (SMF') es también equivalente
a la unicidad del multiplicador A que satisface las condiciones del Teorema 1.2.3 y

que define a .S;.
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Definicién 1.3.1. Denotamos por A(f,xzo) al conjunto de todos los X € R"™ que
satisfacen la condicion de Kuhn-Tucker o regla de los multiplicadores de Lagrange
de primer orden (Teorema 1.2.3), o sea,

L. Ao >0y Aaga(zo) =0 (a € A).

. Si F(z) := f(x) + (A g(z)) entonces F'(xy) = 0.

En [26] se mencionan, en particular, las calificaciones de restriccién (MF) y (LI).
Hemos dicho que estas condiciones son equivalentes a la normalidad con respecto a
Sy con respecto a Sy respectivamente. Recordemos también que, dado A € A(f, xg),
la normalidad con respecto a Si()\) es equivalente a la condicién (SMF), la cual
es més restrictiva que (MF'), pero menos que (LI). Para esta tltima se tiene el

siguiente resultado.

Proposicién 1.3.2. Si zq es una solucion local de N(S) que satisface la condicion

(LI), entonces existe un unico A € A(f,xo).

Demostracion. La existencia es consecuencia de los Teoremas 1.2.3 y 1.2.6. Luego,
si pu, A € A(f, x0), entonces

i (A = Wagal(zo) = 0 (a € A).

i 51 (A = w)igi(wo) = 0
y, por la independencia lineal de los ¢}(xo) (i € I(z9) U B), u = A. O

Por otro lado, la caracterizacion de la unicidad de multiplicadores de Lagrange

dada en [26] corresponde al siguiente resultado.

Teorema 1.3.3. Sea xg € S para el cual existe X € A(f,xg). Entonces (SMF) se
cumple en xo < A(f,z0) = {\}.

Un segundo resultado de [26], que relaciona (SMF') con condiciones de segundo

orden, establece lo siguiente.

Teorema 1.3.4. Supongamos que xy resuelve N(S) localmente y A € A(f,xp). Si
A(f,z0) = {\}, entonces F"(xg, h) > 0 para todo h que satisface

9o, h) <0 (@ € I(x0), \a = 0), gp(wo,h) =0 (B € BUT).
Considerando lo anterior, el Teorema 1.2.12, el resultado principal de este capitu-

lo, puede ser reformulado de la siguiente manera.
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Teorema 1.3.5. Supongamos que xo resuelve N(S) localmente y A(f,zo) = {A}.
Entonces F"(xg,h) > 0 para todo h € Rg,(xg).

El Teorema 1.3.3 dio lugar también a una controversia sobre el concepto de
“calificacion de restriccion”. En [44], Wachsmuth llama asi a las hipdtesis impuestas a
las restricciones que garantizan que la condicién — f'(zg) € R%(xo) sea una condicién
necesaria para optimalidad en nuestro problema.

Como hemos mencionado, en [23] usando el lema de Farkas y en [24, 25] la teorfa

de conos convexos, se muestra que
A(f,x0) # 0 < f'(x9,h) > 0 para toda h € Rs(z0)

(es decir, —f'(zo) € R%(xp)). Ahora bien, por el Teorema 1.0.2 sabemos que, si

es solucién local, entonces
f'(xg, h) > 0 para toda h € Ts(x)

(es decir, —f"(xg) € T&(xg)) y, como R5(xg) C Té(xo), vemos que la definicién de
Wachsmuth coincide con nuestra definicién previa de calificacion de restricciones.

Como se destaca en [44], las calificaciones de restriccién son independientes de
la funcion objetivo f. Por lo tanto, si una calificacion de restriccion implica cierta
propiedad de los elementos A\ € A(f,z), dicha propiedad deberfa satisfacerse para
todas las funciones objetivo (que alcanzan un minimo local en (). Considerando lo
anterior, Wachsmuth define en [44]

F(xo) :={f € C*(R",R) | zp minimiza a f localmente en S}.

El resultado sobre unicidad de los multiplicadores de Lagrange dado en [44] es el

siguiente.

Teorema 1.3.6. Sea zy € S. Entonces A(f,xy) es unitario para toda f € F(x) <

(LI) se satisface en xg.

La diferencia principal entre este resultado y el Teorema 1.3.3 es, como mencio-
namos en la seccién anterior, que la condicion (SMF) presupone la existencia de
multiplicadores de Lagrange y depende (indirectamente) de la funcién objetivo f,
por lo cual Wachsmuth no la considera una calificacién de restriccion y hace notar,

en cambio, que (LI) es una calificacién de restriccion que asegura la existencia y
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unicidad de multiplicadores de Lagrange para toda f € F(xg).
Nuestro tltimo ejemplo muestra una soluciéon xy regular con respecto a Sy

A € A(f,x0) para los cuales existe h € Rg,(x) (7o) tal que F"(zg,h) < 0.

Ejemplo 1.3.1. Considere el problema de minimizar f(x,y) = y+2 en el conjunto

S={(,y) | galz,y) <0 (a=1,2,3)}

donde gi(z,y) = —y, ga(x,y) = cosz —y, ga(z,y) = cos 2z — y.

Es facil verificar que (0, 1) resuelve el problema. El conjunto de indices activos

en este punto es 1(0,1) = {2, 3}, y es un punto regular con respecto S pues
Por el Teorema 1.2.3, existe A = (A, A2, A\3) con A\; = 0y Ay, A3 > 0 tal que, si

F(z,y) = f(z,y) + (N g(z,y))
=y+ x> — (AL + A2+ X3)y + Ay cosz + A3 cos 2

entonces F'(0,1) = 0. Como
F'(z,y) = (22 — Agsenx — 2 gsen 2z, 1 — A\ — Ay — A3)

tenemos que, para A\; = 0, F’(0,1) = (0,1 — Ay — A\3), de donde Ay + A3 = 1. Esta
ultima ecuacién tiene multiples soluciones Ay, A3 > 0, por lo cual (0, 1) no satisface
la condicién de normalidad con respecto a S;(\), para ninguna de ellas.

Notemos ahora que

F'(z.y) = (2 — Ay cosx — 43 cos2x 0)

0 0

de manera que

F"(0,1;h, k) = (2 — Ay — 4)3)h%.

Asi, eligiendo Ay = 0 y A3 = 1, obtenemos que

RSI(07 1) = {<h7 k) | -k < 0, k= 0}
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y por tanto, para cualquier h # 0, (h,0) € Rg,(0,1) pero F”(0,1;h,0) = —2h? < 0.
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Capitulo 2

Problemas de optimizacién con

restricciones isoperimeétricas

En este capitulo abordaremos el problema de Lagrange con puntos extremos fijos
en calculo de variaciones y en control éptimo, definidos sobre arcos suaves a tro-
zos y controles continuos a trozos sujetos a restricciones en forma de igualdades y
desigualdades. En la literatura clasica donde se estudian estos problemas (ver por
ejemplo, [3, 22, 24, 25]), podemos encontrar condiciones necesarias de segundo orden
que son validas en un conjunto de direcciones criticas que consideran igualdades y
desigualdades dependiendo del signo de los multiplicadores de Lagrange del extremo
en consideracion, pero que requieren de una hipdtesis de normalidad con respecto a
un conjunto definido solo por restricciones de igualdad para indices activos, condi-
cién que ademaés asegura la unicidad del multiplicador de Lagrange correspondiente.

Recientemente, en [9], se probé que en el contexto de célculo de variaciones es
posible garantizar que se satisfacen condiciones de segundo orden en el mismo con-
junto de direcciones bajo una hipétesis considerablemente mas débil, estableciendo
asi un resultado para este problema analogo al del Teorema 1.2.12, mientras que en
[17] mostramos que esta nueva condicién es suficiente también para que el multi-
plicador asociado a una solucién sea unico y establecimos resultados analogos a los
Teoremas 1.3.2 y 1.3.6.

En la primera secciéon de este apartado hacemos una breve exposicion de los
resultados mencionados arriba. Para el problema en el contexto de control éptimo
(que abordamos en la segunda seccién) ocurre una situacién similar. En [5] se esta-
blecié que la contraparte del Teorema 1.2.12 es también valida. Sin embargo, no se

responde a la pregunta si la nueva hipotesis garantiza la unicidad del multiplicador,
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pregunta que respondemos mostrando que no solo es suficiente, sino equivalente.

2.1. Calculo de variaciones

Para establecer el problema, supongamos que tenemos dados un intervalo 7" := [to, t1]
en R, dos puntos fijos &, & en R”, funciones Ly L, (y=1,...,q) de T xR" xR" a

R. Denotemos por X al espacio de funciones C! a trozos que van de T" a R" y sean
Xe = {SL’ S X | I‘(to) = 50, .’E(tl) = 51},

S:={re X, |I(x) <0 (a€R), Ig(x) =0 (8 €Q)},

donde R={1,....r},Q={r+1,...,q},

L(x) :/1L7(t,x(t),j:(t))dt (z € X).

to

El problema, que denotaremos como (V), consiste en minimizar I sobre S, donde

I() _/1L(t,x(t),:t(t))dt (x € X).

to

Los elementos de X se conocen como arcos, los de S como arcos admisibles y
diremos que un arco admisible = es una solucién local del problema (V) si (en caso
necesario, cambiando 7' x R™ por T' x U, donde U es un abierto de R") cualquier
otro arco admisible y satisface que I(x) < I(y).

Para € X, denotaremos (¢, z(t),2(t)) por (Z(t)), y supondremos que las fun-
ciones L, L., son C* o C? si aparecen segundas derivadas.

Para todo x € X, se define la primera variacion de I en x en la direccion de y

CcOo1mo

mxm:lkummwwﬁmwwwwt@em

v la sequnda variacion de I en x en la direccion de y como

.maw:/“mwmmmmﬁ (v e X)

to

donde, para todo (t,y,y) € T x R™ x R™,

20(t,y,9) = (Y, Laa(@(1))y) + 20y, Laa(T(1))9) + (9, Laa(T(£))3)-
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En las definiciones anteriores L, y L; representan, respectivamente, a la primer
derivada parcial de L con respecto a x y con respecto a &, no a los integrandos de
las integrales I, los cuales denotamos con subindices griegos. Asimismo, Lg,, Lgg y

L;; representan las segundas derivadas parciales.

La primera y segunda variacién de otras integrales como I, se definen de manera

similar. Definimos el conjunto de variaciones admisibles como

YVi={y € X |ylto) =y(t:) = 0}.

El siguiente resultado puede considerarse el andlogo del Teorema 1.2.10, la con-

dicién de Fritz John, pues provee condiciones de primer orden para (V) (ver [24]).

Teorema 2.1.1. Supongamos que xo € S resuelve (V). Entonces existen Ag > 0 y
A € RY tales que (Mg, \) # (0,0) y

1. Ao >0y Aalo(zo) =0 (o € R).

ii. Si Jo(x) == Nol(x) + D] N\ L, (x), entonces J|(xo;y) =0 para toda y € Y.

Basados en este resultado, definimos la normalidad con respecto a S (compare

con 1.2.8) o normalidad débil, como sigue.

Definicién 2.1.2. Un arco xg € S se llamard normal con respecto a S o débilmente
normal si X = 0 es la unica solucion de

1. A >0y Aaln(zo) =0 (a0 € R).

ii. 1 A\ I (205 y) = 0 para today €Y.

Observemos que, si g resuelve (V) y es débilmente normal, entonces \g > 0 en
el Teorema 2.1.1. Asi, los multiplicadores pueden elegirse de forma que \g = 1. En
este caso, la pareja (zg, ) € S x R? se llamard eztremo y al conjunto de extremos

lo denotamos por £.

Definicién 2.1.3. Denotemos por A(L,xo) al conjunto de los multiplicadores de

Lagrange asociados a xg, es decir, a todos los A € R? tales que (xg, \) € €, i.e.,
1. Ao >0y Ala(xg) =0 (0 € R).
ii. Si J(x) = I(x) + >\ I, (x), entonces J'(xo;y) =0 para toda y € Y.

La condicidn (ii) es equivalente a la existencia de ¢ € R™ tal que

Fi(iz(t)):/ F(E(s))ds +¢ (teT)

to

21



donde F := L+ Y {1\, L, (ver [14, 24]).

Como ocurre en el caso de programacion no lineal, la normalidad con respecto
a S de una solucion local implica la existencia de multiplicadores de Lagrange, mas
no la unicidad de éstos. Para ello se requiere de una hipdtesis mas fuerte, al igual
que para establecer condiciones necesarias de segundo orden para (V).

Para introducir esta hipétesis, consideremos el conjunto de indices activos en un

arco admisible xg, el cual denotamos como
A(zg) ={a € R | I,(x9) =0}
y, como en el capitulo previo, definamos al conjunto
So := So(xo) = {z € Xc | I,(z0) =0 (v € Az0) UQ)}.

Notemos que, por definicion, zy es normal con respecto a Sy si A = 0 es la tinica
solucion de

i Aalo(z0) =0 (v € R).

ii. > 1 A I (20;y) = 0 para toda y € Y.

Claramente, esta condicion, que llamaremos normalidad fuerte, es equivalente a
la independencia lineal de las primeras variaciones de I, (zo) (7 € A(zo) UQ) en el
conjunto de direcciones Y, lo que a su vez es equivalente a la existencia de y, € Y

(v € A(xp) U Q) tales que el determinante

[I5(z0;y7)] (8,7 € A(zo) UQ)

es diferente de cero.
En textos clasicos, como [14, 24], las condiciones de primer y segundo orden para

(V) se establecen de la siguiente manera.

Teorema 2.1.4. Si xy resuelve (V) y es fuertemente normal, entonces existe un
inico A € RY tal que A € A(L, xo).

Daremos una prueba del resultado anterior al final de esta seccién.

Teorema 2.1.5. Supongamos que A € A(L, xg). Si xo resuelve (V) y es fuertemente
normal, entonces J"(xo;y) > 0 para toda y € Y que satisfaga
a. Io(zo;y) <0 (o € A(zo), Aa = 0);
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b. Ii(zo;y) =0 (BE€ R con X\g>00 3 €Q).

Observemos que en los dos resultados se requiere de la condicién de normalidad
fuerte. Sin embargo, en un articulo reciente [9, Teorema 1.5], se obtuvo la misma
condicion de segundo orden del Teorema 2.1.5 pero bajo una hipétesis més débil. El
resultado obtenido es analogo al Teorema 1.2.12, por lo que la hipdtesis se expresa

en términos del conjunto
Si(A) ={z eS| J(x)=1(z)},
para A € A(L, zo) dado y J definida por J(z) := I(z)+>_{ A\, L, (z). Explicitamente,

S1(=8S1N)={reX.|I.(x) <0 (€ R, \y =0),
Is(z) =0 (e Rcon g >0, 08€Q)}

Vemos que x( es normal con respecto a Si(A) si g = 0 es la tnica solucién para
Lopte >0y palo(zg) =0 (v € R, Ay =0).
ii. > 1 py Il (205 y) = 0 para toda y € Y.

Denotando por Rg, (o) a los elementos de Y que satisfacen las condiciones (a) y
(b) del Teorema 2.1.5, es decir, las restricciones tangenciales de Sy en zg, el Teorema

1.5 de [9] establece lo siguiente.

Teorema 2.1.6. Supongamos que o resuelve (V) y existe X € A(L,xg). Si xq¢ es

normal con respecto a S1(N), entonces J"(xg;y) > 0 para toda y € Rg, (xq).

La prueba de este resultado es analoga a la del Teorema 1.2.12 que proporciona
Hestenes en [25] y estd basada en dos resultados fundamentales relacionados con la
condicién de normalidad. El primero [9, Proposicién 2.3] es una caracterizacién en
términos de una condicién que los autores llaman “propiedad” y que enunciamos a

continuacion.

Definicién 2.1.7. Se dice que xo € S es propio con respecto a S si
a. {I3(vo;-) | B € Q} es linealmente independiente en Y.
b. 3y € Y tal que I},(70;y) <0 (a € A(zo)) y I5(zo;y) =0 (B € Q).

Es claro que la condicion de “propiedad” corresponde a una condiciéon de tipo
Mangasarian-Fromovitz.

Sustituyendo S por S7, la caracterizacién anterior establece el siguiente resultado.
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Proposicién 2.1.8. Sea x¢ € S para el cual existe A € A(L,xg), y sea T :={a €
A(xg) | Ao > 0}. Entonces x¢ es normal con respecto a Si(X\) si y sdlo si es propio
con respecto a Sy(N), es decir, si

a. {I5(vo;-) | B € T UQ} es linealmente independiente en Y .

b. 3y € Y tal que I (zo;y) <0 (@ € A(xo) — 1) y I5(zo;y) =0 (B €T UQ).

Para enunciar el otro resultado bésico establecido en [9], que conduce al Teorema

2.1.6, necesitaremos la siguiente definicion.

Definicién 2.1.9. Denotamos por Ts(xy) al cono de tangentes secuenciales, deter-
minado por los arcos unitarios y € Y para los cuales existe una sucesion {x,} en S

que converge a Ty en la direccion y, es decir,

T — X
lim ||z — 2ol =0, lim
k—ro0

S 2.1.1
k—oo [|2g — Zol| ( )

La norma en la Definicion 2.1.9 es la norma débil en X, dada por
[} := sup{|z(&)|* + |&()|"}'/2,
pues considerando esta norma, si {z)} converge a x en la direccién y, entonces

I(zy) — I(zo)
fm —— " Plagy). 92.1.2

lim = —I"(xo;y). (2.1.3)
k—ro0 ka — x0H2 2

Note que la ecuacién 2.1.2 implica que Tg(zg) C Rg(zo). Diremos que zq es un arco
reqular con respecto a S si Ts(xg) = Rs(x).

Ahora, supongamos que z es una solucién local de (V) tal que A € A(L, ) y sea
y € Ts, (), sin pérdida de generalidad, podemos suponer que y es un arco unitario,
por lo tanto, existe una sucesiéon {z;} C S; que converge a xy en la direccién y.
Luego, por la definicién de A(L, zg), sabemos que J'(zg;y) = 0y que J(x) = I(z)
para x € Sp, por lo tanto, para k suficientemente grande, se debe cumplir que
J(zx) > J(x0), implicdndose por la ecuacién 2.1.3 que J"(zg;y) > 0. La conclusién
del Teorema 2.1.6 se sigue entonces sustituyendo S por S en [9, Teorema 2.4] que

establece lo siguiente.
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Teorema 2.1.10. Stz es un arco normal con respecto a S, entonces es reqular con

respecto a S.

Probaremos ahora que los teoremas sobre unicidad establecidos en [26] y [44]
son validos también para nuestro problema con restricciones isoperimétricas (V).

Observe que, para este fin, basta que las funciones involucradas sean C*.

Teorema 2.1.11. Sea zq € S y supongamos que existe A € A(L, zq). Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
a. xo es normal con respecto a Si(\).

b. X es el unico elemento de A(L, xy).

Demostracion.

(a) = (b): Sea A € A(L, ) y definamos y := A — X. Tenemos entonces que

= /\a >0 y ,uoaIa<x0) = )\a]a(xO) =0 (a € R7 >‘a = 0)

y, si J(z) = I(x) + >4\, L,(z), entonces
0= j/(xo; ) .7]0, Z/‘L’\/I, To Y

para toda y € Y . Por (a), 4 = 0 y consecuentemente \ = .

(b) = (a): =(a) = —(b): Supongamos que zy no es un arco normal con respecto
a S1(\). Entonces, podemos encontrar 1 € RY, p # 0 satisfaciendo

L fta = 0y prala(z0) =0 (@ € R, Ao =0);

ii. Y1 py I (205 y) = 0 para toda y € Y.

Notemos que, si I' # (), podemos tomar a i de forma que
max{|ua| : @ € '} <min{\, : a €'} (2.1.4)

pues, si para todo o € I' se tiene que u, = 0, la desigualdad se cumple de forma
trivial. De lo contrario, 0 < M := max{|us| : « € T'} y, si m := min{\, : « € T'},
paratodo k € (0,m), ii := ku/M, es una solucién no trivial de i. y ii. que, claramente,
satisface la desigualdad (2.1.4).

Definimos A := A + u. Mostraremos que \ € A(L, xp), implicando —(b) pues
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A # A En efecto, si J(x) := I(z) + ¢ A, I, (z), entonces
R q
T(wo;y) = J'(x0;9) + > iy lo(2059) =0 (y €Y)
1

v A satisface 2.1.3(ii). Para ver 2.1.3(i), consideremos a € R. Si I(z0) = 0 entonces
Aol (9) = 0. Si I(x9) < 0, por 2.1.3(i) con respecto a A concluimos que Ay = 0
y, por la propiedad (i) de u, se sigue que 0 = (o) = j\al(l'o). Finalmente, si
Ao = 0, entonces j\a = lq > 0. Si A\, > 0, entonces

~

)\a = )\a"—/fba > ml’n)\i—i_,ua > méX|,uz‘ + Ua > 07
el el

lo que prueba que \ € A(L, x). ]

Este resultado y el Teorema 2.1.6 conducen a la siguiente condicién de segundo

orden necesaria para optimalidad.

Corolario 2.1.12. Seanxzg € S y A € A(L, xg). Si zg resuelve (V) y A(L,xo) = {\},
entonces J"(xo;y) > 0 para toda y € Rg, (o).

Para establecer la contraparte del Teorema 1.3.6, denotamos por F(zg) al con-
junto de todas las funciones L mapeando 7' x R" x R™ a R de clase C* tales que zg

resuelve el problema V(L) de minimizar

t1

I(x) = / L(t,x(t),z(t))dt
to

sobre S. El Teorema 1.3.6 [44, Teorema 2] corresponde, en el contexto de restricciones

isoperimétricas, al siguiente resultado.

Teorema 2.1.13. Para xo € S son equivalentes:

a. xg es fuertemente normal.

b. A(L,zy) es unitario para toda L € F(xy).

Demostracion.

(a) = (b): Notemos que este es el enunciado del Teorema 2.1.4. Para probarlo,
considere L € F(xg). Como zg resuelve V(L), tenemos por (a) que A(L, zq) # () pues,
en particular, zy es normal con respecto a S. Supongamos que Ay A pertenecen a
A(L,z0) y definamos p := A — . Por la Definicién 2.1.3, j satisface

i palo(z9) =0 (0 € R);
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ii. > py I (205 y) = 0 para toda y € Y,
implicando, por (a), que p = 0.
(b) = (a): Para todo i € RUQ, definimos p; :=1sii € A(xg) y p; := 0 en otro

caso, y
L(t,z, &) := — ZNV (t,z, ).

Notemos que

mwz/ﬁummm%@m:ogfimumﬂmﬁ (z € 8)
to to
y, por tanto, L € F(xq). Para esta funcién, es claro que (zg,u) € &, lo que implica
que pu € A(L, xp). Luego, supongamos que v € RY satisface

1. volo(z0) =0 (a € R);

ii. > 1 vy Il(zo;y) = 0 para toda y € Y,
si mostramos que v = 0 habremos probado la condicién (a). Para ello, definimos

para todo i € RU @,

Vi
Q= + 3 donde [ =14 mix{|v.|:a € A(zg)}.

Afirmamos que (g, 1) € €. En efecto, 2.1.3(i) se cumple pues, si I,,(zg) = 0, entonces

B+ va
0
52

[La:

v, si I (z9) < 0, entonces finlo(zo) = 0. Para 2.1.3(ii), observemos que si

) + Z fin ()

como (xg, ) € &€, por la condicién (ii) de v se tiene que J'(zg;y) = 0 para toda
y € Y, lo que prueba nuestra afirmacién y por tanto, i € A(L,xg). Por (b) i = p,

implicando v = 0. O
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2.2. Control 6ptimo

En esta seccion mostraremos que, pese a que la naturaleza del conjunto de multi-
plicadores de Lagrange asociados a una solucién es diferente a los casos de calculo
de variaciones y dimensién finita, las caracterizaciones de la unicidad obtenidas por
Kyparisis y Wachsmuth son igualmente véalidas para el problema isoperimétrico de
Lagrange con puntos extremos fijos en el contexto de control 6ptimo.

Dicho problema puede plantearse como sigue. Consideremos un intervalo T :=
[to,t1] en R, dos puntos &, £ en R", funciones L'y L, (y = 1,...,¢) que mapean
T xR"xR™ a R, f que mapea T'x R* x R™ a R", todas de clase C! en las variables
(t,z,u).

Denotemos por X al espacio de funciones C' a trozos mapeando 7" a R", que
llamaremos estados, y por U al espacio de funciones continuas a trozos mapeando T’
a R™, denominadas controles. Definimos Z := X X U y consideremos los siguientes

conjuntos:
D :={(z,u) € Z|a@(t) = f(t,z(t),ut)) Vt € T, z(ty) = &, z(t1) = &1},

S :={(z,u) € D | I,(x,u) <0, Is(z,u) =0 (« € R, €Q)},

donde R={1,....r},Q={r+1,...,q},

L(x,u) :/1Lq/(t,x(t),u(t))dt (z,u) € 2).

to

El problema, que denotaremos por (IP), consiste en minimizar el funcional I sobre

S, donde .
I(x,u) ::/ L(t,x(t),u(t))dt ((z,u) € Z).

to
Los elementos de Z se conocen como procesos, conjunto en el que consideraremos

la norma

121 == (=, w)| = ilelg(|$(t)| +z@)) sup u(t)] - (2.2.1)

Llamaremos a los procesos de S admisibles y diremos que un proceso (z,u) es so-
lucion de o resuelve (IP) (localmente) si (z,u) es admisible e I(z,u) < I(y,v) para
todo (y,v) admisible en una vecindad de (x, u). Para simplificar la notacién, (Zo(t))
representara a la terna (¢, zo(t), uo(t)), sustituyendo ug(t) por el limite lateral que

corresponda si ¢ es un punto de discontinuidad de wuy.
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El resultado cldsico sobre condiciones necesarias de primer orden para (IP) es
el Principio Maximo de Pontryagin, el cual se expresa en términos de la funcién

hamiltoniano, definida como sigue:

q

H(t,x,u,p, A\, Xo) := (p, f(t,z,u)) — Ao L(t, x,u) — Z)WLV(t,x,u).
1
La versién del Principio Méximo que enunciamos a continuacién corresponde a [24,

pég. 254, Teorema 2.1].

Teorema 2.2.1. Principio Maximo de Pontryagin. Si (zg,ug) resuelve (IP),
entonces existen \g > 0, p € X y A € R? que no se anulan simultaneamente en T y
satisfacen:

a. A\, >0y Ndo(zo,u0) =0 ( € R);

b. Los multiplicadores p;(t) son continuos en T y en cada intervalo de continui-
dad de ug satisfacen

i'=Hy = f', pi=—Hy.

c. H(t,zo(t),u,p(t), A, No) < H(Zo(t),p(t), A, No) para todo u en una vecindad de
d. La funcion H(Zo(t),p(t),\, \o) es continua y satisface

dH_
da

en los intervalos de continuidad de uyg.

e. Hy(Zo(t), p(t), \, o) =0 VteT.

Definicién 2.2.2. Denotamos por € a los extremos de (IP), es decir, al conjunto
de (z,u,p,\) € Z x X x RY tales que
i Ao >0y Ado(z,u) =0 (o € R);
i p(t) = — 2 (F(0)p(t) + LL(EW) + SN L2, (#(1) VE € T
i, 2 (@(0)p(t) = Ly(@(0) + XA L (2(0) V€ T.

En [24] se define la normalidad de la siguiente manera.

Definicién 2.2.3. Diremos que (xg,ug) es fuertemente normal si existen q + n
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procesos (Yo, v,) € Z que satisfagan
y(t) = fo(Zo(£)y(t) + fulZo(t))v(t) VEET, y(to) =0
y tales que el determinante

(v=1,....,q;i=1,...,n)
(c=1,...,q+mn)

I (0, U0} Yors V)
Yo (t1)

sea diferente de cero donde, andlogamente al caso anterior,

Ié(xo,u();y,v)=/tI{Lw(fo(t))y(t)+L~,u(fo(t))v(t)}dt ((y,v) € 2)

denota la primera variacion de I, en (zg,uo) en la direccion de (y,v).

En [24, pag. 275, Teorema 7.2] se prueba que, si (zg, ug) es solucién local de (IP)
fuertemente normal, es posible tomar Ay = 1 en el Teorema 2.2.1 y, en tal caso, los
multiplicadores seran unicos, es decir, con las hipdtesis anteriores existe un tnico
par (p,\) € X x RY tal que (zg, up,p, \) € £.

Sea A(L, zg,up) el conjunto de multiplicadores (p, A) tales que (xq, ug,p, \) € £.
Notemos que hay una diferencia sustancial entre A(L, zq, ug) v A(L, zo) (del caso de
célculo de variaciones) pues este tltimo, al igual que en el caso de dimension finita,
es un conjunto de vectores en R?. Sin embargo, A(L,xo,up) es un subconjunto de
X x R, es decir, cada multiplicador se compone de un vector y de una funcién C*
a trozos, por lo cual las técnicas utilizadas en las pruebas de los Teoremas 2.1.11 y
2.1.13 no pueden aplicarse a este problema.

Para remediar esto, consideramos las nociones de normalidad y de extremo,

introducidas en [5, Definicién 5.2.4]. Para ello, definimos al conjunto
Yo :={(y,v) € Z | y(t) = At)y(t) + B(t)v(t) (t € T), y(to) = 0},
donde A(t) = f.(Zo(t)), B(t) = fu(Zo(t)), y a los funcionales lineales en 7,
Ey(y,v) := I (xo,u0;9,v) (v=1,...,9),

Fi(y,v) =y'(t1) (i=1,...,n).

Definicién 2.2.4. Diremos que (xo,up) € S es normal con respecto a S sin =0 es
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la inica solucion en RIT™ del sistema
.10 >0 ynala(z,u) =0 (a0 € R);
ii. >S9 0, (y,v) = 0 para todo (y,v) € Y.

Definicién 2.2.5. Denotamos por € al conjunto de (z,u,n) € S x R tales que
110 >0 ynala(z,u) =0 (o € R);
ii. Si J(-,-) o= (@, uy0,) + 0 0, F(y,v) = 0, entonces J(y,v) = 0 para todo
(y,v) € Yo.

Nuestro siguiente teorema muestra que hay una biyeccién entre los conjuntos £

y €.

Teorema 2.2.6. Para (zo,up) € S se cumple lo siguiente:

a. Si (xg,up, p, \) € &, entonces (g, ug, A, —p*(t1), ..., —p"(t1)) € €.

b. Si (zg,up,n) € &, entonces existe p € X tal que pity) = —ngpi (i=1,...,n)
y satisface que (xg,ug, M1, ..., N4 Dp) € E.

En particular, hay una biyeccion entre los conjuntos A(L, xo,ug) ¥y

A(Lwr()au()) = {T] S Rq+n | (x07u0777) S g}

Demostracion.
(a): Sean (zg,ug) € Sy (p,A) € A(L, g, up). Si (y,v) € Yy, por 2.2.2(ii) tenemos

que
Y (Op(t) = =y (DA (O)p(t) +y" (O La(Ee(1) + > Ay (8 L2, (Fo()) VE € T (2.2.2)

y, por 2.2.2(iii),
v () B*(t)p(t) = v*(t) L) (Zo(t)) + Z MUH(t) L, (To(t)) VE € T. (2.2.3)

1

Sumando las ecuaciones (2.2.2) y (2.2.3) e integrando sobre T obtenemos

/T {y"(0)p(t) +y" (A" ()p(t) + v (1) B (£)p(t) pdt =

/T (Lx(i'o(t)) + ; AWLW(:JZOG))) y(t)dt + /T (Lu(ito(t)) + i A, LW@O(@)) v(t)dt.
(2.2.4)
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Por la definicién de Yy, el lado izquierdo de (2.2.4) es igual a
[ @i+ 5O} = v (ep(e) - vlto)pttn)
T
= Y (t)p(t) = > _ 1 (t) Fari(y, v),
1

mientras que el lado derecho es igual a
q

q
I' (2o, uo; y,0) + Y AT (0, o3 y,v) = T' (o, uos 4, 0) + Y M Fy(y,v).
1

1
Asi, n = (X, —p'(t1),..., —p"(t1)) satisface

qtn

I'(zg, uo; y,v) + vaFv(y,v) =0 para toda (y,v) € Y,
1

que es precisamente la condicién 2.2.5(ii). Como 2.2.5(i) se sigue claramente de
2.2.2(1), tenemos que i € A(L, o, ug).
(b): Sea n € A(L, o, up). Sean X := (11, ...,7,) y p la tinica solucién en T de la

ecuacion

Pt) = —A(t)p(t) + Li(Fo(t)) + Z L

con condicién final p(t1) = =g (i =1,...,n).
Claramente (p, \) € X x R? y satisface las condiciones 2.2.2(i) y (ii). Para ver
que 2.2.2(iii) también se cumple, consideremos (y,v) € Y. Procediendo como en el

inciso anterior, tenemos que

> pt) = [ (L ZA LalFo(t))y(t) +" () BE)o(t)i}d. (2.25)

Por la condicién 2.2.5(ii)

q

Zp t)y' (t1) = I'(zo, uo; v, )+Z)\VI’(330,u0;y,v). (2.2.6)

1

Igualando las ecuaciones (2.2.5) y (2.2.6) obtenemos, para toda (y,v) € Yy,

/T (O B)o(t)dt = /T (L) + 7 M Lo (Folt) bt (2.2.7)
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Sin embargo, para toda v € U existe y € X tal que (y,v) € Yp. Por tanto, la ecuacién

(2.2.7) es valida para toda v € U, implicando asi la igualdad punto a punto, es decir,

B(t)p(t) = Ly(Fo(t)) + D A L3, (&o(1)) (t € T).

Por lo tanto, (p, A) € A(L, xg, up). ]

Dados (zg,ug) € Sy (p,A) € A(L,xo,up), definimos al conjunto de indices

activos en (g, ug) como
A(xg,up) :={a € R | I,(xg, up) = 0}
y definimos los conjuntos Sy y S7 como sigue:
So (= So(0)) == {(z,u) € D | I,(z,u) = 0 (v € A(zo, u0) UQ)},

S1(=81(N) ={(z,u) € S| Iy(z,u) =0 (0 € R, \y > 0)}.
Aplicando la Definicion 2.2.4 a estos conjuntos se tienen las siguientes definiciones.

Definicién 2.2.7. Diremos que (xg,ug) € S es normal con respecto a Sy sin = 0
es la unica solucion del sistema

L Nalo(z,u) =0 (0 € R);

ii. S0 0 F,(y,v) = 0 para todo (y,v) € Y.

Definiciéon 2.2.8. Sea (z9,up) € S para el cual existe (p, \) € A(L, xo, up). Diremos
que (xg,up) es normal con respecto a S1(N) si k =0 es la unica solucion del sistema
L ko >0y kolo(z,u) =0 (0 € R, Ay =0);
ii. 97" k., F,(y,v) = 0 para todo (y,v) € Yj.

Con estas definiciones, la prueba del siguiente resultado, que caracteriza la uni-
cidad de los multiplicadores de Lagrange, se obtiene aplicando el Teorema 2.2.6 y

siguiendo la demostracion del Teorema 2.1.11.

Teorema 2.2.9. Sea (z9,uy) € S y supongamos que (p, \) € A(L, xo,up). Entonces

son equivalentes:
a. A(La .Z'(),Uo) - {(pa A)}

b. (xg,ug) es normal con respecto a Sy(\).
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Por otro lado, es facil ver que la normalidad con respecto a Sy es equivalente a la
normalidad fuerte (ver detalles en [5]) y que ésta implica la normalidad con respecto
a S1(A) para cualquier (p, \) € A(L, xg,up). Por tanto, el Teorema 2.2.9 debilita la
hipétesis del Teorema 7.2 de [24] para garantizar la unicidad del multiplicador (p, ).

Finalmente, si F(z0, o) denota al conjunto de funciones L: T' x R” x R™ — R

de clase C' tales que (zg, 1) minimiza

I(z) = / Lt (1), u(t))dt

to

sobre S, el Teorema 2.1.13 en este contexto establece lo siguiente.

Teorema 2.2.10. Para (zg,ug) € S son equivalentes:
a. (xo,ug) es fuertemente normal.

b. A(L, xo,u) es unitario para toda L € F(xq).

Demostracion. (Note que (a) = (b) es precisamente [24, Teorema 7.2]). Por el
Teorema 2.2.6, (b) es equivalente a que |/~\(L, zg,up)| = 1, de modo que la demos-

tracion es analoga a la del Teorema 2.1.13. O
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Capitulo 3

El problema de control 6ptimo con

restricciones puntuales

3.1. Planteamiento del problema y condiciones de

primer orden

Es importante mencionar que los resultados expuestos en esta seccion son validos
para problemas mas generales, como el problema de Bolza con punto final variable
(ver por ejemplo [31, 37]). Sin embargo, por simplicidad de exposicién y de notacion,
analizaremos el problema de Lagrange con puntos inicial y final fijos.

Consideremos un intervalo T' := [to, t1] en R, dos puntos &g, & en R”, y funciones
Ly f que mapean T' x R" x R™ a R y R” respectivamente, y ¢ = (¢1,...,¢,) que
mapea R™ a R? (¢ < m).

Nuevamente, denotemos por X al espacio de funciones C' a trozos mapeando T
a R™, por U, al espacio de funciones continuas a trozos mapeando T' a R* (k € N),

y definamos los siguientes conjuntos: Z := X X U,,,
D :={(z,u) € Z|@(t) = f(t,z(t),u(t)) Vt € T, z(ty) = &, x(t1) = &1},

Si={(z,u) € D[VLET, pa(u(t)) <0, ps(u(t)) =0 (x € R, B€Q)},
donde R={1,...,r}, Q={r+1,...,q}.

Consideremos el funcional /: Z — R dado por

I(z, ) ::/IL(t,x(t),u(t))dt (z,u) € 7).

to
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El problema que abordaremos, y que denotaremos como (P), consiste en minimizar
I sobre S.

Llamaremos a los elementos de Z procesos, a los de S procesos admisibles, y
diremos que un proceso (z,u) es solucidn de o resuelve (P) si (x,u) es admisible
e I(x,u) < I(y,v) para todo proceso admisible (y,v). Es decir, a diferencia de los
capitulos previos y algunos trabajos como [31] y [46], consideraremos soluciones
globales y no locales, sin perder generalidad, pues los resultados que enunciaremos
sobre condiciones necesarias de primer y segundo orden son validos si sustituimos
T x R" x R™ por T x O x V para cualesquiera conjuntos abiertos O C R" y
V C R™. Asi, reduciendo estos conjuntos si fuera necesario, los resultados obtenidos
seran validos también para minimos locales.

Recordemos que las funciones x € X se conocen como estados y las funciones
u € U, como controles. Para simplificar la notacion, como hemos hecho antes, dado
(x,u) € Z representaremos a (t,z(t),u(t)) como (Z(t)) (con u(t) reemplazado por el
limite lateral correspondiente si ¢ es un punto de discontinuidad de u) y *” denotara
transpuesta.

Supondremos a lo largo de todo el capitulo que, si G := (L, f), entonces G(t, -, )
es C' (C? cuando aparezcan segundas derivadas) para todo t € T, lo mismo que ;
G(-,x,u), Go(+,z,u) y Gyu(-, x,u) son continuas a trozos para todo (z,u) € R™ x R™
y existe una funcién integrable v: T" — R tal que, para cualquier punto (¢,z,u) €

T x R" x R™, se cumple
Gtz )| + |Galt, 2, 0)] + |Gult, 2, w)| < v().

Supondremos también que la matriz de dimensién ¢ x (m + r), dada por

Do ,
(% 5Z-ag0a) (i=1,....¢; a=1,....,r; k=1,...,m),
es de rango g en U (aqui a0 = 1, dup =0 (a # ) ¥

U:={ueR"|pa(u) <0 (€ R), ps(u) =0 (5 €Q)}.

Esta condicion es equivalente a que en cada punto u en U, la matriz

o . .
<%) (i =r1,...,0p; k=1,...,m)
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sea de rango p, donde iy,...,%, son los indices i € {1,...,¢} tales que p;(u) = 0.
Los detalles de esta equivalencia se pueden ver en [19, Proposicién 5.1]. Notemos
que, a pesar de que el planteamiento parece muy similar, el tipo de restricciones que
se consideran hacen a este problema radicalmente diferente a los casos anteriores,
aun en el caso particular de calculo de variaciones, es decir, cuando la dindmica esta
dada por f(t,x,u) = u.

El siguiente resultado, que establece condiciones necesarias de primer orden,
corresponde a una version del Principio Maximo de Pontryagin. Versiones més ge-
nerales, como el Teorema 2.2.1, con sus demostraciones, pueden consultarse, por

ejemplo, en [14, 24]. En este caso la funcién hamiltoniano H estd dada por

H(t,x,u,p,,u, )‘) = (p,f(t,:v,u)) - /\L(t,x,u) - <M7S0(u)>'

Teorema 3.1.1. Si (xg,ug) es solucion de (P), entonces existen \g > 0, p € X y
[ € Uy que no se anulan simultdineamente en T y satisfacen:

a. f1o(t) > 0 y pa(t)pa(u(t)) =0 (a € R, t €T);

b p(t) = —HE(Fo(t), p(), w(t), o) y Hu(Fo(t), p(t), w(t), o) = 0 en cada inter-
valo de continuidad de ug;

c. H(t,xzo(t),u,p(t),0, ) < H(Zo(t),p(t),0, ) para todo (t,u) € T x U.

Al igual que en los problemas anteriores, basados en este teorema, se introducen
los conceptos de normalidad (con respecto a S) y de extremo. El primero como
la condicién que nos permite asegurar que si (A, p, 1) satisface las condiciones del
Teorema 3.1.1, entonces Ay, conocido como multiplicador del costo, no se anula,
mientras que el segundo hace referencia a los procesos y los multiplicadores (p, 1)

que cumplen dichas condiciones con Ay = 1.

Definicién 3.1.2. Decimos que (zg,ug) € S es un proceso normal con respecto a S
o débilmente normal si, dado (p, ) € X x U, que satisface
i pa(t) 20y pa(t)paluo(t)) =0 (a € R, Vt € T);
i p(t) = —f7(@o(@)p(t) [ =—H(Zo(t), p(t), u(t),0) ] Vt € T’
i, 0= £2(Fo(0)p(t) — ¢ (uo()u(t) | = H:(Fo(t), p(t), u(t),0) | VE €T,
se tiene que p =0 y, como consecuencia de la hipdtesis en ¢ (uo(t)), u = 0.

Definicién 3.1.3. Denotamos por £ al conjunto de extremos, cuyos elementos son

las funciones (z,u,p, ) € Z x X x U, tales que
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a. pa(t) 2 0y pa(t)palu(t)) =0 (a € R, VE € T);
b. p(t) = = f7(2)p(t) + Ly(2(t) Vi € T;
¢ [u(z(t)p(t) = Ly(2(1)) + @™ (u(t))pu(t) Yt € T.

Para todo (¢, ug) € S, denotamos por A(L, xg, ug) al conjunto de multiplicadores
(p, ) € X x U, tales que (z9,ug,p, 1) € £ y los llamaremos multiplicadores de
Lagrange asociados a xg. De las Definiciones 3.1.2 y 3.1.3 podemos deducir que, si
(%0, up) es una solucién de (P), normal con respecto a S, entonces A(L, zg, ug) # 0.
Sin embargo, para asegurar la unicidad de estos multiplicadores es necesaria otra

condicién que, como mostraremos mas adelante, es en general mas restrictiva.

3.2. Conos criticos

Condiciones necesarias de segundo orden para (P) pueden consultarse, por ejemplo,
n [14, 19, 24, 31]. Por lo general, dichas condiciones se expresan en términos de
la segunda variacion del hamiltoniano, una forma cuadratica que se define de la

siguiente manera.

Definicién 3.2.1. Segunda variacién con respecto a H. Para (z,u,p,p) €
Z x X xU, sea

J((,uspop); (y,0) = / 20t y(t), o(t)dt ((yv) € 2)

donde, para todo (t,y,v) € T x R™ x R™,

2Q(t,y,v) = —[(y, Hua (t)y) + 2(y, Hou(t)v) + (v, Huu(t)0)]

y H(t) denota H(Z(t),p(t), u(t),1).

En general, para una solucién (zg, ug) de (P) tal que (zg,ug,p, ) € &, lo que se
busca es asegurar la no negatividad de J((xq, ug, p, 1); (-, +)) en ciertos subconjuntos
de Z. El primero que se considera, pues generaliza de manera natural al conjunto
Cs(zg) del caso en dimension finita, es el conjunto de tangentes curvilineos que

definimos a continuacion.

Definicién 3.2.2. Denotamos por Cs(xo,ug) al conjunto de tangentes curvilineos
a S en (xg,ug), es decir, los procesos (y,v) € Z para los cuales existen § > 0 y

(x(-,€),u(-€)) € S (0 <e<d) que satisfacen
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a. (x(t,0),u(t,0)) = (xo(t), uo(t)) Vt € T';
b. (z.(t,0),uc(t,0)) = (y(t),v(t)) Vt € T}
(tv'

c. z(t,-) es de clase C*; u(t,-) es de clase C* a trozos.

Otro conjunto importante es el cono tangente a S en xy, Ts(xo,up) 0 cono de
tangentes secuenciales. Para definirlo, recordemos que en Z consideramos la norma
dada por (2.2.1), es decir,

el += |l = sup(la(®)] + (B)]) + sup u(?)].

Definicién 3.2.3. Diremos que una sucesion {zy = (xg,ur)} C Z converge a zy =

(20, up) en la direccion w = (y,v) siw es un proceso unitario (||w| =1), zr # 2o, ¥y
Rk — %0
lim ||zx — 20| = 0, lim —— = w.
k—ro0 k—o0 ||Zk — ZOH

El cono tangente a S en zy, denotado por Ts(zy), es el cono cerrado determinado por
los vectores unitarios w para los cuales existe una sucesion {zx} C S que converge

a zg en la direccion w.

Equivalentemente, Tg(zp) es el conjunto de todos los w € Z para los cuales existe

una sucesiéon {z;} C Sy una sucesién de nimeros positivos {¢;} tales que

2k — R0

lim €, = 0, lim =w.

k—o0 k—o0 €k
Como se muestra en [5, pag. 63-68|, la norma definida por (2.2.1) satisface que,
si {zx := (xy,ux)} converge a zy := (zg,up) en la direccién w := (y,v), se cumple

que

I(zk) — 1(20)
lim —————~ = I'(zg; w). 3.2.1
k—oo ||Zk — Z()H ( 0 ) ( )

I(z) — I(z0) — I'(20; (21, — 2 1
lfm () = I=0) ( (; G~ 20)) = —I"(zp; w). (3.2.2)
k—oo ||Zk — ZOH 2

Considerando lo anterior, podemos probar los siguientes resultados que estable-

cen condiciones necesarias de segundo orden, sin imponer condiciones de normalidad,
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con un argumento similar al del Teorema 1.2.4.

Teorema 3.2.4. Sea (xg,ug) € S para el cual existe (p, u) € A(L, xg,up). Sea
S1=851(p) ={(z,u) € S| pa(u(t)) =0 (0 € R, us(t) >0, teT)}.
Si (xo, ug) resuelve (P), entonces

J((zo, w0, p, 1t); (y,v)) = 0 para todo (y,v) € Cs, (x0,up).

Demostracion. Definimos

K(au) = (0,60 = lto). &) + [ Fltalt)u()it (.)€ 2

to

donde, para todo (t,z,u) € T x R" x R™,
F(t, @, u) = L(t,z,u) = (p(t), f(t, 2, 0)) + (u(t), o(w)) — (p(t), ).
Observemos que
F(t,2,u) = —H(t,z,u,p(t), u(t), 1) — (p(t), z)

y, si (z,u) € S, entonces

K(z,u) = 1)+ [ {u(0) p(u(®)de.

to

Notemos también que
S1={(z,u) € S| K(z,u) =I(z,u)}.

Como (xg,ug) € S1, (o, up) minimiza K en Sj.

Sea (y,v) € Cg, (xo,up) y sean § > 0y (x(-,€),u(-,€)) € S1 (0 < e <) tales que

(x(t,0),u(t,0)) = (xo(t),uo(t)) v (2e(t,0),uc(t,0)) = (y(t),v(t)).
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Entonces, g(€) := K(z(-,€),u(-,€)) (0 < e < 0) satisface
gle) = I(x(-,€),u(-,€)) > I(xg,up) = K(xo,u9) = g(0) (0<e<9).

Por otra parte,

Fm('%O(t)) = _Hz(f0<t)7p(t)v :u(t)7 1) - p*(t) = 07 (323)
Fu(Zo(t)) = —Hu(Zo(t), p(t), u(t), 1) = 0. (3.2.4)
Por lo tanto, ¢'(0) =0y 0 < ¢"(0) = J((zo, uo, p, 1); (y, v)). N

Teorema 3.2.5. Sea (zg,up) € S para el cual existe (p, i) € A(L, zg,up). St (zo, up)

resuelve (P), entonces

J((zo, uo, p, 1); (y,v)) > 0 para todo (y,v) € Ts, (o, uo).

Demostracion. Consideremos el funcional K (x,u) definido en la prueba del Teo-

rema 3.2.4. Observemos que
K" (xg,u0;y,v) = J(x,up;y,v) para todo (y,v) € Z.
Ademas, por las ecuaciones (3.2.3) y (3.2.4), se tiene que
K'(xg,up;y,v) =0 para todo (y,v) € Z.

Sea (y,v) € Tg, (o, up). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ||(y,v)|| =1y
sea {7} una sucesién en S; que converge a zy := (xg, up) en la direccién (y,v). Por

la ecuacién (3.2.2) y la minimalidad de zp, tenemos que

K(z) — K(z) 1 1
0 < lim s— = =K" (@0, uo; y,v) = =J (0, u0; ¥, v). O

Es importante mencionar que los conjuntos Cs(zp) y Ts(zo) pueden resultar muy
restrictivos y, en la mayoria de los casos, es muy complicado determinar si un proceso
estd o no en cualquiera de ellos. Por esta razon, es conveniente definir un conjunto
analogo al cono linealizado Rg(xg) cuya pertenencia resulte mas facil de verificar.

Para definirlo necesitaremos algunos conceptos previos.

41



Para todo u € R™ denotamos como
Io(u) == {a € R | pa(u) =0},
al conjunto de indices activos en u € R™, y definimos el siguiente conjunto:

7(u) = {h € R™ | g, (u)h < 0 (o € L(u)), ¥j(u)h =0 (B € Q)}.

Definicién 3.2.6. Para todo (xo,u) € S sea

L(xo,u0) :={(y,v) € Z | §(t) = A)y(t) + B(t)v(t) (vt € T), y(to) = y(t) = 0},

donde, al igual que en el capitulo anterior, A(t) = f.(To(t)) v B(t) = fu(Zo(t)),
y definimos al conjunto de procesos que satisfacen las restricciones tangenciales en

(x0,up) con respecto a S como

Rs(xo,uo) = {(y,v) € L(xg,uo) | v(t) € T(up(t)) (Vt € T)}.

Nota 3.2.7. Para todo (xg,uq) € S,

Cs(zo,u0) C Rs(xo,uo) v Ts(zo,uo) C Res(xo, uop).

Demostracion. Sean (y,v) € Cs(zo,up), 0 > 0y (z(-,€),u(-,€)) € S (0 < e <)

tales que
((t,0), u(t, 0)) = (zo(t),uo(t)) ¥ (xe(£,0),uc(t, 0)) = (y(t), v(t))-
Entonces, para todo 0 < e < 4,
#(t,€) = f(t,z(t, ), ult,€)) (VteT), =zt €) =&, x(ti,e) =&

Notemos que la propiedad (c¢) de Cg(zg,up) implica que las derivadas parciales

cruzadas de z(-, -) son iguales, por lo que
Te(t,0) = g(t) = fo(@o(t))y(t) + ful@o(t))v(t),
Y(to) = 7c(t0,0) =0 y y(t1) = 2(t1,0) =0
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y, por lo tanto, (y,v) € L(xg, ug). Ademés, para todo (t,€) € T x [0,9),

wo(u(t,e)) <0 (a € R), @s(u(t,e)) =0 (5€Q).

Para i € RUQ fijo, y t € T, definimos ~y(¢) := p;(u(t,€)) de modo que, 7/(0) =
oi(ug(t))v(t). Asi, sii € I,(ug(t)) entonces v/(0) <0,y siie @, ~(0)=0.

Para probar la segunda contencion, hacemos una ligera modificacién a la prueba
de [5, Proposicién 5.5.2]. Sean (y,v) € Ts(xo, o), {(xr,ux)} C Sy {ex} C RT tales

que en la norma de Z se cumple que

() — To, Uk, — Ug)

— (y,v).
€L

Notemos que esto implica que

(21 — o) (@r —20) . (ur —uo) .
——y, —— >y, ——— — v uniformemente en 7.
€k €L €L

En particular,

Tr(to) — xo(t o — &
y(to) = lim wlfo) = molto) G0
k—o0 €k k—o0 €L

= 0.

Andlogamente vemos que y(t;) = 0.
Luego, para t € T fijo, por el desarrollo de Taylor de f alrededor de (zo(t), uo(t)),

existe R; tal que

J@r(t)) = f(@o(t) + fa(Zo(t)) (2 (t) — 20(t))
+ Lul(@o(1)) (uk(t) = uo(t)) + Ru(wx(t) — wo(t), ur(t) — uo(t)),

Ri(x — xo(t), u — up(t))

(x,u)%(lalzg(lt),uo(t)) |(z — zo(t), u — up(t))]] =0
Por lo tanto,
sp—do S aw(t), ur(t)) — [t wo(t), uo(t))
€k - €k
— — Ri(z — t),u — t
N i = ) 4 oty - w) | Bl ‘””(ei v wlt)
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y, pasando al limite, obtenemos

Finalmente, si 5 € B, tenemos que

op(ug(t)) — ppluo(t))

/ RRT:
G (uo()o(t) = lim - — 0
y, si a € I,(up(t)), entonces
t
o (wo(®)o(t) = Tim Pale®) O
k—o0 €L

Definicién 3.2.8. Sea (xg,ug) € S. Diremos que (zg,ug) es un proceso reqular con

respecto a S si Cg(xg,ug) = Rs(xo,up) y un proceso T -reqular con respecto a S si
7‘-5'(3:07 UO) = RS($O> UO)'

En contraste con los casos anteriores, la regularidad se define en términos del
conjunto Cg(xg,ug) de tangentes curvilineos y no del cono tangente Tg(zo,ug). La
razén de esta eleccion es que las pruebas de algunos resultados que relacionan las
nociones de normalidad y regularidad en este contexto, estan basadas en el teorema
de la funcién implicita e involucran precisamente a los elementos de Cs(zg, ug) (ver
por ejemplo [19]).

Sin embargo, como se ha enfatizado, la prueba dada en [25] que muestra que
normalidad con respecto a S implica regularidad con respecto a S, en el caso de
dimension finita, asi como las generalizaciones al caso de restricciones isoperimétricas
establecidas en [5] y [9], se basan en propiedades del cono Tg(zo).

Ademads de S;(p), se definié un nuevo conjunto denotado por Sy que considera
unicamente las restricciones de igualdad y las de desigualdad correspondientes a
indices activos de (zg, ug), asi como su conjunto de direcciones criticas 7.

La normalidad con respecto a este conjunto se define de la misma manera que
con respecto al conjunto S pero, al no existir desigualdades en consideracién, no
existe la restriccién de signo que aparece en (i) de la Definicién 3.2.1, por lo que la
normalidad con respecto a Sy es una condicién mas restrictiva que con respecto a S.

Para (9, ug) € S fijo, definimos
So :={(z,u) € D | pa(u(t)) =0 (a € I,(up(t) UQ, YVt € T)},

44



To(u) :={h e R" | pi(u)h =0 (i € I,(u) UQ)}.

Definicién 3.2.9. Decimos que (xg,ug) € S es un proceso normal con respecto a
So o fuertemente normal si, dado (p, ) € X x U, que satisface
i pa(t)pa(uo(t)) =0 (a € R, Vt € T);
it p(t) = —A*(Op(t) [ = —H2(#0(t), p(t), u(t).0) ] (vt € T);
iti. 0 = B*(O)p(t) — " (wo(O)u(t) [ = Hi(Fo(), p(t), u(t), 0) ] (vt € T),
se tiene que p =0 y, por tanto, u = 0.

Aplicando la misma definicién al conjunto S;(x) obtenemos.

Definicién 3.2.10. Si (zg, ug, p, 1) € €, decimos que (g, ug) es normal con respecto
a S1(p) si, dado (z,v) € X x U, tal que
L va(t) >0 yve(t)pal(ue(t)) =0 (o € R, pua(t) =0, Vt€T);
. 2(t) = —A*(t)z(t) (Vt € T);
iii. 0 = B*(t)z(t) — @™ (uo(t))v(t) (Vt €T),

se tiene que z = 0 y, en consecuencia, v = 0.

Para v € R™ y o € RY, definimos

mi(u, p) = {h € R™ [ ¢ (u)h <0 (a € I,(u) NTo(u)),
pa(u)h =0 (B el(p)UQ)}

donde T'g(p) :={a € R| o =0} y I'(u) :=={ € R | o # 0}.
Asi, el conjunto de procesos que satisfacen las restricciones tangenciales con

respecto a S; = S1(u) es

Resy () (0, o) == {(y,v) € L(zo,u0) | v(t) € T1(uo(t), u(t)) (Vt € T)}.

Nuestro siguiente resultado muestra que, pese a que el conjunto S; depende de
t, el conjunto R, () (%o, uo) es independiente de dicho multiplicador, i.e., si (p, p) #

(q,v) € A(L,xo,up), en general Si(u) # S1(v) pero R, () (o, o) ¥ R, ) (@0, uo)

coinciden.

Proposicién 3.2.11. Si (zg,up) € S y (p, p) € A(L, z9,ug), entonces

Rsl(p)(ﬂﬁo,uo) = {(y,v) € Rs(ﬂio,uo) \ I’($07U0;y>v) = O}-
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En particular, R, u)(z0,u0) = Rs,w)(To, uo) para todo (q,v) € AL, zo, up).

Demostracion. Denotamos por

R, (o, uo) = {(y,v) € Rs(wo,uo) | I'(zo, uo; y,v) = 0}.

Consideremos el funcional K (z,w) definido en la prueba del Teorema 3.2.4,

K(z,u) = (p(t1),&) — <p(to),§o>+/tIF(t,w(t),U(t))dt ((z,u) € 2)
donde

F(t,x,u) = L(t,x,u) = (p(t), [t 2, w) + (u(t), p(u)) = (1), ©).

Sabemos que, si (x,u) € S, entonces

K () = I(au) + / (ut), plu(t)))d.

T

Ademés, para todo (y,v) € Z,

K'(xg,uo; y,v) = I'(x0, up; y,v) + /Tu*(t)gpl(uo(t))v(t)dt = 0.

Por lo tanto,

/T [(La(fo(t)) — p* (A(t) — *(0)u(t) +
(Lu(Fo(t)) — p* (O)B(E) + 1" ()¢ (o)) Jol0)]dt = 0.

Esto implica que
/T (Lo (Z0(t)y(t) + Lu(Zo(t))v(t))dt —
/T p* (1) (A(t)y(t) + B(t)v(t)) + p*()y(t)]dt + / 1 (1) (uo())v(t)dt = 0.

T
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Si (y,v) € L(xg,up), el lado izquierdo de la tltima ecuacion se transforma en

I'(xo, uo; y, v) —/T[p*(t)y(t)+P*(t)y(t)]dt+/u*(t)so'(uO(t))v(t)dt

T

= I'(20, w03 9,0) — [P (O] + / 1 () o (8)o (£)

q
= I'(xg, ug; y,v) + / Zuy(t)gp’w(uo(t))v(t)dt.
i
Si ademds (y,v) € Rg(xo, up), obtenemos
Fanuin o)+ [ Y palthei(u)or =0,
{alpa(t)>0}
Por lo tanto, (y,v) € Rg, (o, up) si y sélo si
| T mctmd o
{e|pa(t)>0}

Pero po(t)l,(up(t))v(t) < 0 (a € R, Vt € T), lo que implica que la integral se
anula si y sélo si ¢l (ug(t))v(t) =0 (o € R, pa(t) >0, Vt € T), ie., siy sélo si
(y,v) € Resy () (%o, uo). 0

3.3. Equivalencias de la condiciéon de normalidad

Antes de analizar la relacién entre las nociones de normalidad definidas previamente
y los multiplicadores de Lagrange asociados a una solucién de (P), asi como su
relacién con las condiciones de segundo orden que se deben cumplir, daremos algunas

caracterizaciones de esta condicidn.

3.3.1. r7-regularidad

Como se prueba en [39], la normalidad con respecto a los conjuntos Sy, S; y S, puede
caracterizarse en términos de los conos 7y, 7y v 7 definidos arriba. Para probar dichas

caracterizaciones necesitaremos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 3.3.1. Supongamos que, para algin (xo,ug) € S y q € X, existe una funcion
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v: T — RY tal que
Va(B)paluo(t) =0 (a € R, tET), ¢ ()B(t) = v ()¢ (uo(t)) (¢ € T).

Entonces v es continua a trozos en T, y continua en cada punto de continuidad

de ug.

Demostracion. Sean s € T, v := ug(s) y J := {i1,...,4,} el conjunto de indices
i € RUQ tales que @;(v) = 0. Para (i € R, i ¢ J) tendremos que ¢;(v) < 0y, por la
continuidad a trozos, existe un intervalo [a, b] que contiene a s donde ¢;(ug(t)) < 0,
por tanto, v;(t) =0 (i € R, i ¢ J, t € [a,]).

Definimos 7 := (v4,,...,v,)* v ¢ = (@iy,---,9;,)*, de modo que ¢'(v) tiene
rango p y |@'(v)@"™(v)| # 0. Reduciendo [a, b] si fuera necesario para que esta de-

sigualdad sea vélida en todo el intervalo y ug sea continua, tendremos entonces que

¢ (t)B(t) = 0" (t)§ (uo(t)) (¢ € [a,b])

y, multiplicando por ¢ (ug(t)), obtenemos

¢ () B(t)p" (uo(t)) = o7 ()¢ (uo(t))#" (uo(t))  (t € [a,b]).

Esta tltima ecuacién tiene una solucién continua 7, continua en el intervalo [a, b].

Explicitamente,

p(t) = ¢~ (1)@ (uo(t)) B (t)q(t)
donde ¢(t) = @' (uo(t))¢" (uo(t))- 0

Proposicién 3.3.2. Para (xg,ug) € S, son equivalentes
a. (xo,up) es normal con respecto a Sy.

b. z =0 es la unica solucion en X del sistema
2(t) = —A*(t)z(t), 2"(t)B(t)h =0 para todo h € To(up(t)) (Vt € T).

Si (o, up) satisface la condicion (b), se dice que es To-regular.

Demostracion.

(b) = (a): Supongamos que (p, p) € X x U, satisface f1,(t)@a(uo(t)) = 0 para
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todaa € Ry paratodot €Ty

p(t) = =A"(0)p(t), B (1)p(t) = " (uo(t))u(t).

Sea h € 1(uo(t)). Entonces

p*(t)B(t)h = Z pi(t)gi(uo(t))h =0

implicando, por (b), que p = 0.
(a) = (b): Sea z € X tal que

H(t) = —A*(D)2(t), 2" (H)B(t)h =0 para todo h € ro(up(t)) (Vt € T). (3.3.1)
Para cada t € T, sea
b= (i, p:) donde I(up(t)UQ = {ir,....ip}
y sea fi = (fu,, ..., fu;,) dada por
alt) == o7 ()¢ (uo(t)) B (t)2(t) (vt € T),
donde ¢(t) = ¢/ (uo(t)) ¢ (o(t)). Definimos pu(t) = (pa(t), ... , jtg(t))* como

0 en otro caso.

mﬁ%_{@ﬁ)gaegww»UQ

Claramente, pia(t)¢a(uo(t)) = 0 (@ € R, t € T) y " () (uo(t)) = p* ()¢ (uo(t))
(Vt € T'). Sea

G(t) = Lnxem — " (uo(t)) ™" (1) &' (uo (t)).

Notemos que ¢'(ug(t))G(t) = 0 (vt € T). Asi, si hi(t) (k = 1,...,m) denota la

k-ésima columna de G(t), tenemos que

@, (o)) =0 (G=1,....,p, k=1,...,m),

es decir, hy(t) € mo(ug(t)) vy, por (3.3.1), z*(t)B(t)hi(t) = 0. Obtenemos entonces
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que
Z()B(t) = p(t)¢' (uo(t)) = 2" (1) B(1)G(t) = 0 (3.3.2)

y, por el Lema 3.3.1, u € U,. Por tanto, (a) implica z = 0. ]

Para conjuntos definidos por igualdades y desigualdades se tienen las siguientes

equivalencias.

Proposicién 3.3.3. Para (xg,ug) € S, son equivalentes
a. (xo,up) es normal con respecto a S.

b. z =0 es la unica solucion en X del sistema
2(t) = —A*(t)z(t), =z*(t)B(t)h <0 para todo h € T(uy(t)) (Vt € T).

Si (xo, ug) satisface la condicion (b), se dice que es T-reqular.

Demostracion.

(b) = (a): Supongamos que (p, ) € X x U, satisface
ta(t) 20, pia(t)pa(uo(t)) =0 (v€R, teT),
p(t) = =A*(t)p(t), B ()p(t) = " (uo(t))p(t).

Sea h € T(u(t)). Entonces

p*(t)B(t)h = Zm(t)wé(uO(t))h <0

implicando, por (b), que p = 0.
(a) = (b): Sea z € X tal que

Ht) = —A*(0)2(t), 2 (O)B(E)h < 0Vh € r(ug(t)) (Ve T). (3.3.3)

Procediendo como en (a) = (b) de la prueba de la Proposicién 3.3.2, vemos que
hi(t) € 1o(uo(t)), pero 7o(uo(t)) € 7(ue(t)). Entonces, por (3.3.3),

Z(t)B(t)hi(t) <0 (k=1,...,m).
Sin embargo, como —hy(t) € 7o(ue(t)), la desigualdad anterior es, de hecho, una
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igualdad. Por lo tanto, de la ecuacién (3.3.2) obtenemos que

2 (t)B(t) = p* ()¢ (uo(t)) (3.3.4)

y, nuevamente por Lema 3.3.1, bastard mostrar que p,(t) > 0 (o« € R, t € T) para
obtener el resultado.

Para ver que, en efecto, u satisface esta condicion, consideremos la p x m matriz
definida por C(t) := ¢(t) '@ (ug(t)). Observemos que

A

C()" (uo(t) = Ly = ' (uo(1))C* (1) (3.3.5)

Por lo tanto, si i; € I,(uo(t)), las columnas &;(t) de la transpuesta de la matriz C/(t)

satisfacen lo siguiente:

—1 si k=i,

W(uo(t)(—¢;(t) = ’

o (uo(t))(=¢(1)) { 0 sk,
implicando que —¢;(t) € 7(uo(t)). De lo anterior obtenemos z*(t)B(t)¢;(t) > 0
(Vt € T), pero, por (3.3.4) y (3.3.5) i*(t) = z*(t)B(t)C*(t). Asi, si a € I,(uo(t)),
fia(t) > 0. O

Con una prueba analoga a la de la proposiciéon anterior se obtiene el siguiente

resultado.

Proposicién 3.3.4. Si (zg,ug) € S y pu € Uy satisface p1o(t) > 0 y pio(t)a(uo(t))
(e € R, t €T), son equivalentes:
a. (xo,up) es normal con respecto a Sy().

b. z =0 es la unica solucion en X del sistema
2(t) = =A*(t)z(t), z2*(t)B(t)h <0 para todo h € 11 (up(t), u(t)) (VteT).

Si (zo,ug) satisface la condicion (b), se dice que es Ti-reqular.

El siguiente resultado [39, Proposicién 3.6] muestra que normalidad fuerte im-
plica normalidad con respecto a S;(x) (1 como en la proposicién anterior) y ésta, a

su vez, implica normalidad débil.
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Proposicién 3.3.5. Sean (zo,up) € S y p € U, tal que
fa(t) =20, pa(t)pa(ug(t)) =0 (@ € R, VI €T)

y considere los siguientes enunciados:
i. (xo,ug) es To-reqular.
ii. (zg,uo) es 1 -regular.
iii. (zo,ug) es T-reqular.
Entonces (1) = (i) = (iii).
Demostracion.

(i) = (ii): Sea = € X tal que
) = —A"(1)2(t), 2 (O)BE)h < 0Vh € mi(uolt), u(t)) (vt € T).
Claramente 7o(u(t)) € 71 (uo(t), u(t)) pues, si h € o(uo(t)), se tiene que
) (uo(t))h = 0 para todo i € I, (ug(t)).

Entonces, por hipétesis, z*(¢)B(t)h < 0. Sin embargo, dado que 7p(ug(t)) es un
subespacio, tenemos que z*(¢)B(t)h = 0 implicando, por (i), que z = 0.

(ii) = (iili): Sea z € X tal que
2(t) = —A*(t)z(t), =2*(t)B(t)h <0Vh e 1(uy(t)) (VteT).

Como en el caso anterior, es facil ver que 7y (ug(t), 1(t)) € 7(up(t)). De modo que,
en particular, z*(¢)B(t)h < 0 Vh € 7i(uo(t), u(t)). Por lo tanto, (ii) implica que
z=0. [

3.3.2. Controlabilidad

En esta seccién mostramos que la normalidad con respecto a un conjunto .S, definido
por igualdades y desigualdades, es también equivalente a la controlabilidad de un
sistema lineal en T'.

Dadas las funciones matriciales C': T'— R™*™, D: T — R™™ y un subconjunto
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YV C U, tal que 0 € V, considere el siguiente sistema lineal

y(t) = C@)y(t) + D(t)v(t)

3.3.6
v e V. ( )

Definicién 3.3.6. Se dice que el sistema (3.3.6) es controlable sobre V si, para todo

w € R", existe v € V tal que la respuesta a

g(t) = C)y(t) + D)o(t), ylte) =0

satisface y(t1) = w.

Teorema 3.3.7. Un proceso (xo,up) € S es normal con respecto a S si y sélo si la

ecuacion

§(t) = A(t)y(t) + Bty (t) (3.3.7)

es controlable sobre

V= {v €Uy | v(t) € r(uo(t)) (vt € T)}.

Demostracion. Sea X (t) la matriz fundamental del sistema 2(t) = A(t)z(t) (la
parte homogénea de 3.3.7), principal en tg, es decir X (tg) = I,x,. Para v € U, la

solucion de
y(t) = A(t)y(t) + B(t)o(t), y(to) =0
esta dada por

y(t) = /t X (1) X1 (s)B(s)o(s)ds (t€T).

De modo que la controlabilidad del sistema sobre ) es equivalente a la suprayec-

tividad del mapeo x: V — R" dado por:

K(v) = /t " X(#)X () B(s)v(s)ds.

Notemos que (V) es un subconjunto con estructura de cono convexo que contie-
ne al 0, pues « es lineal y V es convexo y contiene a la funcién cero. Asi, si k(V) # R™,
entonces 0 es un punto de su frontera y, por [23, Teorema 2.2.4], existe un hiperplano

H que soporta a (V) en 0, es decir, existe v # 0 tal que in(fv) (v,w) = 0, por lo
WER
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tanto,

Yo eV, 0< (1,60) = (v, [, X)X (s)B(s)v(s)ds)

= fT <B*(5>X*_1(5)X*(t1)% v(s)) ds.

Observemos que y(s) := X*71(s)X*(t;)7, para s € T, es una solucién no nula de la
ecuacion g(s) = —A*(s)y(s), pues ésta es la ecuacién adjunta de la parte homogénea
de (3.3.7) y, como la desigualdad anterior se debe cumplir para toda v € V, se debera

satisfacer punto a punto, es decir,

(B*(t)y(t),h) > 0 Vh € T(up(t)) (VteT).
Por lo tanto, —y() es una solucién no nula del sistema

Ht) = —A*(D)2(t), (B (1)2(t),h) < 0Vh € r(u(t)) (VteT)

lo que implica, por la Proposicién 3.3.2, que (zg, up) no es débilmente normal. [
Anélogamente, se prueban los siguientes resultados.

Corolario 3.3.8. Un proceso (xg,ug) € S es normal con respecto a Sy si y solo si

la ecuacion
§() = ALy () + BHo() (3:38)

es controlable sobre

Vo={veV]|uv(t) € mlu(t)) (Vt € T)}.

Corolario 3.3.9. Si (zg,ug) € S y (p, ) € A(L, zo,up), entonces (xo, ug) es normal

con respecto a Sy(p) si y sdlo la ecuacion
y(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t) (3.3.9)
es controlable sobre

Vi = {veV]|u(t) € nult), ut)) (Ve T)}.
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3.3.3. Propiedad

En los problemas del capitulo anterior la condicién de normalidad resulté, como en
dimension finita, ser equivalente a una condicion del tipo Mangasarian-Fromovitz.
En esta seccién mostraremos que, bajo la hipétesis adicional de que la funcién con-
junto valuada I, (ug(t)) sea constante a trozos en T, la normalidad (con respecto a
S) en este contexto también es equivalente a una condicién de ese tipo. Para ello,

aplicaremos la Definicion 3.1.2 a dos subconjuntos mas de Z.

Definicién 3.3.10. Decimos que (zo,ug) € Z es normal con respecto a D si, dado
p € X que satisface

L p(t) = —A*(Dp(t)  (VE € T);

ii. B*(t)p(t) =0 (VteT),

se tiene que p = 0.

La definicién anterior es [19, Definicién 2.3], donde se considera un problema que
no esta sujeto a restricciones de igualdad ni desigualdad, es decir, se busca minimizar
al funcional I(z,u) sobre el conjunto D. En el mismo texto, se considera también
la normalidad de un proceso con respecto a un conjunto definido tinicamente por

restricciones de igualdad, [Definicién 4.4], como el que definimos a continuacion:

Se = {(z,u) € D[Vt € T, ps(u(t)) =0 (5 € Q)}.

Definicién 3.3.11. Decimos que (xg,ug) € Z es normal con respecto a S, si, dado
(p, ) € X X Uy—, que satisface

i p(t) = —A*(plt) (vt T);

i 0= B*(t)p(t) — @"(uo(t))u(t) (VteT),
(donde @ = (P41, -..,9,)) se tiene que p = 0 y, por tanto, u = 0.

Considerando lo anterior, como en [9], definimos el concepto de propiedad de la

siguiente manera.

Definicién 3.3.12. Diremos que (xo,ug) € S es propio con respecto a S, si satisface:
i. Si Q # 0, entonces (xg,ug) es normal con respecto a S.. Si, por el contrario,
no hay restricciones de igualdad, entonces (g, ug) es normal con respecto a D.
ii. Existe (y,v) € Rg(xo,up) tal que, para o € I,(up(t)) (Vt € T), se satisface
Paluo(t))v(t) < 0.
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Teorema 3.3.13. Sea (zg, up) € S tal que I,(ug(t)) es constante a trozos. Entonces

(o, up) es débilmente normal si y sélo si es propio con respecto a S.

Demostracion. Si (xg, up) es débilmente normal, satisface la condicién de norma-

lidad con respecto a D o a S, trivialmente. Ahora, si para cada t € T' definimos

@ = ((piu s 7901'1)) donde ij < [a(uo(t)) Y Q

entonces, para i; € I,(uo(t)), las columnas ¢;(t) de la transpuesta de la matriz

N

C(t) = (&' (uo ()@ (uo(t))") &' (uo(t))

satisfacen
—1 Si k = ij

so;<uo<t>><—éj<t>>:{ o uhze

Ademas, por la constancia a trozos, para a € R, la funcién ¢, : T'— R™ dada por

o) ::{ Galt) a € I(u(t))

0 en otro caso

es también continua a trozos.

Sea ¢(t) la unica respuesta al sistema

y(t) = A)y(t) + B(1) (Z ca(t)> . ylto) = 0.

aER

Por el Teorema 3.3.7, sabemos que existe v.(-) € V tal que si y.(-) es la solucién de

§(t) = A(R)y(t) + Bt)ou(t).  y(to) = 0

entonces se cumple que y.(t1) = §(t1).

Recordemos que
V=Avel,|vt)er(ult)) (VteT)}.
Por lo tanto, v(t) := v.(t) — >, ca(t) € V vy satisface que ¢/ (up(t))v(t) < -1 <0

para toda «a € I,(ug(t)), para todo t € T
Maés atin, si X (t) denota la matriz fundamental del sistema 2(t) = A(t)z(t) tal
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que X (to) = Inxn v y(+) es la solucién de

y(t) = A()y(t) + B(t)v(t), y(to) =0,

entonces

y(t1) = ye(t1) — 9(t1) = 0,

por tanto, (y,v) € Rg(zo,up), lo que muestra que la normalidad implica una condi-
cion del tipo Mangasarian-Fromovitz.
Reciprocamente, consideremos (p, ) € X X U, una solucién del sistema 3.1.2, es
decir,
Halt) 2 0, pa(D)palo(®) =0 (a € R, Vi€ T),

p(t) = —A"(O)p(t),  p"(t)B(t) = p (t)¢ (uo(t)) (vt €T)

y (y,v) € Rg(xo, up) tal que ¢, (up(t))v(t) < 0 para a € I,(up(t)) (Vt € T'). Entonces

/T“*(t)@,(uo(t))v(t)dt:/

T

p*(t)B(t)v(t)dtZ/p*(t) [9(t) — A(t)y(1)] dt

T

- / (O30 + 5 (O] dt = g (E)y(t) — P (to)y(to) = 0.

Por tanto, p.(t) =0 Va € R. Asi, si Q # 0, (p, 1) es una solucién de 3.3.11(i)-(iii) y
siQ =0, (p,u) satisface 3.3.10(i)-(iii). Por lo tanto, de la normalidad con respecto
aS.oaD, sesiguiequep=0y pu=0. [

Extender esta caracterizacion a Si(u) (con (p,pu) € A(L,xo,up)) no resulta in-
mediato como en los casos anteriores pues, ademas de la funcién de indices activos,

deberemos pedir que las funciones
Tot) = fa € R | pa(t) =0} vy To(t) = {a € R pa(t) >0},

definidas en el intervalo 1" sean también constantes a trozos para poder construir
una variacion (y,v) € R, (o, ug) que satisfaga las desigualdades de manera estricta.
Mads importante ain, a menos de que I'; (t) sea constante en 7', no es posible adaptar
la condicién 3.3.12(i), pues no podriamos asociar a Si(u) un conjunto S, definido
por igualdades (como S, a S).

Hemos encontrado asi una diferencia fundamental entre este problema y los an-

teriores, pues recordemos que esta caracterizacion de la normalidad fue crucial en
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las pruebas de [5, 9, 25] que muestran que normalidad implica regularidad, obte-
niendo asi condiciones necesarias de segundo orden para optimalidad en el cono Rg,.
Asimismo, la prueba de la equivalencia entre normalidad con respecto a S;(\) y uni-
cidad del multiplicador A que se da en [23, Teorema 3.10.4] depende explicitamente
de la condicién estricta de Mangasarian-Fromovitz.

Considerando lo anterior, dada una solucién (xg,ug) de (P) y un multiplicador
de Lagrange (p,u) € A(L, xg,up), es natural preguntarse jcudl es la relacién entre
la condicién de normalidad con respecto a Si(u), la unicidad de (p, i) y el signo de
J((zo, w0, p, 1); (+,+)) en el cono R, (zo, u)? Intentamos responder estas interrogan-

tes en las siguientes secciones.

3.4. Normalidad y unicidad de multiplicadores de
Lagrange

En esta seccién, hacemos un anélisis de la relaciéon entre los distintos tipos de norma-
lidad definidos en la seccién previa y la unicidad de los multiplicadores de Lagrange
para el problema de control 6ptimo pues, como mencionamos en la introduccién, el
tema de la unicidad ha recibido poca atencién.

Ademas del trabajo de Malanowski [32], donde se dan condiciones de suficiencia
para la unicidad, no parece haber en la literatura textos donde se busque carac-
terizarla. En algunas referencias como [19] o [24], se prueba la siguiente condicién
suficiente para unicidad, como parte de un resultado referente a condiciones de se-

gundo orden.

Nota 3.4.1. Si (x,ug) es una solucion de (P) fuertemente normal, entonces existe
un unico par (p, ) € X X U, tal que (p, ) € A(L, o, up).

Demostracion. Por Proposicién 3.3.5 sabemos que la normalidad fuerte implica
normalidad débil, por tanto, existe (p,u) € A(L,xo,up). Supongamos que (g, V)
también pertenece a A(L, xg, ug). Tenemos entonces

i (1o — va)(Dgaluo(t) = 0 (o € B, ¥t € T

i [g— ] () = —A°() [g— pl (8) (Ve T);

iii. B*(t) [q —pl (t) = @™ (uo(t)) [n — V] (t) (Vt€T),
implicando, por normalidad fuerte, que p=qy u =vr. O]

Sin embargo, esta hipdtesis puede debilitarse y, dado (p,u) € A(L, xg,up), la
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unicidad se sigue si el proceso es normal con respecto a S;(u), como mostramos a

continuacion.

3.4.1. Los resultados de Kyparisis y Wachsmuth en control

optimo

Teorema 3.4.2. Sea (xg,up) € S y suponga que existe (p,pn) € X x U, tal que

(p, 1) € AL, zo,up). Si (xg,up) es normal con respecto a S1(p), entonces A(L, xq, up)
={. )}

Demostracion. Supongamos que (p, ii) € A(L, xo,up) y sea (q,v) := (p—p, i— ).
Mostraremos que (g, v) satisface las condiciones de la Definicién 3.2.10. Sia € Ry

ta(t) = 0, entonces

Va(t) = la(t) >0y Va(t)paluo(t)) = fa(t)paluo(t))

y entonces 3.2.10(i) se satisface. Las otras dos condiciones, 3.2.10(ii) y 3.2.10(iii) se

siguen de
q(t) = p(t) = p(t) = —A"(t)q(t) (VteT),
B*(t)q(t) = B*()(p(t) — p(t)) = " (uo(®))v(t) (vt €T).
Como (zg,uy) es normal con respecto a Si(u), (¢,v) = (0,0). O

El teorema anterior corresponde, en los problemas previos, al resultado de sufi-
ciencia para unicidad de los Teoremas 1.3.3, 2.1.11 y 2.2.9. El reciproco, sin embargo,
no necesariamente es cierto en este contexto pues, si (g, ug) no es normal con res-
pecto a S;(p), existe (¢,v) € X x U, con ¢ # 0 satisfaciendo 3.2.10(i)-(iii) pero,
contrario a los casos anteriores, no podemos garantizar que v pueda ser elegido de

forma que
max{|ve(t)] : a € T (1)} <min{u,(t) :a €T (1)} (VteT),
donde I';.(t) = {a € I,(uo(t)) | pta(t) > 0}. De esta forma se implicaria que
(1) = (0 + ¢, p +v) € AL, w0, o).

Los siguientes ejemplos ilustran como esta implicacién, efectivamente, puede no
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OCUrTIT.
Ejemplo 3.4.1. Considere las siguientes funciones:
ft,o,u) =u, Lt,o,u)=tu(2—u)/2, ¢u)=u®—1
Sea xy € X arbitrario y defina

u(t) :=

{1 si te[—1,0]

—1 si te(0,1].
Sea (xq, ug, p, 1) € €. Por la Definicién 3.1.3, tenemos que
p(t) 20, p(t) =0, pt)==t1—uo(t)) +2uo(t)u(t) (t€[-1,1)).
Asi, p es una constante que satisface

) 2u(t) si te[-1,0]
P2 2t —2ut) si te(o1].

Como pu(t) > 0 para toda t € [—1,1], de la primera relacién obtenemos p > 0y de
la segunda p < 2t para todo t € (0, 1], lo cual se cumple sélo si p < 0. Por lo tanto,

o0 siotel-1,0]
Mw_{t si te(0,1].

p=0y

Lo anterior implica que A(L, g, uo) = {(p, ) }. Sin embargo,

(q(2), v(1)) = (2,uo(t)) # (0,0)

satisface las condiciones de 3.2.10, pues v(t) > 0y v(t)p(uo(t)) = 0 para todo
t € [—1,1] tal que p(t) = 0, i.e., para todo t € [—1,0]. Por otro lado, ¢(t) = 0y
q(t) = 2up(t)v(t) = 2 para todo t € [—1, 1]. Por lo tanto, (zg,ug) no es normal con
respecto a Sy(p).

Una situacion similar ocurre en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.4.2. Considere las siguientes funciones:
f(t,z,u) =u, L(t,z,u)=0b{t)u, )= (u?—-1)/2

60



donde
0 st te[-1,0
b(t) := { st te[-1,0]

t? si te(0,1].

Sea xy € X arbitrario y defina

toft) ::{ 1 si te[-1,0]

—1 si te(0,1].

Notemos que, si (p, ) € A(L, xg, up), entonces

(t) >0, pt) =0, p(t)=b(t) +uo()u(t) (t€[-1,1).
Por lo tanto, p es una constante que satisface

B { u(t) si te[-1,0]

|l 2—pu) si te(0,1].

Como p(t) > 0 para todo t € [—1, 1], de la primera relacién obtenemos que p > 0y,
de la segunda, p < t* para todo ¢t € (0,1] y entonces p < 0. As{ p = 0 y por tanto
p = b. Esto implica que (p, i) es el tnico par tal que (zg, ug, p, ) € €.
Consideremos ahora al par (¢,v) con ¢ = 1y v(t) := ug(t) (t € [-1,1]). Este
satisface 3.2.10(i) pues
V(1) > 0y w(t)p(ug(t)) = 0

para todo t € [—1,1] tal que u(t) = 0, esto es, todo ¢t € [—1,0]. Mas atn, ¢(t) =0
y q(t) = uo(t)v(t) = 1 para todo ¢t € [—1,1] y entonces 3.2.10(ii) y 3.2.10(iii) se
satisfacen. Como (q,v) # (0,0), concluimos que (xg, ug) no es normal con respecto

a Si(p).

Notemos que, en los ejemplos anteriores, la dindmica estd dada por f(¢,z,u) =
u, lo que muestra que ain en el caso (mdas simple) de célculo de variaciones, la
normalidad con respecto a S;(¢) no es una caracterizacién de la unicidad de los
multiplicadores si las restricciones son puntuales. Dicho de otra manera, el resultado
de Kyparisis no es valido para estos problemas.

Lo contrario ocurre con el resultado principal de Wachsmuth en [44], el cual si
tiene contraparte en este contexto. Denotemos por F(zg,up) al conjunto de todas

las L que satisfacen las hipdtesis de suavidad dadas al inicio de este capitulo y tales
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que (zg,ug) resuelve el problema P(L) de minimizar

I(z,u) = / Lt (1), u(t))dt

to

sujeto a que (z,u) € S.

Teorema 3.4.3. Sea (xo,ug) € S. Entonces son equivalentes:
a. (xo,up) es fuertemente normal.

b. A(L, xo,up) es unitario para toda L € F(xq,up).

Demostracion.

(a) = (b): Es precisamente la Nota 3.4.1.

(b) = (a): Para todo vy € RUQ yt € T, sea pu,(t) = 1si v € I(up(t)) y
p(t) = 0 en caso contrario. Definamos L(t, z,u) := —(u(t), ¢(u)). Notemos que,

para todo (x,u) € S, se cumple

t1 t1

I(xg,up) = / L(t,xo(t), up(t))dt =0 < / L(t,x(t),u(t))dt = I(x,u)
to to

y, por tanto, L € F(xg,ug). Claramente, (xq, ug,0, ) € &, i.e., (0, u) € A(L, xq, ug).

Observemos que, para este caso,

H(t, 20,0, (), 1) = —L(t,2,) — {(u(t), () = 0.

Sea (¢q,v) € X x U, satisfaciendo
L Va(t)pa(uo(t)) =0 (x € R, YVt € T);
i g(t) = —=A*(t)q(t) (Vt € T);
iii. B*(t)q(t) = @ (uo(t))v(t) (Vt € T).
Para probar que (¢,v) = (0,0) y poder concluir (a), definamos

el y ﬁ(ﬂ:z% (yeRUQ, teT)

i (t) = (1) +

donde
f=1+max{|va(t)] : a € I, (uy(t)), Yt € T}.

Veamos que (zg, ug, p, t) € €. En efecto, 3.1.3(a) se cumple pues si, @, (uo(t)) = 0,

entonces

fat) = 22D +;‘“(t> >0
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¥, S @a(up(t)) < 0, entonces fiq(t)pa(up(t)) = 0. Por 3.1.3 (b) y (c) se tiene que

p(t) = 1 _ — /2 (@o(1))

= %) = —f(@(1)p(t) = —A*()p(D).

Similarmente,

Br(t)p(t) = fu(@o(®))p(t) = fi(Fo(t) —= = " (Fo(t)) —=
Ly (Zo(1)) + ¢ (Zo(1)) 1(t).

De lo anterior concluimos que (p, j1) € A(L, xg, ug). Asi, por (b), (p, 1) = (0, ) y en

consecuencia (g, v) = (0,0). O

3.4.2. Caracterizacion de la unicidad de los multiplicadores

de Lagrange

Como ilustran los ejemplos 3.4.1 y 3.4.2, dado un multiplicador (p, i), en contraste
con los casos anteriores, la normalidad con respecto a S () no es una caracterizacién
de la unicidad de dicho multiplicador. Por ello, en esta seccién introducimos una
nueva condicién que depende también de un multiplicador (p, u), resulta ser una
consecuencia de la normalidad con respecto a Si(u), implica la normalidad con
respecto a S y es, en efecto, necesaria y suficiente para la unicidad del multiplicador
de Lagrange.

Esta nueva caracterizacion constituye una importante contribucién a la teoria de

unicidad de los multiplicadores de Lagrange en el contexto de control éptimo.

Definicién 3.4.4. Dada p € U,, decimos que un proceso (zo,ug) € S satisface la
condicion K(p) si, dado (q,v) € X x U, satisfaciendo
L Ua(t) + ta(t) >0 y va(t)pa(up(t)) =0 (€ R, YVt €T);
. 4(t) = —A*(t)q(t) (Vt € T);
iii. B*(t)q(t) = " (uo(t))v(t) (Vi € T),

se tiene que ¢ = 0 lo que, a su vez, tmplica que v = 0.

Nuestro siguiente resultado muestra que, en efecto, esta condicién caracteriza la
unicidad de un multiplicador de Lagrange (p, ) € A(L, zo, up).
Teorema 3.4.5. Sea (z9,uy) € S para el cual eziste (p, ) € A(L, x,up). Entonces
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los siguientes enunciados son equivalentes:
a. (xo,up) satisface la condicion K(u).

b. A(L,xg,UO) = {(pv :u)}

Demostracion.

(a) = (b): Supongamos que (p, 1) € A(L,zo,uo) y sea (q,v) = (D — p,[i — j1).
Mostraremos que (g, ) satisface las condiciones de la Definicién 3.4.4. Si o« € Ry

t € T, entonces

Va(t) + pa(t) = fa(t) 20y vat)pa(uo(t)) = [fa(t) = pa(t)] @a(uo(t)) =0

y, por tanto, 3.4.4(i) se satisface. Las condiciones 3.4.4(ii) y (iii) se siguen de
q(t) = p(t) — p(t) = —A*(t)q(t) (VL€ T),

B*(t)q(t) = B*()(p(t) — p(t)) = " (uo(t))v(t) (vt €T).

Como (zg, ug) satisface la condicién K(u), (¢,v) = (0,0).

(b) = (a): =(a) = =(b): Supongamos que (o, up) no satisface la condicién
KC(1). Entonces existe (¢,v) € X x U, satisfaciendo 3.4.4(i)-(iii). Como se verifica
facilmente, (p, 1) := (p+ ¢, +v) € A(L, zo,up). En efecto,

fiat) 20y fia(t)pa(uo(t) =0 (a€R, teT)
y, para todo ¢ € T,
p(t) = p(t) + () = —A*(t)p(t) + L; (&0 (1)),
B (t)p(t) = B*(t)(p(t) + q(t)) = Ly (To(t)) + " (uo(t) iu(t).

Por lo tanto, como (ﬁ7 /l) 7_é (p7 M)? A(L7x07u0) % {<p7 M)} [

La siguiente proposiciéon muestra la conexién entre (i) y las nociones de nor-

malidad débil y normalidad con respecto a Sy (u).

Proposicién 3.4.6. Sea (xg,ug) € S y supongamos que (p, ) € A(L,xg,ug). En-
tonces, (xg,up) es normal con respecto a Sy1(pn) = (xg,uo) satisface la condicion

K(p) = (xo,up) es normal con respecto a S.

Demostracion. Supongamos que (g, ug) es normal con respecto a Si(u) y (gq,v)
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satisface las condiciones 3.4.4(i)-(iii). La primera implicacién se seguird si mostra-
mos que (g, v) satisface 3.2.10(i)-(iii). Asi, es suficiente probar que 3.4.4(i) implica
3.2.10(i), lo cual se cumple porque v,(t) + pa(t) > 0 para todo o« € R y para todo
t € T, implicando asi que v,(t) > 0 para todo a € R para el cual u,(t) =0 (Vt € T').

Para la segunda implicacién, si (zo, ug) satisface K(u) y (g, v) satisface 3.1.2(i)-
(iii), como antes, es suficiente probar que 3.1.2(i) implica 3.4.4(i), lo cual es claro

porque fio(t) >0y va(t) >0 (e € R, t€T). ]

Nuestro siguiente resultado muestra qué hipétesis adicional se requiere para que
la condicién IC(p) y la normalidad con respecto a Si(u) sean equivalentes. En otras
palabras, da una condicién suficiente para que la caracterizacion de Kyparisis sea

vélida para (P).

Nota 3.4.7. Sea (zo,up) € S y supongamos que (p, ) € A(L, xg,ug). Como en el

Teorema 3.4.2, definimos
[ (t) = {a € L(uo(t)) | pa(t) >0} (t€T).

Siinfier {pa(t) | @ € T (t)} > 0, entonces (zo, up) es normal con respecto a Sy(p) <
(x0,up) satisface K(p).

Demostracion. La primera implicacion la tenemos por la Proposicién 3.4.6. Para
el reciproco observe que, si (zg,up) no es normal con respecto a Si(u), entonces
existe (q,v) satisfaciendo las condiciones 3.2.10(i)-(iii) con ¢ # 0 y, en vista de

nuestra hipotesis, v puede ser elegido de forma que
max {|v,(t)| o € I (t)} <min{u.(t) :acl'y(t)} (VteT).

Sea (p, 1) := (p+ ¢, + v). Probaremos que (p, 1) € A(L, zg,up) y, como (p, 1) #

(p, 1), (p, 1) no es unico, lo que por Teorema 3.4.5 implica que (zg, up) no satisface

K(p).

Notemos primero que, para todo t € T', se tiene que
p(t) = B(t) + q(t) = =A"(0)p(t) + L} (Fo(1)),
Br()p(t) = B*(t)(p(t) + q(t)) = Ly, (Zo(t)) + " (uo(t)) /(1)

y, por tanto, 3.2.10(ii) y (iii) se satisfacen. Para ver 3.2.10(i), consideremos a € Ry
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t € T. Sipa(t) =0, entonces fiy(t) = vq(t) > 0. Si py(t) > 0, entonces

fo(t) = pa(t) + va(t) > min p;(t) + ve(t) > max |v(t)] + va(t) > 0.
i€l (1) el (1)

Finalmente notemos que, si @, (up(t)) = 0, entonces fio(t)@a(uo(t)) = 0y, si
©a(ug(t)) <0, por 3.2.10(i) ua(t) =0y por 3.4.4(i),

0= Va(t)pa(uo(t)) = fra(t)paluo(t)). 0

3.4.3. Unicidad y 7-regularidad

Como con las nociones de normalidad, buscamos caracterizar la condicion KC(p) en
términos de los conos 7 introducidos en [39] ya que, en sus definiciones originales,
éstas dependen de un sistema definido por parejas (¢, v) € X x U,, mientras que las
caracterizaciones dependen explicitamente sélo de una de ellas lo que, generalmente,
permite que se verifiquen mas facilmente.

Con este fin, introducimos un nuevo tipo de regularidad de la siguiente manera.

Definicién 3.4.8. Dados (zg,ug) € S y u € Uy, diremos que (zo,uo) es 7(p)-reqular

st 2 =0 es la unica solucion en X del sistema

5(t) = —A'(2(1), [ (OBE) + 1 (O (wo())]h < 0 Vh € T(uolt)) (vt € T).

Teorema 3.4.9. Sean (xo,up) € S y p € Uy con pia(t) > 0 y pia(t)oal(ue(t)) =0
(v € R, Yt € T'). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a. (xo,ug) es 7(u)-reqular.

b. (xg,ug) satisface la condicion K(u).
Demostracion. Sea o(t) := u*(t)yp'(ug(t)) (Vt € T).
(a) = (b): Supongamos que (¢,v) € X x U, satisface 3.4.4(i)-(iil). Si A := v+ p,
notemos que A\, (t) > 0y Ao(t)pal(uo(t)) =0 (o € R, Vt € T'). Ademds
q(t) = =A*(t)q(t), B (t)q(t) = " (uo(t))(A(t) — pu(t)) (vt €T).

Sea h € T(ug(t)). Tenemos entonces que

¢"(O)B(t)h = (\"(t) — p(£))¢ (uo ()b (VL € T)
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y, por tanto,
q

[ ()B(t) + o (O] h =) Ai(t)&i(uo(t))h < 0

i=1
implicandose por (a) que ¢ = 0.
(b) = (a): Sea z € X tal que

2(t) = —=A*(t)z(t), ["(t)B(t) +o(t)]h <0 para todo h € T(ug(t)) (t€T).
Como en la prueba de 3.3.2, para cada t € T', definimos
Q= (@i, pi,)" donde I,(ug(t)) UQ = {ir,... ip}
y U= Viy,...,v,)* por
D(t) = ¢~ (1)@ (uo(t)) B* (t)2(t) (Vt € T)

donde ¢(t) = @' (up(t))@" (uo(t)) (vt € T'). Notemos que, dado que ¢(t) es simétrica,
también ¢! lo es. Sea v(t) = (11(t),...,v,(t))* donde

Vo(t) =

{ v (t) a=i., r=1,...,p

0 en otro caso.

Claramente, v, (t)pa(uo(t)) =0 (€ R, t€T) y

! (), (1)
¢ (ualt)i(t) = s = ¢ (w®)(1)

j=1 ﬂ(u0<t))ﬁij (t)
y transponiendo obtenemos que, para t € T, 0*(t)@' (uo(t)) = v*(t)¢' (uo(t)). Luego,
G(t) = Lxm — ¢ (uo(t)) ™ ()¢ (uo(t))

satisface que @' (uo(t))G(t) =0 (Vt € T). Si hi(t) (k= 1,...,m) denota la k-ésima

columna de G(t), tendremos que
@, (o)) =0 (G=1,....,p, k=1,....m).
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Asi, hi(t) € T(uo(t)) v, por tanto, [2*(t)B(t) + o(t)] he(t) <0 (k= 1,...,m), pero
—hy(t) también satisface esta desigualdad, por lo que [2*(t)B(t) + o(t)] hx(t) = 0.

Notemos ademds que o(t)G(t) = 0, de donde obtenemos
0=[z"()B(t) + o(t)] G(t) = 2" (1) B(t) — v* ()¢ (uo(t)).

Por lo tanto,
B*(t)z(t) = ¢" (uo()v(t) (Vt€T).

Por el Lema 3.3.1 concluimos que v es continua a trozos y, por tanto, también
v+ p. Resta verificar que v, () + i (t) > 0 (o € R, Vt € T'). Para ello, consideremos
la matriz C(t) de la Proposicién 3.3.3, definida por C(t) := ¢~ (¢)@' (uo(t)). Tenemos

entonces que

A

C)@" (uo(t)) = Tyxp = ¢/ (uo(1))C(2).

Por lo tanto, si &(t) denota la j-ésima columna de C*(t) y {e,} la base canénica en

RP (5 =1,...,p), entonces

Como hemos visto, si i; € I,(uo(t)), entonces

~1 si k=i,

w;<u0<t>><—éj<t>>:{ 0 u bz

implicando que —¢;(t) € T(ug(t)). Por tanto [2*(t)B(t) + o(t)] ¢;(t) > 0 (Vt € T),

pero

donde fi(t) := (i, - .., pi,)*. Por lo tanto,
Ua(t) + fia(t) > 0 para todo a € I,(uo(t))

y esto completa la demostracion. O]
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3.5. Sobre condiciones de segundo orden

En la seccién 3.2 hemos explicado por qué seria conveniente establecer condiciones de
segundo orden para (P) en términos de los conos determinados por las restricciones
tangenciales (Rg, Rs, 0 Rs,) v no de los conjuntos de tangentes secuenciales y
curvilineos (7g, y Cs,) como se hizo anteriormente. Sin embargo, bajo hipétesis
de normalidad, no es mucho lo que podemos decir sobre el comportamiento de
J((zg, o, p, 11); (+,-)) en ninguno de estos conos.

Uno de los resultados que relacionan estos conceptos (normalidad, condiciones
en Rg) es el siguiente, el cual se obtuvo en [19, Teorema 6.7] reduciendo el problema

original a uno que involucra inicamente restricciones de igualdad.

Teorema 3.5.1. Sea (vo,up) € S y suponga que existe (p,pu) € X x U, tal que
(2o, ug, p, 1) € E. Si (xo,up) resuelve (P) y es un proceso normal con respecto a Sy,

entonces

J((zo, w0, p, 1); (y,v)) > 0 para todo (y,v) € Rs,(xo, uo)

donde, recordemos,
Rs, (o, ug) == {(y,v) € L(xo,up) | v(t) € To(uo(t)) (Vt € T)}.

Este resultado es aplicable a una clase muy particular de problemas pues, como
se muestra en el siguiente ejemplo, la conclusion de este teorema puede no ser valida

si debilitamos la hipétesis y suponemos normalidad débil y no normalidad fuerte.

Ejemplo 3.5.1. Sean a > 0, k > 1. Consideremos el problema de minimizar

I(2,u) = /0 (us(t) — uy (1)}t

sujeto a (z,u) € Z y

2(t) = 2ua(t) — (k + Dui(t) + aui(t) (¢t €[0,1]);
x(0) = z(1) = 0;
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En este caso, tenemos

H(t,x,u,p, p) =
p(2ug — (k+ Duy + auj) 4+ uyp — ug — gy (ug — up) — po(ug — kuy),

por lo que H,(t,x,u,p, ) =0,

H,(t,z,u,p,p) = (—p(k+ 1) — i + kpo + 1,2p + 1 — po — 1, 2apus),

00 O
Hy(t, z,u,p, ) =10 0 0
0 0 2ap

por lo cual, para todo (z,u,p,pu) € Z X X xUs y (y,v) € Z,

H(aup.: () = = | 2ap(e)ed(e)ie

Es fécil verificar que (xg,u9) = (0,0) es una solucién de (P). Probaremos que
si p* = (1, pu2) = (0,1) y p = 1, entonces (xg, ug,p, ) € €. En efecto, 3.1.3 (a)
se satisface de manera trivial pues, I,(uo(t)) = {1,2}. Como A(t) = f.(Zo(t)) =0
y L.(Zo(t)) = 0, 3.1.3 (b) implica que p(t) = 0, lo cual se cumple puesto que p es
constante. Finalmente, como ¢} (u) = (1,—1,0), @)(u) = (—k,1,0) y

B(t) = fu(Zo(t)) = (=(k+1),2,0),

tenemos que

P(OB() = (—(k+1),2,0) = (~1,1,0) + (0,1) (jk _11 g)

= Lu(Zo(t)) + 4" (1) (uo(t)),
y, transponiendo, obtenemos 3.1.3(c). Por otra parte,
To(uo(t)) = {h €R®* | hy —hy =0, hy — khy =0},
7 (uo(t), u(t)) = {h € R®* | hy — hy <0, hy — khy = 0},

T(ug(t)) = {h € R® | hy — hy <0, hy — khy < 0}.
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Note que el sistema
Z(t) = —A*(t)z(t) =0, 2"(t)B(t)h = z(t)(—(k+ 1)h1 +2h2) =0

para todo (hy, he, h3) € To(ue(t)) (Vt € T) tiene soluciones no nulas. Por lo tanto,
(0, up) no es normal con respecto a Sp.

Si consideramos 7 (ug(t), 11(t)), el sistema anterior se transforma en
2(t) =0, =z(t)(ha—hy) <0

para todo (hy, ho, hs) € T (ug(t), u(t)) (Vt € T), el cual también tiene soluciones no
nulas por lo que (xg, ug) no es normal con respecto a S ().

Finalmente, el sistema
2(t) =0, z(t)(—(k+1)h1 +2hy) <0

para todo (hy, ha, hs) € T(uo(t)) (Vt € T), tiene como unica solucién z = 0 pues,
para cada t € T, (1,1,0) y (1,k,0) pertenecen a 7(uo(t)) lo que implica z(t) > 0y
z(t) < 0. Por lo tanto, (29, up) es normal con respecto a S.

Sean v = (0,0, 1), y = 0. Notemos que (y,v) € Rg,, pues satisface
y(0) =y(1) =0, y(t) = —(k + Do (t) + 20q(t), v(t) € To(uo(t)) (Vte€T)

y J((‘r()’u()ap? /’L)ﬂ (y,U)) = —2a < 0.

Notemos que en este ejemplo 'y (t) = {2}, por lo que infer{us(t)} =1 > 0.
Por la Nota 3.4.7 podemos concluir que el multiplicador (1, (0,1)) no es tunico. De

hecho, el sistema de la Definicién 3.4.9 de 7(u)-regularidad es
2(t) =0, (—z(t)(k+1)—k)hi+ (22(t) +1)ha <0 (3.5.1)
para todo (hy, he, hs) € T(up(t)) (Vt € T'), tiene soluciones no nulas, y
Aluz(t) —ua(t),(0,0)) = {(q; A) [ ¢ = 142, (A, A2) = (0,1) + (v1, 1) }

donde z es solucién del sistema (3.5.1) y v = ¢~1¢/'B*z. Note que en este caso

particular las funciones son constantes.
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Nuestro siguiente ejemplo ilustra la situacion opuesta, una solucion fuertemente

normal para la cual existe (y,v) € Rg(xo,uo) tal que J((xg, uo, p, 1); (y,v)) < 0.

Ejemplo 3.5.2. Consideremos el problema de minimizar

I(x,u):/o —exp(—us(t))dt

sujeto a (z,u) € Z y

B(t) = ur(t) +u3(t) (¢ €[0,1]);
z(0) = z(1) = 0;

us(t) >0 (t€0,1]).

—Uug

En este caso, H(t,x,u,p, i) = p(u; + u3) + pyus + €2, y tenemos

Hu(taxvuapv N) = (p7 2pu2 + M1 — e_UQ)a

0 0
Huu(ta x? u7p7 ILL) =

0 2p+e™

de modo que, para todo (z,u,p,u) € Z x U, y (y,v) € Z,

T((@,w,p, 1) (9, 0)) = — / (2p(t) + =) o2 (1)t

Claramente, (xg,ug) = (0,0) resuelve el problema. Como f,(¢,z,u) = (1,2us),

Lu(tax>u) = (07 e_w) y 90,<u) = (07 _1>7 (x0>u07p7 M) es un extremo si p(t) =0 y

o)r= () ()

Asi, (xo, ug, p, pt) es un extremo si (p, ) = (0,1). Observemos que
70(uo(t)) = 11 (up(t), u(t)) = {h € R?* | hy = 0},

(uo(t)) = {h € R? | —hy < 0}
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Entonces, z = 0 es la tnica solucion del sistema
2(t) =0, z(t)hy =0 para todo (hi,ha) € To(up(t)) (VteT)

y, por lo tanto, (xg,ug) es normal con respecto a Sy. Luego, si (y,v) = (0, (0,1)),
se tiene que (y,v) € Rg(xo,up) pues v(t) € 7(up(t)) y y(t) = vi(t) (Vt € T),
y(0) = y(1) = 0, pero J((xo,uo, p, ); (y,v)) = —1 < 0.

En vista de estos ejemplos, el resultado del Teorema 3.5.1 es muy débil en compa-
racion con el resultado principal que se tiene en el caso en dimensién finita (Teorema
1.2.12), generalizado al caso de célculo de variaciones con restricciones isoperimétri-
cas (Teoremas 2.1.6), en los cuales se supone normalidad con respecto a Sy y se
puede asegurar que la segunda variacién es no negativa en el conjunto de restriccio-
nes tangenciales correspondiente a S; mientras que, en 3.5.1, se supone normalidad
con respecto a Sy (que en general es una hip6tesis mas fuerte que la normalidad
con respecto a Sp) y la condicién de la segunda variacion se satisface en Rg, (un

conjunto, en general, menor que R, ).

3.5.1. Una conjetura sobre S;-normalidad

Con base en la observacién anterior y el Teorema 3.4.2; es natural hacer la siguiente

conjetura (la contraparte del Teorema 1.2.12), planteada por primera vez en [31].

Teorema 3.5.2. Sea (xg,up) € S para el cual existe (p,pu) € X x U, tal que

(20, ug, p, ) € E. Si (xg,up) resuelve (P) y es normal con respecto a S1(u), entonces

J((x07 Uo, P, M)7 (ya U)) Z 0 para todo (ya U) € RSl (ZE(),U()).

Algunas pruebas parciales del Teorema 3.5.2 pueden encontrarse en [31, Teorema
3.3], donde se supone que el conjunto U es convexo, [46, Teorema 4.1], donde las
funciones I, (ug(t)), T'o(t) y I'; () son constantes a trozos y, mas recientemente, en
[15, 16, 38|, donde la funcién del costo no depende de z, es decir, L(t, z,u) = L(t, u).

Recordemos que, en los casos previos, la implicacién que permitié probar la

condicion de segundo orden fue la siguiente:
Normalidad (con respecto a S) implica reqularidad (con respecto a S).

Notemos que si éste fuera el caso para (P), por el Teorema 3.2.4 o por el Teore-
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ma 3.2.5 (sustituyendo regularidad por T-regularidad), obtendriamos la conclusién
del Teorema 3.5.2. Sorprendentemente, nuestro ultimo ejemplo prueba que, en este

contexto, no necesariamente se cumple esta implicacion.

3.5.2. Normalidad no implica regularidad

Ejemplo 3.5.3. Considere el problema de minimizar fjl L(t,z(t),u(t))dt sujeto a
z(—1)=1/2, z(1)=0
©(t) =u(t) <0 (te]-1,1)).
Para este caso, tenemos T' = [—1,1], n = m =1,
D={(z,u) e X xU |&(t) =u(t) (teT), z(-1)=1/2, (1) =0},

S={(z,u) € D|u(t) <0 (VteT)},
U={ueR|¢(u) <0} con p(u) =u.

Considere los siguientes arcos

2 st te-1,0) ) t+1 st te[-1,0)
wolt) '_{0 si telo1] u(t) '_{ i

de modo que

0 si tel0,1] -1 si te]o,1].

{t si te[-1,0) :{1 si te[—1,0)

Claramente, para cualquier funcién L(t,x,u), (xg,ug) es un proceso admisible
para el cual p(ug(t)) dnicamente se anula en el subintervalo [0, 1].

Es claro también que
(yuv) € RS(J:07UO) - {(y,U) € »C(l’o,lbo) | U(t) < 0 (Vt € [O’ 1])}7
donde, para este caso,

L(zo,u0) = {(y,v) € X XUy [ 4(t) = v(t) (Vi € T), y(=1) = y(1) = 0}.
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De hecho, note que v satisface de manera estricta la desigualdad que define a
Rs(xo, up)-

Por otra parte, (p, ) = (0,0) es la tnica solucién en X x U del sistema

Lopt)ue(t) =0 (VteT),

. p(t)=0 (VteT),

iii. p(t) = p(t) VteT)
pues, por (i), u(t) = 0 (¢t € [-1,0)). Por (ii), p = k una constante y, por (iii),
k = u(t) (Vt € T') y, consecuentemente, k = 0. Por lo tanto, (g, ug) es fuertemente
normal (en particular normal con respecto a S).

Mostraremos por contradiccién que (y,v) ¢ Ts(zo, up). Supongamos lo contrario,

y sean {zy, := (zg,ur)} C Sy {€x > 0} sucesiones tales que

2k — 20

lim e, =0, lim
k—o0 k—o0 €k

=P

donde zy = (xg, up), p = (y,v) y la norma que consideramos en X x U es la norma
definida por la ecuacién (2.2.1).

Consideremos las sucesiones

y observemos que

lim wy < lim sup |vg(t)|
k—o0 k—00 teT

< lm [sup (Jye ()] + [gx(6)]) +sup [ox(8)[] = I |pi(t)] = 0. (3.5.2)
—00 T teT k—o0

Sean 0 < < 1y N € N tales que k > N implique |vg(t)| < wy < n para todo

t € [-1,0). Tenemos entonces que

) = |20y | O e

lo que implica que —nex < ug(t) —t — €x y, como 1 < 1, vemos que
up(t) >t +e(1—n) >0 paratodot € (ex(n—1),00N[-1,0),

contradiciendo asi que z; € S. Por lo tanto (y,v) ¢ Ts(xo, up). O
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Como en los ejemplos 3.4.1 y 3.4.2, en el caso anterior la dinamica esta dada por
f(t,z,u) = u, lo que implica que uy = &, v = g, por lo que el problema anterior
puede ser considerado dentro del contexto de cédlculo de variaciones y, dado que al
considerar la norma débil en X (||z|| = sup,cq(2(t)?4(¢)?)'/?) la desigualdad (3.5.2)
también se satisface, tenemos que y ¢ Tg(zo), lo que prueba que la implicacién
normal = 7T -regular (con respecto a S) no necesariamente es valida, aun en ese
problema mas sencillo.

De manera semejante podemos probar que, dada cualquier familia de funciones
(x(t,€),u(t,e)) € X x U, definida en T x [0,d) para algin ¢ > 0, tal que

a. (2(t,0), u(t,0)) = (zo(t), uolt)) (vt € T);

b. (2.(1,0), u.(t,0)) = (y(t), (1)) (vt € T

c. x(t,-) es de clase C?; u(t,-) es de clase C? a trozos,
entonces, para todo € > 0, se cumplird que p(u(t,€)) = u(t,e) > 0 para t € (—¢,0).
Por lo tanto, (z(t,€),u(t,€)) ¢ S si € # 0, implicando asi que (y,v) ¢ Cs(zo, ug).
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Conclusiones

En este trabajo probamos que, para el problema isoperimétrico de Lagrange con
puntos extremos fijos y sujeto a restricciones de igualdad y desigualdad, la relaciéon
entre los distintos tipos de normalidad que se pueden encontrar en la literatura,
algunas de sus caracterizaciones, y los multiplicadores de Lagrange asociados a una
solucién local, es similar a la que existe en los problemas de optimizacion en espacios
de dimensién finita.

Recordemos que en estos problemas se busca minimizar un funcional de la for-
ma [(z) = [, L(t,z)dt (donde z = (z,4) en célculo de variaciones y z = (x,u)
en control éptimo) sobre un conjunto S compuesto por los elementos (z,u) que
satisfacen una dinamica dada por una ecuacion diferencial ordinaria de la forma
z(t) = f(t,xz(t),u(t)), la condicién de los puntos extremos fijos y restricciones iso-
perimétricas de igualdad y desigualdad.

Si una solucion zy es normal con respecto al conjunto S, se dice que es débilmente
normal, condicion equivalente a una del tipo Mangasarian-Fromovitz que garantiza
la existencia de multiplicadores de Lagrange asociados a zj, pero no la unicidad. Si
se conoce un multiplicador de Lagrange pu, correspondiente a zg, este multiplicador
es Unico si y sélo si zp es normal con respecto a S, subconjunto de S determinado
por el signo de las componentes de u; esta normalidad es también equivalente a una
condicién del tipo Mangasarian-Fromovitz estricto, caracterizacién que permitié en
[9] probar que la regularidad es una consecuencia de la normalidad, obteniendo asi
condiciones de segundo orden en el cono Rg, (o).

Sin embargo, para que estas conclusiones fueran validas aun considerando otro
funcional, es decir, variando la funcién L en F(z), zo debe satisfacer la condicién
de normalidad fuerte (normalidad con respecto a Sp) la cual es equivalente a que las
primeras variaciones de las restricciones de igualdad y de indices activos en xy sean
linealmente independientes en el conjunto de direcciones admisibles.

En cambio, si el problema esta definido por restricciones puntuales, muchas de
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las implicaciones anteriores ya no son vélidas. La normalidad con respecto a S
(S1(p)), en general no se puede caracterizar por condiciones del tipo Mangasarian-
Fromovitz (estricto) debido a que el comportamiento de las funciones conjunto va-
luadas I,(uo(t)), '+ (t) y T'o(t) puede variar dependiendo de los valores de t en el
intervalo de tiempo. Si se conoce un multiplicador de Lagrange (p, 1), la normalidad
con respecto a Sp(u) garantiza la unicidad de dicho multiplicador, pero ya no es una
equivalencia. En este contexto, hemos probado que la unicidad esta caracterizada
por una condicién intermedia entre la normalidad débil y la normalidad con respecto
a Sp. Por otro lado, la normalidad fuerte si es una caracterizacion de la unicidad del
multiplicador de Lagrange asociado a zg para F' € F(zy) arbitraria.

Es facil ver que los resultados obtenidos pueden ser extendidos a problemas mas
generales, como el de Bolza (ver [31]), donde el punto final z(¢;) es variable, pues las
condiciones de transversalidad que aparecen en el Principio Maximo de Pontryagin
(Teorema 3.1.1) no interfieren en las demostraciones de dichos resultados.

Los métodos empleados en [5] para probar condiciones de segundo orden no se
pueden aplicar a esta clase de problemas. De hecho, mostramos por medio de un
ejemplo que la normalidad de zy, aun si es del tipo fuerte, no es suficiente para garan-
tizar que Rg(20) = Ts(20) 0 que Rg(20) = Cs(20). Esto se debe a que, en los casos
anteriores, los indices inactivos pueden ser completamente ignorados pues en una ve-
cindad de zy éstos permanecen inactivos y no es necesario considerarlos; en cambio,
como se ilustré en el Ejemplo 3.5.3, aqui representaron una parte fundamental del
problema pues, dado que no se imponen condiciones para los elementos de Rg(zg)
en los intervalos de inactividad, fue posible encontrar una direccién (y,v) € Rg(z0)
para la que no hay sucesiones de procesos en S convergiendo a zy en la direccion
de (y,v). Sin embargo, aunque se encontraron ejemplos de soluciones fuertemen-
te normales tales que J(zo,p, p;y,v) < 0 para algun (y,v) € Rg(20) y soluciones
débilmente normales con J(zo, p, 1;y,v) < 0 para algun (y,v) € Rg,(20), ninguno
de ellos contradice la conjetura sobre condiciones de segundo orden en Rg, (29), por
lo que la pregunta sobre cudl es la relacién entre la normalidad con respecto a S;
y la unicidad del multiplicador de Lagrange (p, 1) con el signo de J(zo,p, it; -, ) en

R, (z0) continia abierta.
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