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Resumen

En el presente trabajo se estudia un aspecto interesante de la

ret́ıcula de subgráficas de la gráfica random que son isomorfas a

ésta. En espećıfico, se estudia el tipo de orden de las cadenas ma-

ximales de esta ret́ıcula. Al respecto, el resultado principal es que

cada una de estas cadenas es isomorfa a un conjunto compacto

K ⊆ [0, 1]R tal que 1 ∈ K y 0 es punto de acumulación.

Para lograr esto, se expone el material básico sobre ĺımites de

Fräıssé y varias construcciones de la gráfica random, entre ellas

la que se obtiene modificando la estructura 〈Vω,∈〉. También se

abordan las familias positivas de ω, que son cercanas en esṕıritu

a los conceptos de filtro y de coideal.

Este trabajo está basado en los art́ıculos [KK13], [Kur13],

[Kur12] y [KM15] de Milos̆ Kurilić, donde estudia los tipos de

orden de cadenas y anticadenas maximales de las ret́ıculas de

subestructuras isomorfas de varias estructuras ultrahomogéneas.
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Abstract

In this thesis we study an aspect of the lattice of subgraphs

of the random graph that are isomorphic to it. Specifically, we

study the order type of the maximal chains in this lattice, them

being isomorphic to a compact set K ⊆ [0, 1]R such that 1 ∈ K
and 0 is a limit point of K.

In order to achieve this, we present the basic results about

Fräıssé limits and a few ways to construct the random graph,

among them the one obtained by modifying the structure 〈Vω,∈〉.
We also study positive families in ω, which are close in spirit to

the concepts of filters and coideals.

This thesis is based on the papers [KK13], [Kur13], [Kur12]

and [KM15] by Milos̆ Kurilić, in which he studies the order ty-

pes of both chains and antichains of the lattices of isomorphic

substructures of several ultrahomogeneous structures.
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viii ÍNDICE GENERAL

4. Cadenas Maximales de P(R) 65

A. Vω como modelo de ZFC-Inf 89

Bibliograf́ıa 93



Caṕıtulo 1

Preliminares

A lo largo de este caṕıtulo veremos varias definiciones con-

cernientes a órdenes parciales y totales que nos serán útiles en

caṕıtulos subsecuentes. La notación usada es por lo general la

misma que en [Jec07], con la siguiente excepción notable: se usará

⊆ para la contención y ⊂ para la contención propia con el fin de

hacer un paralelismo con los śımbolos ≤ y < usados en órdenes

parciales.

Asimismo, debido a que varias de las cosas definidas a lo largo

de este trabajo se representan por medio de la letra “P”, es im-

portante notar que usaremos P(x) para representar la potencia

de un conjunto x, P(S) para la ret́ıcula de subestructuras isomor-

fas de una estructura S, P para representar a una familia positiva

y P para representar un orden parcial cualquiera. La mayoŕıa de

estas nociones se definirán en su debido momento.

Los resultados básicos de teoŕıa de conjuntos usados a lo largo

de este trabajo se pueden encontrar en [Jec07], mientras que los

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

resultados básicos de topoloǵıa se pueden encontrar en [Eng89].

Unas últimas notas respecto a la notación y a la terminoloǵıa:

a la familia de todos los subconjuntos cofinitos de ω, también co-

nocida como filtro de Fréchet , la denotaremos por FFréchet, mien-

tras que por sucesor nos referiremos a un sucesor inmediato y por

conjunto numerable nos referiremos a un conjunto equipotente a

ω, el conjunto de los naturales.

1.1. Órdenes Parciales

A lo largo de esta sección, consideraremos que P = 〈X,<〉 es

un orden parcial.

El máximo y el mı́nimo de P , en caso de existir, los represen-

taremos como 0P y 1P , respectivamente. También definiremos a

los intervalos en P de la manera usual, esto es, (p, q)P es el con-

junto de todos los elementos de P mayores a p pero menores a q.

En este contexto, los śımbolos −∞P e ∞P se usarán para repre-

sentar al ı́nfimo y al supremo de P , aunque no necesariamente se

cumplirá que −∞P ,∞P ∈ X. Recordemos que se usan corchetes

en los intervalos para indicar que el extremo correspondiente está

inclúıdo.

Otra noción importante para los órdenes es la de conjunto

denso, aśı como varias otras similares o derivadas de ésta. Es por

eso que decimos que un subconjunto D ⊆ X es:

• denso si y sólo si para toda p ∈ X existe q ∈ D tal que

q < p,
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• denso en P si y sólo si para cualesquiera x, y ∈ X tales que

x < y, existe z ∈ D tal que x < z < y, y

• denso en orden en P si y sólo si para cualesquiera x, y ∈ X
tales que x < y, existe z ∈ D tal que x ≤ z ≤ y.

Por otro lado, recordemos que un conjunto F ⊆ X no vaćıo

es un filtro si y sólo si cumple las siguientes condiciones:

a) para cualesquera p, q ∈ F existe r ∈ F tal que r ≤ p y

r ≤ q, y

b) para todas p ∈ F y q ∈ X si p ≤ q, entonces q ∈ F .

Un resultado importante que involucra tanto a filtros como

conjuntos densos es el lema de Rasiowa-Sikorski, presentado a

continuación.

Teorema 1.1. Sean P un orden parcial y D una familia nume-

rable de subconjuntos densos de P . Entonces existe un filtro F

tal que para toda D ∈ D se cumple que D ∩ F 6= ∅. �

Asimismo, definimos el orden / sobre P(X) de la siguiente

manera:

A / B si y sólo si a < b para cualesquiera a ∈ A y b ∈ B

1.2. Órdenes Lineales

A lo largo de esta sección, consideraremos que L = 〈X,<〉 es

un orden lineal.
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Un par 〈A,B〉 es una cortadura en L si y sólo si A y B son

subconjuntos no vaćıos y ajenos de X tales que X = A ∪ B y

A/B. Asimismo, una cortadura 〈A,B〉 es un hueco en L si y sólo

si A no tiene máximo y B no tiene mı́nimo.

Decimos que L tiene saltos densos si y sólo si para cualesquiera

x, y ∈ X tales que x < y existen a, b ∈ [x, y]L tales que a < b y

(a, b)L = ∅.

También decimos que L es:

• completo si y sólo si todo subconjunto no vaćıo de X tiene

supremo e ı́nfimo,

• R-encajable si y sólo si L es isomorfo a un subconjunto de

los números reales,

• booleano si y sólo si es completo y tiene saltos densos.

También es importante recordar que tanto Q como R se pue-

den caracterizar por su tipo de orden. Esto es, un orden lineal

L = 〈X,<〉 es isomorfo a:

• Q si y sólo si es un orden denso, numerable y sin extremos.

• R si y sólo si es un orden sin extremos que tenga un subcon-

junto denso numerable y tal que todo subconjunto acotado

de X tiene supremo e ı́nfimo.

Usando lo definido en esta sección, podemos ver lo siguiente:

Proposición 1.2. Sea L un orden lineal a lo más numerable. Si

L es completo, entonces tiene saltos densos.
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Demostración. Claramente, si L = 〈X,<L〉 es un orden lineal

finito, entonces tiene saltos densos, por lo que podemos suponer

que X es numerable.

Demostremos la contrapuesta. Supongamos que L no tiene

saltos densos. Entonces existe un intervalo (x, y)L tal que para

cualesquiera a, b ∈ X tales que x < a < b < y se cumple que

(a, b)L 6= ∅. Esto es, (x, y)L es un orden parcial denso, numerable

y sin extremos, por lo que es isomorfo a Q. Por lo tanto (x, y)L

no es completo y tampoco lo es L.

También nos será de bastante utilidad recordar la definición

de la suma lexicográfica de órdenes lineales, por lo que será dada

a continuación:

Definición. Sean 〈I,<I〉 y Li = 〈Xi, <i〉 para cada i ∈ I órdenes

lineales tales que Xi ∩ Xj = ∅ si i 6= j. La suma lexicográfica∑
i∈I Li es el conjunto 〈

⋃
i∈Y Xi, <〉, donde

x < y ⇐⇒ (∃i ∈ Y )(x, y ∈ Xi ∧ x <i y)∨

(∃i, j ∈ Y )(i <I j ∧ x ∈ Xi ∧ y ∈ Xj).

En particular, la suma de dos órdenes se obtiene concatenándo-

los, de tal manera que todos los elementos del primer orden son

menores a los del segundo.

Finalmente, la topoloǵıa de orden OL es aquella generada por

la familia de todos los intervalos abiertos de L.
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1.3. Subconjuntos de R

A lo largo de esta sección veremos los tipos de orden de varios

subconjuntos de los números reales. Más adelante usaremos los

resultados de esta sección cuando veamos cadenas maximales en

distintas familias de P(ω).

Antes de comenzar, recordemos que, como R cumple la con-

dición de cadenas contables, todo subconjunto suyo puede tener

a lo más una cantidad numerable de saltos.

Proposición 1.3. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal. Entonces los

siguientes son equivalentes:

a) L contiene un subconjunto denso en orden numerable.

b) OL tiene base numerable.

c) L es R-encajable.

Demostración.

a→b)

Sean L = 〈X,<〉 un orden lineal y D ⊆ X un subconjunto

numerable denso en orden en L. El conjunto

E = {x ∈ X :
(
∃y ∈ D

)
(y es sucesor

o predecesor inmediato de x)}

cumple que |E| ≤ 2|D|, por lo que D∗ = D ∪ E es numerable.



1.3. SUBCONJUNTOS DE R 7

Sea B =
{

(c, d)L : (c ∈ D∗∪{−∞L})∧ (d ∈ D∗∪{∞L})∧c <
d
}

. Como D∗ es numerable, B también es numerable. Queremos

probar que B es base de OL.

Sean (a, b)L no vaćıo para a, b ∈ X∪{−∞L,∞L} y x ∈ (a, b)L.

Queremos ver que existe I ∈ B tal que x ∈ I ⊆ (a, b)L. Analize-

mos el caso en que a = −∞ y b ∈ X, los demás casos se demues-

tran de manera análoga. Entonces vemos que hay dos subcasos:

• Si (x, b)L es no vaćıo, sea c ∈ (x, b)L. Como D es denso

en orden, existe d ∈ D tal que c ≤ d ≤ b, por lo que

x ∈ (−∞, d)L ∈ B y (−∞, d)L ⊆ (−∞, b)L.

• Si (x, b)L = ∅, entonces x ∈ D o b ∈ D. Entonces vemos

que b ∈ D∗ y, por lo tanto, x ∈ (−∞, b)L ∈ B.

Como
{

(a, b)L : a, b ∈ X ∪ {−∞L,∞L}
}

es la base a partir

de la cual OL fue generada, podemos concluir que B es una base

numerable de OL.

a→c)

Sean L = 〈X,<〉 un orden lineal y D ⊆ X un subconjunto

numberable denso en orden en L y sean E y D∗ como en el inciso

anterior. Sea entonces f : D∗ → ω una biyección.

Sea χA : ω → 2 para A ⊆ ω, la función caracteŕıstica de A

como subconjunto de ω. Definamos para x ∈ X la función

g(x) =
∑
n∈ω

(
2−(n+1)χf [(−∞,x]L∩D∗](n)

)
.
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Esta función suma un número pequeño por cada elemento de D∗

que sea menor o igual a una x ∈ X dada.

Recordemos que
∑

n∈ω 2−(n+1) = 1, por lo que g
[
L] ⊆ [0, 1]R.

Sean x, y ∈ L tales que x < y y A = (−∞, x]L, B = (−∞, y]L.

Entonces tenemos que A ∩D∗ ⊆ B ∩D∗. Nosotros queremos ver

que son distintos.

Si (x, y)L = ∅, vemos que x ∈ D o y ∈ D ya que D es denso

en orden. Por lo tanto, y ∈ D∗ y y ∈ (B ∩ D∗) \ (A ∩ D∗). Por

otro lado, si existe z ∈ (x, y)L, entonces hay algún z′ ∈ D ⊆ D∗

tal que z ≤ z′ ≤ y, por lo que z′ ∈ (B ∩D∗) \ (A ∩D∗). Esto es,

A∩D∗ ⊂ B∩D∗ y, como f es una biyección, entonces f [A∩D∗] ⊂
f [B ∩D∗].

Para facilitarnos las cuentas que siguen, definiremos A′ =

f [A ∩D∗] y B′ = f [B ∩D∗]. Como A′ 6= B′, podemos ver que

g(y) =
∑
n∈ω

(
2−(n+1)χB′(n)

)
=
∑
n∈A′

(
2−(n+1)χB′(n)

)
+

∑
n∈B′\A′

(
2−(n+1)χB′(n)

)
.

Como A′ ⊂ B′, vemos que

g(x) =
∑
n∈ω

(
2−(n+1)χA′(n)

)
=
∑
n∈A′

(
2−(n+1)χB′(n)

)
y que

N =
∑

n∈B′\A′

(
2−(n+1)χB′(n)

)
> 0,
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por lo que g(y) = g(x) + N y g(y) > g(x). Por lo tanto, g es

estrictamente creciente y, por lo tanto, un encaje.

Esto es, L es un orden lineal R-encajable.

b→a)

Sabemos que la base canónica de OL es el conjunto B de todos

los intervalos abiertos de L. Sea A una base de OL de cardinalidad

mı́nima, por lo que A es a lo más numerable. Ahora bien, nosotros

sabemos por el teorema 1.1.5 de [Eng89] que como A es una base

de OL tal que |A| ≤ |B|, existe B′ ⊆ B tal que B′ es una base de

OL y |A| = |B′|. Sea X ′ el conjunto de todos los extremos de los

intervalos de B′. Como B′ es a lo más numerable, tenemos que

X ′ es a lo más numerable.

Ahora queremos ver que X ′ es un denso en orden. Sean x, y ∈
X. Entonces existen x′, y′ ∈ X ′ tales que y (x′, y′)L ⊆ (x, y)L ya

que B′ es base de OL. Como x ≤ x′ < y′ ≤ y, vemos que X ′ es

un conjunto denso en orden y numerable.

c→a)

Sean L = 〈X,<〉 un orden lineal R-encajable y f : X → R ese

encaje. Sean K = f [X] y K∗ = {x ∈ K :
(
∃y ∈ K

)(
(x, y)f [L] =

∅
)
}. Como K ⊆ R, vemos que K∗ es a lo más numerable. Sea

F = {〈p, q〉 ∈ Q2 : (p, q)R ∩K 6= ∅} y para 〈p, q〉 ∈ F , sea ap,q ∈
(p, q)R ∩K. Finalmente, definimos D = K∗ ∪ {ap,q : 〈p, q〉 ∈ F}.

Como F ⊆ Q2, vemos que |{ap,q : 〈p, q〉 ∈ F}| ≤ |F | ≤ |Q2|.
Esto es, D es numerable.
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Sean a, b ∈ K tales que a < b. Si (a, b)K = ∅, entonces

a ∈ K∗ ⊆ D. Si (a, b)K 6= ∅, existe c ∈ (a, b)K y, como Q es

denso en R, existen p, q ∈ Q tales que a < p < c < q < b.

Entonces vemos que a < ap,q < b y ap,q ∈ D. Por lo tanto, D es

denso en orden en K.

Como f mantiene el orden y es inyectiva, tenemos que f−1[D]

es denso en orden en L.

Ahora presentaremos un lema que nos será de utilidad cuando

estemos viendo cadenas maximales de ciertas familias de subcon-

juntos de R:

Lema 1.4. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo R-encajable

tal que |X| > 1. Entonces L es isomorfo a un subconjunto com-

pacto de [0, 1]R que contiene a 0 y a 1.

Demostración. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo R-enca-

jable tal que |X| > 1. Podemos suponer sin pérdida de genera-

lidad que X ⊆ [0, 1]R y 0, 1 ∈ X. Sean lx = supL
(
[0, x)R ∩ X

)
y rx = ı́nfR

(
(x, 1]R ∩ X

)
. Entonces los siguientes conjuntos nos

indican cuando x 6= lx y x 6= rx, respectivamente:

A = {a ∈ (0, 1)L : a < ra}

B = {b ∈ (0, 1)L : lb < b}

Podemos ver que [a, ra)R ∩ X = ∅ para toda a ∈ A y que
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(lb, b]R ∩X = ∅ para toda b ∈ B. Sea

X ′ = R \
( ⋃
a∈A

[a, ra)R ∪
⋂
b∈B

(lb, b]R
)
.

Entonces tenemos que

• X ⊆ X ′.

• Para a1, a2 ∈ A tales que a1 < a2 se tiene que ra1 < a2, por

lo que [a1, ra1]R ∩ [a2, ra2]R = ∅.

• Para b1, b2 ∈ B tales que b1 < b2 se tiene que b1 < lb2, por

lo que [lb1, b1]R ∩ [lb2, b2]R = ∅.

• Para a ∈ A y b ∈ B tenemos que b < a o que a < b y

ra < lb, por lo que [a, ra)R ∩ (lb, b]R = ∅.

Sea C ⊆ X ′ no vaćıo y acotado en R. Queremos ver que

supX ′ C existe. Es claro que si supRC ∈ X ′, entonces supRC =

supX ′ C. De lo contrario, vemos dos casos:

• Existe a ∈ A tal que supRC ∈ [a, ra)R. Entonces vemos que

C ⊆ (−∞, a)R y supRC ∈ [a, ra)R, por lo que supRC = a.

Como a /∈ X ′ pero ra = mı́nR{x ∈ X ′ : a < x}, podemos

tomar supRC = ra.

• Existe b ∈ B tal que supRC ∈ (lb, b]R. Sin embargo, vemos

que C ⊆ (−∞, lb]R pero lb < supRC, lo que es imposible.
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Por lo tanto, supX ′ C existe. De manera análoga se prueba que

ı́nfX ′ C existe. Por lo tanto, X ′ es completo para conjuntos acota-

dos. Además, como [1,∞)R = [1,∞)X ′ y (−∞, 0]R = (−∞, 0]X ′,

tenemos que X ′ no tiene extremos.

Sean x, y ∈ X ′ tales que x < y. Queremos ver que existe

z ∈ (x, y)X ′. Vemos tres casos:

• Cuando (x, y)X ′ = (x, y)R 6= ∅.

• Existe a ∈ A tal que [a, ra)R ⊂ (x, y)R, por lo que ra ∈
(x, y)X ′.

• Existe b ∈ B tal que (lb, b]R ⊂ (x, y)R, por lo que lb ∈
(x, y)X ′.

Por lo tanto, como X ′ es un orden R-encajable, denso en śı

mismo, sin extremos y tal que todo subconjunto acotado tiene

supremo e ı́nfimo, por lo tanto X ′ ∼= R.

Sea f : X ′ → R un isomorfismo de orden. Entonces tenemos

que:

• L ∼= f [X],

• f [X] es un conjunto acotado de R ya que máxR f [X] =

f [máxLX] y mı́nR f [X] = f [mı́nLX], y

• f [X] tiene todos sus puntos de acumulación ya que L es

completo.



1.3. SUBCONJUNTOS DE R 13

Por lo tanto, f [X] es un subconjunto compacto de R y

[
mı́n
R
f [X],máx

R
f [X]

]
R
∼= [0, 1]R,

por lo que existe K ⊆ [0, 1]R tal que K ∼= f [X] ∼= L y 0, 1 ∈
K.

Usando el lema anterior, veremos la siguente caracterización

de los órdenes completos R-encajables no triviales:

Proposición 1.5. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

a) L es un orden lineal completo R-encajable tal que |L| > 1

y 0L no tiene sucesor.

b) L es isomorfo a un conjunto compacto K ⊆ [0, 1]R tal que

0 es punto de acumulación de K y 1 ∈ K.

Demostración.

a→b)

Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo R-encajable tal que

|X| > 1 y 0L no tiene sucesor. Sabemos por el lema 1.4 que como

L es un orden lineal R-encajable tal que |X| > 1, entonces es

isomorfo a un conjunto compacto K ⊆ [0, 1]R tal que 0, 1 ∈ K.

Sea entonces f un isomorfismo entre L y K.

Supongamos que 0 no es un punto de acumulación de K. En-

tonces vemos que x = ı́nfR〈K ∩ (0, 1)R〉 > 0. Como K ⊂ R es

compacto, es cerrado y por lo tanto x ∈ K. Pero sabemos que
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(
0L, f

−1(x)
)
L

= ∅, por lo que f−1(x) es el sucesor de 0L, lo que

es imposible ya que 0L no tiene sucesores. Por lo tanto, 0 es punto

de acumulación de K.

b→a)

Sea K ⊆ [0, 1]R un conjunto compacto tal que 0 es punto

de acumulación de K y 1 ∈ K. Como K ⊂ R, es un orden

lineal R-encajable. Asimismo, como K es compacto, es cerrado y

acotado, por lo que todo subconjunto de K tiene supremo e ı́nfimo

en K. Esto es, K es completo. Finalmente, como 0 es punto de

acumulación de K, no tiene sucesor en K. Por lo tanto, K es un

orden lineal completo R-encajable tal que 0 no tiene sucesor.

Una caracterización similar a la anterior se puede obtener

cuando se tienen saltos densos. Sin embargo, únicamente veremos

una de las implicaciones, la otra se abordará hasta el teorema 2.3.

Proposición 1.6. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo R-

encajable con saltos densos tal que 0L no tiene sucesor. Entonces

L es isomorfo a un conjunto K ⊂ [0, 1]R compacto y nunca denso

tal que 0 es punto de acumulación de K y 1 ∈ K.

Demostración. Sea L = 〈X,<L〉 un orden lineal completo R-

encajable con saltos densos tal que 0L no tiene sucesor. Como L

es un orden lineal completo R-encajable, la proposición 1.5 nos

dice que L es isomorfo a un conjunto compacto K ⊆ [0, 1]R tal

que 0 es punto de acumulación de K y 1 ∈ K. Sea entonces f un

isomorfismo entre L y K.
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Queremos ver que K es nunca denso. Supongamos que IntK =

IntK 6= ∅. Entonces existen a, b ∈ R tales que a < b y [a, b]R ⊆
K. Asimismo, como L tiene saltos densos, existen y1, y2 ∈ X

tales que f−1(a) ≤ y1 < y2 ≤ f−1(b) y (y1, y2)L = ∅. Por

lo tanto, a ≤ f(y1) < f(y2) ≤ b y, como hay un salto entre

y1 y y2, (f(y1), f(y2))R ∩ K = ∅. Sin embargo, sabemos que

(f(y1), f(y2))R ⊂ [a, b]R ⊂ K, lo que es una contradicción. Por

lo tanto, IntK = ∅, esto es, K es nunca denso.

1.4. Cadenas en P(ω)

Nos convendrá tener el siguiente lema disponible para cuando

lidiemos con cadenas en subconjuntos de P(ω) en los caṕıtulos

2 y 4.

Lema 1.7. Toda cadena en P(ω) es R-encajable.

Demostración. Sea L una cadena en P(ω). Sea χA : ω → 2

para A ⊆ ω, la función caracteŕıstica de A como subconjunto de

ω. Definamos para A ⊆ ω la función

g(A) =
∑
n∈ω

(
2−(n+1)χA(n)

)
.

Recordemos que
∑

n∈ω 2−(n+1) = 1, por lo que g
[
P(ω)

]
⊆

[0, 1]R. Sean A,B ∈ L tales que A ⊂ B. Como L es cadena,

vemos que g(A) ≤ g(B), ya que no existe n ∈ A tal que n /∈ B.
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Asimismo, como A 6= B, tenemos que

g(B) =
∑
n∈ω

(
2−(n+1)χB(n)

)
=
∑
n∈A

(
2−(n+1)χB(n)

)
+
∑
n∈B\A

(
2−(n+1)χB(n)

)
.

Como A ⊂ B, vemos que

g(A) =
∑
n∈ω

(
2−(n+1)χA(n)

)
=
∑
n∈A

(
2−(n+1)χB(n)

)
,

y que

N =
∑
n∈B\A

(
2−(n+1)χB(n)

)
> 0.

Por lo que g(B) = g(A) +N y g(B) > g(A). Entonces vemos

que g|L es estrictamente creciente y, por lo tanto, un encaje.

Con lo visto hasta ahora, tenemos las herramientas necesarias

para poder dar una caracterización de las cadenas maximales de

P(ω):

Proposición 1.8. Un orden lineal infinito L es isomorfo a una

cadena maximal en P(ω) si y sólo si L es R-encajable y booleano.

Demostración.

→)

Sea L una cadena maximal en P(ω). Sabemos que L es

R-encajable por el lema 1.7. Nos hace falta ver que tiene saltos

densos y que todo subconjunto acotado tiene máximo y mı́nimo.
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Sea X ⊂ L no vaćıo. Evidentemente, si
⋃
X es ω o ∅, en-

tonces
⋃
X ∈ L por la maximalidad de L . Sea Y ∈ L . Si

Y ⊆ Z para alguna Z ∈ X, entonces Y ⊆
⋃
X. Por el contrario,

si Z ⊆ Y para toda Z ∈ X, entonces tenemos que
⋃
X ⊆ Y .

Por lo tanto, supL X =
⋃
X ∈ L ya que

⋃
X es comparable con

todos los elementos de L y L es maximal. De manera análoga se

puede probar que ı́nfL X =
⋂
X ∈ L , por lo que L es completo.

Sean X, Y ∈ L tales que X ⊂ Y . Sean z ∈ Y \ X y Z =⋃
{A ∈ [X, Y ]L : z /∈ A}. Evidentemente, Z ∪{z} ⊆ B para toda

B ∈ (Z, Y ]L y, como L es cadena maximal y completa, Z ∈
[X, Y )L y Z ∪ {z} ∈ L . Entonces tenemos que Z,Z ∪ {z} ∈ L

y (Z,Z ∪ {z})L 6= ∅, por lo que, L tiene saltos densos.

←)

Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal R-encajable y booleano. Como

L es R-encajable y completo, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que X ⊆ [0, 1]R, 0, 1 ∈ X y que supLA = supRA e

ı́nfLA = ı́nfRA para toda A ⊆ X.

Sean S− el conjunto de todos los extremos izquierdos de los

saltos de L y S+ el de los extremos derechos. Como X ⊆ R,

X tiene a lo más una cantidad numerable de saltos, por lo que

S = S− ∪ S+ es a lo más numerable. Entonces podemos suponer

sin pérdida de generalidad que S ⊆ [0, 1]Q. Tomemos Q∗ =
{
x ∈

[0, 1]Q : ∀a, b ∈ X
(
(a, b)L = ∅⇒ x /∈ (a, b)R

)}
.

Para cada x ∈ X sea Cx = {y ∈ Q∗ : y < x}. Entonces

podemos tomar C = {Cx : x ∈ X} ∪ {Q∗}. Nosotros queremos
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ver que C es una cadena maximal en P(ω). Sea B ⊆ Q∗ tal que

B /∈ C. Supongamos que C ′ = C ∪ {B} es una cadena en Q∗.

Podemos ver que C0 = ∅, por lo que C0 ⊂ B. Sea p = sup{x ∈
X : Cx ⊂ B}. Como L es completo, p ∈ X y para toda x ∈ Cp
existe y < p tal que x ∈ Cy ⊂ B, por lo que Cp ⊂ B. Sea

q = ı́nf{x ∈ X : Cx 6⊂ B}. Como L es completo, entonces q ∈ X
y , como C ′ es cadena, vemos que q = ı́nf{x ∈ X : B ⊂ Cx}. Por

lo tanto, pueden suceder dos cosas: Cq ⊂ B o B ⊂ Cq.

Si Cq ⊂ B, entonces q ≤ p, por lo que p = sup{x ∈ X : Cx ⊂
B} = ı́nf{x ∈ X : B ⊂ Cx} = q. Como Cq ⊂ B, entonces existen

a ∈ B y b ≥ q tales que a /∈ Cq y a /∈ Cb, por lo que B 6⊂ Cb, lo

que es imposible. Por el contrario, si B ⊂ Cq, como Cp ⊂ B ⊂ Cq,

entonces p 6= q y (p, q)L = ∅. Por la misma razón, existe y ∈ B
tal que y ∈ (p, q)Q∗, lo que es imposible.

Por lo tanto, C ∪ {B} no puede ser cadena. Esto es, C ∼= L

es una cadena maximal en P(ω).

1.5. Estructuras

A lo largo de este caṕıtulo veremos lo que son las estructuras

de primer orden o elementales, varias de sus propiedades y cómo

obtener ĺımites en ciertas familias de éstas. Como la teoŕıa de

modelos va más allá del enfoque de este trabajo, solamente pre-

sentaremos las proposiciones y los teoremas pertinentes. Todas

las demostraciones se pueden encontrar en [Hod97].
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Definición. Un lenguaje o signatura L es el conjunto

L = 〈Sfunc, Srel, ar〉,

donde Sfunc y Srel son conjuntos ajenos de śımbolos llamados

śımbolos funcionales y śımbolos relacionales , respectivamente y

ar : Sfunc ∪ Srel → ω le asigna una aridad a cada śımbolo de fun-

ción o de relación. Diremos que L es numerable si Sfunc ∪ Srel es

a lo más numerable.

Una estructura es un conjunto S = 〈X,L, I〉, donde X es un

conjunto al que llamaremos el dominio de S y denotaremos por

dom(S), L un lenguaje e I una función de interpretación que a

cada śımbolo de L le asigna una función o relación sobre X de

la aridad correspondiente. A la estructura S la llamamos una

L-estructura y, si se es claro a partir del contexto, únicamente

escribiremos 〈X,L〉.

Otras nociones útiles concerinentes a estructuras que usare-

mos son las siguientes:

Definición. Sea S una L-estructura.

• S es una estructura relacional si y sólo si L no contiene

śımbolos funcionales de aridad mayor o igual a 1.

• S es una estructura algebraica si y sólo si L no contiene

śımbolos relacionales.



20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

• Una L-estructura E es subestructura de S si y sólo si

dom(E) ⊆ dom(S)

y todas las relaciones y funciones de E son las relaciones y

funciones de S restringidas a dom(E).

• Una subestructura E de S es finitamente generada si y sólo

si existe un subconjunto finito x ⊆ dom(S) tal que E es la

menor subestructura de S tal que x ⊆ dom(E). Evidente-

mente, una subestructura relacional es finitamente generada

si y sólo si su dominio es finito.

El concepto de isomorfismo se puede extender a las estructuras

de la siguiente manera:

Definición. Sean S y T L-estructuras.

• Sea f : dom(S) → dom(T ). Decimos que f es un encaje si

es inyectiva y mantiene todas las funciones y relaciones de

L. Un ejemplo seŕıa la función identidad en R restringida a

Q.

• Un isomorfismo es un encaje biyectivo tal que su función

inversa también sea encaje. Si S y T son isomorfas, lo de-

notamos por S ∼= T .

• Un automorfismo de S es un isomorfismo de S sobre śı

misma.
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• P(S) es el conjunto de todas las subestructuras E de S tales

que E ∼= S.

Veremos más adelante que se pueden definir ĺımites para cier-

tas familias de estructuras. Uno de los requerimientos para que

exista el ĺımite de una familia de estructuras es que tenga las

siguientes propiedades:

Definición. Sea K una familia de L-estructuras. Decimos que K

tiene la propiedad

• hereditaria si para A ∈ K y B subestructura de A se cumple

que B ∈ K,

• de encaje conjunto si para A,B ∈ K existe C ∈ K tal que

A y B son encajables en C, o

• de amalgamación si para A,B,C ∈ K, e : A → B y f :

A → C tales que e y f son encajes, existen D ∈ K y

encajes g : B → D y h : C → D tales que ge = hf .

Para poder hablar de ĺımites de estructuras nos será de utili-

dad ver lo que es la edad de una estructura dada.

Definición. Sean D una L-estructura y K el conjunto de las

subestructuras finitamente generadas por D. Una familia de L-

estructuras Γ es una edad de D si y sólo si para toda a ∈ Γ existe

b ∈ K tales que a ∼= b y, para toda b ∈ Γ, existe a ∈ K tal que

a ∼= b.
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Podemos ver que ya de entrada las edades tienen dos de las

propiedades necesarias para que exista su ĺımite:

Proposición 1.9. Si una familia Γ es la edad de una L-estruc-

tura, entonces tiene las propiedades hereditaria y de encaje con-

junto. �

Otra caracteŕıstica notable que pueden tener las estructuras

es la siguiente:

Definición. Una estructura D es ultrahomogénea si y sólo si todo

isomorfismo entre subestructuras finitamente generadas de D se

puede extender a un automorfismo de D.

Teniendo todas estas definiciones previas, podemos ver que los

ĺımites de ciertas familias de estructuras existen, aśı como ciertas

caracteŕısticas del ĺımite.

Teorema 1.10. Sean L un lenguaje a lo más numerable y K

una familia a lo más numerable de L-estructuras. Si K tiene las

propiedades hereditaria, de encaje conjunto y de amalgamación,

entonces existe una L-estructura única salvo por isomorfismos tal

que:

• D es a lo más numerable,

• K es una edad de D, y

• D es ultrahomogénea.

A la estructura D la llamamos el ĺımite de Fräıssé de K.
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Como fue mencionado previamente, no se dará la demostra-

ción de este teorema, sin embargo, más adelante se verán un par

de ejemplos de este tipo de estructuras.

1.6. Q como ĺımite de Fräıssé

En esta sección veremos que Q es un ĺımite de Fräıssé, mien-

tras que en el caṕıtulo 3 veremos que la gráfica random también

lo es.

Antes que nada, recordaremos unas cuantas propiedades im-

portantes de Q, comenzando con cómo extender subórdenes de

éste.

Lema 1.11. Sean L = 〈X,<〉 un orden lineal a lo más numerable,

Y ⊂ X finito y f : Y → Q un encaje. Entonces para cada

z ∈ X \ Y existe una función parcial inyectiva que extiende a f

tal que dom(f ′) = dom(f) ∪ {z}.

Demostración. Sean L = 〈X,<〉 un orden lineal a lo más nume-

rable, Y ⊂ X finito y f : Y → Q un encaje. Sean z ∈ X \ Y ,

Y ′ = Y ∪ {z}, A = {a ∈ Y : a < z} y B = {b ∈ Y : z < b}.
Vemos tres casos:

• Si A = ∅, entonces z = ı́nfY ′ Y
′, por lo que podemos tomar

y = ı́nfQ f [Y ]− 1.

• Si B = ∅, entonces z = supY ′ Y
′, por lo que podemos tomar

y = supQ f [Y ] + 1.
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• Si A,B 6= ∅, entonces supY ′ A e ı́nfY ′B existen y supY ′ A 6=
ı́nfY ′B, por lo que existe y ∈ (supQ f [A], ı́nfQ f [B])Q.

Entonces vemos que f ′ = f ∪{〈z, y〉} es una función inyectiva

que mantiene el orden. Esto es, f ′ es un encaje de Y ′ = Y ∪ {z}
en Q.

Ahora vemos una de las propiedades más conocidas de Q:

Proposición 1.12. Todo orden lineal a lo más numerable se pue-

de encajar en Q.

Demostración. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal a lo más numera-

ble. Veamos dos casos:

Caso 1: Cuando X es finito.

Si |X| = 1, entonces L se puede encajar de manera trivial

en Q. Supongamos que L se puede encajar en Q para |X| = n.

Queremos ver qué sucede cuando |X| = n + 1. Sean X ′ ⊂ X tal

que |X ′| = n y x ∈ X \ X ′. Como |X ′| = n, existe un encaje

f : X ′ → Q. El lema 1.11 nos dice que existe un encaje f ′ :

X ′ ∪ {x} → Q tal que f ′ extiende a f . Evidentemente, f ′ es un

encaje de L en Q. Por lo tanto, todo orden lineal finito se puede

encajar en Q.

Caso 2: Cuando X es numerable.

Como X es numerable, se puede indexar como {x0, ..., xn, ...}.
Sean Xn = {xm : m < n} para toda n ∈ ω. Por el caso anterior
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vemos que para toda n ∈ ω existe un encaje fn : Xn → Q tal

que fn+1 extiende a fn. Por lo tanto, f =
⋃
n∈ω fn es la unión de

funciones parciales compatibles, por lo que f es función y, como

las fn son encajes, entonces f también es un encaje. Ahora bien,

para toda n ∈ ω tenemos que dom(fn) ⊂ X y yn ∈ dom(fn), por

lo que dom(f) = X. Esto es, f es el encaje que buscábamos. Por

lo tanto, todo orden lineal numerable se puede encajar en Q.

Otra caracteŕıstica importante deQ es que es ultrahomogénea.

Este hecho lo probaremos en la siguente proposición.

Proposición 1.13. Q es ultrahomogénea.

Demostración. Sean X, Y ⊂ Q finitos tales que existe un iso-

morfismo f : X → Y . Sean A = {a0, ..., an, ...} = Q \ X y

B = {b0, ..., bn, ...} = Q \ Y . Tomemos f0 = f . Si ya está de-

finida fn para n ∈ ω, definimos fn+1 de la siguiente manera:

Sean xn el elemento con el menor ı́ndice de A \ dom(fn) y

Xn+1 = dom(fn)∪{xn}. Entonces el lema 1.11 nos dice que existe

un encaje gn de Xn+1 en Q que extiende a fn. Sean yn el elemento

con el menor ı́ndice de B \ im(gn) y Yn+1 = im(gn) ∪ {yn}. Nue-

vamente, el lema 1.11 nos dice que existe un encaje hn de Xn+1

en Q que extiende g−1
n . Entonces definimos fn+1 = h−1

n .

Sea f ′ =
⋃
n∈ω fn. Como f ′ es la unión de encajes compatibles,

X = dom(f0) y para toda n ∈ ω se cumple que an ∈ dom(fn+1),

vemos que f ′ es un encaje cuyo dominio es Q. Asimismo, como

Y = im(f0) y para toda n ∈ ω se cumple que bn ∈ im(fn+1),

entonces f ′ es biyectiva sobre Q.
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Por lo tanto, f ′ es el automorfismo que buscábamos.

Finalmente, veremos que Q es un ĺımite de Fräıssé.

Teorema 1.14. Q es el ĺımite de Fräıssé de los órdenes lineales

finitos.

Demostración. En la proposición 1.12 vimos que todo orden li-

neal finito se puede encajar en Q, por lo que se puede gene-

rar a cualquier orden lineal finito a partir de 〈Q, <〉. Esto es,

Γ = {〈X,<〉 : X ∈ [Q]<ω} es una edad de Q. Ahora bien, como

Γ es una edad, tiene las propiedades hereditaria y de encaje con-

junto. Nosotros queremos ver que también tiene la propiedad de

amalgamación.

Sean A,B,C ∈ [Q]<ω, e : A → B y f : A → C tales que e

y f son encajes. Evidentemente, 〈A,<〉, 〈B,<〉, 〈C,<〉 ∈ Γ. Sea

Y = C \ f [A]. Haremos inducción sobre |Y |.
Si Y = ∅, vemos que si g : B → B es la identidad y h = ef−1,

entonces para toda a ∈ A se cumple que ge(a) = e(a) y hf(a) =

ef−1f(a) = e(a). Por lo tanto, ge = hf .

Supongamos que para |Y | = n se cumple que existen encajes

g, h tales que ge = hf . Veamos el caso en que |Y | = n + 1. Sean

x ∈ Y y Y ′ = Y \ {x}. Entonces existen D ∈ [Q]<ω, g : B → D

y h : C \ {x} → D encajes tales que ge = hf . Sean A = {a ∈
C : a < x} y B = {b ∈ C : x < b}. Vemos entonces los siguientes

casos:

• Si A = ∅, entonces x = ı́nfQC < mı́nQ(C \{x}), por lo que

existe y ∈
(
−∞,mı́nQ(C \ {x})

)
Q \ g[B]. Sabemos que y
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existe debido a que Q es numerable y sin extremos y B es

finito.

• Si B = ∅, entonces x = supQC > máxQ(C \ {x}), por lo

que existe y ∈
(

máxQ(C \{x}),∞
)
Q \ g[B]. Sabemos que y

existe debido a que Q es numerable y sin extremos y B es

finito.

• Si A,B 6= ∅, vemos que máxQA y mı́nQB existen y que

máxQA < mı́nQB. Como Q es denso y B es finito, existe

y ∈
(

máxQ h[A],mı́nQ h[B]
)
Q \ g[B].

Sean D′ = D∪{y} y h′ = h∪{〈x, y〉}. Entonces g y h′ son encajes

en D′ tales que ge = h′f . Por lo tanto, Γ tiene la propiedad de

amalgamación.

Entonces vemos que:

• el lenguaje de los órdenes lineales es numerable,

• Γ es un conjunto numerable de órdenes lineales finitamente

generados con las propiedades hereditaria, de encaje con-

junto y de amalgamación,

• Q es numerable,

• Γ es la edad de 〈Q, <〉, y

• Q es ultrahomogénea.

Por lo tanto, Q es el ĺımite de Fräıssé de los órdenes lineales

finitos.
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Caṕıtulo 2

Familias Positivas

Comencemos definiendo lo que es una familia positiva, para

después ver cómo se comportan los supremos y los ı́nfimos al

considerarlas como orden parcial.

Definición. Sea X un conjunto numerable. Una familia P ⊆
P(X) es una familia positiva en X si y sólo si

1. ∅ /∈ P ,

2. si A ∈ P y A ⊆ B ⊆ X, entonces B ∈ P ,

3. si A ∈ P y F ∈ [X]<ω, entonces A \ F ∈ P , y

4. existe A ∈ P tal que |X \ A| = ℵ0.

Evidentemente, toda familia positiva P es no vaćıa y como

todo elemento de P es subconjunto de X, entonces X ∈ P . Más

aún, la siguiente proposición nos indica que todos los elementos de

29
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P son infinitos y que todo subconjunto cofinito de X es elemento

de P .

Proposición 2.1. Sean X un conjunto numerable y P ⊆P(X)

una familia positiva. Entonces,

FFréchet ⊂ P ⊆ [X]ω

Demostración. Primero, supongamos que existe x ∈ P finito. En-

tonces tenemos que x \ x = ∅ ∈ P , lo que contradice la propie-

dad 1 de las familias positivas. Por lo tanto, P ⊆ [X]<ω. Esto es,

P ⊆ [X]ω.

Por otro lado, sabemos que como P es una familia positiva,

entonces X ∈ P y para todo F ⊂ X finito se cumple que X \
F ∈ P , por la definición de familias positivas. Asimismo, sabemos

que todo elemento de FFréchet es de la forma X \ F para algún

F ⊂ X finito, por lo que FFréchet ⊆ P . Ahora bien, sabemos que

existe A ∈ P tal que X \ A ∈ P . A no es cofinito y, por ende,

P 6= FFréchet.

Toda familia positiva P es subconjunto de P(X), por lo que

podemos verla como orden parcial bajo la contención. Sin embar-

go, hay subconjuntos no vaćıos de P que no tienen ı́nfimo en P .

Como ejemplo, tenemos a FFréchet, cuya intersección es vaćıa.

Ahora bien, si consideramos a 〈P ∪ {∅},⊂〉, podemos definir

al supremo y al ı́nfimo de la siguiente manera:

• supS =
⋃
S,
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• Si
⋂
S ∈ P ∪ {∅}, entonces ı́nf S =

⋂
S, y

• Si
⋂
S /∈ P ∪ {∅}, entonces ı́nf S = ∅.

Entonces podemos ver que siempre hay supremos e ı́nfimos de

subconjuntos no vaćıos:

Proposición 2.2. Sean X un conjunto numerable y P ⊆P(X)

una familia positiva. Entonces 〈P ∪ {∅},⊂〉 es una ret́ıcula com-

pleta.

Demostración. Debido a como fueron definidos los ı́nfimos en P∪
{∅}, vemos que todo subconjunto no vaćıo tiene ı́nfimo.

Por otro lado, sabemos que un orden parcial es completo si y

sólo si todo subconjunto no vaćıo tiene supremo. Sea S ⊆ P∪{∅}
no vaćıo. Vemos que s ⊆ supS, por lo que supS ∈ P .

Si
⋂
S ∈ P , entonces lo que definimos como ı́nfimo es, en

efecto, la máxima cota inferior. Por otro lado, si
⋂
S /∈ P vemos

que, en caso de existir una cota inferior Z ∈ P , entonces Z ⊆ Y

para toda Y ∈ S, por lo que Z ⊆
⋂
S. Entonces, por la propiedad

3 de las familias positivas tendŕıamos que
⋂
S ∈ P , lo que es

imposible. Por lo tanto, el ı́nfimo que definimos es, en efecto, la

máxima cota inferior y ∅ ∪ P es una ret́ıcula completa.
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2.1. Cadenas Maximales en Familias

Positivas de ω

Ahora presentaremos el teorema principal de este caṕıtulo, el

cual caracteriza las cadenas maximales de familias positivas en

ω:

Teorema 2.3. Sean P ⊂P(ω) una familia positiva y L = 〈X,<〉
un orden lineal. Entonces los siguientes son equivalentes:

a) L es isomorfo a una cadena maximal en 〈P ∪ {∅},⊂〉,

b) L es un orden lineal booleano R-encajable tal que 0L no

tiene sucesor, y

c) L es isomorfo a un conjunto K ⊂ [0, 1]R compacto nunca

denso tal que 0 es punto de acumulación de K y 1 ∈ K.

Con el fin de poder probar con mayor facilidad este teorema,

vamos a separarlo en varios lemas auxiliares que demostraremos

más adelante. Mientras, podemos ver fácilmente que si P es una

familia positiva, entonces:

• Una cadena L de P ∪ {∅} es maximal si y sólo si L \ {∅}
es cadena maximal de P .

• Una cadena L de P es maximal si y sólo si L ∪ {∅} es

cadena maximal de P ∪ {∅}.
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Debido a esto, el tipo de orden de las cadenas maximales de

familias positivas de ω es K \{0}, donde K ⊂ [0, 1]R es compacto

y nunca denso tal que 0 es punto de acumulación de K y 1 ∈ K.

La implicación b)→c) fue demostrada en la proposición 1.6,

ya que no involucra a las familias positivas de manera expĺıcita.

El siguiente lema que veremos prueba la implicación a)→b) y

nos indica de qué forma son las cadenas maximales en las familias

positivas. Nótese que éste aún no es una caracterización, ya que

la implicación va en un sólo sentido.

Lema 2.4. Sean P ⊂P(ω) una familia positiva y L una cadena

maximal en 〈P∪{∅},⊂〉. Entonces L es un orden lineal booleano

R-encajable tal que ∅ no tiene sucesor.

Demostración. Sean P una familia positiva en ω y L una cadena

maximal en 〈P∪{∅},⊂〉. Como ∅ y ω son el mı́nimo y el máximo

de P ∪ {∅}, respectivamente, sabemos que ∅, ω ∈ L ya que es

cadena maximal. Asimismo, como L es cadena en P ∪ {∅} ⊂
P(ω), sabemos que L es R-encajable.

Primero veamos que ∅ no tiene sucesor.

Supongamos que ∅ tiene un sucesor S en L . Como S 6= ∅,

tenemos que S ∈ P , por lo que la porposición 2.1 nos dice que S es

infinito. Por lo tanto, para todo s ⊂ S finito se cumple que S\s 6=
∅ y que S \ s ∈ P ya que P es familia positiva. Pero entonces

L ∪ (S \ s) es una cadena en P ∪ {∅} que contiene propiamente

a L , lo que es imposible ya que L es cadena maximal. Por lo

tanto, ∅ no tiene sucesor en L .
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Ahora veamos que L es completo.

Sea S ⊆ L . Queremos ver que supL S existe. Sabemos por la

proposición 2.2 que P ∪{∅} es una ret́ıcula completa, por lo que

supP∪{∅} S =
⋃
S está en P ∪ {∅}. Entonces para toda A ∈ L

se cumple que:

• Si A ⊆ B para alguna B ∈ S, entonces A ⊆
⋃
S.

• Si B ⊆ A para toda B ∈ S, entonces
⋃
S ⊆ A.

• Los dos casos anteriores son los únicos debido a que A y B

siempre con comparables ya que S ⊆ L y L es cadena.

Esto es,
⋃
S es comparable con todos los elementos de L , por lo

que L ∪{
⋃
S} es una cadena en P∪{∅} que contiene a L . Como

L es cadena maximal, supL S =
⋃
S ∈ L . De manera análoga se

ve que ı́nfP∪{∅} S = ı́nfL S =
⋂
S ∈ L cuando ı́nfP∪{∅} S ∈ P .

Cuando ı́nfP∪{∅} S = ∅, sólo basta con recordar que S no puede

tener cotas inferiores en P , por lo que tampoco puede tenerlas en

L .

Finalmente, veamos que L tiene saltos densos.

Sean A,B ∈ L tales que A ⊂ B. Como ∅ es no aislado en L ,

existe A′ ∈ L \ {∅} tal que A ⊆ A′ ⊂ B Sean x ∈ B \ A′,
A = {C ∈ L : x /∈ C} y B = {C ∈ L : x ∈ C}. Como x ∈ B
y x /∈ A, vemos que A′ ∈ A y B ∈ B. Asimismo, como todos

los elementos de L son comparables entre śı, entonces A / B ∈
B, por lo que {A,B} es una cortadura de L . Como L es un

orden lineal completo, sabemos que supA =
⋃

A ∈ L y que
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A′ ⊆
⋂
A ∪ {x} ⊆

⋂
B. Ahora bien, como P es familia positiva,

L es cadena maximal y
⋂

A ∪ {x} es comparable con todos los

elementos de A y de B, tenemos que
⋂

A∪{x} ∈ L . Por lo tanto

vemos que ∅ = (
⋂
A,
⋂
A ∪ {x})L ⊆ [A′, B]L ⊆ [A,B]L , por lo

que L tiene saltos densos.

Esto es, L es un orden lineal booleano R-encajable tal que ∅
no tiene sucesor.

Finalmente, este lema nos dará la implicación que nos haćıa

falta para completar el teorema 2.3:

Lema 2.5. Sean P ⊂P(ω) una familia positiva y K ⊂ [0, 1]R un

conjunto compacto nunca denso tal que 0 es punto de acumulación

de K y 1 ∈ K. Entonces K es isomorfo a una cadena maximal en

〈P ∪ {∅},⊂〉.

Demostración. Sea K ⊆ [0, 1]R compacto nunca denso tal que

1 ∈ K y 0 es punto de acumulación de K. Como K es cerrado

y 0, 1 ∈ K, entonces [0, 1]R \ K = (0, 1)R \ K es abierto, por lo

que existe una representación única de [0, 1]R \K como unión de

intervalos abiertos ajenos. Esto es, [0, 1]R \K =
⋃
i∈I(ai, bi)R tal

que I es un conjunto de ı́ndices y para i, j ∈ I distintos se cumple

que (ai, bi)R∩(aj, bj)R = ∅. Sabemos que I es a lo más numerable

debido a que K es un subconjunto de R. Como K tiene un punto

de acumulación, entonces es infinito y, como K es nunca denso,

entonces I también es infinito. Por lo tanto, I es numerable.

Queremos ver que ai ∈ K para toda i ∈ I. Supongamos lo

contrario: que existe i ∈ I tal que ai /∈ K. Entonces existe j ∈
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I tal que ai ∈ (aj, bj)R, lo que es imposible ya que (ai, bi)R ∩
(aj, bj)R = ∅. Por lo tanto, ai ∈ K para toda i ∈ I. De manera

análoga se puede probar que bi ∈ K para toda i ∈ I.

Para demostrar este lema, haremos uso de una sucesión N =

〈in : n ∈ ω〉 en I y una biyección k : I → ω tales que la sucesión

ain sea estrictamente decreciente y k[N ] ∈ P , para construir una

función D : K →P(ω) tal que:

• D(x) ∈ P ∪ {∅} para toda x ∈ K,

• Para cualesquiera x, y ∈ K, si x < y, entonces D(x) ⊂
D(y), y

• D[K] es una cadena maximal en P ∪ {∅}.

Construiremos la sucesión N en I por recursión.

Sea i0 un elemento cualquiera de I. Supongamos que in está defi-

nido para alguna n ∈ ω. Como 0 es punto de acumulación de K y

K es compacto, tenemos que 0 ∈ K y 0 < mı́n{ain, (n+1)−1}. Sea

xn ∈ (0,mı́n{ain, (n+ 1)−1})R \K. Como xn /∈ K, existe in+1 ∈ I
tal que xn ∈ (ain+1

, bin+1
)R, por lo que ain+1

< mı́n{ain, (n+ 1)−1}.
Entonces vemos que N = 〈in : n ∈ ω〉 es una sucesión en I tal

que ain es estrictamente decreciente.

Ahora construiremos la biyección k.

Nosotros sabemos que I \ N es a lo más numerable debido a

que tanto I como N son numerables. Si I \ N es finito, sean

G ⊂ ω tal que |I \ N | = |G| y F = ω \ G. Como sabemos que
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FFréchet ⊂ P por la proposición 2.1, vemos que F ∈ P . Por otro

lado, si I \N es numerable, entonces sabemos que existe F ∈ P
tal que ω \ F es numerable ya que P es una familia positiva. Sea

entonces G = ω \ F , por lo que |I \N | = |G|.
Como F ∈ P , entonces sabemos que F es numerable por la

proposición 2.1, por lo que existe k0 : N → F biyectiva. De igual

manera, existe k1 : I \N → G biyectiva. Como 〈F,G〉 es partición

de ω, tenemos que k = k0 ∪ k1 es una función biyectiva de I en ω

tal que k[N ] ∈ P .

Ahora definimos la función D : K →P(ω) como

D(x) = {k(i) : i ∈ I ∧ bi ≤ x}

Veamos que D(x) ∈ P ∪ {∅} para toda x ∈ K. Como 0 < bi

para toda i ∈ I, tenemos que D(0) = ∅. Tomando x ∈ K \ {0},
sea nx ∈ ω tal que (nx + 1)−1 < x. Sabemos, por la definición de

N , que para toda n > nx se cumple que ain < x. Como x ∈ K,

entonces bin ≤ x y, por ende, k(in) ∈ D(x). Sea Fx = {k(in) :

nx ≤ n} ⊆ D(x). No es dif́ıcil ver que Fx = F \ {k(in) : n < nx}.
Esto es, Fx es cofinito con respecto a F , por lo que Fx ∈ P y,

como Fx ⊆ D(x), entonces D(x) ∈ P .

Sean x, y ∈ K tales que x < y. Sabemos para toda i ∈ I que si

bi ≤ x, entonces bi ≤ y, por lo que D(x) ⊆ D(y) por la definición

de D. Solo nos resta ver que D(x) 6= D(y). Como K es denso en

ningún lugar, existen z ∈ R \K e i ∈ I tales que z ∈ (ai, bi)R y

x < z < y. Por lo tanto, como x, y ∈ K, entonces x ≤ ai < bi ≤ y,
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por lo que k(i) ∈ D(y) pero k(i) /∈ D(x). Esto es, D(x) 6= D(y).

Finalmente, veremos que D[K] es una cadena maximal en

P∪{∅}. Como D[K] ⊆ P∪{∅} y D es una función estrictamente

creciente, entonces D[K] es una cadena en P∪{∅}. Sabemos que

∅, ω ∈ D[K], ya que D(0) = ∅ y D(1) = ω.

Supongamos que D[K] no es maximal. Sea A ∈ P \ D[K]

tal que D[K] ∪ {A} es una cadena en P ∪ {∅}. Sean A = {x ∈
K : D(x) ⊂ A} y B = {x ∈ K : A ⊂ D(x)}. Como todos

los elementos de D[K] ∪ {A} son comparables entre śı, 〈A,B〉
es una partición de K. Sean a = supRA y b = ı́nfRB. Entonces

a ∈ A ⊆ K y b ∈ B ⊆ K, por lo que a, b ∈ K. Lo que queremos

ver es que a ∈ A y que b ∈ B.

Veamos que D(a) ⊂ A y que a ∈ A. Como a es el supremo

de A, tenemos que D(x) ⊂ D(a) para toda x ∈ A, por lo que⋃
x∈AD(x) ⊆ D(a). Sea i ∈ I tal que k(i) ∈ D(a), por lo que

bi ≤ a. Si bi < a, entonces bi ∈ A y k(i) ∈ D(bi). Por otra

parte, si bi = a, entonces bi ∈ A y k(i) ∈ D(bi), ya que de lo

contrario tendŕıamos que ai /∈ A, lo que es imposible. Por lo tanto,

D(a) =
⋃
x∈AD(x). Ahora bien, nosotros sabemos que D(x) ⊂ A

para toda x ∈ A y A /∈ D[K], por lo que
⋃
x∈AD(x) = D(a) ⊂ A

y, por ende, a ∈ A.

Veamos que A ⊂ D(b) y que b ∈ B. Como b es el ı́nfimo

de B, tenemos que D(b) ⊂ D(x) para toda x ∈ B, por lo que

D(b) ⊆
⋂
x∈BD(x). Sea i ∈ I tal que k(i) ∈ D(x) para toda

x ∈ B. Entonces bi ≤ x para toda x ∈ B, por lo que bi ≤ b

y k(i) ∈ D(b). Por lo tanto, D(b) =
⋂
x∈BD(x). Ahora bien,
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nosotros sabemos que A ⊂ D(x) para toda x ∈ B y A /∈ D[K],

por lo que A ⊂ D(b) =
⋂
x∈BD(x) y, por ende, b ∈ B.

Como 〈A,B〉 es una partición de K y supK A = a < b =

ı́nfK B, entonces (a, b)K = ∅ y, como no hay un intervalo vaćıo

mayor que los contenga, necesariamente existe i ∈ I tal que a = ai

y que b = bi. Por lo tanto, D(b) = D(a)∪{k(i)}. Esto es, |D(b) \
D(a)| = 1. Por otro lado, sabemos que D(a) ⊂ A ⊂ D(b), por lo

que necesariamente |D(b)\D(a)| ≥ 2, lo que es una contradicción.

Por lo tanto conclúımos que D es una función biyectiva de K

sobre una cadena maximal de P ∪ {∅}.
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Caṕıtulo 3

La Gráfica Random

3.1. Introducción

Existen varias maneras de abordar a la gráfica random: por

medio de las gráficas aleatorias, de los conjuntos hereditariamente

finitos, etc. Sin embargo, la manera más eficiente de ver sus pro-

piedades básicas es por medio de la propiedad de extensión. Entre

otras cosas, esta propiedad nos permite ver que la gráfica random

es única (salvo por isomorfismos) y que es ultrahomogénea.

Los primeros en tratar a la gráfica random fueron Erdös y

Réyni en un art́ıculo de 1963 mientras estudiaban gráficas alea-

torias finitas. Al final de tal art́ıculo abordan el caso numerable y

prueban que existe una gráfica numerable R tal que las gráficas

aleatorias son isomorfas a ésta casi seguramente. Sin embargo, no

proveen de una construcción argumentando que si casi todas las

gráficas son isomorfas a R, entonces seguramente debe existir.

Tampoco probaron su unicidad ni que tuviera la propiedad de

41
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extensión.

Por otro lado, Richard Rado mostró en 1964 que existe una

gráfica numerable universal para las gráficas a lo más numera-

bles. Aunque él śı dió una construcción y usó de manera impĺıcta

la propiedad de extensión, no la enunció de manera expĺıcita ni

probó que fuera única.

No fue hasta 1974 que Erdös y Spencer demuestran la unici-

dad de la gráfica random, tras lo cual afirman que este resultado

“demuele la teorá de las gráficas aleatorias,” aunque Peter J. Ca-

meron afirma en [Cam15] que esto “crea la teoŕıa de la gráfica

aleatora numerable.”

Antes de entrar de lleno al tema, recordemos que una gráfica

se puede ver como un par ordenado G = 〈X, σ〉 donde X es un

conjunto cualquiera y σ ⊆ [X]2. Asimismo, si {x, y} ∈ σ, será

denotado por x ∼ y.

También es posible ver a las gráficas como estructuras rela-

cionales tomando una relación simétrica y antirreflexiva. Ambas

definiciones son equivalentes, tan sólo basta con ver que si {x, y}
está en la gráfica definida como en el párrafo anterior si y sólo si

〈x, y〉 y 〈y, x〉 están en la gráfica correspondiente definida como

estrucutra.

3.2. La Propiedad de Extensión

Definición. Sean G = 〈X, σ〉 y U, V ⊆ X finitos y ajenos. Dire-

mos que x ∈ X está conectado correctamente a 〈U, V 〉 si y sólo si
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x ∼ u para todo u ∈ U y x � v para toda v ∈ V .

Al conjunto de los vértices de G conectados correctamente a

〈U, V 〉 lo denotaremos por GU
V .

Una manera simple de extender una gráfica finita es tomar dos

subconjuntos de ésta y tomar un punto que se esté correctamente

conectado a estos. Entonces podemos pedir que una gráfica tenga

la propiedad de extensión si toda subgráfica finita de ésta se puede

extender de todas las maneras correctas posibles. Tomando esto

en cuenta, damos la siguiente definición:

Definición. Una gráfica G = 〈X, σ〉 tiene la propiedad de exten-

sión si y sólo si para cualesquiera U, V ⊆ X finitos y ajenos se

cumple que GU
V 6= ∅.

Es en este punto que podemos definir lo que es una gráfica

random y la notación que usaremos para referirnos a ella.

Definición. Una gráfica random es una gráfica numerable con

la propiedad de extensión. A este tipo de gráficas también se les

suele llamar gráficas de Rado o gráficas de Erdös-Réyni y por lo

general las denotaremos por R.

A primera vista puede parecer arbitrario llamar a este tipo

de gráficas “gráficas random”, sin embargo, más adelante justi-

ficaremos el uso de ese nombre. Por el momento, veremos varios

lemas que nos dan una idea de cómo funcionan los encajes con

las gráficas con la propiedad de extensión.
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Lema 3.1. Sean G1 una gráfica a lo más numerable y G2 una

gráfica con la propiedad de extensión. Sea f un encaje de una

subgráfica propia finita de G1 en G2. Entonces para cada z ∈
G1\dom(f) existe un encaje f ′ que extiende a f tal que dom(f ′) =

dom(f) ∪ {z}.

Demostración. Sean G1 = 〈X, σ〉 a lo más numerable y G2 =

〈Y, ρ〉 una gráfica con la propiedad de extensión. Sean X ′ ⊂ X

finito tal que X ′ = {x0, ..., xn} para algún n ∈ ω, f un encaje de

la subgráfica generada por X ′ en G2 y z ∈ X \X ′ cualquiera.

Nosotros queremos ver que existe f ′ tal que extienda f a X ′∪
{z}. Sean U = {x ∈ X ′ : x ∼ z} y V = X ′ \ U . Asimismo sean

U ′ = f [U ], V ′ = f [V ] y Y ′ = G2
U ′

V ′.

Sabemos que Y ′ 6= ∅ ya que G2 tiene la propiedad de ex-

tensión, por lo que podemos tomar y ∈ Y ′. Definimos entonces

f ′ = f ∪ 〈z, y〉. Como y no está en el rango de f , vemos que f ′ es

un encaje que extiende f a X ′ ∪ {z}, que es a lo que queŕıamos

llegar.

Nótese que si Y es numerable, entonces Y ′ también lo es, por lo

que se pueden indexar sus elementos y tomar el de menor ı́ndice.

De esta manera, se evitaŕıa usar el Axioma de Elección.

Podemos comenzar a ver los frutos del resultado anterior con

esta proposición:

Proposición 3.2. Toda gráfica a lo más numerable se puede

encajar en cualquier gráfica que tenga la propiedad de extensión.
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Demostración. Sean G1 = 〈Y, σ〉 una gráfica a lo más numerable

y G2 = 〈X, σ〉 una gráfica con la propiedad de extensión. Veremos

dos casos:

Caso 1: Cuando G1 es finita.

En este caso lo haremos por inducción sobre m = |Y |. Las gráficas

que constan de un sólo vértice se pueden encajar de manera trivial

en G2. Supongamos entonces que m ≥ 2 y que toda gráfica con n

vértices se puede encajar en G2 para n < m. SeaG′ una subgráfica

de G1 con m − 1 vértices. Entonces existe un encaje f de G′ en

G2 el cual podemos extender a un encaje f ′ de G1 en G2 como lo

hicimos en el lema 3.1. Por lo tanto, toda gráfica finita se puede

encajar en G2.

Caso 2: Cuando G1 es numerable.

Como Y es numerable, se puede indexar como Y = {y0, ..., yn, ...}.
Sean x0 ∈ X y f0 = {〈y0, x0〉}. Evidentemente, f0 es una función

parcial de G1 en G2 y además, es un encaje. Para toda n ∈ ω

podemos extender fn a fn+1 como en el lema 3.1 para z = yn+1.

Entonces vemos que f =
⋃
n∈ω fn es la unión de funciones par-

ciales compatibles, por lo que f es función y, como las fn son en-

cajes, entonces f también es un encaje. Ahora bien, tenemos que

dom(fn) ⊂ Y y que para toda n ∈ ω se cumple que yn ∈ dom(fn),

por lo que dom(f) = Y . Esto es, f es el encaje que buscábamos.

Por lo tanto, toda gráfica numerable se puede encajar en G2.

Otra consecuencia de la proposición 3.1 es la siguiente:

Teorema 3.3. Cualesquiera dos gráficas numerables con la pro-
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piedad de extensión son isomorfas.

Demostración. Sean G1 = 〈X, ρ〉 y G2 = 〈Y, σ〉 gráficas nume-

rables con la propiedad de extensión y {x0, ...} y {y0, ...} enu-

meraciones de X y Y , respectivamente. Nosotros crearemos un

isomorfismo f como el ĺımite de funciones parciales por medio de

back-and-forth.

Comenzamos definiendo f0 = {〈x0, y0〉}. Supongamos ahora

que fn está definida para n ∈ ω y cumple que {x0, ..., xn} ⊆
dom(fn), {y0, ..., yn} ⊆ im(fn) y fn es isomorfismo de dom(fn) en

im(fn). Sean Xn = dom(fn) y an el elemento con el menor ı́ndice

de X \Xn. Entonces extendemos fn a Xn∪{an} como en el lema

3.1. A esta nueva función la vamos a llamar gn.

Tomamos entonces Yn = gn[Xn ∪ {an}] y sea bn el elemento

con el menor ı́ndice de Y \ Yn. Como gn es un isomorfismo en-

tre subgráficas finitas de G1 y G2, entonces g−1
n también lo es

y podemos extenderla a Yn ∪ {bn} como en el lema 3.1. A esta

nueva función la llamaremos hn. Como hn es isomorfismo entre

subgráficas finitas de G1 y G2, entonces fn+1 = h−1
n contiene a fn

y es un encaje de una subgráfica finita de G1 en G2.

Finalmente, definimos f =
⋃
n∈ω fn. Como fn es un encaje y

extiende a fm para cualesquiera m < n ∈ ω, entonces f es un

encaje de una subgráfica de G1 en G2. De igual manera, vemos

que xn ∈ dom(fn) ⊆ dom(f) y yn ∈ fn[G1] ⊆ f [G1] para toda

n ∈ ω debido a la manera en que se fueron extendiendo las fn.

Esto es, f es una biyección de G1 sobre G2 y, como también es

un encaje, entonces vemos que f es un isomorfismo.
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Por lo tanto, G1 y G2 son isomorfas.

3.3. Construcción de la Gráfica Ran-

dom

En la sección anterior vimos que todas las gráficas random

son isomorfas entre śı. Este resultado seŕıa bastante útil para es-

tudiarlas, sin embargo, aún no hemos visto que exista alguna. En

esta sección construiremos tal gráfica haciendo uso de los conjun-

tos hereditariamente finitos.

Definición. Constrúımos el universo de los conjuntos hereditaria-

mente finitos Vω por recursión numerable de la siguiente manera:

V0 = ∅,

Vn+1 = P(Vn) para n ∈ ω,

Vω =
⋃
n∈ω

Vn.

Asimismo, definimos el n-ésimo nivel de Vω para n ∈ ω como

Levn = Vn+1 \ Vn y el rango de x ∈ Vω como rank(x) = mı́n{n ∈
ω : x ∈ Vn+1}.

Una noción indispensable al hablar de los conjuntos heredi-

tariamente finitos es la de la cerradura transitiva de un conjunto

bajo la pertenencia, por lo que nos será de gran utilidad recor-

darla:
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Definición. La cerradura transitiva de un conjunto x se denota

por trcl(x) y está dada por

∪0(x) = x,

∪n+1(x) =
⋃
∪n(x),

trcl(x) =
⋃
n∈ω
∪n(x).

Ahora podemos ver varias propiedades y caracterizaciones im-

portantes de Vω.

Proposición 3.4.

a) Vα es transitivo para toda α ∈ ω + 1.

b) Vm ⊆ Vn para m < n ∈ ω.

c) n ∈ Levn y por ende rank(n) = n para toda n ∈ ω.

d) Sea α un ordinal. Entonces α ∈ Vω si y sólo si α ∈ ω.

e) Vn es finito para toda n ∈ ω.

f) Vω es numerable.

g) x ∈ Vω si y sólo si x es un subconjunto finito de Vω.

h) Vω = {x : |trcl(x)| < ω}.

Demostración.

a)
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Vemos que V0 es transitivo por vacuidad. Supongamos que

para n ∈ ω se cumple que Vn es transitivo. Queremos ver que

Vn+1 también lo es. Sea x ∈ Vn+1 = P(Vn). Entonces x ⊆ Vn,

por lo que para toda y ∈ x se cumple que y ∈ Vn. Como Vn es

transitivo, y ⊆ Vn. Esto es, y ∈ Vn+1, por lo que Vn+1 es transitivo.

Por lo tanto, Vn es transitivo para toda n ∈ ω.

Sea x ∈ Vω. Entonces existe n ∈ ω tal que x ∈ Vn. Como

Vn es transitivo, tenemos que x ⊆ Vn ⊆ Vω. Por lo tanto, Vω es

transitivo.

b) Sea m ∈ ω. Evidentemente Vm = Vm+0. Supongamos que para

k ∈ ω se cumple que Vm ⊆ Vm+k. Entonces vemos que Vm ∈
P(Vm+k) = Vm+k+1 y, como Vm+k+1 es transitivo debido al inciso

anterior, entonces Vm ⊆ Vm+k+1. Como toda n ∈ ω tal que m < n

se puede expresar como m + k para alguna k ∈ ω, tenemos que

Vm ⊆ Vn.

c)

Supongamos que para n ∈ ω se cumple que m ∈ Vm para toda

m < n. Entonces, como n ⊆ Vn y Vn+1 = P(Vn), tenemos que

n ∈ Vn+1. Por lo tanto, conclúımos que n ∈ Vn+1 para toda n ∈ ω
por inducción fuerte.

Evidentemente, 0 /∈ ∅ = V0. Supongamos que n /∈ Vn. Enton-

ces n + 1 = n ∪ {n} /∈ P(Vn) = Vn+1. Por lo tanto, n /∈ Vn para

toda n ∈ ω, por lo que n ∈ Vn+1 \ Vn = Levn para toda n ∈ ω.
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d)

Sabemos por el inciso anterior que toda n ∈ ω cumple que

n ∈ Levn ⊆ Vω. Veamos que ω /∈ Vω. Supongamos lo contrario,

que ω ∈ Vω. Entonces existe n ∈ ω tal que rank(ω) = n, por lo

que ω ∈ Levn y para toda x ∈P(ω) se cumple que n /∈ x ya que

n /∈ Vn. Por lo tanto, tenemos que n /∈ ω, lo que no tiene sentido.

Entonces, conclúımos que ω /∈ Vω. Más aún, para todo ordinal

α tal que ω ∈ α tenemos que, como Vω es transitivo, entonces

α /∈ Vω.

e) Nosotros sabemos que |Vn+1| = 2|Vn| y, como |V0| = 0, entonces

Vn es finito para toda n ∈ ω.

f) Como Vω =
⋃
n∈ω Vn y Vn es finito para toda n ∈ ω, vemos

que Vω es la unión numerable de cosas finitas. Por lo tanto, Vω es

numerable.

g) →]

Sean x ∈ Vω y n = rank(x). Como x ⊆ Vn y Vn es finito,

entonces |x| ≤ |Vn|, por lo que x es finito.

g) ←]

Sea x ⊆ Vω finito. Entonces A = {rank(y) : y ∈ x} es finito,

por lo que existe n = máxR. Entonces vemos que y ∈ Vn para

toda y ∈ x, por lo que x ∈P(Vn) = Vn+1 ⊆ Vω.
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h)

Primero veremos un pequeño resultado que nos será de uti-

lidad para ver ambas contenciones. Para todo conjunto x vemos

que:

∪1(x) =
⋃
∪0(x) =

⋃
x

=
⋃
{y ∈ x} =

⋃
{∪0(y) : y ∈ x}.

Supongamos que ∪n+1(x) =
⋃
{∪n(y) : y ∈ x} para alguna n ∈ ω,

entonces

∪n+2(x) =
⋃
∪n+1(x)

=
⋃⋃

{∪n(y) : y ∈ x}

=
⋃
{∪n+1(y) : y ∈ x}.

Por lo tanto, podemos ver que

trcl(x) = x ∪
(⋃
y∈x

trcl(y)
)
.

⊆]

Evidentemente, todo elemento de V0 tiene cerradura transitiva

finita. Supongamos que para n ∈ ω se cumple que trcl(x) es finita

para toda x ∈ Vn. Sea y ∈ Vn+1. Sabemos que y es finito ya

que y ∈ Vω. Por lo visto previamente, sabemos que |trcl(y)| ≤
|y| +

∑
z∈y |trcl(z)|, por lo que trcl(y) es finita. Por inducción
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conclúımos que para todas n ∈ ω y x ∈ Vn se cumple que trcl(x)

es finita. Más aún, como Vω =
⋃
n∈ω Vn, entonces para toda x ∈ Vω

se cumple que trcl(x) es finita.

⊇]

Sea x tal que trcl(x) es finita. Haremos inducción sobre la

cardinalidad de trcl(x).

Cuando |trcl(x)| = 0, tenemos que x = ∅ ∈ Vω. Sea |trcl(x)| =
n. Supongamos que para toda y tal que |trcl(y)| < n se cumple

que y ∈ Vω. Recordemos que trcl(x) = x ∪
(⋃

y∈x trcl(y)
)
, por lo

que x es finito y para toda y ∈ x que se cumple que trcl(y) ⊂
trcl(x), por lo que |trcl(y)| < n. Por lo tanto, y ∈ Vω para toda

y ∈ x y, como x es finito, existe m tal que y ∈ Vm para toda

y ∈ x. Esto es, x ∈P(Vm) = Vm+1.

Por lo tanto, si trcl(x) es finita, entonces x ∈ Vω.

Otro resultado interesante del universo de los conjuntos here-

ditariamente finitos es que es un modelo de ZFC sin el Axioma

de Infinito, lo que nos indica que podemos construir dentro de

él todos los tipos de conjuntos que conocemos siempre y cuando

sean finitos. Una demostración de este hecho se da en el anexo A.

Sabiendo esto, podemos definir la siguiente relación sobre Vω:

Definición. Definimos la relación ε en Vω como xεy si y sólo si

x ∈ y o y ∈ x.

Ahora podemos ver que Vω con la relación ε es, en efecto, una

gráfica random:
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Proposición 3.5. La estructura 〈Vω, ε〉 es una gráfica random.

Demostración. Sean H,K ⊆ Vω finitos y disjuntos. Entonces

H,K ∈ Vω. Sea n = rank(K). Como Vω es modelo de ZFC-Inf

y n ∈ Vω, tenemos que v = H ∪ {n} ∈ Vω. Entonces vemos que

para toda h ∈ H se cumple que h ∈ v, por lo que hεv.

Ahora bien, para toda k ∈ K tenemos que k /∈ H y, como

rank(k) < rank(K) = n y rank(n) = n, entonces k 6= n. Por lo

tanto, k /∈ v para toda k ∈ K y, como n+ 1 ≤ rank(v), entonces

v /∈ k. Esto es k 6 εv para toda k ∈ K.

Por lo tanto, 〈Vω, ε〉 es una gráfica numerable con la propiedad

de extensión, por lo que es una gráfica random.

Por ende, sabemos que la gráfica random existe y, por lo visto

en la sección anterior a esta, es única salvo por isomorfismos.

3.4. Gráficas Aleatorias

El nombre de la gráfica random tiene una explicación en térmi-

nos probabiĺısticos. En esta sección veremos lo que es una gráfica

aleatoria y como se relaciona este concepto con el de gráfica ran-

dom.

Definición. Sean X un conjunto y p ∈ (0, 1)R. Para cada r ∈
[X]2 elegimos de manera independiente y con probabilidad p si

r ∈ σ. A la gráfica 〈X, σ〉 la llamamos una gráfica aleatoria de

probabilidad p.
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Es importante notar que no estamos considerando p = 0 y p =

1 ya que éstas son las gráfcas vaćıa y completa, respectivamente,

y tienen caracteŕısticas particulares que el resto de las gráficas no

tienen. Es debido a esto que las ignoraremos por el momento.

Debido a su naturaleza, no es posible tener una gráfica alea-

toria de manera expĺıcita. Aunque esto aparentemente complica

su estudio, ah́ı es donde la magia del infinito entra en juego:

Lema 3.6. Toda gráfica aleatoria numberable tiene la propiedad

de extensión casi seguramente.

Demostración. Sea G = 〈X, σ〉 una gráfica aleatoria numerable

de probabilidad p para p ∈ (0, 1)R. Sean U, V ⊂ X finitos y

ajenos. La probabilidad que x ∈ X \ (U ∪ V ) esté conectado

correctamente a 〈U, V 〉 está dada por p|U | · (1 − p)|V |, por lo que

la probabilidad que ningún elemento de Y ⊂ X \ (U ∪ V ) finito

esté conectado correctamente a 〈U, V 〉 está dada por (1 − p|U | ·
(1− p)|V |)|Y |.

Construiremos el conjunto X ′ por recursión:

Xn = {xm : m ∈ n} para n ∈ ω

xn ∈ X \ (U ∪ V ∪Xn) para n ∈ ω

X ′ = ĺım
x→∞

Xn =
⋃
x∈ω

Xn

Nótese que como X es numerable, se puede indexar y entonces

podemos pedir que cada xn sea el de menor ı́ndice de X \ (U ∪
V ∪Xn). De esta manera se evita usar el Axioma de Elección.
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Entonces vemos que la probabilidad que ningún elemento de

X ′ esté conectado correctamente a 〈U, V 〉 es el ĺımite de esta mis-

ma probabilidad para Xn cuando n → ∞. Esto es, ĺımn→∞
(
1 −

p|U | · (1− p)|V |
)n

= 0.

Por lo tanto, G tiene la propiedad de extensión casi segura-

mente.

Este resultado nos dice algo que resulta contraintuitivo, pero

bastante interesante: que podemos construir una gráfica siguiendo

un proceso aleatorio y obtener un resultado predeterminado.

3.5. Copias de la Gráfica Random

A partir de ahora comenzaremos a buscar copias de la gráfica

random dentro de śı misma. Esto es, estudiaremos el conjunto

P(R), tal como fue definido en el caṕıtulo 1.5. Antes de meternos

de lleno en ese tema, veamos una curiosa propiedad de la gráfica

random:

Proposición 3.7. R es isomorfa a su complemento. Esto es, si

〈ω, %〉 es una gráfica random, entonces 〈ω, [ω]2 \ %〉 también lo es.

Demostración. Sean S el complemento de R y U, V ⊂ ω finitos.

Entonces vemos que

SVU = RU
V 6= ∅

Por lo tanto, S tiene la propiedad de extensión y es isomorfa a R
por ser numerable.
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A lo largo de todo este caṕıtulo, hemos estado haciendo uso

del hecho que los RU
V son no vaćıos. Sin embargo, ahora veremos

algo bastante impresionante: no sólo son no vaćıos, son infinitos

y, más aún, son isomorfos a R.

Proposición 3.8. Sean U, V ⊂ ω finitos y ajenos. Entonces RU
V

es infinito y RU
V ∈ P(R).

Demostración. Sean U, V ⊂ ω finitos y ajenos. Nosotros sabemos

queRU
V 6= ∅, por lo que podemos tomar un x ∈ RU

V . Como U∪{x}
sigue siendo finito, vemos que RU∪{x}

V 6= ∅. Este procedimiento

se puede seguir de manera indeterminada, por lo que se puede

construir por recursión un subconjunto infinito de RU
V . Por lo

tanto, RU
V es numerable.

Sean U ′, V ′ ⊂ RU
V finitos y ajenos. Vemos que (RU

V
)U
′

V ′ =

RU∪U ′
V ∪V ′ 6= ∅ por lo que RU

V está en P(R).

Ahora veremos que la gráfica random es indestructible, esto

es, si se le quita una cantidad finita de elementos, sigue siendo

ella misma:

Proposición 3.9. Sea U ⊂ ω finito. Entonces ω \ U ∈ P(R).

Demostración. Sean T ⊂ ω finito y U, V ⊂ ω \ T finitos. Vemos

que si G es la subgráfica de R generada por ω \ T , entonces

GU
V = RU

V \T . Como RU
V es numerable por la proposición 3.7 y T

es finito, entonces RU
V \ T es numerable. Por lo tanto, G es una

subgráfica numerable de R con la propiedad de extensión. Esto

es, G ∼= R y ω \ U ∈ P(R).
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No es dif́ıcil observar que si tomamos un X ⊂ ω finito, en-

tonces el conjunto {X} ∪ {RU
V : 〈U, V 〉 es una partición de X} es

una partición de ω en que las subgráficas inducidas son isomorfas

a R. Al considerar particiones finitas arbitrarias de ω vemos un

resultado similar:

Proposición 3.10. Sea {X0, ..., Xn} una partición de ω para al-

guna n ∈ ω. Entonces existe m ≤ n tal que Xm ∈ P(R).

Demostración. Sea {X0, ..., Xn} una partición de ω para n ∈ ω y

X0, ..., Xn las respectivas subgráficas inducidas de R.

Supongamos que para toda i ∈ n+1 se cumple queX i /∈ P(R),

por lo que para toda i ∈ n + 1 existen Ui, Vi ⊂ Xi finitos y

ajenos tales que X i
Ui

Vi
= ∅. Sean U =

⋃
i∈n+1 Ui y V =

⋃
i∈n+1 Vi.

Entonces vemos que para toda i ∈ n+ 1,

Xi ∩RU
V ⊆ X i

Ui

Vi
= ∅

Lo que es imposible ya que RU
V 6= ∅ por la propiedad de

extensión. Por lo tanto, existe i ∈ n+ 1 tal que Xi ∈ P(R).

Este resultado es bastante curioso y, aunque podŕıamos pre-

guntarnos si ésta es una caracterización de R, podemos ver que

lamentablemente no es el caso ya que las gráficas completa y vaćıa

también cumplen con esta propiedad. Aún aśı podemos ver que

estas tres gráficas son las únicas con tal propiedad.

Proposición 3.11. Sean G = 〈X, σ〉 una gráfica numerable y

〈X0, X1〉 una partición de X tal que X0 ∈ P(G) o X1 ∈ P(G).
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Entonces G es la gráfica completa, la gráfica vaćıa o la gráfica

random.

Demostración. Sean G = 〈X, ρ〉 una gráfica numerable, 〈X0, X1〉
una partición de X y X0, X1 las respectivas subgráficas inducidas.

Supongamos que G ∼= X i para i ∈ 2 y que G no es ni la gráfica

vaćıa ni la completa. Nosotros queremos ver que G es isomorfa a

la gráfica random.

Supongamos que G tiene puntos aislados. Como G no es la

gráfica vaćıa, vemos que los conjuntos X0 = {x ∈ X : x es punto

aislado de G} y X1 = X \X0 forman una partición de X. Como G

tiene al menos un punto no aislado, entonces X0 6∼= G. Asimismo,

como X1 no tiene puntos aislados y G śı, tenemos que X1 6∼= G, lo

que es imposible. Por lo tanto, G no puede tener puntos aislados.

De manera análoga se demuestra que G no puede contener

vértices conectados con todos los demás.

Supongamos que G 6∼= R. Entonces existen U, V ⊂ X finitos

y ajenos tales que GU
V = ∅. Sean m = mı́n{|U | + |V | : U, V ⊂

X finitos y ajenos tales que GU
V = ∅} y U ′, V ′ ⊂ X finitos y aje-

nos tales que GU ′

V ′ = ∅ y |U ′| + |V ′| = m. Como m > 1 (ya que

G∅∅ = G), podemos hacer una partición 〈A,B〉 de U ′ ∪ V ′. No es

dif́ıcil ver que:

GA∩U ′
A∩V ′, G

B∩U ′
B∩V ′ 6= ∅

GA∩U ′
A∩V ′ ∩GB∩U ′

B∩V ′ = G
(A∩U ′)∪(B∩U ′)
(A∩V ′)∪(B∩V ′) = GU ′

V ′ = ∅

Sean X0 = X \ (B ∪ GA∩U ′
A∩V ′) y X1 = X \ X0 = B ∪ GA∩U ′

A∩V ′.



3.5. COPIAS DE LA GRÁFICA RANDOM 59

Como A es ajeno a B y a GA∩U ′
A∩V ′, vemos que A ⊆ X0 y por ende

que 〈X0, X1〉 es una partición de X.

Ahora vemos que para x ∈ X0, como X0
A∩U ′
A∩V ′ ⊆ GA∩U ′

A∩V ′, enton-

ces x /∈ X0
A∩U ′
A∩V ′. Por lo tanto, X0

A∩U ′
A∩V ′ = ∅ y, como |A∩V ′|+ |A∩

U ′| < |U ′| + |V ′| = m, entonces tenemos que X0 6∼= G. Entonces

vemos que para x ∈ X1,

• Si x ∈ B, entonces x ∈ B ∩ U ′ o x ∈ B ∩ V ′, por lo que

x /∈ X1
B∩U ′
B∩V ′.

• Si x ∈ GA∩U ′
A∩V ′, como GA∩U ′

A∩V ′ yGB∩U ′
B∩V ′ son ajenos y X1

B∩U ′
B∩V ′ ⊆

GB∩U ′
B∩V ′, entonces x /∈ X1

B∩U ′
B∩V ′.

Esto es, X1
B∩U ′
B∩V ′ = ∅ y, como |B∩V ′|+|B∩U ′| < |U ′|+|V ′| =

m, tenemos que X1 6∼= G. Entonces G 6∼= X i para i ∈ 2, lo que es

una contradicción. Por lo tanto, G ∼= R.

Retomando el tema de familias positivas del caṕıtulo 2, la

siguiente proposición nos indica que hay una conexión entre la

ret́ıcula de copias de la gráfica random y las familias positivas:

Proposición 3.12. P(R) contiene una familia positiva en ω.

Demostración. Nosotros sabemos por el lema 3.1 que existe una

gráfica completa numerable Kω ⊂ R. Sea K = dom(Kω). Defini-

mos B = {ω \ (K ∪ F ) : F ⊂ ω ∧ F ∈ [ω]<ω} y P = {A : (∃B ∈
B)(B ⊆ A)}. Nosotros queremos ver que P es un subconjunto de

P(R) y que además es una familia positiva.

Sean A ∈ P y G la subgráfica de R cuyo dominio es ω \ A.

Sabemos por la definición de P que existen F ⊂ ω finito y B ∈
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B tales que B = ω \ (K ∪ F ) y B ⊆ A. Entonces vemos que

ω \ A ⊆ K ∪ F . Si ω \ A es vaćıo o finito, entonces G no es

una gráfica random. De lo contrario, sean x ∈ K ∩ (ω \ A) y

V = {x} ∪ F . Entonces tenemos que G∅V = ∅ ya que no existe

y ∈ K tal que y 6∼ x. Por lo tanto, G no tiene la propiedad de

extensión y G 6∼= R. Como {ω \ A,A} es una partición de ω y

ω \ A /∈ P(R), sabemos por la proposición 3.10 que A ∈ P(R).

Esto es, P ⊆ P(R).

Por otro lado, sabemos que K y ω \K son numerables, por lo

que ω \K es coinfinito y ∅ /∈ P . Asimismo, sean A ∈ P y C ⊆ ω

tales que A ⊂ C. Entonces existe B ∈ B tal que B ⊆ A ⊂ C,

por lo que C ∈ P . Finalmente, vemos que para A ∈ P y F ⊂ ω

finito, existen F ′ ⊂ ω finito y B ∈ B tales que B = ω \ (K ∪ F ′)
y B ⊆ A. Por lo tanto, ω \

(
K ∪ (F ∪ F ′)

)
= B \ F ⊆ A \ F y,

como F ∪ F ′ es finito, entonces B \ F ∈ B y A \ F ∈ P .

Por lo tanto, P es una familia positiva tal que P ⊂ P(R).

3.6. La Gráfica Random como Ĺımite

de Fräıssé

En esta sección veremos queR es el ĺımite de todas las gráficas

finitas. Como vimos en el caṕıtulo 1.5, esta noción se formaliza

como los ĺımites de Fräıssé. Sin embargo, antes de probar que R
es un ĺımite, debemos ver que es ultrahomogénea.

Proposición 3.13. R es ultrahomogénea.
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Demostración. Sean X1, X2 ⊂ ω finitos tales que las subgráficas

de R inducidas son isomorfas. Sea fn ese isomorfismo, donde n =

|X1|. Entonces podemos proseguir a partir del paso n del teorema

3.3 para extender fn a un automorfismo de R. Por lo tanto, R es

ultrahomogénea.

Habiendo visto esto, podemos abordar el siguiente teorema:

Teorema 3.14. R es el ĺımite de Fräıssé de las gráficas finitas.

Demostración. En la proposición 3.2 vimos que toda gráfica fini-

ta se puede encajar en R, por lo que se puede generar a cualquier

gráfica finita a partir de R. Esto es, Γ = {G : G es gráfica y

dom(G) ∈ [ω]<ω} es una edad de R. Ahora bien, como Γ es una

edad, entonces cumple la propiedad hereditaria y la de encaje

conjunto. Nosotros queremos ver que también cumple con la pro-

piedad de amalgamación.

Sean A = 〈XA, ρA〉, B = 〈XB, ρB〉 y C = 〈XC , ρC〉 gráficas y

e : A→ B, f : A→ C funciones tales que A,B,C ∈ Γ y e, f son

encajes. Sea Y = XC \ f [A]. Haremos inducción sobre |Y |.
Si Y = ∅, vemos que si g : B → B es la identidad y h =

ef−1, entonces para toda a ∈ XA se cumple que ge(a) = e(a) y

hf(a) = ef−1f(a) = e(a). Por lo tanto, ge = hf .

Supongamos que para |Y | = n se cumple que existen encajes

g, h tales que ge = hf . Veamos el caso en que |Y | = n + 1. Sean

x ∈ Y y Y ′ = Y \ {x}. Entonces existen D ∈ Γ, g : B → D y

h : C \ {x} → D encajes tales que ge = hf . Sean U = {z ∈ Y ′ :
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z ∼ x} y V = {z ∈ Y ′ : z 6∼ x}. Como g[XB] es finito, existe

y ∈ ω \ g[XB] tal que y ∼ z para toda z ∈ g[U ] y y 6∼ z para toda

z ∈ g[V ]. Asimismo, creamos la extensión h′ = h∪ {〈x, y〉} como

en el lema 3.1 Por lo tanto vemos que g y h′ son encajes de B en D

y de C en D, respectivamente. Finalmente, como y /∈ g[B]∩h′[C],

entonces ge = h′f . Por lo tanto, Γ cumple con la propiedad de

amalgamación.

Entonces vemos que:

• el lenguaje de las gráficas es numerable,

• Γ es un conjunto numerable de gráficas finitamente gene-

radas con las propiedades hereditaria, de encaje conjunto y

de amalgamación,

• dom(R) = ω,

• Γ es la edad de R, y

• R es ultrahomogénea.

Por lo tanto,R es el ĺımite de Fräıssé de las gráficas finitas.

Gracias a este último teorema y al teorema 1.14 podemos ver

que R es a las gráficas finitas lo que Q es a los órdenes lineales

finitos. Los paralelismos no acaban ah́ı, por ejemplo, los tipos de

orden de las cadenas maximales de ambos son el mismo como

muestra Kurilić en [Kur13] y [KK13]. Más aún, los ĺımites de

Fräıssé y, de manera más general, las estructuras ultrahomogéneas
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son muy similares entre śı. La teoŕıa de grupos topológicos estudia

particularmente sus grupos de isomorfismos como se puede ver en

[BK96].
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Caṕıtulo 4

Cadenas Maximales

de P(R)

En este caṕıtulo daremos una caracterización de las cadenas

maximales de la ret́ıcula de subestructuras isomorfas de R por

medio del siguiente teorema:

Teorema 4.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para

todo orden lineal L = 〈X,<〉:

A) L es isomorfo a una cadena maximal en el orden parcial

〈P(R) ∪ {∅},⊂〉,

B) L es un orden lineal completo R-encajable tal que |X| > 1

y 0L no tiene sucesor, y

C) L es isomorfo a un conjunto compacto K ⊆ [0, 1]R tal que

0 es punto de acumulación de K y 1 ∈ K.

65
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Para demostrar este teorema, haremos uso de varios lemas

auxiliares, como fue el caso en el teorema 2.3. Mientras tanto,

podemos ver fácilmente que:

• Una cadena L de P(R)∪{∅} es maximal si y sólo si L\{∅}
es cadena maximal de P(R).

• Una cadena L de P(R) es maximal si y sólo si L ∪ {∅} es

cadena maximal de P(R) ∪ {∅}.

Debido a esto, el tipo de orden de las cadenas maximales de

P(R) es K \ {0}, donde K ⊂ [0, 1]R es compacto tal que 0 es

punto de acumulación de K y 1 ∈ K.

Ahora bien, la implicación B)↔C) fue demostrada en la pro-

posición 1.5 ya que no involucra de manera expĺıcita a la gráfica

random. A las dos implicaciones restantes las veremos en sus res-

pectivas secciones.

Implicación A)→B)

Antes de abordar esta implicación, mostraremos el siguiente

lema, el cual nos será de bastante utilidad:

Lema 4.2. Si L es una cadena en P(R), entonces
⋃

L ∈ P(R).

Demostración. Sean U, V ⊂
⋃

L finitos y ajenos. Entonces exis-

te L ∈ L tal que U, V ⊂ L, por lo que ∅ 6= RU
V ∩ L ⊆

⋃
L .

Por lo tanto, la subgráfica inducida por
⋃

L tiene la propiedad

de extensión, por lo que es isomorfa a R.
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A partir de esto, podemos ver de qué forma son las cadenas

maximales en P(R):

Lema 4.3. Sea L una cadena maximal en 〈P(R) ∪ {∅},⊂〉.
Entonces L es un orden lineal completo R-encajable tal que ∅
no está aislado.

Demostración. Sea L una cadena maximal en 〈P(R) ∪ {∅},⊂〉.
Como ∅ y ω son el mı́nimo y el máximo de P(R)∪{∅}, respecti-

vamente, tenemos que ∅, ω ∈ L . Asimismo, como L es cadena

en P(R) ∪ {∅} ⊂ P(ω), sabemos que L es R-encajable debido

al lema 1.7.

Primero veamos que ∅ no tiene sucesor.

Supongamos que ∅ tiene un sucesor S en L . Como S 6= ∅,

entonces S ∈ P(R), por lo que la proposición 3.9 nos dice que

para todo s ⊂ S finito se cumple que S \s ∈ P(R). Pero entonces

L ∪{S\s} es una cadena en P(R)∪{∅} que contiene propiamente

a L , lo que es imposible ya que L es cadena maximal. Por lo

tanto, ∅ no tiene sucesor en L .

Ahora veamos que L es completo.

Sea S ⊆ L . Sabemos por el lema 4.2 que supP(R)∪{∅} S =
⋃
S

está en P(R) ∪ {∅}. Supongamos que
⋃
S /∈ L . Entonces para

toda A ∈ L se cumple que:

• Si A ⊆ B para alguna B ∈ S, entonces A ⊆
⋃
S.

• Si B ⊆ A para toda B ∈ S, entonces
⋃
S ⊆ A.
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• Los dos casos anteriores son los únicos debido a que A y B

siempre son compatibles ya que S ⊆ L y L es cadena.

Esto es,
⋃
S es comparable con todos los elementos de L , por lo

que L ∪ {
⋃
S} es una cadena en P(R) ∪ {∅} que contiene pro-

piamente a L , lo que es imposible ya que L es cadena maximal.

Por lo tanto, supL S =
⋃
S ∈ L . Podemos definir entonces a

ı́nfL S = supL {x ∈ L : (∀s ∈ S)(x ≤ s)}.
Por lo tanto, L es un orden lineal completo R-encajable tal

que ∅ no está aislado.

Implicación B)→A)

En esta sección probaremos el siguiente lema:

Lema 4.4. Sea L un orden lineal completo R-encajable tal que

|X| > 1 y 0L no tiene sucesor. Entonces L es isomorfo a una

cadena maximal en el orden parcial 〈P(R) ∪ {∅},⊂〉.

Para simplificar la demostración, veremos dos casos: cuando

L es numerable y cuando es no numerable.

El caso numerable

Lema 4.5. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo a lo más

numerable tal que |X| > 1 y 0L no está aislado. Entonces L es

isomorfo a una cadena maximal en 〈P(R) ∪ {∅},⊂〉.
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Demostración. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo a lo

más numerable tal que |X| > 1 y 0L no está aislado. Sea P ⊆
P(R) una familia positiva, la cual sabemos que existe debido a

la proposición 3.12. Por la proposición 1.2 sabemos que, como L

es un orden lineal completo a lo más numerable, entonces tiene

saltos densos. Como 0L no está aislado y L es R-encajable debido

a que es a lo más numerable, entonces sabemos por el teorema 2.3

que existe una cadena L maximal en P ∪ {∅} tal que L ∼= L.

Asimismo, como 0L no tiene sucesor, tenemos que
⋂

(L \{∅}) =

∅. Nosotros queremos ver que L también es maximal en P(R)∪
{∅}.

Supongamos que existe A ∈ P(R) tal que A /∈ L y L ∪ {A}
es una cadena. Entonces para toda S ∈ L se cumple que S ⊂ A

o A ⊂ S. Como
⋂

(L \ {∅}) = ∅, existe S ∈ L tal que S ∈ P y

S ⊂ A. Ahora bien, sabemos que P es una familia positiva, por

lo que A ∈ P . Por lo tanto, L ∪ {A} es una cadena en P ∪ {∅}
que contiene propiamente a L , lo que es imposible ya que L es

maximal en P ∪ {∅}.
Por lo tanto, L es una cadena maximal en P(R) ∪ {∅}.

El caso no numerable

A lo largo de esta sección usaremos el conjunto R = R ∪
{−∞,∞}, donde −∞ = ı́nfRR y ∞ = supRR. Evidentemente,

R ∼= [0, 1]R. Ahora veamos una caracterización útil de L como

suma lexicográfica de órdenes numerables:
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Lema 4.6. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo no nu-

merable R-encajable tal que 0L no está aislado. Entonces existe

{Lx : x ∈ R} tal que:

a) Lx es un orden lineal a lo más numerable para toda x ∈ R,

b) L ∼=
∑

x∈R Lx,

c) M = {x ∈ R : |Lx| > 1} es numerable, y

d) |L−∞| = 1 o 0L−∞ es no aislado.

Demostración. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo no nu-

merable R-encajable tal que 0L es no aislado. Sea ∼ la relación

de condensación en L dada por:

x ∼ y si y sólo si [mı́n{x, y},máx{x, y}]L es a lo más numerable.

Sean A,B dos clases de ∼-equivalencia tales que A 6= B. Sea

a ∈ A. Supongamos que existen b1, b2 ∈ B tales que b1 < a < b2.

Entonces vemos que [b1, a]L ⊂ [b1, b2]L, por lo que a ∼ b1 y a ∈ B,

lo que es imposible. Por lo tanto, se cumple que A / B o B / A.

Sea I un orden lineal tal que {Li : i ∈ I} es el conjunto de

clases de ∼-equivalencia tales que si i1, i2 ∈ I e i1 <I i2, entonces

x < y para cualesquiera x ∈ Li1 y y ∈ Li2. Cuando nos refiramos

a los Li como órdenes lineales, será con el orden heredado de L.

Entonces vemos que L =
∑

i∈I Li.

Como L es R-encajable, sea f : L→ R un encaje. Sea g(i) ∈
Li para toda i ∈ I. Como los Li son ajenos entre śı, entonces g
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es inyectiva y g(i) < g(j) siempre que i <I j, por lo que g ◦ f es

un encaje de I en R. Ahora bien, como L es completo, definimos

el ı́nfimo y el supremo en I para A ⊆ I no vaćıo como

• A∗ = supL{supL Li : i ∈ A} e i∗ tal que A∗ ∈ Li∗, por lo

que podemos tomar supI A = i∗, y

• A∗ = ı́nfL{́ınfL Li : i ∈ A} e i∗ tal que A∗ ∈ Li∗, por lo que

podemos tomar ı́nfI A = i∗.

Por lo tanto, I es completo.

Para toda i ∈ I tal que |Li| > 1, sabemos que como Li es R-

encajable, existen (an, bn)L tales que an, bn ∈ Li para toda n ∈ ω
y Li =

⋃
n∈ω(an, bn)L, tan sólo basta con tomar sucesiones an ↓

ı́nfL Li y bn ↑ supL Li. Como an, bn ∈ Li para toda n ∈ ω, entonces

(an, bn)L es a lo más numerable, por lo que Li =
⋃
n∈ω(an, bn)L

también es a lo más numerable.

Como L es completo, sabemos que supL Li e ı́nfL Li existen

para toda i ∈ I y que Li ∪ {supL Li, ı́nfL Li} es numerable, por

lo que supL Li, ı́nfL Li ∈ Li. Entonces vemos que para A ⊆ Li

se cumple que ı́nfL Li ≤ ı́nfLA ≤ supLA ≤ supL Li, por lo que

supLA, ı́nfLA ∈ Li. Por lo tanto, Li es completo para toda i ∈ I.

Ahora veremos que I es denso. Sean i, j ∈ I tales que i < j

y a = supL Li, b = ı́nfL Lj. Como a ∈ Li, b ∈ Lj y Li ∩ Lj =

∅, entonces a 6∼ b, por lo que (a, b)L es no numerable. Como

{Li : i ∈ I} es una partición de L, entonces existe k ∈ I tal

que Lk ⊆ (a, b)L. Por lo tanto, I es un orden lineal R-encajable,

completo y denso en śı mismo, por lo que I ∼= R.
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Entonces vemos que L =
∑

x∈R Lx y Lx es un orden lineal

completo a lo más numerable para toda x ∈ R, con lo cual hemos

probado los incisos a) y b).

Sea M = {x ∈ R : |Lx| > 1}. Si |Lx| > 1, la proposición 1.2

nos dice que como Lx es a lo más numerable y completo, tiene

saltos densos. Ahora bien, como L es R-encajable, sabemos que

tiene una cantidad a lo más numerable de saltos densos, por lo

que M es a lo más numerable, lo que prueba el inciso c).

Finalmente, para el inciso d) vemos que como 0L es no aislado,

si |L−∞| > 1, entonces 0L = 0−∞ es no aislado.

Por otra parte, el siguiente lema nos proveerá justamente los

elementos que necesitaremos para poder construir una cadena

maximal en P(R) a partir de L:

Lema 4.7. Sean L un orden lineal completo a lo más numerable

y A,B ∈ P(R) tales que A ⊆ B, |B \A|+ 1 = |L| y [A,B]P(R) =

[A,B]P(B). Entonces existe una cadena L en [A,B]P(R) tal que

A,B ∈ L y L ∼= L . Más aún, para cada cortadura 〈A,B〉 de L

se cumple que
⋃
A,
⋂
B ∈ L y |

⋂
B \

⋃
A| ≤ 1.

Demostración. Sean L un orden lineal completo y A,B ∈ P(R)

tales que A ⊆ B, |B \ A| + 1 = |L| y [A,B]P(R) = [A,B]P(B).

Veamos dos casos: cuando B \ A es finito y cuando B \ A es

infinito.

Caso 1: |B \ A| = n ∈ ω.

Como B \ A es finito, entonces |L| = n + 1 y existen am ∈ ω
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para m < n tales que B = A ∪ {am : m ∈ n}. Sea L = {A,A ∪
{a0}, A ∪ {a0, a1}, ..., B} = {A ∪ {ak : k < m} : m < n + 1}.
Sabemos que B es isomorfo a R, por lo que si a B le quitamos

una cantidad finita de elementos, lo restante sigue siendo isomorfo

a R. Debido a esto, L ⊆ [A,B]P(R) y, como todos los elementos

de L son comparables entre śı, vemos que L es una cadena. Más

aún, como L y L son órdenes lineales finitos tales que |L| = |L |,
entonces existe un isomorfismo entre ellos.

Para toda cortadura 〈A,B〉 de L existe m′ ∈ n + 1 tal que

A = {A ∪ {ak : k ∈ m} : m ∈ m′ + 1} y B = {A ∪ {ak :

k ∈ m} : m′ ∈ m ∈ n + 1}. Entonces podemos ver que
⋃

A =

A ∪ {ak : k ∈ m′} y
⋂
B = A ∪ {ak : k ∈ m′ + 1}, por lo que⋃

A,
⋂
B ∈ L ⊂ P(R) y |

⋂
B \

⋃
A| = 1.

Por lo tanto, L es la cadena que buscamos.

Caso 2: B \ A es numerable.

Como |L| = |B \ A| + 1, L es numerable. Asimismo, como L

es completo, entonces es booleano debido a la proposición 1.2.

También podemos ver que, como L es numerable, se puede encajar

en Q ⊂ R, por lo que es R-encajable. Entonces, como L es R-

encajable y booleano, la proposición 1.8 nos dice que existe una

cadena maximal L ′ en P(ω) isomorfa a L. Como |B \ A| =

ℵ0, podemos suponer sin pérdida de generalidad que L ′ es una

cadena maximal en P(B \ A).

Sean L = {A ∪ C : C ∈ L ′} y f : L ′ → L dada por

f(C) = A ∪ C para toda C ∈ L ′. Evidentemente, f es un

isomorfismo entre L ′ y L . Como L es maximal, tenemos que
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∅, B \A ∈ L ′, por lo que A,B ∈ L ′. También sabemos que B es

isomorfo a R, por lo que si a B le quitamos una cantidad finita de

elementos, lo restante sigue siendo isomorfo a R. Debido a esto,

L ⊆ [A,B]P(R).

Sea 〈A,B〉 una cortadura de L ′. Como L ′ es maximal, te-

nemos que
⋃
A,
⋂
B ∈ L ′ y |

⋂
B \

⋃
A| ≤ 1. Y, como f es un

isomorfismo de orden, lo mismo es cierto para cualquier cortadura

de L .

Por lo tanto, L es la cadena que buscamos.

Ahora veremos una manera de partir Q en una cantidad a lo

más numerable de conjuntos densos en Q

Proposición 4.8. Para toda α ∈ ω + 1 existe una partición

{I}∪{Jy : y ∈ α} de Q tal que I y Jy son densos en Q para toda

y ∈ α.

Demostración. Sean α ≤ ω y p una función biyectiva entre ω y

el conjunto de los números primos. Para toda y ∈ α sea Jy =

{a/p(y)n : n ∈ Z+ ∧ a ∈ Z ∧ p(y) no divide a a}. Podemos

ver que para x, y ∈ α se cumple que Jx ∩ Jy 6= ∅ si y sólo si

x = y. Asimismo, Jy es denso en Q. De igual manera, si definimos

I = Q \
⋃
y∈α Jy, tenemos que I es denso en Q. Por lo tanto,

{I} ∪ {Jy : y ∈ α} es una partición de Q tal que todos sus

elementos son densos en Q.

En lo que resta de esta sección, supondremos que I es un

conjunto denso en Q como lo fue en la proposición anterior.
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Lo que haremos ahora es construir una gráfica random 〈Q, %〉
con varias propiedades que nos permitirán encontrar fácilmente

la cadena que buscamos. Para esto, necesitamos considerar al

siguiente conjunto de funciones parciales:

Definición. Sea P el conjunto de funciones parciales finitas de

[Q]2 en 2 tales que para cualesquiera a, b ∈ Q y p ∈ P se cumple

que si 〈{a, b}, 1〉, 〈{a+ 1, b}, 1〉 ∈ p, entonces a+ 1 < b.

Más adelante tomaremos un filtro en P con el fin de obtener

una función f : [Q]2 → 2, la cual nos dirá los pares desordenados

que formarán los vértices de nuestra gráfica. Mientras veamos

varios conjuntos con las propiedades que necesitamos:

Definición. Dado I un subconjunto denso de Q, definimos los

siguientes conjuntos:

• para {q, r} ∈ [Q]2 sea D{q,r} = {p ∈ P : {q, r} ∈ dom(p)},

• K = {〈U, V 〉 : U, V ∈ [Q]<ω ∧ U ∩ V = ∅},

• m〈U,V 〉 = máx(U ∪ V ), donde 〈U, V 〉 ∈ K, y

• para 〈U, V 〉 ∈ K y n ∈ ω sea

DU,V,n =
{
p ∈ P :

[
∃q ∈ I ∩ (m(U,V ),m(U,V ) + 1/n)Q

]
[
∀u ∈ U

][
v ∈ V

][{
〈{q, u}, 1〉, 〈{q, v}, 0〉

}
⊆ p
]}

Lo que buscamos es que los D{q,r} y DU,V,n sean densos para

poder pasar un filtro a través de ellos. Vemos que éste es el caso

en el siguiente lema:
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Lema 4.9.

a) D{q,r} es denso en 〈P,⊃〉 para cualquier {q, r} ∈ [Q]2.

b) DU,V,n es denso en 〈P,⊃〉 para cualesquiera 〈U, V 〉 ∈ K y

n ∈ ω.

Demostración.

a)

Sean {q, r} ∈ [Q]2 y p ∈ P \D{q,r}. Entonces {q, r} /∈ dom(p),

por lo que p′ = p ∪ {〈{q, r}, 0〉} ∈ D{q,r} y p′ ⊃ p. Por lo tanto,

D{q,r} es denso en P .

b)

Sean 〈U, V 〉 ∈ K, n ∈ ω y p = {〈{pi, qi}, ki〉 : i < m} ∈
P , donde m = |dom(p)|. Como U, V ∈ [Q]<ω, entonces S =

U ∪ V ∪
⋃
i<m{pi − 1, pi, pi + 1, qi − 1, qi, qi + 1} es finito. Co-

mo supusimos que I es un subconjunto denso de Q, existe q ∈
I ∩ (m〈U,V 〉,m〈U,V 〉 + 1/n)Q \ S. Sea p′ = p ∪ {〈{q, u}, 1〉 : u ∈
U} ∪ {〈{q, v}, 0〉 : v ∈ V }. Queremos ver que p′ ∈ P .

Como q /∈ S ⊆ U ∪ V ∪ dom(p) y U ∩ V = ∅, entonces p′ es

una función parcial de [Q]2 a 2. Supongamos que 〈{a, b}, 1〉, 〈{a+

1, b}, 1〉 ∈ p′ y b ≤ a+1 para algunos a, b ∈ Q. Debido a como fue

definido P y a que p ∈ P , vemos que q ∈ {a, a + 1, b}. Entonces

podemos ver los siguientes casos:

Si q = a + 1, entonces b 6= a + 1 = q ya que {a + 1, b} ∈ [Q]2

y 〈{q − 1, b}, 1〉 ∈ p′. Además, 〈{q − 1, b}, 1〉 ∈ p, por lo que

(q − 1) + 1 = q ∈ S, lo que es imposible.
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Si q = a, entonces b 6= a = q ya que {a + 1, b} ∈ [Q]2 y

〈{q + 1, b}, 1〉 ∈ p′. Además, 〈{q + 1, b}, 1〉 ∈ p, por lo que (q +

1)− 1 = q ∈ S, lo que es imposible.

Si q = b, entonces 〈{q, a}, 1〉, 〈{q, a + 1}, 1〉 ∈ p′ \ p ya que

q /∈
⋂

dom(p). Por como definimos p′, tenemos que a, a+ 1 ∈ U .

Como m〈U,V 〉 < q, entonces a+ 1 < q = b, lo que es imposible.

Como ninguno de lo tres casos es posible, hay una contra-

dicción, por lo que si 〈{a, b}, 1〉, 〈{a + 1, b}, 1〉 ∈ p′ para algunos

a, b ∈ Q entonces b > a + 1. Esto es, p ∈ P y p′ ∈ DU,V,n. Como

p′ ⊃ p, entonces conclúımos que DU,V,n es denso.

Habiendo visto esto, podemos construir finalmente la gráfica

que necesitamos.

Lema 4.10.

a) Existe un filtro G en P tal que G intersecta a D{q,r} para

toda {q, r} ∈ [Q]2 y a DU,V,n para cualesquiera 〈U, V 〉 ∈ K
y n ∈ ω.

b) f =
⋃
p∈G p es una función de [Q]2 en 2.

c) Sea % = f−1[{1}]. Si I ⊆ A ⊆ Q, entonces 〈A, %|A〉 es una

gráfica random.

d) Sea C ⊆ Q tal que a = máxC existe y a− 1 ∈ C. Entonces

C /∈ P(〈Q, %〉).

Demostración.

a)
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Sea D = {D{q,r} : {q, r} ∈ [Q]2} ∪ {DU,V,n : 〈U, V 〉 ∈ K ∧ n ∈
ω}. Por el lema 4.9 sabemos que D es una familia numerable de

conjuntos densos en P y por el lema de Rasiowa-Sikorski sabemos

que existe un filtro G en P tal que para toda d ∈ D se cumple

que d ∩G 6= ∅.

b)

Sean G un filtro como en el inciso previo y f =
⋃
p∈G p. Que-

remos ver que f es una función de [Q]2 en 2. Como G ⊆ P ,

entonces f ⊆ [Q]2× 2 y, como G es un filtro, todos sus elementos

son compatibles entre śı, por lo que f es una función.

Sean {q, r} ∈ [Q]2 y p ∈ G ∩ D{q,r}. Entonces vemos que

{q, r} ∈ dom(p) ⊆ dom(f). Por lo tanto, dom(f) = [Q]2.

c)

Sea % = f−1[{1}]. Sean A tal que I ⊆ A ⊆ Q y U, V ⊆ A

finitos y ajenos. Entonces 〈U, V 〉 ∈ K y, por como se eligió G,

sabemos que existen p ∈ G∩DU,V,1 y q ∈ I∩(m〈U,V 〉,m〈U,V 〉+1)Q ⊆
A tales que 〈{q, u}, 1〉 ∈ p ⊂ f para toda u ∈ U y 〈{q, v}, 0〉 ∈
p ⊂ f para toda v ∈ V .

Por lo tanto, existe q ∈ A tal que {q, u} ∈ % para toda u ∈ U y

{q, v} /∈ % para toda v ∈ V . Esto es, 〈A, %|A〉 tiene la propiedad de

extensión. Como I es numerable por ser denso en Q e I ⊆ A ⊆ Q,

tenemos que A es numerable, por lo que 〈A, %|A〉 ∼= R.

d)
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Sea C ⊂ Q tal que a = máxC existe y a − 1 ∈ C. Como

〈Q, %〉 es una gráfica random, sabemos que existe b ∈ C tal que

{a − 1, b}, {a, b} ∈ % por la propiedad de extensión. Entonces

〈{a− 1, b}, 1〉, 〈{a, b}, 1〉 ∈ f y existen p1, p2 ∈ G tales que 〈{a−
1, b}, 1〉 ∈ p1 y 〈{a, b}, 1〉 ∈ p2 ya que f =

⋃
p∈P p. Como G es

un filtro, entonces existe p ∈ G tal que p1, p2 ⊆ p y como p ∈ P ,

tenemos que a < b, lo que es imposible ya que a = máxC y b ∈ C.

Por lo tanto, 〈C, %∩ [Q]2〉 no tiene la propiedad de extensión.

Ahora que tenemos nuestra gráfica random podemos demos-

trar la implicación A)→B) del teorema 4.1 cuando L es no nu-

merable:

Lema 4.11. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo no nu-

merable R-encajable tal que 0L no está aislado. Entonces L es

isomorfo a una cadena maximal en 〈P(R) ∪ {∅},⊂〉.

Demostración. Sea L = 〈X,<〉 un orden lineal completo no nu-

merable R-encajable tal que 0L no está aislado. Sean Lx para

x ∈ R como en el lema 4.6 y M = {x ∈ R : |Lx| > 1}. Sabemos

por 4.6.c que M es a lo más numerable y por 4.6.d que se cumple

o que |L−∞| = 1 o que 0L−∞ es no aislado.

Caso I: cuando |L−∞| = 1 y ∞ ∈M .

Sea {I} ∪ {Jy : y ∈ M} una partición de Q tal que todos sus

elementos sean densos en Q. Sabemos que esto es posible debi-

do a la proposición 4.8. Asimismo, sea 〈Q, %〉 la gráfica random
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obtenida en el lema 4.10. A lo largo de esta demostración tam-

bién haremos uso de los conjuntos D{q,r}, DU,V,n y m〈U,V 〉 definidos

previamente en esta sección.

Sea Iy ∈ [Jy∩(−∞, y)R]|Ly|−1 para y ∈M . Entonces definimos:

A−∞ = ∅

Ax =
(
I ∩ (−∞, x)R

)
∪

⋃
y∈M∩(−∞,x)R

Iy para x ∈ R ∪ {∞}, y

A+
x = Ax ∪ Ix para x ∈M

Veamos varias propiedades importantes de estos conjuntos:

(a) Como Jy ⊆ Q para toda y ∈ M , tenemos que Iy ⊆ Q para

toda y ∈ M . Por otro lado, como I ⊆ Q, entonces Ax ⊆ Q
para toda x ∈ [−∞,∞]R y A+

x ⊆ Q para toda x ∈M .

(b) Podemos ver que Ax ⊆ (−∞, x)R para toda x ∈ R. Más

aún, si x ∈M , entonces A+
x ⊆ (−∞, x)R.

(c) Para x, y ∈ R tales que x < y se cumple que Ax ⊂ Ay. Más

aún, si x ∈ M , entonces A+
x ⊂ Ay, y si y ∈ M , entonces

A+
x ⊂ A+

y .

(d) Para toda x ∈M se cumple que |A+
x \Ax| = |Ix| = |Lx|−1.

Como I ⊆ A+
∞ ⊆ Q sabemos por el lema 4.10 que 〈A+

∞, %|A+
∞
〉

es una gráfica random. Para facilitar la notación, nos referiremos

a ella simplemente como A+
∞ y a la relación correspondiente como
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%. Asimismo, por la propiedad (c) sabemos que para toda x ∈ R
se cumple que Ax ⊆ A+

∞ y si x ∈M , entonces A+
x ⊆ A+

∞. Veamos

algunos de los elementos de 〈A+
∞, %〉:

(e) Sean x ∈ (−∞,∞]R y A tales que I ∩ (−∞, x)R ⊆ A ⊆
Ax. Queremos ver que A ∈ P(A+

∞). Sean U, V ⊆ A fini-

tos y disjuntos. Por la propiedad (b) sabemos que U, V ⊆
A ⊆ (−∞, x)R, por lo que m〈U,V 〉 < x. Entonces existe

n ∈ ω \ {0} tal que (m〈U,V 〉,m〈U,V 〉 + 1/n)R ⊂ (−∞, x)R e

I ∩ (m〈U,V 〉,m〈U,V 〉 + 1/n)R ⊆ I ∩ (−∞, x)R ⊆ A. Sea p ∈
DU,V,n. Entonces existe q ∈ I ∩ (m〈U,V 〉,m〈U,V 〉 + 1/n)R ⊆ A

tal que para toda u ∈ U se cumple que 〈{q, u}, 1〉 ∈ p ⊆ f

y para toda v ∈ V se cumple que 〈{q, v}, 0〉 ∈ p ⊆ f , donde

f es la función del lema 4.10 con la que se definió %. Por lo

tanto, existe q ∈ A tal que {q, u} ∈ % para toda u ∈ U y

{q, v} /∈ % para toda v ∈ V . Por lo tanto, 〈A, %|A〉 es una

gráfica random y A ∈ P(A+
∞). En particular, Ax ∈ P(A+

∞).

(f) Sean x ∈M y A tales que I ∩ (−∞, x)R ⊆ A ⊆ A+
x . Quere-

mos ver que A ∈ P(A+
∞). Podemos ver que A+

x ⊆ (−∞, x)R,

por lo que la prueba de esta propiedad es la misma que la

de la propiedad (e).

(g) Debido a lo visto en las propiedades (e) y (f), tenemos que

para toda x ∈M se cumple que

[Ax, A
+
x ]P(A+

x ) = [Ax, A
+
x ]P(A+

x ).
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Para x ∈ R definiremos la cadena Lx en P(A+
x ) de la siguiente

manera:

• Si x ∈ R\M , entonces Lx = {Ax}. Evidentemente, L−∞ =

{∅} ya que estamos viendo el caso en que |L−∞| = 1, por

lo que L−∞ /∈M .

• Si x ∈ M , sabemos que Ax, A
+
x ∈ P(A+

∞) debido a las pro-

piedades (e) y (f), que |A+
x \ Ax| = |Ix| = |Lx| − 1 por la

propiedad (d) y que [Ax, A
+
x ]P(A+

x ) = [Ax, A
+
x ]P(A+

x ) por la

propiedad (g). Sabemos Lx es un orden lineal completo a lo

más numerable debido al lema 4.6, por lo que el lema 4.7

nos dice que existe Lx ⊂ P(A+
x ) tal que

– 〈Lx,⊂〉 ∼= 〈Lx, <〉,

– Ax, A
+
x ∈ L ⊆ [Ax, A

+
x ]P(A+

x ), y

– para cada cortadura 〈A,B〉 es cierto que
⋃

A,
⋂

B ∈
Lx y

∣∣⋂B \
⋃

A
∣∣ ≤ 1.

Sean x, y ∈ R tales que x < y. Queremos ver que Lx / Ly.

Sean A ∈ Lx y B ∈ Ly. Vemos dos casos:

• Si x ∈ (−∞,∞]R \M , entonces A = Ax debido a cómo fue

definido Lx y como Ly es una cadena completa tenemos

que Ay = ı́nf Ly. Por la propiedad (c) vemos que Ax ⊂ Ay,

por lo que A = Ax ⊂ Ay ⊆ B.
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• Si x ∈M , entonces A ⊆ A+
x = sup Lx debido a la definición

de Lx y a que es una cadena completa. Como x < y, la

propiedad (c) nos dice que A+
x ⊆ Ay, por lo que A ⊆ A+

x ⊂
Ay ⊆ B.

Por lo tanto, Lx /Ly. Como Ay ∈ Ly y Ay = ı́nf Ly, tenemos

que
⋃

Lx ⊆ Ay ⊆
⋃

Ly y 〈R, <〉 ∼= 〈{Lx : x ∈ R}, /〉.
Sea L =

⋃
x∈RLx. Queremos ver que L es una cadena ma-

ximal en 〈P(A+
∞) ∪ {∅},⊂〉 isomorfa a L. Como 〈R, <〉 ∼= 〈{Lx :

x ∈ R}, /〉 y para toda x ∈ R se cumple que Lx ∼= Lx, en-

tonces 〈L ,⊂〉 ∼=
∑

x∈R〈Lx,⊂〉 ∼=
∑

x∈R Lx
∼= L. Por lo tanto,

L ⊆ P(A+
∞) ∪ {∅} es una cadena, únicamente nos falta ver que

es maximal.

Sea existe C ∈ P(A+
∞)∪ {∅} tal que L ∪ {C} es una cadena.

Sabemos que ∅ ∈ L−∞ ⊆ L y que∞ ∈M ya que este es el caso

que estamos considerando. Por lo tanto, A+
∞ ∈ L∞ ⊆ L . Sean

A = {A ∈ L : A ⊂ C} y B = {B ∈ L : C ⊂ B}. Entonces

vemos que A,B 6= ∅ y, como L ∪ {C} es cadena, todos sus

elementos son comparables entre śı y 〈A,B〉 es una cortadura de

L .

Por otro lado, como Ax ∈ L para toda x ∈ R, tenemos que

{Ax : x ∈ (−∞,∞]R} ⊆ L \ {∅}. Asimismo, por la propiedad

(b) sabemos que Ax ⊆ (−∞, x)R para toda x ∈ R, por lo que⋂
(L \ {∅}) ⊆

⋂
{Ax : x ∈ (−∞,∞]R} ⊆

⋂
{(−∞, x]R : x ∈

R} = ∅. Por lo tanto, A 6= {∅} ya que
⋃

A ⊆ C ⊆
⋂

B.

Entonces vemos los siguientes dos casos:

• Si existe x′ ∈ (−∞,∞]R tal que A ∩ Lx′,B ∩ Lx′ 6= ∅.
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Entonces |Lx′| > 1 y 〈A ∩Lx′,B ∩Lx′〉 es una cortadura

de Lx′. Como |Lx| = 1 para toda x ∈ R \ M , entonces

x′ ∈ M . Por lo tanto,
⋃

(A ∩ Lx′),
⋂

(B ∩ Lx′) ∈ Lx′ y

|
⋂

(B ∩ Lx′) \
⋃

(A ∩ Lx′)| ≤ 1 debido a la definición de

Lx′. Ahora bien, sabemos que para x ∈ R tal que x < x′

se cumple que Lx /Lx′ y
⋃

Lx ⊆ Ax′ ⊆
⋃

Lx′, por lo que

A =
⋃
x<x′ Lx ∪ (A ∩ Lx′) y

⋃
A =

⋃
(A ∩ Lx′) ∈ L . Se

ve de manera análoga que
⋂

B =
⋂

(B ∩Lx′) ∈ L . Por lo

tanto , como |
⋂
B \

⋃
A| ≤ 1, entonces C ∈ L .

• Cuando para toda x ∈ (−∞,∞]R se cumple que A∩Lx = ∅
o B ∩Lx = ∅. Vemos que, como 〈A,B〉 es una partición,

para toda x ∈ (−∞,∞]R se cumple que Lx ⊆ A o Lx ⊆ B.

Asimismo, como A 6= {∅}, entonces A′ = {x ∈ (−∞,∞]R :

Lx ⊆ A} y B′ = {x ∈ (−∞,∞]R : Lx ⊆ B} son ajenos,

no vaćıos y A′ ∪ B′ = (−∞,∞]R. Como A / B, entonces

Lx /Ly y x < y para cualesquiera x ∈ A y y ∈ B. Por lo

tanto, 〈A′,B′〉 es una cortadura de (−∞,∞]R, por lo que

existe máxA′ o mı́nB′.

– Si existe x′ = máxA′, entonces x′ <∞ ya que B es no

vaćıo y A =
⋃
x∈(−∞,x′]R

Lx. Como para toda x < x′ se

cumple que Lx / Lx′, entonces
⋃

A =
⋃
x≤x′

⋃
Lx =(⋃

x<x′
⋃

Lx

)
∪
⋃

Lx′ =
⋃

Lx′. Por como fue definida
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Lx′ vemos que:

⋃
A =

{
Ax′ si x′ /∈M
A+
x′ si x′ ∈M

Por otro lado, vemos que B =
⋂
x∈(x′,∞]R

Lx y
⋂

Lx =

Ax para toda x ∈ R. Por lo tanto,⋂
B =

⋂
x∈(x′,∞]R

⋂
Lx =

⋂
x∈(x′,∞]R

Ax

=
⋂

x∈(x′,∞]R

(
I ∩ (−∞, x)R

)
∪

⋂
x∈(x′,∞]R

⋃
y∈M∩(−∞,x)R

Iy

= Ax′ ∪ (I ∩ {x′}) ∪
⋃

y∈M∩{x′}

Iy

Esto es,

⋂
B =


Ax′ si x′ /∈ I y x′ /∈M
Ax′ ∪ {x′} si x′ ∈ I y x′ /∈M
A+
x′ si x′ /∈ I y x′ ∈M

A+
x′ ∪ {x′} si x′ ∈ I y x′ ∈M

Entonces vemos que:

◦ Si x′ /∈ I, entonces
⋃

A =
⋂

B = C ∈ L .

◦ Si x′ ∈ I y x /∈ M , entonces
⋃

A = Ax′ y
⋂

B =

Ax′ ∪ {x′}. Como
⋃

A ⊆ C ⊆
⋂

B y C /∈ L ,
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entonces C =
⋂

B. Asimismo, sabemos que x′ =

máx
⋂
B, por lo que C =

⋂
B /∈ P(A+

∞) debido

al lema 4.10.d. Sin embargo, esto es imposible ya

que supusimos que C ∈ P(A+
∞).

◦ Si x′ ∈ I y x′ ∈ M , entonces
⋃

A = A+
x′ y

⋂
B =

A+
x′ ∪ {x′}. Como

⋃
A ⊆ C ⊆

⋂
B y C /∈ L ,

entonces C =
⋂

B debido al lema 4.10.d. Asi-

mismo, sabemos que x′ = máx
⋂

B, por lo que

C =
⋂
B /∈ P(A+

∞). Sin embargo, esto es imposi-

ble ya que supusimos que C ∈ P(A+
∞).

– Si existe x′ = mı́nB′, entonces Ax′ ∈ Lx′ ⊆ B =⋂
x∈(x′,∞]R

Lx. Como para toda x ∈ (x′,∞]R se cumple

que Lx′/Lx y Lx ⊆ B, vemos que Ax′ =
⋂

Lx′. Ahora

bien, sabemos que Ax ∈ Lx para toda x ∈ (x′,∞]R y

que A =
⋃
x∈(−∞,x′)R

Lx. Por lo tanto, tenemos que

⋃
x∈(−∞,x′)R

Ax ⊆
⋃

A =
⋃

x∈(−∞,x′)R

⋃
Lx, y

⋃
x∈(−∞,x′)R

Ax =
⋃

x∈(−∞,x)R

(
I ∩ (−∞, x′)R

)
∪

⋃
x∈(−∞,x′)R

⋃
y∈M∩(−∞,x′)R

Iy

=
(
I ∩ (−∞, x′)R

)
∪

⋃
y∈M∩(−∞,x′)R

Iy

= Ax′.
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Esto es, Ax′ ⊆
⋃

A ⊆ C ⊆
⋂

B = Ax′, por lo que

C = Ax′ ∈ L .

Caso II: cuando |L−∞| = 1 y ∞ /∈M .

En este caso vemos que L∞ = {máxL}. Sean x′ tal que x < x′

para toda x ∈ X y L′ = 〈X ∪ {x′}, <〉. Entonces L′ satisface el

caso I, por lo que existen una cadena maximal L en 〈P(R),⊂〉 y

un isomorfismo f : 〈L′, <〉 → 〈L ,⊂〉.
Sean A = f(máxL) y L ′ = f [L]. Entonces vemos que A ∈

P(R) y L ′ ∼= L. Por lo tanto, por la maximalidad de L , tenemos

que L ′ es una cadena maximal en 〈P(R),⊂〉.

Caso III: cuando |L−∞| > 1.

Sabemos por el lema 4.6.d que L−∞ es un orden lineal comple-

to numerable tal que 0L−∞ es no aislado. Sea L+ =
∑

x∈(−∞,∞]R
Lx =∑

y∈(0,∞] Lln(y). Entonces, L = L−∞ + L+. Para y ∈ R sean L′y

órdenes lineales disjuntos tales que:

• L′y ∼= 1 para y ∈ [−∞, 0]R, y

• L′y ∼= Lln(y) para y ∈ (0,∞]R.

Entonces vemos que L′ =
∑

y∈R L
′
y
∼= [−∞, 0]R + L+, por lo

que L′ satisface el caso I o II. Esto es, existe una cadena maximal

L en 〈P(R),⊂〉 y un isomorfismo f : 〈L′, <〉 → 〈L ,⊂〉.
Sean A = f(0) y L + = f [L+]. Entonces tenemos que A ∈ L

y L + ∼= L+. Como L−∞ es un orden lineal completo con 0L−∞ no
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aislado, sabemos por el lema 4.5 que existe una cadena maximal

L−∞ en 〈P(A),⊂〉 tal que L−∞ ∼= L−∞.

Como A /∈ f [L+], entonces A ∈ L−∞. Sea L ′ = L−∞ ∪
L + ∼= L−∞ +L+ = L. Supongamos que existe B ∈ P(R) tal que

L ′ ∪ {B} es cadena. Entonces vemos los siguientes dos casos:

• Si A ⊆ B, entonces L + ∪ {B} es cadena en P(R) ∪ {∅},
por lo que B ∈ L + debido a la maximalidad de L +.

• Si B ⊆ A, entonces L−∞ ∪ {B} es cadena en P(A) ∪ {∅},
por lo que B ∈ L−∞ debido a la maximalidad de L−∞.

Por lo tanto, conclúımos que L ′ es una cadena maximal en

P(R).



Apéndice A

Vω como modelo de

ZFC-Inf

En este anexo de dará la demostración de que Vω es un modelo

de ZFC sin el axioma de infinito. Este hecho es mencionado en

el caṕıtulo 3.3, sin embargo, únicamente se usan unos cuantos de

los axiomas. A pesar de eso, aqúı se da la prueba en su totalidad.

Teorema A.1. La estructura 〈Vω,∈〉 es modelo de ZFC - Inf.

Demostración.

Axioma de Extensionalidad

Sean x, y ∈ Vω tales que x 6= y. Por el axioma de extensiona-

lidad en el universo existe z tal que se cumple que z ∈ x y z /∈ y
o que z /∈ x y z ∈ y. Como Vω es transitivo, sabemos que z ∈ Vω.

Por lo tanto, para toda z ∈ Vω se cumple que x = y si y sólo si

z ∈ x y z ∈ y.
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Axioma del Par

Sean x, y ∈ Vω y n = máx{rank(x), rank(y)}. Entonces sabe-

mos que x, y ∈ Vn+1, por lo que {x, y} ∈P(Vn+1) = Vn+2 ⊆ Vω.

Esquema de Separación

Sean ϕ una fórmula con dos variables libres, x ∈ Vω y n ∈ ω tal

que n = rank(x). Sea y = {z ∈ x : ϕ(z, p)} para alguna p ∈ Vω.

Entonces tenemos que y ⊆ x ⊆ Vn, por lo que y ∈ P(Vn) =

Vn+1 ⊂ Vω.

Axioma de la Unión

Sean x ∈ Vω y n = rank(x). Sabemos que para toda y ∈ x se

cumple que y ∈ Vn, por lo que y ⊂ Vn ya que Vn es transitivo. Por

lo tanto, para cualesquiera y ∈ x y z ∈ y se cumple que y ∈ Vn,
por lo que

⋃
X = {z ∈ y : y ∈ x} ∈P(Vn) = Vn+1 ⊆ Vω.

Axioma del Conjunto Potencia

Sean x ∈ Vω, n = rank(x) y z ⊆ x. Como para toda y ∈ x

se cumple que y ∈ Vn, entonces z ∈ P(Vn) = Vn+1 ⊆ Vω. Por lo

tanto, P(x) = {z ∈ Vω : z ⊂ x} ∈P(Vn+1) = Vn+2 ⊆ Vω.

Esquema de Reemplazo

Sea ϕ una fórmula con tres variables libres tal que para cuales-

quiera x, y, z ∈ Vω se cumple que ϕ(x, y, p) y ϕ(x, z, p), entonces

y = z. Sea F = {〈x, y〉 : ϕ(x, y, p)}. Sabemos que F es una
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función cuyo dominio es un subconjunto de Vω. Sean X ∈ Vω y

Y = F [X]. Entonces vemos que, como X es finito, entonces Y

es finita y, por la definición de F, vemos que Y ⊆ Vω. Por la

proposición 3.4.h), vemos que Y ∈ Vω.

Axioma de Regularidad

Sean x ∈ Vω, n = mı́n{rank(y) : y ∈ x} y y ∈ x tal que

rank(y) = n. Para toda z ∈ y se cumple que rank(z) < n, por

lo que y ∩ x = ∅. Finalmente, como Vω es transitivo, vemos que

y ∈ Vω.

Negación del Axioma del Infinito

Como Vω es modelo de los axiomas del Vaćıo, Unión y Sepa-

ración, sabemos que Vω es modelo del Axioma del Infinito si y

sólo si el mı́nimo conjunto transitivo ω está en Vω. Como ω /∈ Vω,

conclúımos que Vω no es modelo del Axioma del Infinito.

Axioma de Elección

Sabemos por la proposición 3.4.f) que Vω es numerable, por lo

que es bienordenable y por ende modelo del teorema del buen

orden. Entonces sabemos que para X ∈ Vω no vaćıo se pue-

de definir una función de elección fX para toda A ∈ X como

fX(A) = mı́nS A. Quizá la duda que queda es si S|X y por ende

fX son, en efecto, un orden y una función dentro de Vω. Sin em-

bargo, ya vimos que Vω es modelo de ZF-Inf y que X es finito, por

lo que S|X y fX son el orden y la función que buscamos. Por lo
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tanto, existe una función de elección para todo conjunto no vaćıo

de Vω.
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