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Resumen

En el presente trabajo se estudia un aspecto interesante de la
reticula de subgraficas de la grafica random que son isomorfas a
ésta. En especifico, se estudia el tipo de orden de las cadenas ma-
ximales de esta reticula. Al respecto, el resultado principal es que
cada una de estas cadenas es isomorfa a un conjunto compacto
K C[0,1]g tal que 1 € K y 0 es punto de acumulacién.

Para lograr esto, se expone el material basico sobre limites de
Fraissé y varias construcciones de la grafica random, entre ellas
la que se obtiene modificando la estructura (V,,, €). También se
abordan las familias positivas de w, que son cercanas en espiritu
a los conceptos de filtro y de coideal.

Este trabajo estd basado en los articulos [KK13|, [Kurl3],
[Kurl2] y [KM15] de Milos Kurili¢, donde estudia los tipos de
orden de cadenas y anticadenas maximales de las reticulas de

subestructuras isomorfas de varias estructuras ultrahomogéneas.
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Abstract

In this thesis we study an aspect of the lattice of subgraphs
of the random graph that are isomorphic to it. Specifically, we
study the order type of the maximal chains in this lattice, them
being isomorphic to a compact set K C [0, 1]g such that 1 € K
and 0 is a limit point of K.

In order to achieve this, we present the basic results about
Fraissé limits and a few ways to construct the random graph,
among them the one obtained by modifying the structure (V,, €).
We also study positive families in w, which are close in spirit to
the concepts of filters and coideals.

This thesis is based on the papers [KK13], [Kurl3], [Kurl2]
and [KM15] by Milos Kurili¢, in which he studies the order ty-
pes of both chains and antichains of the lattices of isomorphic

substructures of several ultrahomogeneous structures.
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Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de este capitulo veremos varias definiciones con-
cernientes a ordenes parciales y totales que nos seran tutiles en
capitulos subsecuentes. La notaciéon usada es por lo general la
misma que en [Jec07], con la siguiente excepcién notable: se usara
C para la contencién y C para la contencién propia con el fin de
hacer un paralelismo con los simbolos < y < usados en érdenes
parciales.

Asimismo, debido a que varias de las cosas definidas a lo largo
de este trabajo se representan por medio de la letra “P”, es im-
portante notar que usaremos & (x) para representar la potencia
de un conjunto x, P(S) para la reticula de subestructuras isomor-
fas de una estructura .S, P para representar a una familia positiva
y P para representar un orden parcial cualquiera. La mayoria de
estas nociones se definirdn en su debido momento.

Los resultados bésicos de teoria de conjuntos usados a lo largo

de este trabajo se pueden encontrar en [Jec07], mientras que los

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

resultados bésicos de topologia se pueden encontrar en [Eng89].
Unas ultimas notas respecto a la notacion y a la terminologia:
a la familia de todos los subconjuntos cofinitos de w, también co-
nocida como filtro de Fréchet, la denotaremos por Fgyéchet, mien-
tras que por sucesor nos referiremos a un sucesor inmediato y por
conjunto numerable nos referiremos a un conjunto equipotente a

w, el conjunto de los naturales.

1.1. Ordenes Parciales

A lo largo de esta seccién, consideraremos que P = (X, <) es
un orden parcial.

El maximo y el minimo de P, en caso de existir, los represen-
taremos como Op y 1p, respectivamente. También definiremos a
los intervalos en P de la manera usual, esto es, (p,q)p es el con-
junto de todos los elementos de P mayores a p pero menores a q.
En este contexto, los simbolos —ocop e cop se usaran para repre-
sentar al infimo y al supremo de P, aunque no necesariamente se
cumplird que —oop,00p € X. Recordemos que se usan corchetes
en los intervalos para indicar que el extremo correspondiente esta
incluido.

Otra nocién importante para los érdenes es la de conjunto
denso, asi como varias otras similares o derivadas de ésta. Es por

eso que decimos que un subconjunto D C X es:

e denso si y solo si para toda p € X existe ¢ € D tal que
q <Dp,
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e denso en P siy sélo si para cualesquiera z,y € X tales que

r<y,existe z€ Dtalquex < 2 <y, y

e denso en orden en P siy solo si para cualesquiera z,y € X

tales que x < y, existe z € D tal que z < z < y.

Por otro lado, recordemos que un conjunto ' C X no vacio

es un filtro si y sélo si cumple las siguientes condiciones:

a) para cualesquera p,q € F existe r € F tal que r < py
r<gq,y

b) para todas p € F'y g € X si p < ¢, entonces q € F.

Un resultado importante que involucra tanto a filtros como
conjuntos densos es el lema de Rasiowa-Sikorski, presentado a

continuacion.

Teorema 1.1. Sean P un orden parcial y D una familia nume-
rable de subconjuntos densos de P. Entonces existe un filtro F'

tal que para toda D € D se cumple que DN F # &. ]

Asimismo, definimos el orden < sobre Z(X) de la siguiente

manera:

A< B siy sélosi a < b para cualesquieraa € Ay be B

1.2. Ordenes Lineales

A lo largo de esta seccién, consideraremos que L = (X, <) es

un orden lineal.
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Un par (2(,98) es una cortadura en L si y sélo si A y B son
subconjuntos no vacios y ajenos de X tales que X = 2AUB y
2A<B. Asimismo, una cortadura (2, B) es un hueco en L si y sélo
si 2l no tiene maximo y B no tiene minimo.

Decimos que L tiene saltos densos siy solo si para cualesquiera
z,y € X tales que x < y existen a,b € [z,y|, tales que a < by
(a,b) = @.

También decimos que L es:

e completo si y sélo si todo subconjunto no vacio de X tiene

supremo e infimo,

e R-encajable si y soélo si L es isomorfo a un subconjunto de

los niimeros reales,
e booleano siy sélo si es completo y tiene saltos densos.

También es importante recordar que tanto @Q como R se pue-
den caracterizar por su tipo de orden. Esto es, un orden lineal

L = (X, <) es isomorfo a:
e (@ siy solo si es un orden denso, numerable y sin extremos.

e R siy soélo si es un orden sin extremos que tenga un subcon-
junto denso numerable y tal que todo subconjunto acotado

de X tiene supremo e infimo.
Usando lo definido en esta seccién, podemos ver lo siguiente:

Proposicion 1.2. Sea L un orden lineal a lo mas numerable. Si

L es completo, entonces tiene saltos densos.
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Demostracion. Claramente, si L = (X, <y) es un orden lineal
finito, entonces tiene saltos densos, por lo que podemos suponer

que X es numerable.

Demostremos la contrapuesta. Supongamos que L no tiene
saltos densos. Entonces existe un intervalo (z,y); tal que para
cualesquiera a,b € X tales que r < a < b < y se cumple que
(a,b)r # @. Esto es, (x,y) es un orden parcial denso, numerable
y sin extremos, por lo que es isomorfo a Q. Por lo tanto (z,y)r

no es completo y tampoco lo es L. ]

También nos sera de bastante utilidad recordar la definicion
de la suma lexicografica de érdenes lineales, por lo que sera dada

a continuacion:

Definicién. Sean (I, <;) y L; = (X, <;) para cada i € I érdenes
lineales tales que X; N X; = & si i # j. La suma lexicogrdfica
> ier Li es el conjunto (| J,oy Xi, <), donde

r<y <= (FieY)(r,ye X; Nz <;y)V
(F,jeY)i<rjhzeX,Nye€X).

En particular, la suma de dos érdenes se obtiene concatenando-
los, de tal manera que todos los elementos del primer orden son
menores a los del segundo.

Finalmente, la topologia de orden Oy, es aquella generada por

la familia de todos los intervalos abiertos de L.
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1.3. Subconjuntos de R

A lo largo de esta seccién veremos los tipos de orden de varios
subconjuntos de los nimeros reales. Mas adelante usaremos los
resultados de esta secciéon cuando veamos cadenas maximales en
distintas familias de Z(w).

Antes de comenzar, recordemos que, como R cumple la con-
dicién de cadenas contables, todo subconjunto suyo puede tener

a lo mas una cantidad numerable de saltos.

Proposicién 1.3. Sea L = (X, <) un orden lineal. Entonces los

siguientes son equivalentes:
a) L contiene un subconjunto denso en orden numerable.
b) Oy tiene base numerable.
¢) L es R-encajable.

Demostracion.
a—b)
Sean L = (X, <) un orden lineal y D C X un subconjunto

numerable denso en orden en L. El conjunto

E={z € X :(3y € D)(y es sucesor

o predecesor inmediato de x)}

cumple que |F| < 2|D|, por lo que D* = D U E es numerable.
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Sea B = {(c,d); : (c € D*U{—o0})A(d € D*U{oor})Ac <
d}. Como D* es numerable, B también es numerable. Queremos
probar que B es base de Oy.

Sean (a, b) 1, no vacio para a,b € XU{—oor, 001}y z € (a,b)r.
Queremos ver que existe I € B tal que x € I C (a,b)r. Analize-
mos el caso en que a = —oco y b € X, los demas casos se demues-

tran de manera analoga. Entonces vemos que hay dos subcasos:

e Si (z,b) es no vacio, sea ¢ € (x,b);. Como D es denso
en orden, existe d € D tal que ¢ < d < b, por lo que
x € (—o0,d), € By (—00,d), C (—00,b)r.

e Si (z,b), = @, entonces z € D o b € D. Entonces vemos

que b € D* y, por lo tanto, x € (—o0,b);, € B.

Como {(a,b); : a,b € X U{—o0r,00r}} es la base a partir
de la cual Oy, fue generada, podemos concluir que B es una base

numerable de Oy,.

a—c)

Sean L = (X, <) un orden lineal y D C X un subconjunto
numberable denso en orden en L y sean E y D* como en el inciso
anterior. Sea entonces f : D* — w una biyeccion.

Sea x4 : w — 2 para A C w, la funcién caracteristica de A

como subconjunto de w. Definamos para x € X la funciéon

9@) = > (27 oo ().

new
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Esta funciéon suma un ntmero pequeno por cada elemento de D*

que sea menor o igual a una x € X dada.

—(n+1) _

Recordemos que | =1, por lo que g[L] C [0, 1]g.

nEw
Sean x,y € L tales que x < y y A = (—o0,x], B = (—0,¥]r.
Entonces tenemos que A N D* C BN D*. Nosotros queremos ver

que son distintos.

Si (z,y), = @, vemos que € D oy € D ya que D es denso
en orden. Por lo tanto, y € D* y y € (BN D*)\ (AN D*). Por
otro lado, si existe z € (z,y)r, entonces hay algin 2’ € D C D*
tal que z < 2/ <y, por lo que 2/ € (BN D*)\ (AN D*). Esto es,
AND* C BND*y, como f es una biyeccion, entonces f[AND*] C
f[B N D*.

Para facilitarnos las cuentas que siguen, definiremos A’ =
fI[AND*]y B'= f[BN D*|. Como A" # B’, podemos ver que

9w) =Y (2—<”+1>><Bf<n>)

new
=3 () + 3 (2 )
neA’ neB\ A’

Como A’ C B’, vemos que

glz) =" (2—(n+1)XA,(n)> = (2—(n+1)XB,(n))

new ncA’

Y que

N= 3 (20 xmm) >0

neB\ A’
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por lo que g(y) = g(x) + N y g(y) > g(x). Por lo tanto, g es

estrictamente creciente y, por lo tanto, un encaje.

Esto es, L es un orden lineal R-encajable.

b—a)

Sabemos que la base canénica de Oy, es el conjunto B de todos
los intervalos abiertos de L. Sea A una base de Oy, de cardinalidad
minima, por lo que A es a lo mas numerable. Ahora bien, nosotros
sabemos por el teorema 1.1.5 de [Eng89] que como A es una base
de Oy tal que |A| < |Bj, existe B’ C B tal que B’ es una base de
Or y |A| = |B’|. Sea X' el conjunto de todos los extremos de los
intervalos de B’. Como B’ es a lo mas numerable, tenemos que
X’ es a lo mas numerable.

Ahora queremos ver que X’ es un denso en orden. Sean x,y €
X. Entonces existen z/,y € X' tales que y (2/,4)r C (z,y)r ya
que B’ es base de Op. Como = < 2/ < 3 <y, vemos que X’ es

un conjunto denso en orden y numerable.

c—a)

Sean L = (X, <) un orden lineal R-encajabley f : X — R ese
encaje. Sean K = f[X|y K* ={z € K: (3y € K)((z,y) 1) =
@)} Como K C R, vemos que K* es a lo mas numerable. Sea

F={(p,q) €Q:(pqrNK # &} y para (p,q) € F, sea a,, €
(p,¢)r N K. Finalmente, definimos D = K* U {a,,: (p,q) € F'}.

Como F' C Q?, vemos que |{a,, : (p,q) € F}| < |F] < |Q?.

Esto es, D es numerable.
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Sean a,b € K tales que a < b. Si (a,b)x = O, entonces
a € K* C D. Si(a,bg # @, existe ¢ € (a,b)g y, como Q es
denso en R, existen p,q € Q tales que a < p < ¢ < g < b.
Entonces vemos que a < a,, < by a,, € D. Por lo tanto, D es

denso en orden en K.

Como f mantiene el orden y es inyectiva, tenemos que f~![D]

es denso en orden en L. (]

Ahora presentaremos un lema que nos sera de utilidad cuando
estemos viendo cadenas maximales de ciertas familias de subcon-

juntos de R:

Lema 1.4. Sea L = (X, <) un orden lineal completo R-encajable
tal que | X| > 1. Entonces L es isomorfo a un subconjunto com-

pacto de [0, 1]g que contiene a 0 y a 1.

Demostracion. Sea L = (X, <) un orden lineal completo R-enca-
jable tal que |X| > 1. Podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que X C [0,1]r ¥ 0,1 € X. Sean I, = supy, ([0,2)r N X)
y r, = infg ((:c, g N X ) Entonces los siguientes conjuntos nos

indican cuando x # [, y x # r,, respectivamente:

A={a e (0,1);:a<r,}
B={be(0,1);:1, <b}

Podemos ver que [a,7,)g N X = & para toda a € A y que
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(Iy,b]g N X = & para toda b € B. Sea

X' =R\ (| Jla,ro)r U [, U]r).

acA beB

Entonces tenemos que

e X C X

Para a;,as € A tales que a; < ay se tiene que r,, < ag, por

lo que [a1,7q,]r N [ag, 7e,]r = 2.

Para b;,02 € B tales que b; < by se tiene que by < [,, por
lo que [ly,, bi]g N [lp,, bo]r = @.

Para a € Ay b € B tenemos que b < aoquea < by
e < Iy, por lo que [a,r4)r N (Ip, bjr = 2.

Sea C' C X' no vacio y acotado en R. Queremos ver que
supy, C existe. Es claro que si supp C' € X', entonces supg C' =

supyxs C. De lo contrario, vemos dos casos:

e Existe a € A tal que supg C' € [a,7,)r. Entonces vemos que
C C (—o0,a)r y supg C' € [a,14)r, por lo que supgp C' = a.
Como a ¢ X' pero r, = ming{z € X' : a < x}, podemos

tomar supp C' = 7,.

e Existe b € B tal que supg C € (I, b|g. Sin embargo, vemos
que C' C (—o0, ly|r pero l, < supg C, lo que es imposible.
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Por lo tanto, supy, C' existe. De manera andloga se prueba que
inf x» C' existe. Por lo tanto, X’ es completo para conjuntos acota-
dos. Ademaés, como [1,00)r = [1,00)x’ ¥ (—00,0]r = (—00,0]x,
tenemos que X' no tiene extremos.

Sean z,y € X' tales que x < y. Queremos ver que existe

z € (x,y)x. Vemos tres casos:
e Cuando (z,y)x = (x,y)r # .

e Existe a € A tal que [a,7,)r C (x,y)r, por lo que r, €
(l’,y)X/.

e Existe b € B tal que (l),b]rg C (z,y)r, por lo que [, €
(2, y)x-

Por lo tanto, como X' es un orden R-encajable, denso en si
mismo, sin extremos y tal que todo subconjunto acotado tiene
supremo e infimo, por lo tanto X’ = R.

Sea f : X’ — R un isomorfismo de orden. Entonces tenemos

que:
o L= f[X],

e f[X] es un conjunto acotado de R ya que maxg f[X]| =
flméxy X] y ming f[X] = f[min; X]|, y

e f[X] tiene todos sus puntos de acumulacién ya que L es

completo.
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Por lo tanto, f[X] es un subconjunto compacto de Ry
[min f[X], max f[X]] = [0, 1],

por lo que existe K C [0,1]g tal que K = f[X] = Ly 0,1 €
K. []

Usando el lema anterior, veremos la siguente caracterizacién

de los 6rdenes completos R-encajables no triviales:

Proposicion 1.5. Sea L = (X, <) un orden lineal. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

a) L es un orden lineal completo R-encajable tal que |L| > 1

y 0z, no tiene sucesor.

b) L es isomorfo a un conjunto compacto K C [0, 1|g tal que

0 es punto de acumulacién de K y 1 € K.

Demostracion.
a—Db)

Sea L = (X, <) un orden lineal completo R-encajable tal que
| X| > 1y 0r no tiene sucesor. Sabemos por el lema 1.4 que como
L es un orden lineal R-encajable tal que |X| > 1, entonces es
isomorfo a un conjunto compacto K C [0,1]r tal que 0,1 € K.
Sea entonces f un isomorfismo entre L y K.

Supongamos que 0 no es un punto de acumulaciéon de K. En-
tonces vemos que x = nfg(K N (0,1)g) > 0. Como K C R es

compacto, es cerrado y por lo tanto x € K. Pero sabemos que
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(OL,f_l(a:))L = @, por lo que f~!(z) es el sucesor de Oz, lo que
es imposible ya que 07, no tiene sucesores. Por lo tanto, 0 es punto

de acumulaciéon de K.

b—a)

Sea K C [0,1]g un conjunto compacto tal que 0 es punto
de acumulacion de K y 1 € K. Como K C R, es un orden
lineal R-encajable. Asimismo, como K es compacto, es cerrado y
acotado, por lo que todo subconjunto de K tiene supremo e infimo
en K. Esto es, K es completo. Finalmente, como 0 es punto de
acumulacion de K, no tiene sucesor en K. Por lo tanto, K es un

orden lineal completo R-encajable tal que 0 no tiene sucesor. [

Una caracterizacion similar a la anterior se puede obtener
cuando se tienen saltos densos. Sin embargo, inicamente veremos

una de las implicaciones, la otra se abordara hasta el teorema 2.3.

Proposicién 1.6. Sea L = (X, <) un orden lineal completo R-
encajable con saltos densos tal que 0z no tiene sucesor. Entonces
L es isomorfo a un conjunto K C [0, 1]z compacto y nunca denso

tal que 0 es punto de acumulacién de K y 1 € K.

Demostracion. Sea L = (X,<p) un orden lineal completo R-
encajable con saltos densos tal que 0z no tiene sucesor. Como L
es un orden lineal completo R-encajable, la proposicion 1.5 nos
dice que L es isomorfo a un conjunto compacto K C [0, 1|g tal
que 0 es punto de acumulacién de K y 1 € K. Sea entonces f un

isomorfismo entre L y K.
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Queremos ver que K es nunca denso. Supongamos que IntK =
IntK # @. Entonces existen a,b € R tales que a < by [a,b]r C
K. Asimismo, como L tiene saltos densos, existen yi,y2 € X
tales que f'(a) < y1 < w2 < fH0) v (y1,492) = . Por
lo tanto, a < f(y1) < f(y2) < by, como hay un salto entre
1y v, (f(y1), f(y2))r N K = @. Sin embargo, sabemos que
(f(n1), f(y2))r C [a,b]lg C K, lo que es una contradiccién. Por

lo tanto, Int K = @, esto es, K es nunca denso. ]

1.4. Cadenas en ¥ (w)

Nos convendra tener el siguiente lema disponible para cuando
lidiemos con cadenas en subconjuntos de & (w) en los capitulos
2y 4.

Lema 1.7. Toda cadena en &(w) es R-encajable.

Demostracion. Sea £ una cadena en Z(w). Sea x4 : w — 2
para A C w, la funcién caracteristica de A como subconjunto de

w. Definamos para A C w la funcién

o(4) =3 (27 xa(m).

necw
w27 =1, por lo que g|Pw)] C
[0,1]g. Sean A, B € % tales que A C B. Como .Z es cadena,
vemos que g(A) < g(B), ya que no existe n € A tal que n ¢ B.

Recordemos que )|
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Asimismo, como A # B, tenemos que

g(B) =" (27" xp(n))

_nze;l< (n1) >+H§A< (n1) )>

Como A C B, vemos que

g =3 (2(”“)96,4(?%)) =3 (2(n+1)XB(n)),

new ncA

¥y que

N = Z( (n1)y )>>0.

neB\A

Por lo que ¢g(B) = g(A) + N y g(B) > g(A). Entonces vemos

que g|¢ es estrictamente creciente y, por lo tanto, un encaje. [

Con lo visto hasta ahora, tenemos las herramientas necesarias

para poder dar una caracterizacion de las cadenas maximales de

P (w):

Proposicion 1.8. Un orden lineal infinito L es isomorfo a una

cadena maximal en & (w) siy sélo si L es R-encajable y booleano.

Demostracion.
—)

Sea .Z una cadena maximal en ¥ (w). Sabemos que £ es
R-encajable por el lema 1.7. Nos hace falta ver que tiene saltos

densos y que todo subconjunto acotado tiene maximo y minimo.
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Sea X C .Z no vacio. Evidentemente, si |J X es w o &, en-
tonces X € £ por la maximalidad de .Z. Sea Y € Z. Si
Y C Z para alguna Z € X, entonces Y C | J X. Por el contrario,
si Z C Y para toda Z € X, entonces tenemos que |JX C Y.
Por lo tanto, sup » X = |J X € .Z ya que |J X es comparable con
todos los elementos de .Z y .Z es maximal. De manera anédloga se

puede probar que inf X = [ X € .Z, por lo que .Z es completo.

Sean X,Y € L tales que X C Y. Sean z € Y\ X y Z =
U{A € [X,Y]e: 2 ¢ A}. Evidentemente, ZU{z} C B para toda
B € (Z,Y]g vy, como £ es cadena maximal y completa, Z €
(X,Y)y v ZU{z} € Z. Entonces tenemos que Z, Z U {z} € &
vy (Z,ZU{z}).y # @, por lo que, .Z tiene saltos densos.

)

Sea L = (X, <) un orden lineal R-encajable y booleano. Como
L es R-encajable y completo, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que X C [0,1]g, 0,1 € X y que sup; A = supp A e
inf; A = infgr A para toda A C X.

Sean S~ el conjunto de todos los extremos izquierdos de los
saltos de L y S el de los extremos derechos. Como X C R,
X tiene a lo mas una cantidad numerable de saltos, por lo que
S =S UST es alo mds numerable. Entonces podemos suponer
sin pérdida de generalidad que S C [0, 1]g. Tomemos Q* = {x €
0,1]g : Va,b € X ((a,b), =@ =z ¢ (a,b)r) }.

Para cada © € X sea C, = {y € Q" : y < z}. Entonces
podemos tomar C' = {C, : x € X} U{Q*}. Nosotros queremos
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ver que C' es una cadena maximal en & (w). Sea B C Q* tal que
B ¢ C. Supongamos que ¢’ = C'U{B} es una cadena en Q*.

Podemos ver que Cy = &, por lo que Cy C B. Sea p = sup{z €
X : C, C B}. Como L es completo, p € X y para toda = € C,
existe y < p tal que x € C, C B, por lo que C, C B. Sea
g=mf{r € X :C, ¢ B}. Como L es completo, entonces ¢ € X
y , como C’ es cadena, vemos que ¢ = inf{x € X : B C C,}. Por
lo tanto, pueden suceder dos cosas: C; C B o B C C|,.

Si C, C B, entonces q < p, por lo que p =sup{r € X : C, C
B} =inf{z € X : BC C,} =¢q. Como C, C B, entonces existen
a€Byb>qtalesquea¢ C,ya¢ Cy, porlo que B ¢ Cj, lo
que es imposible. Por el contrario, si B C C,, como C, C B C C|,
entonces p # q y (p,q)r = . Por la misma razoén, existe y € B
tal que y € (p, q)g, lo que es imposible.

Por lo tanto, C'U {B} no puede ser cadena. Esto es, C' = L

es una cadena maximal en & (w). O

1.5. Estructuras

A lo largo de este capitulo veremos lo que son las estructuras
de primer orden o elementales, varias de sus propiedades y como
obtener limites en ciertas familias de éstas. Como la teoria de
modelos va mas alld del enfoque de este trabajo, solamente pre-
sentaremos las proposiciones y los teoremas pertinentes. Todas

las demostraciones se pueden encontrar en [Hod97].
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Definicién. Un lenguaje o signatura L es el conjunto
L = <Sfun07 Sreb ar),

donde Stume ¥ Siel son conjuntos ajenos de simbolos llamados
simbolos funcionales y simbolos relacionales, respectivamente y
ar : Stune U Syl — w le asigna una aridad a cada simbolo de fun-
cion o de relacién. Diremos que L es numerable si Sgune U Syl €8
a lo méas numerable.

Una estructura es un conjunto S = (X, L, ), donde X es un
conjunto al que llamaremos el dominio de S y denotaremos por
dom(S), L un lenguaje e I una funcién de interpretacion que a
cada simbolo de L le asigna una funcién o relacion sobre X de
la aridad correspondiente. A la estructura S la llamamos una
L-estructura y, si se es claro a partir del contexto, inicamente

escribiremos (X, L).

Otras nociones utiles concerinentes a estructuras que usare-

mos son las siguientes:

Definicién. Sea S una L-estructura.

e S es una estructura relacional si y sélo si L no contiene

simbolos funcionales de aridad mayor o igual a 1.

e S es una estructura algebraica si y sélo si L no contiene

simbolos relacionales.
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e Una L-estructura E es subestructura de S si y sélo si
dom(F) C dom(S)

y todas las relaciones y funciones de E son las relaciones y

funciones de S restringidas a dom(F).

e Una subestructura E de S es finitamente generada si y s6lo
si existe un subconjunto finito x C dom(S) tal que F es la
menor subestructura de S tal que x C dom(FE). Evidente-
mente, una subestructura relacional es finitamente generada

si y solo si su dominio es finito.

El concepto de isomorfismo se puede extender a las estructuras

de la siguiente manera:
Definicién. Sean S y T L-estructuras.

e Sea [ :dom(S) — dom(7T). Decimos que f es un encaje si
es inyectiva y mantiene todas las funciones y relaciones de

L. Un ejemplo seria la funcién identidad en R restringida a

Q.

e Un isomorfismo es un encaje biyectivo tal que su funcion
inversa también sea encaje. Si S y T son isomorfas, lo de-

notamos por S = T.

e Un automorfismo de S es un isomorfismo de S sobre si

misma.
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e P(9) es el conjunto de todas las subestructuras E de S tales
que £ = S.

Veremos mas adelante que se pueden definir limites para cier-
tas familias de estructuras. Uno de los requerimientos para que
exista el limite de una familia de estructuras es que tenga las

siguientes propiedades:

Definicién. Sea K una familia de L-estructuras. Decimos que K

tiene la propiedad

e hereditaria si para A € K y B subestructura de A se cumple
que B € K,

e de encaje conjunto si para A, B € K existe C' € K tal que

Ay B son encajables en C, o

e de amalgamacion si para A,B,C € K,e: A — By f:
A — ( tales que e y f son encajes, existen D € K y
encajes g: B — Dy h:C — D tales que ge = hf.

Para poder hablar de limites de estructuras nos sera de utili-

dad ver lo que es la edad de una estructura dada.

Definicién. Sean D una L-estructura y K el conjunto de las
subestructuras finitamente generadas por D. Una familia de L-
estructuras I' es una edad de D si y solo si para toda a € I' existe
b € K tales que a = by, para toda b € I', existe a € K tal que

a=b.
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Podemos ver que ya de entrada las edades tienen dos de las

propiedades necesarias para que exista su limite:

Proposicion 1.9. Si una familia I' es la edad de una L-estruc-
tura, entonces tiene las propiedades hereditaria y de encaje con-

junto. ]

Otra caracteristica notable que pueden tener las estructuras

es la siguiente:

Definicién. Una estructura D es ultrahomogénea si y sélo si todo
isomorfismo entre subestructuras finitamente generadas de D se

puede extender a un automorfismo de D.

Teniendo todas estas definiciones previas, podemos ver que los
limites de ciertas familias de estructuras existen, asi como ciertas

caracteristicas del limite.

Teorema 1.10. Sean L un lenguaje a lo mas numerable y K
una familia a lo mas numerable de L-estructuras. Si K tiene las
propiedades hereditaria, de encaje conjunto y de amalgamacion,
entonces existe una L-estructura tnica salvo por isomorfismos tal

que:
e D es a lo mas numerable,
e K esunaedadde D,y
e D es ultrahomogénea.

A la estructura D la llamamos el limite de Fraissé de K.
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Como fue mencionado previamente, no se dara la demostra-
cion de este teorema, sin embargo, mas adelante se veran un par

de ejemplos de este tipo de estructuras.

1.6. Q como limite de Fraissé

En esta seccién veremos que QQ es un limite de Fraissé, mien-
tras que en el capitulo 3 veremos que la grafica random también
lo es.

Antes que nada, recordaremos unas cuantas propiedades im-
portantes de QQ, comenzando con como extender subdrdenes de

éste.

Lema 1.11. Sean L = (X, <) un orden lineal a lo mas numerable,
Y € X finitoy f : Y — Q un encaje. Entonces para cada
z € X \ Y existe una funcién parcial inyectiva que extiende a f
tal que dom(f’) = dom(f) U {z}.

Demostracion. Sean L = (X, <) un orden lineal a lo mas nume-
rable, Y C X finitoy f:Y — Q un encaje. Sean z € X \ Y,
Y=YU{z},)A={aeY :a<z}yB={beY:z<b}

Vemos tres casos:

e SiA = @, entonces z = infy: Y, por lo que podemos tomar
y = infg f[Y] — 1.

e SiB = &, entonces z = supy Y, por lo que podemos tomar

y = supg f[Y] + 1.
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e Si A B # I, entonces supy- A e infy B existen y supy A #
infy B, por lo que existe y € (supg f[2], infg f[B])o.

Entonces vemos que f' = fU{(z,y)} es una funcién inyectiva
que mantiene el orden. Esto es, f’ es un encaje de Y =Y U {z}
en Q. [

Ahora vemos una de las propiedades mas conocidas de Q:

Proposicion 1.12. Todo orden lineal a lo mas numerable se pue-

de encajar en Q.

Demostracion. Sea L = (X, <) un orden lineal a lo mas numera-

ble. Veamos dos casos:

Caso 1: Cuando X es finito.

Si |X| = 1, entonces L se puede encajar de manera trivial
en Q. Supongamos que L se puede encajar en Q para | X| = n.
Queremos ver qué sucede cuando | X| =mn+ 1. Sean X’ C X tal
que |[X'| =nyxz e X\ X' Como | X'| = n, existe un encaje
f: X' — Q. El lema 1.11 nos dice que existe un encaje f’ :
X'U{z} — Q tal que f" extiende a f. Evidentemente, f’ es un
encaje de L en Q. Por lo tanto, todo orden lineal finito se puede

encajar en Q.

Caso 2: Cuando X es numerable.
Como X es numerable, se puede indexar como {z, ..., Ty, ... }.

Sean X,, = {x,, : m < n} para toda n € w. Por el caso anterior
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vemos que para toda n € w existe un encaje f, : X, — Q tal

que f,+1 extiende a f,. Por lo tanto, f =] _ f. es la unién de

new
funciones parciales compatibles, por lo que f es funcién y, como
las f,, son encajes, entonces f también es un encaje. Ahora bien,
para toda n € w tenemos que dom(f,) C X y y,, € dom(f,,), por
lo que dom(f) = X. Esto es, f es el encaje que buscabamos. Por

lo tanto, todo orden lineal numerable se puede encajar en Q. [

Otra caracteristica importante de Q es que es ultrahomogénea.

Este hecho lo probaremos en la siguente proposicién.
Proposicion 1.13. QQ es ultrahomogénea.

Demostracion. Sean X,Y C Q finitos tales que existe un iso-
morfismo f : X — Y. Sean A = {ag,...,an,...} = Q\ X y
B = {bg,...,bn,...} = Q\ Y. Tomemos fy = f. Si ya estd de-
finida f,, para n € w, definimos f,;1 de la siguiente manera:

Sean z, el elemento con el menor indice de A \ dom(f,) y
X1 = dom(f,)U{x,}. Entonces el lema 1.11 nos dice que existe
un encaje g, de X, .1 en Q que extiende a f,,. Sean y,, el elemento
con el menor indice de B \ im(g,) y Yo+1 = im(g,) U {y,}. Nue-
vamente, el lema 1.11 nos dice que existe un encaje h, de X, 4
en Q que extiende g, !. Entonces definimos f, .1 = h,, .

Sea " =, ¢, fn- Como [’ esla unién de encajes compatibles,
X = dom(fp) y para toda n € w se cumple que a,, € dom(f,+1),
vemos que f’ es un encaje cuyo dominio es Q. Asimismo, como
Y = im(fy) y para toda n € w se cumple que b, € im(f,11),

entonces [’ es biyectiva sobre Q.
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Por lo tanto, f’ es el automorfismo que buscdbamos. ]

Finalmente, veremos que Q es un limite de Fraissé.

Teorema 1.14. QQ es el limite de Fraissé de los érdenes lineales

finitos.

Demostracion. En la proposicion 1.12 vimos que todo orden li-
neal finito se puede encajar en QQ, por lo que se puede gene-
rar a cualquier orden lineal finito a partir de (Q, <). Esto es,
I'={(X,<): X €[Q]*“} es una edad de Q. Ahora bien, como
I' es una edad, tiene las propiedades hereditaria y de encaje con-
junto. Nosotros queremos ver que también tiene la propiedad de

amalgamacion.

Sean A,B,C € [Q]*“,;e: A — By f:A— C tales que e
y f son encajes. Evidentemente, (A, <), (B, <), (C, <) € I'. Sea
Y = C'\ f[A]. Haremos induccién sobre |Y|.

SiY = @, vemos quesi g : B — Beslaidentidad y h = ef !,
entonces para toda a € A se cumple que ge(a) =e(a) y hf(a) =
ef1f(a) = e(a). Por lo tanto, ge = hf.

Supongamos que para |Y| = n se cumple que existen encajes
g, h tales que ge = hf. Veamos el caso en que |Y| =n + 1. Sean
reY yY =Y\ {x}. Entonces existen D € [Q]<¥, g: B — D
y h: C\ {z} — D encajes tales que ge = hf. Sean 2 = {a €
C:a<z}y®B={beC:x<b}. Vemos entonces los siguientes

Casos:

o S5i A =@, entonces x = info C' < ming(C \ {z}), por lo que
existe y € ( — oo, ming(C'\ {x}))(@ \ ¢g[B]. Sabemos que y
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existe debido a que Q es numerable y sin extremos y B es

finito.

e Si B = &, entonces r = supg C' > maxg(C \ {r}), por lo
que existe y € (méxg(C\ {z}), oo)(@ \ g|B]. Sabemos que y
existe debido a que Q es numerable y sin extremos y B es

finito.

o Si B # &, vemos que maxg 2l y ming B existen y que
maxg % < ming®B. Como Q es denso y B es finito, existe
y € (mixg hl2A], ming h[B]),, \ glB).

Sean D' = DU{y} y b’ = hU{(x,y)}. Entonces g y b’ son encajes
en D’ tales que ge = h'f. Por lo tanto, I" tiene la propiedad de

amalgamacion.
Entonces vemos que:

e ¢l lenguaje de los 6rdenes lineales es numerable,

e [' es un conjunto numerable de érdenes lineales finitamente
generados con las propiedades hereditaria, de encaje con-

junto y de amalgamacion,
e Q es numerable,
o ['eslaedad de (Q, <),y

e (Q es ultrahomogénea.

Por lo tanto, Q es el limite de Fraissé de los érdenes lineales
finitos. ]
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Capitulo 2

Familias Positivas

Comencemos definiendo lo que es una familia positiva, para
después ver como se comportan los supremos y los infimos al

considerarlas como orden parcial.

Definiciéon. Sea X un conjunto numerable. Una familia P C

P (X) es una familia positiva en X siy sélo si
1. o¢P,
2.1 Ae PyAC BC X, entonces B € P,
3. siAe Py Fe[X]| entonces A\ F€P,y
4. existe A € P tal que | X \ A| = N,.

Evidentemente, toda familia positiva P es no vacia y como
todo elemento de P es subconjunto de X, entonces X € P. Mas

aun, la siguiente proposicién nos indica que todos los elementos de

29
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‘P son infinitos y que todo subconjunto cofinito de X es elemento

de P.

Proposicién 2.1. Sean X un conjunto numerable y P C Z(X)

una familia positiva. Entonces,
yFréChet cP C [X]w

Demostracion. Primero, supongamos que existe x € P finito. En-
tonces tenemos que z \ * = @ € P, lo que contradice la propie-
dad 1 de las familias positivas. Por lo tanto, P C [X]<“. Esto es,
P C[X]“.

Por otro lado, sabemos que como P es una familia positiva,
entonces X € P y para todo F' C X finito se cumple que X \
F € P, por la definicién de familias positivas. Asimismo, sabemos
que todo elemento de Fpecher €s de la forma X \ F' para algin
F C X finito, por lo que Frechet € P. Ahora bien, sabemos que
existe A € P tal que X \ A € P. A no es cofinito y, por ende,
P # Frvéchet- O

Toda familia positiva P es subconjunto de Z(X), por lo que
podemos verla como orden parcial bajo la contencién. Sin embar-
go, hay subconjuntos no vacios de P que no tienen infimo en P.
Como ejemplo, tenemos a Frrschet, CUya interseccién es vacia.

Ahora bien, si consideramos a (P U{@}, C), podemos definir

al supremo y al infimo de la siguiente manera:

e supS =59,
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e Si (S € PU{T}, entonces inf S =5,y

e Si (S ¢ PU{I}, entonces inf S = @.

Entonces podemos ver que siempre hay supremos e infimos de

subconjuntos no vacios:

Proposicién 2.2. Sean X un conjunto numerable y P C Z(X)
una familia positiva. Entonces (P U{@}, C) es una reticula com-

pleta.

Demostracion. Debido a como fueron definidos los infimos en PU

{2}, vemos que todo subconjunto no vacio tiene infimo.

Por otro lado, sabemos que un orden parcial es completo si y
sélo si todo subconjunto no vacio tiene supremo. Sea S C PU{J}

no vacio. Vemos que s C sup S, por lo que sup S € P.

Si (S € P, entonces lo que definimos como infimo es, en
efecto, la maxima cota inferior. Por otro lado, si (S ¢ P vemos
que, en caso de existir una cota inferior Z € P, entonces Z C Y
para toda Y € S, por lo que Z C () S. Entonces, por la propiedad
3 de las familias positivas tendriamos que (]S € P, lo que es
imposible. Por lo tanto, el infimo que definimos es, en efecto, la

maxima cota inferior y @ U P es una reticula completa. ]
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2.1. Cadenas Maximales en Familias

Positivas de w

Ahora presentaremos el teorema principal de este capitulo, el
cual caracteriza las cadenas maximales de familias positivas en

w:

Teorema 2.3. Sean P C & (w) una familia positivay L = (X, <)

un orden lineal. Entonces los siguientes son equivalentes:
a) L es isomorfo a una cadena maximal en (P U {@}, C),

b) L es un orden lineal booleano R-encajable tal que 0; no

tiene sucesor, y

c) L es isomorfo a un conjunto K C [0, 1]g compacto nunca

denso tal que 0 es punto de acumulacion de K y 1 € K.

Con el fin de poder probar con mayor facilidad este teorema,
vamos a separarlo en varios lemas auxiliares que demostraremos
mas adelante. Mientras, podemos ver facilmente que si P es una

familia positiva, entonces:

e Una cadena £ de P U {@} es maximal si y sélo si £\ {@}

es cadena maximal de P.

e Una cadena £ de P es maximal si y sblo si LU {&} es

cadena maximal de P U {&}.
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Debido a esto, el tipo de orden de las cadenas maximales de
familias positivas de w es K\ {0}, donde K C [0, 1]g es compacto
y nunca denso tal que 0 es punto de acumulaciéon de K y 1 € K.

La implicaciéon b)—c) fue demostrada en la proposicién 1.6,
ya que no involucra a las familias positivas de manera explicita.

El siguiente lema que veremos prueba la implicacién a)—b) y
nos indica de qué forma son las cadenas maximales en las familias
positivas. Notese que éste aliin no es una caracterizacion, ya que

la implicacién va en un sélo sentido.

Lema 2.4. Sean P C & (w) una familia positiva y .Z una cadena
maximal en (PU{@}, C). Entonces .Z es un orden lineal booleano

R-encajable tal que @ no tiene sucesor.

Demostracion. Sean P una familia positiva en w y £ una cadena
maximal en (PU{@}, C). Como & y w son el minimo y el méximo
de P U {2}, respectivamente, sabemos que &, w € .Z ya que es
cadena maximal. Asimismo, como £ es cadena en P U {@} C

P (w), sabemos que .Z es R-encajable.

Primero veamos que @ no tiene sucesor.
Supongamos que & tiene un sucesor S en .Z. Como S # @,
tenemos que S € P, por lo que la porposicién 2.1 nos dice que S es
infinito. Por lo tanto, para todo s C S finito se cumple que S\ s #
Fyque S\s e P yaque P es familia positiva. Pero entonces
ZU(S\ s) es una cadena en P U{@} que contiene propiamente
a %, lo que es imposible ya que .Z es cadena maximal. Por lo

tanto, @ no tiene sucesor en .Z.
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Ahora veamos que £ es completo.
Sea S C .Z. Queremos ver que sup S existe. Sabemos por la
proposicion 2.2 que P U{@} es una reticula completa, por lo que
SUppy(zy S = J S estd en P U {@}. Entonces para toda A € &

se cumple que:
e Si A C B para alguna B € S, entonces A C |J S.

e Si B C A para toda B € S, entonces |J S C A.

e Los dos casos anteriores son los tnicos debido a que Ay B

siempre con comparables ya que S C .Z yv .Z es cadena.

Esto es, | J S es comparable con todos los elementos de .Z, por lo
que ZU{{J S} es una cadena en PU{D} que contiene a .Z. Como
Z es cadena maximal, sup » S = [J S € .Z. De manera andloga se
ve que infpy(p S = infe S =S € £ cuando infp gz S € P.
Cuando infpy(zy S = &, sélo basta con recordar que S no puede

tener cotas inferiores en P, por lo que tampoco puede tenerlas en

Z.

Finalmente, veamos que .Z tiene saltos densos.
Sean A, B € .Z tales que A C B. Como & es no aislado en .Z,
existe A’ € £\ {0} tal que A C A" C B Sean © € B\ A/,
A={CeZL:2¢CtyB={CecZ:2eC} ComozxeB
yx & A, vemos que A" € Ay B € B. Asimismo, como todos
los elementos de .Z son comparables entre si, entonces A< B €
B, por lo que {2, B} es una cortadura de .£. Como . es un
orden lineal completo, sabemos que sup = J2A € £ y que
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A" CNAU{z} CB. Ahora bien, como P es familia positiva,
Z es cadena maximal y (|24 U {z} es comparable con todos los
elementos de A y de B, tenemos que [ ~AU{z} € Z. Por lo tanto
vemos que @ = (A, NAU{z})» C [A, Bl C [A, Blg, por lo
que .Z tiene saltos densos.

Esto es, .Z es un orden lineal booleano R-encajable tal que @

no tiene sucesor. []

Finalmente, este lema nos dard la implicacién que nos hacia

falta para completar el teorema 2.3:

Lema 2.5. Sean P C #(w) una familia positivay K C [0, 1]g un
conjunto compacto nunca denso tal que 0 es punto de acumulacién

de K y 1 € K. Entonces K es isomorfo a una cadena maximal en

(PU{g},C).

Demostracion. Sea K C [0,1]g compacto nunca denso tal que
1 € K y 0 es punto de acumulaciéon de K. Como K es cerrado
y 0,1 € K, entonces [0,1]g \ K = (0,1)r \ K es abierto, por lo
que existe una representaciéon unica de [0, 1]g \ K como unién de
intervalos abiertos ajenos. Esto es, [0,1]r \ K = |J;;(ai, bi)r tal
que I es un conjunto de indices y para i, j € I distintos se cumple
que (a;, bi)rN(a;,bj)r = @. Sabemos que [ es a lo mas numerable
debido a que K es un subconjunto de R. Como K tiene un punto
de acumulacion, entonces es infinito y, como K es nunca denso,
entonces I también es infinito. Por lo tanto, I es numerable.
Queremos ver que a; € K para toda ¢ € I. Supongamos lo

contrario: que existe i € I tal que a; ¢ K. Entonces existe j €
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I tal que a; € (aj,b;)r, lo que es imposible ya que (a;, b;)r N
(a;,b;)r = @. Por lo tanto, a; € K para toda i € I. De manera
analoga se puede probar que b; € K para toda i € I.

Para demostrar este lema, haremos uso de una sucesion N =
(in : m € w) en I y una biyeccién k : I — w tales que la sucesién
a;, sea estrictamente decreciente y k[IN] € P, para construir una
funcién D : K — Z(w) tal que:

e D(x) € PU{D} para toda x € K,

e Para cualesquiera z,y € K, si x < y, entonces D(x) C
D(y), y

e D[K] es una cadena maximal en P U {2},

Construiremos la sucesion N en [ por recursion.
Sea 7y un elemento cualquiera de I. Supongamos que 1,, esta defi-
nido para alguna n € w. Como 0 es punto de acumulacién de K y
K es compacto, tenemos que 0 € K y 0 < min{a;,, (n+1)"'}. Sea
z, € (0,min{a; ,(n+1)"'}r\ K. Como x, ¢ K, existe i,41 € I
tal que =, € (a;,.,,b;,,,)r, porlo que a;,, <min{a; ,(n+1)"'}.
Entonces vemos que N = (i, : n € w) es una sucesion en / tal

que a; es estrictamente decreciente.

Ahora construiremos la biyeccion k.
Nosotros sabemos que I \ N es a lo mas numerable debido a
que tanto I como N son numerables. Si I \ N es finito, sean
G Cwtalque |[I\ Nl =|G|y F =w)\ G. Como sabemos que
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Frécnet C P por la proposicién 2.1, vemos que F' € P. Por otro
lado, si I \ N es numerable, entonces sabemos que existe F' € P
tal que w \ F' es numerable ya que P es una familia positiva. Sea
entonces G = w \ F, por lo que |I \ N| = |G].

Como F € P, entonces sabemos que F' es numerable por la
proposicion 2.1, por lo que existe ky : N — F' biyectiva. De igual
manera, existe k1 : I\ N — G biyectiva. Como (F, G) es particién
de w, tenemos que k = kyU ky es una funcion biyectiva de I en w
tal que k[N] € P.

Ahora definimos la funcién D : K — & (w) como
D(z)=A{k(i):ie INb <z}

Veamos que D(z) € P U{@} para toda z € K. Como 0 < b;
para toda ¢ € I, tenemos que D(0) = @. Tomando = € K \ {0},
sea n, € w tal que (n, + 1)~ < x. Sabemos, por la definicién de
N, que para toda n > n, se cumple que a;, < z. Como z € K,
entonces b; < x y, por ende, k(i,) € D(x). Sea F, = {k(iy) :
n, <n} C D(x). No es dificil ver que F, = F \ {k(i,) : n < n,}.
Esto es, F, es cofinito con respecto a F', por lo que F, € Py,
como F, C D(x), entonces D(z) € P.

Sean x,y € K tales que x < y. Sabemos para toda i € I que si
b; < x, entonces b; < y, por lo que D(z) C D(y) por la definicién
de D. Solo nos resta ver que D(z) # D(y). Como K es denso en
ningin lugar, existen z € R\ K e i € [ tales que z € (a;,b;)r v
xr < z < y. Por lo tanto, como x,y € K, entonces z < a; < b; < v,
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por lo que k(i) € D(y) pero k(i) ¢ D(x). Esto es, D(z) # D(y).

Finalmente, veremos que D[K] es una cadena maximal en
PuU{o}. Como D[K] C PU{@}y D es una funcién estrictamente
creciente, entonces D[K| es una cadena en PU{@}. Sabemos que
Z,we DK],yaque D(0) =2y D(1) =w.

Supongamos que D[K] no es maximal. Sea A € P\ D[K]
tal que D[K]U {A} es una cadena en P U {@}. Sean 2 = {x €
K :D(@x)c Al y®B ={r e K: A C D(x)}. Como todos
los elementos de D[K] U {A} son comparables entre si, (2, B)
es una particién de K. Sean a = supr 2 y b = infr B. Entonces
acACKybe®B CK, porloquea,be K. Lo que queremos
ver es que a € 2y que b € °B.

Veamos que D(a) C Ay que a € . Como a es el supremo
de 2, tenemos que D(z) C D(a) para toda z € 2, por lo que
U,ea P(x) € D(a). Sea i € I tal que k(i) € D(a), por lo que
b; < a. Si b; < a, entonces b; € Ay k(i) € D(b;). Por otra
parte, si b; = a, entonces b; € Ay k(i) € D(b;), ya que de lo
contrario tendriamos que a; ¢ 2, lo que es imposible. Por lo tanto,
D(a) = U,eq D(2). Ahora bien, nosotros sabemos que D(x) C A
para toda z € Ay A ¢ D[K], por lo que |, o D(z) = D(a) C A
y, por ende, a € 2.

Veamos que A C D(b) y que b € B. Como b es el infimo
de B, tenemos que D(b) C D(zx) para toda = € B, por lo que
D(b) C (Nyes D(x). Sea i € I tal que k(i) € D(x) para toda
xr € *B. Entonces b; < x para toda x € ‘B, por lo que b; < b
y k(i) € D(b). Por lo tanto, D(b) = (),cqs D(z). Ahora bien,
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nosotros sabemos que A C D(x) para toda z € By A ¢ D[K],
por lo que A C D(b) = (), P(2) ¥, por ende, b € B.

Como (2,B) es una particiéon de K y suppA = a < b =
infx B, entonces (a,b)x = @ y, como no hay un intervalo vacio
mayor que los contenga, necesariamente existe ¢ € [ tal quea = a;
y que b = b;. Por lo tanto, D(b) = D(a) U {k(i)}. Esto es, |D(b) \
D(a)| = 1. Por otro lado, sabemos que D(a) C A C D(b), por lo
que necesariamente | D(b)\ D(a)| > 2, 1o que es una contradiccion.

Por lo tanto concluimos que D es una funcién biyectiva de K

sobre una cadena maximal de P U {&}. O
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Capitulo 3

La Grafica Random

3.1. Introducciéon

Existen varias maneras de abordar a la grafica random: por
medio de las graficas aleatorias, de los conjuntos hereditariamente
finitos, etc. Sin embargo, la manera mas eficiente de ver sus pro-
piedades basicas es por medio de la propiedad de extension. Entre
otras cosas, esta propiedad nos permite ver que la grafica random
es Unica (salvo por isomorfismos) y que es ultrahomogénea.

Los primeros en tratar a la grafica random fueron Erdos y
Réyni en un articulo de 1963 mientras estudiaban gréaficas alea-
torias finitas. Al final de tal articulo abordan el caso numerable y
prueban que existe una grafica numerable R tal que las graficas
aleatorias son isomorfas a ésta casi seguramente. Sin embargo, no
proveen de una construccion argumentando que si casi todas las
graficas son isomorfas a R, entonces seguramente debe existir.

Tampoco probaron su unicidad ni que tuviera la propiedad de

41
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extension.

Por otro lado, Richard Rado mostré en 1964 que existe una
grafica numerable universal para las graficas a lo mas numera-
bles. Aunque él si di6 una construccién y usé de manera implicta
la propiedad de extension, no la enuncié de manera explicita ni
probd que fuera tnica.

No fue hasta 1974 que Erdos y Spencer demuestran la unici-
dad de la grafica random, tras lo cual afirman que este resultado
“demuele la teora de las graficas aleatorias,” aunque Peter J. Ca-
meron afirma en [Caml5] que esto “crea la teoria de la gréfica
aleatora numerable.”

Antes de entrar de lleno al tema, recordemos que una grafica
se puede ver como un par ordenado G = (X, o) donde X es un
conjunto cualquiera y ¢ C [X]%. Asimismo, si {z,y} € o, serd
denotado por = ~ y.

También es posible ver a las graficas como estructuras rela-
cionales tomando una relacion simétrica y antirreflexiva. Ambas
definiciones son equivalentes, tan sélo basta con ver que si {x,y}
estd en la grafica definida como en el parrafo anterior si y sélo si
(x,y) y (y,z) estan en la grafica correspondiente definida como

estrucutra.

3.2. La Propiedad de Extension

Definicién. Sean G = (X, 0) y U,V C X finitos y ajenos. Dire-

mos que x € X estd conectado correctamente a (U, V) siy sélo si
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x ~ u para todou € Uy x ~ v para toda v € V.
Al conjunto de los vértices de GG conectados correctamente a

(U, V) lo denotaremos por GY.

Una manera simple de extender una gréfica finita es tomar dos
subconjuntos de ésta y tomar un punto que se esté correctamente
conectado a estos. Entonces podemos pedir que una grafica tenga
la propiedad de extensién si toda subgréfica finita de ésta se puede
extender de todas las maneras correctas posibles. Tomando esto

en cuenta, damos la siguiente definicion:

Definicién. Una grafica G = (X, o) tiene la propiedad de exten-
sion si y solo si para cualesquiera U,V C X finitos y ajenos se

cumple que GY # @.

Es en este punto que podemos definir lo que es una grafica

random y la notaciéon que usaremos para referirnos a ella.

Definiciéon. Una grdfica random es una grafica numerable con
la propiedad de extension. A este tipo de graficas también se les
suele llamar graficas de Rado o graficas de Erdos-Réyni y por lo

general las denotaremos por R.

A primera vista puede parecer arbitrario llamar a este tipo
de graficas “graficas random”, sin embargo, mas adelante justi-
ficaremos el uso de ese nombre. Por el momento, veremos varios
lemas que nos dan una idea de cémo funcionan los encajes con

las graficas con la propiedad de extensién.
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Lema 3.1. Sean (G; una grafica a lo mas numerable y Gy una
grafica con la propiedad de extensién. Sea f un encaje de una
subgrafica propia finita de GG; en G5. Entonces para cada z €

G1\dom(f) existe un encaje f’ que extiende a f tal que dom(f’") =
dom(f)U{z}.

Demostracion. Sean G; = (X,0) a lo mas numerable y Gy =
(Y, p) una grafica con la propiedad de extensién. Sean X' C X
finito tal que X' = {xy, ..., z,,} para algiin n € w, f un encaje de
la subgrafica generada por X’ en Go y z € X \ X' cualquiera.

Nosotros queremos ver que existe f’ tal que extienda f a X'U
{z}.Sean U ={z € X' : 2~ 2} yV = X"\ U. Asimismo sean
U = flU, V' = f[V]y Y = G5Y.

Sabemos que Y’ # & ya que G5 tiene la propiedad de ex-
tension, por lo que podemos tomar y € Y’. Definimos entonces
f'= fU(z,y). Como y no estd en el rango de f, vemos que f” es
un encaje que extiende f a X' U {z}, que es a lo que queriamos
llegar.

Noétese que si Y es numerable, entonces Y’ también lo es, por lo
que se pueden indexar sus elementos y tomar el de menor indice.

De esta manera, se evitaria usar el Axioma de Eleccién. ]

Podemos comenzar a ver los frutos del resultado anterior con

esta proposiciéon:

Proposicion 3.2. Toda grafica a lo méas numerable se puede

encajar en cualquier grafica que tenga la propiedad de extension.
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Demostracion. Sean G = (Y, o) una grafica a lo méds numerable
y Gy = (X, o) una grafica con la propiedad de extensién. Veremos
dos casos:
Caso 1: Cuando (G es finita.
En este caso lo haremos por induccién sobre m = |Y'|. Las gréficas
que constan de un solo vértice se pueden encajar de manera trivial
en (5. Supongamos entonces que m > 2 y que toda grafica con n
vértices se puede encajar en G paran < m. Sea G’ una subgrafica
de G1 con m — 1 vértices. Entonces existe un encaje f de G’ en
(G5 el cual podemos extender a un encaje ' de G; en G5 como lo
hicimos en el lema 3.1. Por lo tanto, toda grafica finita se puede
encajar en Gb.
Caso 2: Cuando (G es numerable.

Como Y es numerable, se puede indexar como Y = {yo, ..., Yn, ... }-
Sean xg € X v fo = {{yo, o) }. Evidentemente, f; es una funcién
parcial de G; en GGy y ademas, es un encaje. Para toda n € w
podemos extender f, a f,+1 como en el lema 3.1 para z = y,.1.
Entonces vemos que f = J, ., fn es la unién de funciones par-
ciales compatibles, por lo que f es funcién y, como las f,, son en-
cajes, entonces f también es un encaje. Ahora bien, tenemos que
dom(f,) C Y y que para todan € w se cumple que y,, € dom(f,),
por lo que dom(f) =Y. Esto es, f es el encaje que buscabamos.

Por lo tanto, toda grafica numerable se puede encajar en Go. [
Otra consecuencia de la proposicién 3.1 es la siguiente:

Teorema 3.3. Cualesquiera dos graficas numerables con la pro-
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piedad de extension son isomorfas.

Demostracion. Sean Gp = (X, p) y Go = (Y, o) graficas nume-
rables con la propiedad de extensién y {xzg,...} v {o,...} enu-
meraciones de X y Y, respectivamente. Nosotros crearemos un
isomorfismo f como el limite de funciones parciales por medio de
back-and-forth.

Comenzamos definiendo fy = {(xo, y0)}. Supongamos ahora
que f, estd definida para n € w y cumple que {zy,...,x,} C
dom(f,), {vo, ..., yn} Cim(f,) y fn es isomorfismo de dom(f,,) en
im(f,). Sean X,, = dom(f,,) y a, el elemento con el menor indice
de X \ X,,. Entonces extendemos f, a X,, U{a,} como en el lema
3.1. A esta nueva funcién la vamos a llamar g,.

Tomamos entonces Y, = ¢,[X, U {a,}] y sea b, el elemento
con el menor indice de Y \ Y,,. Como g, es un isomorfismo en-
tre subgréficas finitas de G; y Ga, entonces g, también lo es
y podemos extenderla a Y, U {b,} como en el lema 3.1. A esta
nueva funcion la llamaremos h,,. Como h,, es isomorfismo entre
subgraficas finitas de G1 y Ga, entonces f,,.1 = h ! contiene a f,
y es un encaje de una subgrafica finita de G; en Gbs.

Finalmente, definimos f = |, ., fn. Como f, es un encaje y
extiende a f,, para cualesquiera m < n € w, entonces f es un
encaje de una subgrafica de GG; en GG5. De igual manera, vemos
que z,, € dom(f,) C dom(f) y yn € fulG1] C f[G1] para toda
n € w debido a la manera en que se fueron extendiendo las f,.
Esto es, f es una biyeccién de G sobre GGy y, como también es

un encaje, entonces vemos que f es un isomorfismo.
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Por lo tanto, G; y GG son isomorfas. ]

3.3. Construccion de la Grafica Ran-

dom

En la secciéon anterior vimos que todas las graficas random
son isomorfas entre si. Este resultado seria bastante 1util para es-
tudiarlas, sin embargo, atin no hemos visto que exista alguna. En
esta seccion construiremos tal grafica haciendo uso de los conjun-

tos hereditariamente finitos.

Definicién. Construimos el universo de los conjuntos hereditaria-

mente finitos V,, por recursién numerable de la siguiente manera:

Vo =9,
Vo1 = P(V,) paran € w,

V= JV

new

Asimismo, definimos el n-ésimo nivel de V,, para n € w como
Lev, = Vi1 \ Vi, v el rango de x € V,, como rank(x) = min{n €

w:x € Vot

Una nocién indispensable al hablar de los conjuntos heredi-
tariamente finitos es la de la cerradura transitiva de un conjunto
bajo la pertenencia, por lo que nos sera de gran utilidad recor-

darla:
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Definicién. La cerradura transitiva de un conjunto x se denota

por trcl(z) y estd dada por

Uo(z) = =,
Unia(z) = Un(®),
trel(z) = | J Un(z).

new

Ahora podemos ver varias propiedades y caracterizaciones im-

portantes de V,,.

Proposicion 3.4.
a) V, es transitivo para toda o € w + 1.
b) V,, CV, param < n € w.
c) n € Lev, y por ende rank(n) = n para toda n € w.
d) Sea o un ordinal. Entonces o € V, si y sélo si o € w.
e) V, es finito para toda n € w.
f) V., es numerable.
g) x €V, siy sélo si x es un subconjunto finito de V.
h) V, = {x: |trcl(x)| < w}.

Demostracion.

a)
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Vemos que V| es transitivo por vacuidad. Supongamos que
para n € w se cumple que V,, es transitivo. Queremos ver que
V21 también lo es. Sea = € V.1 = Z(V,,). Entonces x C V,,,
por lo que para toda y € x se cumple que y € V,,. Como V,, es
transitivo, y C V,,. Estoes, y € V.1, por lo que V,,,1 es transitivo.
Por lo tanto, V,, es transitivo para toda n € w.

Sea r € V,,. Entonces existe n € w tal que x € V,,. Como
V,, es transitivo, tenemos que x C V,, C V,,. Por lo tanto, V, es

transitivo.

b) Sea m € w. Evidentemente V,, = V,,,¢. Supongamos que para
k € w se cumple que V,, C V,,.x. Entonces vemos que V,, €
P (Vinak) = Vinska1 y, como V141 es transitivo debido al inciso
anterior, entonces V,,, C V,,.1+1. Como toda n € w tal que m < n

se puede expresar como m + k para alguna k € w, tenemos que

Vin € V.

c)

Supongamos que para n € w se cumple que m € V,, para toda
m < n. Entonces, comon C V,, y V.1 = Z(V,), tenemos que
n € V,.1. Por lo tanto, concluimos que n € V,,; para todan € w
por induccién fuerte.

Evidentemente, 0 ¢ @ = Vj. Supongamos que n ¢ V,,. Enton-
cesn+1=nU{n} ¢& Z(V,) = V,41. Por lo tanto, n ¢ V,, para
toda n € w, por lo que n € V.41 \ V,, = Lev,, para toda n € w.
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d)

Sabemos por el inciso anterior que toda n € w cumple que
n € Lev, C V,. Veamos que w ¢ V,,. Supongamos lo contrario,
que w € V,,. Entonces existe n € w tal que rank(w) = n, por lo
que w € Lev, y para toda r € &(w) se cumple que n ¢ = ya que
n ¢ V,. Por lo tanto, tenemos que n ¢ w, lo que no tiene sentido.
Entonces, concluimos que w ¢ V,,. Mas ain, para todo ordinal

a tal que w € a tenemos que, como V,, es transitivo, entonces

a ¢V,

e) Nosotros sabemos que |V, 41| = 2IV| y, como |Vj| = 0, entonces

V,, es finito para toda n € w.

f) Como V,, = U,c, Vo ¥ Vi es finito para toda n € w, vemos
que V,, es la unién numerable de cosas finitas. Por lo tanto, V, es

numerable.

g) —]
Sean z € V,, y n = rank(z). Como = C V,, y V,, es finito,

entonces |z| < |V,|, por lo que z es finito.

g) <]
Sea x C V, finito. Entonces A = {rank(y) : y € z} es finito,
por lo que existe n = max R. Entonces vemos que y € V,, para

toda y € x, por lo que x € Z(V,,) = V.11 C V.
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h)

Primero veremos un pequeno resultado que nos sera de uti-
lidad para ver ambas contenciones. Para todo conjunto z vemos

que:

= UU0($) = Ux
- U{y €} = U{Uo(y) Ly € x}.

Supongamos que U1 (z) = [J{U.(y) : y € x} para alguna n € w,

entonces

Upgo( U Upt1()

:UU{Uny Ly €x}
= H{Unni(y) sy € 2},

Por lo tanto, podemos ver que

trel(z ( U trel(y )

<

Evidentemente, todo elemento de Vj tiene cerradura transitiva
finita. Supongamos que para n € w se cumple que trcl(x) es finita
para toda x € V,. Sea y € V,11. Sabemos que y es finito ya
que y € V. Por lo visto previamente, sabemos que |trcl(y)| <

ly| + ., [trel(2)[, por lo que trcl(y) es finita. Por induccién
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concluimos que para todas n € w y x € V,, se cumple que trcl(x)

es finita. Més aun, como V,, = | J, .. V,,, entonces para toda x € V,

new

se cumple que trcl(z) es finita.

2

Sea z tal que trcl(x) es finita. Haremos induccién sobre la
cardinalidad de trcl(z).

Cuando [trcl(z)| = 0, tenemos que x = & € V. Sea |trcl(z)| =
n. Supongamos que para toda y tal que [trcl(y)| < n se cumple
que y € V,,. Recordemos que trcl(z) =z U (Uyex trcl(y)), por lo
que x es finito y para toda y € = que se cumple que trcl(y) C
trcl(z), por lo que |trel(y)| < n. Por lo tanto, y € V,, para toda
y € x vy, como x es finito, existe m tal que y € V,, para toda
y € x. Estoes, x € (V) = Vingr.

Por lo tanto, si trcl(x) es finita, entonces x € V,,. O

Otro resultado interesante del universo de los conjuntos here-
ditariamente finitos es que es un modelo de ZFC sin el Axioma
de Infinito, lo que nos indica que podemos construir dentro de
él todos los tipos de conjuntos que conocemos siempre y cuando
sean finitos. Una demostracion de este hecho se da en el anexo A.

Sabiendo esto, podemos definir la siguiente relacion sobre V,;:

Definicién. Definimos la relacién € en V,, como xey si y solo si

reyoycce.

Ahora podemos ver que V,, con la relacion € es, en efecto, una

grafica random:
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Proposicién 3.5. La estructura (V,,, ) es una grafica random.

Demostracion. Sean H, K C V,, finitos y disjuntos. Entonces
H,K € V,. Sea n = rank(K). Como V,, es modelo de ZFC-Inf
y n € V,, tenemos que v = H U {n} € V. Entonces vemos que
para toda h € H se cumple que h € v, por lo que hev.

Ahora bien, para toda k € K tenemos que k ¢ H y, como
rank(k) < rank(K) = n y rank(n) = n, entonces k # n. Por lo
tanto, k ¢ v para toda k € K y, como n + 1 < rank(v), entonces
v ¢ k. Esto es k £v para toda k € K.

Por lo tanto, (V,,, €) es una gréafica numerable con la propiedad

de extensién, por lo que es una grafica random. ]

Por ende, sabemos que la grafica random existe y, por lo visto

en la secciéon anterior a esta, es unica salvo por isomorfismos.

3.4. Graficas Aleatorias

El nombre de la grafica random tiene una explicacién en térmi-
nos probabilisticos. En esta seccién veremos lo que es una grafica
aleatoria y como se relaciona este concepto con el de grafica ran-

dom.

Definicién. Sean X un conjunto y p € (0,1)g. Para cada r €
[X]? elegimos de manera independiente y con probabilidad p si
r € 0. A la gréfica (X, o) la llamamos una grdfica aleatoria de

probabilidad p.
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Es importante notar que no estamos considerandop =0y p =
1 ya que éstas son las grafcas vacia y completa, respectivamente,
y tienen caracteristicas particulares que el resto de las graficas no
tienen. Es debido a esto que las ignoraremos por el momento.

Debido a su naturaleza, no es posible tener una grafica alea-
toria de manera explicita. Aunque esto aparentemente complica

su estudio, ahi es donde la magia del infinito entra en juego:

Lema 3.6. Toda grafica aleatoria numberable tiene la propiedad

de extension casi seguramente.

Demostracion. Sea G = (X, o) una grafica aleatoria numerable
de probabilidad p para p € (0,1)g. Sean U,V C X finitos y
ajenos. La probabilidad que x € X \ (U U V) esté conectado
correctamente a (U, V) estd dada por plYI - (1 — p)Vl, por lo que
la probabilidad que ningin elemento de Y C X \ (U U V) finito
esté conectado correctamente a (U, V) esta dada por (1 — plUl .
(1—p)VHIT,
Construiremos el conjunto X’ por recursion:

X, =Axy,:m En} paran € w
r, € X\ (UUVUX,) paran € w
X'=lim X, = J X,

T—00
TEW

Notese que como X es numerable, se puede indexar y entonces
podemos pedir que cada x, sea el de menor indice de X \ (U U

V U X,,). De esta manera se evita usar el Axioma de Eleccién.
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Entonces vemos que la probabilidad que ningtin elemento de
X' esté conectado correctamente a (U, V) es el limite de esta mis-
ma probabilidad para X,, cuando n — oo. Esto es, lim,,_, (1 —
plUl (1 _p)\V\)” — 0.

Por lo tanto, G tiene la propiedad de extension casi segura-

mente. []

Este resultado nos dice algo que resulta contraintuitivo, pero
bastante interesante: que podemos construir una grafica siguiendo

un proceso aleatorio y obtener un resultado predeterminado.

3.5. Copias de la Grafica Random

A partir de ahora comenzaremos a buscar copias de la grafica
random dentro de si misma. Esto es, estudiaremos el conjunto
P(R), tal como fue definido en el capitulo 1.5. Antes de meternos
de lleno en ese tema, veamos una curiosa propiedad de la grafica

random:

Proposicion 3.7. R es isomorfa a su complemento. Esto es, si

(w, 0) es una grafica random, entonces {(w, [w]?\ o) también lo es.

Demostracion. Sean S el complemento de R y U,V C w finitos.

Entonces vemos que
Sy =Ry #0

Por lo tanto, S tiene la propiedad de extensién y es isomorfa a R

por ser numerable. [
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A lo largo de todo este capitulo, hemos estado haciendo uso
del hecho que los R‘[f son no vacios. Sin embargo, ahora veremos
algo bastante impresionante: no sélo son no vacios, son infinitos

y, mas aun, son isomorfos a R.

Proposicién 3.8. Sean U,V C w finitos y ajenos. Entonces RY,
es infinito y RY € P(R).

Demostracion. Sean U,V C w finitos y ajenos. Nosotros sabemos
que Rg # &, por lo que podemos tomar un x € ’Rg Como UU{z}
sigue siendo finito, vemos que Rgu{x} =+ . Este procedimiento
se puede seguir de manera indeterminada, por lo que se puede
construir por recursién un subconjunto infinito de RY. Por lo
tanto, Rg es numerable.

Sean U’,V' C RY finitos y ajenos. Vemos que (RY)Y, =
RUVY, # @ por lo que RY estd en P(R). [

Ahora veremos que la grafica random es indestructible, esto
es, si se le quita una cantidad finita de elementos, sigue siendo

ella misma:
Proposicién 3.9. Sea U C w finito. Entonces w \ U € P(R).

Demostracion. Sean T' C w finito y U,V C w \ T finitos. Vemos
que si G es la subgrifica de R generada por w \ 7', entonces
GY = Rg \ 7. Como Rg es numerable por la proposicion 3.7 y T'
es finito, entonces Rg \ T es numerable. Por lo tanto, G' es una

subgrafica numerable de R con la propiedad de extension. Esto
es, GEZRyw\Ue€P(R). O
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No es dificil observar que si tomamos un X C w finito, en-
tonces el conjunto { X} U{RY : (U, V) es una particién de X} es
una particién de w en que las subgraficas inducidas son isomorfas
a R. Al considerar particiones finitas arbitrarias de w vemos un

resultado similar:

Proposicién 3.10. Sea {Xj, ..., X,,} una particién de w para al-

guna n € w. Entonces existe m < n tal que X,,, € P(R).

Demostracion. Sea {Xj, ..., X,,} una particién de w paran € wy
Xo, ..., X, las respectivas subgraficas inducidas de R.

Supongamos que para toda i € n+1 se cumple que X; ¢ P(R),
por lo que para toda ¢ € n + 1 existen U;,V; C X; finitos y
ajenos tales que XW =@.Sean U = J;c, 1 Ui YV = Uicns1 Vi
Entonces vemos que para toda ¢ € n + 1,

XiNRy C Xy =2

Lo que es imposible ya que RY # @ por la propiedad de
extension. Por lo tanto, existe i € n+ 1 tal que X; € P(R). O

Este resultado es bastante curioso y, aunque podriamos pre-
guntarnos si ésta es una caracterizacion de R, podemos ver que
lamentablemente no es el caso ya que las graficas completa y vacia
también cumplen con esta propiedad. Aun asi podemos ver que

estas tres graficas son las Unicas con tal propiedad.

Proposicién 3.11. Sean G = (X,0) una grafica numerable y
(Xo, X1) una particion de X tal que Xy € P(G) o X; € P(G).



58 CAPITULO 3. LA GRAFICA RANDOM

Entonces G es la grafica completa, la grafica vacia o la grafica

random.

Demostracion. Sean G = (X, p) una grafica numerable, (Xy, X1)
una particién de X y X, X1 las respectivas subgraficas inducidas.
Supongamos que G = X, para i € 2 v que G no es ni la grafica
vacia ni la completa. Nosotros queremos ver que G es isomorfa a
la grafica random.

Supongamos que GG tiene puntos aislados. Como G no es la
grafica vacia, vemos que los conjuntos Xy = {z € X : z es punto
aislado de G} y X7 = X\ X, forman una particién de X. Como G
tiene al menos un punto no aislado, entonces X, % G. Asimismo,
como X no tiene puntos aislados y G sf, tenemos que X; 2 G, lo
que es imposible. Por lo tanto, G no puede tener puntos aislados.

De manera analoga se demuestra que G no puede contener
vértices conectados con todos los demas.

Supongamos que G 2 R. Entonces existen U,V C X finitos
y ajenos tales que GY = @&. Sean m = min{|U| + |V| : U,V C
X finitos y ajenos tales que GY¥ = @} y U’ V' C X finitos y aje-
nos tales que G, = @ y |U'| + |V'| = m. Como m > 1 (ya que
G = G), podemos hacer una particién (A, B) de U’ UV". No es

dificil ver que:

ANU'  ~BOU'
Gunvi, Gy # 9
ANU’ BNU' _ ~ANUHUBAU') _ ~U

Sean Xy = X \ (BUGH)) v X1 = X\ Xo = BUGH.
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Como A es ajeno a By a Gﬁﬂ‘% vemos que A C X, y por ende

que (Xo, X1) es una particién de X.

Ahora vemos que para x € X, como Yoﬁﬂgi - Gﬁﬂg;, enton-
ces ¢ Xo40Y.. Por lo tanto, Xo40Y, = @'y, como |[ANV'|+]AN
U'| < |U'| +|V'| = m, entonces tenemos que X % G. Entonces

vemos que para x € Xj,

e Six € B,entonceszx € BNU' ox € BNV’ por lo que

3. BnU’
xr ¢ XlBﬂV"

1N

. / / / . - /
e Si x € G4V, como GANY, yGBOY, son ajenos y X500

BN ¥, BU'
G5y, entonces © ¢ X500

Esto es, X150V, = @y, como |BNV'|+|BNU'| < |U'|+|V'| =
m, tenemos que X; 2 G. Entonces G 2 X, para i € 2, lo que es

una contradiccién. Por lo tanto, G = R. ]

Retomando el tema de familias positivas del capitulo 2, la
siguiente proposicion nos indica que hay una conexion entre la

reticula de copias de la grafica random y las familias positivas:
Proposicién 3.12. P(R) contiene una familia positiva en w.

Demostracion. Nosotros sabemos por el lema 3.1 que existe una
grafica completa numerable K, C R. Sea K = dom(K). Defini-
mos B={w\(KUF): FCwAFew“}yP={A: (3B €
B)(B C A)}. Nosotros queremos ver que P es un subconjunto de
P(R) y que ademds es una familia positiva.

Sean A € P y G la subgréafica de R cuyo dominio es w \ A.
Sabemos por la definicion de P que existen F' C w finito y B €
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B tales que B = w \ (K UF)y B C A. Entonces vemos que
w\A C KUF. Siw)\ A es vacio o finito, entonces G no es
una grafica random. De lo contrario, sean x € K N (w\ A) y
V = {x} U F. Entonces tenemos que G}, = & ya que no existe
y € K tal que y ¢ x. Por lo tanto, G no tiene la propiedad de
extension y G 2 R. Como {w \ A, A} es una particién de w y
w\ A ¢ P(R), sabemos por la proposicién 3.10 que A € P(R).
Esto es, P C P(R).

Por otro lado, sabemos que K y w\ K son numerables, por lo
que w \ K es coinfinito y @ ¢ P. Asimismo, sean A € Py C Cw
tales que A C C. Entonces existe B € B tal que B C A C C,
por lo que C' € P. Finalmente, vemos que para A € Py F Cw
finito, existen F’ C w finito y B € B tales que B =w \ (K U F")
y B C A. Por lo tanto, w\ (K U (FUF')) = B\ F C A\ Fy,
como F'U F' es finito, entonces B\ F € By A\ F € P.

Por lo tanto, P es una familia positiva tal que P C P(R). [

3.6. La Grafica Random como Limite

de Fraissé

En esta seccién veremos que ‘R es el limite de todas las graficas
finitas. Como vimos en el capitulo 1.5, esta nociéon se formaliza
como los limites de Fraissé. Sin embargo, antes de probar que R

es un limite, debemos ver que es ultrahomogénea.

Proposicion 3.13. R es ultrahomogénea.
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Demostracion. Sean X1, Xo C w finitos tales que las subgraficas
de R inducidas son isomorfas. Sea f,, ese isomorfismo, donde n =
| X1]. Entonces podemos proseguir a partir del paso n del teorema
3.3 para extender f, a un automorfismo de R. Por lo tanto, R es

ultrahomogénea. []
Habiendo visto esto, podemos abordar el siguiente teorema:
Teorema 3.14. R es el limite de Fraissé de las gréaficas finitas.

Demostracion. En la proposicion 3.2 vimos que toda grafica fini-
ta se puede encajar en R, por lo que se puede generar a cualquier
grafica finita a partir de R. Esto es, I' = {G : G es grifica y
dom(G) € [w]<“} es una edad de R. Ahora bien, como I" es una
edad, entonces cumple la propiedad hereditaria y la de encaje
conjunto. Nosotros queremos ver que también cumple con la pro-

piedad de amalgamacion.

Sean A = (X4, pa), B=(Xp,pp)y C = (X¢, pc) graficas y
e: A— B, f: A— C funciones tales que A, B,C €' y e, f son
encajes. Sea Y = X \ f[A]. Haremos induccién sobre |Y|.

SiY = @, vemos que si g : B — B es la identidad y h =
ef~!, entonces para toda a € X4 se cumple que ge(a) = e(a) y
hf(a) =ef 'f(a) = e(a). Por lo tanto, ge = hf.

Supongamos que para |Y| = n se cumple que existen encajes
g, h tales que ge = hf. Veamos el caso en que |Y| =n + 1. Sean
r €Y yY =Y\ {z} Entoncesexisten D € ', g: B— Dy
h:C\{z} — D encajes tales que ge = hf. Sean U = {z € Y :
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z~axtyV={z€Y :z Az} Como g[Xp] es finito, existe
y € w\ g[Xp] tal que y ~ z para toda z € g[U] y y +* z para toda
z € g[V]. Asimismo, creamos la extensién b’ = hU {(x,y)} como
en el lema 3.1 Por lo tanto vemos que g y ' son encajes de B en D
y de C en D, respectivamente. Finalmente, como y ¢ g[B]NA'[C],
entonces ge = h'f. Por lo tanto, I' cumple con la propiedad de

amalgamacion.

Entonces vemos que:

el lenguaje de las gréaficas es numerable,

e [' es un conjunto numerable de gréficas finitamente gene-
radas con las propiedades hereditaria, de encaje conjunto y

de amalgamacion,

o dom(R) = w,

['esla edad de R, y

R es ultrahomogénea.

Por lo tanto, R es el limite de Fraissé de las graficas finitas. [

Gracias a este iltimo teorema y al teorema 1.14 podemos ver
que R es a las graficas finitas lo que QQ es a los érdenes lineales
finitos. Los paralelismos no acaban ahi, por ejemplo, los tipos de
orden de las cadenas maximales de ambos son el mismo como
muestra Kurilié en [Kurl3] y [KK13]. Més atn, los limites de

Fraissé y, de manera mas general, las estructuras ultrahomogéneas
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son muy similares entre si. La teoria de grupos topolégicos estudia
particularmente sus grupos de isomorfismos como se puede ver en

[BK96].
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Capitulo 4

Cadenas Maximales
de P(Rr)

En este capitulo daremos una caracterizacion de las cadenas
maximales de la reticula de subestructuras isomorfas de R por

medio del siguiente teorema:

Teorema 4.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para

todo orden lineal L = (X, <):

A) L es isomorfo a una cadena maximal en el orden parcial
(B(R)UA2}, C),

B) L es un orden lineal completo R-encajable tal que |X| > 1

y 07, no tiene sucesor, y

C) L es isomorfo a un conjunto compacto K C [0, 1]z tal que

0 es punto de acumulacién de K y 1 € K.

65
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Para demostrar este teorema, haremos uso de varios lemas
auxiliares, como fue el caso en el teorema 2.3. Mientras tanto,

podemos ver facilmente que:

e Una cadena £ de P(R)U{9J} es maximal si y sélo si L\ {2}

es cadena maximal de P(R).

e Una cadena £ de P(R) es maximal si y sélo si LU {@} es
cadena maximal de P(R) U {@}.

Debido a esto, el tipo de orden de las cadenas maximales de
P(R) es K \ {0}, donde K C [0,1]g es compacto tal que O es
punto de acumulaciéon de K y 1 € K.

Ahora bien, la implicacién B)<«+C) fue demostrada en la pro-
posicién 1.5 ya que no involucra de manera explicita a la grafica
random. A las dos implicaciones restantes las veremos en sus res-

pectivas secciones.

Implicacién A)—B)

Antes de abordar esta implicacién, mostraremos el siguiente

lema, el cual nos sera de bastante utilidad:
Lema 4.2. Si .Z es una cadena en P(R), entonces | J.Z € P(R).

Demostracion. Sean U,V C | J.Z finitos y ajenos. Entonces exis-
te L € & tal que U,V C L, por lo que @ # RYNL C|J~Z.
Por lo tanto, la subgrafica inducida por |J.Z tiene la propiedad

de extension, por lo que es isomorfa a R. H
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A partir de esto, podemos ver de qué forma son las cadenas

maximales en P(R):

Lema 4.3. Sea .Z una cadena maximal en (P(R) U {@}, C).
Entonces .Z es un orden lineal completo R-encajable tal que @

no esta aislado.

Demostracion. Sea £ una cadena maximal en (P(R) U {@}, C).
Como @ y w son el minimo y el maximo de P(R)U{@}, respecti-
vamente, tenemos que &, w € .£. Asimismo, como .Z es cadena
en P(R) U{@} C ¥ (w), sabemos que .Z es R-encajable debido

al lema 1.7.

Primero veamos que & no tiene sucesor.
Supongamos que & tiene un sucesor S en .Z. Como S # @,
entonces S € P(R), por lo que la proposicién 3.9 nos dice que
para todo s C S finito se cumple que S\ s € P(R). Pero entonces
ZU{S\s} es una cadena en P(R)U{@} que contiene propiamente
a £, lo que es imposible ya que £ es cadena maximal. Por lo

tanto, @ no tiene sucesor en .Z.

Ahora veamos que £ es completo.
Sea S C .. Sabemos por el lema 4.2 que suppgyuiey S = UJ S
estd en P(R) U {@}. Supongamos que | JS ¢ .Z. Entonces para
toda A € £ se cumple que:

e Si A C B para alguna B € S, entonces A C |JS.

e Si B C A para toda B € S, entonces | S C A.
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e Los dos casos anteriores son los unicos debido a que Ay B

siempre son compatibles ya que S C £ v .Z es cadena.

Esto es, |J S es comparable con todos los elementos de .Z, por lo
que Z U{lJ S} es una cadena en P(R) U {@} que contiene pro-
piamente a .Z, lo que es imposible ya que £ es cadena maximal.
Por lo tanto, supy S = |JS € Z. Podemos definir entonces a
infeS=supg{re Z:(VseS)(x<s)}.

Por lo tanto, .Z es un orden lineal completo R-encajable tal

que & no esta aislado. [

Implicacién B)—A)
En esta seccion probaremos el siguiente lema:

Lema 4.4. Sea L un orden lineal completo R-encajable tal que
|X| > 1y Oz no tiene sucesor. Entonces L es isomorfo a una

cadena maximal en el orden parcial (P(R)U {@}, C).

Para simplificar la demostracion, veremos dos casos: cuando

L es numerable y cuando es no numerable.

El caso numerable

Lema 4.5. Sea L = (X, <) un orden lineal completo a lo mas
numerable tal que |X| > 1y 0z no esta aislado. Entonces L es

isomorfo a una cadena maximal en (P(R) U {2}, C).
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Demostracion. Sea L = (X, <) un orden lineal completo a lo
mas numerable tal que |X| > 1 y 0 no esta aislado. Sea P C
P(R) una familia positiva, la cual sabemos que existe debido a
la proposicion 3.12. Por la proposicion 1.2 sabemos que, como L
es un orden lineal completo a lo mas numerable, entonces tiene
saltos densos. Como 07, no estd aislado y L es R-encajable debido
a que es a lo mas numerable, entonces sabemos por el teorema 2.3
que existe una cadena . maximal en P U {2} tal que £ = L.
Asimismo, como 0y no tiene sucesor, tenemos que ((Z \ {2}) =
@. Nosotros queremos ver que .£ también es maximal en P(R)U
{o}.

Supongamos que existe A € P(R) tal que A ¢ Ly L U{A}
es una cadena. Entonces para toda S € £ se cumple que S C A
o0 ACS. Como ((Z\{9}) =9, existe S € Ltalque S€Py
S C A. Ahora bien, sabemos que P es una familia positiva, por
lo que A € P. Por lo tanto, 2 U {A} es una cadena en P U {2}
que contiene propiamente a .Z, lo que es imposible ya que .Z es
maximal en P U {J}.

Por lo tanto, .Z es una cadena maximal en P(R) U {@}. [

El caso no numerable

A lo largo de esta seccién usaremos el conjunto R = R U
{—00,00}, donde —oo = infgR y co = supg R. Evidentemente,
R 2 [0,1]g. Ahora veamos una caracterizaciéon ttil de L como

suma lexicografica de 6rdenes numerables:
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Lema 4.6. Sea L = (X, <) un orden lineal completo no nu-

merable R-encajable tal que 07 no esta aislado. Entonces existe
{L, : z € R} tal que:

a) L, es un orden lineal a lo mas numerable para toda = € R,
b) L =5 ek La,

¢) M ={xcR:|L,| > 1} es numerable, y

d) |L-o| =100z _ es no aislado.

Demostracion. Sea L = (X, <) un orden lineal completo no nu-
merable R-encajable tal que 07 es no aislado. Sea ~ la relacion

de condensacion en L dada por:
x ~ 1y siy sélo si [min{z,y}, max{z, y}]; es a lo mas numerable.

Sean A, B dos clases de ~-equivalencia tales que A # B. Sea
a € A. Supongamos que existen by, by € B tales que b; < a < bs.
Entonces vemos que [by, a]r C [b1,bs]r, porlo que a ~ by y a € B,
lo que es imposible. Por lo tanto, se cumple que A< B o B < A.

Sea I un orden lineal tal que {L; : i € I} es el conjunto de
clases de ~-equivalencia tales que si i1,79 € I e 11 <j 19, entonces
xr < y para cualesquiera z € L;, y y € L;,. Cuando nos refiramos
a los L; como 6rdenes lineales, sera con el orden heredado de L.
Entonces vemos que L = )., L;.

Como L es R-encajable, sea f: L — R un encaje. Sea g(i) €

L; para toda ¢+ € I. Como los L; son ajenos entre si, entonces g
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es inyectiva y ¢(i) < g(j) siempre que i <; j, por lo que go f es
un encaje de I en R. Ahora bien, como L es completo, definimos

el infimo y el supremo en I para A C [ no vacio como

o A* = sup;{sup; L; : i € A} e i* tal que A* € L;-, por lo

que podemos tomar sup; A =", y

o A, =infr{infy L; :i € A} e i, tal que A, € L;_, por lo que

podemos tomar inf; A = i,.

Por lo tanto, I es completo.

Para toda i € I tal que |L;| > 1, sabemos que como L; es R-
encajable, existen (a,,b,)r tales que a,,b, € L; para toda n € w
vy Li = U, .c.,(@n, by) 1, tan sélo basta con tomar sucesiones a, |
infy L; y b, Tsup; L;. Como a,, b, € L; paratodan € w, entonces
(an,bn)r es a lo més numerable, por lo que L; = |, (an,bn)r
también es a lo mas numerable.

Como L es completo, sabemos que sup; L; e infy L; existen
para toda i € I y que L; U {sup; L;,infy L;} es numerable, por
lo que sup; L;,infy L; € L;. Entonces vemos que para A C L;
se cumple que infy L; < infp A < sup; A < sup; L;, por lo que
sup; A,inf;, A € L;. Por lo tanto, L; es completo para toda ¢ € I.

Ahora veremos que I es denso. Sean 7,7 € [ tales que 7 < j
y a = supy L;, b = infy L;. Comoa € L;; b € Ljy LiNL; =
@, entonces a ¢ b, por lo que (a,b); es no numerable. Como
{L; : i € I} es una particiéon de L, entonces existe k € [ tal
que Ly C (a,b)r. Por lo tanto, I es un orden lineal R-encajable,

completo y denso en si mismo, por lo que I = R.
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Entonces vemos que L = Y &L, y L, es un orden lineal

zeR
completo a lo més numerable para toda z € R, con lo cual hemos
probado los incisos a) y b).

Sea M = {x € R:|L,| > 1}. Si |L,| > 1, la proposicién 1.2
nos dice que como L, es a lo mas numerable y completo, tiene
saltos densos. Ahora bien, como L es R-encajable, sabemos que
tiene una cantidad a lo m&s numerable de saltos densos, por lo
que M es a lo més numerable, lo que prueba el inciso c).

Finalmente, para el inciso d) vemos que como 0y, es no aislado,

si |L_| > 1, entonces 07, = 0_4 es no aislado. u

Por otra parte, el siguiente lema nos proveera justamente los
elementos que necesitaremos para poder construir una cadena

maximal en P(R) a partir de L:

Lema 4.7. Sean L un orden lineal completo a lo méas numerable
y A,B € P(R) tales que AC B, |B\ A|+1=|L| y [A, Blpr) =
[A, B] »(p)- Entonces existe una cadena £’ en [A, Blpg) tal que
A Be ¥y L=.%. Mas aun, para cada cortadura (2(,B) de .
se cumple que JA,NB e Ly |NB\UY <L

Demostracion. Sean L un orden lineal completo y A, B € P(R)
tales que A C B7 ‘B \ A| +1 = ‘L| y [A7 B]P(R) = [Av B]«@(B)
Veamos dos casos: cuando B \ A es finito y cuando B \ A es

infinito.

Caso 1: |[B\ Al =n € w.

Como B\ A es finito, entonces |L| = n + 1 y existen a,, € w
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para m < n tales que B = AU{a,, : m € n}. Sea ¥ = {A, AU
{an}, AU {ap,a1},....,B} = {AU{ar : Kk <m} :m < n+ 1}
Sabemos que B es isomorfo a R, por lo que si a B le quitamos
una cantidad finita de elementos, lo restante sigue siendo isomorfo
a R. Debido a esto, .Z C [A, Blpg) y, como todos los elementos
de .Z son comparables entre si, vemos que .Z es una cadena. Més
aun, como L y .Z son érdenes lineales finitos tales que |L| = |.Z|,
entonces existe un isomorfismo entre ellos.

Para toda cortadura (2A,B) de £ existe m’ € n + 1 tal que
A ={AU{ar : kem} mem+1} yB = {AU{a; :
k€ m}:m' € m € n+ 1}. Entonces podemos ver que [J2A =
AU{ar : kem}y B =AU {a; : k € m' 4+ 1}, por lo que
U NBeZCcPR)y |NB\UY =1.

Por lo tanto, .Z es la cadena que buscamos.

Caso 2: B\ A es numerable.
Como |L| = |B\ A| + 1, L es numerable. Asimismo, como L
es completo, entonces es booleano debido a la proposicion 1.2.
También podemos ver que, como L es numerable, se puede encajar
en Q C R, por lo que es R-encajable. Entonces, como L es R-
encajable y booleano, la proposiciéon 1.8 nos dice que existe una
cadena maximal £’ en & (w) isomorfa a L. Como |B \ A| =
Ny, podemos suponer sin pérdida de generalidad que £’ es una
cadena maximal en Z(B \ A).

Sean & = {AUuC :C e &X'}y f: & — £ dada por
f(C) = AU C para toda C € £’ Evidentemente, f es un

isomorfismo entre .Z’ y .Z. Como £ es maximal, tenemos que
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@, B\ A € ¥ porloque A, B €. %' También sabemos que B es
isomorfo a R, por lo que si a B le quitamos una cantidad finita de
elementos, lo restante sigue siendo isomorfo a R. Debido a esto,
Z C [A, Blpr).

Sea (2(,*B) una cortadura de .Z’. Como .Z’ es maximal, te-
nemos que JA, B € L vy |NB\UA <1.Y, como f es un
isomorfismo de orden, lo mismo es cierto para cualquier cortadura

de Z.

Por lo tanto, .Z es la cadena que buscamos. ]

Ahora veremos una manera de partir Q en una cantidad a lo

mas numerable de conjuntos densos en Q

Proposicion 4.8. Para toda a € w + 1 existe una particion
{I}U{J, :y € a} de Q tal que I y J, son densos en Q para toda
Yy e Q.

Demostracion. Sean o < w y p una funcién biyectiva entre w y
el conjunto de los nimeros primos. Para toda y € « sea J, =
{a/p(y)" : n € Z*" Na € Z A p(y) no divide a a}. Podemos
ver que para z,y € o se cumple que J, N J, # & si y s6lo si
r = y. Asimismo, J, es denso en Q. De igual manera, si definimos
I = Q\ Uy, Jy, tenemos que I es denso en Q. Por lo tanto,
{I} U{J, : y € a} es una particién de Q tal que todos sus

elementos son densos en Q. ]

En lo que resta de esta seccién, supondremos que [ es un

conjunto denso en @Q como lo fue en la proposicién anterior.
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Lo que haremos ahora es construir una gréfica random (Q, )
con varias propiedades que nos permitiran encontrar facilmente
la cadena que buscamos. Para esto, necesitamos considerar al

siguiente conjunto de funciones parciales:

Definicion. Sea P el conjunto de funciones parciales finitas de
[Q]? en 2 tales que para cualesquiera a,b € Q y p € P se cumple
que si ({a,b},1), ({a+ 1,b},1) € p, entonces a + 1 < b.

Mas adelante tomaremos un filtro en P con el fin de obtener
una funcién f : [Q]* — 2, la cual nos diré los pares desordenados
que formaran los vértices de nuestra grafica. Mientras veamos

varios conjuntos con las propiedades que necesitamos:

Definiciéon. Dado I un subconjunto denso de Q, definimos los

sigulentes conjuntos:
e para {¢,r} € [Q]* sea D,y ={p € P:{q,r} € dom(p)},
o K={({U,V): UV elQ<“AUNV =g},
o myyy =max(UUV), donde (U, V) € K,y

e para (U, V) € K yn € w sea

Dy, = {p € P:[3q e In(muvy,muy) + 1/n)g]

Vue U] [ e V][{{{a.u}. 1), ({g.v}.0)} S p] |

Lo que buscamos es que los Dy, y Dyy,, sean densos para
poder pasar un filtro a través de ellos. Vemos que éste es el caso

en el siguiente lema:



76 CAPITULO 4. CADENAS MAXIMALES DE P(R)

Lema 4.9.
a) Dy, es denso en (P, D) para cualquier {¢,r} € [Q]*.

b) Dyy.n es denso en (P, D) para cualesquiera (U, V) € K y

n e w.

Demostracion.
a)

Sean {q,r} € [Q]* y p € P\ Dy,,y. Entonces {q,r} ¢ dom(p),
por lo que p’ = pU{{{q,7},0)} € Dyyy y P’ D p. Por lo tanto,

Dyyry €s denso en P.

b)

Sean (U, V) € K, n € wyp={{pi,qa}t,k) :i < m} €
P, donde m = |dom(p)|. Como U,V € [Q]<¥, entonces S =
UuVul,..iri — Lpi,pi+1,¢ —1,¢,¢ + 1} es finito. Co-
mo supusimos que I es un subconjunto denso de Q, existe ¢ €
In(mwyy,muyvy +1/n)g\ S. Sea p’ = pU {({q,u},1) : u €
Ul U{{{q,v},0) : v € V}. Queremos ver que p' € P.

Como ¢ ¢ S CUUV Udom(p) y UNV = &, entonces p es
una funcién parcial de [Q]? a 2. Supongamos que {{a, b}, 1), ({a+
1,b},1) € p' y b < a+1 para algunos a,b € Q. Debido a como fue
definido P y a que p € P, vemos que ¢ € {a,a + 1,b}. Entonces
podemos ver los siguientes casos:

Siq=a+1,entonces b # a+1=q yaque {a+1,b} € [Q]?
y ({¢ — 1,b},1) € p'. Ademds, ({¢ — 1,b},1) € p, por lo que
(g—1)+1=gq €S, lo que es imposible.
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Si ¢ = a, entonces b # a = ¢ ya que {a + 1,0} € [Q]* y
({g +1,b},1) € p'. Ademas, ({g+ 1,b},1) € p, por lo que (g +
1)—1=gq €S, lo que es imposible.

Si ¢ = b, entonces ({q,a},1),{{q,a + 1},1) € p'\ p ya que
q ¢ () dom(p). Por como definimos p’, tenemos que a,a + 1 € U.
Como m vy < g, entonces a + 1 < ¢ = b, lo que es imposible.

Como ninguno de lo tres casos es posible, hay una contra-
diccidn, por lo que si ({a,b}, 1), ({a + 1,b},1) € p’ para algunos
a,b € Q entonces b > a+ 1. Estoes, pe Py p' € Dyy,. Como

p' D p, entonces concluimos que Dy, es denso. ]

Habiendo visto esto, podemos construir finalmente la grafica

que necesitamos.
Lema 4.10.

a) Existe un filtro G en P tal que G intersecta a Dy, ,} para
toda {q,r} € [Q]* y a Dyy,, para cualesquiera (U,V) € K
ynecuw.

b) f = U,eqPp es una funcién de [Q]% en 2.

c) Sea o= f71{1}]. SiT C A C Q, entonces (A, g|4) es una

grafica random.

d) Sea C C Q tal que a = méx C existe y a — 1 € C. Entonces

Demostracion.

a)
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Sea D = {Dy,,1 : {q,r} € [Q*} U{Dyy,, : (U, V) e KAne
w}. Por el lema 4.9 sabemos que D es una familia numerable de
conjuntos densos en Py por el lema de Rasiowa-Sikorski sabemos
que existe un filtro G en P tal que para toda d € D se cumple
que dNG # 2.

b)

Sean GG un filtro como en el inciso previoy f = UpeG p. Que-
remos ver que f es una funcién de [Q]? en 2. Como G C P,
entonces f C [Q]* x 2 y, como G es un filtro, todos sus elementos
son compatibles entre si, por lo que f es una funcion.

Sean {¢,r} € [Q]* y p € G N Dy,,y. Entonces vemos que
{q,7} € dom(p) C dom(f). Por lo tanto, dom(f) = [Q]>.

c)

Sea 9 = f![{1}]. Sean Atalque I CACQy UV CA
finitos y ajenos. Entonces (U, V) € K y, por como se eligié G,
sabemos que existen p € GNDy .1y q € IN(mw vy, muyy+1)g C
A tales que ({q,u},1) € p C f para toda u € Uy ({q,v},0) €
p C f para toda v € V.

Por lo tanto, existe g € A tal que {q,u} € g paratodau € Uy
{q,v} ¢ pparatodav € V. Esto es, (A, p|4) tiene la propiedad de
extension. Como I es numerable por ser densoen Qe I C A C Q,

tenemos que A es numerable, por lo que (A, o|4) = R.

d)
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Sea C C Q tal que a = max(C existe y a — 1 € (. Como
(Q, o) es una gréfica random, sabemos que existe b € C' tal que
{a — 1,b},{a,b} € p por la propiedad de extension. Entonces
({a —1,b},1), ({a,b},1) € f y existen py,p2 € G tales que ({a —
L,b},1) € ;i y ({a,b},1) € pa ya que f = {J,cpp. Como G es
un filtro, entonces existe p € G tal que p1,p2 C p y como p € P,
tenemos que a < b, lo que es imposible ya quea = méaxC' y b € C.

Por lo tanto, (C, 0N [Q]?) no tiene la propiedad de extensién. [

Ahora que tenemos nuestra grafica random podemos demos-
trar la implicaciéon A)—B) del teorema 4.1 cuando L es no nu-

merable:

Lema 4.11. Sea L = (X, <) un orden lineal completo no nu-
merable R-encajable tal que 07 no esta aislado. Entonces L es

isomorfo a una cadena maximal en (P(R) U {2}, C).

Demostracion. Sea L = (X, <) un orden lineal completo no nu-
merable R-encajable tal que 0; no esta aislado. Sean L, para
€ R como en el lema 4.6 y M = {x € R: |L,| > 1}. Sabemos
por 4.6.c que M es a lo mas numerable y por 4.6.d que se cumple

o que |L_o| =10 que 07 _ es no aislado.

Caso I: cuando |[L_o| =1y 00 € M.
Sea {I} U{J, :y € M} una particién de Q tal que todos sus
elementos sean densos en Q. Sabemos que esto es posible debi-

do a la proposicion 4.8. Asimismo, sea (Q, o) la grafica random
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obtenida en el lema 4.10. A lo largo de esta demostracion tam-
bién haremos uso de los conjuntos Dy, 1, Dy, y m,v) definidos
previamente en esta seccion.

Sea I, € [J,N(—00,y)g)!*~! paray € M. Entonces definimos:

A =0
A, = ([ N (—oo,:c)R> U U I, parax € RU{oo}, y
yeMN(—o0,z)x

At =A,UI, paraz e M

Veamos varias propiedades importantes de estos conjuntos:

(a) Como J, C Q para toda y € M, tenemos que [, C Q para
toda y € M. Por otro lado, como I C @, entonces A, C Q
para toda x € [—oo, 0]z v AF C Q para toda z € M.

(b) Podemos ver que A, C (—o0,z)g para toda x € R. Mas

aun, si x € M, entonces A C (—o0,2)g.

(c) Para z,y € R tales que z < y se cumple que A, C A,. Més
atn, si x € M, entonces AT C A,, y si y € M, entonces
AT C AS

(d) Para toda z € M se cumple que |AS\ A,| = || = |L.| — 1.
Como I C AY C Q sabemos por el lema 4.10 que (A%, o 4+)

es una grafica random. Para facilitar la notacién, nos referiremos

a ella simplemente como AY y a la relacién correspondiente como
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0. Asimismo, por la propiedad (c) sabemos que para toda z € R

se cumple que A, C AL ysix € M, entonces AF C AL . Veamos

algunos de los elementos de (AL o):

(e)

Sean z € (—oo,00]g v A tales que I N (—oo,z)g € A C
A,. Queremos ver que A € P(AL). Sean U,V C A fini-
tos y disjuntos. Por la propiedad (b) sabemos que U,V C
A C (—o00,7)g, por lo que mypyy < . Entonces existe
n € w\ {0} tal que (mvy, mwyy + 1/n)g C (—o00,2)g €
I'N(muyy, moyy +1/n)g € 1IN (-0, z)g € A Sea p €
Dy,v,,- Entonces existe ¢ € I N (mp vy, mpyy +1/n)g € A
tal que para toda u € U se cumple que ({q,u},1) € p C f
y para toda v € V' se cumple que ({q,v},0) € p C f, donde
f es la funcion del lema 4.10 con la que se definié p. Por lo
tanto, existe ¢ € A tal que {q,u} € o para todau € U y
{q,v} ¢ o para toda v € V. Por lo tanto, (A, g|4) es una
grafica random y A € P(AL). En particular, A, € P(AY).

Sean x € M y A tales que I N (—o0,2)g € A C Al. Quere-
mos ver que A € P(AL). Podemos ver que A} C (—o0, 7)g,
por lo que la prueba de esta propiedad es la misma que la

de la propiedad (e).

Debido a lo visto en las propiedades (e) y (f), tenemos que

para toda x € M se cumple que
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Para z € R definiremos la cadena %, en P(A}) de la siguiente

manera:

e Siz € R\ M, entonces .2, = {A,}. Evidentemente, £, =
{2} ya que estamos viendo el caso en que |L_| = 1, por
loque L_o ¢ M.

e Six € M, sabemos que A,, A € P(AL) debido a las pro-
piedades (e) y (f), que |Af \ A.| = |I.] = |L.] — 1 por la
propiedad (d) y que [Ay, A7l pat) = [As, AT lpaz) Por la
propiedad (g). Sabemos L, es un orden lineal completo a lo
mas numerable debido al lema 4.6, por lo que el lema 4.7

nos dice que existe £, C P(AY) tal que
- <$x7 C> = <an <>7
- Ay Ay € ZC Ay Allpaz) ¥
— para cada cortadura (2, B) es cierto que (JA,[B €

Zy|NB\UA <1.

Sean 7,y € R tales que # < y. Queremos ver que .%, <.%,.
Sean A € £, y B € Z,. Vemos dos casos:

o Siz e (—oo,00lg\ M, entonces A = A, debido a cémo fue
definido £, y como £}, es una cadena completa tenemos
que A, = inf .. Por la propiedad (c) vemos que A, C A,,
por loque A=A, C A, C B.
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e Six € M, entonces A C Al = sup.%, debido a la definicién
de .Z, v a que es una cadena completa. Como = < vy, la
propiedad (c) nos dice que A} C A, por lo que A C Al C
A, C B.

Por lo tanto, £, <.%,. Como A, € £, y A, = inf .Z),, tenemos
queUZ CACUL y R, <) 2 ({Z 2 eR},q).

Sea £ = |, g -Z»- Queremos ver que .Z es una cadena ma-

ximal en (P(A%)U {@}, C) isomorfa a L. Como (R, <) = ({%, :
r € R},<) y para toda # € R se cumple que L, & .%,, en-
tonces (£, C) = > g(Z, C) = > gls = L. Por lo tanto,
Z CP(AL)U {9} es una cadena, uinicamente nos falta ver que
es maximal.

Sea existe C' € P(AL) U {2} tal que ZU{C} es una cadena.
Sabemos que @ € Z € Z y que oo € M ya que este es el caso
que estamos considerando. Por lo tanto, Al € %, C Z. Sean
A={AeceZ : ACcC}yB={BecZ:C C B}. Entonces
vemos que A, B # &y, como Z U {C} es cadena, todos sus
elementos son comparables entre si y (2, B) es una cortadura de
Z.

Por otro lado, como A, € £ para toda = € R, tenemos que
{A; 1z € (—o0,0|g} € Z\ {@}. Asimismo, por la propiedad
(b) sabemos que A, C (—oo,z)g para toda x € R, por lo que
ML\ {2}) € NfA, : = € (—o0,50lg} € N(—o0,lg : @ €
R} = @. Por lo tanto, 2l # {@} ya que | JA C C C )B.

Entonces vemos los siguientes dos casos:

e Si existe 2’ € (—o0, 0] tal que AN L, BN Ly # 2.
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Entonces |.Zy| > 1y (AN Ly, B N L) es una cortadura
de Z,. Como |L,| = 1 para toda x € R\ M, entonces
' € M. Por lo tanto, & N %), (BN L) € Ly
INB N L)\ URANZL)| <1 debido a la definicién de
Z.. Ahora bien, sabemos que para z € R tal que x < 2’
se cumple que £, < .2 y UL C Ay C|JZy, por lo que
A=U, .., ZURANL) yUA=URNZL) € Z. Se
ve de manera anéloga que (B =((BNZLy) € Z. Por lo
tanto , como | (B \ J2| < 1, entonces C € Z.

Cuando para toda x € (—00, o0]g se cumple que AN.Z, = &
0B NYL = Vemos que, como (2, B) es una particion,
para toda x € (—o0, 00|z se cumple que .Z, C A 0.2, C B.
Asimismo, como 2 # {@}, entonces A" = {z € (—o0, o0|g :
Z, CAy B = {z € (—o0,00|g : £, C B} son ajenos,
no vacios y ' UB’ = (—o0, co|g. Como 2 < B, entonces
£, 1%,y v <y para cualesquiera x € A y y € B. Por lo
tanto, (A',B’) es una cortadura de (—oo, ]z, por lo que

existe max A’ o min B’.

— Si existe ' = max A/, entonces ' < oo ya que B es no
vacio y A = Uxe(—oo,x’]@ Z,. Como para toda x < 2’ se
cumple que &, <%, entonces JA = J,., UL =
(Upew UZL) UUZ = U Zy. Por como fue definida
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£ Vemos que:
Ay six' ¢ M
U2 = |
AT siale M

Por otro lado, vemos que %6 = ()

z€(z’,00]g

A, para toda z € R. Por lo tanto,

A2 N Nz- N 4
z€(z’,00]g ze (2!, 00lg
= ﬂ (]ﬂ(—oo,a:)ﬁ)u

ze(z’,00]g

n U

z€(z! 00z yeMN(—00,2)x

=A,u(In{zhHu | 1,

yeMn{z'}
Esto es,
(A, sid/¢lya ¢ M
ﬂ%_< Ay U{a'} siddelyx' ¢ M
N A7 sid'¢lyr eM
AL U{a'} sidlelya’eM

\

Entonces vemos que:

o Siaz' ¢ I, entonces JA=B=C¢cZ.

oSix'elyxd¢ M, entonces | JUA= A, y B =
Ay U {2’} Como YA C C C OBy C ¢ 2,
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entonces C' = (B. Asimismo, sabemos que z’ =
max (B, por lo que C = (B ¢ P(AL) debido
al lema 4.10.d. Sin embargo, esto es imposible ya

que supusimos que C' € P(AL).

o Sia’€lya’ €M, entonces JA=A" y B =
AL U{2'}. Como JA C C CNByC ¢ %,
entonces C' = (B debido al lema 4.10.d. Asi-
mismo, sabemos que ¥’ = max (B, por lo que
C =B ¢ P(AL). Sin embargo, esto es imposi-
ble ya que supusimos que C' € P(AL).

— Si existe ' = minB’, entonces A, € L C B =
Nee(w ooz Lo Como para toda € (2, 00]g se cumple
que fx/ﬁfm y £, C B, vemos que A, = () Z,. Ahora
bien, sabemos que A, € .Z, para toda x € (z/, 00lg ¥

que 2 = Ume(_OO’W)ﬁ Z,. Por lo tanto, tenemos que

U A= eU Uy

x 03

U A, = U (1N (—o0,2")g)U

re(—o0,x’)g r€(—00,2)g

J U i

z€(—00,a’)g yeMN(—00,2')g
=(In(-0aim))u  |J 1,
yeMN(—o00,2')g
= A,
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Estoes, Ay CUA C C CNB = A, por lo que
C=A,¢cZ.

Caso II: cuando |L_| =1y oo ¢ M.

En este caso vemos que Lo, = {méax L}. Sean 2’ tal que x < 2’
para toda x € X y L' = (X U {2'}, <). Entonces L satisface el
caso I, por lo que existen una cadena maximal .Z en (P(R),C) y
un isomorfismo f : (L, <) = (&, C).

Sean A = f(max L) y " = f[L]. Entonces vemos que A €
P(R)y Z" = L. Por lo tanto, por la maximalidad de ., tenemos

que £’ es una cadena maximal en (P(R), C).

Caso III: cuando |L_| > 1.

Sabemos por el lema 4.6.d que L_,, es un orden lineal comple-
_ Lx -

€ (—00,00]x

Zye(07oo] Lyyy)- Entonces, L = L_, + LT. Para y € R sean L;

to numerable tal que 0;,__ es no aislado. Sea Lt =)

6rdenes lineales disjuntos tales que:
e L, =1 paray € [~o0,0]g, ¥

o L = Ly, paray € (0,00]g.

Entonces vemos que L' = Y &L, = [-00,0g + L", por lo

que L' satisface el caso I o II. Esto es, existe una cadena maximal
Z en (P(R),C) y un isomorfismo f : (L', <) — (&, C).
Sean A = f(0) y £ = f[L"]. Entonces tenemos que A € &

y £t = LT Como L_4 es un orden lineal completo con 0;__ no



88 CAPITULO 4. CADENAS MAXIMALES DE P(R)

aislado, sabemos por el lema 4.5 que existe una cadena maximal
Z ~ en (P(A),C) tal que £ o = L_«.

Como A ¢ f[L*], entonces A € £ . Sea X' = £ U
LT 2L+ LT = L. Supongamos que existe B € P(R) tal que

Z" U {B} es cadena. Entonces vemos los siguientes dos casos:

e Si A C B, entonces £ U{B} es cadena en P(R) U {2},
por lo que B € .Z* debido a la maximalidad de £7.

e Si B C A, entonces .Z_, U{B} es cadena en P(A) U {@},
por lo que B € .Z_, debido a la maximalidad de .Z_..

Por lo tanto, concluimos que £’ es una cadena maximal en

P(R). 0



Apéndice A

v, como modelo de
ZFC-Inf

En este anexo de dara la demostracion de que V,, es un modelo
de ZFC sin el axioma de infinito. Este hecho es mencionado en
el capitulo 3.3, sin embargo, inicamente se usan unos cuantos de

los axiomas. A pesar de eso, aqui se da la prueba en su totalidad.
Teorema A.1l. La estructura (V,,, €) es modelo de ZFC - Inf.

Demostracion.
Axioma de Extensionalidad

Sean x,y € V, tales que x # y. Por el axioma de extensiona-
lidad en el universo existe z tal que se cumple que z € x y z ¢ y
oque z ¢ xyz€y. Como V, es transitivo, sabemos que z € V.
Por lo tanto, para toda z € V,, se cumple que x = y si y sblo si

ZEXTY ZEY.
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Axioma del Par
Sean z,y € V,, y n = méax{rank(z), rank(y)}. Entonces sabe-
mos que z,y € V11, por lo que {x,y} € P (V,11) = Voio C V.

Esquema de Separacion

Sean  una férmula con dos variables libres, z € V, yn € w tal
que n = rank(z). Sea y = {z € x : v(z,p)} para alguna p € V,.
Entonces tenemos que y C x C V,,, por lo que y € L£(V,) =
Vit C Vi

Axioma de la Union
Sean = € V,, y n = rank(x). Sabemos que para toda y € x se
cumple que y € V,,, por lo que y C V,, ya que V,, es transitivo. Por

lo tanto, para cualesquiera y € x y z € y se cumple que y € V,,,
porloque X ={z€y:yeczx} e P2V, =V,11 CV,.

Axioma del Conjunto Potencia

Sean x € V,,, n = rank(z) y z C z. Como para toda y € x
se cumple que y € V,,, entonces z € (V) = V.41 C V,,. Por lo
tanto, Z(x) ={z € V,: 2 Ca} € (V1) = Voo C V.

Esquema de Reemplazo

Sea  una formula con tres variables libres tal que para cuales-
quiera z,y, z € V,, se cumple que ¢(x,y,p) v ¢(x, z,p), entonces
y = z. Sea F' = {{(z,y) : v(z,y,p)}. Sabemos que F es una
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funciéon cuyo dominio es un subconjunto de V,,. Sean X € V, y
Y = F[X]. Entonces vemos que, como X es finito, entonces Y
es finita y, por la definicion de F, vemos que Y C V,,. Por la

proposicién 3.4.h), vemos que Y € V.

Axioma de Regularidad

Sean z € V,, n = min{rank(y) : y € 2z} y y € x tal que
rank(y) = n. Para toda z € y se cumple que rank(z) < n, por
lo que y N x = &. Finalmente, como V,, es transitivo, vemos que

y e V,.

Negaciéon del Axioma del Infinito

Como V,, es modelo de los axiomas del Vacio, Unién y Sepa-
racion, sabemos que V,, es modelo del Axioma del Infinito si y
sélo si el minimo conjunto transitivo w esta en V,,. Como w ¢ V,,

concluimos que V,, no es modelo del Axioma del Infinito.

Axioma de Eleccion

Sabemos por la proposicién 3.4.f) que V,, es numerable, por lo
que es bienordenable y por ende modelo del teorema del buen
orden. Entonces sabemos que para X € V,, no vacio se pue-
de definir una funcién de elecciéon fx para toda A € X como
fx(A) = ming A. Quiza la duda que queda es si S|y y por ende
fx son, en efecto, un orden y una funciéon dentro de V,,. Sin em-
bargo, ya vimos que V,, es modelo de ZF-Inf y que X es finito, por

lo que S|x v fx son el orden y la funcién que buscamos. Por lo
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tanto, existe una funcién de eleccién para todo conjunto no vacio
de V,,. O
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