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Notacidon

En este trabajo se utiliza la convencién de Misner, Thorne y Wheeler', es decir, los indices
espacio-temporales irdn de 0 a 3, siendo O la coordenada temporal, y se denotaran con indices
griegos. Los indices latinos se utilizardn para denotar tinicamente el espacio tridimensional.
Ademas, se utilizard la convencion de suma de Einstein y las unidades geométricas, las cuales
toman a la velocidad de la luz ¢ y a la constante gravitacional G iguales a uno. Asi, todas las
cantidades fisicas tienen dimensiones de distancia. De esta manera, por ejemplo, las unidades
de distancia, tiempo y masa son metros (la unidad se denotard como “m”, para diferenciarla de
la variable “m”).

La derivada parcial respecto a la coordenada x* de una cierta cantidad geométrica V, se

denotard como 3,V o como 2V indistintamente, y la derivada covariante se denotara como

dxu
V,V en cuatro dimensiones y D;V en tres dimensiones. Los tensores asociados a la métrica
tridimensional y;; se denotardn con un superindice “(3)” en su lado izquierdo, por ejemplo,
(S)T“ﬁ , ¥ los asociados a la métrica g, no tendran ningun simbolo extra. Asimismo, se utiliza
g para denotar el determinante de la métrica espacio-temporal y v para el determinante de la

métrica puramente espacial.

Wer Misner et al. (2017), p. 9.






Prefacio

En este trabajo se buscé obtener un método numérico utilizando diferencias finitas, que per-
mita evolucionar la ecuacién de Vlasov relativista bajo la influencia de una métrica de fondo,
tomando un conjunto de particulas definidas por una funcién de distribucién como condicién
inicial. Esta métrica se tomé como la de Schwarzschild, la cual describe un objeto esféricamente
simétrico y estdtico, en particular, un agujero negro. Se utilizaron dos coordenadas que des-
criben esta misma métrica, las de Schwarzschild y las de Kerr-Schild, principalmente debido a
que estas ultimas penetran el horizonte de eventos.

Se tomo una aproximacion estadistica de este estudio, y por lo mismo, se procurd que
los métodos en diferencias finitas describieran la evolucién de la funcién de distribucion de
la manera mas precisa posible, siendo que todas las cantidades titiles se pueden obtener de
cuadraturas que incluyen esta funcién de distribucion. Por lo mismo, se bucaron métodos que
no generaran oscilaciones espurias ni dispersién; para lograr lo anterior, se utilizaron métodos
conocidos como conservadores de flujo.

Los resultados son los esperados dado el problema planteado, es decir, si la métrica no
evoluciona entonces dado un momento angular mayor a +/12 M, deben existir particulas que
se queden en una érbita circular estable, y para un momento angular menor a +/12 M, todas
las particulas deben de caer al agujero negro. Se concluye que el método numérico converge,
es estable y consistente para este problema, sin embargo, esto es solo un primer intento que, se
espera, permita una generalizacién al caso en el que la métrica cambie debido a la evolucion
de las fuentes de masa descritas por la funcién de distribucidn, representada en las ecuaciones

de Einstein por un tensor de energia momento.






Capitulo

Introduccién

En este capitulo se introduce brevemente la teoria e historia de los agujeros negros y la materia
obscura, haciendo énfasis en el porqué puede explicarse la dindmica de esta tltima mediante
la ecuacién de Boltzmann no colisional. Asimismo, se introducen las bases de la relatividad
numérica desde el punto de vista del formalismo 3+1, y se trata el caso particular de simetria
esférica en dicho formalismo. Ademas, se habla sobre el Teorema del Virial debido a su utilidad

en el estudio de la estabilidad de los métodos numéricos asociados a la ecuacion de Vlasov.

1.1. Agujeros Negros y Materia Obscura

Un agujero negro (en inglés, Black Hole?) fue la primera solucién tedrica exacta a las ecua-
ciones de Einstein, encontrada por el astrénomo alemdn Karl Schwarzschild, que describia de
manera exacta el campo gravitacional fuera de una estrella esférica®. Fisicamente, un agujero
negro posee una masa que puede llegar a ser mds grande de 10'° M,*, y es aquello que queda
después de que un objeto ha pasado por un colapso gravitacional. Debido a su gran fuerza gra-
vitacional®, el espacio-tiempo se curva fuertemente, de manera que nada puede escapar de su
influencia, ni siquiera la luz, una vez que se cruza una cierta superficie critica conocida como

“horizonte de eventos”. En este trabajo se analiza el intervalo espacio-temporal descrito por

2Este término fue adoptado por John Wheeler después de dar una conferencia en 1967, cuando alguien en
la audiencia lo dijo de manera casual como una forma de resumir “Gravitationally Completely Collapsed Star” o
“Estrella completamente colapsada”. Asi, fue Wheeler quien popularizé el término, pero no se sabe con certeza
quién lo inventd. Ver Hankes (2015).

3Ver Schutz (2015).

“El sfmbolo M, representa una “masa solar”, que es una unidad de medicién igual a la masa del Sol. Su valor es
de 1.989 x 10% kg.

SDerivada de su compacticidad, es decir, el cociente de su masa entre su radio.

5Ver Ruffini y Wheeler (1971).
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Schwarzschild, que posee una singularidad en el horizonte de eventos, ademads, debido a que
dicha singularidad es generada por las coordenadas escogidas y no una que describa algo fisico,
se hace un cambio de coordenadas que nos permitird estudiar qué sucede dentro del agujero

negro (sin llegar al origen); a estas coordenadas se les conoce como de Kerr-Schild.

La materia obscura es, en términos generales, aquella que no emite radiacidn. Existen dos
tipos, la conocida como baridnica, que es aquella formada por protones, electrones y neutrones,
y la no baridnica (o simplemente materia obscura, nombre que se le da comtinmente y como se
refiere de aqui en adelante en este escrito), un tipo de materia que hasta la fecha no ha logrado
detectarse en el laboratorio. Su estudio comenzé en 1937, cuando Fritz Zwicky concluyé que
la alta velocidad de las galaxias que él observé en el cimulo de galaxias “Coma”, precisaba de
la existencia de materia obscura, ya que la masa total del cimulo calculada por las velocidades
obtenidas excedia la suma de las masas bariénicas de los componentes individuales’. En 1970,
Vera Rubin midid las curvas de rotacién de galaxias individuales y descubrié que, contrario
a lo que se pensaba (esto es, que dado que la fuerza de gravedad y, por tanto, la masa de
una Galaxia, determina la velocidad de las estrellas orbitdndola, estas ultimas deberian rotar
mds lentamente a medida que se alejan del centro de la misma), la velocidad de las estrellas
que orbitaban el centro de una galaxia era constante sin importar qué tan lejos estuvieran del
centro, implicando asi que la masa de las galaxias incrementa con el radio, por lo que debe

existir una cantidad muy grande de materia que no se puede observar en las mismas °.

Estos datos, ademas de los estudios realizados en la actualidad, revelan que no solamente
existe la materia obscura, sino que ademads la mayor parte de la materia en el Universo no
estd compuesta por bariones o alguna otra de las particulas conocidas actualmente sino que,
de hecho, sucede que la cantidad de materia obscura es al menos cinco veces mas abundante
que la cantidad de materia visible, y constituye alrededor de una cuarta parte del Universo. A
pesar de lo anterior, atiin no se sabe siquiera qué particula podria ser la que constituya este tipo
de materia, aunque existen varios candidatos, como son los WIMPs (Weakly interacting massive
particles, que se traduce como “particulas masivas que interactian débilmente”), superWIMPs,

gravitones ligeros, axiones, entre otros’.

Sin embargo, vale la pena mencionar que la existencia de la materia obscura esta Uni-

7Ver Trimble (1987).
8Ver Hunter (2017).
Ver Feng (2010).
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camente basada en sus efectos gravitacionales, y aunado a que no interactiia con las ondas
electromagnéticas, hace que su estudio sea muy complicado, al grado que hay cientificos que
dudan de esta teoria'”. Dichos efectos gravitacionales son parecidos a los provocados por la ma-
teria barionica; ademads, se ha encontrado que la materia obscura puede intercambiar energia
Unicamente mediante interacciones gravitacionales eldsticas, por lo que es posible el analisis de
su dindmica mediante un tratamiento estadistico, y en particular con la ecuacién de Boltzmann

no colisional'’.

1.2. Formalismo 3+1

El formalismo 3+1 de la relatividad numérica consiste en hacer una separacién del espacio-
tiempo en tres dimensiones espaciales y una temporal, de manera que sea posible evolucionar
un cierto campo gravitacional partiendo de un problema de valores iniciales (conocido en el
area de ecuaciones diferenciales como problema de Cauchy), en particular, las cantidades a
especificar a un tiempo inicial son la métrica g, y su derivada temporal J, g, en una hipersu-
perficie espacial 3-dimensional. Asi, dadas las condiciones iniciales sobre estas variables (mis-
mas que deben cumplir con las ecuaciones de constriccién que se mencionaran posteriormente)
y ecuaciones de evolucion sobre las fuentes materiales, es posible obtener el comportamiento
del sistema en estudio a distintos tiempos'?.

Se considerard un espacio-tiempo con una métrica g,,, al que se le realiza una foliacién
tal que las hojas de dicha foliacién son hipersuperficies tridimensionales espacialoides. Estas
superficies dependen de un parametro t y se denotan como %,. Dadas dos de estas hipersuper-
ficies ¥; y Z;44;, Se presupone que la distancia dt que las separa es infinitesimal.

Para describir la geometria del espacio-tiempo es necesario definir dos objetos matematicos:
la funcién de “lapso” a y el “vector de corrimiento” 8. El primero de estos determina el lapso de
tiempo propio 7 entre dos hipersuperficies adyacentes que mide un observador que se mueve

en direccién normal a las foliaciones, es decir
drza(t,xi) dt (1.1)

Finalmente, 3' mide cuanto se mueven las coordenadas espaciales respecto del vector normal

10Existen teorias alternativas a la materia obscura, tales como la “Dindmica Newtoniana Modificada” (MOND por
sus siglas en inglés), o teorias de “Gravedad modificada f(R)”. Ver Gentile et al. (2018) y Lobo (2009).

Myer Ostriker (2003).

12yjer Alcubierre (2008), capitulo 2.



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

sobre la hipersuperficie
xi+dt=x£—ﬂi(t,xj) dt 1.2)

De esta manera, se concluye que la funcién de lapso y el vector de corrimiento determinan la
evolucion de las coordenadas al pasar de una cierta hipersuperficie ¥, a una hipersuperficie

vecina X, ;-

a’ a

i
Si n* es el vector unitario normal a %,, definido como n* = (l —ﬁ—) yn, = (—a,0),
entonces la métrica espacio temporal g, induce una métrica espacial y,,, sobre %, que viene

dada por
Yl“’ = gPW + n,unv: },MV = gMV + n,unv, Y’uv = 5Mv + nunv (1_3)

siendo esta métrica un tensor que proyecta todos los objetos geométricos sobre %, especificada
por su vector normal n*, y permite medir distancias en dicha hipersuperficie, ademas de ser

puramente espacial.

Usando lo anterior, se puede escribir el elemento de linea invariante de manera general en

el formalismo 3+1 de la siguiente forma
ds? = (—a®+ B;B") dt? +2p; dx' dt +y,; dx' dx’ (1.4)

donde, debido a que por definicién y;; = g;;, la subida y bajada de indices espaciales puede

realizarse con la métrica espacial y;; y su inversa y".

Dicho elemento de linea mide la distancia que existe entre dos puntos en el espacio-tiempo,
tomando en cuenta la contribucidn que viene del tiempo propio que existe entre dos hipersu-
perficies espacialoides adyacentes, asi como también la distancia propia medida dentro de una
de estas hipersuperficies. En la figura 1.1 se muestra una imagen que describe mejor lo tratado

hasta ahora'®.

13Ver Baumgarte y Shapiro (2010), capitulo 2.
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Foliacion del
espacio-tiempo

o dt

RS

Figura 1.1: Foliacién del espacio-tiempo en hojas espacialoides, se muestra graficamente el significado tanto de la
funcién de lapso como del vector de corrimiento.

Se distingue entre dos tipos de curvatura al momento de trabajar con las hipersuperficies
espaciales 2i;, la curvatura intrinseca y la extrinseca. La primera proviene de la geometria inter-
na de la hipersuperficie y estd determinada por el tensor de Riemann tridimensional *)R® Br5?
asociado a la métrica espacial y;; de manera andloga al tensor de Ricci en el espacio-tiempo. La
curvatura extrinseca viene asociada a la forma de las hipersuperficies que estan inmersas en el
espacio tiempo. Esta curvatura se define en términos del comportamiento del vector normal n®

al ser transportado paralelamente de un lugar a otro de la superficie. El cambio de este vector

normal bajo transporte paralelo estd dado por el tensor de curvatura extrinseca K,p.

Este tensor se puede escribir en términos de la métrica espacial como

1
K,uv = _Egﬁ}’,uv (1.5)

siendo ¥ la derivada de Lie a lo largo del vector normal. A partir de la ecuacién (1.5) se

obtiene directamente la siguiente expresién usando la definicién del vector t¥ = an” + 37

donde D; es la derivada covariante tridimensional. Dados los elementos anteriores, es posible

dar expresiones para la métrica del espacio tiempo y sus simbolos de Christoffel asociados en
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el lenguaje 3+1'%. La 4-métrica y su inversa asociada tienen la forma

.. 1
goo:_(a2_YijﬂlﬁJ) gooz_g (1.7a)
. - Bt
goi = Vijf’ =B g = o2 (1.7b)
» » iBj
8ij = Vij gUZY”—ﬂ b (1.7¢)

Los simbolos de Christoffel son, en términos de las mismas cantidades del formalismo 3+1

1
T% = = (8;a+ " 0,a— "B Ky (1.8a)
a
1
o, = P (Gia—B"Kipm) (1.8b)
K.
0 =4 (1.80)
l] a
ﬂk
I = a2 a—2ap"K}, — (8ot + B G — "B Kynn) + 3, + "Dpf* (1.80)
k
I o =—%(9ma—/3” nn) — aKX + D, B (1.8e)

BXK;;

kK _ )k
I'.. = Fij+ .

ij

(1.8f)

siendo D; la derivada covariante tridimensional y (3)Fkl. j los simbolos de Christoffel, ambos

asociados a la métrica espacial 7;;.

Ecuaciones de Einstein y constricciones en simetria esférica

Las ecuaciones de campo de Einstein se pueden escribir en el lenguaje 3+1 utilizando tres

ecuaciones, conocidas como ecuaciones de Gauss, Godazzi y Ricci, a continuacién resumidas:
» Ecuacion de Gauss
_ K LA o
Raﬂuv + KauKﬂv _KavKu[J’ =YY ijpu}/ » RK)chr (1.9)

» Ecuacion de Codazzi

DgKyy — DoKpy = ykaylﬂypun" Raipo (1.10)

» FEcuacion de Ricci

1
LiKap = nvnuyflay"/3 Rypus— —DaDpt — K", Ky, (1.11)

14Ver Alcubierre (2008), p. 409.
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Basicamente, tomando (1.9), (1.10) y (1.11), ademas de las ecuaciones de Einstein escritas
a continuacién

1
Gaﬁ = Raﬁ — ERgaﬁ = 87'L'Ta[5 (112)

donde T es el tensor de energia-esfuerzos, Ry, = R’lwW es el tensor de curvatura y R := R u
es el escalar de curvatura, se pueden obtener las ecuaciones conocidas como constricciones

Hamiltoniana y de momento'®.

La constriccion Hamiltoniana se escribe
R—K;;KV +K*>=16mp (1.13)

donde K = yUK; j es la traza del tensor de curvatura extrinseca y p la densidad de energia
de la materia segun los observadores que se mueven a lo largo de la direccién normal a las

hipersuperficies (conocidos como observadores de Euler), tal que p = n*n"T,,,,.

La constriccion de momentos se escribe
D;[KY —y'K]=8nS" (1.14)
siendo D; la derivada covariante respecto a la métrica espacial, y S, la “densidad de momento”
medida por los observadores de Euler, definida como

Sy =—y"nT,, (1.15)

Las ecuaciones (1.13) y (1.14) imponen restricciones sobre las condiciones iniciales. Para
resolver las ecuaciones de campo de Einstein, estas constricciones deben cumplirse desde el

inicio de la evolucién.

Proyectando las ecuaciones de Einstein con la hipersuperficie se obtiene
atKij :ﬁkakKij +Kik3j[5k +Kjk3i[5k —DiDja
+a[ Ry + KKy — 2Ky KX | + 4na[y; (S — p) — 25;] (1.16)
siendo S;; = 7;,7;,T"" el tensor de esfuerzos de la materia en la hipersuperficie %, de la folia-

cién, y S su traza. A las ecuaciones (1.6) y (1.16), se les conoce como ecuaciones de evolucion

de Arnowitt-Deser-Misner (ADM)'©.

15Una derivacién detallada se puede encontrar en Baumgarte y Shapiro (2010), secciones 2.5 y 2.6.
16Ver Alcubierre (2008), seccién 2.5.
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Es posible expresar las constricciones antes mencionadas para el caso general de una sime-
tria esférica (ver apéndice A), que deben resolverse para ser consistentes con las Ecuaciones de

Einstein. Se considera la métrica en el formalismo 3+1 en simetria esférica
ds?=(—a?+B.B") dt?+ 2B, dr dt +p*[Adr? + Br*(d6? +sen? 6 d¢?)] (1.17)

donde se introdujo un factor 1), que permite hacer una transformacién conforme'” de la métrica
espacial y;; = Vhed j» siendo 7;; la llamada métrica conforme'®. Las constricciones para la parte

puramente espacial de la métrica escrita en la ecuacién (1.17) se reducen a

3D} DDy 1
H=—3.Dg— —2 +22 1 ~(D,—3Dy)
4 2 r
1
+ 28 (A—B)+AKp (2K, +Kg)—8mAp =0 (1.18)
r
1 Dy
M:—arKB+(KA—KB) _+? _47TSr:O (1.19)
r

siendo K, := K], K := Kg = qu, Dy == 0,InAy Dy := 3,.InB, y donde S, es la densidad de

momento en la direccion radial.

A continuacién se escriben las ecuaciones ADM a primer orden para simetria esférica obte-

nidas de (1.6) y (1.16), que para un vector de corrimiento nulo y ¢ =1 son

8,A=—2aAK, (1.202)
8,B =—2aBKj (1.20b)
8,Dy =—2a[K,D, + 3,K,] (1.20¢)
8,Dg =—2a[KzD, + 8,Kz] (1.20d)
a p.D, D?> D.D
Ky=——|08,(Dy+Dg)+D?>——2A B _ATD
tHNA A |: r( a B) a 2 2 2
1
_AKA(KA+2KB)__(DA_2DB)1| +47'CO£MA (1.206)
r
DDy 1
0,Ky =— % [8rDB +D Dy +D2— 42 _ (D, —2D, — 4Dp)
r
2(A—B
_(2—3)] + aKg (Ky + 2Kp) + 4maMp (1.20f)
r

7Una funcién es llamada mapeo conforme si preserva angulos de localmente. Ver Marsden y Hoffman (1998).

18Esto no es mas que un truco matemdtico que permite reescribir una incégnita como el producto de dos incég-
nitas, haciendo que el resolver las ecuaciones se vuelva maés facil. Ver Baumgarte y Shapiro (2010), p. 56. Por lo
anterior, a v se le conoce como “factor conforme”
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donde se usé la notacién D,, := 8, Ina, My = 2S3—S4—p y Mg = S4—p, Sy :=5", ySp :=5%,%°.

9Ver Alcubierre (2008), p. 372.






Capitulo

Teoria Cinética y Ecuacion de Vlasov

En la teoria cinética clasica de los gases, los sistemas considerados son gases diluidos com-
puestos por N moléculas encerradas en una caja de volumen V, donde la temperatura es sufi-
cientemente alta y la densidad de las moléculas es suficientemente baja para que las mismas
estén localizadas en paquetes de onda con una extension pequeila comparada con la distancia
intermolecular promedio. Bajo estas condiciones, cada molécula puede considerarse como una
particula clasica con una posicién y un momento bien definidos. Se presupone ademas, que
las particulas con las que se esta trabajando en el sistema son idénticas, por lo que tienen la
misma masa. En astrofisica las particulas que se estudian son estrellas, galaxias, o cdmulos de
galaxias (materia no colisional), asi como también gases de todo tipo e incluso plasmas tenues

(los cuales son poco densos).

En este contexto, no es importante la velocidad de cada particula, sino la funcién de distri-
bucidn f en el espacio-fase. Todas las propiedades macroscdpicas de un sistema de gas diluido
fuera de equilibrio pueden expresarse en términos de dicha funcién de distribucién, que puede
encontrarse resolviendo una ecuacion de transporte, y una de estas ecuaciones es la conocida
como ecuacién de Boltzmann. Para definir dicha funcién de distribucidn, consideremos el es-
pacio seis-dimensional u dado por las coordenadas (7, p) de las moléculas. Un punto en este
espacio representa un estado de la molécula, por lo que en cada instante de tiempo, un estado
de un sistema de N particulas esta representado por N puntos en u. Sea un elemento de volu-
men dado por d3r d3p alrededor de cada uno de los puntos en p, si contamos el nimero de

particulas que se encuentran dentro de este elemento de volumen, obtendremos
dN = f (t,7,p) &®r &°p 2.1

15
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La cantidad dN define al nimero de moléculas que, al tiempo t, tienen posiciones que se
encuentran dentro de un elemento de volumen d>r alrededor de 7, y que poseen momentos

dentro del elemento de espacio-fase d*p alrededor de p.

Suponiendo ahora que el tamafio de los elementos de volumen se escoge de manera que
cada uno de ellos contenga un numero grande de particulas y si la densidad de estas particulas
no cambia muy rapido entre un elemento y otro que se encuentre en la vecindad del prime-
ro, entonces puede considerarse a f (7,p,t) como una funcién continua de sus argumentos.

Cubriendo el espacio u con dichos elementos de volumen, se puede hacer la aproximacion

DR &P dpa ff(t,?,fo) ¢r &% 2.2

Esta ecuacién define el nimero total de moléculas del sistema N contenidas en el volumen V

del espacio u, y se conoce como condicion de normalizacion

N = J f(t,7,p) &®r d®p (2.3)

El objetivo de la teoria cinética es encontrar la funcién de distribucién f (t,7,p) que describa
un sistema de moléculas. De esta manera, al realizar el limite cuando t — oo, f contendra la
informacion de dicho sistema en equilibrio, permitiendo conocer las propiedades macroscopicas

del mismo.

La funcidn de distribucion cambia con el tiempo debido a las interacciones entre moléculas
que se mueven constantemente, entrando y saliendo de un elemento de volumen en el espacio
u. Si se supone que no hay colisiones entre moléculas, entonces una molécula que en un instante
de tiempo t tiene coordenadas (7, p), tendrd las nuevas coordenadas (? +V6t,p+F & t) en un
instante t + &t, donde F es la fuerza externa que actda en la molécula y ¥ = p/m su velocidad.

Asi, en ausencia de colisiones se tiene
f(t+66,7+96t,p+F 6t) &' d>' =£(¢t,7,p) &®r v (2.4)

y, asumiendo d®r d3v = d3r’ d3v’ (si se supone que la fuerza sélo depende de la posicién y que

(7, ) son canénicamente conjugadas), entonces

f(t+6t, 7+ 6t,p+F 6t)=f(t,7,B) (2.5)
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Cuando hay colisiones, la ecuacién (2.5) se escribe

f(t+6t,7+v6¢,p+F 5t)=f(t,?,f5)+(g—]:) St (2.6)
col

y finalmente, si se expande a primer orden en Jdt el lado izquierdo de (2.6), se obtiene la
ecuaciéon de movimiento para la funcién de distribucién a medida que hacemos dt — 0. A esta

se le conoce como la Ecuacién de Boltzmann en el limite Newtoniano®°.

d P = ) - (af)
2 P v 4Fovy _ (9L 2.
(8t T VT 5) fEPO ot Jeol 2.7)

2.1. Caso relativista

En muchos problemas de astrofisica, un andlisis estadistico es suficiente para obtener resultados
que sean precisos, y en la mayoria, las colisiones entre los cuerpos bajo estudio pueden ser
ignoradas. En particular, los cimulos de materia obscura son no colisionales. Debido a esto,
el objetivo de este capitulo es extender las ideas de la teoria cinética clasica de los gases y de
la fisica estadistica al caso relativista. Para empezar, se supone por simplicidad que todas las
particulas poseen la misma masa, por lo que toda la informacion estadistica de las particulas
puede condensarse en una funcién de distribucién que, para ser consistente con el marco tedrico
relativista, debe de ser un tensor de rango cero y una cantidad invariante ante transformaciones
de Lorentz?!.

Para comenzar un estudio estadistico se define un ensemble como un conjunto de sistemas,
los cuales pueden ser diferentes a nivel microscépico pero indistinguibles a nivel macroscépico,
ya que son un promedio del estado microscépico del conjunto de sistemas. En la fisica estadis-
tica clasica, los valores de los campos macroscépicos de un sistema definen el macroestado del
mismo a un tiempo y en un sistema de referencia especifico en el cudl se estd realizando el
estudio estadistico, y pasa exactamente lo mismo con los microestados, es decir, el macroes-
tado de un ensemble en un sistema de referencia inercial no es el mismo para cualquier otro
sistema de referencia. Esto quiere decir que los conceptos de macroestado y microestado no
son covariantes. Por lo tanto, para el estudio de sistemas estadisticos en Relatividad General,
es necesario reemplazar estos conceptos por otros que si sean covariantes con el objetivo de

crear una funcién de distribucién que también sea covariante, a estos nuevos conceptos se les

20Ver Pathria y Beale (2011).
2Ver Baumgarte y Shapiro (2010), seccién 5.3.
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conoce como macro y microhistorias.

Se define la macrohistoria de un sistema por los valores que toman los campos macrosco-
picos en todo punto del espacio-tiempo donde exista el sistema, y de manera andloga se define
una microhistoria. Es decir, se habla de la historia de los estados por los que pasa el sistema al
transcurrir el tiempo en el sistema de referencia original. De esta forma, se puede generalizar
el concepto de ensemble al caso relativista, como la clase de equivalencia formada por todos

los sistemas que comparten la misma macrohistoria en una regién del espacio-tiempo.

La version relativista de ensemble restringe el promedio de sistemas a aquellos que com-
parten la misma macrohistoria, lo que asegura que este promedio sea un procedimiento cova-
riante. Es decir, si ¢ (x, p,) es un campo escalar microscopico, un campo obtenido a partir de

un promedio del mismo sobre el ensamble??

®(x,p.) = (@ (x,p.)) (2.8)

es un campo escalar macroscopico, provocando asi que el promedio sobre el ensamble no de-

penda del marco de referencia 2.

Otro concepto que debe generalizarse es el de espacio-fase. Usualmente, este espacio viene

dado por las coordenadas q' y su momento conjugado p’, ademds de un volumen definido como
n . .
V= ]_[dpl dq (2.9)
i=1

En sistemas mas complicados la geometria del espacio-fase no es tan simple, por lo que se habla
de variedades simplécticas. En relatividad general, esta variedad debe de ser un haz fibrado sobre
el espacio tiempo .#, que debe reducirse al espacio-fase usual en el limite cldsico. Se tienen
dos opciones, escoger al haz tangente J.#, donde se entiende al momento como un campo
vectorial, o el haz cotangente J*.#, donde se entiende como una forma diferencial. En una
carta asociada a 7 ., un punto se representa por (x%, p*) siendo p = p“ el vector momento,
mientras que en una carta asociada a J*. un punto se representa como (x%,p,). De esta
manera, lo que se obtiene es que las ecuaciones de evolucion son diferentes dependiendo de la

variedad utilizada. En este trabajo se utiliza el andlisis en el haz cotangente. Este espacio-fase

22Se utiliza la notacién p, = p, para denotar la forma del momento. En general, las cantidades que posean un
asterisco deben de pensarse como medidas en el haz cotangente.
2Ver de Groot et al. (1980).
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es 7-dimensional, debido a que se utiliza la constriccién para los momentos de la forma
guwp"p" =—m’ (2.10)

provocando que cualquiera de las componentes del momento se pueda expresar en términos

de las otras tres componentes. En el caso de la componente temporal del momento, se tiene

p° = /(g%p)* + g% (gUipip; +m3c?) (2.11)

Es convencion decir que las particulas que cumplen con la ecuacién (2.10) se encuentran en la
capa de masa.

El estudio se restringird al caso en el que se toma a 7*.# como espacio-fase. La definicién
mas general de funcién de distribucidn en este espacio, que ademas es covariante, viene dada
por

fi(txt,p) = <Z 6@ (x' —x;, (1)) 6@ (pi—pm(r))> 2.12)

donde el simbolo §®) denota una delta de Dirac tridimensional, es decir, un producto de tres
deltas de Dirac, donde cada una contiene un componente del vector x' o p;. La suma se realiza
sobre todas las particulas en el sistema etiquetadas mediante el indice n, los corchetes repre-
sentan un promedio sobre los sistemas que conforman el ensemble, y para denotar cantidades
en el haz cotangente se usa un s como subindice?*.

Usando dicha funcién de distribucién, la densidad de particulas N se define como

dN

(x4 p) = ——— 2.13
fopd) d’v, d*v, (213)

Tomando el caso de un grupo de particulas en la vecindad de un evento x en el espacio tiempo,
y un 4-momento en la vecindad de un valor p, se tiene que, en una base coordenada general,

los elementos de volumen son los siguientes®”

0 0
d3v, = p—\/—g dx! dx? dx® = p—\/—g d3x (2.14)
m m

Py = mdp1dpadps _ mdpidpydps _ m &p,

m
Pepo /=g P’  ayy playy

donde se usé que /—g = a,/7.

(2.15)

24Ver Debbasch et al. (2001).
ZVer ecuaciones (B.14) y (B.15).
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La funcién de distribucion f, satisface una ecuacién de continuidad en el espacio-fase co-

nocida como la ecuacion de Boltzmann relativista

dx*\ 2f, dpa) 9f, _(6f*)
( da ) dxa +( dA ) 3p, \ 62 Jeol (2.16)

donde la derivada se realiza sobre la trayectoria de una particula en el espacio-fase y donde A

es un parametro afin a lo largo de la trayectoria, de manera que el 4-momento esta dado por

a

p

_ dx?

a (2.17)

que para particulas con masa en reposo m, se tiene A = 7/m, siendo 7 el tiempo propio de las
particulas. La ecuacién (2.16) es analoga a la ecuacién (2.7), considerando a % el término
de la velocidad y % el término de fuerza. Esta ecuacion establece que las particulas se crean
y se destruyen en el espacio-fase debido a colisiones. Por lo anterior, se sigue que las particulas
viajan en geodésicas y por lo tanto, se rigen por la ecuacién

dp*
dA

= —F“ﬂypﬁpy (2.18)

Andlogo al caso clasico, cuando se suponen situaciones fisicas en que no hay colisiones, el lado
derecho de la igualdad en la ecuacién (2.16) se hace cero y se conoce como la ecuacion de Vlasov
relativista, que establece que la funcién de distribucidon de un gas no colisional se conserva a lo
largo de la trayectoria de cada particula en el espacio-fase, enunciado conocido también como

el Teorema de Liouville. El tensor de energia-momento en este caso, se escribe como
aff _ a.fB E 3
T —Jp p (m)dvp* (2.19)
La siguiente ecuacién se conoce como la ecuacion de Vlasov relativista sobre la capa de masa,
que escrita para la funcién de distribucion f, es

(i) I 2.2
ot +(dt)3xl+ ar Jap, 0 (2.20)

2.2. Ecuacion de Vlasov en el formalismo 3+1

En el lenguaje 3+1, se hace una foliacién del espacio tiempo en hipersuperficies espacialoides

asociadas a un parametro t. La métrica en esta formulacidon toma la forma

ds? = (—a® + B;B")dt? + 2; dx' dt + y,;dx’ dx/ (2.21)
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con a la funcién de lapso, ' el vector de desplazamiento y y; ; la métrica espacial. Se definen

las componentes covariantes de ' como f3; = y;;/3’, como se vio en la seccién 1.2.

Recordando que en general la ecuacion geodésica puede escribirse como

Y
dT =T pal p), (2.22)

se comienza tomando tnicamente las componentes espaciales del 4-momento p;, y se dividen
entre p° para encontrar la derivada respecto al tiempo coordenado de dichas componentes. A

continuacién se escriben estos pasos con algo de detalle

dp; dt dp; dp; . _
mo— = ma— = pl ot =T ppo + T P Py + T ppo + T ppx (2.23)

Usando la definicién de los simbolos de Christoffel en el formalismo 341 dada por (1.8), se

obtiene
dp; o K o P’Po , .« DDk
E_Fi0p0+r Opk+Fij po +Fij po
d.a—B™K; k(80— B™K;
:|: A ﬂ 1m]p0_[ﬁ (1(1 ﬁ lm)+ Klk—Dl-ﬂk]pk+F0 ppO Fkljplgk
a a p
(2.24)

Ahora se analizan por separado los tltimos dos términos de (2.24), de donde se obtiene lo

siguiente

K p BRK;; | pi
o ngo”kl p/pi —[l]p};% @k 4 20 ngk (2.25)
T p 7 p° alp 7ooa | p
factorizando el término p//p°, usando las relaciones dadas por (1.7) para la 4-métrica y que

p° =¢%p,

. . ;
o P’Po . x P'px 1 B (3) 1k p’
Fl] pO +Fl] po [aKlJ(_EPO—FEpk + r Jp p

pj

[aki; (8%po + 8% pi) +T Upk]p
p’ il
= [aKijgoapa +(3) 1—‘kijp :|p0 [aK +(3) Fkl] p ]p

Se observa que se puede escribir a p/ = g"/p,, de la siguiente manera

. . . /51' ) /5 /51
p’=g%po+g"py = ahot o — Pk
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J . J
=10 P'ho +Tk. Pp [aK +® 1k ik][gzpo (ka PP )Pk]

ij pO ij pO
Ki; B! . K--/s'“/s P B
=——po+aKyyp — ———pn + U7, =% 50 2P0

mpgj
@rk Peomj, _ @pk PcPTP
+ F OY I‘ijpo a2

Ky Ky;B*p’ OB | pep
ik ]po-[”a s |

Pm

3) 1k mpj
% BB | pepm

+ (B)FkJ y i

Substituyendo esta tultima ecuacién en (2.24), se observa que algunos términos se cancelan,

con lo que se obtiene

G)rk pi B)rk pmpj
%:[@} _ M_D.ﬂk _— PP’ | pupo ©pk mi_ L5 P"P | pipam
dt a |°° a ' k a2 po ij o2 pO

Expresamos p, en términos de p° y p; de la siguiente forma
k
o__1 B

p’=—=po+ 5Pk = Po= —a?p® + B*py

y sustituyendo en la expresion para dp;/dt se llega a lo siguiente

dp; 0 kK 3)pkpj (3) 1k mj | PkPm
= dr =—(a aia)p +|:Diﬁ - Fijﬁ ]pk+|: Fin ] po
1434
=—(a ga)p° +(3ﬂk)Pk+[(3) ’ijJ] I;Om

donde se escribi6 a la derivada covariante en términos de la derivada parcial y los simbolos de

Christoffel, restringiéndola al caso en tres dimensiones

VﬁVa=3ﬁV“+Fa V“

up

Utilizando la expresion para los simbolos de Christoffel en términos de la métrica y, nuevamen-
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te, considerando tnicamente el caso en tres dimensiones>°

1 .
(3)F"ij yH = EYmnYk] (0¥ mi + 0¥ mj — BmYij)

1 .
= EYmnYkJ 31‘ij

1 ..
= EYk] (3 (Y™ mj) = YmjBir™]

1
= —5 i}’kn

Se llega asi a una ecuacién para dp;/dt de la forma

dp B o . a},mk
4 = (adap”+ (@ )pk—( lzpo PkPm (2.26)

Por la condicién de normalizacién —m? = p,p® se obtiene

—m® = pop° + p;p’
B i BB
=pop°+pi(—2po+ v == |pj
a a

. 1 ﬁj .
=pop® — B'p; (—@po + @pj) +7p;p;

_ 20 1 B ij

=-—a’p _EPO"'Epi + Y- DiD;j
2 ..

=—a*(p°)" +1"pip;

que puede resolverse para p°, llegando a una expresién anéloga a la dada para la métrica de

una particula libre en relatividad especial

l ————

La velocidad coordenada en términos de los covariantes del momento se obtiene de la siguiente

26Ver Schutz (1990), pp. 152, 134.
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forma

dxi_drdxi_pi_l Bt ij Bip
dc drdr po pola T\ T Tz )P

LB a0 g i B
= ﬁ[;(_a p°+B'p;) + == |Pj
1 51 s O
=% [vp;—B'p°]
Y :
=-p;— Bl (2.28)
p
En conclusion, a partir de la ecuacion geodésica, es posible escribir la ecuacién de Vlasov
siendo las variables fundamentales los momentos covariantes p;. Resumiendo los resultados

obtenidos anteriormente en las ecuaciones (2.26), (2.27) y (2.28), se tiene?’

o ( dx'\ o dpl-) \
S oy (f dt) ap; (f de (2.29a)
dx? )/ij ;
=L p— 2.29b
ac ~ 7P 2299
dp; _ 0 ¢ ar'™
1 = (@da)p +(8:8°)pe— op0 JPPm (2.290)
1 _
p’= a,/mz +7ip;p; (2.29d)

De esta forma, se pudo escribir la ecuacion de Vlasov sobre la capa de masa como un problema

de Cauchy, para asi ser capaces de resolverla numéricamente.

Se observa que en el sistema de ecuaciones (2.29) se escribi6 la ecuacién (2.20) de manera

que se pueda pensar en esta como una ley de conservacién®®. Sin embargo, para que esto se

2 (dxt d dpi)
. —\{—|=0 2.30
axl(dt)+8pi(dt (2.30)

Se analizan estos dos términos individualmente para probar la igualdad. Desarrollando el pri-

cumpla debe suceder que

mero de estos términos se llega a que
2 (dx! o [yV ; pj . .. , Yijpj
| — |==—| —p;— = =9y -9, ———=,p°

27 A partir de este punto se omite el asterisco en la funcién de distribucién, entendiéndose que el estudio siempre
se esta haciendo con el haz cotangente como espacio-fase, meramente por cuestiones de facilidad en la notacion.

2Esto es, basicamente, que tiene la forma de una ecuacién de continuidad Z—’Z + V- (vp) =0. Se explicard esto
maés a fondo en el capitulo 3.2. Esto es importante ya que es la base del método numérico que se utilizdé para
evolucionar la ecuacién de Vlasov.
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Para el segundo término se tiene

9 (dp; d d.ytm
(i)z [—(aaia)p°+(8i/5‘)pe—( 220 )pzpm]

3pi dt 3pl
apy 8~yem ap dytm a2 (1
+ap - — L —p—=" = —p.p —(—)
ap;  p° "“op 2 ™ ap,

——ad
* laapl

. . a0  a.tm op°
=_p—€3n/h+8i/3”—a6ia P + iV pmpg p
p op; 2 (p%)?* 9p;

Por lo tanto, solo queda por demostrar lo siguiente

_rp 50 = —ada e + dr"™ pmpe 9p°
(p°)? opi 2 (p°)* 9pi

Se observa que la parte derecha de la igualdad puede reescribirse como

ap° . 3y'™ ppy 9p° 13p° ( 2y, o™ )
—ada + =— + DPmD
" op; 2 (p9)?dp; 23dp; (@) (o> " ‘

y notando que 8p°/dp; tiene la siguiente expresién

apO o (1
api apl "
= (2 )
20 \/mZ + by 9Pl

— 1 ij
o 2 mn 4 P]
ay/me+y™p,p,

Resumiendo, se tiene finalmente

i 0 o {m 0 13 2. ‘m
OPIN) ATl p° p ( (a?) + O pmpe)
api 2 (p0)2 apl 2 apl (Po)z

YUPJ' 1 Gyt
ap® [2a( L)+ oy

_p [_Zaaia:| Y”p]a

Or”p]

ap? 2a ap?®
Yijp'
=- : op
()

con lo que se concluye que se cumple la ecuacion (2.30).
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2.3. Ecuacion de Vlasov en Simetria Esférica

Una métrica arbitraria con simetria esférica en el formalismo 3+1 toma la forma
ds? = (—a?+B.B") dt®+ 2B, dr dt +*[Adr? + Br*(d6? + sen? 6 d¢?)] (2.31)

donde 1 es un factor conforme a la métrica espacial, y los factores Ay B son de la parte angular
de la métrica. La tinica componente no nula de 3 es la radial, y ninguna de las funciones que
aparecen en la métrica dependen de las coordenadas angulares.

La funcion de distribucién f, vista como una funcion escalar sobre el espacio de momentos,
solo puede depender del momento radial y de la magnitud del momento angular L. Deducimos
la expresion para el momento angular a partir de la norma del momento espacial,

p2
P24 —2 ) (2.32)

2
P, 1
PrA 1[)4Br2( o sen26

IBII> = yYp;p; =

Se observa que en el lenguaje 341, la combinacién de coordenadas apropiada para el momento

angular L es

2 1/2
L=(p2e 20 (2.33)
0" sen26 '
Se define asimismo el angulo ¥ que mide la orientaciéon del momento angular como
Do sen 6
¥ =arctan| —— (2.34)
Py
Se puede demostrar que L? se conserva en el tiempo notando que®’
2
dt PO T sen0 7 dr

_5 cos 6 p_¢2> _ 2P%¢ ( cos 6 pg )—O
— “Po Y4Br2sen3 6 po sen3 0 |\ mpoy4Brz)

Donde se utilizé la ecuacion geodésica (2.26) para expresar las derivadas temporales. El que
la funcién de distribucion dependa de las coordenadas en el espacio-fase p, y L ocasiona que
exista una dependencia en la coordenada angular 8, por lo que Jdy f no es nula en general. De
esta forma, la funcién de distribucién puede escribirse como f (1, p,, L), donde la dependencia
en O estd implicita en la dependencia en L.

A pesar de lo anterior, resulta que al sustituir, la parte angular de la ecuacién de Vlasov se

2Se usa la independencia de la métrica en el 4ngulo ¢ para saber que el momento angular p, €s constante.
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elimina, hecho que puede entenderse como una consecuencia de la conservacion del momento
angular, es decir, la funcién de distribucién solamente depende del momento radial y de la

magnitud del momento tangencial.

Se demuestra esto ultimo: la ecuacién geodésica (2.22) para la componente py del mo-

mento es nula. Para la componente py se tiene

dpy _ cos 6 pi

= 2.35
dt  Y*Br2sen36 po (2.35)

y substituyendo esta relacién en la parte angular de la ecuacién de Vlasov se obtiene, para la

contribucion angular

0 2
p dpg 1 ) cosf Py
—9, —0, f = ——— |0 2.36
po of + de p"f (1/)43 2 p0 %f + (1/)4Br2 sen3 6 pO p(’f ( )
Cambiando la variable py con L2, se traducen las derivadas 9, y 0y, a derivadas respecto al

momento angular por medio de la regla de la cadena, asi

2
dpe ( 1 pg)( 2cosf ) 2pgcosO Py
ef *ae S = Y*Br2 po sen3 019 2 + Y*Br2sen3 0 p° 2f =0

por lo que se concluye que la contribucién angular a la ecuacion de Vlasov es nula.

De esta forma, la ecuacidn de Vlasov en simetria esférica en lenguaje 3+ 1 es

G, dr d dpr)
f ar(fdt) apr(f dt (2.372)
dr 1 p,
—=———-p" 2.37b
dt  Y*Ap° P (2.37b)
dp, da , Op" 3(1)p3 3(1)L2
= —a— == - — )= 2.
de 5 P * ar Pr” ar YP4A ) 2p0 4Br2 ) 2p0° (2.37¢)
1
2 2 2
1 D L
O==|m?+—L 2.37d
p a(m +¢4A+1/)4Br2) (2.37d)
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Elementos de volumen

En este punto es conveniente expresar en coordenadas esféricas los elementos de volumen

dados por
d®x =dx! dx? dx? (2.38)
d®p, =dp; dp, dps (2.39)
que aparecen en las ecuaciones (2.15) y (2.14). En coordenadas cartesianas, estos elementos
de volumen vienen dados por
d®x =dx dy dz (2.40)
dsp* =dp, dp, dp, (2.41)
La transformacién de coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas de los momentos es

andloga a las de las posiciones (denotamos con un subindice p a las coordenadas esféricas

asociadas al espacio de momentos)

x =rsenfcos¢, y=rsenfsen¢, z=rcos6 (2.42)
/ x2 + 2
r=4x2+y2+22 0 =arctan (—y) , ¢ =arctan (J—/) (2.43)
b4 X
px =psenb,cos¢,, p,=psenb,sen¢,, p,=pcosb, (2.44)
\/Pi D3 p
p=4/p? +p§ +p2, 0,=arctan Y= 7, ¢, = arctan (—y) (2.45)
Dz Dx
Se cumplen las siguientes relaciones entre vectores unitarios
# = sen 6 cos 1 + sen @ sen ¢ j + cos 0k (2.46a)
6 = cos 6 cos $1+ cos 6 sen qb]A'—senQIA( (2.46b)
cﬁ =—sen¢i+cospj (2.46¢)

Usando un Lagrangiano definido como

1 . .
Y = Em(f"2+rzsen29¢2+r292)2 (2.47)
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se encuentra que

0%

_3.55_ . _8,2”_ _
P(p—%

Py = a5 = mr, Do = Z0 = mr20, = mr?sen® 64) (2.48)

Para encontrar las componentes del momento en coordenadas cartesianas en términos de coor-

denas esféricas, derivamos las ecuaciones (2.42), para obtener

dx =sen 6 cos ¢pdr +rcosf cos¢pdd —rsen 6 senpde (2.49a)
dy =sen0sen¢dr + rcos0sen¢db +rcospdg (2.49b)
dz = cos0dr —rsen6do (2.49¢)
por lo tanto
6

D, =sen6 cos¢p, + 08708 qbp@ _ sen¢ Pg (2.50a)

r rsen 6
py =senfsen¢p, + cos@semﬁpe + cos¢ P (2.50b)

r rsenf
p, =cosfp, — Senepe (2.500)

Usando lo anterior, podemos encontrar el elemento de volumen en el espacio de momentos con

un Jacobiano de transformacién

cosfcos¢p  seng
r rsenf

opx  9px  Opy
op, 9dpg Opy

sen 6 cos ¢

d’p, = oy Oby Dby dp, dpg dpg =| sen6sen ¢ cosOseng  cosé I dp, dpg dpy

dp, 9pg m r rsen 6
9p:  9ps  9ps _sené
pr dpg Opy cos 0 r 0
Por lo tanto, se tiene
d3p, = ———dp, dpy d (2.51)
P« r2sen O Pr dPg qu)

Vale la pena cambiar este elemento de volumen a las coordenadas L y ¥ definidas por (2.33)

y (2.34), respectivamente. Usando estas ecuaciones se obtiene

sz dLZ
dpy _ 2Pe Po = 3, (2.52)

dpg d (pgsenB Do senf 9
— = dp, = 2507 4@ 2.53
dw dw ( tan ¥ ) sen\¥ Pe sen ( )
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por lo que se tiene lo siguiente, donde la tltima expresién se obtuvo integrando sobre ¥

1 L? 0
dL” pg sen qv

1 m
= —dp, dL? d¥ = — dp, dL? 2.54
r2seng T 2py sen¥ or2 °Pr 2 9Pr (2.54)

&p, =

Derivando las relaciones (2.46) respecto del tiempo, se obtiene

% =00+ $senb¢ (2.55a)
% =—0f+¢cosO (2.55b)
% =—¢psenOf — ¢ cos 00 (2.55¢0)

Notamos que 7 = rf, por lo que el elemento de linea para un desplazamiento infinitesimal

respecto al tiempo propio desde un punto (r,0,¢) a un punto (r +dr,0 +d0 + ¢ +d¢) es
dF =7# +100 +rd sen b (2.56)

De esto dltimo, se deduce que el elemento de volumen en el espacio de posiciones en coorde-

nadas esféricas es

d®x =r%sen6 dr d6 d¢ (2.57)

2.4. Teorema del Virial y estabilidad

El teorema del Virial es una herramienta eficaz en mecdnica cldsica para estudios de estabili-
dad en sistemas dindmicos. El caso relativista no tiene un andlogo totalmente general®’, sin
embargo, fue posible encontrar en la literatura una ecuacién que es escrita en el contexto de la

12!, y en particular para el caso de simetria esférica. En dicho trabajo,

relatividad numérica 3+
se supone una métrica que varia en el tiempo debido a la contribucién del tensor de esfuerzos
(que varia a medida que la funcién de distribucion evoluciona) mientras que la métrica en este
trabajo es de fondo y no es dinamica y por lo tanto no fue posible su uso, por lo que se utiliz6

el analisis clasico.

En el limite Newtoniano, se tiene que 5, - 0,9 - 1,A—1,B—>1,a—1,5,a—> 3,®y

p® — m, donde & es el potencial Newtoniano, de manera que la ecuacién (2.37) se convierte

30Ver Vilain (1979).
31Ver Gourgoulhon y Bonazzola (1994).
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en

L2 2
atf+&arf+ —0, 9+ — —f=0 (2.58)
m mr3 ) dp,

siendo esta ultima la Ecuacion de Vlasov en simetria esférica. Se procede multiplicando dicha

ecuacién por rp, para posteriormente integrarla sobre el espacio-fase®:

rp? L%\ of
rp, 3.f d3x d3p, + Lo.f dx &Bp,+ | rp, | —0,9+ — | ==d>x d®p, =0 (2.59)
m mr3 ) dp,
Para el primer término de la ecuacidn (2.59) se tiene
f rpr Ocf d’x d°p, = atf rp.f d®x &p, = 9 (rp,) (2.60)

Para el segundo término, reescribimos los elementos de volumen y realizamos una integracién

por partes respecto de r para obtener>>

rp? 2 2
f Pr 5 £ d®x d3p, = ﬂj rp? 8,f dr dp, d1? = 3 fpff dr dp, dL.2
m m m
1 1
=—= J p2f &x d®p, =—=(p?) = —2(K,) (2.61)
m m

siendo K, = pf /2m la energia cinética radial. Pasando ahora al tercer término, nuevamente se

realiza una integracion por partes, en este caso, respecto a p,., con lo que se obtiene

2 2
rp.| —0,®+ e Ka d3x &®p, =4n® | rp, | —0,®+ e K7a dr dp, dL?
mr3 ) 9p

r mr3 apl"

2
= —4712J r (—Brcb + L—B)f dr dp, dL?
mr
12
= —f r (—ard) + —3)f d3x d3p,
mr

L? L?
(v ) mran- (2 aen
mr mr

Para el dltimo término de la ecuacién anterior, recordamos que L = mIw, siendo I = mr? el

32Este desarrollo se muestra en el articulo Dominguez et al. (2017).
33En este desarrollo se utilizé la siguiente relacién, obtenida de multiplicar las ecuaciones (2.54) y (2.57) y
posteriormente integrar sobre los dngulos 6 y ¢, donde 0 <6 <my0< ¢ <27

d®x d®p, = msenO dr d8 d¢ dp, dL? = 4x* dr dp, dL?
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momento de inercia y w la velocidad angular, por lo tanto

L? IPw? ) L 5 1. 5
==l s <W>:<I°’ >=2<§Ico >:2(Ka) (2.63)

donde se definié K, = %I w? como la energia cinética angular. Usando lo obtenido en las ex-

presiones (2.60)-(2.63), se observa que es posible reescribir la ecuacién (2.59) en la forma

O (rpr) = 2(K;) + 2(K,) + (rF)

=0, (rp,) = (Kior) + (rF) (2.64)

donde K, es la energia cinética total, y F = —J,® es la fuerza gravitacional. A la ecuacién
(2.64) se le conoce como el teorema del Virial. En un sistema en equilibrio, el término rp, no

depende del tiempo, y por lo tanto se satisface
2(Kio) + (rF) =0 (2.65)
Las integrales a resolver serian entonces las siguientes
(Kior) = %f L (pf + i—j)f dr dp,dL (2.66)

(rF) = —8nzf Lr 3,® f dr dp, dL (2.67)



Capitulo

Métodos numéricos

Aun cuando existen ecuaciones diferenciales parciales que permiten su solucién de forma ana-
litica, la mayoria de aquellas que representan teorias fisicas no poseen esta caracteristica, por
lo que es necesario resolverlas utilizando métodos numéricos que se aproximen a la solucién
real. En este capitulo se introduce brevemente la teoria detrds de los métodos utilizados para
resolver la ecuacién de adveccion, debido a que la ecuacidn de Vlasov es un caso particular de

ésta ultima en dos dimensiones.

3.1. Métodos de Diferencias Finitas y Ecuaciéon de Advecciéon

Los Métodos de Diferencias Finitas (MDF) son utiles al resolver Ecuaciones Diferenciales Par-
ciales (EDP) dentro de un cierto dominio espacial, que estan sujetas a condiciones iniciales y a
la frontera. Son un procedimiento iterativo, ya que para resolver dichas ecuaciones, se aproxi-
ma el valor de la funcién después de un intervalo corto de tiempo, esta aproximacion se utiliza
para determinar nuevamente el valor de la funcién después de otro intervalo de tiempo, y este
proceso se repite hasta encontrar el valor de la funcién al tiempo deseado de estudio. A cada pa-
so de tiempo se introduce un error debido a la aproximacién, sin embargo, este error se puede
reducir tomando espacios de tiempo mds pequeiios a costa de un mayor costo computacional.

Se le llama Férmula en Diferencias Finitas (FDF) a la ecuacién que aproxima el valor de
la funcién en un punto considerando los puntos en la vecindad del primero. Para comprender
mejor los MDF se tratard el caso de la ecuacién de adveccién unidimensional. Una ecuacién

de adveccién es, como su nombre lo indica, aquella que describe el transporte advectivo®* de

34Adveccion se refiere a cuando una sustancia se mueve debido a un cierto flujo.

33



34 CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS

materia. En una dimension, esta ecuacion se escribe como
3¢ +v3,.¢ =0 (3.1)

donde ¢ = ¢(t, x) es un campo escalar que se mueve debido a un flujo que va a velocidad v, y
el dominio espacio temporal viene dado por x,,;, < x < X4, 0 < t < T. La solucién general

de esta ecuacién diferencial parcial es
¢(t,x) =F(x—vt) (3.2)

siendo F una funcién cualquiera. Dicha solucién describe un pulso que puede tener una forma
arbitraria y que es movido por el flujo sin cambiar dicha forma. Las condiciones iniciales de la

ecuacion (3.1) se representan como
¢(0,x) = f(x), Xmin < X < Xpgy (3.3)
y analogamente, las condiciones a la frontera se escriben como
¢(t,0) = g(1), 0<t<T (3.4)

siendo f y g funciones que dependen de cada problema.

Para utilizar los MDE se precisa dividir el dominio de la solucién x,,;, < x < x 0<t<T

min = max»
en una malla computacional con espaciamientos Ax en la direcciéon x y At en la direccién t,

de manera que la linea m paralela al eje t se representa como
X, =m Ax, me{0,1,...,N,} (3.5)
donde Ax = x'”axN—:x”“” y, de manera analoga, la linea n paralela al eje x se representa como
t, =n At, ne{0,1,...,N;} (3.6)

donde At = ]% Para aclarar lo anterior, ver la figura 3.1.

Las FDF se obtienen a partir de la EDP del caso particular de estudio, haciendo expansiones
en series de Taylor de la funcién alrededor de los puntos en la malla. Introducimos la notacion
¢, = ¢(t = nAt,x = mAx) para simplificar las ecuaciones, y denotaremos simplemente

como (n,m) al punto (t = nAt,x = mAx), de manera que el valor de la funcién ¢ alrededor
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t
N, N Ny Ny
n = N, Q— O— O— o™
b5 o1 5 N
n=20 O O O
o i b3 &
n=1Q ‘e O o
o o 9 N
n=0@ @ @ o—>
m =10 m=1 m =2 m = N,
@ Condiciones iniciales
© Condiciones a la frontera
O Valores de la funcion a determinar
Figura 3.1: Malla computacional.
del punto (n+ 1, m) viene dado por
P =" +(8,9) At + O{(AL)?} (3.7)
y despejando se obtiene
¢n+1 _ ¢n
opn 2 M 3.8
L P A (3.8)

Haciendo una expansién en series de Taylor alrededor de los puntos (n, m—1), (n,m) y (n, m+1)
se puede mostrar que
n  _ 4n
p) ~ m+1 m—1 (3‘9)
x® 2Ax
Algunas aproximaciones usadas comunmente se muestran en la tabla 3.1. Asi, substituyendo

las ecuaciones (3.8) y (3.9) en la ecuacién (3.1), se obtiene la siguiente FDF para la ecuacién

n+l _ 4n n _4n
¢m qu +u m+1 m—1 =0 (3.10)
At 2AXx

de adveccion
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que puede reescribirse como

1
b =dn— EUP( ma1l 1) 3.11)

siendo p el Factor de Courant, definido como

At

= Ax (3.12)

Jo}

Las FDF’s tales como la descrita en la ecuacién (3.11), se utilizan para determinar ¢ para un
paso de tiempo n + 1 a partir del valor de ¢ en el tiempo n, es por esto que se precisa conocer

¢° (es decir, tener una condicién inicial) para poder comenzar la evolucién.

Primera derivada Error
o.f zfi—z_"réc;l—l +3fi %hzf(g)
i+1 — Ji— 1
o.f ~ f+12hf 1 ghzf(g,)
of ~ —3f; + 4;;:1 —fir2 %hzf(g)
af ~ 3fi-a—16fi 3+ 3165;1—2 —48fi_1 +25f; %h“f(s)
Segunda derivada Error
92f ~ _fi—3+4fi—}212_5fi—1 +2f; %hzfm)
1 —2fi+ f; 1
8u2fzf 1 hJ; fina Ehzf(4)
32f =~ 2fi =5fin1 21'24fi+2 — fit3 %hzf(4)
52f o —10f,_5 +61f,_s — 156 fl;; ;2 214f,_, — 154f,_; +45f; % e

Tabla 3.1: Férmulas en diferencias finitas para primera y segunda derivada de una funcién f respecto de una
variable u, en una malla uniforme con espaciamiento h.

En dos dimensiones, la ecuacion de adveccion es, considerando un campo escalar tal que

¢ =9(t,x,y),
8, + V0, +v,8,¢ =0 (3.13)

siendo v, y v, las velocidades en las direcciones de las coordenadas x y y, respectivamente.

La generalizacién de los MDF del caso unidimensional al caso bidimensional es inmediata.
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3.1.1. Consistencia, Estabilidad y Convergencia

En todo método numérico, es necesario conocer la precision con la que las soluciones obtenidas
por el método se acercan a la solucion real, es decir, cuales son los errores introducidos por la
aproximacién. El analisis de consistencia, inestabilidad y convergencia de los métodos tienen
este propdsito. Para comenzar a analizar los errores en las aproximaciones en diferencias finitas,

se escribe una ecuacién diferencial de manera general como
ZL¢=0 (3.149)

siendo ¢ un conjunto de funciones de las coordenadas espacio temporales (t,X) y £ el ope-
rador diferencial que actia sobre dichas funciones. Denotamos como ¢, a la aproximacién
discretizada de ¢ evaluada en los puntos de la malla computacional y como £, a la versién en
diferencias finitas del operador original. Asi, la version en diferencias finitas de una ecuacion
diferencial se escribiria

ZLapa=0 (3.15)

haciendo asi explicita la dependencia en At y Ax del esquema en diferencias finitas. Dado que
se realiza una aproximacidn a una ecuacion diferencial, el comportamiento de ¢ 5 es importante
en el limite cuando A tiende a cero. Se define el error de truncado 7 de la aproximacién por
diferencias finitas como

Tai=Lad (3.16)

Un requisito minimo para cualquier operador en diferencias finitas es que este error de truncado
tienda a cero a medida que Ax y At disminuyan, lo que se conoce como refinamiento de la

malla. Matemdticamente esto se representa como

lim 7, =0 (3.17)
A—0

De esta forma, al hacer una aproximacién en diferencias finitas se busca que, en el limite con-
tinuo, estas tiendan a la ecuacion diferencial original y no a una distinta. Cuando esto pasa
localmente se dice que la aproximacion es consistente, y tipicamente cuando esto sucede el
error de truncamiento se acerca a cero como una potencia del pardmetro de discretizacion A.

Se dice entonces que una cierta aproximacion es de orden n si

lim T, ~ A" (3.18)
A—0
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Sin embargo, la consistencia es una propiedad local y en la practica se requiere una propiedad
que garantice que la aproximaciéon numérica mejore después de un tiempo finito a medida que

la malla se refine, es decir, que el error en la solucién definido como

tienda a cero en el limite continuo después de un tiempo finito. A esta condicién se le conoce
como convergencia.

Introducimos ahora la llamada norma L? de una aproximacién en diferencias finitas como

o1 =[x 2 oarif] .20

donde la suma es sobre todos los puntos de la parte espacial de la malla. Se dice que una

aproximacion es estable si para cualquier t > 0 existe una constante C; tal que

oAl < c|lex (3.21)

para cualquier 0 < nAt < t, en el limite cuando Ax y At tienden a cero. En otras palabras,
que una aproximacion sea estable significa que independientemente del comportamiento de la
solucion de la ecuacidn diferencial ¢, la solucién exacta de las ecuaciones en diferencias finitas
¢ A debe permanecer acotada después de un tiempo finito t para cualquier paso de tiempo At.

Relacionado a esto, se escribe el siguiente teorema esencial en la teoria de las aproximacio-

nes en diferencias finitas®:

Teorema de Equivalencia de Lax. Dado un problema de valores iniciales que estd matemdtica-
mente bien definido, y una aproximacion a este en diferencias finitas que es consistente, entonces
la estabilidad de la aproximacion es una condicion necesaria y suficiente para garantizar la con-

vergencia.
Analisis de Estabilidad de Von Neumann

La estabilidad de una EDF se puede estudiar mediante el andlisis de estabilidad de Von Neu-
mann®®. Este método se basa en suponer un problema que posee condiciones a la frontera

periddicas, ademas de estar restringido a problemas que son lineales. De esta forma, dado un

35Ver Alcubierre (2008), pp. 318-322.
36En esta seccién solamente se describiran los pasos para el andlisis, ver Hirsch (2007) seccién 7.2, para una
justificacién del método.
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esquema numérico lineal, se concluye que el error asociado al método numérico satisface la
misma ecuacion que la solucién numérica.
Posteriormente, se toma a la solucién exacta de la ecuacion en diferencias ¢ y se descom-

pone en una serie de Fourier finita

N
o Z V' exp[ik;mAx] (3.22)
j=N

dondei = +v—1y Vj” es la amplitud de j-ésimo armonico. Esta descomposicién separa la de-
pendencia en el tiempo (dada por las amplitudes V™) de la dependencia espacial (dada por los
modos de Fourier). La estabilidad esta descrita por la condicién de que la amplitud de cualquier
armonico no debe crecer indefinidamente en el tiempo, es decir, cuando n tienda a infinito. Esto
se mide definiendo el factor de amplificacién

Vn+1
G=
Vn

(3.23)

Los pasos para realizar el andlisis, dado un cierto esquema numérico, son los siguientes:

1. Se reemplazan todos los términos en la EDF de la forma q&;ﬂ; de la siguiente manera
™k — vitkexpik;(p + m)Ax] (3.24)
p+m J J .

2. Derivar una forma explicita para el factor de amplificacién G.

3. La estabilidad se obtiene de la siguiente condicién
|G| < 1 para todos los valores de ijx conje—N,...,+N (3.25)
donde N es el nimero de espacios en los que se divide la malla del dominio espacial.

La aproximacion representada por la FDF escrita en la ecuacién (3.11), conocida como Mé-
todo de Euler, servira para ejemplificar los pasos para el analisis de estabilidad de Von Neumann.

Reescribimos dicha ecuaciéon mostrando explicitamente el factor de Courant

VAL

¢rr:1+1 = ¢Tr111 - 2AX ( Trll1+1 - rrrll—l) (326)

Consideramos un modo de Fourier de la forma

Pl = VrelmkAx (3.27)
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y sustituyendo esta expresion en la ecuacién (3.26), se obtiene que

Vn+1eikmAx — VneikmAx _ vAt (Vneik(m+1)Ax _ Vneik(m—l)Ax) (3.28)
2AXx
dividiendo la tltima ecuacién entre V"elkmAX se obtiene
VAL , ;
G — 1 - elkAX _ e—lkAX 3.29
2Ax ( ) ( )

Para que el sistema sea estable se debe pedir que |G| < 1, sin embargo, se observa que
At
IG> =1+ v? (—) sen? (kAx) (3.30)
Ax

ocasionando que |G| > 1 para cualquier k, por lo que se concluye que el sistema es incondicio-
nalmente inestable, es decir, inestable para cualquier eleccion de At y Ax.
Un método a segundo orden tanto en tiempo como en espacio se obtiene al expandir en

una serie de Taylor truncandola hasta segundo orden

A t)?
P = ¢n + At at¢+( ;) % +... (3.31)
y recordando la ecuacién de adveccion d,¢ = —v I, ¢, lo anterior se reescribe como
At)?
Pt =g —v At ax¢+v2%aj¢+... (3.32)

y aproximando las derivadas espaciales por derivadas centradas se obtiene la aproximacion en

diferencias finitas conocida como de Lax-Wendroff>’
n+l _ n vp n n ) UZPZ ( n 20M n 3.33
d)m - d)m - 7 ( m+1~ Ym—1 + T ¢m+1 - d)m + d)m—l) (3.33)

Haciendo un analisis de estabilidad de Von Neumann con un modo de Fourier ¢, = VeimkAx
se encuentra que

G =1—ivpsen(k Ax)+v?p?(cos(k Ax)—1) (3.34)

e imponiendo |G| < 1, se obtiene la condicién de estabilidad
vp <1 (3.35)

Esta ultima relacién se conoce como condicién estdndar de Courant-Friederich-Lewy (CFL), y se

37Se tratard mds acerca de esta aproximacién posteriormente, ya que, junto con la aproximacién de upwind a
primer orden, es la base del método limitador de flujo que se presenta en la seccién 3.3.1.
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puede interpretar de manera geométrica como que el dominio de dependencia numérico debe
ser mas grande que el dominio de dependencia fisica.

El esquema de Lax-Wendroff en dos dimensiones se escribe de la siguiente manera

2 .2
n+l _ un _ VxPyx n _4n prx( n _ n n )
ik =Pk T3 (j+1,k j—l,k)+ 5\ Pk~ 205 TPk
2 .2
pry

vy, p
- yz - ( ?,k+1 - Zk—l) T3 ( jn,k+1 _2¢?,k + ¢Zk—1) (3.36)

El andlisis de estabilidad de Von Neumann para este esquema se realiza usando un modo de
Fourier de la forma

¢;1k — yneiliEAx+knAy) (3.37)

>

de donde se deduce que la condicion de estabilidad es

1
max {v , U < — (3.38)
{ pr ypy} ﬁ

siendo v, y v, las velocidades en las direcciones de las coordenadas x y y, respectivamente®®,

3.2. Leyes de Conservacion

Se considerara un caso simple con el propdsito de ilustrar cémo las leyes de conservaciéon surgen
a partir de principios fisicos. Consideremos el caso de un gas o un liquido que fluye a través
de un tubo unidimensional con una velocidad conocida u(x, t). Tipicamente, en los problemas
de dinamica de fluidos, se espera encontrar esta velocidad u como parte de la solucion, sin
embargo, en este momento se toma por conocida. En este ejemplo solo se busca modelar la
densidad de un cierto quimico en el fluido; sea ¢ (x, t) la densidad de este elemento quimico,
siendo esta la funcion a determinar.

Esta densidad, dado que se esta trabajando en un problema unidimensional, tiene unida-
des de masa por unidad de longitud, y puede obtenerse multiplicando la funcién de densidad

tridimensional por el drea de la seccién transversal del tubo. Asi, la ecuaciéon
X2
J ¢(x,t) dx (3.39)
X1

representa la masa total del quimico en la seccién del tubo que va de x; a x, al tiempo t.

Consideremos una seccion del tubo comprendida en x; < x < x, y la manera en que la integral

38Ver Thomas (1998), seccién 5.8.
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anterior cambia con el tiempo. Suponiendo que la sustancia no se crea ni se destruye dentro de
esta seccidn, entonces la masa total en dicha seccién puede cambiar tinicamente por el flujo de
particulas a través de los extremos de esta seccion, ubicados en x; y x,. Sea F;(t) la velocidad
con la que el quimico fluye a través de los extremos x;, con i = 1,2. Dado que la masa total en

la seccién que estamos considerando sélo cambia por los flujos en los extremos, entonces
d [
EJ ¢ (x,t) dx = F,(t) —Fy(t) (3.40)
X1

La ecuacién 3.40 es la forma integral de una ley de conservacion. Es necesario determinar
cémo las funciones de flujo F;(t) se relacionan con ¢ (x,t), para poder obtener una ecuacién
que pueda resolverse para q. En el caso del fluido considerado en este ejemplo, el flujo f en
cualquier punto x al tiempo t esta dado simplemente por el producto de la densidad ¢ (x,t) y

la velocidad u(x, t) del mismo

flx,t)=ul(x,t) ¢(x,t) (3.41)

El flujo mide la velocidad a la cual la sustancia pasa a través del extremo de la seccién del
tubo estudiada. Dado que se tiene a u(x,t) como una funcién conocida, entonces es posible

escribir la funcién del flujo f como

flp,x,t)=ul(x,t) ¢(x,t) (3.42)

En particular, si se supone que la velocidad es independiente de x y de ¢, de tal forma que

u(x, t) = u sea una constante, entonces se puede escribir

f(@)=ug¢ (3.43)

En este caso, el flujo en cualquier punto y a cualquier tiempo se puede determinar directamente
con el valor de la cantidad conservada en ese punto, y no depende de la posicién del punto en
el espacio-tiempo. En este caso, la ecuacion se conoce como auténoma.

Para un flujo auténomo f(¢) que depende tinicamente del valor de ¢, la ley de conserva-

cién 3.40 se puede reescribir como
. f B, 6) dx = F($0r1, )= F(9(x, ) == f(SLx, N (3:44)

y dado que ya se conoce la forma de f, se tiene entonces una ecuacion para ¢. Esta ecuacion

debe valer para cualquier intervalo [ x1, x5 ] para valores arbitrarios de x; y x,. Transformamos
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esta ecuacion de manera que obtengamos una ecuacién diferencial parcial, para esto, se supone
que las funciones ¢ (x, t) y f(¢) son suficientemente suaves. Tomando en cuenta esto ultimo,
la dltima ecuacién se puede escribir como

d (™ 9

— ¢(x,t) dx =— —f(¢(x,t)) dx (3.45)

de ), dx

1 X1

y reordenando

le[%¢(x,t)+:—xf(¢(x, t))] dx=0 (3.46)

Dado que esta integral debe ser cero para todos los valores de x; y x5, se sigue que el integrando

debe ser idénticamente cero, lo que da finalmente la ecuacion diferencial

0 0
¢+ ——f(¢(x, 1)) =0 (3.47)
ot dx

A esta ecuacion se le conoce como la forma diferencial de las leyes de conservacion.

La anterior ecuacién vale para una dimensién. En el caso multidimensional, se debe consi-
derar un dominio espacial arbitrario £ sobre el cual se asume que ¢ se conserva, por lo que la
integral de ¢ sobre 2 varia tinicamente debido al flujo que pasa a través de la frontera de Q, a

esta tltima la denotamos 9. Asi, se tiene lo siguiente

d
af J ¢(x,y,t) dx dy = Flujo neto que pasa por 92 (3.48)
Q
El flujo neto se determina integrando el flujo de ¢ normal a 9 alrededor de la frontera.

Sea f(¢) el flujo de ¢ en la direccién x. Esto quiere decir que el flujo total a través del
intervalo que va de (xg, yo) a (xg, Yo+ Ay) en el tiempo At es (At Ay f(¢p(xp,Yo))) para At

y Ay suficientemente pequefias®’.

Andlogamente, sea g(¢) el flujo en la direccién y, y sea f(d)) =(f(¢), 2(¢)) el vector de
flujo. Sea 7i(s) = (n*(s),n” (s)) un vector unitario normal que apunta hacia afuera de 9Q en el
punto (x(s), y(s)) contenido en 9, siendo s la longitud de arco que parametriza d2. De esta

forma, el flujo en ¥ = (x(s), y(s)) en la direccién ri(s) es

fi(s) - f (@ (x(5), ¥ (s), 1)) = n*(s)f (¢) + " (s)g () (3.49)

39Ver LeVeque (2002).
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Asi, la ecuacién 3.48 se convierte

iff ¢(x,y,t) dx dyz—f ﬁ-f((,i)) ds (3.50)
dt J Jgq o0

Suponiendo que ¢ es suave, es posible usar el Teorema de la Divergencia para escribir esta

ultima ecuaciéon como

EJJ ¢(x,y,t)dxdy=—JJ V- f(¢) dx dy (3.51)
dt 0 Q
de donde se obtiene finalmente
JJ [i¢+v-f(¢)] dxdy=0 (3.52)
qlot

y dado que esto se debe cumplir para cualquier regién €, el integrando debe ser cero, por lo
que se obtiene una ley de conservacion en forma diferencial. El argumento se realiz6 para el
caso bidimensional pero se puede extender al caso de n dimensiones de manera inmediata.

En particular, en dos dimensiones una ley de conservacién toma la forma

0 0
X y

Se puede observar que la ecuacién (3.13) puede verse como una ley de conservacion si se

a
cumple que f(¢) = v, ¢, g(¢) = v, ¢ y ademds a;;" = aL};v = 0. Bajo estas condiciones, la

ecuacion de adveccion 2-dimensional se reescribe

0, + 0, (V) +3, (v, ¢)=0 (3.54)
3.2.1. Métodos Conservativos

Cuando se busca resolver leyes de conservacién no lineales por métodos numéricos se pueden

encontrar problemas que no surgen en el caso lineal, uno de dichos problemas es que el mé-

140

todo puede converger a una funcién que no es una solucién débil™ de la ecuacion diferencial

original. Un requerimiento que garantiza evitar este problema es que el método numérico esté

escrito en forma conservativa, es decir, que tenga la siguiente forma

At
n+l _ 4n__ n . n _ n n n
¢j o qu Ax [9( j=p’ ¢J—p+1’ sees j+q) 9( J=p=1 ¥j—p>"> j+q—1)] (3.55)

40La formulacién débil de una ecuacién diferencial es aquella en la que no aparecen derivadas de la solucién.
De esta manera, una solucién débil es aquella que satisface la formulacién débil. En otras palabras, esta solucion
requiere menos condiciones de suavidad para cumplir con la ecuacién diferencial original. Ver LeVeque (1992),
capitulos 3y 12.
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para alguna funcién & de p + q + 1 argumentos. A la funciéon & se le conoce como la funcion
de flujo numérico. En el caso mas simple, p = 0 y ¢ = 1 de manera que % es solo funcién de

dos variables, por lo que la ecuacién (3.55) se vuelve
¢n+1_¢n_£|:g( n n )_g{-( n d)n)] (356)
i T % T A i>®in -1 Pj .

La funcién de flujo numérico & (¢ i»® j+1) representa un flujo promedio que pasa a través

de x;,1/; en el intervalo de tiempo [t,, t,.1] representado como

tnt1

Z (¢j’ ¢j+1) ~ Ait f (‘.5 (Xj+1/2: t)) dt (3.57)

donde ¢(x, t) denota la solucién débil de la ecuacién diferencial, y f(¢) denota una funcién
adecuada de dicha solucién. La forma de derivar métodos numéricos en su forma conservativa
es encontrar las aproximaciones en diferencias finitas de la forma estandar vista anteriormente,

pero partiendo de la forma conservativa de la EDP que se esté estudiando™.

3.3. Meétodos de Alta Resolucion

Cuando se quiere resolver un problema via un método numérico asumiendo que las soluciones
son suaves, se pueden esperar complicaciones debidas principalmente a que, cerca de discon-
tinuidades, la EDP no se cumple. Esto ocasiona, en el caso de métodos de primer orden, que la
solucidon numérica se “suavice” cerca de discontinuidades (a este comportamiento se le conoce
como "viscosidad numérica”). En cambio, para los métodos de segundo orden, se logra eliminar
dicha viscosidad numérica, pero se introducen efectos dispersivos que dan lugar a oscilaciones
muy grandes en la solucién numérica®?. Para resolver este tipo de inconvenientes, se recurre a

los métodos de “alta resolucidn”, los cuales tienen las siguientes propiedades:

» En su parte espacial tienen una precision de orden dos o mayor alrededor de partes suaves

de la solucién.
= Las soluciones no presentan oscilaciones espurias.

= Se obtiene una gran precisién alrededor de choques o discontinuidades.

“IVer LeVeque (1992, pag. 124-125).
“2En la seccién 3.6 se trata un caso en el que se pueden ver estos efectos graficamente.
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Para resolver la ecuacion de Vlasov, lo que se busca es encontrar la forma en la que evolu-
ciona la funcién de distribucidn, la cual es siempre positiva. Debido a esto tltimo, se requiere
que el método utilizado preserve la monotonia de los datos iniciales durante la evolucidn, es
decir, evitando oscilaciones espurias, y por ello recurrimos a los métodos de alta resolucion. Sin
embargo, Godunov demostré que un método lineal y que preserve la monotonia es a lo mas de

. 43 . 7 . .« o7
primer orden™, por lo que se deben construir métodos no lineales para obtener una precisiéon
de segundo orden y que preserve la monotonia de la soluciéon. Algunos de los métodos que

poseen estas caracteristicas se conocen como limitadores de flujo.

3.3.1. Limitadores de Flujo

La idea basica de este tipo de métodos es utilizar un flujo de orden alto &;; en regiones suaves y
uno de orden bajo &; que preserve la monotonicidad de la funcién cerca de una discontinuidad.

Escribimos el flujo total & de la siguiente manera

donde a ¥ se le conoce como el limitador, que debe tender a uno si la regién de la solucién es
suave y debe tender a cero si esta cerca de una discontinuidad. Para medir la “suavidad” de la
solucion se puede analizar el radio entre gradientes consecutivos; denotando ¢; como la parte

puramente espacial de un punto de la malla computacional, vemos a este radio como

¢j—Pj
[ P (3.59)
! ¢j+1_¢j

Se toma entonces a W; como una funcién de 6;, de manera que

Existen varias posibilidades para elegir estos limitadores dados en la literatura, y en este trabajo

se analizan las siguientes

= Minmod

¥ (6) =max[0,min(1,0)] (3.61)

= Superbee

¥ (0) =max[0,min(1,260),min(6,2)] (3.62)

“Para una demostracién de este teorema ver LeVeque (1992), pp. 174-175.
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= Monotonized Central

\I/(Q)=max[0,min(26,%(1+0),2):| (3.63)

Los limitadores son iguales a cero cuando se encuentran en un extremo local, lo que significa
que los métodos se reducen a primer orden en esos lugares. Los limitadores son construidos de
manera que la variacion total de la solucién numérica nunca aumente. Esta variacion se define

como

TV($) = Y 1¢m— Pl (3.64)

Los métodos que satisfacen esta propiedad se dice que disminuyen la variacion total y se cono-
cen por su traduccién al inglés como TVD (Total Variation Diminishing). Por definicién, estos
métodos no generan oscilaciones espurias, ya que de otra forma incrementarian la variacién

total.

3.4. Meétodo de Lineas

El método de lineas se basa en separar la discretizacién espacial de la discretizacion temporal,
lo que nos permite utilizar cualquier método para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
para ambas partes, por lo que se puede elegir el orden de convergencia de dichas partes de ma-
nera que no dependan una de otra. Para esto, se procede primero discretizando las dimensiones
espaciales dejando la parte temporal continua. Se comienza escribiendo la ecuacién diferencial
parcial como

o, =S(¢) (3.65)

siendo S un operador diferencial en el espacio. Usando un método en diferencias finitas, obte-
nemos un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

d¢
— =S¢ (3.66)
dt
donde ¢ es un vector que denota los valores de la funcién ¢ en los puntos espaciales de la
malla, y S es una matriz que acopla los diferentes puntos en la malla.
Para ilustrar este método, se retoma el ejemplo de la ecuacién de adveccién, donde se
discretiza la parte espacial usando derivadas centradas

do,, _ u
FN (Pm+1— Pm—1) (3.67)
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Una aproximacion a primer orden en At da el método de Euler mencionado anteriormente

dop
Fri S(¢) (3.68)
eI =@ + At S(¢™) (3.69)

método que ya se demostrd en la seccién 3.1.1, es incondicionalmente inestable.
Un mejor método es el conocido como Runge-Kutta de orden 4, que consiste en calcular

recursivamente las cantidades

ki =S(¢")
ks =S(¢" +ky At/2)

k,=S(¢" +ks At)

y luego tomar

P ="+ %(k1 +2ky + 2kg + kyg) (3.70)

Este método da una precision de cuarto orden en el tiempo y es estable mientras se satisfaga

la condicion CFL, es este método el que se utiliza en este trabajo.

3.5. Analisis de convergencia y estabilidad

En todo problema numérico es necesario conocer si los cdlculos realizados por la computado-
ra se asemejan a la solucion correcta. Para esto lo que se debe hacer es cuantificar el error
de la aproximacién numérica mediante una prueba de convergencia, que nos permite conocer
cuantitativamente el comportamiento del error.

En principio, se supone que la solucién a una aproximacion estable en diferencias finitas
puede interpretarse como una funcién continua que se puede expandir en series de potencias

del parametro de discretizacién A de la siguiente forma
up (6,x) =u(t,x)+ Aeq (t,x) + Aey (t,x) +... (3.71)

siendo u (t, x) la solucién original de la ecuacion diferencial y e; (t, x) el error a orden i de A.

Una aproximacioén es de orden n sie; (t,x) =0, Vi <n.
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Suponiendo que se conoce la solucién exacta del problema que se esté estudiando, para
probar la convergencia de la aproximacién en diferencias finitas se realiza un célculo a dos
diferentes resoluciones A; y A,, con r = A;/A, > 1, y se obtiene el error en la solucién en
cada caso

En, =U—Up,, Ep, =U—Up, (3.72)

Posteriormente se obtiene la norma L? (3.20) para cada error, y se calcula el radio de ambas
normas

c(t) = M (3.73)

lea.l

A este radio se le conoce como el factor de convergencia. Si se tiene una aproximacién en dife-
rencias finitas de orden n, en el limite continuo debe suceder
. A\
limc(t)=(=2) =" (3.74)
A—0 Az
De esta forma, si sucede que c(t) se acerca al valor esperado (tipicamente se toma r = 2) se

dice que se estd en el régimen de convergencia.

Sin embargo, lo anterior funciona tnicamente cuando se conoce la solucién exacta del
problema. Para los casos en los que no sucede esto (que son la mayoria) lo que se espera es
probar que la solucién numérica converja a alguna funcién continua. Para esto se requieren al
menos tres diferentes resoluciones A; > A, > Ag, se calculan los errores relativos entre las

diferentes resoluciones, y se define el factor de convergencia como

Jua, —ua, |

”qu_uAsH

o(t) = (3.75)

Nuevamente, en el limite continuo, se espera que el factor de convergencia se comporte como

A — AT
lim c(t)= ——2 (3.76)
A—0 AD— Ag
y tomando A; /A, = A,/A; =r, entonces
iiirbc(t) =r" (3.77)

Debido a que se calculan normas de los errores, el analisis de convergencia es global. Para
realizar un andlisis local, se puede graficar los errores relativos uy, —ua, ¥ Ua, — Un, COMO

funciones de la posicién para poder compararlas cualitativamente. Como debe suceder que
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para un esquema de diferencias finitas de orden n estos errores sean proporcionales a e, (t, x),
se espera que si los errores relativos se reescalan apropiadamente, si se multiplica a us, —ua,
por r", la gréfica deberfa de coincidir de manera aproximada con up, —u,, 44,

Como ya se menciond en la seccidn 2.4, el andlisis de estabilidad se realizé con el teorema

del Virial haciendo una aproximaciéon Newtoniana.

3.6. Métodos para la Ecuacion de Adveccion

Para probar los métodos empleados, se utiliz6 la siguiente solucién conocida a la ecuacion de
adveccion bidimensional dada una condicién inicial y ciertas velocidades: Sea un espacio de dos
dimensiones espaciales x y y, constantes dadas m, a,, a,, y campos de velocidades definidos

como
uy(x) = m(x +ay), uy(y) =—m(y +a,)
para los cuales, la ecuacion de adveccion bidimensional toma la forma siguiente
Of +uy O.f +u, 0,f =0, f +8x(ux f) +8y(uy f) =0 (3.78)

donde se usé que los términos que incluyen las derivadas de los campos de velocidades se

cancelan entre si, por lo que generan un esquema conservativo, es decir
Oy +9yu, =m+(—m)=0 (3.79)
La anterior ecuacién diferencial tiene la siguiente solucién exacta*

flt,x,y)= e—kx[(x-!-ax)E"”t—xo—ax:|ze—kyI:(y-i-ay)e’”t—yo—a},:|2 (3.80)

A continuacién se resumen los métodos utilizados en este trabajo para analizar la ecuacién
de Vlasov que, como ya se menciond, es un caso especial de la ecuaciéon de adveccion. Para
obtener las graficas mostradas en las figuras 3.2-3.7, se utilizé el problema descrito arriba,

mismo que permite dar una idea general de los resultados numéricos que se pueden esperar.

“Ver Alcubierre (2008), pp. 353-355.

45Solucién obtenida usando un caso particular de la ecuacién de adveccién en dos dimensiones sugerido en Schu-
llen (1992), con una ligera modificacién para generar una ecuacién conservativa. Este articulo estudia diferentes
tipos de esquemas en diferencias finitas cambiando el factor de Courant, y el autor concluye que dichos esque-
mas generan resultados pobres adn siendo estables, sin embargo, ninguno de los métodos estudiados son de alta
resolucién como en el presente trabajo.
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Se escribe la ecuacion de adveccién en una dimension
3¢ +v3,.¢ =0 (3.81)

donde ¢ es la solucién de la ecuacién y representa una onda, y v es la velocidad con la que
se propaga dicha onda. Los métodos que se describiran aqui mediante sus FDF son féciles de

extender al caso en dos dimensiones.
= Upwind de primer orden

Pl =" —vp (ph — " ), v>0 (3.82)

It =gl —vp (Ppr,, —on), v <0 (3.83)

Este método es estable mientras se cumpla la condicién CFL y es de primer orden tanto

en espacio como en tiempo. Ver figura 3.2.

= Upwind de segundo orden

v
A :¢;_§p(3¢;—4¢;_1+¢;_2), v>0 (3.84)
n n v n n

¢m+1 = qu - Ep (_¢m+1 + 4'qu+1 ¢m)’ v<0 (3’85)

Ver figura 3.3.

» Lax-Wendroff

v? P

¢n+1 ¢n Y ( rr:1+1 - rr:l—l) (¢m+1 - 2¢r’:1 + 4’;1—1) (3.86)

Este método es estable mientras se cumpla la condicién CFL y es de segundo orden tanto

en espacio como en tiempo. Ver figura 3.4.
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» Limitadores de flujo

En este caso, y recordando la ecuacién (3.58), se tomé al método de Lax-Wendroff como

Fy y a Upwind de primer orden como F;, con lo que se obtiene que los limitadores toman

la forma

1—vp
A L S LM GO

1—vp
Bt = 90— 0p {$a =9+ T [ (B0

¢;’;1) -V (‘i’; - ¢,r,11_1)]

¢n) =Wy (0 — 0 )]

|
|

, v>0
(3.87)
, v<0

(3.88)

con¥; = W (0;) una las funciones dadas en la seccion 3.3.1,y 6; = (¢; — pi—1) / (Piy1 — ¢i)-

Ver figuras 3.5 - 3.7.
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Figura 3.2: Upwind de primer orden. En a) se muestra el perfil de densidad, con el eje x reescalado de manera
que se pueda ver la variacion entre la solucién analitica (en rojo) y la solucién numérica (en azul) considerando
que el perfil deberia mantenerse igual a la condicién inicial ya que la ecuacién de adveccién no cambia la forma
de la funcién, en b) se muestra el niimero de particulas, que debe mantenerse constante para que el método sea
util para el presente estudio, y en c) se muestra f en curvas de nivel, de manera que se pueda ver cémo cambia la
forma de la funcién inicial en el espacio-fase al evolucionar, la solucién analitica es la linea continua mientras que

la numérica es la linea punteada.
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Figura 3.3: Upwind de segundo orden. En a) se muestra el perfil de densidad, con el eje x reescalado de manera
que se pueda ver la variacion entre la solucién analitica (en rojo) y la solucién numérica (en azul) considerando
que el perfil deberia mantenerse igual a la condicién inicial ya que la ecuacién de adveccién no cambia la forma
de la funcién, en b) se muestra el nimero de particulas, que debe mantenerse constante para que el método sea
util para el presente estudio, y en c) se muestra f en curvas de nivel, de manera que se pueda ver cémo cambia la
forma de la funcién inicial en el espacio-fase al evolucionar, la solucién analitica es la linea continua mientras que
la numérica es la linea punteada.
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Figura 3.4: Lax-Wendroff. En a) se muestra el perfil de densidad, con el eje x reescalado de manera que se pueda ver
la variacién entre la solucién analitica (en rojo) y la solucién numérica (en azul) considerando que el perfil deberia
mantenerse igual a la condicién inicial ya que la ecuacién de adveccidén no cambia la forma de la funcién, en b)
se muestra el niimero de particulas, que debe mantenerse constante para que el método sea ttil para el presente
estudio, y en ¢) se muestra f en curvas de nivel, de manera que se pueda ver cdmo cambia la forma de la funcién
inicial en el espacio-fase al evolucionar, la solucién analitica es la linea continua mientras que la numérica es la
linea punteada.
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Figura 3.5: Limitador Minmod. En a) se muestra el perfil de densidad, con el eje x reescalado de manera que se
pueda ver la variacion entre la solucién analitica (en rojo) y la solucién numérica (en azul) considerando que el
perfil deberia mantenerse igual a la condicién inicial ya que la ecuacién de adveccién no cambia la forma de la
funcién, en b) se muestra el niimero de particulas, que debe mantenerse constante para que el método sea ttil para
el presente estudio, y en ¢) se muestra f en curvas de nivel, de manera que se pueda ver cdmo cambia la forma de la
funcidn inicial en el espacio-fase al evolucionar, la solucién analitica es la linea continua mientras que la numérica
es la linea punteada.
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Figura 3.6: Limitador Superbee. En a) se muestra el perfil de densidad, con el eje x reescalado de manera que se
pueda ver la variacion entre la solucién analitica (en rojo) y la solucién numérica (en azul) considerando que el
perfil deberia mantenerse igual a la condicién inicial ya que la ecuacién de adveccién no cambia la forma de la
funcidn, en b) se muestra el niimero de particulas, que debe mantenerse constante para que el método sea ttil para
el presente estudio, y en ¢) se muestra f en curvas de nivel, de manera que se pueda ver cdmo cambia la forma de la
funcidn inicial en el espacio-fase al evolucionar, la solucién analitica es la linea continua mientras que la numérica
es la linea punteada.
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Figura 3.7: Limitador Monotonized Central. En a) se muestra el perfil de densidad, con el eje x reescalado de mane-
ra que se pueda ver la variacion entre la solucién analitica (en rojo) y la solucion numeérica (en azul) considerando
que el perfil deberia mantenerse igual a la condicién inicial ya que la ecuacién de adveccién no cambia la forma
de la funcién, en b) se muestra el nimero de particulas, que debe mantenerse constante para que el método sea
util para el presente estudio, y en c) se muestra f en curvas de nivel, de manera que se pueda ver cémo cambia la
forma de la funcién inicial en el espacio-fase al evolucionar, la solucién analitica es la linea continua mientras que
la numérica es la linea punteada.
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Se observa que, de acuerdo con la teoria, los métodos a primer orden generan efectos disi-
pativos en la funcién de distribucién, como se puede ver en la figura 3.2, mientras que aquellos
que son a segundo orden tienden a introducir oscilaciones espurias, como se puede ver en las
figuras 3.3 y 3.4. Ademas, ninguno de estos preserva bien la forma de la funcién de distribucién
vista desde el espacio-fase, ain cuando pareciera que el perfil de densidad no cambia drastica-
mente. En el caso de los limitadores, debido a la dependencia en las coordenadas que tienen
los campos de velocidades, el perfil de densidad no se preserva exactamente pero si es una
buena aproximacion, siendo que ademds, vista desde el espacio-fase, la forma de la funciéon
de distribucién no presenta cambios tan alejados a la solucién analitica como en el caso de los
métodos a primer y segundo orden.

A partir del analisis anterior, se concluye que de las tres opciones de limitadores ¥ que se
estudiaron, el conocido como “Monotonized Central” preserva moderadamente bien tanto el
perfil de densidad de la funcién de distribucién, como también su forma general vista en el
espacio-fase. Preserva también el numero de particulas, por lo que es este limitador el que se

utiliza para el estudio numérico®.

3.7. Integracion Numérica: Regla de Simpson Compuesta

Para obtener las cantidades fisicas del sistema que se estd estudiando, se deben de obtener
un conjunto de cuadraturas que dependen de la funcién de distribucién en una y dos dimen-
siones. Para esto, se utiliza la regla de Simpson compuesta®’, que consiste en aproximar cada

subintervalo de la funcién a integrar f (x) mediante polinomios de segundo grado.

3.7.1. Una dimension

Bésicamente, la integral en una sola dimensién de una cierta funcién f(x) se aproxima

como
b h n/2—1 n/2
L f @) dm o | f (o) +2 ; f(ij)+4jZ:1:f(xzj—1)+f(Xn) +o(h'}  (3.89)

donde el intervalo de integracién [a, b] se divide en n subintervalos (siendo n un niimero par)

[xi_l,xi]iz;nl de ancho h = %, donde x; = a +ih.

“6Este es el limitador que se utilizé en un estudio previo en el que se trata meramente el caso Newtoniano de la
ecuacion de Vlasov, estudio que puede consultarse en Jiménez (2016).
47Ver Kendall E. Atkinson (1989).
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3.7.2. Dos dimensiones

Para una integraciéon numérica en dos dimensiones, basta con hacer una generalizacion de la

regla de Simpson compuesta dada en la seccién anterior. Se considera una funcién f(x,y)

sobre un rectangulo R = {(x,y):a < x < b,c < y < d}. Elintervalo [a, b] esta dividido en 2m

subintervalos [xl-_l,xi]iz;’ll de ancho h = bz;ma, donde x; = x( + ih. Andlogamente, el intervalo
2n

[c,d] se divide en 2n subintervalos [yj_l,_yj]j:l de ancho k = %, donde y; = yo + jk. La

integral en dos dimensiones se aproxima como
b rd 1
J J flx,y)dx dy ~ §hk[f(a,0)+f(a,d)+f(b,C)+f(b,d)

n n—1 n n—1
+4> fla,yis)+2) f(@y)+4 ) f(byi)+2 ) f(b,y))

j=1 j=1 j=1 j=1
m m—1 m m—1

T4 fin)+2 ) flx )4 flxi,d)+2 ) f(xi,d)
i=1 i=1 i=1 i=1

+ 16§(§f(xi_1,yj_l)) +8 "_j ( ml f(Xi—pJ’j))

n m—1 n—1j:m—1i:
+8 ( f(xi,yj_l))+4Z(Zf(xi,yj)))]+0(h4)+ﬁ(k4)

j=1 ~i=1 j=1 ~i=1



Capitulo 4

Simulaciones Numeéricas de la ecuaciéon de Vlasov en la
solucién de Schwarzshild

En este capitulo se escriben explicitamente las ecuaciones a resolver numéricamente. Compa-
rando la ecuacion (3.53) con (2.29a), se puede ver que la ecuacion de Vlasov esta escrita como

una ley de conservacion, donde las cantidades conservadas son

d i

X
=f,— 1
T = 1 4.1
dp;
=f, — 2
7, =f., 4.2)

siendo estos los flujos en la direccién x' y p;, respectivamente. De esta manera, es posible
utilizar los métodos limitadores de flujo vistos en el capitulo 3 para encontrar la evolucién de
la funcién de distribucién bajo una cierta métrica de fondo, en este caso, se utilizara la métrica
de Schwarzschild en coordenadas usuales asi como también en coordenadas de Kerr-Schild.
En el trabajo original de Schwarzschild, la coordenada radial posee una singularidad fisica
en el origen y una singularidad debida a las coordenadas utilizadas en el horizonte de eventos,
por lo tanto, en realidad no se estudia al agujero negro, solamente la vecindad de dicho hori-
zonte. Con el objetivo principal de entender la singularidad en las coordenadas que se da en el
horizonte de eventos, la métrica de Schwarzschild se ha escrito en otros sistemas de coordena-
das que a distancias radiales grandes son iguales. Uno de estos sistemas de coordenadas es el

de Kerr-Schild, cuyos términos de la métrica no se indeterminan en el horizonte.

61
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4.1. Estudio numérico y descripcion del codigo

Como ya se ha mencionado, se utilizé el haz cotangente como espacio fase, por lo que el estudio
se realizara en una malla con espaciamiento constante dr en el eje r y dp en el eje p, cuyo
dominio estard dado por { (7, ;)| "min <7 < Tmax> Pmin < P < Pmax}> d€ manera que existen N,
puntos de la malla en r y N,, en p, dados por

. Tmax — "min . Pmax — Pmin

Se utilizaron condiciones de frontera radiativas para la evolucién numérica, escritas de la

siguiente forma

of +v,0,.f =0 Frontera x = X, con v, >0
f=0 Frontera x = x;, con v, >0
f=0 Frontera x = x,, con v, <0
Oif +v,0,.f =0 Frontera x = x;, con v, <0

Estas condiciones se implementan tanto para la malla en r como para la malla en p (substi-
tuyendo x = r y x = p en las ecuaciones anteriores), y donde v, estaria dada, en el primer
caso, por v, = dr/dt, y en el segundo caso, por dp/dt. Fisicamente, estas condiciones quieren
decir que las particulas representadas por la funcién de distribuciéon pueden dejar el dominio
numeérico si asi lo describe su dinamica (procurando una minima reflexién), mas no es posible

que se introduzca nueva informacién desde el exterior del dominio.

En las coordenadas de Schwarzschild, dada la singularidad (debida a las coordenadas) de
los componentes de la métrica en el horizonte de eventos r = 2M, se tomo rp;, = 2M +dr /2.
Esto habla de que no es posible estudiar la dindmica mds alld del horizonte de eventos. Para
las coordenadas de Kerr-Schild, al remover dicha singularidad con un cambio de coordenadas,
queda solo aquella en r = 0, por lo que, para evitarla, y dado que principalmente se busca
estudiar los efectos fisicos fuera del agujero negro, se realiza una “excisién” de este tltimo*®,
que en este caso no fue mas que remover dicha singularidad del dominio computacional, dado

que el interior del agujero negro no deberia afectar el exterior. Para lograr esto, simplemente

se tomo rp,;, = M /4. El cddigo se realizo en el lenguaje de programacién Fortran 90 GNU.

“8Ver Alcubierre (2008), seccién 6.5.
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4.1.1. Funcion de distribucion

Para evolucionar el cddigo se utilizé una suma de funciones de distribucién gaussianas como

dato inicial, la cual tiene la siguiente forma

—+)2 _ 2
f(tZO,r,pr:L):K exp —(r rC) _(p prc)

)
2 2
r+r +
+exp _ ZC) _@ 5”) 6(L—L.) (4.3)
o o
r Py
donde K = mlr\i OUP , con Ny el numero de particulas, o, y 0, son cantidades arbitrarias que de-

terminan la anchura de las funciones, y r., p,. v L. determinan donde estaran centradas. Se
tomo la suma de dos gaussianas con el objetivo de que la integral pueda realizarse analitica-
mente para obtener que es igual a Ny, el numero de particulas iniciales. Escoger esta condi-
cién también es necesario en el caso Newtoniano para que se cumpla la condicién de frontera
f(—=r,—p) = f(r,p), por lo que se toma de la misma forma en este trabajo para una mejor
comparacion, entendiéndose que esto no influye el resultado del estudio ya que las gaussianas
no se afectan mutuamente en este caso (ya que la métrica es estdtica, sin embargo, esto debera
influir en el caso en que no lo sea).

Ademads de lo anterior, se escogio esta forma para la funcién de distribuciéon debido a su
sencillez, y inicamente para probar que lo obtenido con el método numérico implementado
en este estudio sea coherente con la teorfa y con resultados previos, sin embargo, existen otros
tipos de funcién de distribucion que se utilizan para modelar otros objetos, por ejemplo, cu-
mulos de estrellas relativistas en equilibrio, representados por la funcién de distribucion de
Maxwell-Boltzmann*.

Usando la funcién de distribucién dada por (4.3), se observa que las ecuaciones (2.66) y

(2.67) toman la forma®°

42 L2
(Kior) = Tf L, (Pf + r_z)f dr dp, 4.4)

(rF) = —8n? J L.r 8,® f dr dp, (4.5)

“Ver Baumgarte y Shapiro (2010), seccién 8.2.
S0En este apartado se utiliza la propiedad

f 8(w) 6(u—u,) du = g(uo)

—00
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donde ahora

_(r B rc)z _ (p_prc)2

2 2
(o) (o)
r Pr

N,
f(t = 0’ r,pr) :—O €xp
7'CO'rO'p

+exp (4.6)

2 2
(o) o
r br
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4.2. Coordenadas de Schwarzschild

Es comun utilizar coordenadas esféricas polares estandar (t, r, 8, ¢) para escribir la métrica de

Schwarzschild®!. El elemento de linea para esta métrica en coordenadas usuales es
2M 2M\7!
ds? = —(1 — —) de? + (1 — —) dr?+r?(d6? +sen® 6 d¢?) (4.7)
r r

donde se tiene que t es la coordenada temporal, r, 0 y ¢ son las coordenadas esféricas y M es
la masa caracteristica de la geometria de Schwarzschild. En estas coordenadas, las cantidades
3+1 son:

1 -1
a=(1—2—M) , A=(1—2—M) , B, =p" =0, B=¢y =1 (4.8)

r r

las cuales en general, dependen del tiempo, aunque en este caso se estudia tinicamente una
métrica de fondo que no evoluciona en el tiempo.

Dado que la métrica de Schwarzschild es independiente de t y ¢, deben existir vectores
de Killing k" en estas direcciones tales que sea posible encontrar cantidades conservadas. De-
finiendo p* = dx*/dA (con A = 7/m, siendo m la masa en reposo de una particula) un vector
tangente al camino x* (7) de una particula en el espacio tiempo, se puede demostrar que k”p,,

es una cantidad conservada®?. Considerando la direccién temporal dada por x* = (1,0,0,0),

se tiene
guvKMpv = g k'p' =g, p" =—E = const (4.9)
2MY dt
>—(1—-—|—=—E 4.10
( r )dk ( )

se observa que p, = g,,p"” = g.p" y por lo tanto p, = —E, siendo E la energia de una particula.
Analogamente, para la simetria en direccién de ¢, se tiene x = (0,0,0, 1), y usando p® =

d¢ /dA se tiene

guvk!'p” = g¢¢;<¢p¢ = g¢¢p¢ = L = const (4.11)
d
= rzd—"; =1 (4.12)

nuevamente, py, = §¢vP’ = 4o p?, y por lo tanto pgy = L, siendo L el momento angular de

una particula relativo a un observador en el infinito.

51A estas se les conoce como coordenadas de Schwarzschild o usuales.
52Ver Raine y Thomas (2014), capitulo 2.
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Dado que el campo gravitacional es esféricamente simétrico, cualquier érbita de un objeto
en caida libre debe mantenerse en un plano, por lo que se toma § = 7/2 de manera que
senf = 1.

Usando la condicién de normalizacién g"”p,p, = —m?2, y substituyendo los coeficientes

métricos y las cantidades conservadas p, y pg, se obtiene

2M\ 2M L2
—(1——) E2+(1——)p§+—2=—m2 (4.13)
r r r
Dado que p; = g1;p' = (1—2M/r) ! (dr/dA), entonces®>
dar\® . L2 2MY -
(—r) :E—(l-l-—)(l——):EZ—Vz (4.14)
dr r2 r
Se deduce que el potencial efectivo V en Schwarzschild®* tiene la siguiente forma
) 2M L2
Vi) =(1-= |1+ (4.15)
r r
para el radio donde se dan 6rbitas circulares r., debe suceder que S—Hr =0 % = 0. La
¢ T

c
primera de estas condiciones implica £2 = V2, por lo que la energia debe de situarse en la

d

2
curva del potencial efectivo. La segunda implica d—Vr =0, por lo tanto
T,

c

C

de_ZM(l EZ) 2i2(1 2M

L%r .
2 c 2
_ - P - = r*———+3L“=0
dr r2 r2 r3 ) M

r

de donde se puede despejar . en términos de L (de manera que dado un momento angular,
podemos encontrar un radio para una drbita circular), o al contrario, L en términos de r, (para
que, dada una r, en la cual se quiera una 6rbita circular, podamos encontrar I, que permita esa

6rbita). Andlogamente, se puede obtener E, substituyendo L, en (4.14), con lo que se obtiene

L I? 1,|Z4 -

o Mr

L.(r)= T (4.17)
Ec(r)=(1—¥) 1—% (4.18)

En (4.16), la raiz mds pequefia es un maximo de V y es inestable, la raiz mas grande es estable

53En este punto se utiliza la notacién E = E/m y L = L/m para simplificar las expresiones.
S54Ver Schutz (1990), p. 284.
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mientras se cumpla L > +/12M. Si L < v/ 12M, se tiene que r, se vuelve un niimero complejo y
por lo tanto no existe un radio para 6rbitas circulares. En la figura 4.1a se muestra la gréfica de
este potencial para valores de L mayor, menor e igual a v'12M, y en la figura 4.1b se muestra la
grafica del potencial Newtoniano para valores arbitrarios de L. Se observa que para el potencial
de Schwarzschild, la pared de potencial depende de L, y existen puntos minimos y barrera de
potencial inicamente para L > +/12M, mientras que para el potencial Newtoniano la barrera

de potencial siempre va a infinito y siempre existe un punto critico minimo.

12 Potencial de Schwarzs 6 Potencial Newtoniano
4
oll °
2 2
13 T 2
&1.0 &
[E5] £S5
ZU 'c:d 0 .
@) (@}
c 0975 =
IR N 82 :
o Il o — [=1.20
A 0.8 H Ay —— [=0.80
. —4 —— [=0.50
[=0.40
y [=0.30
0.7 0 10 20 30 40 50 (?.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50
r r
(a) (b)

Figura 4.1: Potencial de Schwarzschild y Newtoniano para valores distintos de L.

4.2.1. Resultados numéricos

En la tabla 4.1 se muestran las cantidades utilizadas para realizar las simulaciones en coorde-
nadas de Schwarzschild. Para el andlisis de convergencia se tomd un espaciamiento At y se
hicieron tres simulaciones, con At, At/2y At/4. Los factores de Courant p, dr/dt y p, dp,./dt
siempre cumplen la condicidn (3.38), lo cual se comprob6 usando los maximos valores de dr /dt
y dp,/dt en toda la malla, sin embargo, sucede que aun cumpliendo con esta condicién, al-
gunos de los resultados para ciertos factores de Courant siguen siendo inestables. Esto tltimo
probablemente se deba a que la condicién de estabilidad se deduce suponiendo que la veloci-

dad en la ecuacién de adveccién es constante, por lo que es de esperarse que no se cumpla la
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misma condicién para velocidades dependientes (en este caso) de r y p.

Es importante destacar que, aun cuando fisicamente no tiene sentido tomar M =m =1 m,
matemadticamente el valor de M solamente afecta la “escala” del problema y la rapidez de la

evolucién®®

, mientras que el valor de m no afecta ninguna cantidad, ya que siempre es posible
dividir todo entre dicha m y las ecuaciones son iguales excepto que en lugar de trabajar con el
momento, se trabaja con la velocidad, basta con analizar las ecuaciones (2.37) en cada sistema
de coordenadas. Asimismo, la eleccién del numero de particulas N = 1 tampoco afecta al

estudio, ya que podemos ver que esta cantidad surge inicamente en la definicion de la funcion

de distribucién, por lo que se reduce a una constante de normalizacion.

Los momentos angulares utilizados en diferentes pruebas fueron I = 5.06 M > /12 M
y L = 0.86 M < +/12 M, escogidos de manera que cada simulacién no tomara un tiempo
excesivo para terminar (esto dltimo debido principalmente a la dependencia en L de dp,./dt,
lo que ocasiond que para cumplir la condicién CFL se debieran tomar tiempos muy pequeios.

En otras palabras, la fuerza centrifuga tienda a infinito cuando r — 0.).

Se puede observar que la evolucién de la funcién de distribucion en el espacio-fase muestra
un comportamiento distinto dependiendo de la magnitud del momento angular utilizado, que
concuerda con la forma del potencial en estas coordenadas, es decir, en el caso cuando el
momento angular es mayor a v 12 M (figura 4.2) y considerando una distribucién centrada
en r.(L) dada por (4.16), ninguna de las particulas cae mds alld del horizonte de eventos y
una buena parte de ellas orbita alrededor de r., aquellas que logran irse se debe a que tenfan
demasiada energia. Esto puede notarse también analizando el perfil de densidad mostrado en
la figura 4.3, donde vemos que a medida que pasa el tiempo, la mayor parte de las particulas
se quedan en una zona alrededor de r.. Cuando el momento angular es menor que v12 M
(figura 4.7), las particulas que conforman la funcién de distribucion se acercan al horizonte
de eventos, sin embargo no les es posible entrar debido a la singularidad en las coordenadas,
esto dltimo se puede ver mejor en la figura 4.8, donde sucede que en un principio la funcién
de distribucién se hace mas ancha y pierde amplitud, pero a medida que se acerca al horizonte

de eventos, su amplitud tiende a infinito.

SEn coordenadas de Schwarzschild se tiene & = (1—2¥) 1% y & = —4p°— %% + ré—zo De esto ultimo,
se observa que si se varia M, las velocidades en r y p, cambiaran, dando lugar a cambios a la velocidad de la
evolucion de la funcién de distribucién en el espacio-fase. Asimismo, variando M se puede extender el presente
analisis a sistemas que consideren masas mas pequefias o mas grandes, por ejemplo, cimulos de galaxias. De esta

forma, se cambiaria la escala del problema.
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Variables L At or Pp M m N T De S, 8

506 M | 0.0lm 0.11 047 1m 1m 1 2213m 0.84m 10m 0.3m
086M | 00lm 006 05 1m 1m 1 300m O00m 10m 0.3m

Valores

Tabla 4.1: Cantidades utilizadas para las simulaciones en coordenadas de Schwarzschild, con distintos momentos
angulares.

En las figuras 4.5 y 4.10 se muestra el numero de particulas en funcién del tiempo para el
caso con L > /12 M y L < +/12 M, respectivamente. En ellas se puede notar una pérdida de
particulas, sin embargo, en el primer caso esta pérdida se debe tinicamente a que la funcion
de distribucién comienza a salir del dominio computacional (llega un momento en que ya no
hay pérdida, que es el momento en que la funcién se queda orbitando). En el caso L < v/12 M
el limite interno del dominio computacional se tomé en 2.1 M para evitar problemas en el
horizonte al momento de la simulacidn, la pérdida de particulas se debe a que las particulas
comienzan a salir de este dominio, entrando a la zona mayor a 2 M pero menor a 2.1 M.

En las figuras 4.4 y 4.9 se muestra el andlisis de equilibrio a tiempos largos®® para I >
V12 My I < /12 M, respectivamente. Cuando el sistema llega a un estado estable, las gréficas
de % (rF(r)) y (K) deberian superponerse. En el primer caso si sucede, como ya se menciond,
llega un momento en que las particulas orbitan de manera estable y se quedan asi, sin embargo,
el tiempo que le toma llegar a un estado perfectamente estable es grande y requiere mucho
tiempo computacional. Para el caso L < +12 M no se llega a un estado estable, lo cual es
de esperarse debido a que la funcién de distribucién al evolucionar se acerca infinitamente
al horizonte de eventos, sin que ninguna particula entre, por lo que no se deberia llegar a la
estabilidad.

Por tltimo, se muestran los andlisis de convergencia para L > +/12 M (figura 4.6) y L <
V12 M (figura 4.11) para distintos tiempos en la evolucién. Se puede ver que, a medida que
se hace el espaciamiento mds pequeflo, las graficas convergen. Sin embargo, debido a que las
férmulas en diferencias finitas de la ecuacion de adveccién suponen velocidades constantes y el
orden de las férmulas se obtiene dando esto como hipdtesis, al tomar velocidades dependientes

de la posicién y el tiempo, disminuyen su orden de convergencia®’.

S6Recordar que este analisis se utilizé la aproximacién Newtoniana del Teorema del Virial
57Ver Thomas (1998) y Schullen (1992).
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Figura 4.2: Evolucién de la funcién de distribucién para L = 5.06 M (es decir, L > +/12 M) en distintos tiempos
en coordenadas de Schwarzschild. Se observa que las gréficas al tiempo 190 m y 200 m son practicamente iguales,
lo que habla de que se lleg6 a un estado estable. El color representa el valor de la funcién de distribucién en cada
punto.
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Perfil de densidad
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Figura 4.3: Evolucién del perfil de densidad de la funcién de distribucién con L = 5.06 M, en coordenadas de
Schwarzschild. En las gréficas se observa que una gran parte de las particulas se queda alrededor de r, = 22.13 m.

Andlisis de equilibrio a tiempos largos
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Figura 4.4: Anélisis de equilibrio a tiempos largos. En la grafica se muestra el promedio del virial % (rF(r)) ydela
energia cinética total (K) para L = 5.06 M, en coordenadas de Schwarzschild. En un estado estable, ambas gréficas
deberian superponerse, lo cual sucede en un tiempo determinado. Esto es de esperarse, después de que algunas
particulas salen del dominio computacional, las que quedan orbitan alrededor de r, y se mantienen ahi.
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Conservacion de particulas
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Figura 4.5: Evolucién del niimero de particulas para I = 5.06 M, en coordenadas de Schwarzschild. Al principio, la
grafica se mantiene constante, sin embargo, a un cierto tiempo algunas particulas salen del dominio computacional.
Posterioremente, el nimero de particulas vuelve a ser constante, en cuanto la funcién de distribucién comienza a
moverse cerca de la orbita circular estable y las particulas dejan de salir del dominio.
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Figura 4.6: Andlisis de convergencia a diferentes tiempos de la evolucién.
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Figura 4.7: Evolucién de la funcién de distribucién para L = 0.86 M (es decir, L < +/12 M) en distintos tiempos en
coordenadas de Schwarzschild. En todas las graficas se observa que la funcién no llega a la pared r = 2 M, por lo
que nunca penetra el horizonte de eventos, sin embargo, se acercan infinitamente a él. El color representa el valor
de la funcién de distribucién en cada punto.
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Perfil de densidad
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Figura 4.8: Evolucién del perfil de densidad de la funcién de distribucién con L = 0.86 M, en coordenadas de
Schwarzschild. En estas graficas se puede ver que en un principio, la funcién de distribucién se incrementa su
anchura y disminuye su amplitud. Después, se acerca al limite r = 2 M sin llegar a tocarlo, y su amplitud tiende a
infinito a medida que se acerca.

Andlisis de equilibrio a tiempos largos
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Figura 4.9: Andlisis de equilibrio a tiempos largos. En la grafica se muestra el promedio del virial % (rF(r)) ydela
energia cinética total (K) para L = 0.86 M, en coordenadas de Schwarzschild. En un estado estable, ambas graficas
deberian superponerse, lo cual no sucede nunca perfectamente. Sin embargo, la graficas no se separan tanto. Esto
es de esperarse, ya que las particulas no dejan de tender al limite r = 2 M, por lo que nunca sucedera que dos
gréficas sean totalmente iguales.



76 CAPITULO 4. SIMULACIONES NUMERICAS DE LA ECUACION DE VLASOV EN LA SOLUCION DE SCHWARZSHILD
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Figura 4.10: Evolucién del nimero de particulas para I = 0.86 M, en coordenadas de Schwarzschild. Al principio,
la grafica se mantiene constante. A un cierto tiempo algunas particulas comienzan a salir del dominio computacional
en la frontera interna r = 2.1M y no se detienen, por lo que nunca se llega realmente a un estado totalmente estable,
como ya se menciond.



SECCION 4.2. COORDENADAS DE SCHWARZSCHILD

77

Prueba de Convergencia t=35m

I fAl - fA!/z
— Afar2 — faua)

0.010

0.005

0.000

—0.005

-0.010

—-0.015

40 42 44 46 48
r

(a)

Prueba de Convergencia t =100 m

— fAt - fANZ
0.02 — Afav2 — fava)

0.00;

-0.02

—0.04

—0.06

39.75 40.00 40.25 40.50 40.75 41.00 41.25 41.50 41.75
r

(b)

Prueba de Convergencia t =250 m

— fae—Tae

0.04

— Afar2 — fava)

0.02

0.00

-0.02

—0.04

—0.06

—0.08

39.0 39.5 40.0 40.5 41.0
r

(c)

Figura 4.11: Analisis de convergencia a diferentes tiempos de la evolucién.
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4.3. Coordenadas de Kerr-Schild

La métrica en las coordenadas de Kerr-Schild toma su forma de realizar el siguiente cambio
a la coordenada temporal

f=t+zM1n‘L—1’ (4.19)
2M

de esta manera, el elemento de linea se convierte en

2M - M . 2M
ds? = _(1 - T) di® + 47 di dr + (1 + T) dr?+r? (d0? +sen®0d¢?)  (4.20)

El inverso de esta métrica se puede escribir como

2M 5  4M 2M 2 1 5 1 9
gaﬁaaaﬁ :—(1+T)8t +78t8r+(1—7)8r +§89 +ma¢ (4.21)

En estas coordenadas, se observa que las cantidades 341 son las siguientes

_1 2M

2M\ 2 2M 2M =
a=(1+—) , A=(1+—), B, =", p=—" B=y=1 (422
r r

r 1+27M’

Nuevamente, dado que la métrica no depende ni de t ni de ¢, existen vectores de Killing k"
tales que, definiendo p* = dx"/dA andlogo al caso en coordenadas de Schwarzschild, k*p,
es una cantidad conservada. Considerando la direccién temporal dada por ¥* = (1,0,0,0), se

tiene, para esta métrica

guvk"'P" = guK'p' + g K p" = gyupt = —(1 === |p'+=—p" =—E=p, = const (4.23)

Andlogamente, considerando la direccién en la coordenada ¢ se tiene k* = (0,0,0,1)

d
¢ = gpvp = r2—¢ =L =pg = const (4.24)

guk"p” = 844K %D N
Para simplificar las ecuaciones finales, expresamos p, en términos de p" y de E de la siguiente

forma

Pr =8 aP* =8P + &P =88 Put+ &P =88 P+ 88 Pr+ &b
g8 pitg, . () p+(1+2)pT —F(1+ 2 )p + (14 2)p

=Dr ]-_grtgtr 1_(¥)2 - (1_¥)(1+¥

2M\ 71, 2M
=p,=|1—-—| [p"+—E
r r
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Usando ahora la condicién de normalizacién g"”p,p, = —m?, se tiene

—m*=g"p,p. +28"" PP, + 8" PDr + 8PPy

2M\ _, 4M 2M\ , L2
=—|1+=— |E*~—Ep, +(1—— |pi+ =
r r r r

2M M 2M L?
o (1= 2 - M) (14 2 )
r r r r

2M\ ! 2M 2M M 2M L2
(12 o2+ 2e)- 8102
r r r r r r2

2M\ ! M2 2M L2
=(1——) [(Pr)2—4—2E2]—(1+—)E2+—
r r

De donde se encuentra una relacién idéntica a la ecuacién (4.14), obtenida en el caso de las

coordenadas de Schwarzschild

2 72
(j—:) =E—(1+f—2) (1—27M) = f*—v? (4.25)

Se concluye que lo estudiado a partir del potencial en el caso de las coordenadas de Schwarzs-
child se cumple idénticamente para las coordenadas de Kerr-Schild, en particular, las cantidades

dadas por las ecuaciones (4.16), (4.17) y (4.18) son las mismas.

4.3.1. Resultados numéricos

En la tabla 4.2 se muestran las cantidades utilizadas para cada simulacion. Nuevamente, para
el andlisis de convergencia se tomo un espaciamiento At y se hicieron tres simulaciones, con
At, At/2y At/4. Los momentos angulares utilizados para las diferentes simulaciones fueron
L=386M>+v12MyL=1.16 M < v12M. Los factores de Courant p, dr/dt y p, dp,/dt,
analogo al caso en coordenadas de Schwarzschild, cumplen siempre la condicién (3.38), ya
que lo cumplen para los valores méximos que toman dr/dt y dp,/dt en toda la malla.

Dado que, como ya se demostro, el potencial efectivo toma la misma forma en ambas coor-
denadas, se utilizaron momentos angulares que, nuevamente, fueran mayores y menores a
V12 M. En este caso, fueron L =3.86 M > V12 M y L = 1.16 M < ¥/12 M. No sé tomaron los
mismos momentos que se utilizaron en coordenadas de Schwarzschild ya que estos provocaban
que el tiempo de cada simulacién fuera mucho mas grande (por el cambio en dp, /dt debido a

la expresion en coordenadas de Kerr-Schild del lapso a, principalmente).
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Nuevamente, la evolucién de la funcidn de distribucion en el espacio-fase muestra un com-
portamiento distinto dependiendo de la magnitud del momento angular utilizado, que concuer-
da con la forma del potencial en estas coordenadas, es decir, en el caso cuando el momento
angular es mayor a +/12 M (figura 4.12) y considerando una distribucién centrada en r.(L)
dada por (4.16), ninguna de las particulas cae mas alla del horizonte de eventos y una buena
parte de ellas orbita alrededor de r., aquellas que logran irse se debe a que tenfan demasiada
energia. Esto puede notarse también analizando el perfil de densidad mostrado en la figura
4.13, donde vemos que a medida que pasa el tiempo, la mayor parte de las particulas se queda
en una zona alrededor de r.. Comparando esta grafica con 4.3, se puede también observar que,
debido a que las particulas en el caso de las coordenadas de Kerr-Schild tienen un momento
angular mas pequefio que en la simulacidn realizada en coordenadas de Schwarzschild (3.86 M
en la primera y 5.06 M en la segunda), las primeras se concentran en un dominio en r mas

reducido, lo cual es de esperarse si observamos la forma del potencial (figura 4.1a).

Cuando el momento angular es menor que v12 M (figura 4.17), las particulas que con-
forman la funcién de distribucién se acercan al horizonte de eventos y en este caso logran
penetrarlo, lo cual se puede ver en la figura 4.18, donde sucede que en un principio la funcién
de distribucién se hace mas ancha y pierde amplitud, pasa el horizonte de eventos, y a medida

que se acerca al origen, su amplitud tiende a infinito.

En las figuras 4.15 y 4.20 se muestra el numero de particulas en funcién del tiempo para el
caso con L > /12 M y L < +/12 M, respectivamente. En ellas se puede notar una pérdida de
particulas, sin embargo, andlogo a lo visto en coordenadas de Schwarzschild, en el primer caso
esta pérdida se debe inicamente a que la funcién de distribucién comienza a salir del dominio
computacional (llega un momento en que ya no hay pérdida, que es el momento en que la
funcién se queda orbitando). En el caso L < +/12 M el limite del dominio computacional se
tomé en M /4 para evitar problemas en el origen al momento de la simulacién, por lo que la

pérdida de particulas se debe a que las particulas comienzan a salir de este dominio.

En las figuras 4.14 y 4.19 se muestra el andlisis de equilibrio a tiempos largos para L >
V12M y L < /12 M, respectivamente. Cuando el sistema llega a un estado estable, las gréficas
de % (rF(r)) y (K) deberian superponerse. En el primer caso si sucede, como ya se menciond,
llega un momento en que las particulas orbitan de manera estable y se quedan asi, sin embargo,

el tiempo que le toma llegar a un estado perfectamente estable es grande y requiere mucho
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Variables L At fo Pp M m N T De Sy Sp
386 M | 0.00lm 0.011 0051 1m 1m 1 10.73m 0.69m O05m O0.1m
116 M | 00lm 006 045 1Im 1Im 1 300m OOm 10m 03m

Valores

Tabla 4.2: Cantidades utilizadas para las simulaciones en coordenadas de Kerr-Schild, con distintos momentos
angulares.

tiempo computacional. Para el caso L < +/12 M no se llega a un estado estable, lo cual es
de esperarse debido a que la funcién de distribucién al evolucionar se acerca infinitamente
al horizonte de eventos, sin que ninguna particula entre, por lo que no se deberia llegar a la
estabilidad.

Por dltimo, se muestran los andlisis de convergencia para L > +12 M (figura 4.16) y
L < +/12 M (figura 4.21) para distintos tiempos en la evolucién. Se puede ver que, a medida
que se hace el espaciamiento mas pequeiio, las graficas convergen. Sin embargo, como ocurre
con las coordenadas de Schwarzschild, debido a que las férmulas en diferencias finitas suponen
velocidades constantes y el orden de las féormulas se obtiene dando esto como hipétesis, al
tomar velocidades dependientes de la posicion y el tiempo, nuevamente disminuyen su orden

de convergencia.
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Figura 4.12: Evolucién de la funcién de distribucién para I = 3.86 M (es decir, L. > +/12 M) en distintos tiempos en
coordenadas de Kerr-Schild. En este conjunto de graficas se puede apreciar de manera mds importante la rotacién
de la funcién alrededor de r.. El color representa el valor de la funcién de distribucién en cada punto.
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Perfil de densidad

————— t=10m
0.00150 t=160m
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0.00100
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0.00025
0.00000
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Figura 4.13: Evolucién del perfil de densidad de la funcién de distribucién con L = 3.86 M, en coordenadas de
Kerr-Schild. En las gréficas se observa que una gran parte de las particulas se queda alrededor de r, = 10.73 m.

Andlisis de equilibrio a tiempos largos

100 — —3{rF(n)
— (K
— (K) + 3(rF(r))
80
60
40
20
0
0 100 200 300 400 500 600
tlm]

Figura 4.14: Analisis de equilibrio a tiempos largos. En la gréfica se muestra el promedio del virial % (rF(r)) yde
la energia cinética total (K) para L = 3.86 M, en coordenadas de Kerr-Schild. En un estado estable, ambas gréficas
deberian superponerse, lo cual sucede en un tiempo determinado. Esto es de esperarse, después de que algunas
particulas salen del dominio computacional, las que quedan orbitan alrededor de r, y se mantienen ahi.
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Conservacion de particulas
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o
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0.65
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Figura 4.15: Evolucién del ntimero de particulas para L = 3.86 M, en coordenadas de Kerr-Schild. Notamos que
desde un principio existe pérdida de particulas, lo que indica que la evolucién fue mds répida y la funcién sale en
menor tiempo. Sin embargo, a un cierto tiempo el niimero de particulas llega a ser constante, en cuanto la funcién
de distribucién comienza a moverse cerca de la orbita circular estable y las particulas dejan de salir del dominio.
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Prueba de Convergencia t=35m
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Figura 4.16: Andlisis de convergencia a diferentes tiempos de la evolucién.
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Figura 4.17: Evolucién de la funcién de distribucién para I = 1.16 M (es decir, L. < +/12 M) en distintos tiempos
en coordenadas de Kerr-Schild. Se observa que la funcién llega a la pared r = M /4 y pasa ese limite, sin embargo
en este caso solo importa que logra pasar el horizonte de eventos. El color representa el valor de la funcién de
distribucion en cada punto.
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Perfil de densidad

0.00040
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0.00025

f

0.00020

0.00015

0.00010

0.00005
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Figura 4.18: Evolucién del perfil de densidad de la funcién de distribucién con L = 1.16 M, en coordenadas de
Kerr-Schild. En estas graficas se puede ver que en un principio, la funcién de distribucion se incrementa su anchura
y disminuye su amplitud. Después, se acerca al limite r = M /4 y comienza a entrar al agujero, es decir, pasa por el
horizonte de eventos.

Andlisis de equilibrio a tiempos largos

0 50 100 150 200 250 300 350
tim]

Figura 4.19: Analisis de equilibrio a tiempos largos. En la grafica se muestra el promedio del virial % (rF(r)) yde
la energia cinética total (K) para L = 1.16 M, en coordenadas de Kerr-Schild. En un estado estable, ambas graficas
deberian superponerse, lo cual no sucede nunca perfectamente. Sin embargo, la graficas no se separan tanto. Esto
es de esperarse, ya que las particulas no dejan de moverse y entrar més alld de M /4, por lo que nunca sucederd
que dos gréficas sean totalmente iguales.
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Conservacion de particulas

1.0
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Figura 4.20: Evolucién del ntimero de particulas para L = 1.16 M, en coordenadas de Kerr-Schild. Al principio, la
gréfica se mantiene constante. A un cierto tiempo algunas particulas comienzan a salir del dominio computacional
en la frontera r = M /4y no se detienen, por lo que nunca se llega realmente a un estado totalmente estable, como
ya se menciono.
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Figura 4.21: Analisis de convergencia a diferentes tiempos de la evolucién.






Capitulo

Discusion y Conclusiones

En esta trabajo, se buscé un método numérico que permitiera el estudio estadistico de la ecua-
cién de Vlasov relativista (EVR). Para ello, y gracias a que la estadistica de un sistema se debe
obtener mediante cuadraturas de la funcién de distribucion, fue necesario encontrar métodos
que preservaran la forma de dicha funcion sin presentar problemas de disipacion ni de oscila-
ciones espurias. Dado que la EVR tiene la forma de una ecuacién advectiva, se generalizaron
los métodos usados para resolver este tipo de ecuaciones.

Partiendo de lo anterior, se encontré un problema: en la ecuaciéon de adveccidon de dos
dimensiones (3.54), se presupone que las velocidades en cada direcciéon dependen de las coor-
denadas que definen estas direcciones y del tiempo (por ejemplo, u,, = u,.(t,x)), sin embargo,
en la EVR, se observa que las velocidades en cada coordenada (en este caso, las coordenadas
en el espacio-fase r y p,.), dependen tanto de r como de p, (ver ecuaciones (2.37b) y (2.37c)).
Sin embargo, se pudo demostrar que, atin con esto, la EVR toma la forma de una ley de conser-
vacién, por lo que se pudieron utilizar métodos conservadores de flujo y con esto, evitar dicho
problema.

Precisamente en el anterior punto radica la diferencia que se puede encontrar entre los
resultados obtenidos en este trabajo con otros estudios similares®® ya que aqui se supuso una
métrica estacionaria cuyos términos no se veian afectados por las fuentes de masa descritas por
el tensor de energia-momento, mismo que depende de la funcién de distribucién f . Es necesario
agregar esta dependencia en un estudio posterior para lograr resultados mas acordes con un
proceso fisico. Para ello, se deben considerar las ecuaciones de constriccidon y de evolucién que

determinan ecuaciones diferenciales para los términos de la métrica. A continuacién se describe

58Ver los articulos Akbarian y Choptuik (2014), Fujiwara (1983) y Stevenson (2003), entre otros.
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brevemente lo anterior:

En las coordenadas de Schwarzschild®®, es sencillo ver que la constriccién Hamiltoniana

descrita en simetria esférica por la ecuacién (1.18) toma la forma
A 2ot
0 A=—-(1—A)—8nA“rS . (5.1)
r

donde se us6 que K = K il. = K',. Esto ultimo, junto con la condicién de 3, =0y B =1 de
manera que el drea propia de las esferas con r constante es siempre 47r?, se conoce como
polar-areal gauge®. Asimismo, de la ecuacién de evolucién ADM para Kz (1.20f), y usando
(5.1), se obtiene

a rAa
J.a=—(A—1)+ —8nS" 5.2
o 2r( ) 5 8mS’, (5.2)

Los dos términos del tensor de energia momento que se observan en las ecuaciones anteriores

se pueden obtener de la ecuacién (2.19), de donde:

ma

t _ 0 2 2
N t __E p f(t’ r)Pr’E )dpr dL (5.3)
T
S =1 2g J p-f(¢t,1,p,, €%) dp, dL? (5.4)

Las ecuaciones (5.1) y (5.2) se deben resolver para obtener Ay a a cada tiempo y asi poder
utilizarlas en la ecuacion de Vlasov, y dado que el tensor de energia-momento depende tanto de
A como de a, se concluye que son dos ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas. Para
resolver la ecuacidn (5.1) se deben de satisfacer dos tipos de condiciones en r = 0, la primera
de ellas es aquella impuesta por el requerimiento de que las variables estén bien definidas en

el origen, de manera que
A~A+ 0{r?}, B ~B%+ 0{r?} (5.5)

con A® y B® funciones del tiempo en general. Para implementar esta condicién numéricamente,
se debe utilizar una malla movida en el origen de manera que se obtengan datos en la frontera
en un punto ficticio r = —Ar /2 pidiendo que A sea una funcién par en r = 0. La otra condicién
es una consecuencia de que el espacio debe permanecer localmente plano cerca del origen

r = 0, o en otras palabras, dada la constriccion Hamiltoniana (5.1), para evitar términos que

>Dado que esto no es parte esencial del trabajo, no se har4 el tratamiento en coordenadas de Kerr-Schild, sélo
se realiza para dar una idea de lo que seria un estudio posterior.
80Ver Alcubierre (2008), p. 371.
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van como 1/r2, se debe tener

A—B~ 0{r?} (5.6)

lo que implica A° = B°, y por la condicién de polar-areal gauge, entonces A’ = 1. De esta manera
se tiene que en el origen, la condicién que debe implementarse es A(r = 0) = 1. Después de
obtener A(t,r) para un tiempo, se puede substituir en (5.2) para obtener a(t,r) para dicho

tiempo, la forma de hacerlo es integrando hacia adentro desde r = r,,, con la condicién

A(rpax) = 1 5.7)
A("max)

Una vez hecho lo anterior, se concluye que tanto a como A dependen del tiempo, la posiciéon
y el momento, por lo que entonces las velocidades en r y p (dr/dt y dp/dt respectivamente)
no solo dependerdn de la posicién y el momento en un caso mds general, sino también del
tiempo, por lo que las formulas en diferencias finitas deberdn ser modificadas para tener en
cuenta estd caracteristica®!.

Asimismo y como ya se comento, fue necesario utilizar una aproximacion clésica del Teo-
rema del Virial para realizar los andlisis de equilibrio a tiempos largos. Debido a la falta de un
teorema para el caso relativista en el caso de un espacio-tiempo estatico de fondo (analogo al
caso de un potencial externo Newtoniano), seria conveniente buscar esta generalizacién en un
futuro debido a la utilidad de dicho teorema.

Finalmente, es necesario que este estudio sea también generalizado al caso en que las par-
ticulas posean distintos momentos angulares, atin cuando esto involucre un mayor problema
computacional al considerar un espacio-fase tres dimensional. Ademads, este trabajo pretende
actuar como una base en el estudio de la materia obscura desde el punto de vista de la teoria
cinética relativista, permitiendo un acercamiento mucho mads sencillo al que proporcionan las
simulaciones de N-cuerpos®?. Es posible, por ejemplo, buscar potenciales gravitacionales que
representen distintos modelos de halos de materia obscura, mientras que la funcién de distri-

bucién puede representar una inhomogeneidad de materia oscura dentro de dicho halo®.

1Ver Schullen (1992) y Thomas (1998) para ejemplos de cémo generalizar una férmula en diferencias finitas, es
decir, hacerlas de un orden mayor y que ademas permitan incluir las dependencias de la velocidad en la posicién y
el tiempo.

52Ver Colombi et al. (2015).

53Ver Dominguez et al. (2017).






Apéndice A

Constricciones en simetria esférica

La parte puramente espacial de la métrica en simetria esférica en el formalismo 3+1 es
de?> =Adr? +Br?(d6% +sen?6 d¢?) (A1)
Se observa que la constriccién hamiltoniana (1.13) involucra el escalar de curvatura R

asociado a la métrica. Para encontrarlo basta con usar un programa de cdlculo simbdlico (en

este caso se usa Maple 2016), con lo que se obtiene

+ ===
AB 2A B2 A2 B A rBA rAA r2B r2A

297B +i(8rB)2 10B3A 63B 238A 2 2

Definiendo K, := K[, Kp := Kg = Kj:, D, :=0,InAy Dy := 9. InB, se puede escribir explicita-

mente el término que involucra la curvatura extrinseca de la siguiente manera
2 oli — 2_ . MpPri _ smpPri _ pmpj
K? —KyKY = (2Kp + K2)* — 73,7 "KVK), = 67KV K], = KK},

y usando que Kij tiene solo componentes en la diagonal, entonces K]T“K,J;I = KK + Kg Kg +
Ki’Kj;, por lo tanto
K*—K;;KY = (2Kg + Kp)* — K3 — 2K5 = 4K + K3 + 4KpK, — K3 — 2K5 = 2K2 + 4KK,

de tal forma, la ecuaciéon (1.13) se reescribe

=2ty

3’B  (3,B)> 3(3B? 18B3A 33B 1A A 1 A
— =—= + — -t ===
B B2 4 B2 2B A r B r A 1B r 2
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Donde podemos expresar la parte de la izquierda de la anterior ecuacién como

3’B_ (3,B) _a (ErB)za D
B 32 r B rB

para obtener una expresion de la constricciéon hamiltoniana para la métrica dada por (1.17)

3D DDy 1 1
3.Dy = _TB + % + ~ (D4 —3Dp) + —= (A= B) +AK; (2K, + Kp) —87Ap (A.2)
r r

Partiendo ahora de la constriccion de momento

D; (K —yUK") = 8nS' = v D; (KV —yK) = 8nS'yy
D; (iKY —7viy"K) — (K7 —yYK") Dy = 87S,

b; (Ke{ - 5éKnnql) —KYDjyig +v7KpDyy i = 818y

D;K] — DK}y —y"PKIDjyie + 77K} Dyyi = 87,
y sabiendo que

D,B™ = 8,B™ + B* ®)rm —gm ()ra

Dy T = B Ty = Tan DTy = Trna 0T
siendo (3)Flfm los simbolos de Cristoffel asociados a la métrica espacial
®rs = %Y“g (OmYab + ObYam — Oa¥ bm)
se tiene entonces que
;K] + K O], —KJ Org — gk —KE O + K" O18 —yPKI Dy + Y KDy = 878,
Usando la simetria de los Christoffel obtenemos
K = K] + K Ol — Kb 1 4 (YUK —y"PKI ) Dyyyy — 8,
Asi, podemos hacer las operaciones respectivas
5. (KI +K§ + K;f’) = 0,K! +K! Orl —Kp O™ 4 (y"K™ —y""K!) D,y,, — 878,

donde se usé que solo los componentes K, K g ,qu son distintos de cero, y que solo la diagonal

tanto de la métrica como de su inversa son distintas de cero. Usando las definiciones dadas
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anteriormente, esta expresion se reduce a
— 3 3)10 3)pd 3 6 (3)16 ¢ (3¢
20Ky =K @1 +K O + K] O — k7 O] —kg Org —k7 Ors
+ (YrrKrr: - YrrK:) (arYrr ~Yrr (B)Frrr ~Yrr (B)Fr ) - 87[Sr

rr

— 3)10 3¢ 6 (3)1o ¢ )¢
=K; O + K] O, —xg Org —x7 ©1)

+(y"K™—y""K") (81 — 27, PIT ) —87S, (A.3)

r

Calculamos los Christoffel que aparecen en la expresion anterior

1 1
@rfy = 5}’69 (0rv00 +0o70r —Go¥r0) = 55 (2rB+120,B)
yre = 1 __ 1 2 2 29Y)_ (3)6
( )Frqf: = EYM (0740 +06Yor —07rp) = 2728 o2 0 (2rBsen?0 +r?9.Bsen’*0) = ®rf
1 1
(3)Frrr - QY” (ar}/rr +0Yrr— 0 (3)Yrr) - ﬁarA

y substituyendo en (A.3)

1 1
20Kz = (2K, — 2K3) [ﬁ (2rB+ rzarB)] +(y""K™—y""K") (arA— 24 8rA) — 818,
1 3.B 1 3.InB

] —8nS,

Finalmente, la constriccién de momento para la métrica dada por (1.17) se reduce a

D
3.Ky = (K4—Kg) [% + 73] — 478, (A.4)






Apéndice B

Geometria y Topologia Diferencial

En esta seccion se encuentran las formas de volumen necesarias para derivar la ecuacién de
Vlasov en Relatividad General. Este apéndice se basa enteramente en el articulo Debbasch y

van Leeuwen (2009) y en los libros Boothby (1986) y Spivak (1968).

B.1. Formas de Volumen

Una uno-forma es un campo sobre el haz tangente 7 .# de una variedad que actda de
manera lineal sobre campos vectoriales de la variedad .# . El espacio de las uno-formas sobre
M se denota como T* 4 o como Q'(M). Dada una base e, de 7 .#, su base dual se denota
como el conjunto de uno-formas e* que cumplen e* (eﬁ) = 5%. En el caso particular que toma

a d, como la base de 7 ., su base dual es dx“.

Se denota el espacio de las p-formas como ©2P(M), una p-forma sobre una carta dada es

una combinacién lineal de productos de la base dual dx*

1
W= Wqa,.q, dx“ Adx®2 A--- Adx% (B.1)
p!

donde A denota al producto exterior. Esta p-forma se puede integrar sobre una subvariedad 2

de ./ para obtener

1
J w= J —Waya,...a, dx® Adx®2 A« Adx® (B.2)
0 b’

entendiendo a dx* como diferenciales para la integraciéon. Un caso particular es el de una

variedad pseudoriemanniana, misma en la que se puede definir una forma de volumen por
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medio de la eleccion de la siguiente p-forma

1
dPV = Ij \/—gealOLZW%dx"‘1 Adx® Ao Adx® (B.3)
donde €ayay...a, €S el simbolo de permutacion de Levi-Civita que cambia su valor en funcién de
las permutaciones de {al as ... ap} respecto a {0,1,...,p —1} (donde a; denotan las coorde-

nadas utilizadas), de la siguiente manera

+1 Permutacién par de {0,1,...,p—1}
€ayay..a, — | —1 Permutacién impar de {0,1,...,p—1} (B.4)
0  Cualquier otra forma

La definicién de elementos de volumen p — k dimensionales toma la siguiente forma general

v _ 1
ajdy...ag — (p _ k)'

drk V —8€a;ay...01 182 Bpic dxPr AdxP2 Ao A dPek (B.5)

siendo que lo mismo debe suceder si se integra sobre las componentes covariantes

1 1
= enaifiPo By dxﬂ1 A dxﬁz A-oe A dxﬂp—k (B.6)

(p—k)v/=¢

notando que la métrica en el espacio dual *./ es el inverso de g, y que el simbolo de

dp—kvalaz...ak —
%

permutacion con indices arriba tiene la misma definiciéon que con indices abajo.

De esta manera, se define un elemento de superficie tridimensional en una hoja %(t)

de una foliaciéon como

1
d3zu = 5,/—g €uvpo dx” AdxP Adx? (B.7)

En un sistema de coordenadas adaptadas a la foliacién, dx® = 0, por lo que para un tensor

arbitrario T(x, p) se tiene
1 . )
J T(x,p) dSZ]M = f T(x,p); V=8 €uijic dx' Adx! A dx* (B.8)
Vi Vi )

y como € 52@ jk entonces

uijk =

f T(x,p) d32}M = 52[ T(x,p)% V=8 €ijk dxt A dxd Adxk (B.9)
v, v, :

X
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por lo tanto, en dicho sistema de coordenadas, se obtiene que
d?’ZM = 52 v—g d3x (B.10)

donde

1 . .
d3x = 37 Eijk dxi Adxd Adxk (B.11)
Restringiendo el estudio a la capa de masa, y considerando que p,p" = —m? lleva a

dp” dp® K o_ Pk 4 &k

—=0 = — +p65=0 = dp-=——d B.12
Puapi Pogpr +PKO] pr= ol (B.12)
es posible obtener la forma de volumen en la capa de masa tomando la norma de la 3-forma

de volumen del espacio de momentos

d’v, =,/dve dv,, (B.13)

donde, usando la relacién (B.6), se tiene

Pre— L P g o gy = LM (B.14)
SV 5 TR V= '

De una forma anéloga y partiendo de (B.10), se llega a la expresién para la forma de volumen
en el espacio de posiciones

0
v, =2 /=g &« (B.15)
m
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