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Resumen

En la presente tesis se calcula el indice de Fredholm del operador de Dirac con dominio en la
2-esfera. Haciendo uso de la teoria de indice de Atiyah y Singer, y por medio de proyecciones,
se calculara el indice del operador de Dirac haciendo uso de que dicho operador es lineal
eliptico sobre la 2-esfera, la cual es una variedad compacta y espin de dimension par. Las
proyecciones mencionadas nos generan el grupo K y seran representadas por haces de linea
complejos sobre la 2-esfera por medio del teorema de Serre-Swan, los cuales son clasificados
por un entero llamado ntimero de giro.

Abstract

On the following thesis, the Fredholm’s index associated to the Dirac operator over the 2-
sphere is going to be computed. By making use of Atiyah’s and Singer’s index theory, and
by using projections, such computation for Dirac’s index is going to be obtained by using
that such operator is linear-elliptic over the 2-sphere, which is a compact and spin manifold
of even dimension. The used projections generates the group K, and will be represented by
complex line vector bundles over the 2-sphere with Serre-Swan’s theorem, which are classified
by an integer called winding number.

Palabras clave: Geometria diferencial, K-teoria, Fredholm, lineal eliptico, proyecciones.
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Nomenclatura

A continuacién se indican los simbolos utilizados en este texto, junto con su explicacion.

Simbolo Descripcion

C Campo de los nimeros complejos.

R Campo de los nimeros reales.

i) Unidad imaginaria.

I lgn Norma sobre el espacio real de dimensién n.

52 Esfera bidimensional o 2-Esfera.

N Polo norte (0,0,1) de $2.

S Polo sur (0,0, —1) de $2.

Un Hemisferio norte de $2.

Ug Hemisferio sur de $2.

M Una variedad lisa.

A Atlas para la variedad M.

IN,s Funcién de transicion para ir del hemisferio norte al sur.
TSN Funcién de transicion para ir del hemisferio sur al norte.
T, M Espacio tangente de la variedad M en p.

TM Haz tangente de la variedad M.

/) Operador de Dirac.

ol Conjunto de funciones k veces diferenciables (k € IN fijo).
C* Conjunto de funciones infinitamente diferenciables.

I Unién disjunta.

Gen { X} Espacio generado por el conjunto X.
INESS) Secciones del haz &.
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Introduccion

La teoria del indice de Fredholm trata de establecer una relaciéon entre el denominado
indice y un operador lineal T" por medio de la siguiente ecuacion

Ind (T") = Dim (Ker (T")) — Dim (coKer (7)),

la cual esta definida mientras las dimensiones del kernel y cokernel de T sean finitas. Una
forma elemental de apreciar esto es como una generalizacion del teorema de rango-nulidad
del algebra lineal. Algo interesante, es la gran cantidad de mateméaticas que viajan en ambas
direcciones entre la topologia y el andlisis funcional a través de esta relacién de indice de
Fredholm. A este conglomerado de matematicas se le conoce como la K-homologia.

La teoria de indice de Atiyah y Singer presenta un diferente punto de vista al empareja-
miento del indice de Fredholm entre la K-teoria y la K-homologia. Haremos uso del grupo
Ky (C(M,C)), el cual esta generado por clases de equivalencia de proyecciones de cualquier
tamafio con entradas en C'(M,C). Ahora supongamos que M es una variedad compacta y
que D es un operador linear eliptico sobre M. Entonces D tiene un indice de Fredholm bien
definido. Adicionalmente si V es un haz vectorial sobre M, entonces una construcciéon estan-
dar en la teoria de indice produce un nuevo operador eliptico linear Dy, (con coeficientes en
V) y la asignacién V +— Ind D,, determina un homomorfismo

Ind,, : K, (C(M)) — Z. (1)

Dada la 2-esfera Riemanniana $2 y el operador de Dirac 1P sobre $2, se estudiard el cdlculo
de indice para Ip, visto desde una presentacién diferente al trabajo original de Varilly [6].
Dicho trabajo “Elements of Noncommutative Geometry” [6] contiene un calculo de indices
para el operador torcido de Dirac sobre haces lineales. Por otro lado, queremos calcular los
indices del operador de Dirac que corresponden a la estructura espin de $2.

El indice se calculara para las proyecciones P € Mat,,, . (C°° (SQ, C)) representadas por
haces de linea complejos que cuentan con ntimero de giro m € Z. Para esto, se hard uso
del teorema de Serre-Swan, B.2.1|, en el cual, si M es una variedad diferenciable, entonces
podemos representar el C'(M)-médulo I'(€) de un haz C-vectorial (&, 7, M) por medio de
una proyecciéon P € Mat,,, .. (C°°(M,C)).

De esta forma es que se utiliza el grupo K, (C'(M, C)) antes mencionado con el fin de dar
una versiéon mas abstracta del teorema de indice de Atiyah-Singer.

VII



VIII INTRODUCCION

Como ejemplo, supongamos que M es una variedad espin de dimensién par, y

0o P
= %)
Dy 0
es el operador de Dirac sobre el espacio de Hilbert 7 = H, @ _, en donde H | := Ly(5,)

es el espacio de Hilbert de Lo- secciones del haz §,. Mds atin, § =&, @& &_ es el haz espin.
Entonces se puede demostrar que para todo P € Mat,,, ., (C°° (M, C)), el operador

PIPP : dom (P]DiP) CPH™ — PH'",
es un operador de Fredholm. Donde, el homomorfismo de (E]) esta dado por

Indy ([P]) : = Ind (PP, _P)
= Dim (Ker (PlD+_P)) — Dim (coKer (PlDJr_P)) )

ver [2, Section 10.2].

El objetivo de esta tesis es calcular el indice del operador de Dirac I) para la variedad $2

junto con las proyecciones P € Mat,,, .., (COO(SQ, C)), las cuales representan haces C-lineales

sobre $2, que son clasificados por un entero llamado ndmero de giro.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introduciran los conceptos requeridos para el desarrollo del tema
principal de la presente tesis.

1.1. Variedades Diferenciales

Se comenzara por introducir el concepto de variedades topologicas.

Definiciéon 1.1.1 (Variedad topoldgica). Consideremos M un espacio topolégico de Haus-
dorff no vacio, segundo contable. Sea n € IN. Consideramos I un conjunto de indicesy p € M,
tal que para i € I, existen U; C M y U; C R™ abierto y ocurre que p e U; C My

mclJu,
el
M4és atin, existe un homeomorfismo ¢,:
¢; Uy = Uy
Entonces M es una variedad topologica de dimension n.

Definicién 1.1.2. Sea M una variedad topoldgica de dimensién n. Consideremos U C My
U C R™ abiertos de M y R" respectivamente. Consideramos ¢ : & — U un homeomorfismo.
Entonces a la pareja ordenada (U, ¢) se le llamara carta de M.

Sea I un conjunto de indices. Un atlas A de M es una coleccion de cartas indexadas:

A={U;¢i)}ier s
con la propiedad:
M= Ju,.

el
Definicién 1.1.3 (Funciones de transiciéon). Consideremos M una variedad topoldgica de
dimension n, y sea A un atlas de M con conjunto de indices I. Consideramos i,j € I tales
que U; NU; + (). Entonces la composicion:

pjop; ey (UNU,) — ¢ (U;NU;),

es la transicion o funcion de cambio de cartas de U; a U ;.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.4 (Atlas diferenciable). Consideremos M una variedad topolégica de dimen-
sion n € IN. Sea I un conjunto de indices y consideramos

A = {(ub(bi)}iela
un atlas de M. Sea k € N, y para todo ¢, 7 € I, consideremos las funciones
diod; ' (U NU;) CR™ — ¢;(U; NU,;) C R,

de clase C* siempre que U;NU; # (). Entonces a la variedad topoldgica M le serd dada una

estructura de clase C* (estructura diferencial). A este atlas se le llama atlas diferenciable y
a la variedad topologica que poseé un atlas diferenciable se le llama variedad diferenciable.
Cuando la estructura diferenciable es de clase C'°°, entonces se dird que M es una variedad
lisa.

Observacion 1.1.1. A las funciones ¢; o qﬁ;l de la definicién anterior, se les conoce también
como difeomorfismos de clase C*.

Observacion 1.1.2. Sean {(U;, ¢;)}icr ¥ {(Vj,wj)}jej dos atlas de clase C*. Se dice que

{Us ) Yier v {(Vj, wj)}jej son compatibles o definen una misma estructura diferencial si

{(Uss i) }ier U {(Vj,wj)}jej es un atlas de clase C*.

Esto si y so6lo si para todos 7 € I, j € J, las funciones ¢, o w;l y jo qb;l son de clase C¥.
La notacion de atlas compatible define una relaciéon de equivalencia en la cual, cada atlas en
una misma clase de equivalencia define la misma estructura diferencial.

Comentario 1.1.1. Sea M una variedad topologica y A un atlas de M, entonces a dicho atlas
se le denotara por A ;.

Definicién 1.1.5. Sean M y N dos variedades lisas de dimensién m y n respectivamente
y sean I y J dos conjuntos de indices. Sean A, vy A, atlas de My N respectivamente,
definidos de la forma:

AM = {(Ui7¢i>}ieja
An ={(Vj)},c,-

Se dira que la funcion f: N — M es diferenciable si
G0 foi o (fTH(U)NY;) TR - U; CR™,
es diferenciable como funcién de R™ a R para todosi € [y j € J.

Ahora teniendo el concepto de variedad lisa, se procedera a introducir los conceptos de
espacio tangente, asi como haz tangente.
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Definicién 1.1.6. Sean a,b € R, con a < b. Sea M una variedad diferenciable. Una curva
¢ diferenciable sobre M es una funcién:

c:(a,b) — M,

que es diferenciable segtn la definicién anterior () con el atlas A, ;) = {(a,d),id}.

Sea p € M y sea (U, ¢) una carta de M tal que p € U. Entonces un vector tangente a
M en el punto p, serd una clase de equivalencia de curvas diferenciables ¢,y en M con la
propiedad

7(0) = ¢(0) =p, 0€ (a,b),

definida por
c~y e (9oc) (0) = (@or) (0). (L1)

En la siguiente figura se ilustra un ejemplo particular para cuando c y « son equivalentes y
no son equivalentes.

Figura 1.1: Casos cuando ¢ ~ v y ¢ ~ 7 en la esfera $2 (con p € U C $?)

Observacion 1.1.3. La definiciéon de la clase de equivalencia, no depende de la eleccion de
carta para p.

Demostracion. Sea M una variedad lisa, un punto p € M y cartas (U, ¢1), (Usy, Py) cartas
de M tales que p € Uy NUy # 0. Sean ¢, dos curvas diferenciables equivalentes segiin la
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definicién para la carta (I, ¢;). Entonces

(¢307) (0) =

/

Py 01! 09y o) (0)

1.2. Espacio Tangente

Definicién 1.2.1 (Espacio tangente T, M). Sea M una variedad lisa o diferenciable. Sea
p € M. Se le llamara espacio tangente a p € M, al conjunto de clases de equivalencia de
curvas tangentes a M que pasan por p en 0, i.e. sea ¢ curva diferenciable tal que para p € M,
c(0) = p, entonces [c] € T,M, donde [c] denota la clase de curvas equivalentes a c.

Proposiciéon 1.2.1. Sea M wuna variedad lisa de dimension n y sea p € M. Entonces se
tiene un isomorfismo de espacios vectoriales T,M = R™.

Demostracion. Sea M una variedad lisa de dimension n. Sea (U, ¢) una carta de M tal que
p el C M. Ahora parat € Ry v € R™ define el mapeo

PB:R" = T, M,
P(v) = [o (o(p) + tv)] = [c,)], (1.2)

donde t € (—¢,¢), para algin € > 0, que existe en virtud de que ®(U) es abierto. Notemos
que P esta bien definida, por lo que falta demostrar que 3 es biyectiva. Para ello, es suficiente
exhibir la inversa de 3, la cual estd dada por

d

== doc(t) =(900)(0),

t=0

P ([e]) :

para [c] € T, M, ella no depende de la eleccién del representante gracias a la ecuaciéon ()
Asi, se verificard que en efecto, P y &B’l son inversos.

P oP(v) =P [67((p) + tv)]

=4 06 0w + )
4
dt

= .

(¢(p) + tv)

t=0

Asi como

B o P ([c]) = B((¢oc)(0))
— [0 Y (d(p) + t(p o) (0)]
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®o (7 ((p) +t(Poc) (0))) = (Roc)(0),

dtli=o
y de la ecuacion (ll:l]),
(67 (¢(p) + (¢ 0)'(0)] = [c].
Ahora se procederd a definir la estructura de espacio vectorial en T, M usando *B. Sean

[c,]; [e] € TpM como en () con v,w € R™ y a,b € R. Definimos:

aley] +bley] : =P (B ([e,]) + 6P ([ew])
= P(av + bw)

= [Cav+bw]'
e

Definicién 1.2.2 (Base candnica). Sea M una variedad diferenciable de dimensién n € IN,
de clase C* para k € N. Seap € M vy (U, ¢) una carta de M tal que p € U. En coordenadas
locales

(:L‘l(p), 7mn<p)) = gb(p),

los vectores

%(p) = Pale)) = le.,] € TyM,
J

forman la base canénica de T, M, donde p = o~ L(x), 6 x = p(p).

Teorema 1.2.1 (Cambio de coordenadas). Sea M una variedad diferenciable y sean (U, @)
y (V, ) dos cartas con coordenadas locales tal que U NV # () y para todop € U, g € V:

se escribe
y<$) = (yl(xlv 7In)7 7yn<x17 7$n)) =1o q&il(m)v

en donde Vo ¢t es la funcion de transicion. Entonces para todop e U NV yk=1,...,n:

-3
6mk = < Oy, Oy

Demostracion. Sean M una variedad diferenciable de dimension n € N, y (U, ¢) v (V, )
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como en la hipétesis del teorema. Ahora para k = 1,...,n, por la definicién tenemos

() = Pylep) = [0 @ + tey)]
k
=Py o Py ([0 (z + tey)])

=3, (2] vestwre)

2k

Definicién 1.2.3 (Haz tangente TM). Sea M una variedad lisa de dimensién m, es decir,
con atlas diferenciable

Axe = {U;, ¢z’>}iel-
El haz tangente, denotado por TM es

™™ = [] T,m
peEM

y esta provisto con un atlas diferenciable dado en la proposicion .

1.3. Haces Vectoriales

Una forma robusta de introducir la idea de un campo vectorial, es como un campo de
flechas que denotan una velocidad de un flujo que existe en nuestra variedad lisa.

Definicién 1.3.1 (Fibra). Sean X, y Y conjuntos y sea f : X — Y un mapeo. Sea y € Y.
La fibra de un elemento y € Y, usualmente denotada por f~1({y}) es:

FH{y)) = {z € X|f(z) = y}.

También se le conoce como preimagen de f en y.
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Definicién 1.3.2 (Haz vectorial). Sean M y £ dos variedades lisas. Sea 7 : & — M una
funcién diferenciable y suprayectiva. Entonces a la terna ordenada (&, 7, M) se le llamard
haz vectorial complejo, de rango o dimension m y base M si las siguientes propiedades se
cumplen:

a) m 1(x) es un espacio vectorial complejo de dimensién m, para cada z € M.

b) Para todo x € M existe U, C M abierto que contiene = (una vecindad de x), asi como

un difeomorfismo
o HU,) = U, x C™,

Ademas dicho difeomorfismo ¢ cuenta con la propiedad de que, para todo y € U,
Ploigy ™ Hy) = {y} x €™ = C™,
es un isomorfismos de espacio vectoriales.

A la pareja ordenada (W_l(w), <p) con w € U, se le llama trivializacion local del haz vectorial.
Se dice que una seccion (global) del haz vectorial € es una aplicacién diferenciable (continua)

s: M — &,
tal que 7o s(p) = p. Es decir, s(p) € 7 1(p) en la fibra sobre p.

Como comentario, cabe mencionar que la misma definicién aplica para haces vectoriales
reales con fibra R".

Ejemplo (Banda de Mobius). Considere M = [—1,1]/ ~= $!, donde para todo z € [—1,1]
x ~ z,y ademés (—1) ~ 1. Aqui consideramos una segunda relacién de equivalencia
Eq=[-1,1] x [-1,1]/ ~,
V(z,y) € [-1,1] x [-1,1], (z,y) ~ (z,y),
& \V/y € [_L 1]7 (Ly) ~ (_17 _y>;
con
m: &= M, w([(z,y)]) = [z].

La construcciéon andloga vale para {y} = R, ver figura @ Es posible reconocer a & como un
haz vectorial.

Ejemplo 1.3.1. Es posible reconocer al haz tangente al circulo $' como

TS! ~ $! x R, ver figura

Definicién 1.3.3 (Haz trivial). Sea (&, 7, M) un haz vectorial. Se dice que 7 : & — M es
un haz trivial complejo si &€ = M x C™ ( o bien haz trivial real & = M x R™ ), por una
trivializacién lineal

biE— M xC™, (obien & — M x R™).
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WR

Ny

NNy

X
ah
\'H

—_

Figura 1.2: Haz vectorial de la banda de Mobius

Teorema 1.3.1. Sea (&, 7, M) un haz vectorial de dimension m. Entonces m: & — M es
trivial, si y solo si existen secciones globales

S15-05Sm ¢ M%éx
tal que para todo p € M
{s1(p), .. ()} C 1 (p) = C™,
es una base.

Demostracion. Sea (E,m, M) un haz vectorial y suponiendo que 7w : & — M es trivial.
Suponemos que

Wi &= M xC™,
i (p) = {p} x C™

es un isomorfismo. Entonces para j =1,...,m
0
sj(p) =)L p, |1 , 1 en la j-ésima entrada,
0
define m-secciones sy, ..., s, tales que

{51(])), 7Sm(p>} )

definen una base de 7 1(p).
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Figura 1.3: Haz tangente del circulo $: T$! =~ §! x R.

Ahora para la otra implicacion, sean

S1y ey Syt M = &,

secciones tales que
{Sl(p)a L) Sm(p)} C 7T_1<p>,

es una base. Definimos

W& — M xC™,

m ay(p)
Wb (Zaj(msj(p)) = (p, ( : )) :
i=1 A (P)

v(p) € 71 (p) = Gen {s1(p), ., 5, (P)} ,

ya que existen tinicos a;(p) € C tales que

para todo

£

=
=
I
INgE
Q
<.
=
Val
<
=

Jj=1

Observacion 1.3.1. Recordando que para una variedad lisa M y un haz vectorial liso £, una
seccién lisa de un haz vectorial (&, 7, M) es una funcién

s: M — &,
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donde s € C*° y tal que
mTos = ldM

Al conjunto de todas las secciones lisas del haz vectorial (£, 7, M) se denota por I'*°(&).
Comentario. T°°(E) es un C'°°(M)-mébdulo.
Definicién 1.3.4. Una seccién del haz tangente se llama campo vectorial.

Definicién 1.3.5. Sea M una variedad lisa y p € M. Una métrica riemanniana para M es
un conjunto de funciones diferenciables

gp : TpM x T, M — R,
tal que:

= g, es bilineal, simétrica y positiva definida.

= La funcién definida por p = g,(X(p),Y(p)) € R es lisa para todo X, Y € I'°°(TM).

Proposiciéon 1.3.1. Sea M una variedad lisa y sea TM el haz tangente para M. El haz
tangente TM junto con la funcion que manda al espacio tangente

m:TM — M,
T, M+ p,
es un haz vectorial real de rango n y con base M.

Demostracion. Sea Ay = {(U;,®;)};c; un atlas diferenciable de clase C*, con k > 0.
Definimos

V= H Tp]V[, y

peU;
V2V — @, (U;) x R"

n o a1<p)
Y (Z aj(p)%(p)) = | ®i(p), : :
i=1 ? ap (p)

donde {i, s i} denota la base candnica de la definicién . Como en el teorema
0w Z,,

se verifica que
_ _ _ /
ot = ((I)joq)il’ (@;0®;") )v
en particular ¢ o ¢y 1 es de clase C*~1. Considerando la topologia sobre TM generada por

los conjuntos ; 1(A) en donde i € I y A C ®,(U;) x R™ es abierto, obtenemos un atlas
diferenciable {(V;, 1;)},c; para TM. Observemos que 7 : TM — M es diferenciable, ya que

-1,
®J oTro wj : ®J<U3) X Rn — IRTL’

®jomon);t (Bi(p, V) =®jom (; Uk%@)) = ¢;(p),

es la proyeccion sobre la primera entrada. Ahora se observa como también se cumplen las
condiciones para que (T, ) sea un haz vectorial para M:
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I) W_l(p> =T,M = {p} x R™ por la proposicién .

IT) Sea p € M. Tomando un abierto U, del atlas A,; que contiene a p, para el cual

71 (U;) = V; es un abierto de TM, se tiene un difeomorfismo

V=] T,m=u; xR"
peU;

con el isomorfismo en cada fibra dado por [c,] = (p,v) con [c,] € T, M.

2%

1.4. Construccion de Haces Vectoriales Mediante Fun-
ciones de Transicion

Sea 7 : & — M un haz vectorial con fibras 77 1(p) = K", donde n € N, K € {R, C}. Sea
Az = {(U;, ®;)}cr un atlas para M tal que existen trivializaciones locales

N U;) = U, x K™ Yie
Entonces para todo p € U; N U ; tenemos isomorfismos de espacios vectoriales

ot {p} x K™ — {p} x K",
P ((p,v) = (0,7 ji(p)v) (1.3)

con funciones diferenciables 7 ;; : U ;NU; — GL(n, K). Las funciones T ;; se llaman funciones
de transicion del haz y cumplen

Se puede demostrar que
Ex=Ju; x K"/ ~, (1.4)
el

con (p;,v;) € U; x K", (pjavj> € U;x K™y (p;,v;) ~ (pjvvj)a si y solo si p; = p;y

v; = T ;;(pj)v;. Un isomorfismo

@:HUiX]K"/N — &,
il
esta dado por
@ ([p;,v;]) =i ((piy ;)
Por () y (@), ® estd bien definido.

Por otro lado, sea Ay, = {(U;, ®;)};c; un atlas para M y funciones diferenciables

T U N1, — GL(n, K) € K™,
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dadas tal que para todo 7,7,k € I

(1) Ty =1d  (id) T ;T 5 =id  (idi) T ;T 5T i = id, (1.5)

(trivialmente cumplido si ;NI ; = (), entonces se puede construir un haz vectorial con fibra
K™ por
&=JJu; x K"/ ~,
el

con (p;,v;) € Uy x K™, (pj7vj) €U x K"y (s> v;) ~ (pj7vj> si y sOlo si p; = p;y
Ui = 713(173)“] COH
T:&— M, ﬂ'([(pz'vvi)]) ‘= D>

y trivializaciones locales
U N U) — U x K
U, ([(ps, v5)]) = (Pi> v3)-

Observamos que para todo i € I,
W) = {[(psv;)] : (pg,v;) € Uy x K"}

Entonces, dada una seccién s € I'(€), podemos escribir para todo p € U

s(p) = [(p,v; ()],

donde V, : U; — K", es continua ya que ¥,(s(p)) = (p,v;(p)) es un homeomorfismo entre
YU y U, x K™
Sea ahora KK = C y supongamos que 7, : U, NU; — U(n), donde

U(n) = {A € GL(n,C) : A*A = id = AA*},

denota el conjunto de matrices unitarias del tamano n x n.
Anélogamente a la definicién [1.3.5 podemos definir un producto interno

(5)p 7 Yp) x 71 (p) = C, por

([(p,va)] ;s [(p, wi)]);, i= (v, Wy)gn

con <p7 'Ui)a (p7 wz) € Z[Z x C".
El producto interno esta bien definido porque 7 ,;(p) € U(n) implica T7,(p)7T ;;(p) = id.

Egltoncesy para [(p,v;)] = [(p,v;)] ¥ [(p,w)] = [(p,w,)], con (p,v)), (p,w;) € U; x C,
obtenemos

(1.6)

([(p,v)] s [(p,wi)])y, = (5, wi)em = (T 35(P)vy
(v, T i (Pws) gn = (v, w5) o = ([(P,v5)]

Ademés dadas dos secciones 7, s € TF(E), la funcién que envia a p € M:

Jon

Tij(p)w;
(2, w))]) gn -

p=(s(p),r(®),,
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con (s(p) ,r(p)>p € C es continua de clase C* porque, escribiendo para todo p € U

s(p) = [(p,v(p))], r(p) =[P, w(p))],

con v,w : U; — C™ continuas de clase C* tenemos para p € U,
p= (s(p),r(p)), = (v(p), wp))en

es continua de clase C*.

1.5. Modbdulos

Una parte a tratar en esta tesis tiene relacién con la estructura matematica conocida
como modulos. Teniendo que R es un anillo, entonces un R-médulo no es mas que un espacio
vectorial sobre un anillo R. De esta forma se procede a definirlo formalmente.

Definicién 1.5.1 (R-mddulo). Sea R un anillo conmutativo con 1 € R ( déonde 1 € R es
el elemento neutro multiplicativo o unidad ). Entonces un R-mdédulo por la izquierda es un
grupo abeliano 91 (aditivo), con una multiplicacién por escalar:

R x9M — M,
(r,m) — rm.
tal que las siguientes condiciones se satisfacen para todo m,m’ € M y r,r’:
1) r(m+m') =rm+rm’;
1) (r+7r")m=rm-+r'm;
) (rr')ym =r(r'm);

v) 1m =m.

I11

Observacion 1.5.1. De esta forma, considerando el hecho de que todo campo es un anillo,
entonces todo espacio vectorial sobre cualquier campo K es un K-modulo.

Ejemplo 1.5.1. I'(£) es un C(M)-mébdulo.

Definicién 1.5.2 (Mdédulo finitamente generado). Sea R un anillo y sea 9t un R-mddulo.
Sea X = {xy,x9,...,2,} C 2 un subconjunto de finito de M. Se dice que M es finitamente
generado si M = (X).

Definicién 1.5.3 (Mdédulo proyectivo). Sea R un anillo. Un mddulo proyectivo 3 sobre un
anillo R es un R-moédulo con la propiedad de que para cualquier homomorfismo sobreyectivo
de R-moédulos a : M — P, tiene un inverso derecho 5 : P — M

Teorema 1.5.1. Sea R un anillo. Un R-mddulo es proyectivo si y solamente si dicho R-
modulo es isomorfo a un sumando directo en un R-mddulo libre. Mas aiun, es finitamente
generado y proyectivo si y solamente si es isomorfo a un sumando directo en R™ para algin
n.

Demostracion. La demostracion esta disponible en [b, Theorem 1.1.2, pagina 3]. *
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Capitulo 2

La 2-Esfera

Ahora se procedera a introducir el espacio en el que se trabajara, asi como se integrara
el material visto del capitulo anterior para aplicarlo a la esfera.

2.1. Definicién
Definicién 2.1.1. Consideremos el espacio real R3. Al siguiente subespacio topolégico de
RS

$? = {(z,y,2) € R® : 2? +¢y* + 22 =1},

se le llamard 2-FEsfera. A los puntos (0,0,1) y (0,0, —1) se les llamaréd polo norte y polo sur
y denotara por N y S respectivamente.

Figura 2.1: Representacién de la esfera $2 en el espacio R, con sus polos N y S.

15
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2.2. Proyeccion Estereografica

La motivacién de definir y usar la proyeccion estereografica es para definir un atlas para
la 2-Esfera.

Definicién 2.2.1. Sea $? la esfera 2-dimensional y sean N y S sus polos norte y sur. Se
definiran los hemisferios norte y sur de la siguiente forma:

Z[N = 82 \ {S}7
Ug =S\ {N}.

Observacion 2.2.1. Notemos que tanto U C $2 como Ug C $2 son conjuntos abiertos en $2.
Observacion 2.2.2. Observemos que $2 = Up U Ug. Por lo tanto,
U u.
1€{IN,S}
es una cubierta abierta de $2.
Teniendo en mano las definiciones de los hemisferios para la esfera $2, se procedera a

definir un par de funciones.

Definicién 2.2.2. Consideremos $2 con sus conjuntos abiertos Un vy Ug. Se procedera a
definir las proyecciones norte'y sur (on v pg respectivamente) de la siguiente forma:

PN ¢ UN — RQJ <x17x27x3) = ( a 2 ) )

1+x3’1+$3
2 U1 —Y9
g Ug — R7, (yl,yg,yg)H< , )
l—ys 1—y;

Ahora considerase R? con las siguientes funciones:
en : R? — Imagen (o' (R?)) C R?,
2 2 1— 27— 23
(zEL'TZ)'_> < gl PR 22 PR :E% x%) ’
1+l’1+x2 1+x1+x2 ]-+IL'1 +$2
¢g' : R? — Imagen (gogl(]RZ)) C R3,

(1.3) 1 2y, 2y, Y +y3—1
y17y2 1 2 271 2 271 2 2 .
+tyr+y; L+yr+y; L+yi +y3

Considerando HXH%R2 S T HYH§{2 =y} + y3 (donde ||g2 denota la norma usual en
]RQ), el mapeo anterior se puede escribir:

2

1 o 2%1 2%2 1— HX||R2
oN (21, 29) = 5 5 5 3

Lt xlge 1+ xRz 1+ [x[g2

2

1 . 2, —2y, ||YH]R2 —1
vs (YY) = 5 5 5 :

L ylge 1+ 1ylge 1+ 1¥lke
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Observacion 2.2.3. De la definicién previa , se tiene que para i € {N, S},
pi '(R?) CU; C 5%

Demostracion. Sea opg como en y sea (z1,2,) € R2. Ahora calculando ||g0§1(x1, o)

( 22, 2m,  —Ix|Zs+ 1)
Lt xR L+ X221+ x5
403 + 403 + (Ix)% — 1)
(1+Ix2,)°
~ daf e+ (Il — 2lxlEe + 1)
(1+Ix12,)°
(Il + 20l + 1)
(1+Ix25)°
(Il +1)°

(1+ HXHRQ)
= 1.

lont (@1, 2955 =

R3

En virtud de la arbitrariedad de (xq,25) € R?, se tiene que para cualquier (xq,z5) € R?,
lont (21, 29)|| = 1. Por lo tanto, se concluye que o' (R?) C $2.
De esta forma se tiene que Imagen ((pﬁl (]Rz)) C Upn ya que

2 2

L—fzlge  —lelge
2 2

L+ |zlge 1+ [2lge

Por lo tanto S ¢ o' (R?).

La demostracién para gogl es de forma simétrica. ke
De esta forma se tiene hasta el momento que
SOIIII : Rz - UNa
QOgl : Rz — US,

y se procederd a mostrar que @p © gpﬁl = id, cpﬁl o N = id, asi como pg o gogl =1id, y
pg' ° g = id.

Proposicién 2.2.1. Sea i € {N,S} y sean p; y go;l como en la definicion . Entonces

piop;t=1d y ¢;lop, =id
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Demostracion. Sin pérdida de la generalidad, se considerarad el caso para cuando i = N,
ya que el otro caso se da de forma simétrica. De esta forma, sea (xy,x9,23) € Un C $2,
entonces:

1 _ -1 Ly )
YN SON(9317~T27333) YN <1+I3,1+m3>,

por definicién de ¢ny. Ahora

2331 2172 1 _ QZ% _ $%
o~ ( Ty T ) _ Tros Trzs (252  (1tws)?
N ) - 2 2 ’ 2 2 ? 2 2

1+z3 1423 z7 z5 z7 z5 ] z5
U i P e 1 e T e 1 e T s
_ ( (1 + 23)22, (1 + 23)22, (1+$3)2—$%—$%>
(L4 23)2 4+ 23 + 23" (1+23)% + 2 + 23" (14 23)% + 27 + 23

Dado que (1, T4, 25) € Upn C $2, entonces se tiene que x% + 23 + 23 = 1. Particularmente
23 + 23 = 1 — 22. Observemos que

(I+ag)?+27+23=1+z3)*+1—23=(1+a3) (1 +z5) +1—a3) =2(1+2z3),
asi como

(I+a3)?—af—a3 =143 +253—1=1+z3) (L+x3)+ (x3— 1)) = (1 + x3) - 223

Por lo tanto, reescribiendo 901271 ( Hﬁ , 13& ) con las dos observaciones previas:
3 3

—1 ( il Lo ) _ ((1+$3)2$1 (1 +z3)21y (1+$3)2x3)
PN A\T123 1+, 21+ z3) ~ 2(1+x5)  2(1+a3)
_ (Wx (A 4-75)3, Wxg)
(1 +a3) A +73) | (A A+T3)

= (5017$275133)-

Asi, se puede concluir que pnt o (21, Ty, ¥3) = (21,29, T3), ¥ por lo tanto ot o pp = id.
Ahora sea x = (27, 25) € R?, antes de continuar, observemos que

2 2 2
- gz 1—[xlge + [xlgz +1

2 = 2
Ix[lj2 + 1 %[ g2 +1
- 2
==

x| g2 +1
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Asi, calculando ¢y o o (71, 25) y usando la observacién anterior:

2
_ 2z 2z 1 — [x] g2
QONlowN(xlaxZ):SON ( 2 - > 2 2 ) D) B
X[z + 1 [xlge +1 x5z +1
2$1 21‘2
| WP WPy
- 2 ’ 2

2 2
xZo+1 <2541

0y (st 1] 20 1]
(T r(xleeT)

= (1, 75).

Por lo tanto, o' © on (21, 75) = (21, 75). Asi ong 0 on = id.

De esta forma, se tiene que efectivamente pn v ¢nt son inversos [por ambos lados]. Para

og 'y <p§1 la demostracion procede de forma simétrica. *

Habiendo encontrado las cartas (Un, ¢n) v (Us, ¢g), se procederd a encontrar las fun-
ciones de transiciéon. Pero antes, se denotara por ./4;?2 al atlas de $2 con estas cartas. Es
decir:

/léé ={(Un,¥N), (Us, ¢s)}

Proposicién 2.2.2. Consideremos la esfera $? con su atlas diferenciable A§2~ Entonces las
funciones de transicion T g y Ts N (transicion del hemisferio norte al sur, y viceversa) son:

Tns:enUNNUg) — ps(UnNUsg),
_
x% + x%
Togn:ps(UnNUg) = pn(UNNUg),

Tsn=en°est © (Y1,92) = ——= (Y1, —Ya)-
| vi s

TN,S =Yg e 90311 (T, T9) B (1, —25),

Demostracién. Sea $2 con su atlas /lgg. Por definiciéon de go&l y g, se tiene que para
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X = (11,75) € pN(UNNUg):

2
¥s ° 901:11<5171a 132) = ¥s < gxl ’ gmz ’ . 2||X”]R2)
[xlge + 1 [xlge + 1 [x[R2 +1
2xq —2x9
| B Il o +1
o, R 1k,
el +1 el +1
2xq —2To

2 2
X241 2,41

2 ’ 2
22, " 2lxIZ,

2 2
<241 w2y +

o L1 —Z9 )
o 2 2
X[ g2 Ixl%2

1
:—H ”2 (x1,—22).
X
R2

En virtud de la simetria del argumento, lo mismo ocurre con ¢ © gogl(yl, Ys). e

Teniendo hasta el momento las proyecciones estereograficas, sus inversas y funciones de
transicion, se pasara a introducir la esfera de Riemann, usando los elementos ya establecidos
previamente.

Recordando el hecho de que C es isomorfo a R2. Observemos que para (xq,z5) € R?, se
puede hacer la asignaciéon z := x; + 1§ x4, y por consecuencia z = 1 —f 5. De esta forma, se
puede ver a la esfera $2 como una variedad compleja C de dimensién 1.

Considerando que ¢ = y; + §y,. Observemos que las funciones de transicion Ty g v Tg N
se convierten en:

z=-,

Tas C\{0} = C\ {0}, Ts(s) = =
1
—=( =

Tgn: C\{0} = C\ {0}, Tgn(C) = =

N

En particular, las funciones son holomorfas, por lo tanto son C'*°.

2.3. Haz Tangente de la 2-Esfera

Dado que AgZ es un atlas diferenciable para $2, entonces es posible construir el haz
tangente. De esta forma, para cada p € $2, se construird el espacio tangente TpS2, como un

subespacio vectorial de R3. Para hacer esto, se mostrard el isomorfismo entre espacios que
hay para Tp$2 v R3. Posteriormente para cada p € $2, se procederd a definir una base para

TpSZ. Para todo esto, se partira de las definiciones de la seccién 1.2.
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Definicién 2.3.1. Consideremos la esfera $2, y sea p € $2. Entonces para i € {1,2} define:

0 _ N
5 (0) = Sy, ma),
9 e

De esta forma, se tiene que para p € Upn C $2:

0 » dont (21, 2) 2 (—$% + 22 + 1) —4xi 1, —4xq c RS
a = 5. \Wi1,42) = ) ) )
O O (1+af+a3)" (1+af+23)" (1+af+ap)’

0 don (21, 9) —4x, 29 2(af —a3 +1) —4xy c R
a0 = 5 {¢1,d9) = 3 ) .
O Oy (1422 +23)° (1+23+23)" (1423 +23)°

Y de forma similar para ¢ € Ug C $2:

i Q) = asogl (yh y2) = (2 <_y% il yg - 1>7 4y1y2 9 4y1 ) )
Ay, Ay, A+2+42)° (A+2+43)° (1+y2+42)°
9 (= 3¢§1<y1’y2) _ ( “dyy, 2 (v — 5 + 1)7 4y, ) |
Ay Ao 1+y2+42)7 +2+42)7 (1+2+43)°

Observacion 2.3.1. Observemos que para p € Upn 0 q € Ug, se tiene que:

0 0 3
{83:1 (p), o1 (p)} C R?,
o bien

{8%1(@78%2(@} C R?,

son linealmente independientes. Més atn,

Dim ({%(p),%(p)D =2 =Dim ({aiyl@’aiyz@})’ (2.1)

y asi, de Dim (TpSQ) = 2 se tiene que

Tyt Gen { {20, - .
Tt = Gen {{ 0.2 -

En estos casos, el isomorfismo esta dado por 77, introducido en el préximo lema.
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Lema 2.3.1. Consideremos la esfera $%, con su atlas diferenciable /lgz. Sea p € $2, y sea
[c] € TPSQ. Define el mapeo

T Tp$2 —R3, Y([c]) := (0).
Entonces T define un isomorfismo entre TpS2 Y T(TpS2) C R3.

Demostracion. En virtud de la definicién de 7", basta mostrar que 7" no depende del repre-
sentante. De esta forma, sea p € $2, entonces para i € {N,S}, v [c],[7] € Tp82 tal que
[c] ~ [7], se tiene que

(i) (0) = (p; 7)" (0).
Dado que ker((goi_l)/) = {0} por la ecuacion (@), entonces ocurre que [c| ~ [7], si y sélo si

(071) o (p00) (0) = (971) o (p;07) (0).

De esta forma
/ /

c'(0) = (¢i tepioc) (0)= (9 ") (i(p)) o (pioc) (0),
= (") (alp)) o (pi o) (0) = (07 "o i 27)  (0),
=7'(0).
Asi, se obtiene que para cuando [¢] ~ [v], T([¢]) = T([y]). Més atn, T es lineal: sea o, 5 € R
y v,w € R2. Entonces

T ([avspul) = 55| _ 07 (0ilp) + taw+ Bu)),

= (o7) (9:(p)) - (aw + Bw),
—a (o7 (0 (0) - v+ B8 (e ) (i) - w,

et eilp) + )+ B (i) ),

* dtli—o
= a7 ([c,]) + BT ([ey,]) -

Por otro lado, como ker ((goi_l)/) = {0} por la ecuacién (@), entonces

T ([e) = (o71) (¢i(p)) - v =0,

si y s6lo si v = 0, o en otras palabras [c,] = 0. De esta forma se concluye que 7" es un
isomorfismo entre Tp82 y T(TPSQ) C R3. ke

Definicién 2.3.2. Sea p € $2, entonces define:
g, T,8? x T,8% - R,
gp(lel, 7)) = (T([e]) , T(]W]))
donde (-, -) es el producto punto canénico de R3.

Proposicién 2.3.1. Sea p € $2, en virtud de la definicidn anterior se tiene que gp propor-
ciona una métrica Riemanniana para $%. Por lo tanto, $% es una variedad Riemanniana.

Demostracién. En virtud de las propiedades de (-, -), para p € $2, g, es bilineal, positivo y
simétrico, ya que (-, -) lo es. Mds atin Ker (1) = {0}, entonces g,, es positivo definido.
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Ahora, sin pérdida de la generalidad, para p € Uy define:

gz’j(xlaxQ) = 9p <6sc~

De esta forma se obtiene

gll<x1 xz) _ <<2<1—x%+$%) —41’1./1/'2 —4331 )
(1+22+22)% (L+2? +a2)” (1422 +23)°
(1422 +23)° (1+a2}+23)* (1+a3 +a3)°
4
(1422 +a2)”

2(1 — 2% + 22 —4 —4
912<x17 xZ) = ( ‘Tl + 1:2;7 xlxz 2 xl P} 3
(14+22+22)° (1+224+23)" (1+22+23)

( —4r129 2(1 4 af — x3) —4ry ) >
(1+23+22)% (L+2? +a2)” (1422 +23)°

=0.

Por simetria, g15(21,75) = g21(21,75) = 0,

—4x iz 2(1 + 22 — 23) —4x
922(T1, 79) = <<( 2 - 2 2 )

1+ a2 +a2)% (L+22 +22)° (1422 +22)°

< —A4x,xq 2(1 + 22 — 23) —4x, ) >
(1+a3+23)" (1422 +23)" (1422 +23)°
4
(1422 +a2)°

De forma andloga se obtiene

911(3/173!2) =

(
912(y1,y2) = 0,
921(y1,Y2) = 0,

922(1/17 yz) =
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Asi, g;; también es diferenciable. Consideremos X,V € I'™® (TSQ), entonces para la carta
(Uns N

.
I

2\ i 0 i 0
gp(X(x17x2)7V<x17m2)) =9 (ZXZ@;laxQ)@xjZVZ(xDIQ)ax )

-y

1=1 j=

Mw

Xl xlva)Vj(mhx2>gij<x17m2)'

—_

es diferenciable porque X*, V7, g;; lo son para i,j = 1,2. De forma andloga se obtiene la

diferenciabilidad para la carta (Ug, pg). ke

Definicién 2.3.3. Sea p € U v supongase que { una base para TpSQ. Conside-

remos que

oz’ Oy

IX(P)] == 1/9,(X(p), X(p)), para todo X(p) € T,,$?,
Lema 2.3.2. Sea p € Uy. Entonces para i € {1,2}
0
) -

Demostracion. Sin pérdida de la generalidad, sea p € Up y supongamos que ¢ = 1. Dado

2
1+ 22 + 22

(2.2)

que i(p) S TpS27 yp= (;01:11(1'1,332), entonces
1

oz
0 OoN'
axl - axl\:: <x1?$2)
(201 —2f +23) —Ax 1z —dx,
(1+a3+23)° (1+23 +23)* (1+23+423)°

Ahora calcularemos la norma de acuerdo a la definiciéon anterior:

‘ 0 =¢gp<a%<p>,a%<p>>.

8_331(p>
Observemos que en la proposicién , el término g, ;(z1,29) representa exactamente lo
que queremos calcular. Por lo tanto para i € {1,2}

Observacion. Observemos que para el lema anterior, de forma analoga se puede realizar el
calculo para i € {1,2} y p € Ug para asi obtener

0 p)H _ 4 - 2
8:ci (14_1-%_'_1-%)2 1+$%+SE§

0
H 2 )

‘: = (2.3)
(1+y2+92)” 1+uvi+y;
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Definicién 2.3.4. Sea p € U v supongase que {%, %} una base para TpSQ. Conside-
1 2
rando el resultado anterior, el conjunto {ell\T, 61;} definira la base ortogonal dada por

-1

N _ || o o , . l+zi+a23 9

el T 8$1 p axl <p)_ 2 axl (p)7
-1 2 2

N __ | 9 9 . l4ai+a3 9

2 =|55P o, (p) = 5 915 (p).

De forma analoga se definira {e?, eg} para la base {i, i} cuando p € Ug:
Oy1’ Oya

1+ y2 + y2 0
S 1 2
e = 5
i H 5 y1 5@/1 (p) 5 oy ()
1+ y2 + y2 0
S 1 2
e = .
5 H 8y2 s (p) 5 s ()

Para hacer esta identificacion entre vectores tangentes de T, U y T ,Ug, de acuerdo con
el teorema m y ecuacion (@), se obtiene por medio de la multiplicacién matricial:

Tsn(p) = (s °on') (en(p));
con pn(p) = (x1,x,), asi como

(y1(z1,m9), Y2 (21, 29)) = g 0 o (21, 25)

- 2 27,2 2 |-
x] + x5y x] + 25

De esta forma:

2
_ oy,
(ps o on) (1, 29) = 6—7’> (2.4)
Yi/ i1
x%—m% 7221}1{172
_ | @red® @irez)?
o 21301x22 :rlg—:rz% ) (25)

) p)
(z3+23)"  (27+23)

Ahora, para p € Un \ {N}, denota:
0

on(p) = (21, 25) = r(cosf,sinf) = re r>0, 6¢€]l0,2n].

Entonces observa que

23— —r?(cos®0—sin®f)  sin20 —cos26  —cos20
(43 +3)° a " "
2z, 2, r?(2cosfsinf)  2cosfsin 0 _ sin26

(@3 +a3)° AT 2
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Asi, la matriz de (@) se puede reescribir de la forma

1 (— cos 260 —sin 2«9)

o) = =
(pgoon ) (r.0) r2 \ sin20 —cos26

Denotando como T'g n(p) := (g © ont) (on(p)), se tiene que

7 ()_l —cos26 —sin260
s,N\P 2\ sin20 —cos20)°

Observemos que T'g N(P) - (TS’N(p))* = %4]1%2, por lo tanto, r2.‘TS7N(p) € SO(2). Mas
aun,

(PTsn®) = (PTsn®) " =r*Tnsp).

De esta forma, para p € Uy N Ug, las funciones de transiciéon del haz tangente T$?, estan
dadas por

1 (—cos20 —sin20

TS,N(p) - 7“_2 ( sin 26 — COS 20) y b€ Z[N \ {N}7
1 (—cos20 sin26

TN,S(p):T_Q (—sm%’ —C0820> ) pEUS\{S}

Antes de proceder, mencionaremos la forma matricial asociada a un niimero complejo. Con-
sideremos (z,y) € R2. Entonces existe un isomorfismo natural entre el plano cartesiano R?
y la linea compleja C dado por

(2) >+ iy (2.6)

Ahora para z € C, vamos a actuar x + 7y de la siguiente forma

z

(x+iy) = z-(x+iy) = (Rez +iImz ) (z+7y) = (Rezz—Imzy)+7 (Imzx+Rezy). (2.7)

Por otro lado, recordando el isomorfismo (@) tenemos que

o Rezx —Imzy
(Rezz —Imzy) +f (Imzz + Rezy) — (Imzx 4 Res y) . (2.8)
Observemos que
Rezz —Imzy) _ (Rez —Imz) (z (2.9)
Imzxz + Rezy) \Imz Rez y)’ '

donde la matriz del lado derecho de (@) estd en Maty, 5 (R), por lo tanto, gracias a (@),
(@), (@) y (@), tenemos la siguiente cadena

9 x o E . Rezx —Imzy) _ (Rez —Imz) (z 9
R 9(y>r—>x+ﬂyl—>z <$+ﬂy>H(Imzx+Rezy>_(Imz Res y e R~
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En virtud a lo mencionado anteriormente, y del hecho que las matrices T'g n(p) ¥ TN s(P)
son la representacién matricial de nimeros complejos, se tiene que el haz tangente TS$? es un
haz vectorial complejo, cuyas funciones de transicion estan dadas por

o210 e
fTS,N(p) = - 2 P=¥YN (7"6” )7

o210 e
fTN,s(p) = T2 p =g (re’”).

De esta forma, podemos reescribir estas matrices de rotacién como elementos z € C, pasando
asi nuestros calculos a la variable compleja. Observamos que el nimero complejo asociado a
la matriz

—cos20 —sin 260
sin20 —cos 20

) es  —cos20—+ i sin26,

y al reescribir en términos de z

—c0s 20 + i sin 20 = —(cos 20 — i sin 20)
200

=l

22
z
~
De forma analoga para la matriz

—cos26 sin26
—sin28 —cos20)’

se le identifica el niimero complejo — cos 260 — i sin 20, el cual cumple con:

—cos260 — i sin 20 = —(cos 26 + § sin 20)
_ 200

Proposiciéon 2.3.2. Las funciones de transicion en las bases {ell\T,eQN} Y {e?, eg“} del haz
tangente de la esfera TS? estdn dadas por las matrices

_ [—cos20 —sin26 I A
(o) = (g Zomon) pEUN\VINY b= )

_ (—cos20 sin20 1, 50
st = (S nng) e Us\(Sh p=stre)
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Ademds TS? es un haz vectorial complejo con funciones de transicion

—_97 zZ o
tsn(p) = —e 2”9:—;7 z=on(p) =re’?,
tys(p) = —e%0 = —£ ¢ = pg(p) = re'?.
¢
Demostracion. Por la definicién y el argumento previo a la proposicion. *

2.4. Haces Lineales Complejos de la 2-Esfera

Por los resultados anteriores, podemos considerar el atlas A% ={(Un,pNn), Ug,pg)}
dado por la proyeccion estereografica y dada una funcién (diferenciable)

TN,S : UN N US — GL(TL,C)
Construimos un haz vectorial sobre $2 por

€= (Un x € ] J s x € / ~,
con la relacion de equivalencia
(p;,v;) €eU; x C™, (pj,vj) € U,; x C", definida como
(P> vi) ~ (pjv5)

siy solo si p; =p;, v; =T, ;(p;)vj, para i,j € {N,S}, en donde para todo p € Uy NUg,

Tsn(p) = (TN,S(Z?))_1,

y TS,S = TN,N — id. Para i7j, k € {N, S las funciones {7 ,N’TN,S7:TS,N7TS,S} cum-
plen automaticamente las propiedades ([l.5) de la pagina Notemos que III se cumple
porque dos de los indices {3, j, k} son iguales.

Definicién 2.4.1 (Haz lineal complejo con ntimero de giro m € 7). El haz lineal complejo
con nuamero de giro m € 7 esta definido por

Em = (UNXC)H(USXC)/Na

con la relacion de equivalencia

(pNva) € Z[N X C: (p87fS) € Z[S X Ca y
(P i) ~ (pss fs)

siy solo si py = pg ¥V fxv = TN s(ps)fs donde

Thss) = (2)° v 2= enlon) = onios)
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Notemos que para m € Z, la funcién T g(pg) estd bien definida ya que para z € C\ {0},
considerando su forma polar z = re‘w, tenemos que

717111,8(295) = (E)

m
2

Observacion.

Em = (on(Un) x ©) [ (ps(Us) x €) / ~,
(2, fn) € onUn) X C, (C, fg) € pg(Ug) x C, ¥y
(2, fn) ~ (C, fs)

siysélosi z=1/(, fy = (E/z)% fg, con el isomorfismo

¥ = (on(Un) X O) [ ] (ps(Us) x €) / ~,
Y ([(pns In)]) = [(on (o), IN)] 5 (oS ) € Un X G,
Y ([(ps, fs)]) = l(¢s(ps): fs)] » (ps, fs) € Ug x C.

Proposiciéon 2.4.1. Sean m € Z y

0, = {<gN,gs> € Cltn) x CUs)  gn(p) = () 7 9(p) ¥p = ot (2) € U NUUs, 2 € C\{O}},

m
2

m
2

z\ 2 1
m,, = {(fN,fs> € CO)xC(O): ()= (2) 7 £ (3) vze € {0}} .
Ahora, en virtud de la estructura de C(S?)-médulo dado por
(9N, 9s) = (‘PTUNQN,@MSQS)

bara todo (gN7gS> € ﬁm; Yy
O (frn, fs) = ((Pown') - i (Pows') - fs)
para todo (fx, fs) € M,,, ® € C(S?), se tiene que
reé,, =m,, =m,,.
Demostracion. Sea s : $2 — &,, una seccién. Entonces para todo p € U podemos escribir

s(p) = [(p, fn(p))], con (p, fn(p)) € Un x C.

Y analogamente para todo q € Ug

s(q) = [(a. fs())],
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con (q, fg(q)) € Ug x C. Definimos

VI, — ﬁm, por,
Y(s) = (v, fs) 5

asi como
®:M, —I(&,,), por,
® ((fn: fs)) (p) = [(p, Sn(P))]s P € Un,
@ ((fn: fs)) (9) = (g, fs(@))], q € Us.
Observemos que ® esta bien definido por la definicién de ﬁm y la definicion R.4.1]. Es evidente

que ¥y ® son C($?)-lineal. Ademés 1po® = id, ®ot) = id, entonces ¥ = 1y~ . Un isomorfismo
C(8?)-lineal entre M, v M, estéd dado por

U ﬁm — M,
U ((fnofs) = (fnowonts fsovst).

2%

Dado que Up C S? es denso, entonces toda seccién s € T'(E,,,) estéd tinicamente determi-
nada por su restriccion SFU ya que para p € Uy
N

—1)= U
s((0.0,-1) = lim  s(p)

por continuidad. Ahora aplicando el isomorfismo I'(£,,,) = 9,,,, se ve que para toda secciéon
continua estd inicamente determinado por fyy € C(C).

Entonces tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.4.1. Seanm € Z y

S = {f € C(C): lim <é>% f(z)eC em’ste},

z—00 \ 2z

con la estructura de un C($%)-médulo dado por ® o f := (- <p§1) o f para todo ® € C(S?).
Entonces §,, = M, como C(S?)-médulos con el isomorfismo

VM, = S
dado por ® (fN, fs) = In-

Demostracion. Obviamente ® es C($?)-lineal. Ademds, fy € ,, porque

i ()% -1 () ()% s (2) -

— lim fg <1> = £5(0) € C.

Z—00 A



2.4. HACES LINEALES COMPLEJOS DE LA 2-ESFERA 31

El inverso de ® esta dado por v de la proposiciéon anterior ()

r‘vb:gm_)mtm’ ¢(f) = (fN?fS)a
donde

fN::f7y

2*

Definicién 2.4.2 (Particién de unidad). Sea p € $2. Definimos las siguientes funciones

1 — =1 1_ 1
an(p) = 1+(zz)m’ P=¥N (2),z€C ag(q) == 1™’ p=¥s €),¢eC ’
07 P = (0,0,_].) O7 q= (0,0, 1)

Observacion 2.4.1. Sea p € 82\ {(0,0,+1)}. Recordando que z(¢) = pg o o (¢) =

cumple la siguiente igualdad:

1 1 1 (22)™

:1+uam+1+@am:1+@am N

an(p) + ag(p)

Maés atn, por continuidad se tiene que para todo p € §%:

an(p) +ag(p) = 1.

Lema 2.4.1. Sean (fn, fs) € iﬁm yi,7 € {N,S}. Entonces

(i) Las funciones

‘/aSTlT'Tj : Z[Nﬂl[s — C,
\/Oés.‘jizljfs : Z’[N ﬂUS — C

tienen una unica extension a funciones continuas sobre Up;.
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(ii) Las funciones

‘/O'/N UNQUS%C
‘/aNTi,ij : Z[N ﬁUS —C

tienen una Unica extension a funciones continuas sobre Ug.

(iii) Las funciones

\/OéNOéSg’ZT{Lj : UN ﬁUS — C,
‘/aNaSTZZ'fN : UN N US — @,
\/OéNC\{S:TZZ'fS : UN N US — C

tienen una Unica extension a funciones continuas sobre $2.

Demostracion. Como T7%(p) € U(1) = {u € C : [u| = 1}, se tiene ]T%(p)‘ = 1 para todo

Por la definicién de Sf)ﬁm, lfsl e CUg) y

Jim |fsl(p) = lim |T& N () fu(p)| = Jim ()l = (N

entonces |fg| tiene una tinica extensién a funcién continua sobre $2. Luego, |fs| es acotado,
es decir, existe ¢ > 0 tal que |fg(p)| < ¢ para todo p € Ug. Ahora

0 < lim |\ ag(p)T 7 ‘<c lim +/ag(p) =0,

p—N p—N

por lo tanto

define la tnica extension a una funcién continua sobre U1y.

Analogamente,

lim [v/ag(p = lim /ag(p) =0

p—N p—N
implica que

(VasTyy) (N) == lim /ag(p)T 7

p—N

define la tnica extensién a una funciéon continua sobre Uy;. Esto concluye la demostracion
de (i). De forma similar se demuestra (ii). Ahora (iii) es una consecuencia de (i) y (ii).
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Por ejemplo
Veasfs € CUg) y JanT 7
tiene una tdnica extensién a una funcién continua sobre Ug por (ii), entonces

VasanT % fs = (Vasts) (VoanT )

tiene una tdnica extensién a una funciéon continua sobre Ug. De forma similar, por (i),

VasanT % fs = as (VanT 7 fs)

tiene una tunica extension a una funcién continua sobre Uy, por lo tanto se obtiene una
{inica extensién a funcién continua sobre $2. El resto de los casos se demuestra de forma
similar.

Comentario. Con el abuso de notaciéon de ahora en adelante no distinguimos entre una funcién
y su unica extension dada en el lema E.4.1.

Proposicién 2.4.2. Consideremos las siguientes matrices

Fn € Maty,» (C(Uy)), Fgs € Maty,o(C(Usg)),
GN € Maty,; (C(Un)), Gs € Maty, (C(Ug)),

definidas por aplicar el lema a las siquientes formulas:

Fy = (Von, vasTis) . Fs = (VanT &N, vas) (2.10)

oo () - () e

Entonces

FNOGN :iduN, FSOGS :idus, (212)
FS o GN = T'ISTI:N7 FN o} GS = Tﬁ,s, SObT’@ UN N Us. (213)

Ademds,
Pm = GN o FN = GS o Fs & Mat2><2 (C<S2)>

es una proyeccion ortogonal, es decir, Py, =P, = P?n, dada por

_ N VONasT N s
P = . . (2.14)
VonasT g'N ag

Demostracion. La existencia de tinicas extensiones a funciones continuas sobre los dominios
considerados_cumple por el lema P.4.1. Como T3 o T7" =1y an + ag = 1, las igualdades
en (2.13) y (E.l?) se cumplen.
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Ademaés, por () y el lema , P,, € Mat,,, (C($?)). Recordando que Fy o G =

idy,, tiene una tnica extension a una funciéon continua sobre $2, se calcula
P12’n:GNO<FNOGN>OFN:GNoidOFN:GNO N:Pm

Observemos que

¥ —_— —1
m _ m _ m _ m
( N,S) =TNs = ( N,S) =TSN

entonces Gy = Fy; v por lo tanto

P:n:(FﬁOFN)*:FKI" ﬁ*:Ff(rOFN:Pm-

2%

Proposiciéon 2.4.3. Sea P, definida como en la proposicion @ Entonces existe un
isomorfismo de C($2)-mddulos

P, C(5%)2 - M

m

v (P (7)) = (e () 2 (7))

o: M, — P, C(5%)?
®((fn: fs)) == anfnGN + ag fsGs.

dado por

con TNVErso

Demostracion. Recordemos que
M, = {(fn fs) € CUn) x CUsg) : fn(p) = TR s(p) fs(p) Vp € Un N U}

por las definiciones en la proposicién y definicién . Ademas, por la ecuacién ()
y lema E.él.l7

¥ (P (1)) = (Vaxhi + VaSTR sfa . VanTEN + Vasty) € Cltix) % Clls).

Ahora para demostrar que W esta bien definido, comienza por notar que W es C' (SQ)—lineal. Sea

P., (fl) =P,, (g;) , entonces P, <f1 B 91) = 0. Como V¥ es C($?)-lineal basta demostrar

fa fa— 92
hy 2 hy hy
que para todo € C(5°) tal que P,, = 0, se cumple que ¥ | P, =0y
Ry ho ha

consecuentemente W (Pm (f1>) — v (Pm (91>> = 0. Supongamos que P,, <h1> = 0.
fa 9o ho

Como
P =GN o PN =GgoFs,
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entonces se tiene

0="P,, (Z;) =GN N (Z;) = VN (FNO (Z;»

et (e 32))

como /an(p) > 0 para todo p € Uy, tenemos necesariamente que

De forma analoga para P,, = Gg o Fg, con p € Ug. Asi se puede ver que
hy _ hy hy _
7P (ia)) = (e () 75 () ) -0

Queda demostrar que efectivamente W ( ( )) € ﬁm. Consideremos las funciones

(};) Un — C,

( 1) US — C.
Tenemos que demostrar que

2
NS (FS 0 (g)) =FN (2) sobre Upn NUg.

Como T g7 g'ny = 1 sobre Uy NUg, obtenemos

S

Ns (FS ’ (jﬁ;)) = VonTNsTsnf1 +vVasTN s/
= van/f1+VasT N s/l

= Fyo (2)

entonces ¥ (Pm (jzl)) € ﬁm, es decir, ¥ esta bien definido.
2
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Consideremos ahora @ : 9T, — P, C($%)2. Por el lema (con T3y = iy, j € {N,S})

todas las entradas de anfNGN + agfsGg tienen una tnica extensién a C($?), entonces

®((fn: fs)) € C(S?)%.

Demostraremos que ¢ (ﬁm) C P,,C($%)?, es decir,
(I)(fNu fS) = qu)(fNu fS) € Imagen (Pm) :
Recordando que P,,, = Gy o Fiy = Gg o Fg, obtenemos de la ecuacién ()
P (®(fN, fs)) = P (an /NG + asfsGs)
= an NP o Gn + agfgPp, ° Gs
= anfNGON ° I o OGN + agfsGg o Fg o G
id id
= anfNGN © PnoGN + a5 fsGs o Fg 6y’
= anfNGN +agfsGs
= (p(fNa fS)
Como Cb(ﬁm) C P,,C(5?)2, podemos calcular ¥ o ®. Para todo (fx, fs) € fﬁm tenemos
Vo @(fn, fs) =¥ (an/NGN + as5fsGs)
= (Fn ° (an/NGN + asfsGs) ; Fs o (an/NGN + s fsGs))
= (on/NFN o GN +asfsFn© GS ; anINFN o G + a5 fs PN ° Gs)
= (aNfN +agTNsfs, onT NS + Oésfs>
= (an/N +as/n, anfs T os/fs)
= (an + ag) (fn, fs)
- (fN? fS) )

va que oy +ag =1, Fge G = Tgn v Fn o Gg = T g por ecuaciones ( )y (

Yy TNsfs = fzvo Ts'nfnw = fs por la definicién de Dﬁ . Ahora para todo P, (;1> €
| 2

P, C($?)? tenemos

. fi)) _ (N1 (N1

vow (o (7)) <o (e () 5 (7))
~on (e () owros (5 (1) ) 0
=anGNofno (2) +agGg o Fgo (%)

=oanP,, (j%) + agP,, (g)

~(ax+as) P (1)

-ru (1)
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De esta forma se aprecia que ® o ¥ = id, asi como ¥ o ® = id. Consecuentemente ® = ¢!
y finalmente ¥ es un isomorfismo. *
Corolario 2.4.2. (&,,) = M,, =M, =F,, =P, C(§)>.

Demostracion. Es una consecuencia directa de las proposiciones y y corolario

p.4.1,

Comentario. Con el isomorfismo C($2?) = C(C U {cc}),

P () = o (2) an()0s (TR s (2)
" \% @N(Z)as(z)Tng(Z) ag(z)
1 2% (3\5
_ 1—7i:n(z2)m . 1+(22)™ (2)
(z2)2 _ (z\7% (z2)™
1+(22)™ (E) ’ 1+(22)™
B 1 1z
NS A G

y de forma similar,

para todo m € IN.
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Capitulo 3

Calculo de Indices del operador de
Dirac

Para una variedad topoldgica M, denotamos por C'(M, C) el algebra de funciones conti-
nuas complejas, es decir

C(M,C)={f: M — C: f es continua} .

Cuando no se preste a confusién, continuamos escribiendo simplemente C(M).

3.1. Operador de Dirac en la 2-esfera

Antes de proseguir, vamos a analizar algunas propiedades sobre nuestro dominio para asi
poder hacer uso de nociones como el producto interno y norma. Esto es ya que introduciremos
una coleccion de elementos ortonormales los cuales serdan muy importantes para el célculo
del indice ya que estan directamente relacionados con la nulidad del operador de Dirac.

Dado un U € $2, V € R? y un difeomorfismo ¢ : ¥V — U tal que para todo (z1,z,) € V,
Dim (Rank (go’l(xl, zy))) =2, para f € C(8?) se calcula el integral de superficie por

dA(zq, xy), (3.1)

Lo

/fdQCL = /f(¢(3317372))H§_£($1»$2) X g—gp(%al’z)
u 1%

donde X denota la medida de Lebesgue en R?. Dado que el drea de un punto es 0, para todo

f € C(8?) tenemos:
/ fd2%a = / fd?a,

$2 UN
donde hemos considerado

o :C = Uy C 82
En la proposicion se demostrd que

don' doN'
g12(T1,15) = <6—;11($1»372) ) a—g(iﬂpxz) =0,

39
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entonces

0 0
= Ha—z(fl/’la%) Ha—li(%»xz)

= \/911(5517 952)\/922(371; Ty),
4

(1+23 +a2)*

0
a_%<$1,$2) X 8_:;02(3:1’%)

Por lo tanto, para todo f € C($?),

4

[ = [ sort @) ———dada,
4 B2 (1+ 27 +z3)

Por otra parte, recordando que

5m:(uNXC)H(UsXC)/N

con las funciones de transicién

Tas) =Tsh) = (2) 7 = et (2)

m
2

m
2

Como [T s(p)| = (Z1/12)
Entonces

= 1, para todo p € Uy N Ug tenemos T g(p) € U(1).

(-, Hp) x 7 (p) = C, (3.2)

de la ecuacion (@), estd bien definido, para p € $2 y todo s,7 € I'(€,,). La asignacién
p—(s(p),r(p)), €C,

es continua. Por lo tanto podemos definir un producto interno

() : T(E&y) x T(Ey,) = C,
por

51) = [ {sto) 1o, Pt
g2

La completacién de I'(&,,,) en la norma dada por el producto interno la denotamos por
Ly(&,,)- Usando el isomorfismo del corolario R.4.

reé,,) =38, = {f e C(C) : lim (é)%f(z) € C},

z—00 \ 2
f =1 flen@))] (p, flon(p)) € Un % C,
se obtiene un producto interno para toda f,g € §,,,

(1.9) = [ TE9— =), 33)
C

(14 22)

donde tal que T'(&,,,) v §,,, son isométricamente isomorfos y d\(z,z) simboliza la integracién
con respecto de la medida de Lebesgue.
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Recordamos la norma |-|, para f € §,,

11, = \j e ; Hz) 4 ar(=3)

entonces la completaciéon de §,,, con la norma dada por (@) también la denotamos por

Ly(&,,). Una base ortonormal de Ly(&,,) = E““b estd dada por

im| |m)| }
mY; l=—,—+1,, k=—1,—l+1,--,1
{? lk 2 9 2 + ) ) ) + ) ) 9

donde

3 -1 tsk(l—s [+ s
Y = (14 22) 2P(—2)P ( >< >, 3.4
B U=+ 5)! Z p J\p+s—k (34)

con a;;, € R\ {0}, s € %Z, ver [4].

Para verificar que Y, € §a,, Observemos que
p+p+s—k<p+l+s<l—s+1l+s=2l

con igualdad siy sdlosip+s—k=[014+syp=10—s, entonces | —k =1+ s que a su vez
implica k = —s. Por lo tanto

s 2P(—z)Pts—k
i (2)" 27
Z00 A2 (1+ 22)"

sip#tl—sép=l—syk+—s. Sip=I1—syk=—s, seobtiene

_E>l+8

l—s — 1
lim (é)s (—l = lim (_1 HSL)Z — (_1>l+s.
2700 \ Z (1+ 22) Z=00 (1+ 22)

Por la definicién de §o, en el corolario , se concluye que Y, € §a,. Donde §o, es
isomorfo al médulo de secciones del haz lineal complejo con nimero de giro 2s € Z sobre $2.

Ahora definimos el operador 9,

0,:=(1+ zz)% — %E

para asi definir el operador de Dirac sobre $2



42 CAPITULO 3. CALCULO DE INDICES DEL OPERADOR DE DIRAC

sobre H = Lyo(E_1) ® Ly(E4) con

1 1
dom () = {Zaﬁ: %Ylk S ) a,’ ,%Yuﬂ : Zl2|@ﬁ;\2 < OO}
Ik Lk

ver [2, Section 9.A, Pag. 407].

3.2. K-Teoria

A continuacién haremos uso de elementos de la K-teoria que seran fundamentales para
nuestro calculo del indice. Dichos elementos son: el teorema de Serre-Swan para establecer
una conexion entre las estructuras de nuestras variedades con las estructuras de moédulos.
También haremos uso de la equivalencia de Murray-von Neumann para asi definir el grupo
K que es esencial para nuestro trabajo.

Dados dos haces vectoriales G, G5 sobre una variedad M con proyecciones 7; : G, — M,
para i € {1,2}, y fibras 7; *(p) = K™, se define la suma G; @ G5 por

G199y :={(e1,e3) € Gy X G : mi(eg) = my(ea)},
con la proyeccion

T 51 @ 52 — M7
m(ey,ep) = mi(ey) = ma(€a),
y la fibra 71 (p) = KMtz
La idea de la K-Teoria es clasificar haces vectoriales establemente isomorfos. Se dice que

dos K-haces vectoriales (G, 7, M) v (Gg, 7y, M) sobre una variedad M son establemente
isomorfos si existe un haz ¢,,, =2 M x K™ tal que

91€Bgn19592695nr

Por ejemplo, si consideramos M = SQ, g, = TS? y Go = $2 x ]RQ, entonces G; y G5 no son
isomorfos por el teorema de la bola peluda. Sin embargo, si consideramos el haz normal

N = H <Tp$2)L = H Ry,

peS2 peS?2
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entonces

g =%xR2N y TS?@N ~$%xR?3,

por lo tanto
TS? Pey =9 x R3 =~ (SZ X RQ) Peg.

Es decir TS? v $2 x R? son establemente isomorfos.

Teorema 3.2.1 (Serre-Swan). Sean & y M variedades diferenciables, M compacta y & un haz
vectorial sobre M tal que w : & — M es diferenciable y w1 (p) = C™. Entonces el C*°(M,C)-
mddulo T (M) es un modulo proyectivo finitamente generado, es decir, existe N € N y una

proyeccion P € Mat y, i (C°(M,C)) tal que P2 =P = P*, y T°°(M) = PC>(M,C)"V.

Ademds considerando secciones continuas en lugar de secciones lisas, T(M) = PC(M, C),

como C (M, C)-mddulo.

Andlogamente para haces vectoriales reales con fibra ﬂ_l(p) ~ R™. Ver |3, Section 1,
Theorem 6.18 y Proposition 6.25]

Sea ahora IK = C. Las clases de equivalencia de haces C-vectoriales establemente isomorfas
forman un semigrupo abeliano con la adicion dada por la suma directa y el elemento neutro
gg i= M x{0}. Un procedimiento del algebra nos permite obtener un grupo abeliano llamado
el grupo de Grothendieck, a partir de un semigrupo abeliano. Por otro lado, por el Teorema
de Serre-Swan @, el C(M,C)-mbdulo de secciones continuas I'(E) de un haz (&€, 7, M) es
un modulo proyectivo finitamente generado y un isomorfismo de haces da un isomorfismo de
moédulos proyectivos. Entonces se puede usar los médulos proyectivos finitamente generados
para la clasificacién de haces establemente isomorfos. Estas observaciones nos llevan a las
siguientes definiciones:

Definicién 3.2.1. Sean m,k € N y P € Mat,, ., (C(M,C)), Q € Mat,, . (C(M,C))
proyecciones, es decir, P2 — P = pP* y Q2% = Q = Q*. Decimos que Py Q son Murray-von
Neumann equivalentes si existe una matriz X € Mat,,,, ;. (C(M,C)) tal que

P=X-X*, v Q=X"X.

El siguiente lema establece que dos proyecciones Murray-von Neumann equivalentes tam-
bién son unitariamente equivalentes y viceversa. Para esto se tiene que permitir matrices con
tamano adecuado.

Lema 3.2.1. Sean m,k € N y P € Mat,,,, (C(M,C)), Q € Maty,, (C(M,C)) dos
proyecciones. Entonces Py Q son Murray-von Neumann equivalente si y solo si existe un
le N, l>max{m,k}, y una matriz unitaria U € Mat; ., (C(M,C)) tal que

o582 )
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Demostracion. Obviamente P y g 8) son Murray-von Neumann equivalente por X :=
(P7 0) S Matmxl <C<Ma C)) Yya que
XX*=PP*"+0=P, y X'X= (POP 8)

donde usamos P* = P = P2. Lo mismo cumple para Q. Supongamos ahora que

POy . (QO
o6 o) = 0),

con U € Mat;,; (C(M,C)) tal que UU* = U*U = 1. Definimos

P 0\, .
X._<O 0>U.

xx=u(5 o) (6 0)v=v(s 0)v= (5 0):
w0 ee (Y -C Y E Y- )
(0o) + (00)

son Murray-von Neumann equivalentes. Sea ahora Y € Mat,,, ., (C(M,C)) tal que P =YY"
y Q =Y"Y. Por [[7, Section 5.1.5] tenemos YY*Y =Y, Y*YY™ = Y. Definimos

(Y 1-Q
U'_(l—P Y)'

Entonces

entonces

Entonces
U — YY* + (1—P)? Y(1-Q+(1-P)Y
T \1-QY*+Y*(1—-P) (1—-Q?2+Y'Y
_ YY*4+1-YY" Y-YYY+Y-YYY
A\ Y —-Y'YY + Y -YYY® 1-Y'Y+Y'Y
(10
- \0 1)/)°
Analogamente,

. (10
UU _<o 1).
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Mas atn
U Y* P 0\ /P O Y 1-—P
1—P Y 0 0J\0O 0)\1-Q Y~
B Y* PY P(1—-P)
(1= 0 0
(YT YY* YY'Y 0
N 0 0
(YT (Y'Y 0
~\ 0 N 0 0
es decir,
P 0 Q 0
oo/ ¥ \o o)
- son unitariamente equivalentes. *

Para definir el grupo K, (C'(M,C)) usaremos la equivalencia de Murray-von Neumann
y recordaremos que esta relacion de equivalencia es equivalente a la equivalencia unitaria si
permitimos matrices de cualquier tamano.

Definicién 3.2.2. Sea M una variedad topolégica compacta. Definimos K (C'(M, C)) como
el grupo abeliano generado por clases de equivalencia [P], donde P € Maty, . (C(M,C)) es
una proyeccion para algin £ € IN con la suma

Pr+ial= (5 o).

y como elemento neutro 0 = [0], donde 0 € Maty,, , (C(M,C)), k € N arbitrario.

Observacion 3.2.1. Todo elemento en Ky (C(M,C)) estd dado por
[P] —[Ql,

donde P € Mat,,, ., (C(M,C)) y Q € Maty,;, (C(M,C)) son proyecciones.

Comentario 3.2.1. Si M es una variedad diferenciable, entonces por el teorema de Serre-Swan
podemos representar el C (M, C)-médulo I'(€) de un haz C-vectorial (&, 7, M) por una
proyeccién P € Mat (M, Q)).

El grupo K (C(M, C)) [7] fue introducido por Atiyah para dar una versién abstracta del
teorema de indice de Atiyah-Singer. En grandes rasgos, la version abstracta del teorema de
indice dice que, dado un operador diferencial eliptico J) de primer orden sobre una variedad
diferenciable M, existe un homomorfismo

mxm (

Indy : Ko (C(M,C)) = Z, (3.6)
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dado por calcular el indice de un operador de Fredholm [2, Section 4] construido mediante 1)
y P € Mat,, ., (C°°(M,C)). Por ejemplo, si M es una variedad espin de dimensién par y

0 p
= 7).
Dy 0
es el operador de Dirac sobre el espacio de Hilbert £ = H @ A _, donde H | := Ly(S5,)

es el espacio de Hilbert de Lg-secciones del haz §, y § =8, @ &_ es el haz espin, entonces
se puede demostrar que, para todo P € Mat (C°°(M,C)), el operador

mxm
P, _P:dom (PP, _P)CPH™ — PH,
es un operador de Fredholm y el homomorfismo
Indp : Ko (C(M,C)) — Z,
estda dado por
Indyy ([P)) = Ind (P, P).
= Dim (Ker (PP, _P)) — Dim (coKer (PI), _P)),

ver [2, Section 10.2]. El objetivo de esta tesis es calcular el mapeo de indice (@) para la
variedad $2 y las proyecciones P € Mat,,, (C’OO(SQ, C)) que representan los haces C-lineales
con nimero de giro m € Z sobre $2. Por los resultados anteriores en el corolario y el
comentario posterior, ya sabemos que I'(€,,,) = P,,C($%)?, donde

P =T (o <;zm> ’
P (e = Tz (2 Gy ) mEN

A continuacién pasaremos a definir unos operadores que nos auxiliaran con el calculo del
indice, ya que van a satisfacer algunas propiedades adecuadas para nuestros calculos.

Definicién 3.2.3. Sea m € Z. Definimos los operadores

Por el articulo [4, ecuacion (3.22)] sabemos que

2362' sYlm = )‘sl s+1Ylm7 (37)

2382' sYlm = _)‘(—s)l s—lYlm7
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donde Ay :=+/(l—s)(l+s+1),s€ %Z, l=1s|,|s| +1,.... Ademas
{Yim s L=1sl,1s| +1,... , m=—1,...,l1} CT(&Eyy), (3.8)

es una base ortonormal de

=l
L2<£25> = F(£2s) = 8:252 = L2(C7d2a>a

2 4
donde d“a = mdxldl‘z.

Para resolver el problema de la computacion de indices, queremos expresar el moédulo
['(&€,,,) por proyecciones construidas por las funciones (Y|, k= —[s[, ..., [s].
)

Lema 3.2.2. Sean N,K € N, V € Mat,, 5 (C(C)), X € Mat,, j (C(C)), tal que
VV* = 1 = XX*. Asi como V*V € Maty, n (C($?)), X*X € Matg, x (C($?)) y
V*X € Maty, i (C($?)). Definamos P := V*V y Q := X*X. Entonces los médulos proyec-
tivos PC($2) y QC(8?)X son isomorfos. Mds atin, un isomorfismo estd dado por

Y PC($2H)N = QC($2)E,
L)) ()
1/; P : = X*V : s
In In

¢ : QC($*)" — PC($*)N,

L0 ()

Demostracion. Primero se mostrara que ¢ y ® estan bien definidos. Si

fi 91
Pl : | =P |,
I IN
fi—o0
P : = 0.
fN—9n
Como 1) obviamente es C'($?)-lineal, basta demostrar que

)

con TNVErso

entonces
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hy
Pl : | =0.
hy

si

Sea entonces
tal que
Entonces

luego

hy hy
o=Vvv{| + |=V] ],
hn hn
hy hy
Y|Pl ¢ =XV |+ | =0
h’N hN
De forma andloga se demuestra que ® estd bien definido. Se procedera a demostrar que
para N, K € N,
f1 fi
Doy | P| ¢ =Pl : |,
I I
91 91
Pod | QY| : =Q| : |.
IK 9K

Antes de proseguir, se verificard que en efecto, las imagenes de las funciones v y ® yacen en
QC(S%H)E y PC(8?) respectivamente. Analizando la estructura de un elemento en la imagen

de :
()
XV,
In

recordando que XX* =1,y Q = X* X, notando que

(ﬁ) (ﬁ)
x1.v|: | =xxxv| |,
In In
()
=QX*V [ : |,
In
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donde por hipédtesis, X*V € Mat g, (C’ (82)>, por lo tanto, dicho elemento tiene entradas

en C($?) y tiene tamafio K x N, viendo asi que en efecto, es elemento de QC($?)X. De
forma simétrica se verifica para el otro morfismo ®.

Ahora comenzando por mostrar que ® o = Ipc(s2)N, Y recordando que X X™* = 1, asi

como X*X = Q se tiene que para
fi
P| : | ePC($®)N
I
se cumple lo siguiente

L) ()l
feoe () ()
SR
)

Por lo tanto, es evidente que ® o ¢ = Lpgg2)n. Para mostrar que 1 o ® = Loos2)x, los

calculos son simétricos. *

Lema 3.2.3. Sea f,g € C(C) tal que f € I'(&,,) y g € I'(E). Entonces f-g € I'(E,,41)-
Particularmente para f,g € C(C) tal que f,g € I'(&,,), se cumple que

feT(E ). v
f-geC($?) =T(&).

Demostracion. Por el corolario M se tiene que

e, =3, = {f € C(C): lim <§>% f(z)eC existe}.

z—00 \ 2

Sea f €3F,, v g€ 5. Entonces

s (2) % om0 = (30 (2)% 100) (1 (2)000)) e
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existe, por lo tanto f - g € §,,,1x 2 T'(&,,411)- Ademés

lim (i)%f(z) — lim <§> 7(2)

z—00 \ 2 zZ—00 \ 2

existe, por lo tanto ? €5, =T'(&

—m)-

Asf teniendo f,g € §,, = D(&,,), entonces f-g € F_ = Fo = T(&) = C($?) por

nuestros resultados anteriores. *

m-+m

Como comentario, cabe mencionar que el producto f - g corresponde a una seccion

o~

Lema 3.2.4 (Generadores de I'(&,,,)). Sean N € N, V = (V,...,Vy) € Mat, 5 (C(C)
tal que para todo j = 1,2,...,N, V; € I'(&,,), y ademds VV* = 1. Consideramos I'(&,,)
PC($%)N con P = V*V. Entonces I'(&,,) = Genggey {Vi,-, Vvt

Demostracion. Dado que T'(E,,) = PC(S?)Y, entonces basta demostrar que

PC($%) ~ Genggey {Vi,-, Vvt
N
= {ijvj fi € C(Sz)}-
=

Definimos

i : PC($*)N — Gengge) {Vi, ..., V), por

) S (i)

Observamos que ¥ es bien definido:

si y soélo si
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Entonces tenemos que demostrar lo siguiente

) ()
Pl : =0 implica V[ : = 0.
In In
(f1> (h)
Pl : | =VV] : | =0,
In In
PG () () ()
Y|P =Vt |=1.V|:|=VVV] : |=VP]| :
In fn In In In

=0.

Considerando

entonces

Por lo tanto, ¥ esta bien definido. Ahora definimos

® : Genggey {V4, .., Vv } = PC(S*)N, por

()= (0)

Y de forma analoga, se demostrara que ® esta bien definido. Supongamos que

N
> 9V =0.
j=1
Entonces
N g1
0=> gV;=V|:|.
J=1 IN

Lo cual nos implica que

g1 g1
P : =V*V : =V*.0=0.
an gN

Asi, se procedera a mostrar que ¥ y ® son morfismos inversos:

o)) S0
)+ ) ()

De igual forma:
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Dado que Y 4 j € I'(Ey) por (@), queremos presentar los moédulos proyectivos usando

las secciones Yy i,k = —ls|, ..., |s|. De este modo, sea m € Z. Para m > 0 tenemos
- (—5)%_k m m m
mYm k(272>’\‘ ™m > k:__a__+17 ' o 0
2 2 (1+22)2 2 2 2
Z+k
_mYm k<Z7E)N 22 ™m k:_m,___Fl’ 7m7
2 2 (1+22)2 2 2 2
por (@) Sea m € N fijo. Definimos
_ m P
V]m(’z?Z) = () m:j:0717 y 1T,
J/ (14+22)2
J
‘/;m(’z?’z) = (m) z m,j:O,l, , T
I/ (14 22z)2
Entonces o B
Vit(2,2) ~ m¥m m_i(2,2), 59
Vi (z,Z) ~ _%Y%J_m(z, Z)
En particular para todo 7 =0,1,...,m.
Vi™(z,z) e T(&p), (3.10)
Vi"(z,2) e T(E ) '
Ahora definimos
Vin = (Vrrr?7 . 7V0m> )
Vo = (V™ Vo™)
Entonces
v — 1 i m (7))
m'’m (1 +zz)m ~ ]
1 —\m *
=———(1+ =1=V__V .
De esta forma, Q_,, := V_,,VZ,, es una proyeccién ortogonal. Es decir,
2
*im = Q:I:Tn = Qim‘
Por otro lado, observamos que Vj_m = ijm. Por lo tanto para todo m € Z, j, k= 0,...,|m|,

VPV € D(&y) = C(87),
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luego
Qj;m € Mat|m|+1><\m\+1 (C<SQ>) .

Ya hemos demostrado en el corolario de la seccién 2.4 que

D(Ey) =P, C(8%)2

con
1 1 "
P - — —\m B >0,
1+ (22)™ (Zm (2z) > "
1 1 M
P = — | = — , <0
"1t (22) (z’” <zz>m> "
Definimos

1 z"
X, = — , — , m >0,
<\/1+(zz)m \/1+(zz)m> ”
1 z™
X = = ) = , m<0.
<\/1+(zz)m \/1+(zz)m> <

Entonces X, X1, =1, y ademas

P = XX
Lema 3.2.5. Para m € N,
1 z"
— 5 € I'(&),
VI+ ()" 1+ (22 "
1 2
— cI'(&_,,)

VIt 1+

Demostracion. Usaremos el isomorfismo I'(¢,,,) = §,,, del corolario . Como

2\t 1
<§> 1+ (22)™

2z

— lim - 07

lim
2Z—00 1+ (ZZ)m

zZ—00

se tiene que

, 5 1 .
lim (:) —————— = 0 € C existe,
o0 Nz 1+ (22)
entonces
1 €3 1 €3
1+ (22)™ i 1+ (22)™ o
Ademas m
5 2" (z2)2
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entonces

Luego, por el lema ,

ok

Corolario 3.2.1.
VimXim < Mat|m\+1><2 (C(S2>)

Demostracion. Sin pérdida de la generalidad, consideramos V,,, y X,,, como fueron definidos
anteriormente. Observamos que V,,, € Maty |11 (I'(€,,,)) por la ecuacién (B.10), asf como
X,, € Mat,, (I'(£,,,)) por el lema E.2.5. De esta forma V5, € Mat,, ;11,1 (I'(E_,,)) ya que

= V; . Por lo tanto, las entradas de V;;, X,,, estardn en I'(&)) = C(8?) por el lema

. Ocurriendo asi que

Vi X € Maty,, 410 (C($?)).

De forma andloga ocurre para el caso V* X . ke

Proposicién 3.2.1. Sea Q_,, := V., V{,,. Entonces
T(ELy) = Qu,C($H)mHFL,
Demostracion. Ya sabemos que
T(E ) = P.,C(8%)2,
= XX, mC(82)2.

Como
Q:tm = Vi*mvim € Matm+1><m+1 <C<82)> )

y también
V:I:*mX:tm € 1\/Iat|m|—i-1><2 (0(82)) )

tenemos que por el lema ,

D(Em) 2 Py C(8%)? = Qup,, O(87) 1

£

Lema 3.2.6. Consideremos Vjim como fue definido previamente. Entonces la siguiente igual-
dad tiene lugar

{isjvjim VRS F<5il>} =T (Eima1) -

J=0
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Demostracion. Por el lema , ya sabemos que para todo f € I'(£y,), g € T'(&;), tenemos
fg € I'(&4;). Entonces es claro que

m
{Z s;Vii™ 85 € P(Eil>} C T (Eamun)-
=0

Dado que ambos lados son C (82)—médulos, entonces para demostrar la otra contencion, basta
demostrar que

m
Emtl + +m .
o V|i$i1| < {Zsjvj T € F(gil)}’
7=0
ya que por el lema y la proposicion

L(Ex) = Genggs) {ViF, -, VIl }-
De esta forma, por el lema sabemos que

2 L crey).

\/1+<ZE), V14 (2z
Sea m > 0. Entonces para todo j =0,1,...,m
1, — J 1 2
V. m 1(27 Z) ~ z - _ _ _
’ 1+:2)" VI+Z(1+23)72

~ V(3 e T T(E ),

V1+2zz J
m—+1 m
Wy ey —————
(1422) 2 V91I+t2z2(1+22)2
z _ —
~ ﬁvmm(z,z) el(E_)I(E,,)-

De esta forma se tiene que

INC {Zsjvjm P s € r(g_l)}.

J=0

Por otra parte se consigue

Emt1) {stm : Sj€F<£1)}a

de aplicar la conjugaciéon compleja. Ahora, para j = 0,...,m — 1 tenemos
Z_ym | 1 VMo 1 (z2z+ 1)
V1+zz g+l V1+zz '’ \/1+zz(1+zz)
_ Z m—1
- __~vrl

(1422) 2
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Por lo tanto se tiene que

m
j=0
y entonces

L&, )= {Zsjvjm P € r(g_l)} .

7=0

Ahora aplicando el complejo conjugado tenemos

L _,,1)= { s;Vi™is; € F(é’l)} :
J

=0

Quedando asi, demostrado el lema. *
Lema 3.2.7. Sean x € T'(E_,), feT(&_,,), g € T'(&,,). Entonces tenemos

0,(fgz) = (_m0.f) gz + f (,,0.9) = + fg (d.2),
donde d, = 10, = (14 2%)0, — 7.

Demostracion. Realizando la computacién directa de d,(fgx) y usando la definicién del
operador 0 tenemos

0.(fg2) = (L+ ). fgw) — 5Efge

(1+ 22) ( gx+f%x+fg%> —%nga:

(14 2z <8—ga: + f%x — %Efgm + %Efg:c) + fg (( + zz)% — %Ex)
(( )‘9f mz > gr+ f ((1 + zE)% + %@) z+fg ((1 + zz)g—‘: - %&:) .
Finalmente agrupando y usando la definicién de .0, y _,.0, tenemos
0.(fgr) = (n0.f) 92+ f (;n0.9)x + fg (0.).
e

Lema 3.2.8. Param € Z yx_; € T(E_))™* tenemos

Qmaz (me—1> = V;z (m—laz (me—l)) :
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Demostracion. Por el lema anterior, y recordando que V,,,V,;, = 1:

Qmaz(me—l) = Vrtzvmaz (V;zvmx—l)

- V;LVm (—man;L) me—l + V;LVmV;L (mazvm) T_1 + VTT’LVmVTﬂ;LVm <6zx—1)
=1 =1
= V;zvm( —man;l)me—l + V;:L (( mazvm) T_q + Vm (62113_1))
= V;lvm (—mazvr):z) me—l—i_
* 0 m— 0 1-

+V,, ((an T_q1+ ngmxA + Vm&x,1 — §szx1>
= vam (—mazvm) me—l + Vm % (mefl) + 9 zvmxfl
= V;%Vm (—mézvﬁz) me—l + V;z (m—laz (me—1>) :

De esta forma, para demostrar el lema, basta exhibir que
Vin (2m0:Vim) = 0.

Sea m < 0. Escribamos s := —m/2 > 0. Por las formulas de (@), vemos que las entradas
del vector V;, estan dadas por

ij(z72) = V}—m<z,z) ~ sYs(sfj)<Z7E)v

y por la ecuacion (@) sabemos que, para todo j = s —k, donde k = —s,—s+ 1, ..., s,
0 V}m(z,z) ~ 256z sYsk =0.

—m=-z
Esto implica, para todo j =0,...,|m|:
—maz‘/jm(zaz) =0,
0,V = 0 porque tenemos cero en cada entrada. Por lo tanto,

Vm (—mazvﬁl) = Vm 0= 07

y que a su vez implica _,,

que es precisamente lo que queriamos demostrar. Ahora sea m > 0y s := m/2 > 0. Para
este caso, las entradas de V,,, estan dadas por multiplos de

sYsk(zvz) , k=—s,—s4+1,...,s,

entonces por lo anterior

m6 YS]{: - 286 Y Lk - 0

z S8 zSs8 " S
Asi, ,,0.V,,, = 0 por los mismos argumentos previos. Dado que V,,,V,;, = 1 tenemos ademés
- 0 .
0= (14 22) - (Vyu Vi)
= (1+2%) (((%Vm> Vi + Vi, (%V;;)) + 52 ViV~ %zvmvg;)
~(a+ zE)%Vm 4 %zvm> ViV, ((1 4 zz)%v,;; _ %EV,;‘;)
= (m0:Vin) Vin + Vi (20:Vim)
= Vin (cm0:Vin) »
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dado que, por lo anterior, ,,0,V,, = 0. De esta forma para todom € Z, V,, (_,,0,V,) =0

como era deseado demostrar. *
Lema 3.2.9. Para todo g € I'(&€,,,41) tenemos que

Ving € QL™ y Vig=0,
sty solo si g = 0.

Demostracion. Sea g € I'(€,,,1) tal que V,;,g = 0. Recordando que Q,,, = V;},V,,,, asi como
V., Vo, = 1, entonces
1

De esta forma, V) g € Imagen (Q). Ademaés las entradas Vj_m de V¥ estan en I'(E_,,), asi
Vitg € T(€ pimy1) = T(&1),
por lo tanto V* g € (&)™, Observemos que
J
Vit (2,2)] = ('”7') % >0,
T +22) 2
en casi todo punto. Entonces V;"g = 0 en H, = Ly(C,dA(z1,25)), si y sdlo si g(2,%z) en
casi todo punto. Como g € I'(£,,,, 1) es continua, tenemos V,;,g = 0, si y sélo si g = 0. e
Corolario 3.2.2. Sea z_, € ['(€ )™+ ndom (d,), entonces
Qm6z<me—1> =0,
sty solo si
me_lEGen{m_lYm_lk:k:—mT_l,—mT_l+l,...,m—_1} para m > 0,
2 2 7
Vi,x_1 =0, param <O0.
Sea x1 € T'(&E;) Ndom (Sz), entonces
Qm Sz(mel) =0
sty solo si

V,,x1 =0, param >0,

V.o € Gen{ w1 Y o k= —lmitmat g g |m—+1} para m < 0.
5 ) k 2 2 2

Demostracion. En virtud al lema ,

Q,,0.(Q,,x_1) =0, siysolosi V., (,,-10, (V,,x_1)) =0.
Por el lema anterior,

Vo (10, (V,,2_1)) =0, siysdlosi ,, 10, (V,,z_;) =0.
Por el lema , Vo,x_1 € I'(&,,_1), entonces V,, x_; € Ker(,,_10,).
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Sea s := (m —1)/2. Como

{Yu:l=|sl,|s|+1,..., k=—1,...,1},
{epiYu:l=1Is+1|s+1|+1,..., k=—l,..,1}

son bases ortonormales de Ly(C, d%a) y por la ecuacién (@)

m—laz sYlk = >‘sl s+1Ylk

con A\ =0, si ysblosis>0yl=s, entonces
Ker(m_lbz):Gen{m1Ym1k:k:—mT_1,—mT_1+1,...,m—_1}, sim>0y
2 2
Ker(,,_10,) = {0} sim <0.

El resultado para gz se obtiene de lo anterior observando que

3.3. Calculo del Indice

Antes de proceder, cabe mencionar que

Qmész - dom <Qm6sz) C Qmj{\_mHl — Qm%‘-:-?l‘+1

Teorema. Sea m € 7., entonces
Ind (Q9.Qy) =

./ . < * .
Demostracién. Primero observemos que 8% = —d, ya que ) = )" (o se puede verificar sobre

las bases ortonormales {ilYlk sl = % y k=—l.—1+1,. l}) Entonces
2

Ind (Q,,,0,Q,,,) = Dim (Ker (Q,,,0.Q,,,)
(Ker (Q,,0,Qy,)

= Dim (Ker (Q,,,0.Q,,,)

= Dim (Ker (Q,,,0.Q,,,)

) — Dim (coKer (Q,,,0.Q,,,))
) — Dim (Ke (Q,,0.Q,, )" )
) — Dim (Ker (Q},,0:Q7,))

) — Dim (Ker (Q,,3,Q,,,) ) -

= Dim

Por el corolario , ocurre para x_; € (I'(€_1) Ndom (0 ))|m|+1 que Q,,9, (Q,,z_;) =0,

si y sélo si, para m > 0,

Vi 1€Gen{m_Y_1k : k:—m—l,—m—1+1,...,m—1}:Ker(m_lbz),
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y para m < 0, V,,z_; = 0. Andlogamente ocurre para z; € (I'(£;) N dom (F)Z))|m|+1 que
Q,,0, (Q,,z;) =0, si y sélo si para m < 0,
m+1 m+1 m+1 5
V. € Gen{mT_lY|mT+1 e +1|T+|} = Ker (419, ,

y para m >0, V, x; = 0. Ahora sea m > 0. Por el lema , tenemos para m > 0
{(Vipr_y = aq € D)™} =T (1),
(Vo 2 €T(E)™ T =T(E_41)-
De esta forma:

Gen{m_1Ym_1k : k:_m__la_”,m__l} Q{sz—l P Xy El’*(g_l)m—k—l}’ (311)

2 2

2 2
Gon{ coper Yoms o+ ==k ML € Vo g €TE)™ (312

Para concluir el calculo de indices, se tiene que determinar la dimension de los espacios

%m = {:L'_l - er<£_1)m+1 : me—l ~ Gen{ mlemfl m—1,..., mlemfl m—1 }} 5

2 2 2 2 2 7 2
%7m = {l'l ~ er<gl)m+1 : mex]_ (~ Gen { _mlem—l _m—=1,..., _mlem—l m—1 }} 5
2 2 7 2 2 2 7 2

con m € IN. Consideramos la aplicacién C-lineal

b, X, — Gen{ 1Yt k:_m_l,_m_1+1,...,m_1},
2 2 7
r_ = V,r 4.

Demostremos primero que ®,, es sobreyectiva.

Sea z_; € T(E_1)™T! tal que

. _ —1 —1 -1
V,x_1 € Gen{ m;Ym;,k c k= —mT,—mT +1,..., mT}

Como V,,Q,,x_1 = V,,Vo Vo =id-V,,x_; =V, x_,, se obtiene que Q,,z_; € X,,, ¥

mTm- " m
¢, (Q,,z_;) =V, x_;. Luego, por la ecuacién (B.11)), ®,, es sobreyectivo.

Sea z_; € Ker (®,,). Como z_; € Q,,,'(§_1)™ ", se cumple que z_; = Q,,z_;. De ahf
. =Qpz g =V Ve = Vo, (z ) =0,

entonces @, es inyectivo. Por lo tanto, ®,,, es un isomorfismo, entonces

. _ . . _ m—1 m—1 m—1
Dlm (:{m) — Dlm (Gen { mTilYmT_l,k . k == —T,—T + 1, ceey T})

:2<—m2_1>—|—1:m.

De forma analoga, se demuestra que Dim (X_,,,) = m.
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Del corolario y de lo anterior, se obtiene para m € IN

= {:L“_l € QmF(g_l)m+1 : me—l € Gen{ m-1Y m—1 _ m—1,..., m-1Ym—1 m—1 }}
2 2 7 2 2 2 7 2
= Dim (%,,)
= ’}’n7
(3.13)
Dim (Ker (Q,m ng—m>) =
- {xl € Q_mr<gl>m+1 : V_ml‘l € G’en { 7m71Ym71 ~m—1l,..., m-1 mel m—1 }}
2 2 7 2 2 2 7 2
= Dim (X_,,,)
=m.
(3.14)
Sea ahora z_; € Q_,,T'(§_1)™" tal que V_,,x_; = 0. Entonces
r_q1 = Qimxil = ijvimxil =0.
Luego, por el corolario ,
Dim (Ker (Q_,, 9,Q_,,,)) = Dim ({z_; € Q_,,T(£_)™ ™ : V_,,z_; = 0}) (3.15)

— Dim ({0}) = 0.

De forma anéloga, z; € L(EN)™ vy vz = 0 implica 2, = Q,,z; = VAV, 2, = 0,
entonces por el corolario B.2.2

Dim (Ker (Q,,3,Q,,)) = Dim ({z; € Q,, (&)™ : V;,a; = 0})

3.16
= Dim ({0}) = 0. (3.16)

Sea ahora m € Z. Entonces para m > 0, por () y () tenemos

Ind (Q,,0,Q,,,) = Dim (Ker (Q,,,0,Q,,,)) — Dim (coKer (Q,,,0.Q,,,))
= Dim (Ker (Q,,,0.Q,,,)) — Dim (Ker (Qmé_sz>>
=m—0=m,

y analogamente, para m < 0, tenemos por () y ()

Ind (Q,,0.Q,,,) = Dim (Ker (Q,,,0,Q,,,)) — Dim (coKer (Q,,,0,Q,,,))

= Dim (Ker (Q,,,0.Q,,,)) — Dim (Ker (Qmé_sz))

=0~ |m|

=Tm.
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Ademas, para m = 0 tenemos Q,,, = 1 y por lo tanto

Ind (Q0,Qp) = Ind (3,)
— Dim (Ker (3,)) — Dim (Ker (3;))
=0,

va que Ker (3,) = Ker (d,) = {0} sobre ['(_,) y I'(&,), respectivamente.
z z 1 1

Por lo tanto, es concluyente que para todo m € Z, Ind (Q,,,0,Q,,,) = m. e



Conclusion

Habiendo establecido los conceptos basicos para trabajar en calcular el indice para el
operador de Dirac Ip, hemos llegado a la conclusién que para dicho operador, con dominio en
la 2-esfera $2, su indice est4 completamente determinado por la dimensién de las proyecciones
Q. € Mat ), 141 xjm41 (C’OO (S2)), las cuales vienen a estar representadas por haces C-lineales
con numero de giro m € Z:

Ind (Q,,,0.Q,,,) = Dim (Ker (Q,,,0,Q,,,)) — Dim (coKer (Q,,,0,Q,,,)) ,

=Tm.

63
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CONCLUSION
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