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INTRODUCCION

En los Gltimos afics se ha enfocada el estudio de la
matriz S relativista desde un punto de vista que pone gran
énfasis en la conexidn con la teoria de la representaciéﬁ de
los grupos y el andlisis arménico de funciones sobre grupos.

El propdsito de este trabajo es el de demostrar como es posi-
ble un enfogque semejante para 1a matriz S no-relativista, de
este modo se pone de manifiesto la simetria galileana de los
problemas no-relativistas y en particulay, se muestra en este
trabajo gue el concepto de desarrollc en ondas parciales se
generaliza fécilmente de manera que un desarrollo en ondas par-
ciales generalizado es un andlisis armdnico sobre un grupo de
simetrias. La amplitud de dispersidn y la amplitud de ondas
parciales resultan ser transformadas integrales una de otra,

la funcidn que actfia como nicleo (Kernel) de la transformacidn
es un elemento de wmatriz de un operador del grupo de simetrias
en una representacidén apropiada. ILos desarrcllos obtenidos en
este trabajo aparecen como sumas o integrales miltiples a dife-
rencia de los que se usan comunmente que son sumas O integrales
simples. Estos son casos particulares de los agui obtenidos.

El material se distribuye por capitulos y secciones de

la manera siguiente:



En el Capitulo I se introducen los conceptos bésicos de opera-
dor de dispersidén o matriz S, la seccidn eficaz diferencial,
se discuten los diversos marcos de referencia asi como las
transformaciones de Galileo que permiten pasar de un marco de
referencia a otro, finalmente se plantea’el problema cuya so-
lucidn es tema de esta tesis.

En el Capitulo II, se introduce la nocidn de grupo de
Galileo y su algebra de Lie, grupo de Euclides y varias cade-
nas de subgrupos de éste, se hace una clasificacidn sistemati-
ca de las algebras y subalgebras del grupo de Euclides, también
se determinan l;s bases de funciones del espacio de Hilbert
apropiados para la descripeidn de las colisiones de dos parti~
culas sin Spin con ayuda de los operadores invariantes del gru-
po de Euclides.

En el Capitulo ITI se muestra la amplitud de dispersién
como una funcidén de punto en el espacio de momentos, se definen
las variables invariantes de Galileo y se encuentran las rela-
ciones de estas con las variables comunmente usadas. Con ayu~
da de las bases definidas en el Capituloc II se hace el andlisis
de Fourier de la amplitud de dispersidn sobre las cadenas dé
grupos E{3) D 0(3) D 0(2), E(3} > E(2) x T, 20{(2)'x T, Yy
se muestra gue en el primer caso se cbtiene el desarrollo gene-
ralizado en ondas parciales, en el segundo ¢aso se obtienen dos
desarrollos uno de los cuales es una generalizacidn del desarro~

1lo iconal (Eikonal) del pari@metro de impacto 5,10,1¢) salvo que



&1 aqui encontrado es exacto vy no estd restringido a valores
de la energia grandes y valores del momento transferido peque-
fios .

El otro desarrollo cilindrico es relativamente novedo-
so v es también un desarrollo iconal en el gue el eje de sime-
tria es el momento transferido ; . que es un invariante de
Galileo, es también exacto es decir vdlido para energias v
&ngulos arbitrarios, vy coincide con el limite no-relativista
del desarrollo en ondas parciales en el canal cruzado de la
amplitud de dispersidn relativista como ha sido demostrado por
G. Cocho et al y G. Cocho, A. Mondragdn, Colén vela?:11),

En el Capitulo IV se generaliza el andlisis para el
caso en gque las particulas que chocan tienen Spin, se discute
brevemente algunas consecuencias de la invariancia galileana,
se introduce el formalismo de la helicidad y se muestra la re-
lacidén que tiene con el formalismo de los armbnicos esféricos
vectoriales.

En el cCapitulo V se hacen los andlisis "esféricos"y
"cilindricos" para particulas con Spin con las bases definidas
por los operadores invariantes de las cadenas de grupos
E(3) 2 0{3)D20(2) vy E(3)2E(2) x T, 20(2) x T, respectivamente,
se obtienen representaciones integrales de la amplitud de dis-
persidén como series o integrales dobles cuyo niiclec {Kernel)

son elementos de matriz de operadores de los subgrupos de E{3).



Estos desarrollos son la generalizacidn natural de los encon~
trados antes para el caso en gue las particulas no tienen Spin.

El desarrollo esférico no es més gque el andlisis en on-
das parciales para particulas con Spin en el formalismo de la
helicidad discutide por Jacob y wickl®).

Los desarrollos cilindricos que aparecen aqui como “and
lisis en ondas parciales generalizado" son representaciones
iconales (eikonal) de la amplitud de dispersidn para particulas
con Spin. ILa representacibn iconal del par&metro de impacto
gue se discute en este trabajo tiene como eje de simetria
(p-g) en el caso de que todas las masas de las particulas
sean iguales donde 6 es el impulso total en el sistema de
referencia del laboratorio y ; es el momento transferido y
es exacta para angulos y energias arbitrarias y también para
Spines arbitrarics de las particulas. La representacidn iconal
del momento transferido tiene como eje de simetria la direccidn
del momento transferido, 5) v es vilida para todos los va-
lores de la energia, del 8ngulo de dispersidn v Spines de las
particulas.

Este desarrcllo ha sido discutido antes por otros auto~

res?,11)

quienes obtienen resultados semejantes a los de este
trabajo por un procedimiento ligeramente diferente. Finalmente
en el Capitulo VI se discute el significado de los resultados

obtenidos y se hacen algunos comentarios.



CAPITULO I

T.1 - Descripecidn de las colisiones en la mecé@nica cudntica.

En mecdnica cufntica el estadc de un sistema fisico se
describe con ayuda de vectores de estados !Yq::> que satis

facen la ecuacidn de Schrddinger dependiente del tiempo:

L 4o jwey = HI¥ES
L ;E‘ t (1)

La solucidn de esta ecuacidén se puede escribir como:

_LHE
[ges = v 19> = e PRI
donde uiw se llama el operador de evolucidn y [¥> es
un vector del espacio de Hilbert apropiado.
Supondremos que %4> describe la evolucidn de un

sistema formado por dos particulas. Antes de la colisidn

’

Lo LY HEY

" - representa un paguete de ondas libres que des~
-3

cribe el movimiento de las particulas que se aproximan una a
otra y mucho después de la colisidn fus LI representa
£+
un pagquete de ondas gue describe el movimiento de dos
particulas libres gue se alejan una de la otra. El movimiento
de una particula libre esta dado por el operador de evolucidn
. o et
libre U°{#} =z e y entonces cuando £ -3 - 60

YRR TSN & & B FAVERIRVL £ IR R antes de la colisidn
by - 't»-')—-w



Similarmente, despues de la colisidn

0L @Yy = Lk uele) | Weudd

4 5 oo t o
Multiplicando por ot e) las dos Gltimas expresiones se
tiene ,

oL utwyutar ¥y = L. 0T UPE) [P

£t~ 14— - o

Qais tAY U ) | ¥> = L:w Ot () Ve (4) | Peut

t o4 4 4 o0

Las cuales se pueden escribir como:

Wy = fie LT LT ) | Ve
b PR

iy

Ny 14y

(95 = M UTLOY VTR ooty = N Voot

4 >+ ®

Los dos operadores i , definidos como el limite

Ay o= Me Ui

£ -> § o0
i‘z
son llamados los operadores de Mgller.

I.2 - Bl operador de dispersidén o matriz 8.

Teniamos que (¢> = f. {dest? mualtiplicando por la
izquierda por N7t , AT = ol lvet entonces
f Worky = ot vy yva gque A 1

La cual se puede escribir también como:
ook = N F 0, 19> si definimos el operador de

dispersién o matriz S como:



g - Lty (2)
Podemos escribir el estado saliente [Weot? en funcidn del
estado entrante | Vw> en la siguiente forma
{Yout> = 5 R T (3)

8i dos particulas que inicialmente estan en un estado asintético
| Y > chocan, después de un tiempo relativamente grande
comparado con el tiempo que dura la colisidn, su estado se
puede expresar de la siguiente forma | Wouts = 5 1dw>

Ya que solamente el movimiento libre es observable en
el laboratorio, el operador § contiene toda la informacidn de
interés experimental. Vamos a definir a continuacidn la sec-

cién eficaz diferencial y su relacién con la matriz S.

I.3 - La seccibn eficaz diferencial.

La seccidn eficaz diferencial estid definida como:

de_ . dvega 4)
4 8 L (

donde dyse es el niimero de particulas por unidad de angulo
sélido v por unidad de tiempo vy d9ime es el nimeroc de par-
ticulas por unidad de &rea v por unidad de tiempo.

La relacidn entre la matriz $ vy la seccidn eficaz di-

ferencial es:



de :k 29 }" ‘L “Pou“!\(’o‘!‘)i\‘l’t“‘> LL (5)

La seccién eficaz diferencial es la cantidad que es

experimentalmente observable3’4).

1.4 - Sistemas de referencia.

Aunque todas nuestras'medidas las efectuamos en el sis-
tema de laboratorio es necesario introducir otros sistemas de
referencia en las cuales las simetrias dél problema sean més
evidentes. En este trabajo introduciremos el sistema de refe-
rencia del centro de masa que se define por el requisito gue en
éste el momenfo total del sistema sea nulo, en este marco de
referencia se discutira la simetria respecto de rotaciones en
el espacio.

Los dos sistemas de Breit o pared de ladrillos asocia-
dos a dos direcciones especificadas por el experimento la del
momento total S vy la del momento transferido f en estos
sistemas de referencia la discusidn de la simetria translacicnal

es particularmente simple.

I.5 ~ Sistema de referencia del centro de masa.

El sistema del centro de masa se define por las condi-

A(.v\ ‘,c “ T ewm =
. . Loem : <. PRy
ciones f:90 | A"7 = 2 R P

= i)

donde oy ok, son los momentos de las particulas antes de



- -3
la colisidn y %, + 4,  son los momentos despues de la
-

coligién y P es el momento lineal total.
Consideraremos reacciones del tipo {42 - 3t4
con vy or Wi N wig= Wy

La conservacién del momento lineal nos dice:

S AT S R e
{86)

La conservacidén de la energia nos dice

- ’jc “ ;;1- cu ;:, e

2 ¢4 .
T + ,,...w)f” A T J (7
2wy awmy Ay 2™y

1.6 -~ Relacidn entre el sistema del centro de masa vy el sistema

de Laboratorio.

Datoes
antes de la colisidén Después de la colisidn
-3 -3
Lo Pt ”
\:‘ Ai"aL
Ros o

iv
iz

Debemos sumar una velocidad constante a la velocidad del centro

de masa para obtener la velocidad en el sistema de Laboratioc

et

- =3

\(\L - V,C'M + Véu&
hdd = “ (8)

s - \/;'m + ' -
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mGltiplicando por », la primera de las ecuaciones (8) y por

i, la segunda de las ecs. (8) se tiene:
-3 =) .
WV 2wy VEM e e vEe (%)
-3 iy
O = Yy, \fz"‘"‘ Wy yen (10)

Sumando {9) y (10) y despejando ( V<" )L entonces

-5
N C”“; _— v~ {(11)

Esta velocidad es la velocidad del centro de masa medida con
respecto al sistema de laboratorio.
\/644

Podemos entonces conocer . en funcién v.* de

la sigulente manera:

- -t -y
VM L v Loven Ly e v Wy kM = vy oy b
M4y ™ tey
-3 -3
R g i g A
: s ey Y
M & ™My (12)
de igual manera:
A -3
Lo b L
e (13)
™Ay,
e
///JQ ‘/f}
’/@ -4 S
va, 'f“”, -4 o ,/33 7‘(_“‘
e A Y A o RS L o
¥ ~ 8 \{t o, e ;/ -
\\31 at
5154 emn o Laboratorie M AR
\1“&'
’3;4\ vk
8 1
K . . 1
Rota won  enbve  la  viloci dad on el tiohewma  di laboradern y el Swleme

det wntve  de A S O
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kY

La relacidén entre los vectores velocidad v<&¥

-
y ¢%" es la siguiente:

L - (384 -
VRTOS (RPTRRVAC RN (14)

VARL S VMo 4y e

]

(15)
de (14) y (15) dividiendo conseguimos la ecuaciln que expresa
los angulos de dispersidn en la siguiente forma:

(2.
"'35‘?\ DR, £ . LA

Vi wme g oyet

(186)

I.7 - Relacidn entre los momentos en el sistema de Laboratorio

v el sistema de centro de masa.

be la ecuacifn (12) mdltiplicando por w, se tiene:

- -
oy V5L L] -y VS
Rt R} *mb
ey -
Lovt Wiy, L
et e (17
Wy + ™y
- el “
ya gue T entonces :
-3
Lo 1 .
Jt(z = . el T +l ‘ (18)
LTI AN
- -
busgquenos 4y % b
-2 i L - - - ) -3
. . 3] .
\‘3)’ - \‘5(' " A \f(_,n .t \jsc ¥ = Va“ - Ven con ver = _i'__‘}it‘
- - - - -t 1"!!4-;(,2‘
i Ay Wi My,

multiplicando por w; 8se tiene:
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N =
pero 4,z <Ay de tal modo  fue
- - -3
/("b.(l“ EN . JY‘L - &3\. (20)
gy,

I.8 ~ La relacidn entre la energia en el sistema de Laboratorio

v el sistema del centro de masa.

La energia cinética de la particula 1 en el sistema del

centro de masa es:
-

&zz-m g )Zr ‘Wl

1 -

Bz 2 avesvismt Bl donde se usa la ec.(17) .
2™y [ 2a¥7 zw;’

La cual se puede escribir también como:

. { ,’), 1e.8
cL Wi % g f

1
Y, 2wy

-
:{, i W }z, e +I3““ - ™ [ wE 4 zmiwy gt &“.n
e vy 2 % !

» >
™ my

La cual se puede reordenar de la siguiente manera

204t Fre Bl
T ) LS P e
3 L Ny, AP . 2w My, 2 \n;
- -3
En el sistema del centro de masa se tiene b = —&z tomare~

i
“H

mos en cuenta este hecho y ademas sumaremos y restaremos 2.

2wy,
entonces:
.
zew PR )f,'““ .
}r:u,ﬁ & e 2 " 2 (d
B 2o o+ i ' - 2
PR iy 2wy ) %
2¢H 2e-M g€
I S i I
2, 2wy, 2w My,
”»
™ ™ 24 ® <
‘“ Yy ,"1014 *4 - E i 4 1"_{'.'_..
£, - Ev # + \ - T = 4 2

F1 2w 2
™y, 2w Ly, 2 2
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La cual se puede escribir también como:

e

24 W 2o M 2¢-04
tL= Ee & g ot T vy A - Ev 4 __jil‘ 4, G Hz oy oy,
P Zowy
-y s -1
segun la ec.(17) At = p - _H oM
"2
de tal manera que:
- > z
t\,'; Ev + _ﬂ__. s ?2' = Ev + p
1wl )

El resultado anterior nos dire que la energia total es igual
a la energia del movimiento relativo mls la energia del mwovi-

miento del centro de masa.

1.9 - El sistema de Breit o de la pared de ladrillo del momento

transferido.

Este marco de referencia lo obtenemos cuando tomamos

el momento transferido en la direccidn del eje I vy ademds

- -2

exigimos que: X;&: - { 4, Y Ay son los momentos
de las particulas 2y 4 )
Como el momento transferido es un invariante de Galileo
si sigue:

~

S L = J';;=§"

y en el sistema del momento transferido:

- = -

e - hd = g[? de donde es obvio gue:

- - - -5
a - LI -

Am'—‘zgsm Yy 4, = -Lq = -9

. . . . e =
De la eleccidn del eje Z en la direccidn de g entonces
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-

'ﬂv: = {0,0, ‘313 ¥ /}1}“’ = (o, 0, 41)

- =]
ELl vector 4° y 4+ van a tener las siguientes cocrdenadas:

Jf;% = L, & g b %’39 = O, 0, -44)
Sumando ,ge 4 zsb
XF +i6= 2 9, e %u: % (%ﬁ*¥f)

El subindice de ¢ indica si la componente es paralela o per-
pendicular al sistema de pared de ladrillos identificado con

el planc xy

@

e

|

Sistema de pared de ladrillo del momento

transferido

1.10 - Transformacidn del sistema de Laboratorio al sistema

de pared de ladrillos del momento transferido.

Calculemos la velocidad que le debemos sumar a la ve-

locidad de laboratorio para obtener la misma velocidad en el

sistema de Breit

-3 wd R
A v+ VY (21}
-3 -}

R A (22)



de la ecuacion (22) se concluye que:

d

\}B:;’ - =
: pero 8 = - L
= g
de donde obviamente V= o= (23)
2 Yz
entonces:
43 HL. - :;‘5 = t >
K2: 4E - L rd Sz -ty
Z,G A\. - = - " -
=1 - = Lo < A
s e oL du - Lgc g

1.1l - Relacidén entre la energia en el sistema de Laboratorio

v el sistema de pared de ladrillo del momento transferido.

La energia total en el sistema de Breit es:

- ,»7&0 . I v 2
Ea" 56 " e = 4 - ﬁ‘q-')ht'"' 1‘;‘?3 4 “_E/"i
iy 2my, 2wy 2w,

La cual se puede escribir también como:

g8 bt : ; E T NS T 42
2, 2y g w}p 8w,
- -
1 v -7
e B+ _,_[-? +,L,(u,h)3]‘
Py ¥ 3 (24)

Vamos a ver una colisidn en el sistema de laboratorio y como
se veria ésta en el sistema de pared de ladrillo del momento

transferido:

después de la colisidn antes de la colisidn
- Y - -
‘k . - e
4= P - 9 bz P
)

"r‘z" = § J\'aL:O
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Pared de ladrillo

La colisidn en el sistema de Laboratorio

>
N

después de la colisidén

antes de la colisidn

b ) > b P P
e - A, A
3 ,\_,6 \\ -93 -

5 = &ﬂ N Aoa 5~‘:3

.12 - Bl sistema de referencia de pared de ladrillo del pard-

metro de impacto.

Este sistema de referencia se define como:

‘} By = Ey E, = Eg

La velocidad de transformacidn del sistema de laboratorio al

sistema de pared de ladrillo viene dada por:
-3 -

-y
Vo= VE v}

-
de la condicién . +:f!¥;6 se concluye gue:
B B A R I AL Ghos Lo(pe o)
* \ . ® P g % (24)
» - a4 -3 - 2
JH (e -q) . v (Pt -3)
, y

(25)

Averiguemos cuanto vale & vy para ello utilizaremos la

.. & .
condicidn £, - E

Lofe w0 = ivav)® (26)
—a_l:,, 2w

Sustituyendo (24) y (25)en (26)
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o - =3 -3 = e}
most (R gt e [ (Pd) s e (o) |
2 Yo 2 2 y ™, J
de donde se sigue que:
(22 -) - 2w 1 =0 (27)
La cual tiene la solucidn:
[ Ty
L = i t (i‘ ') . (28)
e
!
ok ot
Eligiendo e L - *“ (29)
1 # I
s + /“ _)& -
se escoge la solucidn negativa para que — s H 42
La velocidad de transformacidn:
" [ R ....j_:’:"__“‘ (?-5;)
\f - —N,—[ ’“f' i - J (30)

Los momentos de las particulas en el sistema de Breit son:

- "L r__/:_~ q’.’;_—— {?“é*)
A% = v LTTH wr‘l (31}
T L e
r i~ f - {32}
;B B ,...i_[ Is . JF K {.(;—9?}
3 I - L= {32)
-3 Y
T e Ly
¥ - - p (34}

de {32) y {33) es fécil ver que:

-3

'&'&& :”\E‘;; = :;;&

(35)
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con:

7 )
- i

‘_,:,,».’f—w 36
ﬂ—f,[‘-, (36)

El momento de las particulas 2 v 3 en el sistema del parémetro

de impacto son:
ey -2
422 e g) Jl'i-‘f"x")“\f;“ﬁ)

pefinamos a continuacidn las componentes: paralelas v perpendi~-

culares a nuestro plano de la siguiente manera:

- -y w3 "*& —!b
4% = -—i; (h* )Ff) - ":; CAe - Jr’» ) (37)
- - -2 ‘4,3, . L ”L L r 2 . "L;:___ (!;)»A) o .ﬁ-—'ﬁ (r-}_g)
4 = ﬁ(&ﬁe”)"v —?& b R - p ? r[“f J_A !
P oo G de dond
ero 4% - q e donde
i -
= L
A?n &ﬂ. (38)
Andloganmente P es:
PRI Gy arr_ X (F-
T Z 13 p L 7 - ] 3 (39)

Los momentos de las particulas 1 y 4 son:

& - ~
Jfl 2 4, 0, '&l} v J‘,: = { “Y" 10, - "fi‘\
con: j\'- R ) «\.z & &‘f‘ (: ,/)1 %

s

= d LA q’*rb{‘*).&%
Y R L GH‘ TN
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Nuestyo sistema de pared de ladrillo del parémetro de impacto

queda definido con un plano perpendicular a c'?-§1) y paralelo

®

-3

a 3 N

La colisién 1 + 2 = 3 + 4 en el

sistema de Laboratorioc

;4
% 7
- /
el £ /
\\\\',/ 3
-
J\/
/
¢
/ 4

La colisibn 1 + 2 = 3 + 4 en el sistema

del pardmetro de impacto.

I.13 -~ Planteamiento del problema.

El problema gue nos proponemos resolver es: dada la
amplitud de dispersidn, hacer un anflisis de Fourier de ella
sobre el grupo de Galileo considerando las diferentes cadenas
de subgrupos posibles.

El procedimiento a seguir consistird en obtener eigen-
funciones simulténeas de los operadores invariantes del grupo
y aprovechar las relacicnes de cerradura y ortogonalidad de la

bage as{ obtenida para representar la amplitud de dispersidn.
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CAPITULO II

Las propiedades de muchos sistemas son invariantes ba-
jo transformaciones de Galileo. Nosotros queremos discutir
cuales son las consecuencias de gue el operador de dispersién
sea invariante bajo transformaciones de Galileo, introducire-
mos en consecuencia el grupo de Galileo.

El grupo de Galileo esta definido por las siguientes

operaciones dadas en la tabla siguiente:

Operaciones del grupo Generadores infini Estructura
tesimales
{1) Generador de rota- .

X bezoe(y B o2 20
ciones alrededor Y 3y !
del eje Liz-0 €ant #tu 2

X L:—L(al‘x?_
+ ¥ ¥3 2%)
L :-;-t(f-—?—o- _?.,
: EA'S Y 9»)

{2} Generadores de

translaciones en Pr o= i 2
las tres direeccio P: N ax
nes espaciales ©ECY AR Pyz -6 =
Y

3{ - - .._.«?

3¢

{3) Desplazamiento del
origen del tiempo

T- 2. 0
3t T Lo
ot
{4) Generador de incre

NP . $ 53
mentos de velocida Ve ol —
des en las tres di Vi s ~ct 2 N
recciones espacia- I4i A ¢

les (boosts) Vg z -2t 2
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Las reglas de conmutacién de los generadores sons

{L;')L"‘l: + £kt b L?L:Vt‘] =0
[T) vtl: pv(
Eve,ved=-o

[Pz, Pcjzo

[le, Pels » ot P
[1i,T]l=0

[he, Y]z = Erxe Ve

[ e, Tl=0

Ya gue la matriz S es independiente del tiempo y
ademds es invariante bajo translaciones en el tiempoc nosotros
nos restringiremos al subgrupo del grupo de Galileo gue tiene
por generadores P y ki y este grupo es llamado el grupo

de Euclides en tres dimensiones.

iT.1~El grupc de Euclides E(3).

Es el grupo de transformaciones gque conservan la dis-~
tancia de un espacio Euclidiano tridimensional y es un produc-
to semi~directo del grupo de rotaciones 0{3) y translaciones
T(3).

Como ya vimeos los generadores de este grupo cumplen

las siguientes reglas de conmutacidn

[ bi LK} = 1 €uixi Lo
ELL, LKX: v baxt P

E?&,?n’:o
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Los dos operadores de casimir de E(3) son:

- -y
P2 A} P.L
2
En mec@nica culntica PY es el operador de energia

-
cinética y Pt se llama helicidad.

II.2 - Subgrupos del Grupo de Euclides.

Nosotros estamos interesados en desarrollos de las am—
plitudes de dispersidn en térﬁinos de funciones bases de las
representaciones irreducibles de E{3). Debido a gue diferentes
tipos de bases corresponden a cadenas de subgrupos no egquivalen-
tes, necesitamos clasificar todos los subgrupos continuos de

E{3) en clases eguivalentes.

IT.3 -~ Clasificacidn de las subalgebras de E(3).

Dos subalgebras 4, v A, del algebra A del grupo
C se consideran eguivalentes si para cada a, &, existe
o & G Y Ay & Ay tal que 4 a5 xa, , por eijenplo,
si existe un automorfismo, gue transforma A, en 4,

Consideremos un elementc general del algebra de E{3):

Gz ails + bl Pi

Consideremos el siguiente automorfismo:

Poz -u 3——- Li = - éb\lLlu.?._
DL ) 93’4},

Veamos come se transforma C bajo un cambio de coorde-

nadas gue se obtenga de una rotacidn y una translacidn:
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Yo wew %e + Bi

(40)
con Gk acl= Skt {suma sobre indices repetidos se entfide)
de la ec. (48) se puede obtener fécilmente que:

Xi=z degy xi - R {55_ ’ (41)
y también

3— oLow L _..%-—

Fxe 21 (42)

De las ecuaciones (41) y (42) pddemos ver que:

' SCIRES O oo 2l ol + «ik B
L‘p s on Eawmb \:‘1“& Xo ~ ok ﬁ"—.\ oo 9)&3., = [“‘ Ermt o Yo dmb + 4 Eumk "Kﬁu(‘ni}
3 {43)
PR
D

v de la ecuacidn (42)

X : -9 ’
Pio «t dwo ;;:,\ (44)
de (43):

3 . i .
Gyly = |-k €omb 0L ik Xl dtmb 4 L Eumb Of di piomt) 2o (45)
2%

£

analogamente:

Q

b bos - b b V
2¥¢ {46)

de (45) v (46)

1
glx dwmi Ao bo + (&0 €imd &mb po 4 bi “bﬁﬁ?b {47)
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la cual se puede escribir como:
- Y = i od F
c- @Yl + [taxs)r b}
{48)

vamos a demostrar gue si escogemos la rotacidn y la translacidn

de la siguiente manera:

vy @ o -

3 -~y
a: o Yi o 4 %= axb ‘e Q:(a.,o,o)
kg
o 0 ¥ @
las algebras de un pardmetro determinadas por Cz &ili 4biTe

son eguivalentes a una algebra generada por i) = wals 4mn P,

Prueba
-
Efectuemos el proeducto o -

- /v o L wke 60

@ aL - (oq’l)/o) (0 Yo 0 L; - {dl,oio) o vily ¢ s @l
e Ly @ o fply

o

a f.Loz Avily (49)
por definici}én: Lo - 20
E‘:;‘g*‘b: aif%+‘o dumds. MM?L (5=—-;-;—

el triple producto vectorial de 3 vectores es:

3 4

A (3v8) = B (RZ) - T (A.B)

de modo gque:

-y
R B = Uy ‘C, C;O-)
o o xb = a (oo -
! .
b se puede escribir entonces como:
_} - -3
P. 238 b + b
Q,ZI

a®
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de donde:

-4
U ad.b)
- &

(50)
a

) -~
Esta ecuacidn nos dice que b Yy G son paralelos de tal

mode gue: X
-
clz vt o+ ab a vy
azp
. - f
S8i dividimos por Gy, \i v (;Y ¢' queda:
P
a b
C': ‘.__‘_._.__ Ly + ____a,:____ ’P:

ey ST
a‘i-

ahora definamos :

Py
ek = > % fpn ok 2
;i at s laey ot v (L)

Entonces C' queda como:

H

e el xopns P

La clasificacidén de subalgebras de dos pard@metros, tres paré-
metros etc. es ahora facil y procederemos de las gue se carac-
terizan por un nimero menor a las gue se caracterizan por un
nimero mayor de parfmetros.

Denotaremos una subalgebra por i v su algebra derivada
por L (algebra de conmutadores). y ordenaremos las Algebras
de acuerdo a la dimensidn de £ v z ‘
ler. caso dm L=z 4w diz0 [#i8] =0
Tomande A en lLa forma Az wnal + e P1 gedando B general

v pidiendc gque A v B conmuten

{mg‘.;«%&bﬁo&?:!ﬁ:}b-ﬁs w“[L‘)B_S + (“"“d[vxz?s = ¢
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Analicemos el caso:

17,8} =0 conocemos que [ Pi, Px}=d entonces B puede
ser P2 & P

Analicemos ahora el caso:

[Li,®)=0 conocemos gue [ie, Wle s €ixt Pe

de donde [loy Palz +P o L1l Ps)= - C ¥ 4 [Li, P deo

Entonces las subalgebras no-equivalentes que satisfacen nues-

tra condicidén son:

A P RNy

2do. caso dm T =2 I AP [ A B}z oA

Escogiendo de nuevo  Al«) = wmali + pma P

(he)e Lma by + Lana P inmediatamente vemos gue esta
condicidn no puede satisfacerse por ninguna B. Ninguna otra

algebra de dos dimensiones existe.

Jer. caso dwm E£'= 3 dmE:0 Im8lzfe ey [epl:o
podemos identificar { B, 5‘5 con una de las algebras del caso

(1) v agregar una C general, gque conmute con A y B tenemos dos

subcasos:
a) a=™ , 2P como [ @8- [Bc) s tad) = c: P
“ !
By A=W , B=L, &=% ¢ <c= P pero es este caso
[ P23 o Ps y L Pade-o Py entonces C en este

caso no cumple la condicidn exigida.
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Analogamente L%, ¢) con C:lhy .; ¢cz=Ls3 tampoco

satisgace la condicién L[MB) = 8 = [ a)=0

Entonces la Unica subalgebra que existe es de la forma:

R A A

4° caso 4w e dwmE oy

tal algebra contiene un algebra del tipo 2 y es rechazada.

5° caso  diw F <3 dim P =2

i
identificando & con {R, 8% entonces A y B conmutan.

En general, podemos escribir o, 8)=0 [®elz vaf

Tacy: o (b8 + 4 B)

donde a,b, 4 son reales. 5i tomamos {st\ = 47, L%S enton-
ces no existe ninguna C que satisfaga [la,C}f» sa P . Eg-
cogiendo A=Y, , B= Y2 entonces [ P2, ) = o P de
donde conseguimos que ¢ = Lz bV

El algebra en este caso es del tipo:

{‘Pg,?&) L‘5 '*‘b?)k

6° caso  dim T:3 dim '3

solamente dos algebras existen en este caso la 0{(3) vy la de
0{2,1). El algebra de 0(2,1) contiene una subalgebra del tipo
[ s, 81z A y es desechada, el algebra del grupo de ro-

tacicones eg del tipo:

{ Ly, La, Le,g
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7° caso  dim Lz ¥ dim 42
Poniendo A= P , B=x Py oz s xb P y dejando

D general pidiendo que conmute con todos los otros generadores

tenenos : . Je)

fhngs o [edlss [md=ilbacde

La inica que satisgace estas condiciones es D=9 vy de
[P, s —t‘o?;;l - EPHLﬂ:ré?z wy 431 ‘}b;ﬂ

de modo gue la dnica algebra gque conseguimos es:

%’v,'?a”P’b,LBE

8° caso El grupo E(3) no contiene subalgebra de cinco parime-
tros. En verdad, un subalgebra de cinco parimetros se obtendria
dejande fuera uno de los elementos del algebra de E(3). ILas
subalgebrz . contienen L , Ls , Y2 y P  sin embargo
[ by ba)= ik v Ltz %)= t P entonces la subalgebra
contienea L y P . Esto es una contradiccidn por lo
tante ninguna algebra de cinco pardmetros existe 5),

A continuacidn daremos una lista de todos.los subgrupos

continuos de E(3) junto con algunas de sus propiedades,
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TABLA I. SUBGRUPOS CONTINUOS DEL GRUPO E{3)

[

! Dimensidén|Generadores y Invariantes Caracterizacidn del

| algebra del algebra grupo

] 1 1 ] i) = hima + Bt A () Compacto para %<0 (ro-
| 0 &ds T tacidn en el plano) no-
! compacto para %40 ; trang
i laciones a lo largo de un
i eje para &= %

2 2 Lo, ™ Tt Tl=o b " v No~gompacte, Abeliano.
Translaciones sobre un
¢ilindro.

N e Pz

3 2 Py P2 LRG0 b No-compacto, Abeliano.
Translaciones sobre un
plano Euclidiano

4 3 Ly, bz ks vyt it Compacto, simple: El gru-

i, b’z nbinele Lo e 5y po de rotaciones
Py ¥
5 3 Py e ;b ¥ohs ,pz,* pr No-compacto: El grupo de
0 & bio® A ! * Buclides E(2).
TR P yee LT
E ?z, vf}; P
) 3 Py Ya f by T, P2, 4 Vs No-compacto, Abeliano:
[o, %0 0 El grupo de translaciones
T xTa ¢ Ta del espacio
Euclidiano
\ ?
7 4 PPy b T No-compacto: Bl grupo
[Pe Pl=o [y, Loko P " P, E(2) x Ty donde T4 _son
: translaciones perpendicu~
Tia, Plzd W lares al plano E{2).
T Pz, ba)z &%,




30

11.4 - Funciones bases para particulas de Spin ecero.

A continuacidn consideraremos representaciones irreducibles
= s
de E(3) para las cuales el operador invariante P.3 sea nulo,
R
en otras palabras cuando consideramos que P-3 =0 es eguivalente
a afirmar gque las particulas gue estamos estudiando no tienen
Spin.

II.5 - Estados de una particula.

Los estados de una particula sin Spin estén definidas por
las funciones de onda de cuadrado sumable, es decir, las funciones
qgue satisfacen:
féax g ie £ oo
BEs claro que ademds nuestras funciones de onda deben ser

solucidn de la ecuacidn de Schrédinger.

II.6 ~ Estados de dos particulas.

Los estados de dos particulas sin Spin estén representados
- -
por funciomes de onda ¥ (%, ti, ¥, ta)

Un caso especial de tal funcidén es un producte de la forma

-y -3 - -5
,t P = (x,t) X (b
Plxob ) ® x, rte) cuyos vectores de estados
correspondientes los dervotaremos por Iy = {H>@IX> gonde 1¥>

es un vector en el espacic de Hilbert de las dos partfculas J€ ,
en el coal (4> pertenece al espacio de Hilbert &, , de la
primera particula ¥ P X> esta en el correspondiente 3@@ de

la segunda particula.
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II.4-1 - La Base Esférica B(3) D 0(3)> 0{(2).

-3

Las funciones bases son eigenfunciones de P2, L* y L,
=3 2‘1
vamos a demostrar a continuacidn que: LP,?ic0

Prueba: [‘3,913 z i{’)}'\’ﬂ + [3,?{3 + [?,T’al

.= " g + = >
El conmutador de i$;‘?3{'3 - &'Px,}?x-s + {P\f)?!-l + E?a 1?!('&

s
pero [?i % =0 de tal modo que [ P, W)-o0

Analogamente es facil demostrar que:

[ 7, P 1z0 y [¥, Pl o de donde concluimos que:
[ 31 P‘} =0
Es necesario demostrar también que: {La, 18] =0

% % 4
donde ¥ = Lx ¥bv +1l3 de tal modo que:
A t
TLe, Lk + bty +bz)= L[ie, S I O R A
vamos a aplicar la siguiente propiedad de los conmutadores
[ a0eciz [LaBlc + slacl
: entonces
Tia bk o+ Doa,03d o [z} = e, tedtr 4 Lol 0]

s Dtet iy & by-lre, ) o Dl belte o LeTle,L2)

Tomando en cuenta el hecho que: TLe, L\d z L i la la

relacién anterior nos queda:

Y.Lii L{}: &L\(Lm + LL‘{Y _.{;LxL\( *LL\(L‘X_ - ,;,{L‘hi_x} +;[L1,LY]
- _.L"Ll 4—!} L%

[Ls, 2]=o0
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Similarmente es Ffacil demostrar que:

-
[ Ls, 2] =0 , LL, Ple0 usando el hecho que:
vl

T a, Bn]z Z 8* [ a,8] g"®

§zo

wt

Finalmente nos queda por demostrar que:
[y pz}

Pruebas Ly vz}

{1

(v, 2.1 + L-LT, 97

-
cowo L &) P;X =0

B
<

entonces: r ﬁ,Pi}

Como es conocido operadores que conmutan entre si tienen eigen-
funciones simult&neas; entonces P* , L* vy L tienen
eigenfunciones simultédneas.

Escribiendo P* , Wy L3 como operadores dife~

renciales en coordenadas esféricas:

=z WL ..2., v e A P E 0&“9 % ....:_..

VR v ) e 95 250 ¥ ‘G 24> } 1)
2 A 2 i * ,

L = [—K;—é 1 <W9 e } + M‘La g(fl.] (52)
L oo 0 =2 (53)

Propongamos que nuestra solucidn sea de la forma
Lo, ¢)
k‘}\(Lm (v, 8, uﬂ = Re ¢ Y, ' 4
A continuacidn obtendremos entonces nuestras eigenfunciones si-
multéneas

U O o = - [ 2 (e 2) 4 g wj‘z“” Yo to,¢)
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como  Ryle) es independiente de & y 4 entonces:
R Y»i (6,4) = [ oot 99 phn ® %) 19 3?“1\( t0,q) = c Yitie,q)
de nuevo \{,s o) puede separarse por medio de la sustitucidn:
Y»f 6, ¢) - Ple) & (¥)

Exted) « o [ L, 3 (e 2 =, -«-—] Plo) $re)

é"!‘?) d ¢ 4 Pw) ey 4239
= - [ T ;TQ_LMG TS ) -+ m .,-—_.--qu ]: c?[é)é!‘?)

la cual se puede separar entonces en:

4 vie) . { 4299) "
l Pelantm o e e —— T
?7;) [ - de (gﬁna de )] voeme a9y dgr "

en la cual la constante de sepracidn se escribié comec m?

inmediatamente conseguimos que: £, L2 3@ 0

s
la cual tiene la solucidn @(‘f) - A e*w? si exigimos due
& s20) = 20 entonces
Haikml‘e*lﬂ): aei“”‘f, = wz 0, £4, £ 2 ... -

@(Q‘) = A e,“"'? vamos a calcular ahora el valor de la constante

de normalizacidn:

lew Sl“e,"(m-w‘)‘?ét?:' '.‘ 314'2' am = | = ‘B - 4

Nuestra solucidn gueda shora entonces como:
§@- L ¥
Riasolvamos a continuacidn

S N ﬁfﬁl)] boC R = m
Pie) de e
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si hacemos la sustitucién = o0 entonces la ecuaciédn

anterior nos gqueda

AT 290 o (o 2 Y -o
arbr éf‘x ( ‘-r‘) '

la cual define las funciones asociadas de Legendre, las solucio-

nes regulares de esta ecuacién existen =i v sélc si la constante

Ce i(%) donde ¢ es un entero no-—rzegativon N

Finalmente aplicaremos P*  a nuestra funcién

”Qi“‘" 2w )+ Ly Sleme )+

‘“QKMY“‘WQ w¥ Gytr) Vo '94’)
Y2 Iy or

.__,_,.-
1@ '}(,F?.

la cual se puede escribir como:

_ Y29 _.L(y‘, iﬁi‘fﬁ) . R [uw}l\{f&o,q) = k¥ Retr) Yol (8,9)
\,‘L

v iv dw

dividiendo por Nt o) se tiene:

[ . é (Vl- 43'("}) + { k¥ — .%E,%.)..%QKW)} =0

v*

La cual se puede escribir también como:

i

e 2 JRatd [K‘— MKQKL.—} =0
a =xr —r ~

1 v dv
haciendo el cambio de variable b= ¥r esta ecuacidén diferen-—
cial se transforma en: o
2 Rkl LO840)
@, = *—*“‘é‘;e + (‘ - ’"T“)QK(Q s 0
e ¢ ¢ t

Las func:_ones egferlcas de Bessel son aoluc:.cnes partiou-

lares de esta ecuacidn y lae denotaremos por %L (x ¥)
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va que: (Ram)

VASOT RO, \{ZM Ul pomf P8 (i)
"

entonces las soluciones regulares de nuestro problema son:

Yymt Crr0q) = ’%L (xr) \(75‘ o, ¢)

Demostraremos a continuacidn que los armfnicos esféricos
\(l_‘“?s‘?) ¥ Ygm 10,¢) de gradoes £ y g son orto-
gonales. La prueba esta basadé. en el hecho gque el correspon-
diente polinomic armdnicos

Ppz vt Yoo 659 o P o v Vg (004)
satisfacei. la ecuacién de Laplace; entonces

SR T TS P S SCEER
vamos a aplicar el teorema de Green al volumen encerrado por una
esfera unidad.

El teorema de Green establece que:

( (e -v @) e = § o 9* ﬂ?”’}éw

donde < v Y  son funciones escalares arbitrarias v 2 es

In
la derivada normal a la superficie S entonces

((Ledow - wvws] - [opan g 2% ] g
. >

[« °r

dode Y4 o 2 ¥t teg) 4 L L )

FEa N D
: [od 22 - e W | da . § [ w2 Yo 210) £ 2 Vem o)
o = PO RV -

.
vt Ve v \/gxm(,gr‘{’ﬂ v:“’{‘a =8
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de donde
(L-2) { Yyl tor®) Ypntorg) da =0
4N

la cual es equivalente a:

g \'z’i @) Yowmlogda = Sy

N

vamos a demostrar a continuacién gue ademas
23

(0 Y0 Vo) dn o S

Para ello recordaremos que un armdnico esférico puede escribirse

Como 2

NP legls A o€ PN (e de smde YT o) = 0 ¥ e TR TI0n

nos basta entonces con calcular:

R

(]

o S \({T’(G;{?} \/; (914’} do = §m,h< SQL'
n

0 sea que los armémicos esféricos 08 (o) son un conjunto
ortonormal completo de funciones definidas sobre la superficie
de una esfera de radio unidad.

vamos a demostrar que {11, (Kr)E forman un conjunto or-
tonormal completo de funciones definidas en el intervalo

0O 4vY L o0

Para ello usaremos la integral indefinida: 4
Yy I Yy - et Zg (2x) § &c,,-,) _w Z, ) 2p {{’n‘)k
BXLA)L 2&(0&% ZLLFZ = " Pl- I\,? 8 21 F
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la cual es vdlida para cualguier solucién ¥,y %, de

(_L...é‘ v 4 4 - M——-A{“‘))QK(W
¢ 4 df 8

En particular para la solucién asintética:

40— Lo (- 2b) +'9€—?z)

e
Calculemos entonces:
3
§ FU e g (e K# dk
L]

donde K= % o« pev' EFplae) = 4L (k) 3 Ze (ex) = Az (xet)

S K)}L tee) At (ket) XFIC = W EL v At e 4 (xrt) = “éLW’ AL f‘“’}i

S
3wt
o ¥

pero J}L(g‘) - Lom (- If.) 4+ © (,‘,,_} o {=x¢

P ‘
L) {

Y %L: W . - A e - 2 ) © (7‘)

> w ¢
nuegstra integral se ve ahora como:
3 , 1)
S KLke) AL (ko) Whdk = kax {v e ke - ) L e (e ““",_ )
[-4 .ot L o'

Ke
wy_‘.—.(xm(t(r-w);w(zﬂ-ui)\s
K @ Ket A
la cual se puede transformar a la siguiente forma
i 7S K(v«%v')}

v ay'

BK%LUK.(? %f, (Ket) k"ék = . 7 t o K(v,v‘) +
o

der! vort
cuznde k-» @ el segundo término del segundo nmienbro siempre
oscila porgee Yy ' son positivos y su contribucidén es des—
preciable. La contribucidén del primer términc puede ser evalua-

da con la ayuda de:

|l e KX - fod
T e %
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-4
v por lo tanto: S §e{xd %g,(Kfﬂ Krelk = o $tvav)
o v+
ol
obviamente: j%imv)ze;,(sm) vdv = T Sk
b g 2{,0
Nuestras funciones bases satisfacen entonces la relacidn de
ortogonalidad siguiente:

-0 T ks d " ) y ‘ ’
{ e { omede i I 4o ) Num 9@ 4 w0 Yy g) - L -5‘.‘;_5 §14" S
2 o

Relacidn de Cerradura: Demostraremos gue nuestras funciones

bases satisfacen la sigulente relacidn de cerradura:

w L

Z S m\{waly( ga (el ¥em \iegiﬂ /Slf (kerd Yg.t, ‘et/“?‘} = n _‘S.EI.::‘.} S(@(- 84 S(‘%e?;)
o i vt P

{=o W L {'dﬁ ’

Utilizaremos el hecho que:
=2

P s -~} -5
S Krdk Sn@"“e« dew S dufy ev X v ) = (3“}3 5“"‘")5(9“-’52‘>§l‘?“~‘“)
L] © © Y phe B (54)

El desarrollo de una onda plana en ondas parciéles es

= 5 b L

K. v =~ £ v ¥
e o am L2 Ao VM ek ) ¥ M e, 40 (55)

fzo me L
Tomando conjugacidn compleja:
5 * ol e
o Nad ! f -
o HE w7 L ot A T Ve e 9V g el 44
ey Wzl (56)

Sustituyendo (55) v {56) en (54)

0 o &

(qmw g ciz. du g“o&ne« dey gé‘{’x z g; :’: frwo N £ {8, 4s) \{g\: EGv"?V‘)

I3 =0

&

o "v [} * S ' =

S Y et du e Ve ) YT R )
t

AR \.."-,-,,Q.,



39
L' i
o & = oo t % ».'
- (m? Z 7_ E 2 'g K'P&KKS p~oe dow | df, \’; tox,4\) \/thax,@.‘}&
IR ° >

Wt el 4 gy (ke) XS0 40) Ypo (o ;) (59

a hera

S“MN ABK Slz‘ﬂ( \(;X{QK} (‘?vt) \(Lc“ f?l{".?w) = S‘S\’\Y\' SQI"

[

entonces la ecuacidn (57) nos queda

’ o L o0
:; &ﬂV ji ii S wrex %LCKO }

&
¥ lee) N (o ) 2 (08, 42)
-0 oz - °

de donde:

3 - ¥ v :
IR AN AL vee) X (e, 40

=0 -l

- o S(Y-vi\ XLer- er'} g (Le'__ l?\,’)

s r PR by

I.4-2 - La base cilindrica E(3)D E(2) x T.30(2) x T4

»
.

-3

Bl
. D
funciones de los operadores P, Py b'e

[
C ;?‘ w7

En este sistema de referencia las funciones bases son eigen~
tanbién de

Nos conviene introducir coordenadas cilindricas:

xz {wd = vt _X
- f amd bl ¢ xEEY '} ’tla.:)tf- -
2-2
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El operador Laplaciano en dos dimensiones es coordenadas carte-

3 ]

b e

sianas es: - V¥ =
s oy*

La transformacién de este operador a coordenadas cilindricas se

consigue de la siguiente manera:

[T Y S SRR ) N N

Ix 2% 20 2% 29

ra 9f es fécil de calcular de ¢- KAyt
o
90 _z2* = A = of

% 2 \5 rates 4

ra 2 se puede calcular de +4a¢ - X
2% x
o . ot
ox ¢

Sustituyendo {(59) y (60) en (58) se tiene

3. 2. f 9
x 20 Y
Analogamente:

9 . 3¢ .E%, “* i %’”
¢ oy e oy 2d

de nuevo %§§ se calcula de Pz N xiyr

20 o 2 = @Y
?\< 3\/\3,‘14‘\{;

¢y 2% se evalua de 43¢ - o
3¢ L
wet 20 o s 3w

(58)

(59)

(60)

(61)

{62)

(63)

(64}
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pPor sustitucidn de {63) v (64) en (62} se obtiene:

3 = ¢ 2, =f 9
3y . 20 e ad (65)

Es fécil ver entonces usando (6l) v (65)

o+ . 3% ~* : ? ! *

= + ST SR A

CA e T S (66)

Nos proponemos entonces encontrar las eigenfunciones simultaneas

de .
(az-t?f) \K%m) = Kixkgm>
’\>‘b\l<3im> = a U(g‘m'; o

Ly tKgm> = \¥g T2

8i denotamos nuestra funcién de onda como:
2 2] kgmy = Vugm (24) y resolviendo las ecuaciones

diferenciales (67)

- NP RGN ;gi_l Geaw (319) = K2 Wigm (g2 f)
[ f}e; e ’c}€ e» 9:.?" ‘(3‘“(‘ (68)
L 2. “pi(g(w‘u%"?j = 4 q’\cgm (?%CP‘]
o9t (69)
- L —.?.._—-» \PKQ‘M{Q%(?) E S q}}(%m U}“Pu
o>f (70)
Si Pr0p0ne;nos Yigm (f29) = Ao (€) Z62) ) (71)

Por sustitucidn de (71) en (69)

1) = L et dende - £§ < oo

\il‘(’(
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Por sustitucidn de {71) en {70)

@(t{?): ,_!.,e,‘"'[? (12) e mzo, £, t2 .. .-
am

Finalmente sustituyendo (71) en (68) y reareglandc obtenemos:

20 (K) - (K]} 2
g% + L _dRmi0 (k- w@: ) 2w (k) = o (73)
dgr ¢ d¢ ¢
haciendo el cambio de variable X= K¢ la ecuacidn (79) se
transforma en:
a3
2 Ryl 4 Dt} N
JERmts) ) SRmtT (a R )Rhu} =0 (74)
4y % Ax x*

La ecuacién diferencial (74) es la ecuacidn diferencial de Bessel,
las  Jw(ke) son soluciones de esta ecuacifn y reciben el nom-
bre de Funciones cilindricas de Bessel.

Nuestras funciones bases son entonces:

\\)Kq\mﬂ%‘ﬂ: o 3 {we) o th 2 e f

27
Los eigenvalores K , ¢ , ™ son: «¥: W& g4* donde 9 es el
momento transferido y . es proporcional a la raiz cuadrada
de energia, y m  se puede interpretar como las unidades de mo~
mento angular intercambiados entre la particula incidente y la
fuente (Cocho, Frdbdal).
Las soluciones de nuestro problema son

Pegm (129) = L T C6p) ettt

7
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vamos a demostrar a continuacidén, La relacidn de cerradura para
nuestras funciones bases.
El desarrollo de una onda plana en coordenadas cilin-

dricas es:
gt (R T S e L) 3, ) et®?
o (742)

-3 -

Con k= Wy +3 Semda ‘E{ = (o) 9 3\ i ¢ = (fead } T 12

-

v “?\m— cﬁq es ¢l &ngulo entre el vector v el vector
-

F .

Tomando conjugacidn compleija en (74a) nos queda:

- -~ - kel " w! 4
o ( Kn +e§5‘\,; - z o ot (‘?n{g-tfef) Jw (up) o412
e e oo (74b)

La funcién delta de Dirac en coordenadas cilindricas

o0 vl -~ -
" LRk o 8@ g a5 (¢, g,
[;1;)5 SO K iy 5 dq g 9 e ¢ 2-29 0 (Y- ¢4) (74¢)

Por sustitucidn de {74a) v (74b) en (74c)

/:j%3 g Ky a(l(tl S o{q, g Jq}\(:s z Pad &Ln {q) Kii ~£€Q\, 37)“(!?(] 6‘3"4% (74d)
. ¢ - @ YT - o0

f {‘dw 6,L~n' {9 xy - l(() Tnt (K ?.) e+ ﬁz* - S(ﬁ' gc} 5(% _2,} gq{’{(»
Wiz e i e

Intercambiandc las sumas por las integrales (744) nos gueda:

o0 s N
_Lf { o L™ S K A g J:{ 3a {K&Q) Qe (K 0) ¢4 F]
R’W\‘s 1 > T (?4e)

Ny~ W ME -~ o

x S“ZWK;‘ ESCREOA S PO LA &,.,_“‘ee’} § (22 §(4-4q)
o
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10
{(n-w] ,
Ya que *’;‘ S cr‘?x.', e few = S entonces la ecuacidn
AL

{742} nos queda:

" i }.‘4( [
L f gwaf\ & Kziv‘i(n I'ﬂ (KHQ} 3-{;@(“{'\33,44 (2-31) 2 t?( C€€>
L

S S aia) § (e - )
¢

Analogamente es fécil de verificar que nuestras funciones bases

satisfacen la siguiente relacifn de .ortogonalidad:

T . )y o)
D T T
[

{pe)*

o

- S(kf.t,hn‘\, g (‘}'ﬁ') S an mt
X
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CAPITULO IXIX

£l desarrolio de las Amplitudes de dispersidn no-relativistas

para particulas sin Spin.

Consideraremos las dispersidén de particulas sin Spin

142 - D+ 4

Consideraremos la amplitud de dispersidn como una funcidn del
momento de una sola partfcula. Esta funcidn F k) donde K
es un vector un espacio Buclidiano tridimensional, puede descom-
ponerse en componentes irreducibles con respecto al grupo Bucli-
diano E{3). En esta forma nosotros obtenemos formulas de "dos
variables" del andlisis de ondas parciales no-relativistas. Es-
te desarrocllo, depende del sistema de referencia, de la parame-
trizacidn del espacio E(3), v de la eleccidn de una base para la
representacidn. Por simplicidad nos restringiremos a dispersién

eléstica cuando la masa de las particulas satisfacen:

M‘::.MD ,g g e "“‘)1?

va que este es el caso de interes para dispersidn por un poten-
cial. Sin embargo, la cinemdtica seria ligeramente més compli-

cada para masas mds generales.

IIT.1 - La amplitud de dispersidn para particulas sin Spin

como una funcidn de un punto en el espacio de momento.

Por analogia con las variables invariantes relativistas

de Mandelstaml3} 5 ,t % Y . Introduciremos las variables
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invariantes de Galileo

Se- ( ;,e )“’E;m‘)z
te = - ‘X:‘Na’”w& /M: .‘:—;;,

- @
N
NE = - (JV"![A}F‘?’

(75)

(E1 subindice E significa euclidiano). Los factores e son
necésarios, va que transformaciones de Galilec preservan dife-
rencias entre velocidades en vez de diferencias entre momentos.
Es apropiado en este punto hacer hincapi€ en que el grupo de
Buclides E(3) geﬁ}a nuestros desarrollos consistentes de rota-
ciones y translaciones en el espaci§ de momentos.

vamos a demostrar gue las variables (75) satisfacen:

Sga ple r Us o

(76)

demostracidn de (76)
Usando 75 ey pact! Voavy gue
Se= AM-aphide ¢ P 4G

5 (77)
bea o b o+ 2 hvka - AL
Ug = --)\(:'-l“ Zfi/;q.‘&* _;&(z&';f
suponiendo ooz s o oz oy ., la conservacién del

momento y energia nos gueda:

e SO - .

2y Aw,, 2w 2™
) - - -3
J\’t + 4?:. = /\’3 + ’\m

o "“i"‘ galend gmende:

{M S A
*

%

=

" ;\;,' P by * Ao
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de (77) - -y - -y
S, spte «ME = Al - 2p bk 4 f 4 - b E2p bk - PR A
+ Z)")—Y‘t')?’t ’Pt )i"; . ) .
= -2f ],“.;t " /uz; & }a‘x\.,ﬁ - }w\»} S A 2p bk - P by o+ 2/&{.;.,},4

- }‘L“: - - - - ~ n b
= z}*%.(;w":ﬂ Sapde (Aa ) = ZIM"'(;‘"HP}’%%W“P/

I

. " 4;:-!,5 +Us =0 (78)

Las amplitudes de dispersifn, independientemente de la eleccidn
del sistema de referencia, puede considerarse como una funcidn

. . Jos
de cuales quiera de esas variables.

I11.2 -~ Sistema del centro de masa v las variables invariantes

de Ggalileo.

Introduciremos coordinadas esféricas en el espacio de
momentos y escribiremos cada uno de los momentos como:

J\'x: (ke pmti Qi 5 i pnbiom?s Ko wn ¥i)

Tomando |- &, paralelas al eje Z e identificando el

plano de dispersidn con el plano X2 , tenemos:

1%
7
= (0,0; K\a' . i
]
0,0, ¥ (29) . by
) F
(w o, 0y K@ /

- K U
(- f"?"”e‘)ng K o) )

) L
-~
3]

T
s "4
123 th
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Consigamos la relacidn entre las variables (75) vy las del centro

de masa.

Y -
De acuerdo con {75) Sg o= [4-p %Y‘ Sustituyendo
. -}

A Y %. dados por (79)

Sg = [\Si\fﬂﬂdljz: [‘4%*3!"‘1*}"1‘1""]
de dewhs g o 2(ia 0t
{30)
)QMLM e F5B g 39 P {,‘_{wﬁ‘ N gr
S0P G
te. ~Uh )" = “{Q("V(‘“ﬂ“r(k-xcxw)‘z}z

ez — [ ats 4 k- 2ctas + k‘wfe]

do dende te = .2y [1..(»’)9]

(81)
Analogamente:
- ] e
e - -~ (‘L "}‘"{“P\)zﬂ - [ \S (-Krfllwa)"&. (¢ 4“(}“‘"’3)“ }72’
g ,i.&:,"w&nolp a‘g&.re\clm.,@g
me =z o [ KpTwe + KFx a0l 4 K o |
i
:Sa,.;%ortza.nk |
-~ . 3
UE = . wd | rep *21““}93 ©2)
j (Sen)'y"
por ejemplo: de (&) Ke 3287 (83)
P4 42
te ic )
de (81) - P e =3 we = o+ = sustituyendo (80)
entonces:
ig
- ig o~ i+ Ciapl
8 = \ N ﬁ_iiﬁ,._ 2%g
4 pyt

(84)
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Asi podemos escribir

(sg,48) = F (¢, w0 = F )
Fise,tg) (85)

donde e<£k<oe y 0£064m son la energia del c.m. y el
&ngulo dispersidn. EL 8ngulo azimutal Y es redundante para

particulas sin Spin.

III.3 - Las variables de Galileo del sistema de pared de ladrillo

del momento transferido.

Introduciendo coordenadas cilindricas, escribiendo cada

uno de los momentos como:

/}‘_: {&ulL“"P{;; b i “““‘P‘;r "(l‘;)

Tomando - ?zli&# paralelo al eje ¥ , tomando ¢X% como
el planc de dispersidn, v poniendo Bz s , £,z E4  tenemos:
b= (40,0, 91) o= (qu, 0, - 41)
N = ()0 - 80 Ju = (o 0s 44)

%

1

i

s )
1
—
Wt H
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=3

El subindice de ¢ indica si la componente es para-
lela o perpendicular a la pared de ladrillo (brick wall) identi-
ficada con el plano xy

por definicidn

Uptmds  dee  vetno (15)

3 -+ Y 2,
SE T {),\_,u*p)z = [\S ay 4 (%*rgﬁ }

do.  dende Se = G0+ 4+ p” 86)
Analogamente
- - !‘ N * “
fe - . (‘tl wjra\)zj :"L\i (3;:—%!‘) ’(‘(3_‘. *ﬁlyl }
ti = -~ H” 9“2?’ (87)
¢ }.fui wtn Aol st que 3
Bz 2 - { A - J‘uf) = - E L (al_fgﬂl 1
we = - 4o ar(-p° (88)
9
de (87) i 4 (FO (89)
de (86) g9, = \oet e gy
{20)

Entonces, podemos escribir la amplitud de dispersidn como una
-

funcién de las ccordenadas cilindricas 4u, 41  del momento /4,

{E1 &ngulo azimutal es redundante)

Folsg, 4s) = ;{ﬁl) %u) = F (k!
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IIT.4 - Relacidn entre las variables de Galileo de la pared de

ladrillo v las del c.m.

.. ket Y
Se= kr(vp {variables invariantes de Galilec del sis~-
tg = -zx* (- w8) ‘

tema C.m.)
Ue = - w&{ u;u‘.;-t)ums)

S8 = 94 gy Gaplt

{variables invariantes de Galileoc del sis~
e = - % 4% tema B.W.)

e - 4~ P07

eem. 67

. L Hgl o -zxrli-we)

do dende qp= x o8 (o1)
Analo 5“"*‘“"“21

‘.JQC'H = Séa'w

ek pnE endonces
k(1 )’ = 90"+ ¢} Lramd® yo qve 34 z

92
9, = (!&P)K“’%‘ (92)

Note que para la dispersidén hacia adelante correspondiente a
PGy o~ (1 Faks

v para dispersidn hacia

TR y v 0

IIX.5 ~ Sistema de Pared de Ladrillo del pardmetro de impacto.

Introduciendo de nueve coordenadas cilindricas y tomando

OL2 gomo el plano de dispersién (de modo que ow¥i=0 L=4.. 4
-
poniendo . 4, 1| 4;3 paralelo al eje ¥ vy

B, zE,  E,:=E; Se tiene
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-y
+
3

(Agi o di | gy omfo AE)

L
-~
it

(’W)O;)U}

gl
*

= o, o, - 1)
=
consigamos 4, sabemos que: E,« Eq Woomizvs
» b3
entonces B LA 3

ZMZ, 2w,

- Y z
= 45——,;:3

hos N5 3 gt wadi x B e s e e

b it fe Fasloe, i)

(93)
Usando el hecho gue:
El = El_‘ ;.} M}L: "rﬂ;t
entonces: z
" I SO
2wy FAGFY)
-y a4
by se puede escribir como ( {rai, o, 4y } de donde
kA ~ 2 Nz‘) i -
)\,“ + hy o= ?( Ay + ki cbviamente:
- { 3
T R WO

v el momento transferido definido por:
-

3= - X;« = Chuy o, 4i) - an;";";:.\ = 00, ts k)

-3

g = {0, 0,y T {”LE {95)
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(96)

de (95) v (96) $4+Vag = Fi+hy

S jl Loy ,é: E“\-t + Ar:(\—fﬂy‘k (97)
f

4

R
v

consigamos la relacidn entre las coordenadas invariantes, del
sistema de pared de ladrillo y el sistema del centro de masa de

las ecs. (75)

tez - (h-4u)®

wt e
Crors
Goshduyendos  los  valores de tos womentes fig b e

212
te = - T gre Gu-Ve e ) i
dodte by o\ g)t e NP -aNp kLot AT )
2
2 Lo A ;‘_ :1('7;(
R e R R L4+ g 0o Pl — EAAS |
~ A{“ _ nfi”_‘._’hi:._ - _&L‘ { %;4- )Y: (!,}l’)l%k‘}. }/*: 4 3‘{; 3{}_ Kr("‘f{}
= b 14"(); i-&\r’t (‘*{;)» ('+J.;‘>z
* - ’{YJ.* &(u {(i-m -X
e
E;ar_«%oanéo o?q«g\c{oneo .:,onse,sufmas 5(0&

_tes 2 {1 Ve e (1 - A) -l %,?(:»M"ﬂ«\ﬁ (49)
(4 ) *
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En el sistema del centro de masa se cumple que:

fg = wak0 (1-we)

Ya que £g es un invariante en cualquier sistema de referencia

entonces :
i/
24% (1. w08) = ___%._._4§ = "{;-.’l—)«ﬂ,_{[’}er’ﬁﬁu"ﬂz}g
{14 ‘f;jz' hﬁj{ h * ‘

de  mdes
eI . Sk A AR SRR (8) O SR CE)

z G+ 45 )%
Analogamente de (75)

- I
UEz - [ Jfl . f‘ AW‘X hamc‘“-‘a’ gigv\umd_n‘le. .
SUS""("I'\JYQJID(O foo  valoves do oo

1

des - [T pboy )

I ks + P decades

é%ag-iocméo les a?dfo,c::unas

N ST A

Wpomdo Lo o (4%

- Mg = }F’I + »?»"\'.L ~ Y_Jx‘i + ‘\':{("’rs—gh ¥ }‘z_;*‘. [J"z *Jr?; (rﬂ,‘)‘]
¥ r ;

Slh\?{sss (,o.no‘a {_on$¢3uxmv‘: %..\e,

v e 2
SUE =} hf'(;_;,;') + 2'\'3\{; izh + 1‘:“'7')1 1'++j_('4f‘) :Kt[w}(!-;ﬂqm(loo)
de nuevo la amplitud de dispersidn
-
Fo(se,te) = FOAL, ha) = F Uk
La férmula (99} se simplifica grandemente para masas iguales-

o = Hwxome o P
2
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IIT.6 ~ El desarrollo de la Amplitud de dispersidn.

Pl . o~ *‘}

La amplitud de dispersidn es ahora una funcidn ¥ (4«7)

de uno de los tres momentos de las particulas. Suponiendo gque
pertenece al espacioc de Hilbert de las funciones de cuadrado

integrable satisfacewn
ERET"
Jrecinl dasdpydpe o e (101)

IIT.6-1 - El desarrollo esférico en el sistema del centro de masa.

Haremos uso de la relacidn de ortogomalidad y cerradura

de la base esférica

o 7 5] * - |) .
S v g;gne AaS 4(? %L (%e) Yllm (Q,Lﬂ %:: (k') Y"m'{a“f) = é‘.t___x_. &.f. S'Dnmi

K%

i
%
o L o x o + * . 9 ‘S‘fV‘-‘r‘z 5[9_04\ T
2: 7‘ LSGKQAK %ﬂi (Krj V"“ial‘?) ’BL “‘ri) YQM[OI’L?) I L e S‘P ‘f)
EL A
“
F‘{SE,te): Flk, we) = ¥ ()(3,>
entonces

= i o See-w) Ste-on)
Fik,we) = ¥ So Wk ‘g ' d? Eix', 0 )a-——;{-;_—--:’;;.’_w oo )
‘ : e 4y Y22 Py we) Dices!
Filk eme) = i 5"?0:.0\,“ Sn@ﬂb'ébi F(x', we') ijp\( %1(»«)%{‘(& v?Z pos i 3
"o 2 o Leo
Reorganizand—g: - © o . (os)
F(K,coe) = 2__ ("&"‘5 S oy %ﬂ‘ (%) ‘?g‘ (me){ JT-K g k“dk' Spw)‘da' ’&@(u‘ﬂ?ﬂ @Y
Lxo L4 © [} F(kﬂ'mal)%
Si definimos:
3 I O " Py lwwms) F( )
(.T} = e g IS ' S { i (tye) 3 wud sl K', e
L 7o)X dy ptmo' de QSL Wy (102)
o ] ,
Entonces:
il o5
F (K, we) = z 2 h i) 5 vide AL (ko) Pptwe) §p ) (103)

fzo o



56

donde se tomd en cuenta que el &ngulo ¢ es redundante y el
dnico valor de W que contribuye es cuando m=¢ y ademis se
tomé en cuenta el hecho gue ! }§,<wr}; %itx'v)

Tomando g () = goz‘ér fotr) }L“") la ecuacién (103) se

o

convierte en:

Fik, we) = Z(aﬁ%c) @y () Ppleme)

Exo

{104)

que no es mads que el desarrollo usual de ondas parciales y la

ec. (103) es la amplitud de onda parcial para el grupo 0(3)

I11.6~-2 - El desarrollo cilindrico del momento transferido para

particulas sin Spin.

como se discutid en los capitulos I v 1II.3 en coordenadas

cilindricas cualquier vector arbitrario se puede descomponer en
una parte gue es paralela al sistema de referencia de la pared
de ladrillc y en una parte que es perpendicular, en consecuencia
la amplitud de dispersidén en este caso va a ser Ffuncidn de los

L = 5 s s
vectores 249 =% v k=L (A8« L‘) . desarrollaremos

1 ' *

esta amplitud de dispersién con ayuda de nuestra base:

|Kgm> = L Iwlkg) efd? e
amn

S8i consideramos gue las particulas no tienen Spin enton-
ces el Gnico valor posible de w es w:os , la amplitud en-

tonces se puede representar como:

oy o
Fg, )= S K'&K'S agﬁ_éli;fﬂ §(a-99 Flq,x (105)
- “{‘

o
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Usaremos la relaciones de ortogonalidad de nuestras

funciones bases esto es:

o o ¢ 'ﬂ')l S(K-K‘)
-~ d1 4 3a(k?\ 3"(!(‘{) -2 q = Ble R/ S(%-gf}
= | oot p 06

- [
sustituyendo {i¢) en (105)

- ® o o 5 04-902 Lyt )
Eige) = (ege S ay Y\Fi?f I S tdp 3o (xp) 3o ¥ & 1 207

3 - @

Reorganizando podemos escribir (103) en la forma siguiente

o P . ,
Fa,x) = g pho Swéz Jo(xp) et {J@SK*JK’SJQ'JG(“‘?)&"“ HQ’K’J]
o P

{108)
— ¢
Si llamamos
R H o *®° P 3{3 £ 1
L) = *\xf_a; S wdu! g dg' AN TUAN F g (109)

entonces la ecuacidn (10¢) nos gueda:
> = R

FCa) = §eag (e Joteg) e 4 1) 110)
© )

La cual la podemos interpretar como lo gue se conoce en la lite-

116)

ratura como un desarrollo icona si

ACg, 1) = § d et §(te) (111)

bl -}

En esta identificacién la ecuacidén (110} queda:

Tla, )= é pdg e (xRl (112)
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El desarroilc iconal es comGn para dispersidn hacia
adelante en altas energias. EL desarrollo (112) es una genera-

lizacibén para energias v angulos arbitrarios.

I111.6-3 - El desarrcllo cilindrico del parfmetro de impacto.

8i desarrollamos ahora nuestra amplitud de dispersidn
en la base del par@metro de impacto
-g)3 am
fkgm>z Lo Ju (4b) et (Pt ¥
a7

-3 - -
Es fécil ver que 9 es perpendicular P-g en el casc que:

Mz 3 MayE My, en el sistema de referencia del sistema de

laboratorio de acuerdo con la conservacidn de la energia se tiene:

-

- -3
L N [R%
. S 4 (113)
2wsy 2w ﬂmq

En el sistema de laboratorio se tiene gue:

-3 -

bt P (momento lineal total) (114)

- -

. pk_ia {el womento lineal total - el momento trans-
ferido)

= -

4, - q {momento transferido)

Por sustitucidn de (113) en (U3} es claroc que:

-:1 .;,L - -
pro_ (Pr-aq) + a4z (P-9). 4 :=0 (115)

-]
- - 0
o lo que es lomismo 21 vector P! -9 es perpendicular al vec—
-

tor %

- - tl 5 a
Como se eligio el eje gz en la direccidn de Ph‘ﬁw
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- -y -2
v PL—Q es perpendicular a la pared de ladrillo entonces 3

estd en el plano de la pared de ladrillo vy vamos a tener que:

[_‘ai.-" —?:‘-—- :aﬁ
- 3yt L

y esto guiere decir que el argumento de nuestra funcidn de Bessel
en este caso va a ser ¢ b , entonces la funcidn de Bessel se pue-
de denotar por Jm(4%) 10)

La amplitud de dispersidn se puede escribir como:

Feg, e s {bdb 3.0g8) A (pg,b)

»

(11s6)

con

A( P8 %) = S

P ot (P42 f (L, 2)
_ore 3 (117)

o =3 ¢ ¢ ,
fo = L (g L Ceegy Sucgy en (P82 B eie) (g
m-w ]
La ecuacidn (116) es lo que se conoce como el desarrcllo del pa~

10}

rémetro de impacto , tal como nosotros la hemos representado

es vélida para energfias y &ngulos arbitrarios.
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CAPITULO IV

Iv.1l - El espacio de Hilbert para particulas con spin.

El espacio de Hilbert apropiado para una particula con

spin s es el producto tensorial
0 2 Bt © Fsgin

donde gemp&u‘ es el espacio i&(Q%de las funciones de onda
ordinarias de cuadrado integrable y ééﬂ;“ es el espacio de spin
de «153)) dimensiones.

Es comin usar los eigenvectores 1™? de la tercera com-
génente del operador de spin como una base de j@sgn

Sal w2 v {m>

m toma los valores enteros en@re -85 y 8, un vector arbitrarioc

de s se escribe como: 5
Ly = 2 X > (119)

mz-5

Es conveniente recordar que, aungue s6lo hay (2541) estados de
la base iw> , una partfcula con spin tiene un nimero infinito de
estados de spin diferentes, correspondiente al ndmero infinito
de combinaciones en (119).

El estado del spin {¥> en (119) esta univocamente de-
finido por los coeficientes X*‘. los que pueden ser agrupados

convenientemente en un espinor de 2s+l componentes

Zs
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Al discutir el spin, con frecuencia se ignora la dis
tinecidn entre el vector abstracto |X ¥y Su espinor represen—
tativo X y se congideran los dos como uno y el mismo objeto.
En este caso los operadores lineales definidos scobre j’.@;?{,‘
son identificados con matrices cuadradas de (2s+l} dimensiones.
Eiemplo: E1l operador del spin para una particula con spin se

fed -
puede representar como 5:1¢ en donde&,q v ¢, son las matrices

F
de Pauli comunes y corrientes.

Una base para el espacio # se puede construir a par-
tir de cualguier base de ug v bspin
Eiemplo: Una base conveniente y frecuentemente usada esti dada
en términos de los eigenvectores de i: Yy 63

{g,w’): i{:>®i”‘>

gue son productos de los eigenvectores del impulso H: > en '3@%?1
y los eigenvectores de 553 en 3257;,

El espacio de Hilbert para dos particulas distintas
con spines s,y s, es el producto directo:

B- w o W,

de los dos espacios de una particula cada uno de los cuales es

un producto del tipo descrito antes.

Las funciones de onda espaciales tienen la forma

5 =
‘ph‘mb {‘Yl; YL)

Como base para el espacio del spin de dos particulas podemos

usar los eigenvectores

[oag my P = 1w @ Iwe>
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de las componentes z o los eigenvectores del spin total y su

componente £ ., La relacidn entre estos es:

!S,M) = Z iy L $i5y memzl8m2

Redd
oz

el coeficiente <sis,mmis»p es el coeficiente de Clebsch-Gordan
En cualguliera de los casos el estado del spin de las

particulas se puede desarrollar como:

fx>e 2 xg 19>
3
1 comunmente representa a ‘™wl § (5™} y en cualquiera de es-

tos casos toma (25410 ® (%) valores distintos para cualquier ba-

se 411

IV.2 -, Los operadores S v T para particulas con'spin. Las

amplitudes de dispersidn.

Como en el caso de particulas sin spin calculamos la
seccibn eficaz en el sistema del centro de masa en términos de
la amplitud de dispersidn. Sin embargo, en lugar de una sola
amplitud de dispersidn escalar como en el caso de particulas
sin spin, ahora tenemos una matriz de (ash) x (zsat)

Consideremos primerc el caso en el cual las particulas
entran en uno de los estados de spin |4 y contamos el nimero
de partfculas salientes en 4.0 en un estado | %' >(Recordando que §
es justamente la etigueta para una base adecuada en el espacio

de gpin: por ejemplo 1::fmuh4. En este caso:

de (4.»?4[",, )\,,1) = XF(A,*,%-» 1\,!1”3 {120)

da
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La cual es la seccidn eficaz diferencial en el sistema del
centro de masa observando las particulas finales en la direc—

- )
cidn de &, con spines dados por ! 7, si las particulas inicia-

-
les tubieron momento relativo 4 con spines [1>. La seccidn efi-
caz observando un estado de spin final arbitrario [ X prove -

niendo de cualguier estado de spin inicial [X> puede ser evalua

da de la misma manera. Si

lxy= 2 %g11>
1
P!y = z x'ylﬁ

entonces: i
¥ Z
f‘_?’_,;('\.')ﬁ'&-—-—&n?XS X 2%1. F(Af(, ‘4____ &g?)ii\ (121)
da 44
Este resultado expresa la seccidn eficaz para spines arbitra -
(x> e~ P%>) N
riogs en terminos de las [ils\'«l)(“z")] amplitudes de los procesocs
(1%2 ¢ “”). Esto sugiere reescribir las amplitudes bésicas
como:
1
E( 41 b 1) = FS‘? (A4'e—4)

vy considerarlas como los elementos de una matriz de amplitud
‘S(’\.' £~ }"): gFe'i('\('«:——-&)g (122}
nuestro resultado puede escribirse en forma compacta como
fi;a( YRRV T b 1o L€ D S F 3 N ¢ PY)
({ es una matriz de (2540 @52)  Qipengiones) de lo cual es
claro gque teda la informacion relevante para el proceso de
dispersidén de las dos partfculas estd contenida en la matriz

5K e X) , justamente como en el caso de particulas sin spin



64

donde toda la informacidn estaba contenida en la amplitud
F i — 4

El caso mas simple de particulas con sgpin es la dis
persidn de particulas con spin _iz sobre blancos de spin cero.
Este ejemplo incluye procesos importantes como la dispersidn
de electrones por atomos de spin cero. Ya que una particula
ﬁo tiene spin, el espacio de spin del sistema completo es jus-
tamente el espacio de spin de dos dimensiones del proyectil de
spin )2 . Usaremos la base usual (eigenfunciones de 53 ) con
los vectores bases |+ y |-> correspondientes a los eigenvalo-
res w=*L, pe acuerdo con la ecuacion 3, la dispersidn esta

determinada por una matriz de 2x2 :
5(»‘4—-—\.) = s””‘""‘f) £4~{’\a‘4~ b3
AR ey

El elemento 4. (4sd)es la amplitud inicial para una parti-

(124)

cula con momento ; vy componente ¥ del spin ™ que es
dispersada en la direccién %' y es observada con componente
Z del spin w' . Debido a relaciones de simetria s8lo hay dos
amplitudes independientes, o sea {,, (4'c4):={ (fehy
Soo (Rlem ) = S-.; («('4.._4\,)

El estado de spin inicial y final general egtan dados
por los dog espinores X v X' y de acuerdo a (73, la ampli -

tud observando el proceso (4', *'<¢ %/ ¥) es justamente el nime-

ro x‘*ﬂ\-‘w-*‘r“‘
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La matriz T estd relacionada a la matriz $ por la

ecuacidén usual
S-4 =T (125)

La relacion entre la matriz T y la amplitud es:

I T

IV.3 - La conservacidn del momento lineal usando la base

translacional EMNo>Ti«Tz x T

- -
Los operadores invariantes son Pfy P* , las funcio

nes bases son -
8 3 I 6" K-e
£ R —
L wikD G
cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad y cerradura
e (l—('»-l:' vy -
<k‘i\<>"“g“';, 835"3‘ )Y; Sen-xt) .
{an) 7>
-3 ¥ -
Lo (Al et T g e
(;.M?w

Nos proponemos ver el efecto de invariancia translacional
sobre un elemento %4, de la matriz S. En la representacién
e . - b = o
de coordenadas 8 puede escribirse como 5(»', % ; w, 3)
Podemcs considerar gque esta sea funcidn de otras cuatro va -
] AR «
riables Ny la diferencia v la suma de las coordenadas
- —? - ; - - -
del centro de masa, R-F y Rir donde r=v,-% ¥y

~

- = ..
Rz-Muy £ . Los tres primeros vectores no cambian bajo
Wy 4oy

- —
translaciones mientras que R+ si cambia.
Entonces invariancia bajo translaciones implica gue

S debe depender solc de las coordenadas relativas y de la di



66

ferencia de las coordenadas del centro de masa, entonces

-" —-*' - e P ] ;‘}
SEW N Y ) = sy v, - (127)
En la base translacional un elemento de la matriz 8§ puede

escribirse como

-ty .

7 v,k Low
- Y R 0
i 6) e, et g

-

f & =) -
o daw Ay 5<"‘1'?V:;

"1" -~ g\
6-50: g@“%l'?l' gt 2’
se puede verificar facilmente que:;
-1 -y
-, - Do -
gt T i f L e KR gk (128)

- -4

-
donde el momento total es K- h,*"‘» y el momento relativo es

-

Si tomamos en cuenta la relacidén (128) entonces (%j) se

transforma de la siguiente manera:

- =~ . - ‘{: e
} . . T I oo =, ;[(g_.lzet %-
S,;L ;Schrz dip 43V I emt eI s vy v R @le {129}
- 4+ -
haciendo el cambio de variable ® o= A-R'
- ~ s

Toa

.2 3 2 e o] aheov

Syiz [0 $ax drv d3 P T P P I R
Lo

-y

la cual se puede escribir como N L2 o 0 ,,T,;.;’
I . - K. R Y \

Sse géas? et (<o -G)- R jag davdom et B Yt Mgl ke

5e-

de donde obviamente

-3
- - - C e X
Spo: (am’ LK -4y) fJW 42v Prres B

-3
-t 3 2
. o m ki v
gt g0 7, 0)er

La funcion delta de Dirac nos dice que el proceso de disper—
4 = -

8i0n no ocurre a menos gue K-S: K. . De tal modo gue consegui-

mos que la invariancia bajo translaciones implica que el mo-

mento total se conserva.
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IV.4 - Invariancia bajo translaciones en el tiempo.

Si el hamiltoniano es independiente del tiempo, la
- . . 3 - . + .
ecuacidén de Schrodinger & ) %q-::tf» =4 Y es invariante bajo
translaciones a lo largc de este eje, esto es, bajo la trans

formacion €~ tite o sea

L‘&'\ 'Q"P {64‘)50} - I Pt 4 éo} (130)
_ ot
8i definimos ¢}z ¥44t) 13 ecuacidn anterior se ve enton -

ces como -
oh 2% (4 - WP (&Y
>t
de (130) se ve que
_’A_‘f_{ﬂ = - ,.‘:‘..- + nH'
$ tE) &

la cual se puede integrar y nos da

. Hite
kp(:‘k-&éa) = e"? $[6)

lo que nos dice gque H es el generador de translaciones en el
tiempo.
Los eigenestados del generador H son sinmplemente los

)
estados ‘-P,_ , un elemento de la matriz & es:
S4p = A ‘{’,\M \‘\’L(“> = 4 $5L-‘l \1; “}>
. Lo i o sl
o0 | e U M) ey (A RE) IR

exg ("%\ gt 19D

Sgee S ug[é;‘ (gy. E)bo|

y ‘{,&M\ en (i\ By bo)

N

Si esto se cumple para cualquier 15 entonces E%:éi cuando
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$4.30; y esto es la ley de conservacién de la energia.

1vV.5 - Invariancia bajo rotaciones. Para una rotacion arbi

traria, la i-esima co?ponente de un vector se transforma como
—: o1 ¥
Voz L Ry ¥y (131)
%:(
donde ﬂb% es un elemento de las matrices de 3x3 de rotacidn.
Por simplicidad, denotaremos esta transformacidn por:
Ve v
-

donde R es un operador del espacio vectorial gue satisface

P -
R* =R ¥V =4 as{ bajo una rotacidn

ry L %L
13

FRT R =21 I

oy S, {1

$i el hamiltoniano es invariante bajo tal transformacién,
esto es, si no hay ninguna direccidn privilegiada en el éspa
¢io, la matriz § serd invariante bajo rotaciones. La corres-
pondiente ley de conservacidn se obtiene en la representacidn
en la cual el operador canonicamente conjugado es diagonal.
8i la rotacién es alrededor del eje z, este opera =~
dor es 3% , la cowmponente z del momento angular total.Si la
rotacidn es alrededor de un eje arbitraric, el generador de
la transformacidn es el operador correspondiente al momento
angular alrededor de ese eje. Asi, si e, es un vector gue
tiene una magnitud igual al angulo de rotacidn o, vy dirigido
a lo largo del eje de rotacién, el operador de la transforma-

¢idn es U= oex) (,j; 3.8)
(132}
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a representacién apropiada es aguella en la cual }* v Ja
son diagonales. 5i & es invariante bajo rotaciones, con-
mutard con ambos ( 3%y 33 ) y la matriz <, Mzls|3iMe> serd
diagonal. Este elemento de matriz debe tambien ser indepen-
diente de ™Mo va gue no puede depender de la eleccion del
eje z o de la orientacidn del sistema. Usaremos operadores
de subida vy de bajada J::3xt 3y  los cuales conmutan
con 8 yva que Jy v 3\( conmutan con S.

Usaremos el hecho de que
Il 3, Mi> = b [3eea) - we o 05 (3, w0y (133)
La normalizacidn se obtiene de la relacién J.J, = 3%~ 33(3+1)
junto con el hecho de que (3-?)5 34 . De {133) se sigue

entonces dque:

4
H130Gre) - e lwe )% £ 52, ierl e 2 3, (3

2
L:}L,“i—\j-ﬁ&&s‘::“{’> = T334 - M (M +O 3% (134)

usando que [, J_K:o vy las ecuaciones (133) v (134)

L0360, M st Ji, Hid> o £ 3i, ML K%.XK. 3"‘(5“0"“5.“4&”)1\3"1““&»7

w1 . ‘ ‘
[3;(3‘;“3— ”C(RL-&S’)} # L“.S‘I‘)M"'KJ-SL&‘J»,&)
‘J&LBL.NLH‘,S\SL,%HV

[ 3o i - we Qe d) 47 8 [ G - pe et

-« SL;mﬁ\S\ di, M
N jL,Héis\:\i'ﬂﬁ> - 43;tﬂé+[‘.5‘:}i,f?’f¢4‘j
{135)

Entonces todos los elementos < Ji,%¥ils}3, ¥i% teniendo un
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valor dado de J, son iguales. Conseguimos entonces que la
nmatriz S en el sistema de referencia del centro de masa esta
dada pors:s

C3g, Mglsh 3l ey = S SJ&,JA Sm,mf
demostrandc esto la conservacidn del momento angular total
y de su componente a lo largo de cualguier eje. ELl nimeroc s5;(f)
es el eigenvalor de S en la representacidn 5

Nuestros resultados pueden resumirse en la siguien
te forma
2B I MylsIEL LMY= Stey 8\ 85e 38000, 8 0 (17)
Este resultado significa que debido a la invariancia rotacio
nal 8 es diagonal con respectec a J vy M y gque debido a in-
variancia bajo translaciones en el tiempo es diagonal con

respecto a k.

IV.6 - El formalismo de la helicidad .

Definicidn 1 ~ La helicidad ) de una particula se

define como la componente del spin en la direccion del momen
to de la particula.

El uso de una base de estados de una particula
etigquetados con :; v » tiene miltiples ventajas sobre las
bases de estados etiquetados con z v m {w es el eigen
valor de 53)

A diferencia de 1o gue ocurre con m, la helicidad A

no cambia bajo rotaciones, lo que simplifica considerablemente
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el andlisis de la invariancia rotacional. Puesto gue el
- A . - n
operador de helicidad &-P puede expresarse como J-? ,
e A

ya que L' ? es nule, la helicidad se puede definir sin di
ficultad en la formulacidn relativista en donde la defini -
cibn de L vy 5 por separadc €s engorrosa.

A cada valor del momento P de la particula le co

- A

rresponden (2st) eigenvalores del operador de helicidad 5-°P
gque son:
3.1, 5

P T LT LI

(136)
v por lo tanto el espacio de todos los estados de una par-
ticula estd subtendido por los eigenvectores de :‘: v 2%
{\ 7‘;1/\‘)?3 del misme modo gque por el conjunto de los elgen-
vectores de f( b Za { 13;‘0} .Al escoger la base de helici
dad la {nica ambiguedad es la inevitable en la eleccidén de
la fase de los vectores 35,)) . Esta se escoge comunmente
del modo siguiente: Consideremos primero los estados cuyo
momento /; estd alineado con el eje positivo 0@ , «; = 34’
para estos estados la helicidad coincide con ;3 vy podemos
escoger los estados l%;)\) de modo gue sean precisamente
los eigenestados usuales de $, con las convenciones de fase
usuales

(oaos L@ ls:a> - [5<34] (137

-
A continuacién; notemos que un momento arbitrario ‘*. en la

direccidn (s;v zﬁ‘, se puede obtener siempre a partir de uno en
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la direccidn o032 por medio de una rotacidn. De hecho,
esto se puede hacer de muchas maneras, de las cuales la
mas simple es justamente hacer un giro de & grados alre-

-
dedor de un eje perpendicular a 3 ¥ qr. {(Fig 7)

Fig 7.~ El momento ,;, puede obtenerse de &-3 POY und ro-
tacién de & alrededor de un eje perpendicular a 5; v 3

Esto equivale a tres rotaciones sucesivas: -9 alrededor
de 3 , © alrededor de 3, y Y alrededor de 5 . Esta

rotacién tiene los angulos de Buler ( $.,8-9 )

ES conveniente parametrizar esta rotacidn con ayuda de los
dngulos de Euler, que definimos de modo gue

Dig,6,¥) = et P ef‘%"’ (138)
Esta es la llamada definicidn activa, en 1la que se hace gi~
rar al sistema y no a los ejes. En términos de esta defini-
cibén la rotacién descrita es D(%,9,-9] (fig 7). Puesto que
la helicidad no cambia por efecto de las rotacicnes, podemos
definir ahora el estado '\ipﬁ& como el estado obtenido efec-
tuando una rotacidn Diy 0.9} sobre el estado P43, 0>

2> = Deg,e -9 TS (139)
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El primer &ngulo de rotacidu, -9 es solamente asuntc de
definicidn, pues Di99,-9) 1ievaria ﬁﬂg a z con cual -
quier valor de ¥ ; el uso de valores diferentes de Y ole
daria a !$,A> fases diferentes. La eleccidn Y:-9¢ es
la mis comGn y tambien la mas conveniente. Este procedi -
miento nos provee con una base ortonormal bien definida
para los estados de una sola particula que satisfacen
< hoNT 0 = 8o S (140)
Con estos podemos congstruir una base para los estados de
dos particulas con los productos directos
(k0> @ Ly, de® (lat)

IV.7 - El desarrollo esférico. En el sistema del centro de

masa se cumple gque

- -4

T (142)
y esto nos permite encontrar una re§£esentacién mas simple
para los estados de dos particulas. Los estados {141) estan
definidos mediante rotaciones independientes, una para cada

-
particula, en tanto gue para el casc especial ‘51:“&1 pode
mos definir un estado equivalente con una sola rotacidn.
As{ pues, definimos primero un estado del movimiento rela-
tivo con el momento relativo ,+ en la direccidn de 3
LD, ey = @) s a0 @1soan 11254 a9

En el marco de referencia del centro de masa (143) repre-—

senta un estado en el cual la particula 1 se mueve a lo
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largo del eje o3z con momento ;; en tanto gue la particula
2 se mueve en la direccidn contraria con momento —¢§.El
signo negativo en el Gltimo factor de (143) se debe a que
con su momento en la direccidén -3 , la particula 2 tiene
helicidad ‘_5;ﬂ . El estado general del movimiento relativo
con momento relativo %: arbitrario se obtiene ahora median
te la rotacidn apropiada como
VB, M e s DUt =) LA, a0y [hz e8] (144)
en donde D es ahora el operador de rotacidn de dos parti -
culas generado por el momento angular total de las dos par-
ticulas.
Los vectores (144) definen estados del movimiento
relativo en los gue las particulas tienen helicidades X v,
y momento relativo -? ., es decir que en el marco de
referencia del centro de masa las dos particulas tienen
momentos de igual magnitud y signos contrarios §;=-¥ y
£g=—$ . Estan normalizados de manera que
2R R LR Ao SRR Sk M e (145)
¥ nos proveen con una base ortonormal para describir el mo
vimiento relativo.
La matriz 8 en la base de helicidad se puede des~
componer como
< g{“ ! k‘, ,/\;\5\ X\:) h‘3>\1> = 53( ’?‘ ”’_'\:j SA‘\X‘S”- A‘a
N I TR R VIS VIS VO S N W O N ¢ 215

XN

v la seccidn eficaz diferencial en el marco de referencia
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del centro de masa para un proceso que involucra helicida -

des definidas es

_ég_( X;'))\l)>i‘, ,i )AU;\I)_._‘&%(ZI)A‘HA;"Zl}h))‘br(l‘gj)

o L1

iv.8 - Invariancia rotacional. Supongamos que el sistema es

invariante rotacionalmente. Para aprovechar esta propiedad
naturalmente usaremos una base de eigenvectores del momento
angular. Es agui donde se ﬁe la ventaja de la base de heli -
cidad pues leos operadores ;”.§ v ;“X% son escalares y por
lo tanto conmutan con 39 ¥ por consiguiente podemos escoger
un conjunto completo de cobservables gue conmuten incluyendo
a 7 v 42 v las dos helicidades. Especificamente, podemos es
coger una base para describir el movimiento relativo
{‘E:%)“>A'f3‘>k y la transformacidn de esta base a la base
del momento lineal 153 A, A2>  se puede hacer sin usar los
coeficientes de Clebsch-Gordan para acoplar spines y momentos
angulares orbitales.

La teoria del grupo de rotaciones muestra gue los

estados del momento angular se pueden expresar en funcion de

los estados del momento lineal con la férmula
W Fp (&)
XE) %,’m’ >\\3)u,5 = !\JSA-& 3)»«} Ry S'{,‘));’hz_\)

3 . .
en donde @:f)iﬂer@ gon los elementos de la matriz de rota -

(148)

cibén de (2j+1) dimensiones para los angulos de Euler “&el“vg,

. -t
A= Xi-ha ¥y 4 apunta en la direccidn {6,4) y tiene la

magnitud dzné
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vamos a demostrar entonces la formula (148).
Demostracidn: Sea |43,%> un estado de helicidad X y
momento lineal &3 . Un estado L;,A) en el cual el momen
to tiene la misma magnitud pero esta en la direccidn {G,Q)

esta dado por

- A
e, av= Digie,-0) 145,00 (149)
Podemos descomponer en eigenestados simultaneos fE?%fm;A>

de &3, 3%, v 32 como sigue:

o

P43 05 = v po e n AR (550
1‘521\3

El estado rotado se obtiene aplicando D(%9}~?> a {150)

g A
Digre,-) 30 = 2 0, 0) L6 40> Bt 151
PRb !
descomponiendo en eigenestados t§.$> de 3*y 3; v tomando

en cuenta (149}

& & . N
} '{_:’ )&) - Z E < &M{ D[g?)@‘-a?\)\é }> %EI“AQM>LC'9’)“\'$I>>

UM ayal
de donde : ™

o ‘S
1y s
R os s D2 Dy e ) iE cEAME 15
Aaid Wk
Esta es claramente la generalizacidn para particulas con
spin, de la descomposicidn en ondas esféricas de una onda
plana.

Ejemplo: 8i la particula no tiene spin A =0, j=1 entonces

de {152)

pero

) prras ¥oig
Da (2,8,-4) = 2 Cao ) 6)
C v ik by = Ly Rk Yo (8., )

L et kY

PRI NI Nrerd



77

haciendo estas substituciones entonces (153) se ve como

_,a—

Co 4uten Nim for, ) [ 21 A AVANIES
2L %

%
0 M%

[&
- &L;(.( - 24'\[:73 Z(L ((561{-3'; %ﬂ.(&f’}\(t tor 4 V}Y {9)',(‘1"})

4)
FE X 2}

toML
Perc el desarrollo usual de una onda plana en ondas esfé-

ricas es

3
- = %
2R Y L b prtee Yun ] Y o Bl ass)
=0 h;-L

come estos desarrollos deben coincidir, entonces

i 5 \r; n C(_(:él!‘(g§) i = T {z Ce ff'”"f?_\{

IS (RO =3
L4 [y 23
1. o e <etly3>
= PP {(156)

Para conseguir el valor explicito de ¢: debemos calcular

la siguiente integral:

LK LNE o

4&},1/\(.%) = S(QQ!:) 35»(4;“(%3 = Sgwcwifm “‘:‘ ICD
. A ga‘:» - g WB(JQ« g J‘f, CL %l[«r? \E"!“ Py {wer) Z“fi-‘*‘) g l"‘k(r}?i"m&)
o ) yzo

= 20 CL* z i (at's) ot g ‘AV %e’mﬂ 525!” tee) gi‘”""' dor Py (wan) ?g’ (woc}

\Eeuﬂ" ki o °
oy
o T Lt H) S vidv %;_CK\"\ )Bg) (%) _ 2z feps
':Tr bR 21

4

i
"
s
%

L
e
Az
-

t'ze
= 37 C’L‘ LL EY 231 (1£+l) __,E,__m = Cg}‘ Y _E"_‘,.‘__, .{.L
\Imﬂg % 214 PR it

A X L {\53>
o Bl B3> = Gy \SJEL L *
e
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se usd la ortogonalidad de los polinomios de Legendre y
las funciones de Bessel. Sustituyendo (157) en (156)

'1-7\"2' e esl® \=“‘ Lo Lodcgl
2244 1t 2>t 2

cp: Nz

Los elementos de las matrices de rotacidn satis

facen la siguiente relacién de ortogonalidad

- a1 HI} “6‘} _ _

S me‘;ggcw :,DM’). 4, 6,"?) @ o f\(‘?u 2, ‘?) = 9‘%“ an St (158)
F) & (“

multiplicando la ec. (152) por $“h‘%9w¢) e integrando

I3 O] -5 e X n o mc ‘.}‘)f -
Sﬂmée S o @;?A*(@le;-ﬁf) A= 2% Saof-w‘*g“f Do) 9.0 4,0¢)

e - jiae oy ¢ . &'n7{,&,1\>\‘}rg§37
de la relacidn (158}
o7 ) # + s ¥ c A“\"—; X7 _’*._SWSM
; "7 L ; )
gﬂmeiegé? ;Dw}i ilf,equi\} LA A> = Z zli’%‘ ? i 244l
- " Y=lhy M-
" 3 “”%( ) ‘{. P
B Ao A — Akyl Sma«i@&‘;‘( :Dm)« i }
ancg yalasoe ) . {159)

Demostraremos la ecuacion (158), esto es:

N '9)"
grnjwbée S é\P ;D,,‘A ¢ 0,- <L’) @\ml% t4,9,- ‘f} 2@“ Six" 3 (160)

@

se satisface la siguiente relacidn:

M) Figy5,-9) = (™D e,

Las matrices de rotacidn son dos tensores esféricos y por

consiguiente el acoplamiento de dos matrices de rotacidn es
o 4 o ) Wt R 4
ng\‘ i‘?gaj"ﬂ S,Dm; wxe:"‘?\) = (0 }"D (‘{’ ® 9) @“"} 4,0, -¢)

. Ay )
- Z {—I\)\“‘-Xi %‘%&,w;-‘"'\%;m‘”‘? L&Hk;,’ ,-X ‘3 X )\)ﬂ) ﬂa'l(

%j}(’;ﬂ €, 0y~ ‘ﬂ S)M {‘P,e, ) Ed Z Cvt}‘m_k; Lohse M‘-M‘ ‘} ety K
™ § Loy DL )
L qiqm y Ae X Ao
(161}

sustituyendo (161) en (160)
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{ 8 . 3
Sﬂ@heh S“J\{’ Z e, Yha, o } et Ak 3y 3 507@ ‘*u
o o 3

! ¥ “10,-4)
Y XWMM&,_;; .

&

il ' o= vA g, >\,'
D RSP by <A

L (162)

Ahora Lo o i)
R e BT
o et ) 0

) )
@NMS, “‘?«‘91"%}3 -~ ®w}->\~‘10{ CP) 93

por otro lado

o) e Y(‘n "‘ [3,4) v \{a (o,4) = L
Doaewr 00 R e mr 0 N

La ecuacidn (162) puede reescribirse como

T g M,_m@,w.m Lhga b, 1Y
b
- fo,9) \J4 \(
1{ f.ua.;\eg 4"? NZ%‘ \l—;
o

o

° ! S%*h',og
R Z MY..'-AL JK"X’“ w, et | )b ety 4’3“5:, X;-M} > W }:0
36:

T e AR B 5, - 100>

Apliquemos la relaciédn de simetria para los coeficientes

de Clebsch-Gordan

< \6: %b }n.m2[§m> - [_,) frem, \S ::j’l‘ £ :&t%\-«‘g‘hl&‘ ),mé,‘)

Tl R LR P VR LA B

2k

VA PR P
“yye A -aloe> = DK \32_35:_,“4:} oty

de tal modo que:

i)zv,m-> } A},oh,“‘*hiﬁr;mﬁx

et \ =) E
'4,}1"}"" W:*""'l 9, ™ > 4 hha ) 0e? 5yat)

x Li‘ 9)\0‘ ’\L AY
los Clebsch-~Gordan tienen la siguiente propiedad
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<§xaw«d Am> = 5@55wh

A%;o)ol &t)s’> = g'&t)kbrs‘h) Lé
w0} Kamd = Ju. 15\"‘“
A g.o e § 33 v
de donde
T T O O
Law! € »S”'V‘
- Hn 00“-}é—0% 0 k:i: 5%4
T 4 gm ‘3‘) )‘j}t"t)t‘?a-‘{)—,ﬁﬂg 8"“
Jorrr ) dE Dy e e e

De la ecuacidn (152)

M’fgbz }: %_{bi‘;cﬁ)\i‘.,%mk\zﬁ,%)\l&%,))

(164}
A=t M meoh
de donde obviamente
N =) 4 " &g}l'g)*(g‘) 54(3 A\fﬁ)s>
4&:;»‘\:2, PEEC T SR A S (165)
5‘:\)‘1 "0’:—%'

Los eigenestados del momento satisfacen la relacidn de

" ortonormalizacidn usual
Choalay = G Jeeed (g 9))

i o Or
y ademas
7 e ty = (-4 '
T O e i . PUCH R P
A Aoh oy A4
de (164) vy (165) w & . ¥ )
<~ L 'm‘/\'x"\-,’)%f\)
cRowE,S = 22 2 PIRRE
=L )k )>\ "‘(‘ ;;-:\x! e ‘\)d "\"“‘b

Dont O DI LR v As a3, A T g a0

- \ f t4) 4
< J\.i ))&\ §f>“> = Z-_‘g‘.{—:;‘}l 55‘53\8"‘__‘ 8})\! 9;’%{;"(&) 3)1,,)‘ tn)
fh‘ ™ a A ~ e’du Y
& Ly 4 M A3, 0> € B3 NI LD

S Stecof) Sra 4y = T o F palhiAv s UEIVRTE R

t " " A % ~ Un (»&.) “f"‘f_\-)_
Ko ome YL el dn At
& - [ S wy _
Z 2 A ’Sjk\ jf%‘}'> y &u%s)“ A9 6»’\7 Dws oY Danpt®) = (166)

- Stec- el Siq,_4Y)

"
A s
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v N puede evaluarse

de la siguiente manera: R
R 5 t*ﬁ ay? no A
V) %M 3D o= N gfi DPaay Yo Lk,

iy H [ Ay )4#\“‘)}:‘}
“'('}Y")%NA\‘; Sénﬁﬁmk TR
Dy g6y i B
{ ' 2y o2 W Séu$h3)>() ™A
A g X A g 2 )

1np 8 D) HRQETEI TR
S(lf‘&" 5 )by Sm‘m 5}\\/\ o ¥ SA”’ a5t Doy 523
K

EFTENTE SRR

- 7434
comparando con. la ecuacidn (0) entonces N = \X-%;;-

' de tal modo que

- A Ao I o zhY \JJ:’ spat NP o Ak
£ Ry RS S LR ‘( v Q wn 2R T
»n

La ecuacién (%6) nos queda entonces:

m B g, be 40) = Stoc.8) Sea..4))
Z l ,E_Lﬂq D “?e } D y B =) ‘—'——W (167)
T %
Teorema

&, Ay, X, M7 es un eigenvector de la energla, el mo-
mento angular total v las dos helicidades. Esta normaliza

do de tal modo que

A N R Stce stX»MS;;S) %,

‘;X\)hx) '

Teorema {
EL ket &, 4™ 227 ey un eigenvector de la energia.

Prueba: Nuestro ket se puede escribir como
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=T Aywy My dad = 4> ® | %‘\m. )\a))\l;)

Entonces si aplicamos el operador P¥ tenemos

3‘1,\';?7"‘; Ay > = Kk\*{)@\’%%‘mlkl))ﬁ”l?

de donde
IR TR T Ay ke = el 4

™, .3&@) >ﬂ1>

Por otro lado, veamos si
[INES 7
BRI AN W (At P T
\’Q’J"IHW’)}“?M)” o g b Dy (R Ay >y
es un eigenvector de la energia

\5 » f ) o
pz\&’y’p‘m;:’n)kl“? = sy P Sé.ﬂ)\,@ L2232 )\a

¥l
va que V es un escalar entonces

[p¥, DY, o~} =0

de donde
\] (¥ N
2.“\!,}3,\0, >\32>‘L\2 = _:‘_?;.3_ Klgéﬂ&j}main&)‘&j)s,ﬁ-ﬂ
lo cual nos dice que |, Ay, As, X2y es una combinaciém

lineal de eigenestados de P?

Teorema 2
L4 4% A%2>  son eigenestados de 3y Iz
Prueba: Para probar lo .anterior es conveniente escribir
g hy s = S (day SIET RN

gque puede tambien escribirse como
{25}

B
| oy Ay xad o= \5 2hvt (a%eg(ﬁko%éa\,@w 43, 0%,- (?’e)’
D iy, By, )k A >
Esta integral es precisamente el operador de proyeccidn

de Wigner y tiene la. siguiente propiedad

SAS NS g;?kgwe},ée%&w}ih,b?, A Dy, o TS A

Demostraremos a.hora que ﬂéf {»} portan representaciones
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irreducibles de $0(%)
Si multiplicamos la relacidn anterior por D)
se tiene: Ty Can) D) | TAEWR RN
pean $A = iﬁ"“ Duv}ggmrﬁ%ﬂ)\ ¥ AR EIRAY
la cual se puede reescribir como

it ' ! 3 >\r Az,
pad) $A0) < [T (Jay D@0 DOV 143, 2oy

donde se usd la definicidn de representacidn

DCa) DLy = D Lk)

Ahoras 9 ‘ A
B (apay - Zi"(‘ EREN Sl

la expresibn anterior nos gueda entonces como
D (e 420 \[22 Séw 2_:9 VR T QEE R LR

L) § 20y - \ww Zﬁ)‘%‘*{ﬁ—«}ggﬁ?‘lx (-ﬁﬂﬂb(-ﬂﬂ&)x
e }Yb);,)}w")

3t

pero la integral invariante del grupo de rotaciones es
por definicidn
*‘ ; ‘93‘ i \(L
(say 2o ap) Diak) = (aay 95 (wop Dlein)

tomando en cuenta este hecho entonces la relacidn ante-

rior nos queda
(N¥ i (ﬂ{k)
Dia) §an = 2 Dos (071 3y

ya que 9
* ¢ :
g (@) - Dew @)

entonces

D iad %&)L%} =

T B T AN
%@um () A (168)
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de donde concluimos que | 41 Aymy A, 222 es un elgenestado
de Iy Oa

A -3

Los estados {4 4™ M, MY son eigenestados de 5.4 ¥ 5;A£
oA Uh e Mo 2 M ke A0
’;2_.‘;\,\\&” ’B,Ms >“)>Z>=>\1{/¥/“};“! >“J>"">

Los elementos de la matriz de transformacibdn que lleva
de la base {li,y:,r1>k del momento lineal Z vy helicida
des p, Mo a la base El&; Ao )‘))1>% son: .

P T SR I S AN I Y EIENEAY
En el caso particular en el cual las particulas no tienen
spin Ay b 2
N7 e, q) = %%Slffw"”‘cﬂ (169)
v el resultado anterior se reduce a

£ hiE Lmos S (ep-8) YL (o)) (170)

IVv.9 - Relacidn entre el formalismo de los armdnicos esfé-

ricog vectoriales v el formalismo de helicidad

Hemos definido los estados de dos particulas en el
sistema del centro de masa que se transforman de acuerdo con
las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones.
Estos son:

en donde
LAy vy 2y by YO

es un estado de helicidad de dos particulas,
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Bl esguema I 8

Consideremos ahora la base alternativa
{ bhmy Ls Y ‘>}
en donde L v S denotan los nimeros cufnticos del momento

angular relativo v el spin total de las particulas respecti

vamente

Sz S1¥sy, , Sixgzel .o

S S A

en donde $, y 5z son los spines de las dos particulas.

Acoplando el momento angular con el spin total

| fmj 655 % = )2 éstﬂﬂsx}%\m;[.é:&;hc?@isﬂfﬁiL"L;\‘14"‘?;,;‘{>
Yoy,

en donde el estado {i#;mw,; ¥> describe a las dos parti -
culas en el sistema del centro de masa en un estado de momen
to angular relativo L, ™M con componentes de los spines
™, Wy en la direccidn del eje 5

A partir de la relacidén (148) podemos expresar los
eigenestados del momento angular orbital en funcidn de esta-
dos de ondas planas | _A;,M;,hz‘) en los que los spines de las

- . . [ = “~
particulas estan cuantizados en la direccidn del eje 3

(Lyd -
fL ML ey = \!i&.“.&én :D«;,o Vo) Ty (172)
in
La relacibn entre los estados [4w,;Lls;Y> del acoplamiento

LS y los estados |4™y Athr ) Y2 gse obtiene de la relaciém

entre los estados gque representan ondas planas | I’\’. ;oW WD

b4 }}\ﬂ'\'x‘vl\l:’
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para el estado de helicidad de una sola particula

teniamos

Y (S) -
],\,]}\3 - z ﬂ)_ﬁ)> ) VA | me>
RcE

-
en donde w, es la componente del spin en la direccidn 3

Dis-fdenota la rotacidn caracterizada por los angulos de

-~
Euler (‘P,e,-c? ) en donde (9,4} son los angulos polares de ;,

Teniamos:
YA UL Wy
LAy Ay Az 3 ¥ = R AL SAn Do Ay Ak
¥

gue se puede reescribir como N
‘ D gl th | mem
k&)* 5 1 [FARE I 27
NCNB VI P PRIV 7/ (da Dui “}@wi‘"‘m"wz (173)
40 o,y
El producto de dos matrices de rotacién es
(.:D[p (<)

w,'v\‘]\f.,‘»nl

+ { N f
Doim DT ea) = T dqpmmaly msmd g mimily mlemd G

Vamos a demostrar que

g 151 L T e N AL
Py (@) Py, (O Dy, 25 3 e
N d\.S]’\Lﬂs\)&‘m7 £ ity mme 15453 "’w
(51} Hn)
Acoplemos D L Hh () y D, 5, ) usemos (174) 5
‘ o) i Do, ()
D50 ) Doy Tay Y 2 L amsymomy VsHen Lot duy 92> T
5
WY ()
acoplemos  Dmy (Y a (175) o4
[Ty . S W E 9 :,, @y P
q; ) (Dm.x. ¢a) Doy, 5,000 f“’ﬁz*‘“b\ﬁ"”‘“"x - 3hedo Dy 69 S, )

. ¥ )
D < ™ Dm0

tomando en cuenta que la relacidn

anterior nos queda cs) oA
5 U@Ax (ay D x? ) "Dm» ‘)‘uﬂ = Z 28,5, WMy |5 MY L1 %y N;;”zb)" 0
- 4 { ¢al s)
TSN Qu;);“‘”

wd

27 j)’-‘@(‘a'}

- L
z (.z)‘”'\c S8z mimgl S oy Loisy hay =3l6AY 2 s |- e it "‘*"’-“5,"‘\’\1
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Aplicando la siguiente relacidn de simetria de los Clebsch-

Gordan
< qiyn momg M‘-b 3y = (‘A}#@*‘“z \ifj_zj‘_ ya &5}}9.,-n3x-,,l%,"mp
(AT
entonces

- 6t M \j AR _ﬁmi}m:)
4%3;“M‘H’\LM7 ® (0‘ 2y ’ (77

\ r Maks
- (”‘)é}% 2Ll L LB A
‘?5")”")“’07 SN 244 (178)

sustituyendo (177) vy (178) en (176)

(3} IO SaHe | n5F A
“’HL ) C.Dm; ) Dy .y, (2T = ZL'}m 0 “

4> 2150 A 1EXD
Lstgn L6a A, =l 32> [ (IR s, Pl
VT PR R spa N sy

A8
K @go(' a)

- F1 = ML
llamando 4 4 g L.~06+)‘ L$'$&h‘h1£5“s‘)

X
. I
,,:x;*(. Y :Dm,,\, ca) :D“‘z. ~)L o) Z

Ay ARE ) Ou:.\
'M ? - Wi
6 55 M, ~hs L83 413 ML ¥st 4 2 Lso ALK e "
a2 2 (3%} [ [P \ﬁ‘tﬁg (") (23
9.y Do, 0 a) Doy s S Y o —
L5 5
o Al B
15 WY £ i 5 A.}—A,‘eks LusHLMst gmd € y )
L 1Sy YW My
AR
i ) (2 = Q“’

a que N Dowme "

ya qu ) €3, ) Z Lo FISIPRIT S
% 5y - N ) it
S)N @ Dy, 3)“5 R 1s LA j)éx.)iﬂ a)
I .
A Azlsk>éhéﬁnng\§h>4ub> A2y o
VAT A T
o 3} “r é"ﬂ") - z 2_‘::.‘._/_..";«55"“(""1_}5 gy
- ]
ﬂ)m,\ @) Dwi (B Y my, by PO & :Dmx L)
Coiby by, - dalEXY L Lo mi s |y £L50) 1y xs Dioe o

con esta relacidn (173) se ve como: b, da sk
Akl g Lse KUAAD £ 5132 Ary - A2
Lywi hha g Yo = D LT s
s b ik

=
iy D
éLSW‘KSVBmv L Suby wewmg 15 HeS SAI‘L J)m:o (3 UP y e T
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Pero segln (172) s

-t
\5 (A w1
l§\,vl\_') Wi W) = % Séﬁ ;DH:.,D ‘1‘\,.’»\/1;

sustituyendo en la relacidn anterior

p——— g V4 k> € 515z Ay =
: : N A
“)\(m) )\(Al)\lv = oy l%'”
g LS

4\,3?‘“%\’3‘“7 Carbymong loMsy i:ﬂ P LML v
2t

- A
. . - ZL3 ,ﬁLSOAi'}}\")é‘V‘Si Ay o bs
‘.t‘m) Meazn oy X R z \i—”‘"z&“

b S

fen>

CLEMMs |y 25033 T PoMsy | i, mime ¥
Pero . ¥
Mﬂ
i Le ) \57 L{-,m.ﬂa\ ’;k‘m) 45‘52,‘“‘”"15“55“'“"’ P
%m ! 1 4 Z ra

RN

entonces, finalmente

VA h 55, A -3
\lévn} oA 5 Yy = Z\E{% LLSOA'}‘)A: 2 Ay = Ay
Ls

De agui, por inspeccidn obtenemos la matriz que relaciona

sx>|4m 155 Y2

los estados de helicidad vy j definidos, con los estados en

el acoplamiento LS

: TP T :\Sif_iawok% 3> L85 A, isAY
D) Ls,y\lbw,)\ FURE O vy 3 , oo
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CAPITULC V

v.l - Los desarrollos de las amplitudes de dispersién

para particulas con spin en la base esférica

Hemos encontrado que la matriz de transformacidn

entre la base de momento lineal y helicidad }X&,f',rl>%
y la base del momento angular y helicidad {&&i%,»! M,A1>§
es: i
TS Ve oms Ay deY :\?_;_1; 1y {Eﬁ’*@gy'kx Spe 2o P}}*_&‘. Do)
Con ayuda de esta matriz podemos aprovechar la invariancia
rotacional de 8 para encontrar el desarrollo esférico de la
amplitud de dispersidn. BEn la base de momento angular la
matriz S es diagonal respecto de E, j y m y por consiguien~
te tiene la forma S

D e O P Ak il SR E ey
esto significa gue la matriz de colisiones para E, j y m
dados, estd determinada por una matriz unitaria e cuyos
renglones y columnas llevan como etiqueta las helicidades
de los estados final e inicial ( )}});) v | ),,Al ). Intro
ducimos la amplitud de las ondas parciales como es costumbre

4 (&
§ ) (£) . s a0E (181)

M A, A A 20

v la amplitud total se puede expresar ahora en funcitn de

las amplitudes de las ondas parciales de una manera andloga

al caso de particulas sin spin
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Ahora introduciremos una unidad descompuesta con ayuda
del conjunto completo {\ E, Ay >\s; }\1>S antes y despues
del factor (s-1) en el lado derecho de (182)
- . .
JoVEy ey B LRy T prpaj= 4
%‘m
< ,{;’x > M )/\; (1(a-1 i Aoy Aty Ay =
? Z L Ad }\i >\! (‘E“ gt " " £ g " " {
- S AT ?é; )}";f’->< /;}))":)’e,/“{'j(&—')
s‘w ho

- 1 Pl .

g, f;» Jr Fe e EA el

g(? __pr) P . - y:* . ]
}3,’“" Ja”‘ \'}1# &q /' Ay é)(z” }\L \ % QDM”A’ (‘?!91_?03’&

[ S(En- E) 5 .-)(§ gh"h g}".r ‘é') (E) _6} 1

g L]
L ftey-0)d o f’”*f")‘* )
X[ “h-F ALY e Ay g 4y 1
> prie S \[% D 0,0 d e

= L Slegee 0 D e g0 (5,48 M')x

W‘)V 47
in ) :
x Diap (4.8,-4)

de_c}onde : S \ 5(5*;? ”E’\’WZ ‘}j_}_’r_* <
SNV ORI T ey -

v

g * C (57 ,I)
ahoras " I)W. N ; taf"g} { ’D)\1 )'1. t"\ R
(4) &) 4 e N m)‘%és -4}

T N 23 N
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de tal modo que

4/" Al \ /‘P A‘¥>‘17 = SCEQ, SEd)x
z = D5 v 00 Ly 5 >;ifi\% ) ot
by 7 1§:A % ‘ (‘?;9,'“" ))(

L /’g‘ )/\‘4 }A;_ i(s"}EE;A,‘AI.): 20 S[ E\, E“Z

% ‘5}{ )&1, )\k\. 3) E" 94)
En esta formula la direccidn de /‘, esta espec1f1cada (!‘85)

por (8,4 ) v la de J‘,’ por (&,9'), la expresién se simpli
fica si elegimos la direccidn de ; en el eje 2 , en este
caso & =0 vy recordemos que ;D:v?})“%*’f“?) =dnh s designa
mos con {(&,4) la direccidn de /{(' obtenemos

2 o) ) N, ) bes-0 TAS, Midey = 28 S(ey -Ef)x

x 7: i W (e >;£15§,>L‘:3“ |

< Afr () , A by lts-0) 43,0, 2> = %S{E?‘,Eg{) %

3 0 e e e ' @)
de la {axpr851on (182) ERURLIPS

£ K 9) | M A e 1AS | A xave
S‘C'&'l%t))\mzz\rg,‘}\.’,\a)
de donde

. (E)
ai 5{54' E4) 5 e Dy 18,8790 550 5 MoA iy

! -E‘,) *

=&

s & Step-Ey) ;f ce'er )

3 ‘I\y; }II\L
(& o @) = taas) § DY, el (184
5(\}»:20‘{’) Z i \>‘t>%u\ ;\
En el caso de partlculas con spin
EDE D Y f\?’v =0 “ A= L

@UL) L«Q(e,—‘l’) = Pt (we)

v en este caso la ec. {184) se reduce a

b
§ee, )z 2 0rn) §HE) Pol e
L=o
podemos transformar la ec. (184) haciendo uso de la rela-
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cidn de ortogonalidad de nuestras eiqenfunciones bases:

n K1
Sﬂgb-.a&ag d9 ;E}:’} (‘?(5:*‘-?) J)X‘?i“ﬁer-‘f) = 5}}: S by
© ] 25,4!
Yoo
Maltiplicando (184) por 3}3‘(\ i, e,-q’"} e integrando
tenemos i o Ce'e ({“\
i) .
Paes s I 0w g0 5500
o & @

) n ( P
=z [13“} -g)t: )\lig};. 3. g pme'do 5 d¢' D }): '8, “‘f}j);g“? ¢,

o

de donde obviamente

Siae a5 L S‘“‘”"'“*S” LSRN

donde w= ),.3, ¥ )\ 5y - ). son respectivamente las heli

g,e’ﬂf’?
{185)

t’\\>‘1

cidades de las particulas entrantes vy salientes,
El otro desarrollo de la amplitud de dispersidn

lo podemos conseguir de la manera siguiente:

= (%ed 49, St} dloe. 6)5
3(>\ M’:)\@ '4) SG K Soew.ekde g ‘f’ e wexk i ‘?A

_ (', 8,41)
usaremos el hecho de que PYON ,A,)u
4

)
io’ i h-g;[-v Do (‘}4@ ‘?«)ex 'q?x):DnAf,\(‘?K 9y, ~qu) v
NP :“ %3(9“ 9;)5( Qe @)

2oyl gmv!o\wg 13&8\'0{6(5 g, S("”g" doy Sﬁ“‘fK 3)%) ‘?’: 6“ i_(!o‘({)

El
x D 10k, 6, %) < +(ek d) o AlAed i)y - Sl
de donde Jy,\“ﬂ

B e L T s
s 't ] 4 % o 3 o &
X g a0 B SET‘;‘?K J)maf}(‘?‘»(;e‘é:"?“’) ;Difﬂ‘\}x’e‘()-«?d

P ¢

R N L O
@

x Zz‘ﬁﬁ”“& )19 m’-cﬁ()fb
‘%ﬂ)( \“"’5

% (“\va‘f"‘f‘3
) (4, 6¢, -4 :(SM 3 ‘ [
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gue se puede reorganizar en la forma siguiente

(Ki008) = S _.z_& \,-J g og o v ;Lf B,
5)& )\"Li>\[>’:1 Z‘ % ) .g phrOx o S d 9« :D x, Oy ‘?x)

1
(&) 43 (%L cdor é%r
<z X;(Bﬁ ({)“);M‘(D i 9«.”‘10&} { - g Jk&ﬂhg 93

gnfm%ééw SMK D MW ia) ok -4 | Mgg,qm@ )eg2 5 140

o

o

S (k'8 9) 7}
>‘: >"L \>“>'L

. L 1R
si definimos

iR o ‘ ‘
S ) Lv) = _AAn S oowclw Sﬂg}w&vﬁev g 34 & pnBy dow SACFK

4 5 (8, ¢)

L7 ! L : v e lt.lh}}"\a
g)yf(\ (fe 0, -4 | &.(9‘4 L?k) >\7® /\ ‘?w \c 9 5M o)

entonces

¥
o
) Lic, Sf‘e) - Z i S Al S yiav S (»'-»a,(éay\ BC{({’K ‘Dw/\ 9« -l ‘PK)
SH, A Tl ey
B ) {187)
. $(em<?x,), >‘»‘\ ;‘DM/\ tFK 9K ”L?Koy §'3“>\
Ejemplo: En el caso de que no haya spin wsAi=0 y @:1»

() -
Do ¢ 18-9) = Ve L) la ecuacidn (187) se transforma en

o o ° 11 .
g (x,8)- 2 ‘i:: S e S MGKJGKS §@q o (w1 L) B KOk py (opy)

A=0 ° ° o ¥ _}étv)
el desarrollo de ondas planas es:
o
2 A L7 o
64,5("‘ tobx Z (ret41) (4] '}gj (key Pgr (w0 K)
=0

con r en la direceidn z. La integral sobre cf se puede

evaluar inmediatamente y entonces

\ad !
g L ki \ = , L
F(K,me): Z »E-i-? S ,fméu» 3 b By 0[9\( ?'g (:L(IGK‘} Z {1% -H)(-L) %
L=o 4 ¢ @ [ A2

X i) P lewee) Te Lo ey

la cual se puede reescribir como
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_f‘f hid i o /Q . ((,{?@é)
I R [V g0 £ ) P
fze¢ Qlze o

Pe { w1 Bx) Po! (o bx)

§(x, wme

(040 {7 emoecdo
14

Usando la ortogonalidad de los polinomios delLegendre:

P
S wnpe dow Do (waok) Po (08K) = ; oy
I 2841

de donde

L (tox)
< ¢ szr {20 ﬁg(x(}?ﬂ ;
) L) (7,,QH} Y )™
F(K, tno) = %’:oﬁ &,

que coincide con la amplitud de dispersidn para particu

lag sin spin.

V.2 - E1l desarrollo cilindrico del momenteo transferido

para particulas con spin

En el capitulo II seccidn 2 obtuvimos que las
funciones base en el sistema de referencia de la pared
de ladrillos del momento transferido son

{\K7gfh7%: {ELH”"‘KW’*}“QN?S (188)
Podemos usar esta base para representar la amplitud de
dispersidn para particulas con spin, los valores de m
aon o 0, T thee

Consideremos la dispersidn de una particula de
masa ™y spin‘s. por otra de masaw, v spin %, que salen
después de la colisidén con masa w,:wm y spin %5 , y
masa wy=w, ¥y spin S, . La amplitud de dispersidn se

puede escribir como
oo s
F“(K;%\ - Z So w! dut S J%‘-‘“*’k’) J(Q"IO ;n' (\(«'q;)&w (189)

Yo w e
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con ne (Ao o) - (A - }3>

Usando la relacidn de ortogonalidad de nuestras funciow

nes base, la ec. (189} nos gueda

4_{ 1)
Fulx,g) = L S Wi Séq SMQ In (kp) Ju! (g} 5” b
&1

”““f § vy (,m W Fo G g0

reorganizando g“ N
an‘(!‘%): j%gg{ S 01;_& M jn(‘f@ @Lﬁiatnﬁa{{,ﬂ Z"
S R N (g1 §

gi definimos (g T
(gaghe 13 30 o | gt e T o I B Ly )

1T M= _en i
la amplitud de dispersidén nos gqueda entonces como
F“(K:%}: im?gg &tfzg ?? o Iaikp) er¥? {12 9) (190)
si definimos de nuevo
aly- (T g?w““’ §(129)
la ec. (190) queda oentonces como
Fultg) = SF&( Jntkp) &) (191)

En nuestro caso todas las A estan cuantizadas en la di

reccidn del momento transferido
4'!:

Sistema de referencia del

momento transferido.
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Si gueremos obtener la expresidn para la ampli
tud en el sistema del momento transferido, debemos in-
vertir la helicidad de la particula 2 v rotar los spines

de las particulas 1 y 3. La ec. (191) se transformari en

& 5y el ' - W
o= 2 P ) 30 (@)D, Sfg,

;“:‘53 Ce -5
4
donde ﬂ);;f‘ (o, W-@;D) = o‘}“ff {ﬂ»@) v
S
Dp e dhic s 2s9)

Por sustitucidn de (193) en (192)

o 3 . o )
]{-Y){K] qﬂ: \2, C‘;)f (n-8) c(i‘, (e) S (’ge rs (‘i"e) 3’\%_?:3/‘—(

}46‘
el angulo viene definido poxr
a6 = q,»,(ﬁ'f} M = 2K
k1 gl

Entonces, ahora A etiqueta la amplitud de helicidad

en el sistema de Breit.

V.3 -~ Bl desarrollo cilindrico del parfmetro de impacto

para particulas con spin . La amplitud de dispersidn

en este sistema de referencia por analogia con el caso

anterior ess:

By (P-94,4) = § de 3ncab) ale0

w0 -9
DTN G PR EUTODE

b4
Y}:(>\5w>z\ - { he- kkt}

Si consideramos gque todas las >\ estan cuantizadas

)
a lo largo de la direccidn de V-9 si queremos obtener
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la amplitud de dispersidn en el sistema de Breit del pard-
metro de impacto debemos invertir la helicidad de la particu

la 2 y rotar los spines de las particulas 1 v 4, cobtenemos

$x St . 0 {
' v 1,lg0) aly,0)
o (h4,9= ) 33;‘;,-‘(0,“”‘9‘05 S Diic oo 0) L Inte

o
b= -6& IR
con

6 - W“A%
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CAPITULO VI

En este capitulo se enumeraran log resultados que se

encontraron en este trabajo y se haran algunos comentarios f£i-

nales.

1)

2)

Se clasificardn las subalgebras del grupo de Euclides si-
guiendo el procedimiento de Kalnig et als)
Se encontrardn los conjuntos de funciones bases en el es-
pacico de Hilbert apropiado resolviendo el problema de eigen-
valores y eigenfunciones para los operadores invariantes de
EBPDO3EP0(2) v EBIPE(2) x T20(2) x Ty -

Usando las funciones bases obtenidas se hicieron desarrollos
"en ondas, parciales generalizadas" de la amplitud de dis-
persidn estos desarrollos pueden tabularse en la siguiente

forma: (ver Tabla 2).

81 identificamos la funcién:

OInkp) = < AL Ty (k0,0 Ai>

donde Ty {X,0,0) es el generador de una translacitn a lo lar=-

go de K en la representacidn p 20) v

et 4t = 2 A L Taloog) | Ai>

como elementos de matriz del operador de translaciones sobre

el eje £ perpendicular al plano de la pared de ladrillos,

la funcidn

@ D ge, @) = < gml DI%E,OTHAS



TABLA 2

D e s a r r o 1 1 o s Base Spin
O o0 3
Flx oo)= ‘)_:“'““}g e AL (%0 Pr (wne) £, s E(3)50(3)30(2) sinl
fze o
o0 kil
S,;u) = }-‘: So WAK‘S pimet cdo' Yo Gerd Vo {woe) Bl wer) E{3)20(3)20(2) sin
:‘6} ,‘_ii.'- w q}i!
Bl w\ b %‘ i var {dan D30 o) E(3)20(3)20(2) con
AA((QK) All}w) (.O.x) S‘ ,\(f)
L) T T v (dat (Ra)y 3
w12 ED go evde faac fa J)’gifkc}nwgh, >’:‘Q§{Q') E(3120(3)5002) -
IR S:D?ég APRLY)! Alq,9) E{3)2E(2)xT>0(2)xT sin
§ oG- § et i(na) E(3)>E(2)x1> 0(2) %1, sin
ot . (.

Flg,mq= b de et T2 4 (o) E(3)DE(2)xTy>0(2)xT, sin
ACvg, v) = S dr et EVE g0 E(3)3E(2)xTud 0{2) xT, sin
F“ (4 K) = S:"?b\e Intx Q) a’{g” (J) E(3)DE(2)X’2‘_DO(2)XT‘1 con

w w9
a (4,0 = § % § e gnf g e E(3)5E(2)xT;> 0(2)xTy con
Fylg, 9-9) = S:bcﬂasy. (2:%) alp-g,%) E(3D BE{2)xT\D 0(2)xT, con
os Q-
o (Pq, ) Swda {Lo2g) et RO Llb2) E(3)DE{2)xT> 0(2)xTy con
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como un elemento de matriz del operador de rotaciones en tres
dimensiones, entonces los desarrollos en dos variables de las
amplitudes de dispersidn no-relativistas discutidas en este
trabajo se pueden escribir en todos los casos como transforma-

das integrales

ol 3§ -
Tag, hi = « 10l i

en donde Fk& Al es la amplitud de dispersidn en fun-
cidén de las variables ordinarias, energia y &ngulo ¢ momen-
tos de las particulas antes y después de la colisgidn, vy

§ Mgy M es la "amplitud parcial"y £ @ b
es un elemento de matriz de los operadores de los subgrupos
de E(3) apropiados, rotaciones o translaciones. De esta
manera los desarrollos iconales y en ondas parciales ordina-
rias aparecen como casos particulares de "desarrollos en ondas
parciales generalizados" gue son transformadas integrales cuyo
niicleo son las funciones que representan los operadores de una
cadena de subgrupos de  E(%)

Finalmente, es conveniente notar gue en este trabajo
se ha puesto énfasis sobre algqunos aspactos formales de la
teoria, y no se han discutido las propiedades dinmicas que
estan contenidas en las amplitudes parciales. La discusidn de
estas propiedades se hace comunmente a partir de las propieda~

des de las soluciones de la ecuacidn de Schrédinger con un po-
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tencial definido y es probabklemente un procedimiento més
simple vy directo que una teoria de las colisiones no-relati-
vistas gue estuviera basada en la invariancia galileana. Por
otra parte, la nocidn de potencial no se generaliza ficilmente
al caso relativista, en tanto que las amplitudes invariantes
de Galileo tienen su contrapartida inmediata en las amplitudes
invariantes de Lorentz, a partir de las cuales se pueden obte-
ner en el limite €@ | pgta Gltima caracteristicas per—
mite suponer que el estudio de las propiedades de las amplitu-~
des invariantes de Galileo a partir del modelo familiar de la
dispersidn por un potencial, ademis del interds gue por si
misma presenta permite obtener una comprensidn mejor de algu-
nos aspectos de la dispersidn relativista de particulas ele-

nentales.
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