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INTRODUCCTION

AR SRR IEIE I I I X0

La estructura matemitica de la teorfa de 1a‘gravita——
¢idn formulada por A. Einstein y conocida como "Teorfa de la Re
latividad General", surge de la aplicacién del principio de co-
variancia general a campos fisicos cuya caracteristica fundamen
tal es la que, bajo sus efectos, la acaleracifén de las partfcu-
las es independiente de la masa gque &stas posean. Lo cual per-
mite, en virtud del principio de equivalencia, la postulacién -
de una geometrfa riemamiana para el espacio fisico —determinada
por la densidad de materia presente- donde las ecuaciones de mo
vimiento para una partfcula, lilre de cualquier otra influencia,

coinciden con las de geodé&sicas.

El campo electromagnético,. descriptible en conexién -
1l6gica con la teorla de la relatividad especial, se introduce -
ahéfa‘superponiendo el t&rmino de fuerza electromagnética en --
las ecuaciones de geod&sicas para hallar las del movimiento de-
particulas cargadas y el tensor de energfa -impulso electromag-
nético en las ecuaciones de Einstein para obtener las de los =--

campos.

Una ‘forma interesante de lograr los mismos resultados
a partir de un punto de vista geométrico com@n, es lo que propu
«*80 :Th., EKaluza postulando un espacio de Riemann de cinco dimen—~~-
siones =-gin un significado especifico para la quinta~ de modo -

gue su escalar de curvatura constituya la densidad langrangiana
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de campo, simulténeamente, desde un espacio llano tetradimensio

nal de Minkowski.

Propiamente, se plantea una reformulacifn de dicha --
teoria (alin en desarrollo) aprovechando la notacién pentadimen-
sional que incluye y manteniendo la discusidn del tema estricta

mente a nivel de ecuaciones de movimiento.

El principio de equivalencia, como en relatividad ge~-
neral, constituye agui una premisalimportante por lo que toca a
la gravitacidn; en cambio, el principio de covariancia general-
debe sustituirse por el de covariancia de Lorentz =-como es natu
ral trat&ndose de una teoria de espacio plano- y por tal motivo
se hace un anglisis mids o menos detallado de sistemas no-iner--
ciales, de manera que pérmita un lenguaje de campo. fisico (y -

no geométrico) para la gravitacién.

Luego se generaliza el procedimiento estableciendo la
formulacidn pentadimensional en términos de un sistema en cinco
coordenadas, a diferencia del empleado por Kaluza, con un signi_
ficado explicito para la quinta y reteniendo la métrica seudoeu
clidea. De ahf, con ayuda de postulados adicionales, se extrae
la funcifn de lagrange adecuada y, posteriormente, las ecuacio-
nes de movimiento para particulas cargadas en correspondencia -
con las propuestas por Viniegra. Se muestra también que, con -
ligeros cambios, esa formulacifn permite deducir ecuaciones com

parables con las dgl electromagnetismo de la relatividad gene--

ral. -
Finalmente, se ha anexado un capftulo, de por si evi-

dente, acerca del formalismo hamiltoniano.



de un principio variacional del que se desprenden las ecuacio -

ciones de campo citadas. Las geodésicas se interpretan, enton-

ces, como trayectorias de las partfculas cargadas.

8in embargo, en dltima instancia, es la propiedad fun
damental del campo gravitacional la que permite su eficaz gecme
trizacibén; propiedad que no es compartida con el campo electro=-
magnético por lo que ningfin intento de geometrizar a &ste ha re

sultado completamente satisfactorio.

Por otra parte, ya en el campo- gravitacional,cuando -
los campos no son constantes, la nocidn misma de sistema de refe
rencia pierde su sentido habitual a rafz de la variacién de la-
geometria espacial‘con el tiempo, introduciéndose, de esta mane

ra,una complicacifn conceptual extraordinaria en la descripcién

de fenSmenos fisicos. Al margen de que, por principio, cantida

des fisicas importantes pierden su cardcter tensorial en relati

vidad general.

Lo anterior hace, pues, deseable la existencia de una

teoria gue permita el tratamiento del campo gravitacional en -~

analogia con el gue se emplea para el electromagnético {es de--

cir, inversamente a los intentos conocidos), a fin de lograr, =

en este contexto, una formulacién unificada de los dos fenfmenos.

El propSsito del trabkajo que aqui se presenta, es el-

de estudiar la teorla clésica de campos sugerida por F. Vinie-~

gra en la que, precisamente, se pretende describir ambos tipos-



NOTACION

La m&trica seudoeuclidea de Minkowski se representar$

por
éd(’ = “ D““J (l;-lJ -lJ-')“

o sea,
Sao = -SIF- 5312‘53.‘.," i I Sd{,= O s o f,‘-‘ﬂ.

Vyes
Dado un tensor cualquiera ‘;P"‘ ., las propiedades

de simetrfa y antisimetrfa se dan mediante paréntesis y corche-’

tes sobre los fIndices implicados, iespectivamente: asf
v [ uv-e E"H .n-
C(dp"j - ( Qp-- + c g .- )

Voeus v e MV e
;d(s'l- ( C(‘ - C;d) P
etc.

La coma se emplea para denotar la derivada ordinaria

Y
d)",— axp J

en tanto que el punto ylcéma se usa en las derivadas covariantes
: ) C 4
Cﬂi(’ N FTC {"'(-‘} c

El resto de la notacién est§ definida a lo largo del-
texto.



CAPITULO 4
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].- ELectromagnelismo.
En la teorfa covariante del campo electromagnético [,

las ecuaciones de movimiento para una particula de masa Ms y -

carga € se escriben

d Uy €
= T f,‘_u (1.1)
donde
. e .
Te = mc? {1.2)

de. es el tensor de Mixwell definido, en funcidn del tetra-~-

potencial de E:ampo Bt"’ (=) Segﬂnl
fva = Bd,v- By, @.3)

y U¥son las tetravelocidades (dx*/ 45} , tomadas respecto del -
elemento de arco expresado, para tode sistema inercial de refe-

rencia, mediante la forma cuadritica.

ds?= stnr dxt'dx" (1.4)

El tensor de Maxwell obedece a las ecuaciones homéni-


http://Ete.dtA.omagnztA.4mo

Esta formulacién es covariante bajo transformaciones-

de Lorentz..

2,- Gravitacitn.

Existen varias teorfas que tratan de extender el fend
meno ffsico de la gravitacidn dentro de los limites de la rela-
tividad esgecial.. De entre ellas, la que ha logrado mayor éxi~
to es la llamada teorfa de la relatividad general, formulada, -
com@ es sabido, por Einstein en 1916. K

La teorfa de la relatividad general consiste, estric-
tamente hablando, de una geometrizacifn del campo gravitacional;
esto.es, de la sustitucién.de éste por una geometrfa. De acueg‘
do con ella, un espacio de Riemann tetradimensional con estruc-
tura méérica detérminéda por la materia inmersa en &1, permite-
la incorporacifn adecuada del principio de equivalencia y del -
postulado de covariancia general, las cuales se pueden enunciar

como sigue:

(1.2) Siempre es posible anular los efectos de un campo gra
vitacional, en una veciﬁdad pequena de; espacio, me —
diante la adecuada eleccidn de un sistema de referen-
cia no inercial (Principio de eguivalencia).

(1.22) La forma de las ecuaciones que describen los efectos -
de la gravitacifn no cambia cualquiera que sea el sis
tema de referencia que se emplee (Postulado de cova--

riancia general).

De acuerdo con este esquema [ 2] , una partfcula de - -



mas

f\'d_,tt + fcu’,d. + fd'("’v =0 (1.5)

_ 4m
fapr, 0 = < 1 (-6)

y a la ecuacién de continuidad

e
. f

](;ltA,tdct =0 / 1.7)

y /

/
La ecuacién (1.1) puede obtenerse también del princi-

b

pio variacional

&J(-w,c +To Bdua_!) ds = O | {1.8)

en tanto que, dindmicamente, resulta de résolver la ecuacifn =--

covariante de Newton

JJS’ = Ko (1. 9)
con tetramomento
Pv =m,c Uy, = myc¢ 8(9 uf {1.10a)

y tetrafuerza

~ € o
Ky = ¢ f,d u. {1.10b)
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sor de Riceci; R, la curvatura escalar del espacio vy k 1a cons--

tante de la gravitacibn.

La ecuacién. (1.11) resulta del principio variacional

;Sf—m.c do. = 0 (1.16)
[1 4

mientras que (1.15) se deduce de

§ ( Weanpe + Winatesia ) = © (1.17)

{ W representa la accifn) la cual, si se acepta que el escalar -
de curvatura es una densidad lagrangiana para el campo, toma la=~

forma (1] :

éfﬂ/?d.n_- z‘—cj'[;@ g/~ g dn=0; @a17a)

con d.L como elemento de volumen y 3 = 0[9*(3049] -

3.~ Efectromagnetismo_y Gravifacidn.

S o e A m o oy e S =

Una vez aceptado que el espacio deja de ser plano en-
presencia de la materia, es olwio que las cantidades caracterig
ticas del campo electromagn&tico deben considerarse afectadas -
también por la nueva geametrfa. Sin embargo, formalmente no su
fren cambios notables[i]; por ejemplo, el tensor de Mixwell es

ahora

de. = Ad;v-Av;d = Aot,v ‘Av,d 1.18)

2
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prueba evoluciona, dentro ‘de la influencia gravitatoria, segdn-
las geod&sicas del espacio en cuestién, siendo sus ecuaciones, -

por consecuencia,

2 .
J:ct‘+{e*}ﬂg'_.,‘_g_ﬂ=o (1.11)
do? op do o
donde
do? = Juv(x) dx%d xt (1.12)

es el elemento de arco riemanniano, Sdp(x) es el tensor métri -
co en tal espacio (que ahora hace las veces de ptencial gravita-.

cional) y

T

{:@} = 3¢ Lap,v] 1.13)

[d(sjv] = 2,'_ (Jdl’lp + jv@’d - gd(’;") {L.14)

los simbolos de Christoffel de.segunda y primera especies, res-

pectivamente.

Las cantidades 34‘5 quedan, pues, determinadas a tra-

vés de las ecuaciones de Einstein para el "campo":

-R.,g“"'"i' ﬂdpP' = j—gih TdP (;.15)

en las cuales po es el tensor de energfa-momento, R“P el ten
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ﬁdeducibles del principioc variacional

o
BJ(-M,Q +§A¢%-E Ydeo = 0. (1.24)

Ecuaciones para los campos se obtienen introduciendo-
el .tensor de energfa-momento electromagnético en las de Einstein,

lo que da

Gev = = (2 Fae Fv P =1 30 FeeF ") =0 (.25

F*,e=0 .26

Gtu- es el tensor de Einstein (: Fie.,_-i- ;(‘V R ) . Ta
les ecuaciones surgen igualmente del siguiente principio varia~

cional [2] :

S'L(R.,.%‘;rérrt‘l’)/._g"dn:o .27)

Con base en la teorla de un campo vectorial unitario-
sokre un espacio métrico de cinco dimensiones Vg, se puede des
crilir gecmétricamente los resultados de 1la seccién anterior. r—

En efecto, si se impane la condicién de que el tensor métrico -
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donde At‘ es el vector potencial electromagnético en presencia -
de gravitacifn y la igualdad se sigue de la simetria en los sub
Indices para los simbolos de Christoffel de segunda espécie. En

consecuencia, tampoce varfa el primer -par de ecuaciones de Mix-

well:
Fua,u ¥ Fuv,a * Fau,v=0; .19

mientras que, definiendo al tetravector corriente por

a  Pc dx”
1 = e (1.20)

el segundo par de ecuaciones de Mixwell toma la forma

de;v = jzﬂ'r Ja - .2y

Y la ecuacidn de continuidad resulta
€« b a 4d |
1 1 —Fﬂ( 31 ),d.zo (1.22)

Las ecuaciones de movimiento para una particula carga
da son las covariantes generales de Lorentz:
2
d x¢ @] dx* Jdxé
R A "

g dx*
707 T lup) g do =3 Foage o 0
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Puede verse, ademis, que

Y = deh (%) = det(3,,)= 9, 03

J

y es posible demostrar [2], que el escalar de curvatura del eg—

pacio de cinco dimensiones (R), estd relacionado con su simi--

lar en el de cuatro (R) mediante

teol
R=R+xFon? , (1.34)

donde

‘fetr = ?EPO'J = AO‘:P—A?N" . (1.3%)

Proponiendo al escalar de curvatura (1.34) como la --

densidad lagrangiana de uwn principio variacional

& j R/-7 da=o0 (2.36)
)" | |

(.-Q € Vg ) de acuerdo a (1.33), se tiene
o _
SE(R-r:',-‘fN‘fP )/ T dn=0 ; 1.37)
L ,
que conduce, al igual que (1.27), a las ecuaciones (1.26):

G(‘V-% (2 Fou FVP-.;'avFPGFPa):O (1.38a)
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pentadimensional sea independiente de la quinté coordenada en -
un sistema de coordenadas tal que, en é€l, las cuatro primeras -
correspondan a las del espacio ffsico ordinaric (de Riemann), =~
entonces las tnicas transformaciones permisibles son las que ==
pertenecen al grupo |

Xtz f¥(xe, ..., x3)
(1.28)

L
x‘s =-x‘+f (x.,...’xl)-

“En este sistema especial de coordenadas, el tensor mé

trico toma la forma

[}
’ L
% = |JuetAdhel Ae 1.29)
Aa P
Yy su inverso,
. ap | do
A’ ) 1 -3
Yo [ A L A (1.30)

-SPUAG 5 L+ 3'EA9A¢

(£,3=0,...,4) en donde las A son las primeras cuatro componen--

tes covariantes de un campo vectorial unitario A :
Vo ATA =1 | (1.31)

las cuales se transforman bajo (1.28) exactamente como lo hacen

las componentes de un potencial electromagnético:

LY

Ae :'—%—7;: (A,-fs,a) . (1.32)
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CAPITULO IT

-
. . e e R e W AR R e w mr o o e w w

En el contexto de la teorla clidsica de campos formula
da por-F. Viniegra [4] ; para la obtencibén de las ecuaciones de
movimiento de una particula urgida por campos de fuerzas, se =--

acepta como validas las siguientes hipétesis:

(2.1) Dados dos sistemas de coordenadas {x}y {f} , dentro -
de un espacio planc tetradimensional M,, siendo el -
prin;ero de ellos inercial y no-inercial el sequndo,
{(a} en eilos se puede definir, respectivamente, las =~

formas cuadriticas diferenciales

dst = Sag ol x¥d x P (2.1a)
do? = Suv d§idE” | {2.1b)
(b) se puede escribir (2.1) en la forma
Sd@ u’ul = | (2.1¢)
éev gf‘ g“ = L2 - (2.1d)
donde §¢'= d€¥/ds u_°‘= dx"/ds y
k= da/fds.

{c) En estas condiciones, existe la transformacién ge

neral entre ambos sistemas

§“= H () U +71 B¥(x) (2.2)

gsiendo Y una constante adn indeterminada.
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P -
Fe ;p =0 (1.38b)

si se pone

_ 2/x
?Fa- -

=3 Free: | (1.39)

Por otra parte, usando {1.29) es claro que el elemen-

to de arco pentadimensicnal es
det = dridx?! = ¢ ) d)z ‘
7= %ydatda’ = 3y, dxdx® +(dx’ + Ay dx®) ; (1.40)

y. de la independencia de ‘}:.’ respecto de x‘. -se sigue que, pa

ra geodésicas en VY, , puede tamarse
dx* dx 4,4 At o
P — + —t— c+¢ . —— —-M-— - = ‘(1.41)

para vna adecuada eleccién del parimetro £ [3]. Por tanto se -

tiene

d'x dx® dxf _ Jarde 8 dx* {1.42)
e**’{ rs}j"a_e' = eomslasbe £ 00 %

comparable con (1.23). Las geod&sicas en \/; pueden, asf, in~-
terpretarse como las trayectorias de laa particulas cargadas.

Esta tecorfa constituye, realmente, una extensién para

la relatividad general al caso electromagnético.
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do que quede en términos ‘de fﬂj haciendo uso de las siguientes-

definiciones:

Ad.(x) = Stna H(:. BV) 2.6b)
?(x) = éev B(‘ Bv 2.6c)

En consecuencia,

L
L =-mc /A,,P wu® +27 AU+t @ 2.7)

Colocando esta funcién en las ecuaciones de Lagrange

d el _ 3L

Isaw - °

~ Se obtienen las ecuacioﬁes de movimiento
(4- t( dl‘_ uv d__l_ 2("" - 2.8
at+ [ uwut -l F L u'-r 'k $,=0, @8
en las cuales se ha puesto

dut _ d*xt , (2.8a)
ds ~ ds?

¢ _ ¢ — v
Fd@ S fap) T -;-kt‘ (l"vp,d*'hdv,p"hap,v) , {2.8b)

a =

de = Ftvd] = Ad,V-Av,ot (2.8¢c)
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(2.11) En (2.14) se puede tomar a k siendo una constante --
(en particular, con valor igual a uno).

(2.1ii) La funcién accién W es un iﬁvariante absoluto:
’ “
W=[Lds= [Ldo = W, 2.
s

(2.1v) Siempre es posible encontrar un marco de referencia -
desde el cual los efectos de campos f£{sicos externos-
que obran solre la partfcula de prueba pueden ser anu
lados, al menos en la vecindad de un acontecimiento -

en M.‘[Principio de equivalencia fuerte}.

Entonces, para vecindades pequefias del espacio, se to

ma (2.3) en la forma

j Lds = de’
AS aq.

de ahi,

[=1

=L L 2.4)

o [a.
wlq

8i se elige el sistema {g}de tal manera que, desde &1, la par-
tfcula se observe como libre, entonces L= -me y usando (2.14),

la lagrangiana para tal partfcula en el sistema {x} es

[ =-mec /‘Se* g £ (2.5)

Toamando en cuenta {2.2), &sta puede traducirse de mo-
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con dx": ds . Igualmente, se tiesne

gun dg“d§~= o,

2.11)

siendo dg‘:da'. Entonces la transformacién (2.2) queda:

M M
£ =, u°
y (2.6) se resume en
[ N

donde

H' =0 ; HYLZ=1; H,) =7 BY),

resultando, por tanto,

hdpa hdp
hyg = hey =T Ay

. |
h4.1 = T ?-l »
AS
Siendo det ( hAa)-‘ﬁ O ., se introduce k tal gue

k““nca = SAs

(2.12})

(2.13)

{2.14)

(2.15a)

(2.15b)

(2.15c)
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siendo krv tal que .
kﬂYLTvz Sev.

Las ecuaciones (2.8) contienen términos anilogos a --
los que aparecen en las covariantes generales de Lorentz (1.23},
difiriendo, sin embargo, en cuanto al parfmetro respecto al gue
se deriva y la presencia, en las primeras, del t&mmino adicio--
nal en ¥ correspondiente al gradiente de un escalar. En lo -
que respecta a los campos mismos, se puede apreciar que el po--
tencial vectorial Adqueda. aquf formado, propiamente,de las par
tes "gravitacional" y "electromagnética" de la transformacisn =~
{2.2) de acuerdo con la definicién (2.6b) existiendo, asf, una-

interaccifn explfcita de ambos tipos de campo.

2.- Notactién Pentadimensional.

P e el T o e ]

Se introduce mayor sencillez en todas las relaciones -

anteriores si se adopta una notacifén con cinco Indices.

Sea la métrica
Sas = HDiag (1,-1,~1,-1,-1) 2.9)

(A, B= 0,...,4), en funcifn de é&sta,la expresibn

Sup dx¥dxf - ds*= 0,

se escribe

dpg dxdx? = 0 (2.10)
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por lo que la quinta ecuacidn (2.17) implica una ley de conser-
vaci&ﬁ.

Por las relaciones (2.10), (2.11) y (2.12), se afirma
que las particulas se muevén siempre solre la "superficie” de -
un cong en el espacio pentadimensional asi construfde (el cono-

de existenciap .

No se expondrf la parte de &ste teorfa dedicada a las
ecuaciones de campos, no obstante existir algunos.resultados im

portantes al respecto ([5].
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Con esta notacifn, las ecuaciones de movimiento {2.8)

vienen representadas por

Inu a" + [p,as3 Uu® =o 2.16)

o bién, segdn

a+ [ Jurtu® =0 (2.17)
en las cuales
[Acﬁl = k" Lae,ol (2.18a)
y
[48,01 55 Chygnt haos- hag,p ) - (2.18b)

Se puede ver que, no dependiendo h,, explicitamente--

de x%=85 , son

Lu,92a]1 = -3 7 Fua (2.19)
lu,44]1 =-7 T 9% ¢ (2.20)

Y
u'=s1 5 a'=o 2.21)
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CAPITULO 111

Por sistema_ inercial se entiende un sistema de refe--
rencia en el que las leyes covariantes de Newton se satisfacen.
Las transformacicnes que llevan de un sistema inercial a otro -
de la misma naturaleza se conocen como transformaciones inercia
les, contenidos dentro del grupo general de Lorentz.

Por contraposicifn con las anteriores, se llama gis--
tema no-inercial, a todo sistema de referencia sometido a la ac
cibén de fuerzas externas,

En general, las transformaéiones de coordenadas qué -

relacionan sistemas de referencia con propledades dinfmicas di-

ferentes, se denominarfn transformaciongs no inerciales, conte-

- ———— -

nidas en el grupo general de transformaciones admisiifles [6] v -
caracterizadas como sigue: |

Dados dos sistemas de coordenadas {x} y {§} , entre
ellos existe una transformacifn no inercial si estfn relaciona-

dos por una ecuacifn de la forma

¢ = %%, a) (3.1)

{ -Fearbitraria; = 0,...,3) donde "X={x°,‘...")c’}y as= {a.',..., a” i

es un conjunto de parfmetrcs tales que para ciertos de sus valo
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S S G R A R o kMR AP e mm o T  Sw e e A A e e ey

8i se considera al elemento de arco del sistema iner-

cial

ds* = §q5 dx¥dx’ (3.5)

como el invariante fundamental,entonces, bajo la transformacidn

{3.1) &8ste se evalta de acuerdo con

Jsl = 3€1v d ged gv (3.6)
donde
3ﬂv(§)= Socfs i: f(’v (3.7)

resulta ser el tensor métrico del sistema no-inercial {ﬁ} .

De esta manera, la geometrfa en un sistema no-iner- -
cial queda establecida a partir de (3.6) de acuerdo al formalis
mo de un espacio de Riemann de curvatura cero; circunstancia --

que se expresa en la propiedad adicional
¢ - é
;I- o, = ']. é,o v (3.8)

Asf consid&rese la ecuacidn

z
dIxl .o, (3.9)

que representa el movimiento de una partfcula likre en el sis—-
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res, por ejemplo a,:{o) ...,o} , la transformacifn es lineal o
idéntica. Asi, quedan excluidas otros cambios arbitrarios ta--
les como el paso de coordenadas cartesianas a polares, etc.

Por tratarse de transformaciones admisibles, el jaco-

biano de (3.1) no debe anularse

O, (3.2)

MAERES

entonces las diferenciales de las coordenadas en ambos sistemas

estar8n ligados por

dg"" = J’Gudx“f (3.3a)

——————

g
dx* = J “ al%e , (3.3b)

- =i
— o
donde la barra indica inversifn: j w - ( I of ) » de modo que

—w wv .
J'HJa'-‘SP. 3.4)

Las transformaciones no-inerciales forman grupo, pero
no necesariamente grupo de l,ie, aunque existen pretensiones en-
tal sentido [7].

En lo que sigue, se limita el estudio al caso particu

lar en el que {X} es un sistema inercial, en tanto que {§} es- -

nco inercial.



d28F P15 S (3.10)
oIS" + {gv} JS 3 o
con
Pl= qf°r,. F T
{e.u} = 3" [uv,el = J 7y J’“,v (3.13)

la ecuacién (3.10)es justamente la ecuacifn de geodésicas para-
el espacio geométrico definido en el sistema { €} y determinado
por (3.6}. ‘ |

Es interesante traducir también la ecuacién (1.1} pa-

ra el movimiento de una partfcula cargada:

dzxd - -d(j dx‘f .
=S e O @14

al lenguaje del sistema no-inercial. Obs&rvese, en primer lu--

gar, que dados (3.12) y (3.13), se satisface la relacién

—u =
Aw;v = If‘ J’f“v Ba,p (3.15)

siendo Bq el tetravectpr potencilal electromagnético en el sis
tema inercial {x} . ¥ el punto y coma representando la deriva -~

cifn covariante en {E} :

. - f |
Ae;v A("’" !“’}Ar )  (3.16)

El potencial mismo, de acuerdo con su naturaleza vectorial, se-

transforma segdn
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tema {x} . Para descrikirla en términos del sistema {§} , hay
que poner, segdn (3.3},

lo cual da

de donde, multiplicando por J@U y contrayendo los Indices con

travariantes con la métrica § ap * Se obtiene, teniendo en - -

cuenta (3.7},

2 [ -—
jt‘g Aazz + Sa!p IP I -C:T- %—S' = O . {3.10a)

y puede demostrarse por simple sustitucién que, en vista de -~ =~

(3.8) es

Lov,015 3 (Jo,vF Jov,p = Juv,0 ) = 5 _“‘v_(s.u)

De (3.2) se sigue

det (3(4«:) #F 0,

T T - ¢f
por lo gue existe 3" tal que 3P uo é @ r explicitamente,

q¢7 = 3“PJZJ’°(; _ (3.12)

introduciendo (3.11) v (3.12) en (3.10a), &sta se transforma en
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Es posible, sin embargo, interpretar de distinta mane

ra el comportamiento de los sistemas no-inerciales.

En efecto, un observador fijo en uno de tales siste--
mas, {§§ » puede siempre elegir la base cortesiana, introducien
do, como especificacifn de sus medidas, la métrica seudoeuclf--
dea de Minkowskil Stmv y afirmando gue su elemento de lfnea estg,

consecuentemente, determinado ceon la forma cuadrética diferen--

cilal

d6? = Suv dEY A EY. (3.20)

Obviamente ,
do # ds.
De acuerdo con este hecho, para semejante observador-
el sistema {g} se comporta, métricamente hablando, como si fue-

ra inercial. Una partficula "libre" debe pues describirse me- -

diante la ecuaci®fn

'8¢ _ .. (3.21)
dor ~

Por etra parte, la ecuacién de geodésicas (3.10) ad- -

quiere, bajo el punto de vista adoptado, un caricter dindmico;-

pudiendo cbtenerse del principic variacional

5f-m.cds = SJ—-WC -/vi(s ‘!'J%d-":l—%(-s ds =0, @.22)



Au= T « Ba . (3.17)
Consecuentemente, el tensor de Mixwell en {§}viene definido por

que se cobtiene también directamente de la ley de transformacifn

para un tensor covariante de segundo orden

Fuv = f:f"v hl’ _ . (3.18a)

Por todo lo anterior, la ecuacifn (3.14) debe escribirse, en --

tdrmincs de i§}como

280 P 1dstde’ ¢ ¢
GrrldEmEm eI Fadl o

Hay que sulrayar que tanto las potenciales At.cua.nto el tensor-
de M&xwell Fe,se encuentran agqui afectados por las propiedades
no inerciales del sistema {%] a través de los elementos del ja-

~ cobiano
— ol

Te‘,:j—-dﬁ(g}a).

Una vez aceptado el postulado de covariancia general,
los resultados cbtenidos en esta seccifn permiten introducir la
descripecidn geométrica riemanniana de mé&trica no integrable pa-

ra la gravitacién (ecs. (1.11) y (1.23) ).
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usando las definiclones

v = g""_—g“ 3" wruf (3.26)

<:\.-> = 7”[@1»’,0‘] . (3.27)

En vista de (3.21) y de la métrica usada, ahora el se
gundo término de (3.25) aparece como una perturkaciSn al movi--
miento likre de la partfcula, independiente de la masa que &sta
tuviera. El cbservador en {E} puede afirmar que &ste se debe a
la existencia de un campo con propiedades an&iogas a las del --
campo gravitacional que se anqla, sin embargo, al pasar al sis-
tema {x} sin cambiar la forma de medir, esto es, formando a ds
como el intervalo infinitesimal. A ese ¢ampo de fuerzas se le-
llama campo inercial.

Considérese ahora la ecuacién de movimiento—bara par-
tfculas cargadas bajo la accifén combinada de campos electromag-
nético e Inercial. Una forma directa de trasladar tal ecua- -~
cién al punto de vista de la métrica é(‘“’ es la de cambiar las

derivaciones respecto de 3 por aguellas respecto de O en (3.19},

Con esto se obtiene

£ v \
U4 Ut ()3 e U = AU,z

en donde A estd dada por (3.25a), como antes. Definiendo
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tomado respecto del parametro ¢ . Se sabe gque (3.22) para cual
quier otro parametros,digamos © , conduce a las ecuacicnes de -

Euler-Lagrange IGJ .

v 2
80 qeyastas  dYoer dsf .
dB"" + ol 46 do - ds/ds ol © s .
entonces, haciendo =0 , se tiene
P
it;- + {:u}u““v: auf (3.24)
en la cual 28
H _— P
u = &
a{’ﬁ/ala" d dt . |
A ds/ o ao-fl'" ( ;T% ) J (3.25a)

pero, como consecuehcia de (3.20), resulta claro que

Spv U UY =

stw' %ﬂuv = 0O

por- 1o que el escalar )\ de (3.25a) puede obtenerse en términos

de coordenadas y velocidades multiplicando (.3.24) por ’Mf : €S

to es,

A= dpy {:,,} utwut (3.25b)

Yy (3.24) misma, en virtud de este resultado, se convierte en

d uf y d o =
4+ Lyurn= 0, e
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ejemplo, en &ste Gltimo, las ecuaciones (3.21) tienen la forma-
de ecuaciones de geodésicas si se considera al elemento de arco

4o como el invariante fundamental, siendo la nueva métrica

'goz(s('-“) = Suv T, \J.v(l . (3.33)

En cambio, las mismas ecuaciones, tomadas respecto del elemento
de arco ds resultan fo;malmente iguales a (3.25) y situaciones-
anilogas caracterizarin al caso de particulas éargadas.

Por lo anterior, parecerfa que la distincifn entre --
gsistemas inerciales y no-inerciales desaparece o es cuestién de
mera conveniencia, En el marco de la relatividad especial ese-
no es el caso. Mientras que en sistemas- inerciales los rayos -
de luz describen trayectorias rectilineas y se propagan con ve-
locidad constante ¢, en sistemas no inerciales, por el contra--
rio, bajo ninguna parametrizacifén se puede lograr las dos condi
ciones simultédneamente; conclusidn que se sigue, matemiticamen-
te, del hecho de gue no es posible conectar ambos tipos de sis-
tema mediante transformaciones de Lorentz. Y tal vez fuera mis
apropiado adoptar esa diferencia como punto de partida para una

definicién adecuada de uno y otro sistemas de referencié.

Empleando los resultados obtenidos, interesa ahora --
describir din&micamente el movimiento de particulas sometidas a

la accifn de campos inerciales.
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T=T (3'3) = Ta \/gew utu” (3.29)

y con el mismo procedimiento que conduwjo a (3.25b), se encuen--

Era que
\ 6 v ot P |
A= Sen {e-vk utu'u "'Ese.\ J Fa'e utu (3.30a)

consecuentemente, la ecuacidn (3.34) queda

e v e - 3.30
B L gt Mt w0, o

con las definiciones (3.26), (3.27) y

MF. = Y€ Fopy @3

El potencial electromagnético Agdebe considerarse da

do también por (3.17) pero escrita en la forma

ol

A = Sup T % Bf 0.2

y se puede definir al tensor de Mixwell directamente usando der-

rivadas ordinarias:

Fa'ta = At‘:ﬂ'_A"j(“ ’

Hay gque observar d;ue la situacifn es completamente si

métrica para la descripcién de {§} en términos de {x}. Por --
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representando a la "fuerza inercial”.
Por otra parte, poniendo (3.37) en (3.36a) y comparan
do el resultado con (3,25a) se ve que -

d(me) _ _ a ds
To~ = ~™m¢ da‘l“(aa-)’

esto es,
f;[ln(mc ‘;—l%_)]= ®)

por tanto,

d

1n (MC 2—3) = constante 3

y dado que en ausencia de aceleraciones {E; = {x} ; O 8Sea,-

A9 =d 0 , siendo entonces M,c = mc ., Se tiene que

constante = .l«n (n.c)

de donde
me = MoC {(3.38)
w |
con
— CJS !
W=7 = ﬂ("’ uu*, (3.39)

Resultados comparables a los de N. Rosen [8] y de iguales impli

caciones.

An&logamente, para partfculas cargadas, la ecuacifn -

(3.36) proporcicna la (3.30) si para la tetrafuerza se propone-



36

Sea la ecuacién relativista de Newton

9‘_‘?! = KF (3.34)
do

en el sistema {g}, bajo la métrica §,, adoptada. Supondremos -

que el tetramomento est§ definido, como es usual, por

(3.35)

PP= me U

gin hacer suposiciones acerca de la constancia de la masa, - =~

(3.33) nos lleva a

dme) o . . duf _ e
_—I;.-u -|-“‘1C-;—(—’_— = K )

de la cual, la derivada de la cantidad me se obtiene en funcién

de las restantes multiplicando toda la ecuacidn por Up ¢

| 8 4, A
d;h;) =,KPu(° = éeAK u” . 1(3.35a)

Reemplazande (3.35a) en (3.34), la aceleracifn de la particula-

es

4ul - (K- 5ayKTWUT) . o3

La expresifn analftica de la tetrafuerza que hay que emplear pa

ra gue (3.36) sea la misma que (3.25) es pues

.Kf’ =~ {@Pv} utu” , (3.37)
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implica una transformacifn entre los dbs conjuntos de variables

{u“} Y {U‘"} dada por ’
o :
U = Se‘g Uve . (3.43)

con la condicién

35,, 5%, 5‘;3 = 5(”, (3. 44)
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la expresibn:

KP: - jpd([gv,cj u“‘uv-'l" Fo't‘ ue) (3.40)

con v (#7.) dada por (3.29), como consecuencia de la modifica

¢idn de la masa, (3.38), por el campo inercial.

" 5.- Consdideraciones Adicionales.

Hay que advertir que la estructura construida en la -
seccifn anterior es vilida dnicamente en 21 marco de una cova=-
riancia de Lorentz. Bajo esta restriccién la tetrafuerza (3.37)
as! como la (3.40), se comportan como vectores, igual que la =--—
aceleraqidn; asi, el observador no inercial puede afirmar que -
su sistema es inercial, pero que su espacio se encuentra afecta
do por un campo de fuerzas {inercial).

Por otra parte, es interesante apuntar que las veloci
dades madidas en los sistemas {x} Y {E} estdn relacionadas -
por transformaciocnes de tipo Lorentz, En efecto, si (3.5) y -

{3.20) se escriben como

Sy WU =1 5 Sup UYUR = | (3.41)
siendo
a _ dEY € _ dx?
u -—d"o_ U- - d3 J

la iqualdad

Sev UEUT = 5,000 (3.42)
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CAPITULO IV

P e L R
----------------------

Se ha visto hasta este punto que los efectos fisicos-
no-inerciales se caractérizan por dos propledades:

(a) La de que su influencia dindmica es independiente de-
las cantidades especificas de las particulas de prue-
ba.

(b) La de ser anulables en todo el espacio mediante un -~
cambio de sistema de referencia -la transformacién no

inercial inversa-, esto es, satisfacen una condicién-

de integrabilidad.

Los efectos gravitacionales, como propiedad fundamen-
tal de la materia, no satisfacen la condicién de integrabilidad
siendo, por tanto, imposible anularlos en todo el espacic sin -
importar el sistema a que estén referidos., En cambio, compar--
ten con los anteriormente mencionados la propiedad (@); exis- -
tiendo una estrecha semejanza en el comportamiento dindmico de-
las particulas someﬁidas a uno u otro efectos. Es é&sta, esen—
cialmente, la Informacidn contenida en el llamado principio de-
equivalencia que establece la igualdad de las masas inercial y~
gravitatoria; o bién, la posibilidad de neutralizar los efectos
gravitacionales en un punto dado cualguiera del espacio hacien-

do uso de una transformacién no inercial (3.1) adecuada,
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Consecuentemente} en base al comportamiento conocido-
para particulas observadas desde sistemas no-inercilales, se pue
de ya definir un “teﬂsor de campo gravitacional™ no integrable,
a diferencia del "tensor de campo inercial" (la matriz jacobia-

no) cuya integrabilidad estf implfcita en {3.38) o en

Tev=JT%e =0,

@, ) ¢

luego, usando ese tensor de campo gravitacional, en analoglia =--
con (3.7), introducir el "potencial gravitacional® con el cual-
se estarla en condiciones de definir la fuerza gravitatoria, si
se aplica el principio de eguivalencia asf como se lo ha conce~
bido, partiendo del supuesto de que para algdn punto del espa--
cio la ecuacidn (3.21) se satisface. Trasladando dicha ecua=- -
¢cidén al lenéuaje del sistema y métrica inerciales se obtendrd -
un valor para la fuerza buscada en términos de expresiones seme
jantes a (3.25); el desarrollo posterior se seguiri automdtica -
mente a ralz de que el procedimiento descrito es por principio-

practicable para cualquier otro punto del espacio.

Sea un sistema inercial {X& con m&trica de Minkowski

5&@ . El elemento de arco es pues

Acéptese ahora que en un campo gravitaciocnal estf presente en el

espacio.referido a tal sistema. Para caracterizarlo, se intro-
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Gracias a ese principio-es factible la construccién -
de la teorfa matemitica de la gravitacién una vez conocida la -
de sistemas no-inerciales, si se prescinde de la condicién de- -
integrabilidad que identifica a estos dltimos,

Pero se ha visto gue hay cuando menos dos manefas de-
desecribir matem&ticamente‘los efectos no inerciales: una de - -
ellas geométrica y la otra dindmica, como campos de fuerzas a -
los que se ha denominado campos inerciales.

La relatividad general toma el punto de vista de una-
geometria con métrica no integrable; esto es, agquella cuyo ten-
sor de Riemann - Christoffel no es nulo (Cap.I, Sec.2). El =- =
principio de equivalencia se'iﬁtegra en ella a través del de co
variancia general segln el cual las ecuaciones que describen le
yes fisicas son invariantes, esto es,'no cambian de forma, bajo
ninguna transformacién perteneciente‘alvgrupo de transformacic-
nes admisibles.

Por el contrario, desde el punto de vista de campos -
inerciales -que es el que aqui se adoptard-, el principio de =--
equivalencia es fitil scolamente en tanto que posibilita la postu
lacién de una expresifn formal para la fuerza gravitatoria. Una
vez lograda esa info;macidn, los observadores no-inerciales, co
mo en el caso electromagnético, no se congideran aptos para es-~
tablecer leyes fisicas; es decir, éstas, tal y como se encuen--
tran fofmuladas en un sistema inercial, deben conservar su inva
riancia dnicamente bajo transformaciones inerciales {covarian--

cia de Lorentz)}. .
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hpv = gd(, Hdt‘ Hl’v . (4.2)

Luego,el okjeto

— ‘
Gev.a' = 2 ( l"lega’,v + Lla-v,ﬁ,- Llew,o’) (4.3)

hace las veces de "tensor de Mixwell Gravitacional”.
Por otra parte, (4.iv) permite introducir el tensor -

gravitacional inverso H Pd tal que

£ = ¢f
Hia Hw = 8w, (4.4)

N o
y construir con €1 un "potencial inverse" [¢f7 (# h? ),

ke = %F H ﬁa(s 4.5)
que, obviamente, satisface
k?"' thw_-= %P':‘ . (4.5a)
Por tanto, si se escribe
'for = k7 Gaveo (4.6)

entonces la tetrafuerza gravitacional, lo mismo que en (3.36),-

viene expresada como
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duce un tensor mixto F41,que satisface las siguientes propieda
des:

{(4.i) Sus componentes serdn funcioneg analfticas de las --

coordenadas x:={x',".,x’} y de ciertos pardmetros --

9= 1 q,..., 9" |  dando la dependencia del campo -

con sSus. fuentes:
ol _ o
k{ @ = }{ « (1m51)
(4.ii) Debe ser no integrable, esto es
) - ol
H v H e # 0

(4.1iii) En ausencia de campo se reduciri al tensor de FKrone
cher, o bién,
o o
» —

J Im }{ - g

e o ¢ ¢
donde T es la distancia desde las fuentes al punto ——
considerado.

{4.iv) El tensor es no-singular:
of

"Bxcepto por (4.ii) y (4.iii), este tensor recuerda a la matriz-
del jacobiano para las transformaciones no-inerciales; enton- ~
ces, desde la perspectiva de un formalismo en lenguaje de campos
de fuerzas, el desarrollo posterior debe seguir completamente -
paralelo a lo establecido en la seccif6n 3 del capftulo anterior.

Asf, el potencial gravitacional se define, como en --

(3.7), mediante la relacién
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ahora con las definiciones

Y2 ;- 5oy kT U UC (4.12a)
Dfuv = 7% Guvaa (4.12b)

Las mismas ecuaciones se deducen tambi&n del princi=-=-

pio variacional

5‘f£ ds =0

si se toma como funcifn de Lagrange la cantidad

(4.13)

L = =~ mo( u); = =M, ‘/L‘C‘”’ w‘u" . (4.13a)

Y se ve que  (4.13) se puede escribir, tomando en cuenta (4.1 )-

bajo la forma

§ I-HC 'lntw U dx” = o (4.13b)

que recuerda, en cilertoe sentido, a la integral que define la --

funcién aceidn de campo-particula para el caso electromagnético:

j.% Bt. o xt .

El tensor (4.12a) esti relacionado con el comporta- -
niento de la masa, esto es, con su dependencia en las coordena-
das y velocidades, la cual da lugar a leos "té&rminos de Rosen" -

(3.25b) v que estdn contenidos en U’Ff a través de la defini- -
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KP=-me I'C, utu”

donde U = dxt'/ds.

(4.7)

3.- Eeuaciones de Movimiento.

Igual que para campos inerciales, hay que sustituir -

(4.7) en las ecuaciones covariantes de Newton

dPf_ ke

(4.8)
ds

en las que el tetravector momento debe ser
PP= mcuf (4. 9)

la masa,siguiendo en la misma lfinea de razonamientos, se consgi-

dera variable y relacionada con la masa en ausencia de campo —-

mediante

m = e

g [4.70)

siendo

Wy = '/hc*" utw” . (4.11)

En consecuencia, las ecuaciones de movimiento para --
una particula (de masa m, en ausencia de campo} al encontrarse-

vrgida por la gravitacifn, tendrdn una forma similar a (3.23),-

0 sea

d—u‘f + DPHVU‘HU‘V =0,

. (4.12)
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Es natural tomar coqlo proyector complemeritario al tensor
T, = uu’,
puesto que para éste se tiene
@ T T =TF,
@) TP U™ = Uuf
(£) Tf.a™ =0
e igualmente,
Q) AF,‘ + TP = 5$F x
i) AfxT™ ¢ = O,

camo debfa ser.
Por otra parte, debido a (4.12e) v a la propiedad (¢)
del tensor Aet . la ecuacisén {4.12) se podrfia escribir tam--

Li&n bajo la forma
Af. (@™ +T ., utu”) = o (4.14)

En vista de la relacidn (3.26), es claro que hay una-
ecuacifn similar a (4.14) para que la (3.25). De hecho, dado -
el caricter tensorial de (4.12d) y sus propiedades arriba des

*®
critas, suponilendo que }1(4v ge transforma como un auténtico -
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cién (4.12b). N&tese que este factor se puede reescribir en la

forma
Y€ o= L (f, ~u ul) (4. 12¢)
por lo que
det (¥€7) = 0.
En funci6n del tensor singular

AP, = S~ uuf (4.12d)

la cantidad (4.12Db) queda

D Pev = A?'n rkev (4.12¢)

Ademis, es ficil verificar que (4.]2d) tiene las propiedades de

un proyector. En efecto, recordando que

t = : ¢ =

2

ge tiene:
(a) AP-.; Ato’ = Afo'
(b) Afk un = O

(c) Af-& Qk = aP.
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- o
Ar = gdp H ge {4.15)
el potencial que da lugar al tensor de M&xwell
Faez Ag,o 'Atfm ©(4.16)

Yy que aparece en las ecuaciones de movimiento

' e @V £ “
d_g__‘i + DP&*" uu’ -t MUt = o {4.17)

donde, como en (3.30),

T = Yy 5 Te = £ (4.17a)

(4.17b)

la fuerza modificada que ha de sustituirse en (4.8) es ahora
o v
. KP = -mc kf, (GcAV.U ut‘u -T Fg-ta.ue ) (4.18)

De estas relaciones se sigue que, efectivamente, la -
fuerza electromagné&tica sufre el mismo ajuste que la gravitato-
ria y que el factor ')/Frjuega el mismo papel que en (3.12), -
como se esperaba; existiendo, ademfs, una camposicién de las --

cantidades gue caracterizan a los campos en (4.15).
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tensor, por simple dlgebra se encuentra que en un sistema no --

inercial (4.14) debe expresarse como

'alsddso .
A\.['Y[alo'1+(°‘9}+r G as I ©

donde

sy _ % _ dfs dJE1
A‘.‘,’,_ g L4 d(r
\ r 4 ¢

Y = J' x

do
= x
dp av ¢ r(“"’

? ’
{ J't, etc. son los elementos del jacokiano de la transforma--

cién).

El principic de equivalencia adoptado exige gque para-

un punto determinado p, sea posible hacer

dlg')’
Ags

lo gue en este caso se Satisface siempre que

{dfk =‘(r

El formalismo desarrcllado hasta este punto es, por tanto, con-

sistente con tal principio de equivalencia.

d.- I ntenracceciones.

Por ejemple, 8i se ha de incluir también un campo - =
electromagnético_, caracterizado por un tetrapotencial B « ¢ POT

analogfa con (3.32) deba ser

Ag= Sd{, Hdt. Bt (4.15)
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CAPITULD ¥

B -
R I R e Rl I I e e

Considérese un espacio seudo-euclideano pentadimensio

nal Ms con métrica
Sas = I Diag (1, -1,-1,=1,=1) 1. (5.1)

Sea un sistema {x} de coordenadas al cual se refiere el espacio:

en esgte sistema, el elemento de arco es
dp? = Sap dx"dx® (5.2)

(A, B= 0,...,4). Desde ahora se elige el sistema de tal mane-
ra que las cuatro primeras coordenadas corresponden a las del -
espacio tetradimensional llano de Minkowski, en tante que la -~

quinta coordenada, Xq , 8e define mediante la expresién

2
- 9
w = Ido ax" (5.3)
t
esto es, tal que su diferencial, multiplicada por la constante-
Ol = —M, ¢ , @ integrada entre dos puntos dados, proporcione
la accifin para el movimiento de una partfcula bajo determinadas

condiciones., AsI, si se toma cualquier otro parSmetro @ para -

evaluar (5.3), entonces la "lagrangiana”
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No obstante, esta manera de introduelir el campo elec-
tromagné&tico en la teoria no deja de ser artificial. Sobre to-
do tomando en cuenta que el principio de equivalencia no comtem
Pla caracteristicas afenas a los campds inercial y gravitacio--
nal y, por el contraric, las afsla. Las ecuaciones (4.18), en-
este sentido, deben verse como una simple extensién de las -
(4.12) con el caso no-inercial como modelo; de hecho; esa exten
8ifn no es tan obvia como desde el punto de vista de las ecua--
ciones cbtenidas pudiera parecer: asf, mientras que en el con--

texto de sistemas no-inerciales la magnitud

Sup BB

no tiene ningdn significado, pues

Pe) = 3EVA-tt Av

en el caso presente adquiere una existencia independiente de =--

’»

las relaciones ya establecidas, puesto que (4.15) no excluye a-
los potenciales electromagnéticos "puros”", como lo hace (3.32).

Conviene, por lo que antecede, investigar la posibili
dad de sentar ecuwaciones de movimientb ccmunes para los campos-
electromagnético y gravitacional partiendo de otro formalismo,=-
una vez que Se c¢onocen las propiedades y entes matemiticos que-
los caracterizan por separado. El siguiente capitulo estd dedi

cado a esa cuestifn.
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jeto matem&tico al que se darf el nombre de "tensor de campos”,

Comoc en el anterior capftulo, se introduce aquf un =--
A :
tensor f{ M Cuyas componentes sean funciones analiticas de r-
las coordenadas y de cierto conjunto de parimetros {4}, conte-

niendo todas las propiedades del sistema campos-particula y ba-

jo las condiciones:

(5.1) F{A,4 no es funcidn explicita de la quinta coorde-

nada:

A A A
H'% =H w(x,9) # H wn(x).
(5.11) Lejos de las fuentes se tiene

Lim HY% = §%

-

A _
(5.1ii) L* M es no-singular :

det ( H* ) # o

{(5.iv) El potencial formado con el tensor de campos,
‘ A 8
by = 848 H uH N, . (5.7)

Satisface la forma cuadrftica diferencial de valor ce

ro:

by dx"dx® = o. (.58)



. -
_ f =, dx° LY
satisfarf las ecuaciones

d 3L 3£ '
do 3x*  x  ° (5-3)

De acuerdo con lo anterior, puesto que

Soa = S«ta =0,
as

dp? = Sqp dxdxl + §y4 (dx3)”

ayd
= ds?- (dx%)",
(o,p=0,...,3) y (5.3) se transforma en

W =-L‘aa JI-@ ds, | (5.6)

donde

‘s ( af )2 | (5. 62)
£ A ' -o8
Se supone.,. adem8s, que las lineas-mundo de las --

partiéulas materiales en este espacic dinfmico estdn determina-
das por la naturaleza de los campos de fuerzas a que estin some

tidas y que &stos se pueden caracterizar a travéz de un solo ob



o ]
A He_ _10
H " - ] - ——- .l‘_-- (5.9)
Y
€ ! a
v T
HAM -— ____H f"__l_--.B-- ) (5.20)

en &stas, tanto At‘ como Bd representan componentes electro-
magnéticas, Hoé‘ es el tensor de campo gravitacional y T, < €/, ct
como antes.

La eleccién de una u otra estructuras, conectada con-=
los supuestos establecidos en la secci_én previamente expuesta -
conducen, como se veri, a dos tipos diferentes de ecuaciones de
movimiento para la partfcula material cargada y urgida por los-
campos mencionados. |

Por el mdmento, conviene, ante tc;do, determinar el po
tencial bm-’ para cada caso.

‘Desarreollando (5.7) se tiene

bé’” = 34‘3 Hdt; HFv + 544 H"lt‘ qu | {5.11la)
bua® by = Sup Hu Hf + S HWHY, (5.11b)
b44 = Sdp qu H‘: + éq-q qu qu_l (5.11c)

(édq=§4d = O ) + ,de manera que el potencial formado con el
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Existen, ademis, consideraciones obvias que permiten-

decidir acerca de su estructura. A nivel de teorfa clisica de=-

A
campos, hay que restringir la informacién que F{ m Ppuede pro-

porcionar, a dos tipos de campo Gnicamente: el electromagnético

y el gravitacional. Por ende, todas las caracterfsticas de &s-

A
tos se reflejardn en la forma de H M ¢ ellas son

{a) De acuerdo a lo estudiado anteriormente, el campe - -

(b)

(c)

electromagnético estd descrito bdsicamente por un vec
tor, mientras que el gravitacional lo esti a través -
de un tensor.

El hecho de que ni la carga ni la masa de las Rarticg
las de prueba intervienen en las ecuaciones de movi--
miento para la gravitacién, cosa que ho ocurre con el
electromagnetismo. EL tensor fiﬁn , consecuentemen-
te, debe incluir un par&métro relacionado con las es-
pecificaciones de la particula de prueba alld4 donde -
aparezcan las compcnentes electromagnéticas.

Para la partf{cula libre (0 a grandes distancias de =--
las fuentes, como ya se dijo), las,compgnentes elec--
trecmagnéticas se hacen cero; las gravitacionales se -
identifican con el tensor unidad segGn (4.ii), y por-

consecuenciaz

H-AM = SA %

Es posible proponer al menos dos formas apropiadas pa

ra el tensor de campos satisfaciendo esos tres requisitos:
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kt‘v = S&(;'Hdc( H(’V ) (5.17a)

1"

A Sdp H“{_, B® | (5.14b)

1

- gd(, BRYpe . (5.14c)

Hay que notar que mientras en (5.12) los campos apare
cen separados uno de otro, en (5.13) existe la composicidn vis-
ta ya en capitulos anteriores. De hecho, aunque se ha usado la
misma netacidn en ambas situaciones, debe subrayarse que las ==
cantidades a que representan, especialmente en lo que toca a ==
los potenciales electromagné&ticos ;\f » no son de ninguna mane

ra iguales.

El problema de deducir las ecuaciones de movimiento,-
se reduce al de encontrar la funcionalidad y parametrizacién --
adecuadas para hacer uso explfcito de (5.3). Aunque este proce
so puede lograrse de modo general, para log fineg que aqui ge ~-
persiguen conviene aplicar directamente las estructuras propues
tas para el tensor de campos,

Asf, desarrollando (5.7), se tiene
2
b oo (dx*) + by dxtdx® + by dx®dx’ = 0 ;  (5.15)

en &sta, se sustituye las componentes bnﬂ correspondientes pa-

ra {5.13), obteni&ndose:
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tensor de campos (5.9) tiene por camponentes,

be\v = gdp Hdcd HFV - T: At" Av {5.12a)

bua = Vo Ap (5.12b)
beq = —I (5.12¢)
4

....... - - — (5.12)

Por el contrario, poniendo (5.10}.en los desarrollos (5.11), re

sultan (véase (2.15) y (1.30)):

byy = SQP‘HQ(‘"H@V | (5.13a)
be.q = Ta gdp Hdeq. BG {5.13b)
beq = 2 éd(, Y pY - (5.13¢)

que Se resumen en

Wy L% A,

bm‘ = -yl {5.13)
’rc At( :?‘sz_l

con las definiciones explicitas ya conocidas:
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Froas = Aae ~Aga (5.17¢)

que coinciden con las (2.8 a-c), en tantc que las (5.17) corres
penden a las (2.8) obtenidas por Viniegra, exceptuanéo en lo —
que respecta al parémetro <iuTG#d5), discrepancia que se origi
na en el hecho de haberse levantado toda condicifn de localidad
para el actual tratamiento.

Las relaciones correspondientes a la parametrizacifn-
respecto del elemento de arco ds,se obtienen simplemente efec-
tuando un cambio en las derivacicnes totales de (5.17) y elimi-
nando los t&rminos residuales aprovechando la normalidad de las
velocidades y ortogonalidad de &stas con las aceleraciones, lo-

que da

. :
at .;.:D*‘mi(s wubf -~ MY, ud"} P = Q3 ts.18)

en donde, como era de esperar,

Yyei = k FU'AEP (5.18'a)
Ded(z = P Gup.s (5.1Bb)
Mt = Y Foy (5.18¢c)
@NA SRS (5.184)

y también
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(' P-1) (dx? +27 Ap dxtdx? + gy dxtdx” = O,

que tambié&n, se puede escribir como

l
dx* = [ hy dxtdx” £ 27, dutdxt + 02 ¢ (3x)° ] t. 0 s1sa)

Sustituida esta expresifn en (5.3), conduce a la funcién de La-

grange

7
L z-mac (huw UEUY +27, AUt +'z'."j"),IL (5.16)

.en la cual el factor radical tiene valor numérico igual a la --
unidad y U¢ 2 dx¥/dx*

Haciendo
dx* = dw

las ecuaciones (5.5) de Lagrange:
d_ 3L _ 3L _
proporcionan entonces:

: “ ue ol e _ o
JU +r2‘; U’"U" ""rol‘ FEqu]U "f_g""-'-e (f)a-‘o(s.l-;)

w

para las ecuaciones de movimiento; en ellas se ha definido

ao (i - cf
L€ > k© kvd’ = $' . 5 {5.17a)

“ ¢
J apg = ikt (l"da’;(l"'ka-@,a"'ldp,a-), (5.17b)
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nes de Viniegra conducen a ecuaciones de tipo "ordinario”.

Si ahora se introduce la estructura (5.12) de poten--

clal pentadimensional en la expresifn

| Y
Gl'xq" —_— {1‘ [( beqbyq'b‘ﬁ b(u.v}dxﬂa(xv] + !9(‘1 o« }

T —bag (5.20)
que es la solucibn de la ecuacibn cuadritica (5.15):
bs (dx*) + 2 by dxtdx + buv dxtdx¥ = O,
lo que resulta es
" :
dxt = & (huv dxtdx”) " + 7, Apdx® (5.21)

(€= *1) . 1a parametrizacién que introduce mayor sencillez -
en las ecuaciones de movimiento es, naﬁufalmente, aquella basa-

da en
do® = hoy dxtdx ; (5.22)

entonces, el principio variacional para la accifén definida en -

{(5.3) es formalmente igual al que se utilizé en (1.24), es decir,

e ¢ - :
Sf'moc (|+'r..f\(,%?<;)do-,- o, (5.23)

y las ecuaciocnes de movimiento resultantes se escriben, por con
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)
n - dut - dxt
a* = ds ds>

Gd(s.tr ‘_‘":'Z (hdo',p + l’la-(,,a - Llatp,o' ) (5.18e)
=, ¥ - T VTR, {5.18f)

d53

La Gltima igualdad se sigue de la comparacién de (5.3) y (5.6);

de &sta, se ve que la dependencia de masas y cargas respecto de

sus valores en ausencia de campos, de coordenadas y velocidades

es bastante m&s complicada que la que se tenfa, p_o'r ejemplo, en
(4.17a}). .

51 se resuelve (5.15a) para ox®, se tiene
dxtz L {e [0 D e + 7 A fantds] - T.Aralx."},
-(1-72 %) .
de donde, en el caso de campos dé&kiles, déspreciando los té&rmi

nos cuadriticos en 7. , resulta

dxt= ( k(Av alx*‘a(x")lfz-i-"r, At‘- dx

y de ahf, las ecuaciones (5.17):se transforman en

dyt o ¢ o - 5,19
_;+}"‘dpuul’—'r.l-‘¢u o (5.19)
con .
daté [’lt‘y dx"dxv
Y

Ft‘d, = Ié(‘a. Fg'd_ .

En este caso, y por las mismas razones, las ecuacio——
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Naturalmente, tratindose de un formalismo en espacio-

planc, hay que suponer que en (5.9) y (5.12) es
/\tt:= Esfa J

agqul los campos actfian, pues, por separado sin m4s interaccién-

gue (5.23b) & (4.17b), las cuales ahora se deben escribir

Fe,

5.25

1)

a4
MPH 4 ’c"'d ) {5.25b}

respectivamente.

S61lo la aplicacién de estas ecu;ciones a la resolucién
de problemas concretos y bajo el respaldo de experimentacifn PO
drfan determinar el grado de validez que cada una de ellas po -
gee.

Por su naturaleza formal, en las aproximaciones que -
habitualmente se toman (y en ausencia de carga o campo electro-
magnético). es claro que todas conducirén mds o menos a los mis
mos resul£ados y predicciones que actualmente se conocen para -

los fenémenos gravitacionales en la relatividad general.

5.- La Panticula Libre.

En ausencia de campos, es decir, muy lejos de toda --
densidad de materia, la partfcula de prueka debe considerarse -

libre de toda fuerza externa. 'En esas condiciones, el postula-
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veniencia, en la forma:

A0 (5.24)

con

{f@i £ l‘(‘a{“(l"dd,p ""’la(;,ot'"l'ldp,a') (3. 242)

Ft‘d l‘Fa Fo‘d 3 (5.24Db)
(tomando £=z1), relaciones que son f4cilmente identificables a -
las {1.25) si se toma el punto de vista-geométrico; le que aqul
podrfa hacerse si se considerara a S,; come métrica de signatu-
ra ya HAM como una tétrada en el lenguaje de formas dif?arer_x_
ciales; readoptanda, adem&s, el principio de covariancia gene--
ral. Los potenciales electromagnéticos caerfan bajo la misma -

categorfa que en la teorfa de Kaluza.
Regresando, sin embargo, a nuestros postulados para la
ﬁarametrizaciﬁn seudoeuclideana basada en la longitud del arco,
S , el mismo principio variacional (5.22) a través de las - -

ecuacicnes de Euler-Lagrange, como en el capitulo III, conduce-

a ecuaciones del tipo (4.17)

al + fD",“, Ul - M U= o (5.25)

con las definiciones (4.12a), (4.12b), (4.17a) y {(4.17D).
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Es interesante comparar (5.27) con (5.6); de ahf ser—

infiere que
luego,; para partfcula lilre,

de=o0. (S.30)

En el espacio dinimico, por lo tanto, dnicamente la particula -
libre se mueve sobre el cono pentadimensional (5.25) © "cono de

existencia" y lo hace describiendo trayectorias rectilineas.
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do (5.ii) exige que el.tenscr de campos coincida con la delta -
A
de Kronecker S_ ™M ; por la tanto, el potencial pantadimen

sional (5.7) resulta s;mplemente

bus= Suw .
Puestos esos valores en (5.8) del postulado (5.1iv), se tiene

Opw dx"dx® = 0 | (5.264)
o sea
Stw dxt dx” -~ (dx9)'= o

por lo que

dx* = ds | . (5.26b)

¥ la integral de accién (5.3) se escribe

W= _[‘-z-mf,c ds ~ (5.27)
El principio variacicnal
oW=o0
conduce, asi, a la ecuacién de mevimiento
'if;: o, (5.29)

como debla ser.
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CAPITULO _V

FORMALISMO _HAMILTONIANO

- R = e Lk

b A e A e s S e wn e w - -

Para concluir el tratamiento desarrollado, interesa -
en este punto establecer una funcién de tipo Himilton que con--
duzca a los mismos resultados que se obtuvieron empleando otros
métodos. Esto se puede lograr en la forma convencional aplican

do la definicién.
- W
‘3*:?\;%_"11, (6.1)

que constituye una transformacifén de Legendre donde donde ¥ la-
hamiltoniana bascada, x” las 'veloci:dades" tomadas respecto de
cierto parémetro {x”= dx¥/de) ; [ es la funcién de Lagrange y

Yy :Pv los momentos generalizadeos, que se definen mediante

P, = 3L (6.2)

Ixt
Una vez encontrada H , las ecuaciones de Hamilton
QU _ x ¢ (6.3a)
ob. '
N

Xt &

proporcionarin las de movimiento. Ademfs, mediante una trans-

(6.3b)
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expresidn soluble para las velocidades, si se emplea (5.17a), -

dando

o o B P .
v = le mc:P{“_ 'r“'Af") / {6.6a)

en términos de ésta; la langrangiana es

%
L = -, [vT‘.z-E'i ](t“';pr :Pv"'t':lttwA(AAv +T°2<5)] - {6.7)
Pero, de (4.5) y (5.14b), las cantidades
v e gqY
|<tll = g‘f"l H -yH "‘

An= Sew HuB®

implican, por (4.4}, que

¥ = 840 BB = k¥ ALA (6.7b)

¥, por lo tanto, (6.7) se reduce a

oC = =M, ("’_ k{‘“"jpt‘ Pv)'é. (6.8)

m kil

ademds,por la forma en que fu#€ construida (6.15), se sabe que =

tiene valor constante:

-
£ = -we.c %z-mc ,
luego en (6.8) es \
iz
t ny ol
('!-T.’;:‘. I-C :pp‘pv)—- J

(6.9)
Sustituyendo (6.6a) y (6.8) en (6.1) resulta
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formacién de contacto se puede consequir otra funcién de Hamil-

ton de valor cero, dada segiin

1{:.'}(4..%56-:0- (6.4a)

donde S es la llamada .funcién principal de Hamilton: E1 pro=-
blema de encontrar 5 consiste, entonces, en resolver la ecua~-

cifén fundamental de Hamilton—-Jacoabi:

‘}{(%%;x_)-!—%sé-=0, (6. 4)

en la que los momentos generalizados han sido reemplazados por-

svs equivalentes en t&rminos de S :

;Pﬁ - 95 . (6.4Db)

x4

Las coordenadas que aparezcan en la hamiltoniana ¥ de (6.4a) -

gserdn todas ciclicas.

Considérese,asi, la funcién (5.16)
7
_C =~ C (L.dp UYUe + 270, Aqu®+? 5’) * (6.5)

de la que se siguieron las ecuaciones generalizadas (5.17) de-

Viniegra. Los momentos generalizados scn ahora seqgdn (6.2),

;pv='“uC(h¢de+To-Ay), . {6.6)
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(1r,={1r:,...,1r;3 - = constantes}.

El formalismo an§logo para las ecuaciones (5,18, as{-
como para las "ordinarias" (6.24) y (5.25), puede manejarse desg
-de una estructura formal cdmdn. La siguiente seccifn se dedica
a establecerla.

2.- Una Formulacidn Generafizada.

Considérese la ecuacidn (5.20); de ella, a través de-
(5.4) se extraé la funcién de Lagrange

[ =a, {e (td{gidi")kﬂ- Eo%x%] (6.13)

( x% = dx"/de) , con lag definiciones

fd(, = —h‘ﬂ-éfi;::%’—b‘f‘- (6.13a)
E'ul";': ’:: * {6.13b)

Los momentos generalizados (6.2) son pues

P =a (% ta QE“+E,;) | (6.14)

donde

A= (ta gzdp‘c(’)"z . (6.14a)
) .

Resolviendo (6.14) para X, se tiene
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v %_ ¥ v
A=mee (@ BRY+ W R A S kU RR,

la cual, teniendo en cuenta (6.9), se puede escribir finalmente

en la forma

‘H=m.¢{ ,c.k“"JD‘P+“CI<°“’:P A, - 1} (6.10)

Y es f&cil comprobar que las ecuaciones de Ha&milton (6.3) para-
esta funcibn reproducen las ecuaciones (5.17).
Cuando una hamiltoniana no depende explicitamente del

parSmetro independiente (en nuestro caso & ), la relacifn de ti

po general

AU _ 3K _ _ AL
d e & 6

asegura que su valor es constante. Por ello, (Gl0) debe satis-

facer también la igualdad

H= cte.= £ . (6.10a)

Como consecuencia, la ecuacifn de Hamilton-Jacobi que

caracteriza 4l prolblema es

35,

+ 2% m,c

l{t“’(és 3 S.

YT A) (1+28.) maci= O(6.11)

en donde so es la funcifn caracterfstica de Jacobi; relacionada

con la funcibn principal de Hamilton, S » mediante

9= 9. ({x,7,) + & x3 (6.12)
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de, dado ya su valor, es evidentemente

ter %—%—Q.Eﬂ) %?—;-dofv)"' dl=o, (6.29)

completando la formulacidn., Como se vér&, de &sta se siguen va
rios casos de inter&s usando las formas propuestas del tensor -

de campos'en (5.9) y (5.10).

Aunque el procedimiento algebraico es m&s complicado,
puede comprobarse por cilculo directo que las ecnaciones (6.3)-
aplicadas a (6.18} conducen a las e'cﬁacione.s de‘movimiento - -
{5.18) si se emplean las definiciones (6.13) en términos del po

‘tencial pentadimensional (5.13), esto es,

dg — (1-129)*
A
2 o, ol (6.20b)
S N (=T

Consecuentemente, la ecuacifn de Hamilton-Jacobl para
T wv
aste caso es tambi&n (6.19) con Ol =-MM.< - 'I'ZF se puede, encon=-

trar, en concordancia con (6.14c), haciendo

'.t__t‘-"" : cofacter de Tuw

d¢+(‘tr..v) (6.21)

t v dado por (6.20a).



X" =51 (;',':Pv"F—y) | (6.14b)
Tay
siento t tal que
—ov )
t ta(s = évp ) (6. 14c)

La sustituci6n de (6.14b) en (6.13) proporciona la funcién
A Tevst g a
Lza 2 [E(EPEIGER-EN]T +
: - (6.15)
+ t° (-&;PB-EF)E,,}
por lo que la hamiltoniana (6.1) es, para estas cantidades

‘}{= "d_é'é {_Eﬁv(d_l_’a_ Ee)(]::_. Pv_ E—v) —

- o A (6.16)
[ R B RE ]
Sin embargo, poniendo (6.14bh) en (6.14a) resulta
-"|uv | | | '6
A=At (x P-E )z R‘F—v)]
" de' donde se sigue que
e (%ZP*"EF)(E%R'EV) =1; 6.17)

entonces la hamiltoniana (6.16) tiene valor cero, y puede repre

sentarse, en una forma mis compacta, segfn
Fev Lo L D_ -
2('—' _g!éll it (u.;Pt‘ EP)(d. 2 E”) ' } : (6.18)

La ecuacifn de EHamilton-Jacobi que de &sta se despren
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o= moc wy | [ et =, ‘P(.+r,A,)(;j;R+1;AV)]—(} (6.26)°
Como es obvio, en &ésta y en (6.23) se toma

= Lt

La ecuaciftn de Bamilton-Jacchl tiene exactamente la -

misma forma que {6.24):

“(3+ £AN (28 + EA) =0, 0
k (ax(‘-l' At‘ axv"" c AV Mﬂc’ O ‘(6 27)
terminando asi la descripcifén hamiltoniana y, a la vez, la for-

mulacifin propuesta a lo largc de esta tesis para ecuacicnes de-

movimiento de particulas en presencia de campos clé&sicos.
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4,~ Eeuaciones "Ordinarnias”

e MR S A o mr e oo oo m o

En cambio, para las ecuaciones (5.24), usando el po--

tencial {5.12), las definiciones (6.13)} devienen
tap = hap | (6.22a)

E = whAy (6.22b)

Con &stas y ol,= -m,C ; A=I ; €=1 , la funcién de Hamilton

{(6.18) se convierte en

He e ([ AR wA) 1} e

siendodel pardmetro de derivacisn, definido en (522).
De aqut, la ecuacisn de Bemilton-Jacobi {6.19) resuk - -

ta, teniendo en cuenta que Tom, C = E/c,

K ‘)$‘ Att) ™ 25 4 %—Av);n:d; o ' 6.20)

An&logamente, en la parametrizacidn de acuerdo .al ar-
co s, las ecuaciones (5.25) resultan de la hamiltoniana (6.19)-

8i se hace

A:: wg - l/hgpudup
(6.25)
y se adoptan las definiciones (6.22). Asf
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CONCLUSTIONCES.

——— e e o r w w b o w———

Dentro de lo= alcances del formalismo propuesto, se =
ha logrado reproducir las ecuaciones (2.8) de Viniegra partien-
do de postulados altérnativos, lo cual constituy$ eliobjetivo -

principal de este trabajo.

El procedimiento que se siguid, del todo paralelo al-
originalmente empleado por F. Viniegra en lo que a las ideas --
fundamentales se refiere, ha permitido salvar las restriccifn -
de localidad en la teoria y, consecuentemente, evitar logs fuer~
tes postuladog que le servian de base; resultado conveniente adn
cuando conduce a la necesidad de reinterpretar las ecuaciones =
citadas y reemplazarlas, en dltimo té&rminc, por sus equivalen--
tes escritas por entero en lenquaje de sistemas inerciales con-
métrica de Minkowski. A pesar de elle, las caracteristicas bi-
sicas de esta teoria se conservaron Integramente; en especial, -
lo que concierne a la interaccifén expllicita de los campos consi

derados.

El anflisis de sistemas no-inerciales mostrf que es -
. posible tratar a sus efectos como fuerzas de un campo actuando-
sobre las particulas desde aquellos descritas, si se impone la-
métrica minkowskiana variando, en cambio, la longitud del ele~-
mento de arco. Se encuentrafasi un conjunto de relaciones (Lo-
rent2z invariantes), con cilerta similitud a los resultados que -
N. Rosen obtuvo sin abandonar la relatividad general. Con el -

auxilio del principio de equivalencia, tal tratamiento permitid
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postular una formulacifn matemdtica para la gravitacién, siem~--

pre dentro de los limites de la covariancia de Lorentz.

El formalismo pentadimensicnal propuesto, con la in--
troduccién de un espacio dinidmico en el que la quinta coordena-
da se define en térmiﬁo de la iﬂtegral de accifn y de ﬁn tensor
de campos conteniendo toda informacifn a cerca del sistema cam—
pos-particula, proporcion§, adem&s de las ecuaciones bugcadas,~-
otras formalmente relacionables ¢on las covariantes generales -
de Lorentz, mediante la proposicién de formas estructurales es-

pecificas para el tensor de campos pentadimensional.

Por supuesto, no se pretende que todas las ecuaciones
obtenidas formen parte integrante de la misma teorfa. Aunque -
en el estado actual de &sta no existen, en realidad, argumentos
decisivos para elegir preferentemente una u otra formas del ten
sor de campos, un desarrollo postério: que consiga determinarlo
a partir del conocimiegto de sus fuentes generatrices dentro de
un esquema l&gico y autoconsistente raesolverd, sin duda, ese --

problema, conducird a las ecuaciones de campo y cerrarg a las r-

con ello la teoria.

Es de esperar que, lograda sémejante estructura, pue-
da reconsiderarse este tr&bajo exponeflo menos burdamente me-—-
diante el empleo de t&cnicas matemiticas adecuadas y fundamen--
tarlo, teniéndoqe entonces un panorama mis amplio, en férma cla

ra y elegante.
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