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1: FUNCIONES DE ONDA. 

1-1 Generalidades. 

Es bien sabido que el principio de correspondencia, 

afirma que entre la física clásica y la cuántica existe un ne 

xo. Esta relación es de carácter estadístico. 

Según el estado actual del conocimiento, el mundo 

macroscópico resulta ser un promedio del comportamiento de 

los objetos microscópicos, teniéndose como parámetro de peque 

ñez a la constante de Planck h. 

La validez de la física cuántíca rcsiae justa.mente 

en este hecho: toda afirmaci6n cuántica contradictoria a una 

observación macroscópica (clásica), no es mas que una d.efi­

ciencia en la magnitud o número de objetos promediados, en re 

lación a la constante h. 

La afirmación anterior es sólo parcialmente cierta, 

pues considerando que vivimos en el mundo macroscópico~ jamás 

tendríamos oportunidad de observar efectos cuánticos~ (En a! 

guna forma semejante a que no podemos violar la segunda ley 

de la termodinamia). 

En realidad sabemos actuilmente que la lea clási 

ca describe correctamente algunos fen6menos) pero que es inc 

paz de describir otros. Por emplo, la famosa catástrofe ul 

travio1eta, impedida por la afirmación de la tencia de un 

cuanto de energía electromagnética; que por otra parte 1 nos 

lleva a explicar satisfactoriamente el fenómeno del efecto fa 

toe1éctrico. Esto significa que la física cuántica no sólo 
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comprende o abarca a la clásica, sino que explica nuevos fenó 

menos. 

I-2 Método Hartree-Fock. 

Una de las características típicas de la mecánica 

cuántica es la obtención de valores discietos para la energía 

en sistemas acotados. 

La ecuación de Schroedinger:_ 

/'- CJ d YI 
H'f == L dt 

..... 
(En donde J..I es el operador Hami1 toniano y Jl' la funci6n de onda), 

junto con condiciones de continuidad, unicidad y finitud para 

la función ~ , conducen a soluciones de carácter discreto • 
....... 

Los eigenva10res de un operador (J para uno de estos valores 
A 

discretos rp~ tienen por promedio: < <3'>: < f.J!~ J () I Y!,> 
A _ 

si < Y''rI J V!,> ;: 1. En particular para H: < lp'jlt I J./l t¡}-.t> :: E?t 

en donde ["'I't es la energía correspondiente a la eigenfunción 

El Hamiltoniano para el caso de un átomo con núcleo 

de carga Z y N electrones es: 
Ñ 

HA. ::: \[_ i¡'2 \lz 
L .t1rl' l 
{;.I (. 

El primer término de esta expresión contiene al aná 

10go cuántico de la energia cinética y a la energía potencial 

de los electrones con respecto al campo del núcleo. El segun 

do t6rmino representa la energia potencial asociada a la in-

teracción entre los electrones. 
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La ecuación de Schroedinger para el caso de un áto-

mo hidrogenoide, (N=1) se puede resolver exactamente. 

En t€rminos generales, la forma de resolver la ecua 

ción (N=1), consiste en hacer una separación de variables pa-

ra yJ , o sea: 

(coordenadas esféricas y en tiempo). 

Como ocurre para todos los Hamiltoníanos indepen-

dientes del tiempo: TCt) -_ e=tE.t/-t; 

son respectivamente 10$ polinomios asociados 

de Laguerre y los arm6nicos esféricos. 

Los valores de n pueden ser n=1,2,3 .. o los de 

.1 = O, 1 ~ ... , n - 1 Y los de m = - 1 ~ 1 + 1 , ... , l·~ 1, l. ~. " 
-z e" 

El eigenvalor para e.sa eigenEunción es: E ... == 2Q;n'l. 

con una degeneración igual a 2 
n. • 

Es importante hacer notar que los armónicos esf€ri­
'Ir\'\ 

cos ~son eigenfunciones de los operadores del cuadrado del 

momentocangular y de la componente en el eje z del momento an 
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guIar: 

, 

puesto que L2 y Lz conmutan con el Hamiltoniano los egenvalo­

res respectivos son constantes de movimiento. 

Para el caso de N~2 ya no puede obtenerse una solu 

ción cerrada. Sin embargo, existe un procedimiento para ob-

tener la función de onda de un átomo multielüctrónico que 

permite aproximarse a la solución exacta. Este método que se 

describirá a continuación en forma muy somera, se conoce co-

mo Hartree-Fock (HF). 

La primera suposici6n consiste en afirmar que la 

función de onda del átomo puede expresarse como un producto 

de Hartree: t¡J(1,2, ... , 1\1)::' <P,(1) <1>1.(2) .... fl P.,/N) 
cada una de 1as~.(l}representa a funci .. de 

electrón. Esta función de onda es independ 

del i-ési.mo 

e del movimien 

to instantáneo de los otros el ones y se asume que ca.da 

electrón ve un campo ce?tral. 

Cada uno de las 1> resultara. entonces una función 

drogenoide multiplicada por una función sp sea el caso 

ó 
El producto de Hartree no contiene la antisimetrici 

dad requerida para partículas de spín 1/2~ 



Por las propiedades de los determinantes es claro 

que el determinante de Slater: 

<1>. (~) q" <. \) <!>t\ (\) 

1 ~, (2.) <i>,. (2) • t: ~ <t>~ ti) 
tP. (N) = ~)'/l ... .. 

• 
'" • 

4> .. ~ 

~t~) 1>1\~) . ~ 1], tP,,(N) 

sí tiene la propiedad de antisimetricidad, pu,es el íntercam-

bio de un electrón i por un j , corresponde a intercam-

biar un renglón por otro y esto cambia el signo del determi­

nante. Por otra parte, si una de las ~ es igual a otra, el 

determinante se cancela, siendo esto una cxpresi6n del prin-

cipio de exclusión de Pauli. 

Una vez aclarada la función del determinante de 
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Slater continuamos con la descripción del método HF. Para 

iniciar la aproximación se proponen las fUll(:ioness!}<9 y des ~ 

pués se recalculan cada una de ellas tomando en cuenta el efec 

to de las otras. Este procedimiento se con1=inúa hasta que el 

cambio entre un cálculo y el siguiente difiere en la aproxima 

ción deseada. to es justamente 10 que en Tílétodos JU1Tc¡ér 05 

se conoce como el método iterativo, (En el'lenguaje de la me 

canica cuántica se le denomina método autoconsistente). 

funciones 

expresión: 

El siguiente paso es exgir 

~ '* dlff ~ 
obtenidas: ~ <Pi. 1>,,:: d l1 

la ortonormalidad de las 

y minimizar la 



J ~*(N) k ~ cl_?i 

J ~*tpo d?; 
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Como se sabe, la forma de obtener un mínimo con una 

condici6n (J p~ P:~ Ji!) ,se logra con el uso de los 

multiplicadores de Langrange. 

La aplicación de esta técnica variacional nos candu 

ce a la ecuación de Hartree-Fock: 

[-fv,Z - ~ 1 p.(i) +L.l ~p\2} ~ <i>~t2) d~l ~.<l) 
~ L ~tL el I,~ 

-¿ ~(mH~m~l{ j~\2)t~ 4l \2)d'0:¿ J 
~~L 

p. (1') 
J . 

en donde é il son los multiplicadores de I.agrange. (e $1i y m 

no aparecen en la ecuación debido a un cambjo de unidades). 

agona1izando la matriz 

y multiplicando el último término 

ecuación H F por cp~ (1.) (j>{ (1) 
<.pr(l) <P¿(l) 

obtenemos la ecuación: 

los coeficientes 

1 miembro izquierdo la 



7 

(- i 'V,? - ~.1 P/1) ~ 

¿ [J <J!'(2) t ~(2) d02 ] Pi (1) 
J'I i J ';.'2. J d 6 ~ 

- [l. J (1r1s , ) "'15.) í ~~ ('1) ~\Z) ~ P (2) Pe ~l~CP€ ti) 
J 1 t l J L l 1" ~ l ,\ 

f(1) Pr.(1) 

el cA (1) 

lista ecuación tiene la peculiaridad de mostrar en el 

segundo término el potencial promedio de interacción entre ele.f.. 

trones, y en el tercer término la energía de intercamBio que 

es una magnitud que no tiene análogo clásico. 
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11. SECCION TRANSVERSAL PARA FOTOIONIZACION y PROBABILIDAD 
DE SHAKE-OFF y SHAKE-UP. 

I1-1 Teoría de las perturbaciones dependientes del tiem 
po. 

La longitud de onda ).. de radiaci6n electromagnéti -

ca puede obtenerse en función de su energía E=hv 
utilizando la relaci6n 'lA:.C => A= " (!=c 

E o 
Si E=.. 2. ReV ::9 )..: 1A ; esta 1011 

gitud corresponde aproximadamente a catorce radios de Bohr. 

Según la evaluación anterior no se cometerá gran 

error al considerar que todas las partículas de un átomo lig~ 

ro sentirán a un mismo tiempo la misma magnitud de campo elec 

tromagnético. Por otra parte, la energía necesaria pa.Ya. ioni 

zar extrayendo electrones de las capas intEn:'nas de esos át.omos 

corresponde a la energía de los rayos X blandos 

(Para el cloro Z=17 I , para el silicio 

Z=14 IE~ 

Por las anteriores consideraciones, se iniciara el 

tratamiento del problema de la sección transversal pal~a foto 

ionización, con el procedimiento de laspertllTbaciones depen-

dientes del tiempo; para las cuales· el HamiJ toniano puede es 

cribirse: H:: He> + ~ (t) , como de cos tu:m.bre~. 

es el Hamiltoniano no perturbado que tjene por egenfunciones 

a las obtenidas por un procedimiento como el descrito ante ~ 

riormente (Hartree-Fock). 

La condición de completezexigida a las e.lgenfunci~ 

nes de los operadores en la mecánica cuántica, nos permite 

afirmar que cualquier estado del átomo puede describirse como 



.... 
, una combinación lineal deelgenfunciones de H.: 

lJ';: ~ e .... p~ e-¡é~% 
• 

A diferencia de las perturbaciones no depndientes 

del tiempo, deberemos considerar en este caso que los coefi­

cientes C<'t\ dependen del tiempo, y además incluir el 1:érmino 
/O - t é", -! /y-'- / A..r en la función de onda. La ecuaci6n de Schtueclin-

ger debe escribirse ahora: 

La sustitución de 'f en el miembro izquierdo nos lleva a: 

La misma sustitución en el lado derecho nos lleva a: 

Utilizando la ortonormalidad de las p llegamos al áistema 

de ecuaciones: 

• 
Cl't = 

(De aquí en adelante se utilizará la anotación: 

9 
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y se le referirá como el elemento de matriz de la perturbación). 

La última expresión constituye un conjunto de ecua-

ciones diferenciales acopladas de primer orden~ con la condi-

ción inicial , 1 (1 cual implica que 

se supone que el sistema se encuentra inicialmente en un egen-

estado P" de 
La condición C...,. (-#;::0) :.. J ...... ~ supone 

que antes de l~erturbación: Cf= <Pk 
1 C .... (t) 12. Es claro que (~S la probabilidad 

de que se realice una transición del estado k-al D. 

Resolviendo el sistema de ecuac ferenciales 

en una aproximación de primer orden, se 1 resull:ado: 

(Se entiende por 

que el estado 

coeficiente Crl1,. supuesto 

cial sea Í'~ y ~ el tiempo que dur'Ó la 

acci6n). 

Suponiendo ahora que "'t" es suficientemente pequeño:i' 

se puede afirmar que: 1 C?lk ("'t)l l = 'f I H'nk,[?. ~~~~::",~éi)'tA~ 
(E:""'t. - é'Á) l.. 

Si ahora suponemos que alrededor ~~ existe un gran número de 

estados de energía muy semejante y definimos a)p(~)como 

número de estados por unidad de energía, podemos calcular la 



Probabilidad de caer alrededor de un estado de energía ~ .. C"'~, 

del cálculo se obtiene: 

p= I 

lo cual quiere decir que la probabilidad por unidad de tiempo 

es: 

w= 

Con esto hemos llegado a la regla de OTO de Fermi j 

que más adelante mostrará su utilida,d en el cálculo de la sec 

ci6n transversal para fotoionización. 
" 

En particular si ti (f) tiene la fOTma: 

la integral de la pág. r O conduce a la expresión: 

5e: (é~ -~~ -~w)~hií 
-------»=.-_---,-..--'''''-~-~ 

(é~- CJl _11w)-a 

Una segunda integración de esta fiJ.tima expresión so 

bre la densidad estados/~) y la observac ón 

presión: 

cuando se integra conduce a una ci6n semejante a la delta 

de Dirac ) nos muestr el impoT 

tante hecho de que W adquiere valores grandes cuando 

~ -Ck -~ f.o _ O ,o sea: C~ := é/t. +~ 4.J. , ex-

presión que inmediatamente reconocemos como la afirmación de 
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Planck: 

Para finalizar la discusión que en general se ha h!::., 

cho sobre las perturbaciones temporales, es necesario decir 

que la densidad de estadosJIÉ,,,.)para una partícula libre (en 

el continuo), se puede obtener con una normal~zación periódi-

ca de caja, con 10 cual resulta que: 

¡(é~):::: L , 
a 1t.t1 

V---;l-#'W\.-""". 
e'k, 

en donde L es el tamaño de la a. 

1I-2 Interacción de la radiación electromagnética con 
los electrones atómicos .. 

El Hamiltoniano de una partícula (:.argada en presen-

cia de radiación electromagnética es: 

• re.)! . z. l 
= - e YJ _ V-A - ( VI s A ó V .f- ~L 1 Al - ~ cp 
. ~~c - '1ttc - ól"'c~ 

en donde A es el potencial vectorial y <j> potencial es-

calar. 

Utilizando la norma de Coülomó: V· A :: é!) y 
.-. 

y despreciando el término que cont ) It l~. el Hamilton:i.ano 

queda finalmente como: H::. -, t ~- A, V 
""""c. --átomo contiene f/electrones nI símbolo V 

IV 
nifieará V = ~ V (. (Excepto por una constante V/ 

t:I " 

Si 

es el operador de momento lineal). 

El potencial vectorial para una onda plana con vec 

tor de onda k y frecuencia angular Wes: 
• ~.}o. c"w t A "" Ac el -- A - - I - "'-

en donde el vector unitario p indica la dirección de poI 

zación de la onda. 
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Si se considera que hay t{fotones por unidad de vo­

lumen Ao es igual ~C \j!rt 1í Ñ l. (Esta ecuación se obtie': 
Cu V 

ne relacionando la energía clásica de la radiación con la 

energía~w por fot~n). 
Utilizando la regla de oro de Fermi, llegamos final-

mente a la expresión de la sección transversal por unidad de 

ángulo sólido: 

En esta expresión de la sección transversal se ha 

considerado que hay un foton por unidad de volumen y Ufl lo 

átomo. Otra suposición en esa ecuación es que el estado fi 

nal es una partícula en el continuo,. puesto que se tr,ata de 

fotoionización. (t"" Es la función de onda plana para. un 

electrón libre). 

Finalmente, la expresión de la sección transversal 

total (sobre toda la. esfera), con N fotones JJOT unidad de v.!!. 

lumen y P átomos s 

iR. \­e --

PN 
Tr ~l. e 

Si desarrollamos el término 

:: I + i ~ . r .r ~ ((. ~.l ) 'l .~ ~ ~ , 

y cortamos la serie en el segundo término obtenemos 

en una aproximación conocida como dipolar_ 

& .. 

secc~on 
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11-3 Shake-off y Shake-up. 

Una vez que el átomo ha sido ionizado por una foto-

ionización, éste se encuentra en un estado excitado. Puede 

decaer a su estado base emitiendo radiación, pero puede tam-

bién realizar transiciones no radiativas. 

Shake-off es la transición no radiativa en la que un 

electrón es enviado al continuo, dejando al átomo doblemente 

ionizado. 

ión en la que un electrón 

atómico cambia su número cuántico principal n* 

El cálculo de la probabilidad de esos eventos está 

basado en la aproximaci6n súbita. 

El fotoelectr6n que abandonó el átomo, produjo un 

cambio muy rápido en el Hamiltoniano del sistema. Esto supo 

ne que las egenfunciones no cambian en el proceso mismo 

la fotoionización, sino que 10 hacen después. 

En esas condiciones tenemos un i6n con N-l electro 

nes, eN corresponde atomo neutro), pero conetgenfunciones 

del átomo neutro (ean). Para c~lcular la probabilidad de las 

transiciones no radiativas» debemos desarro] las ean en 

~i6enfunciones del ión. Supongamos que éstas sean 

entonces: 

en donde Cj ::::'<.Uj (N-') 1 ~ro.h (N-J) >, por tanto la proba 

bilidad de pasar al estado U j (N _/) es 1 C,¡ J,2 
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En el caso de shake-off U ~ (N - ) ) es un elec 

trón en el continuo. 

Debido a que la integral <U j (Iv .... ¡) \ 4' t .. " (AI- \) > 
tiene al operador unidad, (que correspondería al primer térmi. 

no del desarrollo piÉ' t ), a ese tipo de transiciones se 

les conoce como transiciones monopo1ares. Una peculiaridad 

de estas transiciones es que los m.omentos angulares no deben 

cambiar, cambiando únicamente número cuánti co principal n. 



111. CRITICA Y PERSPECTIVAS DE DESARROLLO. 

La exposición que se ha hecho anteriormente puede e~ 

tenderse sin necesidad de recurrí! a refere~cias especializa-

das, pues cualquier texto de mecánica cuánt contiene los 

conceptos suficientes respecto del tema. (Por esta razón no 

se han dado referencias). 

La situación es díst en cuanto a los actuales de 

sa1'ro1los en el campo, y a la extensión del=fenómeno de ioni-

zación, shake-off y shake-up al caso relativ ta, energías 

grandes, moléculas y sólidos. 

A partir de 1972-1973 el trabajo t o en ese sen-

tido ha sido muy intenso y realmente es di iJ tener una bue-

na perspectiva del campo en el corto tiempo preparaci6n de 

este trabajo. Por tanto me limitaré a hacer algunos c:omenta-

r10s del trabajo de Martin y Shirley.* 

Estos autores comentan que el probleDa general de 

shake-off y shake-up, considerado muy simple:::::ente como una 

transición monopolar es demasiado simplista y que los cu­

los hechos de esa forma, aunque dan correctéc~ente las proba-

bilidades relativas no aciertan en absolutas o (Con erro 

res hasta del SO %). Esto se debe a que pro o debe 

atacarse de la teoría cuántica muchos y tTaba-

j al' con la segunda cuantización para la rad:12ción electJ~omaR. 

nética. 

* Electron spectroscopy. 
Editad by C.R. Brundle. 

Theory, techniqu?s and applications. 
Vol. l. Academic Press. (1977). 
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Las dificultades que esto implica llevan a la situa­

ción de tener que recurrir en algunas ocasiones a los datos ex 

perimentales, como único medio de obtener formación. 

Las herramientas te6ricas mis útiles para atacar el 

problema, son las técnicas de operadores de creación y aniqui 

1ación, así como los diagramas de Feynman* 

Como cone i6n todo e to, creo que este trabajo 

podría cont e en una tesis 
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