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Capitulo 1

Introduccion

Dado un espacio métrico X, un Hiperespacio de X es una colecciéon es-
pecifica de subconjuntos de X equipados con la métrica de Hausdorff. En
1931 Karol Borsuk y Stanislaw Ulam en su escrito llamado On Symmetric
Products of Topological Spaces |4] construyen un espacio al que llaman el n-
ésimo producto simétrico del espacio X (denotado actualmente por F), (X)),
cuyos elementos son subconjuntos de X no vacios con cardinalidad a lo mas
n. Este Hiperespacio lo estudian con dos enfoques distintos:

1. ;Qué propiedades topoldgicas hereda F, (X) de X?7.
2. (Qué propiedades topoldgicas tiene F, (X), para algin X especifico?

Como ejemplo del segundo enfoque prueban que para n < 3, F, (I) ad-
mite un encaje topoldgico en R™, pero para n > 4, no existe ningin encaje
topoldgico en R™, donde I denota el intervalo cerrado [0, 1] y n es un nimero
natural.

El objetivo de esta tesis es hacer un escrito lo mas autocontenido posible
explicando el articulo realizado por Leonid V. Kovalev, el cual lleva por titulo
Symmetric Products of the Line: Embeddings And Retractions |7|. El trabajo
realizado por Kovalev es un ejemplo del segundo enfoque que mencionamos
con anterioridad, en él se estudia el n-ésimo producto simétrico de dos es-
pacios métricos bien conocidos: la recta real R y el espacio m-dimensional
R™,

En esta tesis prometemos demostrar tres teoremas los cuales constituyen
los resultados principales de ésta. Los teoremas mencionados son:

1. F, (R) admite un encaje bi-Lipschitz en R™ donde m = 2|(e — 1) n!|.
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2. F, (R™) admite un encaje bi-Lipschitz en R¥ donde

k=2mn+1)""|(e—1)nl].

3. F, (R) es un retracto absoluto Lipschitz.

En lo que resta de este capitulo daremos la notaciéon que emplearemos
a lo largo de este escrito y demostraremos una igualdad que serda de suma
importancia para el Teorema 4.2.1.

El capitulo 2 se dedicara a clases especiales de funciones continuas y que
son el pilar de este trabajo: las funciones Lipschitz, los encajes bi-Lipschitz y
los lipeomorfismos. Veremos cémo podemos obtener nuevas funciones de este
tipo a partir de otras. En particular nos dedicaremos a trabajar con estas
funciones cuando su dominio es un producto de espacios métricos.

En el capitulo 3 daremos (por fin) la definicion formal de el enésimo pro-
ducto simétrico y métrica de Hausdorff. Veremos que al equipar el enésimo
producto simétrico de la recta real con la métrica de Hausdorff; ésta se com-
porta de una manera muy amigable.

En el capitulo 4, teniendo los ingredientes listos, daremos inicio a de-
mostrar dos de los tres resultados principales de nuestro trabajo. Para ello
introduciremos el concepto de cono y cono geométrico de un espacio métrico.

Para finalizar, en el capitulo 5 hablaremos de retractos Lipschitz, retrac-
tos absolutos Lipschitz y m-Conexidad Lipschitz. Como tltimo resultado,
veremos que el n-ésimo producto simétrico de la recta real es un retracto
absoluto Lipschitz.

Para garantizar una mejor comprension de este trabajo se recomienda que
el lector haya cursado lo equivalente a un primer curso de Algebra Lineal y
Anélisis Matematico como son impartidos en la Facultad de Ciencias de la
UNAM!,

!Esta tesis fue apoyada por el proyecto "Teoria de continuos e hiperespacios (0221413)"
del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT), 2013; y, el proyecto "Teoria
de Continuos, Hiperespacios y Sistemas Dinamicos II" (IN101216) de PAPPIT, DGAPA,
UNAM.



1.1 Notacién

1.1. Notacion

Sean X, X1, Xs,..., X, conjuntos no vacios, A, B C X y f, g funciones.

N denota el conjunto de los niimeros naturales.

7 denota el conjunto de los nimeros enteros.

R denota el conjunto de los nimeros reales.

C denota el conjunto de los nimeros complejos.

S denota la esfera unitaria en el plano complejo.
= R"™ denota el espacio euclideano n-dimensional.
= [ denota el intervalo cerrado [0, 1].

» Para n,m > 1 definimos R™ =R" x --- x R"
—_—

m—veces

= |A| denota la cardinalidad de A.
w [[Xi={(x1,22,...,2,): paracadaie {1,2,... ,n},z; € X;}.
i=1

» A\B={a€ A:a¢ B}.

= f o g denota la composicion de las funciones f y g.

= f|4 denota la funcion f restringida al subconjunto A.
= idyx denota la funcién identidad en el conjunto X.

= [z] denota la clase de equivalencia de x.

= méx {p, ¢} denota el méximo de los nimeros p y g.

= min {p, ¢} denota el minimo de los nimeros p y g.

= sup (A) denota el supremo del conjunto A.

= {nf (A) denota el infimo del conjunto A.
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» d(z,A) denota la distancia de un punto = al conjunto A (donde A es
un subconjunto no vacio del espacio métrico (X, d)).

» d (A, B) denota la distancia entre los conjuntos A, B (donde A, B son
subconjuntos no vacios del espacio métrico (X, d)).

» B. (o) denota la bola abierta de radio épsilon y centro en x.
» B, [zo] denota la bola cerrada de radio épsilon y centro en z.

» A @ B denota la suma directa de A, B (donde A, B son subespacios
vectoriales del espacio vectorial X).

» AL denota el conjunto ortogonal de A (donde A es un subconjunto de
X y X es un espacio vectorial).

1.2. Una igualdad importante

Definicién 1.2.1. Definimos la funcién piso, como la funcion |-| : R — Z
dada por |z| =méx{k € Z: k < x}.

Proposicion 1.2.2. Sea x € R. Las siguientes condiciones son equivalentes

(a) lz] =m,

(b)) meZym<z<m+ 1.

Demostracion. (a) implica (b).
Dado que |x] € Z (por definicion). Solo resta demostrar que

m<zx<m-+l.

Por definicion de |-], tenemos que m = |z| < x. Por otro lado, supon-
gamos que m + 1 < x, como m + 1 € Z, por definicion de |-], tenemos que
m+ 1 < |z] = m, pero esto no puede ser posible, pues m < m + 1. La
contradiccion vino de suponer que m + 1 < z, por lo tanto m < x <m + 1,
como requeriamos.
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(b) implica (a).

Dado que m € Z y m < x, por definicién de [-], tenemos que m < |z].
Si fuera el caso que m < |z], como |x|,m € Z, se sigue que m + 1 < |z],
pero x < m + 1, por lo que

r<m+1<|z] <z
Lo cual, es imposible. Por lo tanto |z| = m, como requeriamos. |

Proposicién 1.2.3. Para cada n > 1, se tiene que

n'ZM = (e —1)n!].
Donde e se define como
=> ik
k=0

Demostracion. Para los casos n = 1 y n = 2, un sencillo calculo hace ver
que la igualdad es inmediata. Para n > 3, haremos uso de la Proposicion
1.2.2. Demostraremos que

3. nl(e—1) < ( é%)
k<

En primer lugar, dada n, se tiene que

nl=klx(k+1)x---x(n—1)xn

por lo que

|
%:(k:+1)><(k+2)><-~-><(n—1)><n€Z.

1
Asi, podemos concluir que n! Z E € 7.
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Para la segunda parte dado que, para cada x > 0

2 n

x x
l+x+ o+ +— e,
2 n!
se tiene que (usando z = 1)
~ 1 1
1+ —!: Ege
k=1 k=0

no] no]
Por tanto, > — < e —1, lo cual, implica que n! > — < nl(e—1).
= k! = k!
Finalmente, para demostrar la tltima desigualdad, notemos que las si-

guientes condiciones son equivalentes

no1
nlle—1)< (nldY —|+1,
i=1 k!

n

o

|

—_

A
A~
M=
| =
~_

_|_
=~ p—

k=1
no1 1
n (e—1)— > — < —,
k=1 k" n‘
x 1 1
] — < —,
k:Zn:—H k! onl
> n!
Y =<1
k=n+1 k!
S
Por lo anterior, s6lo basta probar que il < 1, para ello observemos que
k=n-+1 "v-
- !
k=n+1 k=1 (n+ k)

Ademés, para cada k > 1,

nl 1 11\
(n+k)!_(n+1)(n+2)---(n+k)<ﬁ_<n) '
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Por lo que
f’: n! <§:(1)’f
- (n+k‘)!_k:1 n

1

Finalmente, como n > 3, con [9, Teorema 3.26, pag. 61| podemos calcular la

serie geométrica para x = — y obtener
n

Asi, para cada n > 3,

Y — n! - <1)k
D) SN o (L) RS
| Z | —
k=n+1 il k=1 (n + k)t =1 \"
. . no]
Lo cual es equivalente a decir que n! (e — 1) < (n! > E) + 1L
k=1 R
Por tanto, gracias a la Proposiciéon 1.2.2, podemos concluir que para cada
no]
n > 3, se tiene que (e — 1)n!| =n! > —.
k=1 k'

Por tanto, para cadan > 1, [(e—1)n!| =n! >
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Capitulo 2

Clases especiales de funciones
continuas

En el presente capitulo trataremos con clases especiales de funciones con-
tinuas: las funciones Lipschitz, los encajes bi-Lipschitz y los lipeomorfismos,
veremos como podemos construir nuevas funciones de este tipo a partir de
otras ya dadas.

2.1. Funciones Lipschitz continuas

Definicion 2.1.1. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos. Diremos que una
funcion f : X — Y es Lipschitz continua, si existe una constante K > 0
tal que para cualesquiera z,y € X,

dy (f (z), f(y)) < Kdx (z,y).

Tal constante se denomina constante de Lipschitz. En ocasiones pa-
ra referirnos a una funcion Lipschitz continua (con constante K), diremos
solamente funcién K-Lipschitz.

Observaciéon 2.1.2. Si f es K-Lipschitz, entonces f es uniformemente conti-
. . € .
nua. En efecto, sea £ > 0, si consideramos § = 17e entonces para cualesquiera

z,y € X, dx (x,y) < ¢ implica que
dy (f (z), f(y) < Kdx (v,y) < K§ = ¢.

Es decir, f es uniformemente continua (y por tanto continua).
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Proposicion 2.1.3. Sean (X,dx), (Y,dy),(Z,dz) espacios métricos. Si exis-
ten f : X — Y yg:Y — Z funciones Ki-Lipschitz y Ks-Lipschitz,
respectivamente, entonces la funcion h : X — Z dada por h = go f es
K1 Ks-Lipschitz

Demostracion. Como f es Ki-Lipschitz, para cualesquiera z,y € X

dy (f (z). f(y)) < Kidx (2,y). (2.1.1)
De igual forma, como g es Ks-Lipschitz, para cualesquiera z,w € Y
dz (9(2),9(w)) < Kady (z,w). (2.1.2)

Consideramos K = KKy > 0. Para demostrar que h es K-Lipschitz toma-
mos z,y € X.
Como f(z), f(y) € Y, por (2.1.2) tenemos que

dz (h(x),h(y)) =dz (9 (f (x)),9(f (Y)) < Kady (f (), f () -

Pero por (2.1.1) tenemos que

Kady (f (z), f (y) < KiKadx (7,y) = Kdx (z,y) .
Asi, dy (h(z),h(y)) < Kdx (z,y). Es decir, h es K-Lipschitz. [ |

En lo que resta del escrito frecuentemente trabajaremos con el producto

de espacios métricos, para ello es bueno recordar que si (X1,d;), ..., (X, d,)
n

es una coleccion de espacios métricos, podemos equipar al conjunto [[ X

i=1
con una métrica (llamada métrica producto) la cual esta dada por

n

d(ﬂf,y) = Z(dl ($iayi))27
i=1
donde z = (z1,...,2,) Y Y= (Y1, -, Yn)-

Proposicion 2.1.4. Sean (X, d),(Y1,dy), (Ya,ds), ..., (Y, d,) espacios mé-
tricos. Si, para cada i € {1,2,...,n}, fi : X — Y, es una funcion Lipschitz
continua, entonces la funcion

f:X—>Y:ﬁYZ-

i=1

dada por f(x) = (fi(z), fo(x),..., fn(x)), es Lipschitz continua.
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Demostracién. Sabemos que para cada i € {1,2,...,n}, existe una cons-
tante K; > 0 tal que para cualesquiera x,y € X,
di (fi (), fi (y)) < Kid (z,y). (2.1.3)

Consideramos K = max {Ky, Ks,..., K,} > 0. Si 2,y € X, entonces por
(2.1.3) tenemos que

(di (fi (@), i ()" < (Kid (2,y))" < (Kd (2,y))".

Como esto es valido para cada i € {1,2,...,n}, entonces

n

> (di(fil2). fi () < Z (Kd(z,y))" = n(Kd(z,y))"

i=1

Por tanto

n

d(f(x). f W)=, >_(d(fi(z). fi()" <VnKd(z,y).

=1

Asi, podemos concluir que f es /nK-Lipschitz. |

2.2. Encajes bi-Lipschitz

Definicion 2.2.1. Sean (X, dy), (Y, dy) espacios métricos. Diremos que una
funciéon h : X — Y es un encaje bi-Lipschitz, si existe una constante
K > 0 tal que para cualesquiera z,y € X,

1

wdx (2,y) < dy (h(2), h(y)) < Kdx (2,y).

Observaciéon 2.2.2. Cualquier encaje bi-Lipschitz es inyectivo y continuo.
Sean h y K como en la definicién anterior. Como h es un encaje bi-Lipschitz,
en particular es Lipschitz continua, asi, por la Observacion 2.1.2 tenemos que
h es continua. Finalmente, sean x,y € X. Si h(x) = h(y), entonces

1 1
Se sigue que ?dx (z,y) =0, pero 174 # 0, entonces dx (x,y) =0, asi z = y.
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Proposicion 2.2.3. Sean (X,dx),(Y,dy),(Z,dz) espacios métricos. Si,
existen f : X — Y yg:Y — Z encajes bi-Lipschitz, entonces la funcion
h: X — Z dada por h = go f es un encaje bi-Lipschitz.

Demostracion. Como f es Lipschitz continua, existe K; > 0 tal que para
cualesquiera z,y € X,

Ly (@y) <dv (F (@) f ) < Kods (2.). (2.2.1)

K
De igual forma, como g es un encaje bi-Lipschitz, existe Ky > 0 tal que para
cualesquiera z,w € Y,

1
?dy (z,w) <dz(9(2),9(w)) < Kaydy (z,w). (2.2.2)
2
Consideramos K = K1 K, > 0, por la Proposicion 2.1.3, h es K-Lipschitz.
Por tanto resta demostrar que para cualesquiera x,y € X,

1

7elx (2,y) < dg (h(2)  h (y).

1
Sean x,y € X. Por (2.2.1) tenemos que Fdx (x,y) <dy (f(z), f(y)), como
1

— > 0, se sigue que
K2 ) g q

11

%ﬁ@MZEEMWMS%WU@J@% (2.2.3)

Ademas, como f (z), f (y) € Y, por (2.2.2) se cumple que

K%dy (f (@), f (W) <dz(g(f(2)),9(f(y) =dz(h(z), h(y). (224)

1
Asi, por (2.2.3) v (2.2.4), tenemos que de (x,y) < dz(h(x),h(y)), como
requeriamos. Por tanto, h es un encaje bi-Lipschitz. |

Proposicion 2.2.4. Sean (Xi,d1),...,(Xn,dn) v (Y1,01) 5oy (Yo, pn) €s-
pacios métricos. Si, para cada i € {1,2,...,n}, fi : X; — Y; es un encaje
bi-Lipschitz, entonces la funcion

fx=]]x—vy=]]v
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dada por f(x) = (fi(x1), fa(xa),..., fu(zn)), es un encaje bi-Lipschitz.
Donde x = (z1,x9,...,2,) € X.

Demostracion. Por hipotesis, para cada ¢ € {1,2,...,n}, existe una cons-

tante K; > 0 como en la definicion de encaje bi-Lipschitz. Sean K = mdx { K1, Ko, . ..

yx = ($17$27"'7$n)7y: (y17y27--'7yn) € X.
Para cada ¢ € {1,2,...,n}, se tiene que

.KZKZ>07y

1

. Edi (i, y5) < pi (fi (3), fi (yi)) < Kid; (25, 4:)

Entonces, para cada i € {1,2,...,n},

(%di (xi,yz‘)) < (pi (fi (@), fi (0i)® < (K d; (i, 9))° -

Asi
n 1 2 n n
5 (elonm) <3 (o) ) £ 3 (6 o))
i=1 i=1 i=1
Por lo que
% z xzvyz Z pz fz mz fz (%)))2 S KQZ(dZ (xzvyz))Q
=1 =1 i=1

Lo cual es equivalente a decir que

1 n n n
oAl 2o Wi (i w2))” <\ D o (Fi () fi ()" S K\ | Y (di (,90)
=1 =1 1=1
Por tanto

%d(x,y) <p(f (@), f ) < Kd(z,y)

; es decir, f es un encaje bi-Lipschitz. [ |

, K}
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2.3. Lipeomorfismos

Definiciéon 2.3.1. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos. Diremos que una
funcion f : X — Y es un lipeomorfismo, si f es un encaje bi-Lipschitz
suprayectivo.

Definicién 2.3.2. Sean (X,dx), (Y, dy) espacios métricos. Diremos que X

!
y Y son lipeomorfos (expresado como X & Y), siexiste f : X — Y
lipeomorfismo.

li li
Observacién 2.3.3. Si X ~ Y, entonces Y =~ X, donde el lipeomorfismo es
h~', ademas si K es la constante de h, h~! tiene la misma constante.

Dado que la composicion de funciones suprayectivas es suprayectiva, la
Proposicion 2.2.3 nos genera la siguiente observacion:

li li li
Observacion 2.3.4. Si X £ Y yY ~ Z, entonces X 2 7.

Observacién 2.3.5. Si f : X — Y es un encaje bi-Lipschitz, entonces
X2 f (X) considerando a la funciéon h : X — f (X) dada por h (z) = f (x).

Proposicion 2.3.6. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos y f : X — Y
K -Lipschitz. Si, f es biyectiva y su inversa f~' es K-Lipschitz, entonces f
es un lipeomorfismo.

Demostracion. Dado que f es K-Lipschitz y suprayectiva, sélo resta probar
que para cualesquiera x,y € X se tiene que

%dx (z,y) < dy (f (), f (1)

Sean z,y € X. Como f (), f(y) €Y y f~! es K-Lipschitz, entonces

dx (v,y) = dx (f 7 (f (@), 7 (f (1)) < Kdy (f (), f ().

1
Entonces %dx (x,y) < dy (f(x),f(y)), por tanto f es un lipeomorfismo.
[

li
Proposicion 2.3.7. Sean (X, dx), (Y,dy),(Z,dz) espacios métricos. Si X ~
li
Y, entonces Z x X L7 xY.
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Demostracion. Por hipotesis, existe f : X — Y suprayectiva y K > 0 tal
que, para cualesquiera z,y € X

ey (2,9) < dy (F (1), £ () < Ky (2,9). (2.3.1)

Consideremos g : Z x X — Z x Y dada por g((z,2)) = (2, f(x)).
Demostraremos que ¢ es un lipeomorfismo, para ello primero notemos que
g es suprayectiva, pues si (z,y) € Z x Y, como f es suprayectiva, existe
r € X tal que f(z) = y, por tanto para esta misma =z € X, tenemos que
g () = (=, f (2)) = (2.9).

Para probar que g es encaje bi-Lipschitz, consideramos L = K +1 > 0.
Sean p,q € Z x X donde p = (z1,21) y ¢ = (22,23), entonces por (2.3.1)

tenemos que
1
zdx (z1,22) <dy (f (z1), f (22)) < Ldx (21, 72) .

Lo cual, implica que

(e (o)) <y (7o) f () < (Bl 22 (232

Ademés, como L > 1y dz (z1,29) > 0, tenemos que dyz (21, 29) < Ldz (21, 22)

1
y zdz (21, 22) < dz (21, 22), entonces

1

(dz (21,2))° < (Ldg (21,22))° ¥ (Zdz (21,22)> < (dz (21, 22))%.

Sumando adecuadamente estas desigualdades a (2.3.2), tenemos que

(L. >) + (Lix o >) < (d (2 ) + (dy (F (1) f (22)))?

< (Ldz (21, 2))" + (Ldx (31,22))°.

Entonces

1

I3 ((dz (21,22))" + (dx (21, 72))%) < (dz (21, 22))* + (dy (f (1), f (22))?)

IN

L2 ((dz (21, 22))" + (dx (w1, 2))%) .
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Tomando raiz cuadrada en cada una de las desigualdades anteriores, podemos
concluir que

%d(p, q) <d(g(p),g(q) < Ld(p,q).

Es decir, g es un encaje bi-Lipschitz. Por tanto g es un lipeormorfismo. W

Observacion 2.3.8. Gracias a la proposicion anterior, es inmediato que si
X admite un encaje bi-Lipschitz en Y, entonces Z x X admite un encaje
bi-Lipschitz en Z x Y.

Definiciéon 2.3.9. Sean (X, d), (Y, dy) espacios métricos. Diremos que una
funcion f : X — Y es una isometria, si para cualesquiera x,y € X, se
tiene que

dx (z,y) = dy (f (z), f (y)).

Definicién 2.3.10. Sean (X, d), (Y, dy) espacios métricos. Diremos que X
y Y son isométricos, si existe f: X — Y isometria suprayectiva.

Observacién 2.3.11. Es inmediato que si f : X — Y es isometria supra-
yectiva, entonces f es biyectiva y su inversa f~! tambien es isometria. Por
tanto, toda isometria es un lipeomorfismo.



Capitulo 3

El n-ésimo producto simétrico y
la métrica de Hausdorft

En este capitulo presentaremos los productos simétricos y la métrica de
Hausdorff. Las propiedades mas importantes de esta métrica se detallan en
el Teorema 3.2.2 y las Proposiciones 3.2.3, 3.2.5.

Para un espacio métrico (X, d), un hiperespacio de X es una coleccion
especifica de subconjuntos de X, equipados con la métrica de Hausdorff
(que definiremos en 3.1.9). Entre los hiperespacios de mayor interés se en-
cuentran:

» 2X¥ ={AC X : A es compacto y no vacio }.
= C(X)={Ae€2¥: Aes conexo }.
» DadoneN, F,(X)={AC X :1<|A] <n}.

Sin embargo, en este escrito solo trabajaremos con este tltimo hiperespa-
cio. Si el lector estd interesado en un estudio mas a fondo de estos hiperes-
pacios, puede consultar [6] y [1].

3.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicion 3.1.1. Sean (X,d) un espacio métrico y n € N. El n-ésimo
producto simétrico de X es el conjunto

F (X)={ACX:1<|Al<n}.
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Observacion 3.1.2. Para cada n € N, se tiene que F,, (X) C 2% (pues un
conjunto finito siempre es compacto).

Observacién 3.1.3. Para cada n > 2 se tiene que F,,_; (X) C F, (X).
Ademas, para cada n € N, si A C B, entonces F), (A) C F, (B).

A partir de una funciéon f : X — Y, entre espacios métricos, podemos
construir una nueva funcién entre sus respectivos productos simétricos de la
siguiente forma:

Definicién 3.1.4. Sean (X, dx), (Y,dy) espacios métricos y f : X — Y.
Definimos la funcién inducida por f, como la funciéon f : F,, (X) — F, (Y)
dada por

fA)={f(a):acA}=f(A).

Proposicion 3.1.5. Sean (X,dx), (Y, dy) espacios métricosy f: X — Y.
Si [ es inyectiva, entonces la funcion inducida f es inyectiva.

Demostracion. Sean A, B € F, (X) tales que A # B. Supongamos sin
perder generalidad que A € B, entonces existe a € A\ B.

Demostraremos que f (a) € f (A)\ f (B), para ello en primer lugar como
a € A, se tiene que f (a) € f(A).

Por otro lado, si fuera el caso que f(a) € f(B) entonces f(a) = f(b)
para algin b € B. Como f es inyectiva se sigue que a = b € B, lo cual es
imposible pues a ¢ B. Por tanto f (a) € f (B). A A

Como f (a) € f (A)\f (B), se sigue aue f (A) ¢ f (B). Asi f (A) £ f (B)

luego f es inyectiva. |

Definicién 3.1.6. Sean (X, d) un espacio métrico , A € 2% y ¢ > 0. Entonces
la nube de radio épsilon y centro en A es el conjunto

N(e,A) ={x € X : existe a € A tal que d(a,z) <e}.

Observacion 3.1.7. Es inmediata de la definicion que, para cualquier € > 0,
A C N (g,A). Ademas, si 0 < J§ < ¢, entonces N (5, A) C N (g, A).

Observacion 3.1.8. Para cualquier {z} € F; (X) se tiene que

N (e, {z}) = B: () .
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Definicién 3.1.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada A, B € 2%
definimos

Hy(A,B)=inf{e >0: ACN(e,B) yBC N(c,A)}.

La funciéon H, definida anteriormente se conoce como métrica de Haus-
dorff. Si no hay confusion acerca del espacio métrico donde estamos traba-
jando, solamente escribiremos H (A, B) en lugar de Hy (A, B) .

En [6, Teorema 2.2, pag. 11| podemos ver la demostracion del siguiente
teorema.

Teorema 3.1.10. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces Hy es una mé-
trica en 2°X.

Dado que F,, (X) C 2% (Observacion 3.1.2), podemos equipar al n-ésimo
producto simétrico de X con la métrica de Hausdorff.

Proposicion 3.1.11. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces X es isomé-
trico a Fy (X).

Demostracién. Consideremos f : X — F;(X) dada por f(z) = {z}.

Es inmediato que f es suprayectiva, por tanto solo resta probar que f es
isometria. Para ello tomemos x,y € X, entonces

H(f(z), f(y)) = mf{e>0:{z} CN(e{y}) v {y} S N(e{z})}
= mf{e>0:2€ N(e,{y}) v ye N (g {z})}.

Ademaés, por la Observacion 3.1.8, tenemos que N (g,{z}) = B.(z) y
N (g,{y}) = B- (y), por lo tanto

H(f(x),f(y)) = mf{e>0:2€B.(y) vy y€ B:(x)}
= mf{e>0:d(z,y)<e y d(y,x) <e}
= inf{e>0:d(z,y) <e}.

= d(z,y).
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Lema 3.1.12. Sean (X,d) un espacio métrico y A, B € 2%X. Sia € A,
entonces, existe b € B tal que d (a,b) < H (A, B).

Demostracion. Por definicion de H (A, B), para cada n > 1 existe r, > 0
tal que

« AC N (r,,B)
» BC N(r,,A)

1
» r, < H(A B)+ —
n

Como a € A, para cada n > 1 existe b, € B tal que d(a,b,) < 7.
Consideramos la sucesion (b,),—, en B. Como B es compacto, existe (b, ),
subsucesion de (b,) -, convergente en B. Sea b € B tal que kh’rn by, = 0.

— 00

Notemos que

0<d(ab) < d(abn)+d(bn.,b)

< Ty, +d (b, )

1
< H(AB)+ —+d(by.b).
k

1

Como 0 < d(a,b) < H(A,B)+ — + d(by,,b), tomando el limite cuando
g

k — oo, concluimos que d (a,b) < H (A, B). [ |

En lo que resta de este escrito nos serd de mucha utilidad la siguiente
equivalencia de la métrica de Hausdorff, pues es mas facil de trabajar a la
hora de hacer nuestras cuentas.

Teorema 3.1.13. Sean (X, d) un espacio métrico y n € N. Entonces, para

cualesquiera A, B € F,, (X), se tiene que

H (A, B) = max {méx d(a,B) ,IgléuBX d (b, A)} :
€

acA

Demostracion. Sean A, B € F, (X). En primer lugar demostraremos que

1. méjc d(a,B) < H(A,B),y
ac
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2. méx d(b,A) < H (A, B)
beB
Para demostrar 1, basta ver que, para cada a € A, se tiene que d (a, B) <
H (A, B). En efecto, tomemos a € A y supongamos que H (A, B) < d(a, B),
para llegar a una contradiccion. Por definicion de H (A, B), existe ¢ > 0 tal
que:

» ¢ <d(a,B)

Como a € A, existe b € B tal que d(a,b) < ¢ < d(a, B), pero d(a, B) <
d (a,b). Por tanto d (a,b) < d(a,b), lo cual, es imposible. La contradiccion
vino de suponer que H (A, B) < d(a, B), por tanto d (a, B) < H (A, B).

Como a € A fue arbitrario y A es un conjunto finito, se tiene que

méjc d(a,B) < H (A, B). Similarmente podemos obtener que I{lE;lBX d(b,A) <
ac S

H (A, B) y por tanto concluir que

a€A

mAax {méx d(a,B),IglEiBX d(b,A)} < H(A B). (3.1.1)
S
Ahora demostremos que

H (A, B) < méax {méx d(a,B) ,rglééx d (b, A)} . (3.1.2)
=

acA

Si H (A, B) = 0 terminamos, pues para ag € A, se tiene que

H(A,B)=0<d(ap,B) <méaxd(a,B) < méx{méx d(a,B) ,IgléBX d(b,A)}.
€

a€A a€A

Por tanto, supongamos que H (A, B) # 0. Sea § € (0,H (A, B)), en-
tonces A ¢ N (6,B) o B € N (4, A), pues de otra forma tendriamos que
d < H (A, B) <9, lo cual, es imposible.

Sin perder generalidad podemos suponer que A ¢ N (4, B). Entonces
existe ag € A\ N (d, B). Como ag € N (0, B), se tiene que para cada b € B,
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d (ag,b) > 4, es decir, § es una cota inferior para el conjunto {d (ag,b) : b € B}.
Asi, por definicion de d (ag, B), tenemos que § < d (ag, B). Se sigue que

d < d(ap,B) <méx d(a,B) < mzix{méx d(a, B),Igléé{ d(b,A)}.
=

acA a€A

Como § € (0, H (A, B)) fue arbitrario, tenemos que

H (A, B) < max {méx d(a,B) ,Igléé( d (b, A)} :
=

a€A

Asi, por (3.1.1) y (3.1.2), podemos concluir que

a€A

H (A, B) = max {méx d(a,B) ,rlljnéBX d (b, A)} .
€
]

La utilidad de esta equivalencia es mostrada en las siguientes dos propo-
siciones.

Proposicién 3.1.14. Sean (X,d), (Y, p) espacios métricos, f: X — Y y
n € N. Si f es un encaje bi-Lipschitz, entonces su funcion inducida

~

fF(X)— F,(Y)
es un encaje bi-Lipschitz.

Demostracion. Como f es un encaje bi-Lipschitz, existe K > 0 tal que
para cualesquiera z,y € X

i (w,y) < p(f (1), f () < Kd(2,3). (3.1.3)

Sean A, B € F,, (X). En primer lugar probaremos que

A

H, (F(4),](B)) < KHy(A, B). (3.1.4)
Para ello, por el Teorema 3.1.13, basta probar que

L mix d(p,f(B)) < KHa(A,B), y
pEf(A)
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2. mix d<q,f(A)> < KH, (A, B).
q€f(B)

Para demostrar 1, sea p € f'(A), entonces p = f(a) para algin a € A.
Como A, B € 2% y a € A, entonces por el Lema 3.1.12, existe b € B tal que
d(a,b) < Hy (A, B). Por otro lado, como f (b) € f (B) tenemos que

a(p.f(B)) =d(f(@), [ (B) <p(f(a).f ).
Asi por (3.1.3) y sabiendo que d(a,b) < H; (A, B) tenemos que
d(p.f(B)) < KHy (A B).

Como p € f(A) fue arbitrario y f(A) es un conjunto finito, podemos concluir
que 1 se cumple. De manera similiar podemos obtener 2 y por tanto concluir
que (3.1.4) es verdadera.

Por ultimo probaremos que

A~ ~

1
— < . 1.
Hi(A.B) < H, (f(4)./(B)) (3.0.5)
Para ello, por el Teorema 3.1.13, basta probar que
L mix d(a,B) < KH, (f(4),](B)). v
2. mix d (b, A) < KH, (f (A) ,f(B)).

Para demostrar 1 tomemos a € A. Como f(A) ,f(B) €2¥y f(a) € f(A),
por el Lema 3.1.12 existe ¢ € f (B) tal que

p(f(@),0) < H,(f(4),1(B)).

Como g = f (b) para algtin b € B, tenemos que d (a, B) < d(a,b). Por tanto,
ocupando (3.1.3), tenemos que

d(a, B) < d(a,b) < Kp(f(a), ] () < KH, (f(4).](B)).

Como a € A fue arbitrario y A es conjunto finito podemos concluir que 1
se cumple. De manera similar podemos obtener 2 y por tanto concluir que
(3.1.5) es verdadera. Asi por (3.1.4) y (3.1.5) podemos concluir que f es un
encaje bi-Lipschitz. |
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Observacioén 3.1.15. De la proposicion anterior podemos concluir que si f
es K-Lipschitz, entonces su funciéon inducida f, es K-Lipschitz.

Corolario 3.1.16. Sean (X,d),(Y,p) espacios métricos, f : X — Y y
n € N. §i f es un lipeomorfismo, entonces su funcion inducida

A

f:F(X)— F,(Y)
es un lipeomorfismo.

Demostracion. Dado que f es un encaje bi-Lipschitz (pues f es un lipeo-
morfismo) la Proposicion 3.1.14 implica que f es un encaje bi-Lipschitz. Por
tanto resta probar que f es suprayectiva. Tomemos B € F, (Y) y supongamos
que B= {bl, bg, e ,bn}

Como f es suprayectiva tenemos que para cada 1 < k < n existe a; € X

tal que f(ax) = by. Consideremos A = {ay,as,...,a,}, entonces es inme-
diato que A € F,(X) y f(A) = B. Por tanto podemos concluir que f es
suprayectiva y asi un lipeormorfismo. |

Proposicion 3.1.17. Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos, f : X — Y y
n € N. §i f es una isometria, entonces su funcion inducida

fiF,(X)— E,(Y)
es una isometria.

Demostracion. Sean A, B € F,, (X). En primer lugar probaremos que

H, (f(4).f(B)) < Ha(A, B). (3.1.6)
Para ello, por el Teorema 3.1.13, basta probar que

pEf(4)

2. mix d(q,f(4)) < Ha(A, B).
qef(B)

Para probar 1, tomemos p € f(A), entonces p = f (a) para algin a € A.
Como A, B € 2% y a € A, entonces existe b € B tal que d (a,b) < Hy (A, B)
(Lema 3.1.12), ademéas como f es isometria tenemos que

p(f(a), f (b)) =d(a,b) < Ha(A, B).
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Como f (b) € f(B) se sigue que
A (p.f(B)) =d(f(a).f(B) <p(f(a).f () < Ha(A,B).

Dado que p € f(A) fue arbitrario y f(A) es un conjunto finito, podemos
concluir que

mix d (p, f (B)) < Ha(A, B).
pEf(A4)

De forma similar podemos demostrar 2 y asi concluir que se cumple (3.1.6).
Por altimo probaremos que

Hy(A,B) < H, (f(4),](B)). (3.1.7)

Para ello, por el teorema 3.1.13, basta probar que
1. mix d(a, B) < H, (f (A),f(B)), y
2. mix d (b, A) < H, (f (A),f(B)).

~ En primer lugar demostraremos 1, para ello sea a € A. Dado que f(A),
f(B)e2¥y f(a) € f(A) tenemos que existe ¢ € f (B) tal que

p(f(a).q) < H, (f(4).f(B)).

Ademés como ¢ € f(B) se tiene que ¢ = f (b) para algiun b € B. Asi, como
b€ By f esisometria, tenemos que

d(a, B) < d(a,b) = p(f (a), F (1)) < H, (F(4),f(B)).

Como a € A fue arbitrario y A es conjunto finito, podemos concluir que

méx d (a, B) < H, (f(A),f(B)) .

acA

De forma similar podemos demostrar 2 y por tanto concluir que se cumple
(3.1.7). Por (3.1.6) y (3.1.7) se concluye que f es una isometria. ]



26 El n-ésimo producto simétrico y la métrica de Hausdorff

3.2. El n-ésimo producto simétrico de R

Dadas las nociones de productos simétricos, nubes y métrica de Haus-
dorff, en esta secciéon trabajaremos solamente con la métrica de Hausdortf en
F, (R) y un conjunto peculiar: F* (I) que definiremos mas adelante. Dare-
mos algunas propiedades de la métrica de Hausdorff que se cumplen en estos
conjuntos, para asi, entrar de lleno al objetivo de esta tesis.

Primeramente daremos la definicién de tres conjuntos nuevos que jugaran
un papel importante en el hiperespacio (F, (R), H).

Definicién 3.2.1. Sean A C R no vacio y p € R. Definimos

A+p = {x€R:x=a+p paraalgina € A}.
A—p = {x€R:z=a—pparaalginac A}.

pA = {zx€R:x=pa paraalgina € A}.

Teorema 3.2.2. Seann € N y p,q € R. Entonces, para cualesquiera A, B €
F, (R) se tiene que

(a) H(A+p,A+q) <|p—ql|

(b) H(A+p,B+p)=H(A B).

(¢c) |min A—min B| < H(A,B).

(d) H(A—mi A, B-min B)<2H (A,B).

Demostracion. Sean A, B € F, (R). Para demostrar (a) tomemos = €
A + p. Por definicion de A + p, existe a € A tal que z = a + p. Como
y=a-+q€ A+ q se tiene que

dx,A+q)<l|r—y|=|(a+p)—(a+q|=|p—ql|

Como = € A + p fue arbitrario y A + p es un conjunto finito, podemos
concluir que
méx d (z, A+q) < |p—ql.

r€A+p

De forma similar podemos probar que

ixd(y, A < |p —qal.
néix (y, A+p) <|p—q|
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Asi, por el Teorema 3.1.13, concluimos que
H(A+p,A+q) <Ip—dl|.

Para demostrar (b). Consideremos f : R — R dada por f(z) = 2 + p. Es
inmediato ver que f es una isometria, luego por la Proposicién 3.1.17 tenemos
que su funcion inducida f : F, (R) — F), (R) es una isometria. Finalmente
notemos que para cada A € F,, (R)

fA) ={f(a):acAy={a+p:aec A} =A+p.
Concluimos que para cada A, B € F, (R)
H(A+p B+p)=H(ADB).

Para demostrar (¢) llamemos ap = min A y by = min B. Notemos que si
ag = by, entonces

|min A — min B| = |ag — by| =0 < H (A, B).

Por otro lado si ag # by, podemos suponer sin perder generalidad que ag < by.
Como A,B € 2% y ap € A entonces (Lema 3.1.12) existe b € B tal que
lag — b| < H (A, B).

Dado que ag < by < b, se tiene que 0 < by — a9 < b — ag, ademas
lag — bo| = by — ag y |ag — b] = b — ag. Por lo tanto podemos concluir que

|min A — min B| = |ag — bo| < |ag —b| < H (A, B).

Finalmente para demostrar (d) notemos que H (A — min A, B — min B), por
desigualdad triangular es menor o igual a

H(A—minA,A—minB)+ H(A—min B,B—minB)
Aplicando los incisos (a) y (b) tenemos que lo anterior es menor igual a
|(—minA) — (—minB) |+ H (A,B) = |min A —min B|+ H (A, B) .
Asi, aplicando el inciso (¢) a esto ultimo, tenemos que

H(A—minA,B—miB) < H (A B)+ H (A, B)=2H (A,B).
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Proposicion 3.2.3. Seann € N yt > 0. Entonces para cualesquiera A, B €
F, (R), se tiene que H (tA,tB) =tH (A, B).

Demostracion. Sean A, B € F, (R). Sit = 0 es inmediata la igualdad pues
0A = {0} = 0B. Por tanto supongamos que t # 0 y tomemos =z € tA.
Entonces existe a € A tal que ¢ = ta, como A, B € 2¥ y a € A entonces,
(Lema 3.1.12) existe b € B de tal forma que

la—b] < H(A,B).
Consideremos y = tb € tB entonces
d(z,tB) < |z —y|=|ta—tb| =tla—b| <tH (A, B).

Dado que z € tA fue arbitrario y tA es un conjunto finito, podemos concluir
que
méx d (z,tB) <tH (A, B).

zE€LA
De forma similar podemos demostrar que

méx d (y,tA) <tH (A, B).

yEetB
Asi por el Teorema 3.1.13 podemos concluir que
H (tA,tB) <tH (A, B). (3.2.1)

Finalmente como A = § (tA) y B = 1 (tB) por la desiguladad (3.2.1) tenemos
que

H(AB) = H G (tA), % (tB)) < %H (tA1B).

Por tanto
tH (A, B) < H (tA,tB). (3.2.2)

Asi por (3.2.1) y (3.2.2) podemos concluir que
H (tA,tB) =tH (A, B).
]

Definicién 3.2.4. Sean > 2y a,b € R tales que a < b. Si [a,b] denota el
intervalo cerrado con extremos en a y b, definimos

Fy ([a,b])) ={A € F, ([a,b]) : a,b e A}.
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Dado que F ([a,b]) es un subconjunto de F, ([a, b]), podemos equiparlo
con la métrica de Hausdorff, y obtener las siguientes dos propiedades para
Fx(1).

Proposicion 3.2.5. Para cualesquiera A, B € Ff (I) y cualesquiera s,t > 0
se tiene que

(a) |t —s| < H(sA,tB).

(b) H(sA,tA) < |s —t|.

Demostracion. Sean A, B € F(I)y s,t > 0. Para demostrar (a) supon-
gamos sin perder generalidad que s > t. Por Teorema 3.1.13 sabemos que

H (sA,tB) = méx {méx d(z,tB),max d (w, SA)} .

z€sA wetB

En primer lugar probaremos que s — ¢ = d (s,tB), para ello, notemos que
t € tB (pues B € F* (I)), porlo que d (s,tB) < |t — s| = s—t. Por otro lado,
dado w € tB (w = tb para algin b € B), si fuera el caso que |s — tb| < s — t,
tendriamos que — (s —t) < s —th < s — t, por tanto t < tb. Ademés, como
be B e Ff(l), se sigue que t < tb < t, lo cual, es imposible. Por tanto
|s —tb| < s —t es imposible, por lo que s —t < |s —tb| = |s — w|. Como
w € tB fue arbitrario, podemos concluir que s —t < d(s,tB) y por tanto
s—t=d(s,tB).

Finalmente, como s € sA (pues A € F)f([)), podemos concluir que

|t —s|=s—t=d(s,tB) <méix d(z,tB) < H (sA,tB).

zE€sA

Para probar (b) sean A € F¥(I) y z € sA. Dado que z € sA tenemos que
x = sa para algin a € A. Consideramos y = ta € tA, entonces

d(x,tA) < |z -yl =|sa —ta] = la(s —t)[ = |a] [s =] <[s —¢].

Esta ultima desigualdad se debe a que a € A € Ff([). Como = € sA fue
arbitrario y sA es un conjunto finito, podemos concluir que

méx d (z,tA) < |s —t].
r€sA
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De forma similar podemos demostrar que

x d (y,54) < |s — 1.
mx d(y, sA) < |s —¢|

Asi, por el Teorema 3.1.13, concluimos que

H (sAtA) < |s —t|.



Capitulo 4

Encajando a Fj, (R)

Teniendo listos casi todos los ingredientes, iniciaremos con uno de los ob-
jetivos de esta tesis: encontrar un espacio euclidiano donde F), (R) pueda ser
encajado de forma bi-Lipschitz. Para ello, dado un espacio métrico X, intro-
duciremos dos ultimos conceptos: el cono sobre X, denotado por Cono (X)
y el cono geométrico sobre X, denotado por Conog (X). Los resultados prin-
cipales de este capitulo son:

1. F, (R) es lipeomorfo a R x Cono (F (I)).
2. F, (R) admite un encaje bi-Lipschitz en R™ donde m = 2|(e — 1) n!].
3. F, (R™) admite un encaje bi-Lipschitz en R¥ donde

k=2(n+1)""(e—1)n!].

4.1. Conos de un espacio métrico

Definicién 4.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos en X X [0, 00)
la relacion ~ de la siguiente manera:

(x,t) ~(y,s) siysolosi t=0=s o (x,t)=(y,s).
No es muy dificil ver que la relaciéon antes definida es una relaciéon de equi-

valencia, con ello podemos considerar sus clases de equivalencias y construir
el siguiente conjunto:
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Definicién 4.1.2. Sea (X,d) un espacio métrico. El cono sobre X es el
conjunto

Cono(X) = (X x[0,00)) / ~ ={[(z,t)] : (z,t) € X x[0,00)}.

Si (X,d) es un espacio métrico con diam (X) < 2, entonces podemos
definir una métrica en Cono (X), la cual viene dada por

do ([(2,1)], [y, 8)]) = [t = s| + min{t, s} d (z,y).

Si X es un subconjunto acotado de R™, entonces la estructura del espacio
euclidiano, nos da otra construccion del cono, como lo muestra la siguiente
definicion:

Definiciéon 4.1.3. Sean X C R" acotado y e,,1 = (0,0,...,1) € R
Para cada x € X con x = (x1,29,...,2,), definimos T = (z1, 29, ..., 2,,0).
Entonces, el cono geométrico sobre X, es el conjunto

Conog (X)={tT+(1—t)epy1:t >0y xz € X}.

Dado que Conog (X) es un subconjunto de R"™! 1o podemos equipar con
la métrica heredada y tener la siguiente proposicion:

Proposicion 4.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico con diam (X) < 2. 51 X
admite un encage bi-Lipschitz en R", entonces, Cono (X) admile un encaje
bi-Lipschitz en R" 1.

Demostracion. Por hipoétesis existen f: X — R” y L > 0 tales que, para
cualesquiera x,y € X

%d(x,y) <|If () = f () || < Ld (z,y).

Dado que f(X) es un subconjunto acotado de R™ (pues f es un encaje
bi-Lipschitz), existe M > 0 tal que para cualquier p € f(X); [|p|| < M.
Como primer paso, definamos

g : Cono (X) — Conog (f (X))

dada por g ([(z,t)]) =tf (x) + (1 — ) epy1.

Sean K = max{L, M, 1}y [(z,t)],[(y,s)] € Cono (X).
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Como f (z), f(y) € R", podemos considerar f(z) = (z1,%2,...,2,) ¥

f (y) = (y17y27 cee 7yn)
Demostraremos que

Dt — syil? + |t — s (4.1.1)

=1

|t — s| + min{¢, s} d(z,y) <
V2 (K2 4 1) -

J Z [te; — sy;|? + |t — s < \/§(K2 +1) (|t — s| + min {¢, s} d (z,y)) .
- (4.1.2)

En primer lugar, supongamos sin perder generalidad que ¢ < s. Para la
primera desigualdad, tenemos que

td (z,y) <tL||f (x) = F)Il < Kl[tf () =tf (y) ]
< K(|[tf (x) =sf )l +lsf () =tf @) )
= K(|[tf (@) =sf @) [+t = s [lf ) ]])
K(|[tf (x) = sf () [| + [t — s|M)
K(|[tf (x) = sf (y) ] + [t = s|K)

= Kltf (z) = sf () || + ]t — s|K*

IN

IA

VAN

(K2 + 1) [[tf (z) = sf () || + [t — s| K
De aqui que

|t = s| +td (z,y) < (K2 + 1) (|[tf (x) = sf (@) || +]t = s]).
Por tanto

(Jt = sl +td (z,9))* < (K2+1)°(|tf () = sf (v) | +]t = s])?

< 2(K2+ 1) (|Itf () = sf () |12+ [t = sI?).
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Lo cual, es equivalente a decir que

|t —s| +min{t,s}d(z,y) — _
\/§(K2+1) < \/”tf sf(y) |2+t —s|?

_ i|mi — syil2 |t — 5|2,
Para demostrar la desigualdad (4.1.2), notemos en primer lugar que
t—s| < #[f(x) = F W+t —s]
< tLd(z,y) + |t — s
< (K 41)(td (2, y) + [t = s)

< (K?+1) (td (x,y) + |t —s|).
De aqui que
It — s> < (K% +1)° (td (z,y) + |t — ])*.

Ademaés

Itf () —sf W)l < ltf (@) = tF W)+ 1Ef (y) —sf @) ]

< YIf (@) = f) [+t —s|M
< tLd(z,y) + K|t — 3|
< K (td(z,y) + [t —s|)
< (K241 (td(z,y) + [t —s]).

Asi,
[£f (@) = sf () PP < (K> +1)" (td (2, ) + [t = s)°.
Se sigue que
[6f () = sf ) P+ [t — s < 2 (K2 +1)° (td (. y) + |t — s])*.
Por tanto

VIIES () = sf (W) 2+ [t = s> < V2 (K2 +1) (td (z,y) + |t = s]).
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Es decir

Z [te; — sy;|> + |t — s|> < \/§(K2+ 1) (Jt — s| + min {¢, s} d (z,y)) .

i=1

Por (4.1.1) y (4.1.2), podemos concluir que g es un encaje bi-Lipschitz,
como requeriamos.

Finalmente, dado que Conog (f (X)) € R™™ (pues f(X) C R"), pode-
mos considerar i : Conog (f (X)) — R"™! la funcion inclusion. Por tanto,
basta considerar h : Cono (X) — R"™ dada por h = iog, la cual claramente
es un encaje bi-Lipschitz. |
Proposiciéon 4.1.5. Sea n > 2. Entonces F, (R) LR x Cono (Ex(1)).

Demostracion. Consideremos el conjunto Z = {B € F,, (R) : min B = 0}.
Definimos f : F, (R) — R x Z dada por f(A) = (min A, A —min A).
Veamos que [ estd bien definida, para ello sea A € F), (R). Sabemos que A
puede ser escrito de la forma A = {ay,a9,...,a,}, con a1 < ay < ... < a,
por tanto a; = min A, entonces

A—min A={0=a; —aj,as —ay,...,a, —ay}.

Comoa; <as <...<a,, entonces0=a1—a; <ay—a; <...<a,—a por
tanto podemos concluir que min (A — min A) = 0. Asi para cada A € F,, (R),
se tiene que A —min A € Z, lo cual implica que f esta bien definida.

Como siguiente paso demostraremos que f es v/5-Lipschitz, para ellos
sean A, B € F, (R). Por el Teorema 3.2.2 tenemos que

» |min A—min B| < H (A, B)
» H(A—min A, B—min B) <2H (A, B).

Entonces
(d(f(A),f(B)*> = (d((min A,A—min A),(min B,B—min B)))>
— |min A—min B*+ (H(A—min A, B —min B))’
< (H(AB)"+4(H (A B)

= 5(H(A,B))>.
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Se sigue inmediatamente que d (f (A), f (B)) < v5H (A, B).

Ahora veremos que f es biyectiva. Consideramos g : R x Z — F, (R)
dada por g (b, B) = B +b.

Es inmediato que g estd bien definida, pues si (b, B) € R X Z, se tiene
que B € Z C F, (R). Por tanto como b € R, concluimos que B +b € F, (R).
Por otro lado, notemos que g cumple las siguientes propiedades:

= go f - Zan(]R)
Pues dado A € F, (R), se tiene que (g o f) (A) = g ((min A, A —min A)) =
(A—min A) 4+ min A= A.

s fog=1idrxy.
Sea (b, B) € R x Z, entonces (f o g) ((b,B)) = f (B +1b). Ademas
f(B+b)=(min(B+b),(B+b)—min(B+1b)), finalmente dado que
B € Z, es facil ver que min (B + b) = b, por lo que f (B +b) = (b, B).

Por tanto, podemos concluir que f es biyectiva con inversa g. Finalmente,
probemos que g es v/2-Lipschitz, para ellos tomamos (a, A), (b, B) € R x Z.
Por la desigualdad triangular y el Teorema 3.2.2 tenemos que

H(A+a,B+b) < HA+a,A+b)+H(A+0b,B+0)

< la—0bl+H(AB).

Por tanto,
(H(A+a,B+b)* < (la—b|+H (A, B))
< 2(la—b"+ (H (A B))").
Asi,
H(A+a,B+b)S\/§\/|a—b|2+(H(A7B))2.
Es decir,

H(g(a,A4),9(b,B)) <vV2d((a,4),(b,B)).

Dado que f es v/5-Lipschitz, biyectiva y su inversa es v/2-Lipschitz (y por
tanto \/S—Lipchitz), podemos concluir gracias a la Proposicion 2.3.6 que, f
es un lipeomorfismo.
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Como segundo paso, mostraremos que Z es lipeomorfo a Cono (F) (I)).
Para ello consideramos h : Cono (F (1)) — Z dada por h([(A,t)]) = tA.
Primero probaremos que h es suprayectiva, para ello tomemos B € Z.

= Caso 1. B={0}

Consideremos A = {0,1} € F¥(I). Entonces [(A,0)] € Cono (F} (1)) y
por tanto

h([(A,0)]) =04 = {0} = B.
= Caso 2. B ={by,bs,...,b,} con b, > 0.

b
Consideramos A = {ay,as, ...,a,}, donde a; = b_k para cada 1 < k <

n. Es facil ver que A € F¥ (I) (por construccion), Sor tanto si tomamos
[(A,b,)], es inmediato que h ([(A,b,)]) = B

De los casos 1 y 2 podemos concluir que h es suprayectiva. Para demostrar
que h es un encaje bi-Lipschitz tomemos [(A,1)],[(B,s)] € Cono(EFf (1)) y
notemos que

= (min{¢,s}) H (A, B) <tH (A, B) (pues min{t,s} <t).

tH (A, B) = H (tA,tB) (Proposicion 3.2.3).

H (tA,tB) < H (tA,sB) + H (sB,tB) (desigualdad triangular).
H (sB,tB) < |t — s| (Proposicion 3.2.5).

2|t —s| <2H (tA,sB) (Proposicion 3.2.5).
Se sigue inmediatamente que
|t —s| + (min{t,s}) H (A, B) < 3H (tA,sB).

Por tanto,
%dc (A, D], [(B,s)]) < H(tA,sB) = H (h([(A,1)]), R ([(B,s)])) . (41.3)

Por otro lado, dado que ¢, s € [0, 00), podemos suponer sin perder gene-
ralidad que 0 < s < t. Entonces

» H(tA,sB) < H (tA,sA) + H (sA, sB) (desigualdad triangular).
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» H(tA,sA) <|t—s| (Proposicion 3.2.5).

» H(sA,sB)=sH (A, B) (Proposiciéon 3.2.3).

» sH(A,B) = (min{t,s}) H (A, B) (pues s <t).
De aqui obtenemos que
H(tA,sB) < |t — s|+(min{t,s}) H (A, B) <3(|t —s| + min{t,s} H (A, B)).
Por tanto

H (h([(A, D)), h (B, s)])) < 3de ([(A, )], (B, s)]) - (4.1.4)

Asi, como h es suprayectiva, por (4.1.3) y (4.1.4), podemos concluir que h es
un lipeomorfismo.

li
Finalmente, como Cono (F; (1)) = 7, por la Proposicién 2.3.7 tenemos

li li
que R x Cono (F} (1)) ~ R x Z, ademas como F, (R) ~ R x Z, por las

li
observaciones 2.3.3 y 2.3.4, podemos concluir que F}, (R) ~ RxCono (E (1)),
como requeriamos. [ |

Corolario 4.1.6. Si F¥ (I) admite un encaje bi-Lipschitz en R™, entonces
F,, (R) admite un encaje bi-Lipschitz en R™ 2.

Demostracion. Por hipotesis F)' (I) admite un encaje bi-Lipschitz en R™.
Entonces Cono (F (I)) admite un encaje bi-Lipschitz en R™! (Proposicion
4.1.4). Ademas, por la Observacion 2.3.8 tenemos que R x Cono (F (1)) ad-
mite un encaje bi-Lipschitz en R x R™*1 el cual es facil ver que es lipeomorfo
a R™2, Por tanto, concluimos que existe un encaje bi-Lipschitz

g1 : R x Cono (F* (I)) — R™2,

Por otro lado, por la proposiciéon 4.1.5 sabemos que existe un lipeomor-
fismo (y por tanto un encaje bi-Lipschitz)

g2 F, (R) — R x Cono (F; (1)) .

Por tanto, h : F, (R) — R™"2 dada por h = g; o g3, es un encaje
bi-Lipschitz (Proposicion 2.2.3). [
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Estamos apunto de construir nuestro encaje bi-Lipschitz de F), (R) en algin
espacio euclidiano, para ello el siguiente paso que daremos es definir un en-
caje bi-Lipschitz de F (I) a F,_; (C), para este resultado nos apoyaremos
siguiente lema cuya demostracion puede ser consultada en [3, Teorema 3.1,

pag. 61].

Lema 4.1.7. [3, Teorema 3.1, pig 61] Sea n > 2. Entonces F}([—1,1])
admite un encaje bi-Lipschitz en F,_1 (S).

Corolario 4.1.8. Sea n > 2. Entonces F}(|—1,1]) admite un encaje bi-
Lipschitz en F,_; (C).

Demostracion. Por el lema 4.1.7 existe h : Ff ([-1,1]) — F,_1 (S) en-
caje bi-Lipschitz, ademés como F,_; (S) C F,,_; (C), podemos considerar la
funcion inclusion i @ F,,_1 (S) — F,_; (C). Por tanto, es inmediato que la
funcion

fF ([=11]) — Ft (C)
dada por f =i o h, es un encaje bi-Lipschitz. ]

Corolario 4.1.9. Sea n > 2. Entonces F) (I) admite un encagje bi-Lipschitz
en F,_1(C).

Demostracion. Sea h: I — [—1,1] dada por h (t) = —1 + 2t. Es facil ver
que, su funcion inducida h : F* (I) — F* ([—1,1]) es un encaje bi-Lipschitz.
Por tanto, por el Corolario 4.1.8 y la Proposicion 2.2.3; tenemos que F (1)
admite un encaje bi-Lipschitz en F,_; (C). [

A continuacion, los siguientes dos lemas son simplemente herramientas
técnicas que emplearemos para una parte de la demostracion del Lema 4.1.12.
Estos nos dicen que para cualesquiera dos rectas distintas en R™ que pasen
por el origen, la interseccion de sus nubes es un conjunto acotado.

Lema 4.1.10. Sean (1,5 dos rectas distintas en R™ que pasen por el origen.
Entonces, existe M > 0 tal que N (1,¢,) NN (1,¢5) C By (0).

Demostracion. Dado que /1, /5 son dos rectas distintas en R™ que pasan
por el origen, sabemos que existen vy, v, € R™ tales que

= [Joa]] = 1= [Jval],
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= V1, Uy son linealmente independientes,

w (p={ v AER} v by ={ ) vy: A€ R}

2
Consideramos M = 1 4+ —, donde a = ||vg — (v1,v2)v1||. Como vy, ve son
«

linealmente independientes tenemos que vy # (v, v9)v; por lo que a # 0, es
decir M esté bien definida.

Probaremos que para esta M > 0, N (1,£;)NN (1,¢3) C By (0). Sea pues
x € N (1,01) NN (1,45), entonces existen wy € {1 y wy € {5 tales que

llz —wi]| <1 y ||z —we|| <1. (4.1.5)

Como wy € l1 y we € f5 se tiene que existen A, Ay € R tales que w; = Aoy
y Wy = AUy, por tanto

De (4.1.6) tenemos que si A; = 0, entonces
2
z]| = |]z — ]| <1 < 1+a = M,

es decir € By (0). Por tanto supongamos que A\; # 0 y notemos que
|z]| = [|& 4 (Agv2 — Agwa) [| < [l = Agwa] + [[Agva]| <1+ Ao
Donde la tltima desigualdad se debe a (4.1.6) y que ||vg|| = 1. El siguiente
paso es probar que |Ag| < o para ello notemos que
[Aalor = |Aa] [[v2 = (v, vo)or| = [[A2v2 — Ao (v, v2)ur]].
Como \; # 0 tenemos que

A2

3 (v1, va) M1 ]| = [Jwz — Bw]],
1

|[A2v2 = Az (1, v2)ui || = [[Aowz —
donde = %(vl,w).

1
Asi
Aol < [Jwa — Bun|. (4.1.7)
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No es muy dificil observar que wy — Sw; es ortogonal a Sw; — wq, por tanto
([lws = Bwi]))* + (||Bwr = wi]])* = (|[w — wi]])?,
de donde, ocupando la desigualdad triangular y (4.1.5) obtenemos que
l|we — pwr|| < |Jwe — wnl|] < ||wg — z|| + ||z + wq]| < 2. (4.1.8)
Finalmente juntando las desigualdades (4.1.7) y (4.1.8) obtenemos que
[Ao|a < ||we — Bun|| < 2.

Por tanto |As| < 2 y asi
2
llz|]| < 14 [A2| < 1+E:M'

Asi sea cualquiera de los dos casos (A\; = 0 o A; # 0) obtenemos que
||z|] < M es decir z € By, (0). [

Lema 4.1.11. Sean (1,05 dos rectas distintas en R™ que pasen por el origen
y M > 0. Si, N(1,¢,)NN (1,¢2) C By (0), entonces para toda r > 0 se tiene
que

N(T,El) ﬂN(’f’,gg) g B]\/[r (0) .

Demostracion. Sea r > 0. En primer lugar dado que ¢, {5 son dos rectas
en R™ que pasan por el origen, sabemos que existen vy, v, € R™ tales que

s (= {\;: AER}
n l={\y: AR}

Sea x € N (r,41) N N (r,{3). Entonces, existen w; € {1 y wy € {5 tales que
||z —wi|| <7y ||z—ws|| < r.Porotro lado, como wy € ¢1 y wy € {5, sabemos
que existen Ay, Ay € R tales que wy = \v; v we = Agvs.

Por tanto tenemos que

|z — Aol <7y |z = Aguaf[ < 7.

Como r > 0 se sigue que

1 1
;||x— Mol <1y ;||x — Aowol| < 1,
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lo cual es equivalente a

1

‘ r

-z — Bivy
A Ao

donde 8 = — y By = —.
r r
Como fiv1 € l1y [y = vg € Lo, por (4.1.9) se sigue que

<1 (4.1.9)

1

1
-
r

Por tanto

< M, concluyendo asi que ||z|| < Mr, es decir x € By, (0).

Lema 4.1.12. Sean n,m > 2. Entonces F,_; (R™) admite un encaje bi-
Lipschitz en F,,_q (Rm_l) X X F,_q (Rm_l).

—~
n—veces

Demostracion. Consideramos n rectas distintas ¢1,/s,...,¢, en R™ que
pasen por el origen. Es claro que, para cada 1 < k < n, {; es un subespacio
vectorial de R™ y dim (¢;) = 1. Entonces por [5, Teorema 6.6, pag. 350|
tenemos que R™ = (;, @ (. Ademés, dado que dim (R™) = m y dim ({;,) = 1
se tiene que dim (6,&) = m — 1 (para este hecho el lector puede consultar [5,
Teorema 6.7, pag. 352|).

Dado que dim (ﬁi) = m — 1, sabemos que existe @y : f — R™1 la
cual, es lineal e isometria. Por otro lado, como /- es un subespacio vectorial
de R™, podemos considerar Py, : R™ — (i la proyeccion ortogonal sobre (3
a lo largo de ¢y, la cual es facil ver que es lineal y 1-Lipschitz.

Por tanto, para cada 1 < k < n consideremos g, : R™ — R™! dada
por g = i o Pg, la cual por la Proposiciéon 2.1.3 es 1-Lipschitz, ademés es
facil ver que es lineal (por ser composicion de funciones lineales).

Finalmente, consideremos ¢, : F,_; (R™) — F,_; (R™!) la funcion
inducida de g, que, por la Observacion 3.1.15 es 1-Lipschitz. Dado que tene-
mos n funciones 1-Lipschitz, (pues tenemos n rectas que pasan por el origen),
podemos considerar

g anl (Rm) — anl (Rmil) X X anl (Rmil) .

~~
n—veces
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Donde g esta dada por g = (g1,62,--.,dn). Probaremos g es un encaje bi-
Lipschitz.
Gracias a la Proposicion 2.1.4 sabemos que g es /n-Lipschitz. Por tanto,
basta demostrar que para cada A, B € F,,_; (R™)
1

—H(AB)<d(g(A),qg(B 4.1.10

\/ﬁ( ) <d(g(A),g9(B)) ( )
Aplicando los lemas 4.1.10 y 4.1.11 sucesivamente a cada par de rectas po-
demos encontrar una M > 0 (basta escoger la M méxima que nos brindan
estos lemas) talque para toda r > 0

N (r,£;) NN (r, ) € Buy (0) (4.1.11)

Procedamos a demostrar (4.1.10). Sean A, B € F,,_; (R™). Si A = B, por
la definicién de g y la métrica producto, obtenemos la igualdad a cero en
(4.1.10). Por tanto, supongamos A # B y llamemos p = H (A, B).

Demostraremos que existe k € {1,2,...,n}, tal que
1Y N .
—<H A B)).
v S (9 (4),61(B))

Para ello supongamos que para cada 1 < k < n, H (g, (4), gk (B)) < ﬁ,

para llegar asi a una contradiccion. Por el Teorema 3.1.13, tenemos que

H (A, B) = méax {méx d(a,B) ,rglégc d (b, A)}
S

a€A

H (gx (A),gx (B)) = méx{ max d(z, g, (B)), max d(w,dg (A))} :

z€gk(A) wE G (B)
Supongamos sin perder generalidad que H (A, B) = méj( d (a, B). Dado
ac

que A es un conjunto finito, podemos tomar ag € A de tal forma que

H(A,B) = meéj( d(a,B) =d(ap, B).

Por tanto, para cada b € B, tenemos que p < ||ag — b||. Por otro lado,
como g (ag) € gr (A), se sigue que, para cada 1 <k <n

d (gx (a0) , g (B)) < H (gx (A) , g (B)) < %
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Dado que gi (B) es un conjunto finito, podemos tomar wy, € gy, (B) (wy, =
gr (b)) para algtin b, € B) de tal forma que

d (gr (ao) , g (B)) = [lgx (a0) — gx (bx) ||

Veamos que ag — by € N <%7€k>. Dado que a9 — by € R™ = (. & éﬁ

sabemos que existen Unicos ¢ € l y dj € éé tales que ag — by, = ¢ + d.
Ademés, como

gk (a0 — br) = wr (Pr (e +di)) = or (d) -
Se sigue que
|| (a0 — br) — ckl| = [|dw|| = [|wr (dr) || = ||gr (@0 — k) ||

Pero g, es lineal, por lo que

| (a0 = bx) = cxll = [lgx (a0 = bx) || = llgr (a0) — gr (bx) [| < %~

Notemos que tenemos una sucesion de n términos, a saber
ag—bl,(lo —bg,...,ao _bn

Como B tiene a lo mas n — 1 elementos, dos términos de esta sucesion deben
de ser iguales y ese elemento en comiin, (al que podemos llamar ay — b) esta

es dos nubes de radio %, por tanto

lao —bll < M () = .

Pero esto es imposible, pues p < ||ag — b|| para cada b € B. Por tanto, existe
ke {1,2,...,n}, de tal forma que

7 < H (G0 (A) i (B)).

Por tanto, tenemos que

(£) < (6.6 (B € 3 (H (6, (4). ()
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Lo cual, es equivalente a decir que

% < D (H(4:(A),6:(B))? =d(g(A),g(B)).

i=1
Por tanto, considerando L = méx {y/n, M}, concluimos que

TH(AB) < d(g(4),9(B) < LH (4,5)

Corolario 4.1.13. Seann > 1 ym > 2. Entonces F,, (R™) admite un encaje
bi-Lipschitz en F, (Rm_l) X .-+ X I, (Rm_l)

P
(n+1)—veces

4.2. Cumpliendo promesas: los encajes

Teniendo todos los ingredientes necesarios, daremos la demostracion de
dos de los tres resultados principales de este escrito.

Teorema 4.2.1. Para toda n > 1, F, (R) admite un encaje bi-Lipschitz en
R™, donde m = 2|(e — 1) n!].

Demostracion. La demostracion la realizaremos por induccién sobre n.

= Base (n =1).

Gracias a la Proposicion 3.1.11 sabemos que R es isométrico a Fj (R).
Sea f : F1(R) — R dicha isometria. Por otro lado, consideremos
i : R — R? dada por f(z) = (x,0). Es inmediato que la funcion
h: Fy (R) — R? dada por h =i o f, es una isometria (y en particular
un encaje bi-Lipschitz)

Finalmente, como 2 = 2[e — 1] = 2|(e — 1) 1!| = m, concluimos que la

afirmacion es valida para n = 1.

= Paso inductivo. Supongamos que F,,_; (R) admite un encaje bi-Lipschitz
en R™, donde m = 2[(e — 1) (n — 1)!].
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Consideremos los siguientes encajes bi-Lipschitz:

g: F,.1(R) — R” Paso inductivo

go: Fr(I) — F,1(C) Corolario 4.1.9
li

951 Fo1(C) — F,_y(R?) CRR

g4 : Fn—l <R2) — Fn—l (R) X e X Fn—l (R) Lema 4.1.12

-

~
n—veces

Ademas, por la Proposicion 2.2.4 (ocupando n-veces el encaje bi-Lipschitz
g1), tenemos que existe un encaje bi-Lipschitz

g5 Fp i (R) x - X Fp oy (R) — R™ x .-« x R™ = R™™,

~~ hd
n—veces n—veces

Sea g : F* (I) — R™ dado por g = g5 0 g4 © g3 © go, €l cual, gracias a
la Proposicion 2.2.3 sabemos que es un encaje bi-Lipschitz.

Por tanto, por el Corolario 4.1.6 tenemos que F, (R) admite un encaje
bi-Lipschitz en R"™*2,

Por tltimo, demostraremos que nm + 2 = |(e — 1) n!|. Por hipotesis
inductiva y la Proposiciéon 1.2.3 sabemos que

m=2[(e—1)(n—1)] =2(n—1) Zkl

Por tanto
11 n—ll
2=12 —1)! — 2 =12n! — 2.
nm + (n(n Zk>+ (n;k!>+

Por otro lado, es facil ver que

n—1 n

1 1

(271!5 H>+2—2n E o
k=1 k=1
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Asi
n—1 1 n 1
nm + 2 = <2n!ZH> +2:2n!ZH:2L(e—1)n!j.
k=1 k=1

Por tanto, podemos concluir que para toda n > 1, F, (R) admite un
encaje bi-Lipschitz en R™, donde m = 2[(e — 1) n!]. |

Teorema 4.2.2. F, (R™) admite un encaje bi-Lipschitz en R*, donde k =
2(n+1)""" (e —1)n!].

Demostracion. Supongamos que n > 1y m > 2 (elcason > 1y m =1
estd cubierto en el teorema anterior). Aplicando repetidamente el Corolario
4.1.13, veremos que existe un encaje bi-Lipschitz

g:Fy(R™) — F, (R) x -~ x F, (R)

v~

(n+1)" ! —veces
El siguiente diagrama nos da una idea de por qué pasa esto:

F,R™) — F,(R™Y) x..-x F,(R™1') (n+1)— factores

| o]

F, (R™2) x..-x F,(R™?2) (n+1)*— factores

F,(R*) x---x F,(R?) (n+1)"?—factores

||

F,(R) x---x F,(R) (n+1)"""— factores

Aplicando el Teorema 4.2.1 a cada F,, (R) y haciendo uso de la Proposicion
2.2.4, podemos concluir que existe un encaje bi-Lipschitz

m—ld

h:F, R™") — R?x ... x R = R+
—_——
(n+1)™" ! —veces
Donde d = 2| (e — 1) n!].

Finalmente, basta notar que (n4+1)"""d = (n+ 1) (2[(e — 1) n!]) = k.
|
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Corolario 4.2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces F,, (X) admite un
encaje bi-Lipschitz en algin R* si y sélo si X admite un encaje bi-Lipschitz
en algin R™.

Demostracién. Supongamos que existe g : F), (X) — R¥ un encaje bi-
Lipschitz. Por la Proposicion 3.1.11, sabemos que existe f : X — F; (X)
isometria (la cual es un encaje bi-Lipschitz), ademés, como F; (X) C F,, (X),
podemos considerar i : Fy (X) — F, (X), la funcion inclusién. Por tanto,
consideramos h : X — R¥ dada por h = g oi o f. Por la Proposiciéon 2.2.3
concluimos que h es un encaje bi-Lipschitz.

Inversamente, supongamos que existe g : X — R™ encaje bi-Lipschitz
para algin m € N. Por la Proposiciéon 3.1.14 sabemos que, su funcién indu-
cida

g:F,(X)— F,(R™)
es un encaje bi-Lipschitz. Ademas, por el Teorema 4.2.2, sabemos que existe
f: F, (R™) — R¥ encaje bi-Lipschitz, donde k =2 (n+1)""" [(e — 1) n!].

Por tanto, consideremos h : F,, (X) — R* dada por h = f o g, el cual,

gracias a la Proposicion 2.2.3, sabemos que es un encaje bi-Lipschitz. |



Capitulo 5

Retractos Lipschitz y
m-Conexidad Lipschitz

En este dltimo capitulo hablaremos sobre los retractos Lipschitz, retrac-
tos absolutos Lipschitz y m-conexidad Lipschitz. En especial veremos que
R™ es un retracto absoluto Lipschitz y en consecuencia Lipschitz m-conexo
para todo m € N. Sin embargo el resultado principal de este capitulo es el
siguiente:

» F, (R) es un retracto absoluto Lipschitz.

Con ello daremos por cumplidas las promesas hechas al principio de este
escrito (los tres resultados principales) y por ende terminado este trabajo.

5.1. Retractos Lipschitz

Definiciéon 5.1.1. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Diremos que
una funciéon r : X — A es una retraccién Lipschitz, si r es Lipschitz
continua y r (a) = a, para cada a € A.

Definicion 5.1.2. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Diremos que A
es un retracto Lipschitz de X, si existe r : X — A retracciéon Lipschitz.

Definicion 5.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X es un re-
tracto absoluto Lipschitz, si para cada espacio métrico Y y cada isometria
f: X — Y se tiene f(X) es un retracto Lipschitz de Y.
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Definicion 5.1.4. Sean X,Y y A C X. Diremos que F' : X — Y es una
extensién de f: A — Y si Fly = f.

Teorema 5.1.5. [2, Proposicion 1.2, pdg. 17] Sea (X, d) un espacio métrico.
Los siguientes enunciados son equivalentes

(a) X es un retracto absoluto Lipschitz.

(b) Para cada espacio métrico Y y para cada subconjunto Z C 'Y, cada
funcion Lipschitz continua f : Z — X puede ser extendida a una
funcion Lipschitz continua F 1Y — X.

Corolario 5.1.6. Sean X un retracto absoluto Lipschitz y A C X. Si A es
un retracto Lipschitz de X, entonces A es un retracto absoluto Lipschitz.

Demostracion. Sean Y un espacio métrico, Z C Yy f: Z — A Lipschitz
continua. Consideremos g : Z7 — X dada por ¢ = 7 o f donde i denota la
funcion inclusién de A en X. Dado que ¢ es Lipschitz continua, se sigue por
la Proposicion 2.1.3 que g es Lipschitz continua.

Como X es un retracto absoluto Lipschitz y ¢ es Lipschitz continua,
entonces por el Teorema 5.1.5, tenemos que existe G : ¥ — X extension
Lipschitz continua de g.

Por otro lado, como A es un retracto Lipschitz de X existe r : X — A
retraccion Lipschitz. Por tanto consideremos F' : Y — A dada por F' = roG.
Demostraremos que F' es una extension de f, para ello tomemos z € Z,
entonces

F2)=7r(G(2) =r(g(2) =r((iof)(2)) =7(f(2)).

Ademaés, como r : X — A esretracciony f(z) € A, tenemos que r (f (2)) =
f (2), por tanto F'(z) = f (). Como z € Z fue arbitrario, podemos concluir
que F es una extension de f.

Finalmente como r y G son Lipschitz continuas, tenemos que F'lo es (Pro-
posicion 2.1.3). Por tanto como Y, Z, f fueron arbitrarios, podemos concluir
(Teorema 5.1.5) que A es un retracto absoluto Lipshitz. |

i
Proposicion 5.1.7. Sean (X, d;), (Y, ds) espacios métricos tales que X LY.
St X es un retracto absoluto Lipschitz, entonces Y es un retracto absoluto
Lipschitz.
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Demostracion. Sean Z espacio métricoo A C Zy f: A — Y Lipschitz

continua. Como X lg Y sabemos que existe h : X — Y lipeomorfismo, ade-
méas h™!' : Y — X es un lipeomorfismo (Observacion 2.3.3). Consideramos
g: A — X dada por g = h~'o f. Como fy h™! son Lipschitz continuas,
entonces g es Lipschitz continua (Proposicion 2.1.3), asi que por el Teorema
5.1.5 existe G : Z — X extension Lipschitz continua de g.

Finalmente consideramos F': Z — Y dada por F = h o (G, que, por la
Proposicién 2.1.3 es Lipschitz continua. Demostremos que F' es una extension
de f, para ello tomamos a € A, entonces

F(a) = (G (a)) =h(g(a)) =h (k" (f(a))) = f(a).

Como Z, A, f fueron arbitrarios, podemos concluir (Teorema 5.1.5) que
Y es un retracto absoluto Lipschitz. |

Teorema 5.1.8. (extension de McShane-Whitney) Sean (X, d) un espacio
métrico, AC X y f: A— R. Si f es A\-Lipschitz, entonces f admite una
extension F': X — R A-Lipschitz.

Demostracion. Consideramos F' : X — R dada por

F(x)=1inf {f(a)+ M (a,z)}.

a€A

En primer lugar demostraremos que F'|4 = f, para ello tomemos ay € A. Sea
a € A, como f es A-Lipschitz y a,aq € A, tenemos que

| (a) = f (ao)| < Ad(a;ap) .

Lo cual, es equivalente a decir que
= (a,a9) < f(ag) — f(a) < Nd(a,ap) .

Entonces f (ag) < f(a) + A (a, ap).

Como a € A fue arbitrario, podemos concluir que f(ap) es una cota
inferior para el conjunto {f (a) + Ad (a,ap) : a € A}. Por tanto la definicion
de F (ap) implica que f (ag) < F (ag) -

Por otro lado, dado que ag € A, la definicion de F' (ag) implica que

F(ag) < f (ao) + Ad (aog, a0) = f (ao),
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asi podemos concluir que F (ag) = f (ap).

Como ag € A fue arbitrario, se concluye que F|4 = f.

Por ultimo probaremos que F' es A-Lipschitz, sean pues z,y € X. Si
F(x) = F (y), entonces |F (z) — F (y)] = 0 < Ad (z,y), por tanto podemos
suponer sin perder generalidad que F' (z) < F (y), notemos que los siguientes
enunciados son equivalentes

L |F () = F(y)] < M (z,y),
2. F(y) = F(x) <A (z,y),
3. F(y) — M (z,y) < F (z).

Por tanto para ver que F' es A-Lipschitz demostraremos 3. Para ello toma-
mos a € A. Por la definicion de F (y), tenemos que F (y) < f(a) + M\ (a,y),
entonces

F(y) =M (x,y) < f(a)+ Ad(a,y) — Ad(z,y)
= f(a)+A(d(a,y) —d(z,y))

< f(a)+Xd(a,x).

Como a € A fue arbitrario, podemos concluir que F' (y) — Ad (z,y) es una
cota inferior para el conjunto {f (a) + Ad (a,z) : a € A}. Por la definicion de
F (z), obtenemos que F (y) — Ad(x,y) < F (z) para asi concluir que F es
A-Lipschitz. [ ]

Corolario 5.1.9. R es un retracto absoluto Lipschitz.

Corolario 5.1.10. Sean (X, d) un espacio métrico, AC X yf:A:— R™.
St f es A-Lipschitz, entonces f admite una extension F': X — R" que es
A\/n-Lipschitz.

Demostracion. Para cada i € {1,2,...,n}, consideramos la proyeccién
sobre la i-ésima coordenada, es decir la funciéon ¢; : R® — R dada por
@i (r) = z;, donde x = (xq,x2,...,24,...,x,). Para cada i € {1,2,...,n},

consideramos g; : A — R dada por g; = p; o f, dado que ; es 1-Lipschitz y
f es A-Lipschitz, tenemos que g; es A\-Lipschitz (Proposicion 2.1.3), asi, por el
Teorema 5.1.8, tenemos que para cada i € {1,2,... n} existe G; : X — R
extension de g; A-Lipschitz.
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Consideremos la funcion F': X — R”™ dada por
F(z)=(Gy(x),Ge(2),...,Gy(x)).

Proposicion 2.1.4 sabemos que F' es \\/n-Lipschitz. Por tanto resta probar
que F|4 = f. Para ello tomemos a € A. Dado que f(a) € R, escribimos
f(a) = (ay,aq,...,a,), por tanto

F(a) = (Gi(a),Ge(a),...,G,(a))
- (gl (CL),QQ (a)v"'7gn (CL))
= (w1 (f(a),p2(f(a)),...,0n(f(a)))
= (ay,as,...,a,)

= fla).

Corolario 5.1.11. R" es un retracto absoluto Lipschitz.

5.2. Dos herramientas importantes

Para cualquier espacio métrico (X, d) y cualesquiera nimeros enteros po-
sitivos k < n sabemos que Fj (X) C F, (X). Sin embargo no siempre resulta
que Fy (X) es un retracto Lipschitz de F,, (X). Sin embargo, para ciertos
subconjuntos de la recta real esto es posible.

Antes de demostrar este resultado daremos algunas herramientas técnicas
que nos ayudaran para la demostracion de la Proposicion 5.2.2. El cual nos
dice que F,,_; (X)) es un retracto Lipschitz de F,, (X)) cuando X es un intervalo
de la recta real.

Lema 5.2.1. Sea {aj,as,...,a,} CR cona; < ay < --- < a,. Si Definimos
6 (A)=min{a; —a;1:j€{2,3,...,n}},

y para cada k € {1,2,...,n}
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min{0,a, + (n—k)o0(A)}, siap <0.
ay =

max {0, a — kd (A)}, si ap > 0.

Entonces
(a) Siap <0, setiene que 4 < 0 y ar, < Gy para cada k € {1,2...,n}.
(b) Siax >0, se tiene que 4y > 0 y Gy, < a para cada k € {1,2...,n}.
(¢) Gj—1 < a; para cada j € {2,3,...,n}.

(d) Sid(A) =a;—a;—1 para algin j € {2,3,...,n}, se tiene que G;—1 = a;.

Demostracién. Demostraremos en primer lugar (a). La primera desigual-
dad es inmediata, pues por definicion

dr =min{0,a, + (n — k)6 (A)} <O0.

Para la segunda desigualdad, por definicion de a; tenemos los siguientes
casos: 4y =00 ax = (n— k)0 (A). En el caso d; = 0. Como ay < 0, tenemos
que ar < 0 = ay, por lo que a, < di. Por otro lado, si fuera el caso que
ar = (n—k)d(A), dado que (n — k)5 (A) > 0 (pues k <ny d(A) > 0), se

sigue inmediatamente que
Qg Sak—i—(n—k)é(A) de.

Por tanto, en cualquiera de los casos se tiene que a; < dy.
Para demostrar (b) tenemos que la primera desigualdad es inmediata, pues
por definici6n

dk = mAax {0, ap — ko (A)} Z 0.

Para la segunda desigualdad, por definicion de a, tenemos los siguientes
casos: Gy = 00 ax = ap — k0 (A). En el caso 4 = 0. Como a; > 0, tenemos
que Gy = 0 < ag. Por otro lado, si 4, = ar, — kd (A), como ké (A) > 0, se
sigue inmediatamente que G = ax — kd (A) < ag. Por tanto, en cualquiera
de los casos, se tiene que d; < ay.

Para demostrar(c) tomemos j € {2,...,n}. Dado que a;_; < a;j, podemos
distinguir los siguientes casos: a;—1 < a; <0, a;; <0<a; 00 <a;—; <aj.
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B a1 <G <0.

Dado que a; < 0, podemos distinguir los siguientes subcasos a; = 0 o
4; =a;+ (n—j) 6 (A).

[ ] dj = O
Como a;_; <0, se tiene que d¢;_; < 0, se sigue que ¢;1 < 0 = d;.

o 4j=ua;+ (n—7j)6(A).
Notemos que

< ajo1+né (A) =6 (A) + (a5 — aj-1)

= a;+(n—=7)0(4)

Se sigue que
G = min{0,a; + (0 (j - 1))5(A)}
< aja+(n—(j—1))6(A)
< 4.
Por tanto, si a;_; < a; <0, entonces d;_1 < d;.

" a1 <0< a;.
Como aj_; <0, tenemos que d;_; < 0, ademéas como 0 < a;, entonces
0 < é;. Se sigue inmediatamente que @;_; < 0 < d;.
m 0 < aj—1 < aj.
Dado que 0 < a;_1, podemos distinguir los siguientes subcasos: ;1 = 0
(¢} dj—l =aj-1— (j — ]_) ) (A)
[ ] dj—l =0

Como 0 < aj, se tiene que 0 < a;, se sigue que d;_1 = 0 < a;.
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® dj1=a;1—(j—1)5(A4)
Notemos que

G =~ (=18 (A) = aj — o (A) +5(A)

Por tanto, si 0 < a;j_; < a;, entonces d;—1 < d;.

Asi, en cualquiera de los casos se tiene que para j € {2,...,n}; 4,1 < d;.
Por altimo demostremos (d). Dado que a;_; < a;, podemos distinguir los
siguientes casos: aj_; < a; <0, a;_1 <0<a; 00 <a;_1 <a,.

u aj_1<aj§0

Notemos que

aj 1+ (=G —1)0(A) = a1 +nd(A)—=jo(A)+0(A)
= aj1+nd(A) —jo(A) + (a; —aj1)

= a;+(n—7j)0(A).
Se sigue que
min {0,a;_1 +(n—(j —1)) 6 (A)} =min{0,a; + (n —j) 5 (A)}.
Por tanto a;_; = a;.

= aj_1§0<aj

Sabemos por los incisos (a) y (b) que d;_1 < dG;. Supongamos que
Gj—1 < a;, para llegar a una contradiccion. Para ello consideremos los
siguientes casos

L4 dj_l =0= dj.
Es inmediata la contradiccion (0 < 0).
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[} dj_1:0ydj :a]—]é(A)
Es inmediato que 0 < a; — 76 (A), lo cual, es equivalente a decir
que jo (A) < a;. Por otro lado, como 1 < j, se tiene que § (A) <
Jjo (A), por lo que a; —aj_1 = 6(A) < jo(A) < aj. Se sigue
inmediatamente que 0 < a;_1, lo cual es imposible, pues a;_; < 0.

® dj1=a-1+(n—(j—1))d(A)yd =0
Sabemos por cuentas anteriores que a;_; + (n — (5 — 1)) (4) =
aj + (n—j)d(A). Por tanto, a; + (n—j)0(A) < 0, asi a; +
nd (A) < jo(A) < nd(A), se sigue inmediatamente que a; < 0,
pero esto es imposible, pues 0 < a;.

® dj1=a1+(n—(j—1))6(A)yd; =a; —jo(A).
Sabemos por cuentas anteriores que a;_1 + (n — (j — 1)) 0 (A) =
aj + (n—j)0 (A). Por tanto a; + (n —j)d(A) < a; — jé (A), lo
cual, es equivalente a decir que a; +nd (A) —j6 (A) < a; —jo (A),
por lo que nd (A) < 0, lo cual, es imposible.

Estas contradicciones, vinieron de suponer que d¢;_; < d;. Por tanto
Aj—1 = Aj.

L O<a,j_1<aj

Notemos que

Qi — (= D)3 (A) = a;y—jo(A) +3(4)

Se sigue que
C/lj,1 = max {0, aj—1 — (j — 1) 0 (A)} = max {0, a; — j(s (A)} = dj.
En cualquiera de los casos, podemos concluir que si § (A) = a; — a;_1,
entonces d;_; = a. [ |

Proposicién 5.2.2. Sea X un subconjunto conexo y no vacio de R. Enton-
ces, para cualquier n > 2 se tiene que F,_1 (X) es un retracto Lipschitz de

F, (X).
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Demostracion. Supongamos sin perder generalidad que 0 € X (de no ser
asi, bastara con realizar una traslacion). Si A es un subconjunto de X con
cardinal |A| = n consideremos las dos definiciones hechas en el Lema 5.2.1.
Ademas, si A es un subconjunto de X con |A| < n, definimos 6 (4) = 0.
Definimos r : F,, (X) — F,,_1 (X) dada por

{dl,dg,...,dn}, si |A| = n.
r(A) =
A, si |A] < n.
Donde el conjunto {dy, ds, ...,d,} es construido como en el Lema 5.2.1.

Por el inciso (d) del Lema 5.2.1, tenemos que r esté bien definida, ademés
por construccion tenemos que r (A) = A para cada A € F,,_; (X). Por tanto
solo resta probar que r es Lipschitz, para ello probaremos primero que para
cualesquiera A, B € F, (X)

|0(A)—d(B)| <2H (A, B). (5.2.1)
Sean A, B € F,, (X).
» Caso 1. [A| <ny |B| <n.
Es inmediato que |0 (A) — 6 (B)|=0<2H (A,B).

» Caso 2. |[A|=ny |B|] <n.
En primer lugar, dado que |A| = n, podemos considerar
A={ay,ay,...,a,} con a; < ag < -+ < ay.
Supongamos que 2H (A, B) < |6 (A) — 0 (B) |, entonces

H(A,B)<%|5(A)—5(B)\:%5(A).

Por el Lema 3.1.12 tenemos que para cada i € {1,2,...,n}, existe
b € B tal que |a; — b'| < H (A, B). Asi, para cada i € {1,2,...,n},
existe b' € B tal que

- 1

Por tltimo notemos que para cualesquiera i,j € {1,2,...,n}, si i # j,
entonces b' # I/, pues de otra forma tendriamos que

|a2-—aj| < |al—b’|+|bl—a]| <6(A)
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Lo cual es imposible por la definicion de 6 (A). Es inmediato que |B| =
n, lo cual también es imposible pues |B| < n. Esta contradiccion vino
de suponer que 2H (A, B) < |6 (A) — 0 (B)|. Por tanto

|0 (A) —d(B)| <2H(A,B).

= Caso 3. |[A|=n=|B].

En primer lugar, dado que |A| = n = |B|, podemos considerar A =
{ai,a9,...;a,} y B = {by,ba,...;0,} cona; <ay < -+ <a,yb <
by < -++ < by,

Supongamos que 2H (A, B) < [0 (A) — 0 (B)|. Sin perder generalidad
supongamos que o (A) < 6 (B). Entonces

1

H(A,B) < $16(4) =3 (B)| = 5 (5(B) = 6(4)) < %5(3).

N | —

1
Para ¢ = 3 (0(B)—0d(A)) > 0 demostraremos que

o AN B. (by) # 0 para cada k € {1,2,...,n}.

e B. (by—1) N B. (by) = 0 para todo k € {2,...,n}.

Para la primera parte, tomemos k € {1,2,...,n}. Como b, € By
A, B € 2% el Lema 3.1.12 implica que existe a € A tal que |by — a| <
H (A, B). Asi

1
lbp —a| < H(A,B) < 5(5(3)—5(14)).
Por tanto a € AN B. (by).

Para la segunda parte, tomemos k € {2,...,n}. Supongamos que
B. (bx—1) N Be (b)) # (). Entonces, existe p € R tal que |p—by_1| < ey
|p — bg| < &, por tanto

bk — bk—l = |bk —bk_1| < ‘bk —p[ + ]p—bk_1| < 2e < 5(3)

Pero esto es imposible, pues por la definicién de 6 (B), se tiene que
0(B) < b; —bj_y para cada j € {2,...n}. Esta contradiccién vino de
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suponer que Be (by_1)N B (b)) # (. Por tanto, para cada k € {2,...,n}
se tiene que
B. (by—1) N B- (b,) = 0.

Tenemos entonces que

0 a1 <y << Ay, by <by <--- < by,
o ANB. (b) # 0 para cada k € {1,2,...,n}, y

o B. (by—1) N B. (by) = 0 para todo k € {2,...,n}.

Se sigue que ay, € B. (by) para cada k € {1,2,...,n}.

Finalmente probaremos que § (A) no se alcanza para ningin k € {2,...,n},
para ello, tomemos 2 < k < n. Dado que B (by_1) = (—¢ + bg_1,€ + br_1)
y B (bg) = (—& + by, € + by), se tiene que

(—e+b) — (+bp1))| = (—e+by) — (e +bes)
= —2¢+ (b — bg—1)
= (6(4) =4 (B)) + (br — br—1)
> (6(A)=0(B))+4(B)

= 5(A).

Por otro lado, como a1 € B (bg_1) vy ar € B.(by), se tiene que
—e+ by < apy a1 <&+ bg_1, por tanto

(—8 + bk) + (—E — bkfl) < ap — Qp—1
asi
4 (A) < —2e+ (bk - bkfl) = (_5 + bk) + (—8 — bkfl) < ap — ap_1-

Como 2 < k < n fue cualquiera, concluimos que § (A) < ay —ax_; para
toda k € {2,...,n}, lo cual es una contradiccion. La contradiccion vino

de suponer que
2H (A, B) < |6 (A)—4d(B)|.
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Por tanto si |A| = n = | B, se tiene que |6 (A) — 6 (B)| < 2H (A, B),
habiendo cubierto asi todos los casos.

Procedamos a demostrar que para cada A € F,, (X)

H (A r(A) < m}gix lag — dg). (5.2.2)

Sea A € F, (X), entonces tenemos que |A| < n o |A| = n.
» Caso 1. |[A] <n.

Por definicién, tenemos que r (A) = A. Se sigue que

H(A,r(A)=H(AA) zogméx lag — d|.

= Caso 2. |[A| =n.

Dado que |A| = n, podemos considerar A = {ay,as,...,a,}, con a; <
as < --- < a,. Por el Teorema 3.1.13, tenemos que

acA aer(A)

H (A, (A)) = méx {méx d(a,r (A)), mix d(a, A)} .

Por lo que basta probar que

. < ma ol
* mix d(a,r(A)) < méx lax — dg|

. A < ol
o dg&&c) d(a,A) < méx lag — dy|

Para la primera desigualdad, tomemos a; € A paraalgin j € {1,2,...,n}.
Dado que d; € r (A), se sigue que

d(a;,r(A)) < laj — d;| < méx fay, — dx|.

Como a; € A fue cualquieray A es un conjunto finito, podemos concluir
que
ix d A)) < mi — ay.
méx (a,r(A)) < méx lax — dg|
Para la segunda desigualdad, tomemos d; € r(A) para algin j €
{1,2,...,n}. Dado que a; € A, se sigue que

d(a;,A) <|d; —a;| < m’iix lax — dgl-
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Como a; € r (A) fue cualquiera y r (A) es un conjunto finito, podemos
concluir que
max d(d,A) < m}iix lag — dyl.

aer(A)
Por tanto, si |A| = n, entonces H (A,r (A)) < méx lax — ag.

Cubriendo asi los dos casos posibles.
Siguiendo con las desigualdades, probaremos que para cada A € F,, (X)

mlgix lag — ax| < nd(A). (5.2.3)

Sea A € F,, (X), entonces |A| <n o |A] =n.

» Caso 1. |A| <n.
Por definicion, tenemos que 0 (A) = 0 y por tanto ax = d; para cada

ke {1,2,...,n}. Se sigue que

mli—ix lag — ax] =0 =nd (A).

» Caso 2. |[A| =n.

Dado que |A| = n, podemos considerar A = {ay,as,...,a,}, con a; <
g < -+ < ay,.
Sea j € {1,2,...,n} de tal forma que m’fmx |ag—ag| = |a;—a;|. Entonces

tenemos dos casos a; < 0 o0 a; > 0.

[ CLj S 0
Por el Lema 5.2.1 inciso (a), tenemos que a; < d;.

Entonces |a; —d;| = d; —a;. Por otro lado, por definicion, tenemos
que d; < a; + (n—j) 6 (A). Por tanto

rnkéx lag — gl = la; —dj| =d; —a; < (n—j)d(A) <nd(A).
e a; >0

Por el Lema 5.2.1 inciso (b), tenemos que d; < a;.

Entonces |a; —d;| = aj—a;. Por otro lado, por definicién, tenemos
que a; — j6 (A) < a;. Por tanto

m’iix lay — ax| = la; — a;| = a; —a; < jé (A) <nd(A).
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Por tanto, si |A| = n, entonces mléx lax — ax| < né (A).

Cubriendo asi los dos casos.

Teniendo las desigualdades requeridas, procedamos a demostrar que r es
Lipchitz continua. Sean K =6n+1y A, B € F, (X). Si A = B entonces es
inmediato que

H(r(A),r(B))=0=(6n+1)H (A, B).
Por tanto, supongamos que A # B.

= Caso 1. 6(A) <2H (A, B).
En primer lugar, es inmediato que ¢ (B) < 4H (A, B), pues

6(B)=16(B)| = [6(B)+(0(A)—d(A))|
< [0(B)—=6(A)|+1]0(A)]
= [0(B) = d(A)|+4(A)
< 2H (A, B)+2H (A, B) (Por (5.2.1) y este caso)
— 4H(A,B).

Por tanto, tenemos que

H(r(A),r(B) < H(r(A),A)+H(A B)+H(B,r(B))
< n6(A)+ H(A,B)+nd(B) (Por (5.2.2) y (5.2.3))
< 2nH (A, B)+ H (A, B) + 4nH (A, B)
— (6n+1)H (A, B).

= Caso 2. 6 (A) > 2H (A, B).

Como primer paso demostraremos que d (B) > 0. Por definiciéon sabe-
mos que § (B) > 0, si fuera el caso que ¢ (B) = 0, por (5.2.1) tendriamos

que
6(A)=10(A)|=10(A)—6(B)| <2H (A, B).
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Lo cual es imposible, pues 2H (A, B) < 6 (A).

Dado que d(A) > 0y §(B) > 0, se sigue que |A| = n = |B|. Por
tanto, podemos considerar A = {ay,a9,...,a,} y B = {b1,ba,...,b,}
cona; <ag < -+ <a,yb <by<---<b,.

Por otro lado, consideremos ¢ = H (A, B) > 0 (pues A # B). Afirma-

mos que

e BN B.[ag] # 0, para cada k € {1,2...,n}.

e B.[ay]NB: [a;] = 0, para cualesquiera k,j € {1,2...,n} tales que
k+#j.

Para la primera parte, tomemos k € {1,2...,n}. Dado que A, B €
2X v a, € A, por el Lema 3.1.12 sabemos que existe b € B tal que
lar, — b| < H (A, B). Por tanto b € B N B [ay].

Para la segunda parte, tomemos k,j € {1,2,...,n}, con k # j. Su-
pongamos que B [ax] N B:[a;] # 0, entonces, existe p € X tal que
lp—ax| < H (A B)y|p—a;| < H(A B).

Dado que a1 < az < --- < ay, se tiene que 0 (A) < |ag — a;|, por lo que
2H (A,B) <6 (A) < |ay — a;| <l|ar, —p|+ |p —a;| <2H (A, B).

Lo cual, es imposible. Por tanto, para cualesquiera k,j € {1,2,...,n}
tales que k # j, se tiene que B: [ax] N B: [a;] = 0.

Dado que

0 by <by < - < by, a1 <ap<---<ay,
e BN B.Jay] #0. Para cada k € {1,2...,n}, y

e B.lay] N B.[a;] = 0. Para cualesquiera k,j € {1,2...,n} con
k#7.
Se sigue inmediatamente que b, € Bc[ag] y entonces |ar — by| <
H (A, B), para cada k € {1,2,...,n}.
Probaremos que para cada k € {1,2,...,n}

|y — be] < (2n+ 1) H (A, B) (5.2.4)
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Para hacer esto, sea k € {1,2,...,n}.

o q, <0< bk
En este caso |ay — bg| = by — ax, ademés por el Lema 5.2.1, incisos
(a)y (b), se tiene que |dy — by| = by, — g, a < Gy, y by < bg. Por
tanto ) )
|dk—bk]:bk—dk<bk—ak:|ak—bk].

Ademas, dado que b, € B; [ax], podemos concluir que
|Gy, — bi| < |ax —bi] < H(A,B) < (2n+1)H (A, B).

o b <0< ay.
La demostracion es analoga al caso anterior y por tanto, omitire-
mos su demostracion.

e a, <0yb, <0
Sabemos que

dr, = min{0,a,+ (n—k)é(A)}

ar+(n—Fk)§(A) —|ap+ (n—k)5(A)]
2

by = min{0,b,+ (n—Fk)é(B)}

by +(n— k)6 (B) — |bp + (n— k) 6 (B) |
2
Para no hacer més pesada la notacién, llamemos por un momento,

p=ar+(n—Fk)Jd(A) yg=br+(n—Fk)o(B).

Entonces

o=l —(a—ld)| _|(e—a) —(p[—1q)
e = bil = 2 2 '

Asi

2ldy, — bl = (p—q) + (la| — )| < |p—al + |lal — [pl]-
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Dado que ||g| — |p|| <lg —pl = |p — g| se tiene que
2|dy, — by < 2|p — -

Asi concluimos que | — bg| < |p — ¢|. Por tltimo recordando que
p=a,+(n—Fk)6(A) y ¢="0b;+ (n—k)d(B) tenemos que

k= bkl < | (ar+ (n = k)5 (A) = (b + (n— k) 5 (B)) |
< ak = bkl + (n = k) 6 (A) =6 (B)]
< ag — b +n[d (A) =6 (B)]
< H(A B)+2nH (A B) por (5.2.1)
— (2n+1)H(A,B).

e 4, >0y b, >0

La demostracion es analoga al caso anterior y por tanto la omiti-
remos.

Por tanto, sea cual sea el caso, podemos concluir que
|y, — b < (2n+1) H (A, B),
para cada k € {1,2,...,n}, lo cual implica que

mix iy — bel < (2n+1)H (A, B). (5.2.5)

Finalmente, por el Teorema 3.1.13, sabemos que

H(r(A),r(B) = méx{ méx d(d,r(B)), mix d (6,T(A))}.

der(A) ber(B)
Supongamos sin perder generalidad que

H(r(4).r(B) = mis d(d.r(B)).



5.2 Dos herramientas importantes 67

Entonces

Hr(A).r(B) = mix d(ir(B)

= d(a;,r(B)) (para algun j)

IN

jdj — b;| < mix [d, — by

IN

(2n+ 1) H (A, B)
< (6n+1)H (A, B).

Por tanto, en cualquiera de los casos obtuvimos la desigualdad deseada,
por lo que podemos concluir que r es (6n + 1)-Lipschitz. Concluyendo asi
que F,,_; (X) es un retracto Lipschitz de F,, (X) para todo n > 2. [ |

Corolario 5.2.3. Sea X un subconjunto conexo y no vacio de R. Entonces,

para cualesquiera 1 < k < n, se tiene que F}, (X) es un retracto Lipschitz de
F, (X).

Demostracion. Si k = n es inmediato que se cumple la conclusion del
corolario, pues basta considerar la funcion identidad. Por tanto supongamos
que 1 < k < n. Por la Proposiciéon 5.2.2 existen r,,, 7,1, . .., k11 retracciones
Lipschitz

Fo (X) " Fooy (X) 252 258 iy (X) *5 Fe (X))
Sea r : F,, (X) — F} (X) dada por
7" =Tkg4107Tk420--0Ty_107Ty.

Por la Proposicion 2.1.3, sabemos que 7 es Lipschitz continua, ademés para
cada A € F (X), dado que

Fy(X) € Fuyt (X) € - € By (X) € F (X),

se tiene que 7 (A) = A. Por tanto, F) (X) es un retracto Lipschitz de F,, (X).
|
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El siguiente lema también es técnico como lo fue el Lema 5.2.1, pues lo
ocuparemos como una herramienta para poder probar que F,, (R) es Lipschitz
m-~conexo para todo m € N

Lema 5.2.4. Sean (X, p),(Y,d) espacios métricos tales que

» diagm (X) = D < oc.

» B.[y] es un conjunto compacto para cualesquiera e >0 yy €Y.
Si eziste f : X — F, (Y) L-Lipschitz tal que

diam (f (z9)) > 3LD (n—1) para algin xo € X,
entonces, existen g, h: X — F,_1(Y) L-Lipschitz, tales que f = gU h.
Demostracion. Sea xy € X fijo tal que
diém (f (x¢)) >3LD(n—1).
Consideramos
S={EC f(xy): E#0,diam(E) <3LD(|E|—1)}.

Como primera observacion mostraremos que S es un conjunto no vacio. Dado
que f (zo) € F, (Y), se tiene que 1 < |f (x)| < n, por lo que f(xy) # 0.
Tomemos y € f (), entonces {y} C f(xo), ademas es inmediato que

diam ({y}) = 0 =3LD ([{y} |- 1).

Por tanto , podemos concluir que {y} € S.

Dado que (S, C) es un conjunto parcialmente ordenado y finito (pues
f (z0) es finito), tenemos que (S, C) posee un elemento maximal. Sea Fy dicho
elemento.

Para este elemento demostraremos que Ey & f (x0). Dado que Ey € S se
tiene que FEy C f (z9). Supongamos que Ey = f (x9). Como Ey € S, se tiene
que

diam (f (w9)) < 3LD (|f (xo)| —1).

Por otro lado, como f (zg) € F, (Y), tiene que 1 < |f (z9)| < n, por lo
que |f (zo)| — 1 <n— 1. Ademas como 3LD > 0, se sigue que

3LD (|f (xo)| = 1) <3LD (n —1),
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por tanto
diam (f (20)) < 3LD (|f (z0)| — 1) < 3LD (n—1).

Pero esto es imposible, pues por hipotesis diam (f (xg)) > 3LD (n —1). La
contradiccion vino de suponer que Ey = f (xg). Por tanto Ey & f (zo).
Ahora demostraremos que

d(y, Fo) > 3LD para cada y € f (zo) \ Ep. (5.2.6)

En efecto, sea y € f (xo) \ Eop y supongamos que d (y, Fo) < 3LD. Consi-
deramos E = Ey U {y}, veamos que F € S.

= Primero demostraremos que E C f (zg) v E # 0.

E # 0, pues y € E. Por otro lado, como Ey & f(xg) v y € f(x0), es
inmediato que E = EyU{y} C f(xo).

= Ahora demostraremos que diam (E) < 3LD (|E| —1).

Como y & Ey, tenemos que
|E| = [EoU{y}| = |Eol + [{y}| = |Eo| + 1.
Por lo que 3LD (|E| — 1) = 3LD|Ey|. Veamos que
diagm (E) < didm (Ey) + d (y, Ep) .
Sean p,q € E.

e Caso 1. pe Eyy q € Ej.
Como d (p,q) < didm (Ey), se sigue inmediatamente que

d(p,q) < diam (Ey) +d (y, Ep) -

e Caso 2. pe Eyyq=uy.

Como Ej es un conjunto finito, podemos tomar p € FEj tal que
d(y, Ey) = d (y,p). Entonces

d(p,q) = d(p,y) < d(p,p) +d(p,y) < diam (Ep) +d (y, Eo) -

e Caso3p=y=q.
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Asi en cualquiera de los casos tenemos que
d(p,q) < diam (Eo) +d (y, Eo) .

Como p,q € E son cualesquiera, podemos concluir que diam (E) <
diam (Ey) + d (y, Ep), como requeriamos.

Se sigue que
diam (E) < diagm (Ey) +d (y, Eo)
< 3LD(|Ey| —1)+3LD
= 3LD|Ey|
= 3LD(|E|—1).

Por tanto encontramos un conjunto F tal que E € S, By C EF'y E # Ey,
pero esto es imposible, pues Ey € S es maximal. Esta contradiccion vino de
suponer que d (y, Ey) < 3LD. Por tanto

d(y, Ey) > 3LD para cada y € f (x9) \ Fo.

Para poder construir las funciones buscadas, nos auxiliaremos de los si-
guientes dos conjuntos

G = {yeY:d(y E)<LD}.
H = {yeY :d(y, f(x)\ Eo) < LD}.
v probaremos que
(a) GNH = 0.
(b) f(x)NG#D para cada z € X.
() f(&)NH #0 para cada z € X.

Para demostrar (a) supongamos que G N H # (). Entonces existe y € Y tal
que d(y, Ey) < LDy d(y, f(zo) \ Eo) < LD. Como Ey y f(x9) \ Ep son
conjuntos finitos, podemos tomar g € Ey y p € f (z0) \ Eo tales que
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= d(y, Eo) = d(y,q).
- d<y7f<I0) \ EO) = d(y7p)

Por otro lado, como p € f(xo) \ Fo, la desigualdad (5.2.6) implica que
d(p, Ey) > 3LD, ademés como g € Ey, tenemos que d(p, Ey) < d(p,q).
Entonces

d(p.Eo) <d(p.q) < d(p,y)+d(y.q)
= d(y, [ (z0) \ Eo) + d (y, Eo)
< LD+ LD <3LD
< d(p,Ey).

Lo cual, es imposible. Esta contradiccion vino de suponer que G N H # (),
por tanto G N H = (), como requeriamos.

Para demostrar (b), fijemos z € X. Como Ey # () podemos fijar p € Ej.
Demostraremos que existe ¢ € f (z) tal que d (p,q) < LD.

Supongamos lo contrario, es decir: para cada g € f(z), LD < d(p,q).
Como f (z) es un conjunto finito, tenemos que LD < d(p, f (x)), ademas,
como p € f(zo) (pues p € Ey & f(x0)), se tiene que

LD <d(p, f(z)) < nax, d(z, f(x)).

Por el Teorema 3.1.13, el hecho de que f es L-Lipschitz y que didgm (X) = D
se sigue que

max d (z, f (x)) < H (f (z), [ (20)) < L p(,20) < LD.

z€f(zo)

Por tanto LD < H}&(’LX) d(z, f (z)) < LD, lo cual, es imposible. Esta contra-
zef(xo

diccion vino de suponer que LD < d(p,q) para cada ¢ € f(z). Por tanto,
existe ¢ € f (z) tal que d(p,q) < LD, como requeriamos.

Ademas como p € Ey, tenemos que d(q, Ey) < d(q,p) < LD, es decir
q € G. Por tanto concluimos que ¢ € f () N G.
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Finalmente, para demostrar (¢) fijemos z € X. Como Ey & f (zo) po-
demos fijar p € f(x9) \ Ep. Demostraremos que existe ¢ € f (z) tal que
d(p,q) < LD.

Supongamos lo contrario, es decir supongamos que para cada ¢ € f (x),
LD < d(p,q). Como f (x) es un conjunto finito, tenemos que LD < d (p, f (z)).

Considerando que p € f(xg), el Teorema 3.1.13, el hecho de que f es
L-Lipschitz y diam (X) = D, se sigue que

d(p.f (@) < mix d(z.] (@) < H(f @), @) L po.a0) < LD,

Por lo que LD < d(p, f (z)) < LD, lo cual es imposible. Esta contradiccion
vino de suponer que LD < d(p,q) para cada ¢ € f(x). Por tanto, existe
q € f(x) tal que d(p,q) < LD.

Finalmente, como p € f (xq) \ Fo, tenemos que

es decir, ¢ € H. Por tanto, concluimos que g € f (z) N H.

Para cada © € X definimos g(z) = f(z) NG y h(z) = f(x) N H.
Demostraremos que para cada x € X

fz)=g(x)Uh(z). (5.2.7)

Sea z € X. Dado que g(z) = f(x)NG C f(z)y h(z)=f(x)NH C f(x),
se sigue inmediatamente que g (x) U h(z) C f(x). Por tanto, resta probar
que f(x) C g(x)Uh(x). Para ello demostraremos que f (x) C GU H.

Supongamos que f (z) € GU H, entonces, existe y € f (z) tal que y € G
y y & H. Por tanto

» d(y, Ey) > LD.
v d(y, f(zo) \ Eo) > LD.
Como f es L-Lipschitz y diam (X) = D se sigue que
= H(f(z),f(z0)) < LD <d(y,Ep), y
w H(f(x),f(x0)) < LD <d(y, f (z0) \ Ep).

Asi, por la definicion de la métrica de Hausdorff tenemos que
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= f () (d(y, Eo), f (20))-
= f(2) (d(y f (z0) \ Eo) , [ (w0)).
Como y € f (z), tenemos que existen p,q € f (xq) tales que
= d(y,p) < d(y, Eo)-
= d(y,q) <d(y, f (z0) \ Eo).

Esto implica que p € Eq y ¢ & f (z0) \ Fo, asi p € f(z0) \ Eo y ¢ € Ey. Por
tanto

CN
CN

d(y,p) < d(y, Eo) < d(y,q) <d(y, f(x0)\ Eo) < d(y,p)-

Lo cual, es imposible. Esta contradiccion vino de suponer que f () € GUH.
Por tanto f (z) C GU H, como requeriamos.

Finalmente, como f (x) C G U H, intersectando en ambos lados f (z), se
tiene que

f@)=fz)nf(x) € (GUH)Nf(2)
= (f@NG)uU(f(z)NH)
= g(z)Uh(x).
Por tanto, podemos concluir que f (z) = g (z) U h (z), para cada z € X.

Veamos que para cada = € X, g(z),h(x) € F,_1(Y). Sea x € X. Por
construccion, se tiene que g (z) C Y. Por otro lado, como f(z) NG # 0,
tenemos que 1 < |f (z) NG| = |g (z)|. Por tanto resta probar que |g (z)| <
n— 1.

En primer lugar, veamos que g (x) N h(x) = (), en efecto:

gl@)nh(z) = (f2)NnG)N(f(x)NH)
= f@)n(GNH)
= 0 (pues GNH =0).

Por tanto g (z) Uk (2) | = |g ()| + b (2)].
Ademés, como



74 Retractos Lipschitz y m-Conexidad Lipschitz

= |f (@) <n(pues f(z) € F (Y)),y

« 1< [h(x)] (pues f (z) N H #0),

tenemos que

g (2) [+ 1 <|g(@)[+]h(2)| =g (x) Uh(z)|=[f(z)] <n.

Por lo que |g (z)| + 1 < n, lo cual implica que |g (z)| < n — 1. Asi podemos
concluir que 1 < |g(z)| <n—1y g(x) CY, es decir g (z) € F,,_; (V).

La demostracion de que h(z) € F,—; (Y) es similar a la anterior y por
tanto la omitiremos.

Por tltimo, resta probar que g y h son L-Lipschitz. Para ello probaremos
primero que para cualesquiera xq, o € X

H(f (1), f(x2)) < LD < d(G,H). (5.2.8)
Donde d (G, H) denota la distancia entre los conjuntos G y H, es decir
d(G,H)=inf{d(p,q):peGyqe H}.
La primera desigualdad es inmediata pues
H(f (x1), f(x2)) < L p(z1,22) < L diam (X) = LD.

Para la segunda desigualdad consideremos ¢ = LD. Es facil ver que

» G=U{B.[z] : 2 € Ep}.

» H=U{B:[z]: 2z € f(x0)\ Eo}-

Como las bolas cerradas son compactas (por hipotesis) y o, f (zo) \ Ep son
conjuntos finitos, tenemos que G, H son compactos. Por tanto existen p € GG
y q € H tales que d (G, H) = d (p, q). Ademés el hechode quepe Gy qe H
implican que

« d(p, Ey) < LD.
w d(q, f(z0)\ Eo) < LD.

Por otro lado, como Ey v f(xg) son finitos, sabemos que existen p € Ey y
G € f(wo) \ Ep tales que
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. d(pa EO) = d(pazﬁ)
. d(Qaf(‘rO)\EO) = d(Q7é)

Finalmente, como ¢ € f(xo) \ Ey y p € Ep; la desigualdad (5.2.6) y la
desigualdad triangular implican que

3LD < d(q,Ey) <d(¢,p) <d(4,q) +d(q,p)+d(p,p).
Por tanto
3LD < d(q,q) +d(q,p) +d(p,p) < LD+ d(p,q)+ LD.

Y asi LD < d(p,q) = d (G, H), como requeriamos.
Teniendo listas las desigualdades de (5.2.8), empezaremos a demostrar que g
es L-Lipschitz, para ello tomemos z1, x5 € X. Primero demostraremos que

d(p, f(xe) NG) < H(f (1), [f(x2)) paracadape f(x;)NG. (5.2.9)

d(q, f(z1)NG) < H(f(x1), f(x9)) paracada g€ f(z2)NG. (5.2.10)

Para demostrar (5.2.9), tomemos p € f (x1) NG y supongamos que

H(f (21), f(2)) < d(p, [ (22) N G).

Como (Teorema 3.1.13)

H<f<x1>,f<x2>>=max{ mix d(z f (), mix d(w,f<x1>>},

zef(z1) we f(z2)

el hecho de que p € f (z1) implica que

d(p, [ (22)) < H (f (21), f (22)) <d(p, f(22) NG). (5.2.11)

Por otro lado, como f (z3) es un conjunto finito, podemos tomar ¢ € f (x2)
de tal forma que d(p, f (z2)) = d(p,q). Veamos que ¢ € G, pues si ¢ & G,
como

q € f(w2) = g(z2) Uh(x2) = (f (12) NG) U (f (22) N H),
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se tendria que ¢ € f(x9) N H y por tanto ¢ € H. Comop € Gy q € H la
definicion de d (G, H) implicaria que

d(G,H) < d(p,q)
Por la desigualdad (5.2.8) se tendria que

H(f (z1), f (22)) < d(G,H) <d(p,q)-

Y por la desigualdad (5.2.11) tendriamos que

d(p,q) =d(p, f(z2)) < H(f (v1), f (22)) < d(p,q)-

Lo cual, es imposible. Por tanto ¢ € G. Entonces g € f (x2) N G que con la
desigualdad (5.2.11) implican que

Lo cual también es imposible. Esta contradiccién vino de suponer que

H(f (z1), f(z2)) <d(p, f(22) NG).

Por tanto (5.2.9) es valida. La demostracion de (5.2.10) es similar y por tanto
la omitiremos.

Dado que f(z1) NGy f(x2) NG son conjuntos finitos las desigualdades
(5.2.9) y (5.2.10) implican que

L] pe?(lxé{})(ﬁG d (p, f (5132) N G) <H (f <$C1> ) f (:U2>>

e mix d(q.f (@) NC) < H (f (@), f (@)

Asi, por el Teorema 3.1.13, concluimos que
H (g (x1),9(x2)) < H(f (21), f (22)).
Por tanto, anadiendo que f es L- Lipschitz, concluimos que
H (g (21),9(x2)) < H(f (21), [ (22)) < Ld (21, 2) -

La demostracion de que h es L-Lipschitz es idéntica a la de g y por tanto
la omitiremos. |
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5.3. m-Conexidad Lipschitz

Definicién 5.3.1. Sean (X, d) un espacio métrico y m > 0. Diremos que
X es Lipschitz m-conexo, si existe una constante v tal que para cada
n € {0,1,...,m}, cada funcion A-Lipschitz f : S — X (donde A > 0)
admite una extension F : B"*! — X que es yA-Lipschitz, donde S y B»*!
denotan la esfera unitaria y la bola cerrada en R™*! equipada con la métrica
inducida.

i
Proposicion 5.3.2. Sean (X, d;), (Y, dy) espacios métricos tales que X LY.
St X es Lipschitz m-conexo, entonces Y es Lipschitz m-conezxo.

Demostracion. Seann € {0,1,2,...,m}y f:S" — Y A-Lipschitz. Como

X Ig Y, sabemos que existe h : X — Y encaje bi-Lipshitz suprayectivo con
constante K. Ademés por la Observacion 2.3.3 sabemos que h™! : Y — X
es lipeomorfismo con constante K.

Sea pues g : S — X dada por ¢ = h~! o f. Por la Proposicién 2.1.3
sabemos que g es AK-Lipschitz. Como X es Lipschitz m-conexo, existen v
y G : B"" — X extension de g v, AK-Lipschitz. Finalmente consideremos
F :B"" — Y dada por F' = hoG, la cual, por la Proposicién 2.1.3 sabemos
que es v, K2 \-Lipschitz.

Para concluir, probaremos que F es una extension de f, para ello tomamos
xr € S", entonces

F(x)=h(G(x)) =h(g(x)) =h (" (f(2)) = f(2).

Como f fue cualquiera podemos concluir que Y es Lipschitz m-conexo,
donde la constante que requerimos para Y es v = v, K2. |

Lema 5.3.3. Para cadan >1ym >0, F, (R) es Lipschitz m-conezo.

Demostracion. La demostracion la realizaremos por induccién sobre n.
Base de induccién n = 1.

Sean £ € {0,1,...,m}y f:S* — F; (R) una funciéon A-Lipschitz.
Por la Proposicion 3.1.11, existe ¢ : F; (R) — R isometria, consideremos
g:SY — R dada por g = @ o f, como ¢ es isometria, se tiene que g es
A-Lipschitz.
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Como S' C B! y g es una funcién \-Lipschitz, el Teorema 5.1.8 asegura
que existe G : B! — R extension de g que es \-Lipschitz.

Por otro lado, como ¢! : R — F} (R) es isometria suprayectiva basta
considerar F : B! — I} (R) dada por F = ¢! o G, la cual, es inmediato
que es A-Lipschitz.

Por tltimo, sea p € S*. Entonces

Fp)=¢ " (Gp)=¢"(gp)=¢"(¢of)(p)="F(p).

Como p € S’ fue arbitrario, podemos concluir que F|g = f. Por tanto, F es
una extension y\-Lipschitz de f, donde v = 1.

Hipétesis de induccioén.

Sea n > 2. Supongamos que F,_1 (R) es Lipschitz m-conexo, con ello pro-
baremos que F), (R) es Lipschitz m-Conexo. Para ello tomemos ¢ € {0,1,...,m}
y f:S* — F, (R) una funcién A\-Lipschitz.

» Caso 1. Existe zg € S* tal que diam (f (zo)) > 6 (n — 1).

Por el Lema 5.2.4, existen g, h : S* — F,_; (R) funciones \-Lipchitz
tales que f = g U h, asi por hipétesis de inducciéon existen

G:B* —F,_ (R)y H:B"™ — F,_;(R)

extensiones 3 A-Lipschitz de g y h, respectivamente.

Consideramos v : B! — F,, 5 (R) dada por 1 = G U H. Demostra-
remos que 9 es y; A-Lipschitz, para ello tomemos z1, 2o € B‘T!. Por el
Teorema 3.1.13 tenemos que

H W (x1),¢ (xq)) = rnéx{ max d(p,v (x2)), max d(q, (xl))} :

pEY(w1) q€d(x2)

Por tanto, basta demostrar que:

o mix d(p,v(22)) < pAllas — ]
pEY(z1)

o mdx d(q,v(21)) < niAllrr — a2l
q€p(z2)

Para la primera desigualdad, tomemos p € ¢ (z1). Dado que ¢ (z1) =
G (z1) U H (x1), tenemos dos subcasos: p € G (z1) o p € H (7).
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o peG(xy).
Por el Teorema 3.1.13 tenemos que

H (G (x1),G (zq)) = méx{ méx d(z,G(z3)), méx d(q,G (a:l))} :
z€G(z1) weG (z2)
Por tanto, como G es y3A-Lipschitz y p € G (1), se sigue que

d(p,G(z2)) < mdx d(z,G(22))
2€G(z1)

< H(G(11),G (22))
< mAlfey — @]
Por otro lado, como G (z3) C 9 (x3), podemos concluir que
d(p, ¥ (22)) < d(p, G (22)) < M|z — 2.

o pe H ().
De manera similar (ocupando que H es vy A-Lipschitz y H (z3) C
¥ (z2)), podemos obtener que

d(p, ¥ (z2)) < d(p, H (z2)) < mA|[z1 — 22]|.
Por tanto, en cualquiera de los dos subcasos, obtenemos que

d (P, (x2)) < MAl|er — 22l

Como p € 9 (z1) fue cualquiera y ¢ (1) es un conjunto finito, podemos
concluir que
méx d (p, ¥ (r2)) < nA|lzr — z2f].
pEY(z1)

Una demostracion analoga, hace ver que

méax d(q, v (r1)) < 1|z — 29|
q€Y(x2)

Por tanto, podemos concluir que

H (¢ (1) ,9 (22)) < mA[[zr = 22|,
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como requeriamos.

Finalmente como 2n — 2 > n, por el Corolario 5.2.3 sabemos que existe
7 Fop_o (R) — F, (R) retraccion Lipschitz. Sea 7, su constante de
Lipschitz y consideremos F : B! — F, (R) dada por F' = r o .

Por la Proposicion 2.1.3 sabemos que F' es vy -Lipschitz, por tanto
resta probar que F extiende a f, para ello tomemos p € S, entonces

F(p)=r({) = r(GpUH @)

= r(g(p)Uh(p)) (Gy H son extensiones)

= r(f(p) (f=9Uh)
= f(p) (pues r es retraccion yf (p) € F, (R)).

Por tanto, si diam (f (zo)) > 6K (n — 1), podemos concluir que f ad-
mite una extension yA-Lipschitz, donde v es el producto de ~y; con 7.

Caso 2. diam (f (xg)) < 6A(n—1).

Supongamos sin perder generalidad que 0 € f (z() (de no ser asi, bas-
tard con realizar una traslacion). Iniciaremos demostrando que

f (x) € Bgxn (0) para cada = € S (5.3.1)

Tomemos = € S, como f es A\-Lipschitz, tenemos que
H(f (x), f (x0)) < Az — wol| < 2.

Ademas por el Teorema 3.1.13, tenemos que

H(f(x), f(z9)) = méx { max d (z, f (xg)), max d(w, f (x))} :

zef(z) we f(zo)

Sea pues z € f (z), entonces

Como f (z9) es un conjunto finito, podemos tomar w € f (xg) tal que

|z —w| =d(z, f(xg)) < 2.
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Por tanto |z — 0] = |2| < |z — w| + |w| < 2X\ 46X (n — 1), esta tltima
desigualdad se debe a que 0,w € f(xg) y diam (f (zo)) < 6A(n—1).
Por tanto

|z —0] <2XA+6A(n—1) <6A+6A(n—1) =6In.

Por tanto, z € Bgy, (0), asi como z € f (z) fue cualquiera, podemos
concluir que f (x) C Bg, (0).

Para demostrar que f admite una extension, consideramos la funcion
F:B“! — F, (R) dada por

. HMU(HH) S0,

{0} six=0.
Es inmediato que f = Flg, pues dado p € S, como ||p|| = 1, se tiene

i
F ) = llf () = 1 0.

Para demostrar que F' es Lipschitz continua tomemos p,q € B! y
consideremos los siguientes subcasos: p #0y g=00p#0y q#0.

e p#0yq=0.
En primer lugar, como ||p|| {0} = {0}, la Proposicion 3.2.3 implica
que

(o) r@) = 1 (If (L) )

:”mw(fQHO ).

Por otro lado, como f es A-Lipschitz y || Ik

(o)) = (@) ) nim
e

< 2\+ H (f (z0),{0}).

T € S, se sigue que

+ H (f (0),{0})
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Ahora procedamos a probar que H (f (x¢),{0}) < 6A(n —1). Por
el Teorema 3.1.13 tenemos que

H(f (x0),{0}) = méx{ méx) d(z,{0}), max d(w, f (xo))} :

z€ f(xo we{0}

Por tanto, basta demostrar que
o max d(z{0}) <6A(n—1).

z€f(xo)
o max d(w, f (xg)) <6A(n—1).
we{0}
Para la primera desigualdad, tomemos z € f (xy). Como 0 € f (z0)
y diam (f (zg)) < 6\ (n — 1), se sigue que

d(z,{0}) = |z = |z = O] < didm (f (x0)) < 6A(n—1).

Dado que z € f (xg) fue cualquiera y f (x¢) es un conjunto finito,
podemos concluir que

mix d(z,{0}) <6A(n—1).

2€ f(zo)
Para la segunda desigualdad, tomemos ¢ € {0}, entonces ¢ = 0,
como q € f (xg), se sigue que d(q, f (x9)) =0 < 6A(n—1).
Asi

gée{i(:;(} d(w, f(xg)) <6A(n—1).

Por tanto H (f (z9),{0}) < 6A(n — 1), como requeriamos.
Se sigue que

H(F(p),F(q) < llpll A+ H (f (20),{0}))

[Pl (A + 6X (n — 1))

IN

< lpl[ (6A +6A (n — 1))
= [Ipl[6An
< |lpll6A (n + 1)

= 6A(n+1)[lp—dql|
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Es decir F es 6\ (n + 1)-Lipschitz.

e p#0yq#0.

En primer lugar, tenemos que

H(F(p),F(q) =

(1wl (g ) s ()

Lo cual, es menor o igual a:

a (i (o) (i) ) oo Comir ) () )

Por otro lado, el hecho que f es A-Lipschitz y la Proposicién 3.2.3

implican que

(i (o) s () ) = o (2 () i

p q

< llpll» —————H
Ilpll  lqll
ipll Tall

A
= mmwmm—mme

Afirmamos que || pllgl| — gllpll || < 2ll4ll [[p — gl|- Llamemos
r1 = ||p|| ¥ m2 = ||¢||- Entonces

|[pra — qr]|

<

|lpra = gra|[ + [[gr2 — qri]|
ra| [lp = al| + |1 — 72| [lq]]
2 ||p = ql| + 72 [r1 — 7o
r2 |lp—all + 72 [|lp — 4|

2ry |lp — ql| = 2|lql| |Ip — qll-

))
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Por tanto, podemos concluir que:

i (1l () oty () ) <2l a2

Finalmente probaremos que

a1 (1oly () il (7)) < ovllo—all. - 533

Llamemos m = [|p||, 2 = ||q|| y = = 1 Por el Teorema 3.1.13

gl

tenemos que

H(rif (z),raf () = méx{ max d(z,rof (), méx d(w,rf (z))} :

z€r f(x) wers f(x)

Por tanto, basta probar que

o maf(( )d (z,m2f (x)) < 6An|lp —q||.
zeryf(x

o max d(w,rf(z)) <6An|lp—q|
wery f(x)

Para la primera desigualdad, tomemos z € 71 f (x). Entonces z =
r1p para algin p € f (x). Consideramos w = rop € 1o f (x), enton-
ces

d(z,r2f (2)) < |z —w| = |rip —rop|

= P[] [r1 — 72
< 6An|ry — ol (5.3.1)

< 6An|lp —q||.

Como z € rf (x) fue cualquiera y 1 f (z) es un conjunto finito,
se tiene que

mdx d (2,2 (2)) < 6nllp — gl
zeri f(x)

Una demostracion similar hace ver que

méx )d(w,hf () < 6An[lp —ql|-
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Por tanto, podemos concluir que

H (rof (x),r2f (x)) < 6An[lp — gl

Asi, por las desigualdades (5.3.2) y (5.3.3), tenemos que

e F@) = (Il () D ()

< 2M||p — ql| + 6 n|lp — 4|
< 6A[lp — || + 6An[|p — 4|

= 6A(n+1)lp—dqll
Es decir, F' es 6\ (n + 1)-Lipchitz.

Por tanto, si didm (f (xz¢)) < 6A(n — 1), podemos concluir que f ad-
mite una extension yA-Lipchitz, donde vy =6 (n+1).

Asi, sea cual sea el caso: diam (f (zg)) > 6A(n—1) o diagm (f (xg)) <
6\ (n — 1), tenemos que F), (R) es Lipschitz m-conexo. |

5.4. Una tultima promesa por cumplir

En esta tltima seccion hablaremos un poco (casi nada) sobre los espacios
métricos completos, enunciaremos unos pocos resultados que necesitamos
para demostrar nuestra tltima promesa, sin embargo no se demostraran pues
salen de los intereses de este escrito.

Definicion 5.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X es com-
pleto si toda sucesion de Cauchy en X converge a un elemento de X.

i
Observacién 5.4.2. Si X,Y son espacios métricos con X 2y y X es
completo, entonces Y es completo.

El siguiente teorema nos habla sobre completitud y la relacion que ésta
guarda entre un espacio métrico y su enésimo producto simétrico. Sin em-
bargo no se demostrara pues sale de los propositos de este escrito. Para una

demostracion de este teorema el lector puede consultar |1, Teorema 4.19, pag.
75|
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Teorema 5.4.3. Sean (X, d) espacio métrico y n € N. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes

(a) X es completo
(b) F,(X) es completo.

Por tltimo enunciaremos un resultado que ocuparemos para finalizar este
escrito. De igual manera se dejara la referencia para consultar la prueba de
éste.

Teorema 5.4.4. [8, Corolario 1.7] Sea (X,d) un espacio métrico completo.
Los siguientes enunciados son equivalentes

(a) Eziste una constante v tal que para cada A C R™, cada funcidn \-
Lipschitz f : A — X puede ser extendida a una funcion F: R" — X
YA-Lipschilz.

(b) X es Lipschitz (n — 1)-conexo.
Teorema 5.4.5. F,, (R) es un retracto absoluto Lipschitz.

Demostracion. Sea h : F,, (R) — R™ el encaje construido en el Teorema
4.2.1, lamemos A = h (F,, (R)) C R™.

Dado que R es completo por el Teorema 5.4.3 tenemos que F,, (R) es
completo. Ademés como h es encaje bi-Lipschitz por la Observacion 2.3.5
tenemos que

F,(R) 2 h(F, (R)). (5.4.1)

Por tanto, por la Observacion 5.4.2, se tiene que h (F), (R)) es completo.
Por otro lado sabemos que F,, (R) es Lipschitz m-Conexo (Lema 5.3.3). Asi
por (5.4.1) y la Proposicion 5.3.2, tenemos que h (F), (R)) es Lipschitz m-
COnexo .

Consideremos ids : A —> A (la cual es 1-Lipschitz). Como A es completo
y m-conexo, existe una constante vy r : R™ — A extension -Lipschitz de
ida (Teorema 5.4.4), por tanto se tiene que A es un retracto Lipschitz de R™
(la retraccion Lipschitz es r).

Por 1dltimo, como A es un retracto Lipschitz de R™ y éste es un retracto
absoluto Lipschitz (Corolario 5.1.11), se sigue que A es un retracto absoluto
Lipschitz (Corolario 5.1.6). Por tanto, por (5.4.1) y la Proposicion 5.1.7,
concluimos que F,, (R) es un retracto absoluto Lipschitz. [
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