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Introduccion

Un espacio de Keller es un subconjunto convexo de un espacio topoldgico
vectorial que es afinmente homeomorfo a un subconjunto convexo, compacto
y de dimension infinita del espacio de sucesiones ¢5. En 1931, Keller probd
en [5] que todo espacio de Keller es homeomorfo al cubo de Hilbert. Este
importante resultado de topologia de dimensién infinita se conoce como el
Teorema de Keller.

En 1955, Klee us6 el Teorema de Keller para dar una clasificacién to-
poldgica de los subconjuntos convexos, cerrados y localmente compactos de
un espacio de Banach. Demostré en [6] que cada uno de dichos subconjuntos
debe ser homeomorfo a I'™ x R™ o a I x R, para ciertos nimeros cardinales
0<n<Nyy0<m <Ny Nos referiremos a este resultado como el Teorema
de Klee.

Si A es un subconjunto convexo de un espacio vectorial, llamaremos cono
caracteristico de A al conjunto

CCA:{yeX\existexeXtalquex—i-R*ygA}.

En 1964, Bessaga y Klee describieron las posibilidades topoldgicas para un
cuerpo convexo cerrado en un espacio topoldgico vectorial arbitrario. En [7],
demostraron que cada cuerpo convexo cerrado U en un espacio X debe ser
homeomorfo a cc U x I, para cierto m € NU{0}, o a un semiespacio cerrado
de X.

El propédsito del presente trabajo es dar una demostracion detallada de
estos resultados concernientes a la estructura topoldgica de conjuntos con-
vexos; es decir, los teoremas de Keller y Klee y la clasificacion de Bessaga y
Klee.

En el capitulo 1 se recuerdan algunos conceptos y resultados basicos de
andlisis funcional y topologia. Se introducen las nociones de funciones soporte
y cono caracteristico, que se usaran en el resto del texto, y de convexidad
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viii INTRODUCCION

eliptica, necesaria para la demostracion del Teorema de Keller. Se desarrollan
algunas propiedades de la funcional de Minkowski y de pseudonormas, las
cuales se utilizaran mas adelante para el estudio de la clasificacién de Bessaga
y Klee.

El capitulo 2 se dedica a la demostracién del Teorema de Keller.

En el capitulo 3 se desarrolla la clasificacién topoldgica de Bessaga y
Klee. Las proposiciones en este capitulo tienen demostraciones muy largas,
por lo que al final de éste se incluye un resumen para enfatizar los resultados
obtenidos.

El capitulo 4 se dedica al Teorema de Klee. En la primera seccién se
prueba que los casos indicados en el teorema son topolégicamente distintos,
para cada par de nimeros cardinales 0 < n < Ny y 0 < m < N.

Posteriormente, para la demostracién del Teorema de Klee se conside-
ran dos casos: los subconjuntos que tienen dimensién finita y los que tienen
dimensién infinita. Los primeros resultan ser cuerpos convexos cerrados en
cierto espacio topoldgico vectorial, por lo que la clasificacién de Bessaga y
Klee del capitulo 3 proporciona los resultados necesarios para la prueba de
este caso. En la segunda seccién del capitulo 4 se demuestran las proposi-
ciones requeridas para el caso en el que los subconjuntos tienen dimension
infinita.

Finalmente, en la tercera seccién del capitulo 4 se recapitulan los resulta-
dos obtenidos en el capitulo 3 y en la seccién 4.2, y se demuestra el Teorema
de Klee.

Como varias de las demostraciones en este trabajo son muy extensas, se
omitieron algunas cuentas de ellas para facilitar su lectura. Estas cuentas se
incluyen en un apéndice al final del texto.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar los resultados y nociones prelimi-
nares que se utilizaran a lo largo de esta tesis. Comenzaremos introduciendo
la notacién que se usara.

Si X es un espacio topolégico y A es un subconjunto de X, denotaremos
como A, int A y A a la cerradura, el interior y la frontera de A en X,
respectivamente.

Todos los espacios vectoriales que consideraremos seran sobre el campo
R. Dados un espacio vectorial X y A C X, denotaremos como span A al
subespacio de X generado por A. Ademas, dados puntos x,y en un espacio
vectorial escribiremos

[z;y| ={sz+ty|s,te[0,1],s+t=1},

(z;y) ={sv+ty|st€(0,1),s+t=1}.

Todos los espacios topolédgicos vectoriales que consideraremos seran espa-
cios de Hausdorft.

Si (X, d) es un espacio métrico, z € X y € > 0, denotaremos por B. () y
B. (z) a las bolas abierta y cerrada, respectivamente, con centro en z y radio
e. Es decir,

B.(x)={y € X |d(z,y) <e} y B:(z)={y€ X |d(z,y) <e}.
Finalmente, usaremos el simbolo R* para denotar el conjunto
{teR|t>0}.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1. Resultados basicos

Definicién 1.1.1. Sea C' un subconjunto de un espacio vectorial. Diremos
que C' es convexo si sz + ty € C para cada z,y € C' y s,t > 0 tales que
s+t=1.

A continuacién recordaremos algunas nociones y resultados clasicos de
analisis funcional. Las demostraciones de éstos pueden consultarse en [3].

Definicién 1.1.2. Sea X un espacio topoldgico vectorial. Se dice que una
funcional f : X — R es sublineal si

1. f(tx) =tf(x) paraz e X, t € RT,

2. flet+y) < f(2)+ f(y) paraz,y € X.

Teorema 1.1.3 (Hahn-Banach). Sean M un subespacio de un espacio to-
pologico vectorial X, p : X — R sublineal y f : M — R lineal tales
que f(z) < p(x) para cada x € M. Entonces, existe una funcional lineal
F:X —>Rtalque F [y=fy

—p(—x) < F(x) <p(x) para cada x € X.

El siguiente teorema de separacion es consecuencia del Teorema de Hahn-
Banach.

Teorema 1.1.4 (Teorema de separacion de Hahn-Banach). Sean A y B sub-

conjuntos convexos, no vacios y disjuntos de un espacio topologico vectorial
X.

(i) Si A es abierto en X, entonces existen f: X — R lineal y continua y
t € R tales que f(a) <t < f(b) para cada a € A, b€ B.

(11) Si A es compacto, B es cerrado en X y X es localmente convexo,
entonces existen f : X — R lineal y continua y t,s € R tales que
fla) <t<s< f(b) para cada a € A, b € B.

Definicién 1.1.5. Un espacio normado (X, ||-||) es un espacio de Banach si
es completo.

Teorema 1.1.6 (Teorema de la funcién abierta). Sean X, Y espacios de
Banach yT : X — 'Y lineal, continua y suprayectiva. Entonces, T es abierta.
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Teorema 1.1.7 (Teorema de la grafica cerrada). Sean X, Y espacios de
Banach y T : X — Y lineal. Si {(z,T (z)) € X XY | x € X} es cerrado en
X XY, entonces T es continua.

Teorema 1.1.8 (Teorema del punto fijo de Banach). Sean (X, d) un espacio
métrico completo no vacio y f : X — X una contraccion estricta. Es decir,
existe k € (0,1) tal que d(f (z), f(y)) < kd(x,y) para cada x,y € X.
Entonces, hay un tinico xg € X tal que f(xg) = xg.

Corolario 1.1.8.1. Si X es un espacio de Banach y f : X — X es una
contraccion estricta, entonces F': X — X definida por F (x) = x + f(x) es
un homeomorfismo.

Demostracion. Para cada y € X sea f, : X — X dada por f,(z) =
y — f(z). Como f es una contraccién estricta, cada f, también lo es, pues
1fy () = fy ) = If (x) = f (2)|| para z, 2z € X.

Asi, debido al Teorema 1.1.8 podemos definir G : X — X de manera que
G (y) es el tnico punto fijo de f, para cada y € X.

Tomemos x € X. Entonces f,; ) (x) =+ f (x) — f (z) = «, por lo que
x es el tnico punto fijo de f, ). Esto implica que

v =Gx+ f(z) =G (F(z)).

Por otra parte, ya que G (z) es un punto fijo de f,, se tiene que x— f (G (x)) =
G (z). Asl, x =G (2) + f (G (v)) = F (G (x)).

De lo anterior concluimos que G es la funcién inversa de F'. Ademas, para
cada z1, 29 € X, G (z1) y G (x2) son puntos fijos de f,, y fa,, respectivamen-
te. Por lo tanto,

|G (21) = G (22)]| = |lz1 — (G (1)) — 22 + f (G (22))]]
<z — 2ol + [ f (G (1)) — £ (G (22))]]
< |lz1 — 2ol + k(|G (21) — G (22) ]|

para algin k € (0,1), pues f es una contraccién estricta. Entonces, tenemos
que ||G (z1) — G (z2)| < 1= |z1 — 22| para cada z1, 25 € X, por lo que G
satisface la condicion de Lipschitz y por lo tanto es continua.

Asi, se tiene que F' tiene una funcion inversa y continua. Como ademas
F' es continua (pues f lo es, porque es una contraccién estricta), F' es un
homeomorfismo. O



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.9. Un espacio topoldgico vectorial es un espacio de Fréchet
si es localmente convexo y existe una métrica completa e invariante bajo
traslaciones que induce su topologia.

Teorema 1.1.10. Sea X un espacio topologico vectorial localmente convexo.
St X tiene una base numerable, entonces existe una métrica d en X que
induce su topologia, es invariante bajo traslaciones y todas las bolas abiertas
en (X, d) son convezas.

Lema 1.1.11. 57 X es un espacio de Fréchet separable, existe un conjun-
to {fn: X = R |n €N} de funcionales lineales y continuas que separa los
puntos de X.

Demostracion. Como X es metrizable y separable, X es segundo numerable.
Asi, ya que ademads X es localmente convexo, debido al Teorema 1.1.10 existe
una métrica d en X que induce su topologia y tal que las bolas abiertas en
(X, d) son convexas.

Entonces, como (X, d) es separable, tiene una base numerable B formada
por bolas abiertas, y por lo tanto convexas. Consideremos

A={(A,B)eBxB|ANB=0}.

A es numerable, por lo que A = {(A,, B,) | n € N}. Paratodan € N, A,
y B, son no vacios, ajenos, convexos y abiertos en X. Asi, por el Teorema
1.1.4, existen f,, : X — R lineal y continua y t € R tales que f (a) <t < f (b)
para cada a € A,, b € B,,.

El conjunto {f, : X — R | n € N} separa los puntos de X, pues si z,y €
X y x # vy, existen U,V € B ajenos tales que z € U y y € V. Entonces,
(U, V) = (A, Br) para alguna k € N,y fi (z) < fi (y). O

Definicién 1.1.12. Un espacio de Banach (X, ||-||) es un espacio de Hilbert
si existe un producto escalar (-,-) : X x X — R tal que ||z|* = (z, ) para
cada r € X.

Proposicion 1.1.13. Sea X un espacio de Hilbert separable. Entonces, todo
subconjunto ortonormal de X es numerable.

Demostracion. Sea B un subconjunto ortonormal de X. Entonces, para cada
b1, by € B tales que by # by se tiene que

161 — ba||* = (b1 — ba, by — ba) = (by, by) + (b2, ba) = [|by||” + [|b2]|* = 2,
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y por lo tanto ||b; — by|| = v/2.

Sean D = {d; | i € N} un subconjunto denso en X, y ¢ = ‘/75 Asi, si
i € Ny by, by € BNB, (d;), entonces ||b; — by|| < 22 = v/2, y esto implica que
by = by. Por lo tanto, puede definirse f : {d; € D | BN B.(d;) # 0} — B,
donde f (d;) es el tnico elemento en B N B. (d;).

Ya que D es denso en X, para cada b € B existei € N tal que ||b — d;|| < ¢,
y de esto se sigue que f es suprayectiva. Entonces, como D es numerable, B
también lo es. ]

Lema 1.1.14. Sean X un espacio vectorial y A C X convezxo y simétrico con
respecto al origen. Si xy,...,x, € A, A,..., N\, € R y existe j € {1,...,n}
tal que \; # 0, entonces

—Z%l Ai oy
> iet Al
Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Aq,..., Ay < 0,
para 0 < k < n. Entonces,
Z?:l )\ZZIJZ _ —)\1 (—l’l) — ... — )\k (—ZL‘k) —|— )\k—i-lxk:-i—l —|— Ce —I— )\nl‘n
Z:L:1|)\z| .S T VAT S VARSI S . ’

Como A es simétrico con respecto al origen, se tiene que

—X1y .y =Ty Tpa1y-- -, Tp € A.
Por lo tanto, ya que A es convexo, —Ay, ..., =Xk, a1, -5 A >0y
_/\1_---_>\k+/\k:+1+~-+)\n_1
s B VA A ’

entonces "oy
—Zfl € A.
2 im1 Al
O
Proposicion 1.1.15. Sean X wun espacio de Hilbert separable y A C X
convexo y simétrico con respecto al origen. Supongamos que spanA tiene

dimension algebraica infinita. Entonces, existe un subconjunto M de A que
es infinito numerable y ortogonal maximal. Es decir,

(1) (x,y) =0 para cada x,y € M, x # y,
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(1)) Stz € A es tal que (x,y) =0 para cada y € M, entonces x = 0.

Demostracion. Existe a € A, pues spanA tiene dimensién infinita. Como A
es simétrico con respecto al origen, se tiene que —a € A; y ya que A es
convexo, entonces 0 € A. Esto implica que existe un subconjunto de A que
es ortogonal.

Consideremos la familia

F ={B C A| B es ortogonal} .

Tenemos que F es un conjunto parcialmente ordenado por la contencién, y
es no vacio porque A tiene un subconjunto ortogonal. Sea C = {B) | A € A}
una cadena en F. Entonces (J ., Bx es una cota superior de C. Ademas,
como By, C A para cada A € A, se cumple que

U B, C A.
AEA

Por otro lado, si z,y € (J,c, Bx, entonces x,y € By para alguna A € A, pues
C es una cadena. Como B) es ortogonal, (z,y) = 0. Por lo tanto, | J,., B es
ortogonal.

Asi, toda cadena en F tiene una cota superior perteneciente a F vy, por
el Lema de Zorn, F tiene un elemento maximal, digamos M. Notemos que
debe ocurrir que 0 € M, pues 0 € Ay M U {0} es ortogonal.

Ahora, como M es ortogonal, se cumple que (z,y) = 0 para cada x,y €
M, x #y. Ademas, si z € A es tal que (z,y) = 0 para cada y € M, entonces
M U {z} € F. Esto implica que x € M, pues M es un elemento maximal.
Por lo tanto, en particular (z,z) = 0, y entonces x = 0. De esta manera,
se cumplen las condiciones (i) y (i7), y asi M es un subconjunto ortogonal
maximal de A.

Ademas, de la Proposicién 1.1.13 se sigue que

, m
= { g Imean o}
es numerable. Como M\ {0} es ortogonal, es linealmente independiente. En-
tonces |M\ {0} = |M'|, y por lo tanto M es numerable.
Por otra parte, si M fuera finito, digamos M = {0, my, ..., m,}, el hecho
de que span A tiene dimensién algebraica infinita implica que M\ {0} no
podria ser una base para span A, por lo que existiria m,; € A tal que
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{mi,...,mu41} fuera linealmente independiente. Aplicando el proceso de
Gram-Schmidt, se tendria un conjunto ortogonal y linealmente independiente
{ml, e My, m;H}, donde

n

/ <mn+17 ml)
My = Mgl — E ——————"m; € span{my, ..., My41}.
— (m;,m;)
i=1
Es decir, m/,; = S_1"  aym; para ciertos i, ..., a,11 € R. Sea
m,
" n+1

mp, 4 = ————.
n+1 n+1
iy |l
/ " K
Como {ml, e ,mn,mn+1} es ortogonal y m;_ ; es un multiplo escalar de
!/
m, ., entonces

" "
MU {mn+1 = {0,7711,...,7%,7)1”+1

es ortogonal. Ademas, ya que A es convexo y simétricoy mq,...,m,41 € A,
por el Lema 1.1.14 tenemos que m/ , € A. Por lo tanto, M U {meH} € F,

y la maximalidad de A implica que m. ,, € M. Pero esto es una contradic-

cién, por la definicién de m;_; y porque {ml, ey My, M, +1} es linealmente
independiente.

Asi, M es infinito numerable, y es un subconjunto ortogonal maximal de
A. O

Definicién 1.1.16. Sean A y B subconjuntos convexos de los espacios vec-
toriales topoldgicos X y Y, respectivamente. Una funcién g : A — B es
una transformacion afin si preserva combinaciones convexas. Es decir, si
Ty,..., 2y €A ty, ..., t, e RY y Y t; =1, entonces

g (Z tixi) = Z tig () .

Si ademds g es un homeomorfismo, se dice que A y B son afinmente
homeomorfos (en este caso g~ también es una transformacién afin).

Teorema 1.1.17. Sea A un subconjunto convexo y compacto de un espacio
topoldgico vectorial X . Supongamos que existe un conjunto {f, | n € N} de
funcionales lineales y continuas definidas en X que separa los puntos de A.
Entonces, A es afinmente homeomorfo a un subconjunto convexo y compacto
de (5.



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. Como A es compacto y cada funcional f,, es continua, a, =
sup{|fn (z)| | x € A} < oo para cada n € N. Consideremos ¢, : X — R
definida por

fn

n(a, + 1)
para cada n € N. Entonces, sup {|g, (z)| | 2 € A} < L para todan € N, cada

g es lineal y continua y {g, | n € N} separa los puntos de A.
Sea h : A — {5 dada por h(z) = (g, (z)). Ya que

gn =

[ee] o0 1
Z g ()] < Z 3 < 00 para cada x € A,
n=1 n=1

h estd bien definida. Debido a que cada g, es lineal, h también lo es, y
en particular es una transformacion afin. Asi, como A es convexo, h(A) es
convexo.

Sea x € A. Dada € > 0, existe N € N tal que ZZO:N+1 % < % Ademas,
ya que cada g, es continua en A, existe U C A abierto tal que z € U y, si
u € U, entonces

gi (2 —w)| = |gi (x) = g; (u)| < ——, paracadai=1... N.

(2N)*
Por lo tanto, si u € U, como sup{|g, ()| | z € A} < % para cada n € N,
entonces |g, (z — )| = |gn () — g (v)] < 2. De esta manera,
00 N 00
2 2 2
Dolgn—w)P =) lgn (@ =)+ Y |gn(x —u)
n=1 n=1 n=N+1
<62+ e <€2 62—52
2 2 2 7
n=N+1
y asi

2

17 () = h ()]l = [[(gn (z = w))|l = (Z |9n (OJ—U)IQ) <e

De lo anterior concluimos que h es continua. Ademds, ya que {g, | n € N}
separa los puntos de A, h es inyectiva. Por lo tanto, como A es compacto y
{5 es un espacio de Hausdorff, h : A — h(A) es un homeomorfismo, y h (A)
es compacto y convexo. O
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El siguiente teorema nos permitira establecer que, si n € N, la topologia
usual de R™ es la unica que un espacio topolégico vectorial de dimension n
puede tener. En [3, Teorema 1.21] puede encontrarse la demostracién de este
teorema para el caso en el que se tiene un espacio complejo, y la prueba para
el caso real es idéntica.

Teorema 1.1.18. Sean X un espacio topolégico vectorial y'Y un subespacio
de X de dimension algebraica n > 1. Entonces todo isomorfismo h : R® — Y
es un homeomorfismo.

Notemos que si X es un espacio topoldgico vectorial de dimension alge-
braica n > 1y {x1,...,2,} es una base de X, por el teorema anterior se
tiene que h : R" — X, definida como h (aq,...,ap) = cqxy + ... + @y, €s
un homeomorfismo. Entonces, X = R".

Definiciéon 1.1.19. Sea A un subconjunto de un espacio vectorial X. El
casco convexo de A, que denotaremos por conv A, se define como

n n
convA:{Zaixi\nEN, Ti,..., 0 €A, ag,...,0, >0y Zaizl}.
i=1

=1

Definicién 1.1.20. Si X es un espacio vectorial y xg, x1,...,z, € X, di-
remos que g, x1,...,T, son afinmente independientes si para cualesquiera
ai,...,q, € R tales que

n n

g a;x; =0y g a; =0

=1 =1
se cumple que a; = 0 paracadai=1,...,n.

Recordemos que los vectores zg, x1, ..., x, es un espacio vectorial X son

afinmente independientes si y sélo si z; — g, ..., 2, — o son linealmente
independientes.

Proposicion 1.1.21. Sea X un espacio topolégico vectorial de dimension

algebraica finita n > 1. Si xq,..., 2,01 € X son afinmente independientes,
entonces int (conv {zy,...,x,11}) # 0.
Demostracion. Como x1—=x,41, ..., T, —Tye1 son linealmente independientes

y X tiene dimensién algebraica n, {x1 — Typ41,..., %y, — Tpy1} €s una base
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para X. Asi, h : R" — X, definida como h (ay,...,a,) = a3 (€1 — Tpy1) +
.+ ay (T, — Tpy1), es un homeomorfismo.
Entonces, f : R” — X, dada por

flag,...;an) =y + ...+ ape,+ (11— — ... — ay) Tpya,

es un homeomorfismo, pues es la composicién de h con una traslacién en X.
Observemos que f (0) = x,41 v f (e;) = x; para cada i € {1,...,n}, donde
{e1,...,e,} es la base candnica de R". Asi, ya que f es lineal, tenemos que
f(conv{ey,...,en,0}) =conv{zy,...,zn1}.

Sea,

A:{(al,...,an)GR"|a1,...,an>Oy Zai<1}.

=1

Como cada proyecciéon de R™ en R es continua, y por lo tanto la funcién
(a1, ... 0p) = Z?Zl «; es continua, A es abierto en R”, pues es la intersec-
cién de la imégenes inversas de (0,00) y (—o0, 1) bajo funciones continuas.
Entonces, ya que A es no vacio y abierto en R" y A C conv {ey, ..., e,,0},
int (conv {ey,...,e,,0}) # 0. Por lo tanto, int (conv {x1, ..., z,41}) # 0, pues
conv{ey,...,e,, 0} Zconv{xy, ..., Ty} ]

1.2. Dimensién de un espacio topolégico

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio topolégico normal y n € N U {0}.
Denotaremos la dimension de X como dim X. Diremos que dim X < n si
para todo A C X cerrado y toda funcién continua f : A — S" existe una
extensién continua g : X — S™.

Definimos dim X = —1si X = (), dim X = n si dim X < n y no se cumple
que dimX < n —1, y dimX = oo si para toda m € N no se cumple que
dim X < m.

Se cumple que:
1. La dimension es invariante bajo homeomorfismos.
2. dimR"™ = n para cada n € N.

3. Si X es un espacio topolégico normal y A es un subconjunto F, de X,
entonces dim A < dim X.
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Las demostraciones de las propiedades anteriores no se incluirdn, pues
rebasan los alcances de esta tesis. Pueden consultarse en [4].
Notemos que B"”, la bola unitaria en R", tiene dimensién n para cada

n €N, ya que {x € R" | ||z|| < 1} es homeomorfo a R™ y es un subconjunto
F, de B".

Teorema 1.2.2. Sea X un espacio topologico vectorial.

(1) Si'Y es un subespacio vectorial de X de dimension algebraica n, en-
tonces dimY = n.

(1)) Si A C X es convexo y normal, 0 € A y A tiene dimension finita,
entonces span A tiene dimension algebraica finita.

Demostracion. (i) Como Y = R™, dimY = n.

(i) Supongamos que dim A = n. Seam € N tal que m > n. Sispan A tiene
dimension algebraica infinita, existen vectores xi,...,x,, € A linealmente
independientes. Entonces x4, ..., z,,, 0 son afinmente independientes y, como
0 € Ay A es convexo, conv{zy,..., &y, 0} C A.

De la demostracién de la Proposicién 1.1.21 se tiene que, si {e1,...,en}
es la base candnica de R™, conv{xy,..., 2,0} = conv{ey,...,e,,0} e
int (conv {ey,...,en,,0}) # 0. Esto implica que la bola unitaria B™ puede
encajarse en conv{ey,...,ey,,0}, y por lo tanto en conv {x1, ..., 2,0} C A.
Asi, si h: B™ — Aesun encaje, h (B™) es compacto, y entonces es cerrado en
A. En particular es un subconjunto F,, por lo que m = dimB™ < dim A = n.
Esto es una contradiccién, pues m > n. Concluimos asi que span A tiene di-
mension algebraica finita. ]

1.3. Funciones soporte

Definicion 1.3.1. Sean A un subconjunto de un espacio topolégico vectorial
X,y xg € A. Diremos que una funcional f : X — R lineal y continua soporta
a Aen xq si

inf () < sup f (2) = f (x0) .
€A €A
Diremos que o es un punto soporte de A si existe dicha funcional, y el
conjunto {x € X | f(x) = f (x¢)} serd llamado el hiperplano soporte para A
en el punto x.
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Denotaremos como Supp A al conjunto de todos los puntos soporte de A.

Proposicion 1.3.2. St A es un subconjunto convexro, completo y separable
de un espacio normado, entonces A admite un punto que no es soporte.

Demostracion. Notemos que si f : X — R soporta a A en un punto =,
entonces, para cada a € A, f soporta a A—a en x — a. Por lo tanto, podemos
suponer que 0 € A.

Como A es separable, podemos encontrar una sucesién (z,) en A tal que
{z, | n € N} es denso en A. Para cada n € N, definamos

p o[ silal <t
" si ||z, > 1.

2" |zn |

L

5w, para cada n € N. Esto

Entonces, 0 < t, < 5= v [ta] [|zn] =t [|lza]] <
implica que

St =ty Sl <Y 5 =1
n=1 n=1 n=1 n=1

Asi, > | t,x, converge absolutamente y, ya que A es completo, converge a
un punto en A (t,z, € A para cadan € N, pues A es convexo y 0 € A). Por
lo tanto, zg = > 7 tyx, € A.

Sea f : X — R cualquier funcién lineal y continua tal que f(zg) =
sup,c4 f (). Entonces f (z,) < f (x0) para cadan € Ny como > >~ ¢, <1,
tenemos que

fwo) = taf (@) <Y tuf (x0) < f (w0).-

Ast, Yt f (zn) = D0l taf (20) ¥, como &, f (z,) < t,f (z9) para cada
n € N, también se cumple que ¢, f (z,) = t,f (zo) para cada n € N.
Entonces f (z,) = f (zo) para toda n € N, pues cada t,, es positivo. Asi,
como {x, | n € N} es denso en A, tenemos que f es constante en A. Conclui-
mos que toda funcional lineal y continua f tal que f(x¢) = sup,c, f (z) es
constante en A, y por lo tanto xy no es un punto soporte de A. ]
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1.4. Conjuntos elipticamente convexos

Definicién 1.4.1. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico vectorial
X. Diremos que A es elipticamente convexo si para cada =,y € A, © # y, se
cumple que (z; y) € A\Supp A.

Definicién 1.4.2. Sea (X, ||-||) un espacio normado. Diremos que la norma
|||l es estrictamente convexa si para cada z,y € X tales que |z +y| =
||z|| + |ly|| se cumple que = y y son linealmente dependientes.

Ejemplo 1.4.3. La norma euclidiana en R™ es estrictamente conveza.

1
Ejemplo 1.4.4. La norma usual en {3, dada por ||z| = (Zle |a:n|2) > para
cada © = (x,) € Uy, es estrictamente conveza.

Demostracién. Sean z,y € {3, y supongamos que ||z +y| = ||z| + [ly]|.

Entonces
1 1 1
oo 2 oo 2 o0 2
(Z ]xn+yn|2> = (Z mﬁ) + (Z !yn!2> ,
n=1 n=1 n=1

y por lo tanto

00 00 00 % 00 % 0o
(Z 2 + 2> @y + > !yn!2> = (Z \xn\2> + (Z \yn\2>
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Asi,

1
2

n=1 n=1 n=1

00 o0 00 % e %
ICURD SUREEI Dot N O w72
n=1 n=1 n=1 n=1

y esto implica que

(@,y) =) Ty = (len\2> <Z\yn\2> = [l lyll -

n=1

Entonces, se da la igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y por lo
tanto x y y son linealmente dependientes. O
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Teorema 1.4.5. Sea (X, ||-||) un espacio normado, donde la norma ||| es
estrictamente convexa. Sean A un subconjunto convero de X tal que 0 €
A\SuppA, y F : X — X definida como

X

B =

Entonces, F (A) es elipticamente convezo.

Demostracion. Veamos primero que 0 ¢ Supp F (A). Como 0 € A, 0 =
F(0) € F(A). Si f:X — R es lineal y continua y soporta a F'(A) en 0,
entonces

inf f <L) <sup f (L) — £(0) =0. (1.1)

ved” N1+ oll ) vea”™ \1+] 2]

Como f es lineal y m > ( para cada v € A, de la desigualdad (1.1)
inferimos que

inf f (v) < sup f () = 0 = £ (0)

veA veA

y, asi, f soporta a A en 0. Pero 0 ¢ Supp A, por lo que 0 ¢ Supp F' (A).

Ahora, sean z € F (A) y s € (0,1). Supongamos por contradiccién que
existe f : X — R lineal y continua que soporta a F'(A) en sz. Entonces,
como 0,z € F (A),

sf(z) =f(s2) 2 f(0) =0y sf(z)=f(s2) = f(2).

Ya que sf(z) > 0y s >0, f(2) > 0.Y debido a que sf(z) > f(2)y
s <1, f(z) = 0. Por lo tanto, f(sz) =0 = f(0), y asi, como f soporta
a F(A) en sz, también soporta a F'(A) en 0. Esto contradice el hecho de
que 0 ¢ Supp F' (A), con lo cual concluimos que sz ¢ Supp F' (A) para cada
s € (0,1) y z € F (A). Equivalentemente,

(0; 2) C F(A)\Supp F' (A) size F(A). (1.2)

Sean z,y € Ayt,t' € (0,1) talesquet+t' =1y F () # F (y). Definamos
los siguientes valores:

t
a =

(14 Jall) (1 -

y

tx t'y
b _l’_ - J
Itflefl  1+lyll
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t/
b= ; .
tx !
A+l (1 - |5 + i)
Ya que
t '
T e T
L+lzl - T+ 1yl Lzl 1+ lyl
se cumple que a,b > 0. Ademas,
/
_H te .ty Hzl—t IEa ]
L+ =l 1+l L+ =l 1+l
_ el iyl el
Lllzl - T+l 1+l T+ 1yll
t t

= —+ ,
L+ lzll 1+ yl
(1.3)

y esto implica que a + b < 1. Por lo tanto, ya que A es convexo y 0 € A,
ar +by =ar+by+ (1 —a—>b)0 € A. Entonces, F (ax + by) € F (A).

Es facil ver que tF (z)+t'F (y) = F (ax + by) v, asi, se tiene que tF (z)+
t'F(y) € F(A)y F (A) es convexo.

Veamos que tF (z) + t'F (y) ¢ Supp F'(A). Ya que 0 ¢ Supp F (A),
podemos suponer que tF (x) + t'F (y) # 0. Y por (1.2), basta ver que
tF (z) +t'F (y) € (0; z) par algin z € F (A).

Si z y y son linealmente independientes, entonces, como t,t' > 0,

tx t'y
y
L+l © 1+ [yl

son linealmente independientes. Por lo tanto, la desigualdad en la ecuaciéon

(1.3) es estricta, debido a que la norma es estrictamente convexa. Asi, a+b <
1.

’ a b _ .
Ademds, como -2 %3 T a3 = 1, por la convexidad de A se cumple que
ax+by

. € A. Entonces,

Z:F(ax+by>_ azx + by € F(A).

a+b ) a+b+ |azx+ by
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Y ya que a+b < 1,

ax + by a+ b+ |ax + byl
F by) = = 0: .
@0 = T e+ oy ~ 1+ Jaz byl - )

De esta manera, como teniamos que tF (x) + t'F (y) = F (ax + by),
tF (z) +t'F (y) € (0; 2), con z € F (A).

Por otra parte, si x y y son linealmente dependientes, ya que F (x) y
F (y) son multiplos escalares de x y y, respectivamente, entonces también
son linealmente dependientes. Asi, sin pérdida de generalidad F' (z) = ¢F (y),
para algin ¢ € R. ¢ # 1, pues F (x) # F (y).

Por lo tanto, si tc+t' € (0,1),

tF (x) +1'F (y) = (te+ ') F (y) € (0; F (y)).

Y site+t' ¢ (0,1), entonces ¢ £ 0y t+£ € (0,1), ya que tF (z)+t'F (y) # 0
y ¢ # 1. Asi,

/

tF (z) +t'F (y) = (t+ %) F(z) e (0; F(x)).

De esta manera, en cualquier caso tF (z) + t'F (y) € (0; z), para algin z €
F(A). O

Corolario 1.4.5.1. Todo subconjunto convexo y cerrado de {5 es homeomorfo
a un subconjunto elipticamente convexo de {5.

Demostracion. Sea A un subconjunto convexo y cerrado de f5. Entonces, ya
que {5 es completo y separable, A es completo y separable. Asi, debido a la
Proposicién 1.3.2 existe a € A\Supp A. Por lo tanto 0 € A —a\Supp (A — a)
y, por el Teorema 1.4.5, F' (A — a) es elipticamente convexo, donde F' : {5 —

{5 esté definida como
x

Notemos que ||y|| < 1 para cada y € F ({3), por lo que podemos definir

F~1: F(ly) — £y como
-1 4
S

F~1es lainversa de F : fo — F ({3). Ya que ambas funciones son continuas,
tenemos que F': 5 — F' (f3) es un homeomorfismo, y asi A—a es homeomorfo
a (A —a). Por lo tanto, A también es homeomorfo a F' (A — a), el cual es
un subconjunto elipticamente convexo de /5. n
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Figura 1.1: A Figura 1.2: cc A

1.5. Cono caracteristico

Definicién 1.5.1. Sea A un subconjunto convexo de un espacio topolégico
vectorial X. Se define el cono caracteristico de A como

ccA={y € X |existe z € X tal que z + R*y C A}.

Ejemplo 1.5.2. Consideremos el conjunto A = {(z,y) € R* |z >0, y > 1}.
Si (x1,y1) € cc A, se cumple que

(z2,92) + RY (21,11) C A

para cierto punto (xo,v:) € R2. Esto implica que xq,y; > 0.

Por otra parte, para cada (xq,y0) € R? tal que mg,y0 > 0 se tiene que
(1, 1) + R+ ([Eo, yo) Q A.

De esto inferimos que el cono caracteristico de A es

ccA={(z,y) eR* | z,y >0}.

Proposicion 1.5.3. Sea U un subconjunto convexro de un espacio topoldgico
vectorial X. Si U es cerrado en X, entonces para cada u € U se tiene que
ccU ={ye€ X |u+RTy CU}. En particular, si 0 € U entones ccU C U.

Demostracion. Sea u € U. Claramente {y € X | u+ Rty CU} CeccU.
Sea z € ccU. Entonces, existe z € X tal que x+RT2z CU. Asi, x+sz € U
para cada s € RT y, ya que U es convexo,

(1—t)u+t(z+sz) €U paracadat € [0,1],s € R*.
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Sea r € R*. Debido a lo anterior,

1 1
(1——>u~|——(x—|—m“z)EUparacadanEN.
n n

Por otro lado,

1 1
(1——)u+—($+nrz)—>u+rz cuando n — 0o
n n

y como U es cerrado en X, concluimos que v+ rz € U.
Por lo tanto, u+ RT2 C U,y ze {y € X |u+RTy CU}. ]

Proposicion 1.5.4. Sea U un subconjunto convexo y cerrado de un espacio
topoldgico vectorial X. Si a,b € ccU, entonces

(i) a+0be€ ccU,
(it) ta € ccU para toda t > 0.

Demostracion. El resultado es cierto si U es vacio. Supongamos que existe
u € U. Ya que U es cerrado en X y u € U, por la Proposicién 1.5.3 tenemos
que ccU={y e X |u+Rty CU}.

Asi, si a,b € ccU, entonces u+RTa C U y u+ R*o C U. Por lo tanto,
debido a la convexidad de U,

1 1
u—i—t(a—i—b):§(u+2ta)+§(u+2tb)EUparacadatE]R*.

Esto implica que u + R* (a+b) CU,yasf a+b € ccU.
Por otra parte, si a € ccU y t > 0, entonces u + Rta C U.

u+RY(ta)=u+R'aCUsit>0, yu+R" (ta)={u} CUsit=0.
En cualquier caso, ta € ccU. O
Lema 1.5.5. Sea U un subconjunto no vacio, convexo y cerrado de un espacio

topolégico vectorial X . Si ccU no es un subespacio vectorial de X y u € U,
entonces existe z € ccU tal que u — z € OU.
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Demostracion. Por la Proposicion 1.5.4, tenemos que ccU es cerrado bajo
suma y producto por escalares no negativos. Como ademas 0 € ccU, ya
que U es no vacio, el hecho de que ccU no es un subespacio vectorial de
X implica que existen y € ccU y t < 0 tales que ty ¢ ccU. Entonces,
u+RT (—y) =u+RT (ty) £ U. Sean

so=mf{s>0|u+s(—y) ¢ U}

y 2 = Soy. Ya que sg > 0y y € ccU, también se tiene que z € ccU. Veamos
que u — z € U.

Sisp =0, u—z=wue€ U.Sisy > 0, existe una sucesiéon (s,) en R
convergente a sy v tal que 0 < s, < sg para cada n € N. Entonces, por la
definicién de sg, u + s, (—y) € U para cada n € N. Asi, ya que U es cerrado
en X, se tiene que

Im u+s,(—y) =u+s(—y) =u—=zeUl.
n—oo

Por otra parte, existe una sucesién (t,) en {s > 0| u+ s(—y) ¢ U} con-
vergente a sp, ya que So es el infimo del conjunto. Entonces, la sucesion
(u+t, (—y)) converge a u — z y estd contenida en X \U. Por lo tanto, como
ya sabfamos que u — z € U, podemos concluir que u — z € 9U. O

Lema 1.5.6. Sea U un subconjunto convexo y cerrado en un espacio to-
pologico vectorial X. Supongamos que ccU es un subespacio vectorial de X,
y que X = ccU @ L para algun subespacio L. Si h : ccU @ L — ccU x L estd
definida por h(y +1) = (y,1), entonces h (U) = ccU x (UN L).

Demostracion. Sea x € U. Entonces © = y + [ para algunos y € ccU, | € L.
Como y € ccU y ccU es un subespacio vectorial de X, —y € ccU. Y debido
aquex €Uy U es cerrado en X, por la Proposiciéon 1.5.3 se tiene que

CCU:{w€X|x+R+w§U}.

Entonces, © + R™ (—y) C U, y en particular x —y = [ € U. Por lo tanto, [ €
UNLyh(z)=(y,l) € ccUxUNL. Asi, tenemos que h (U) C ccUx (U N L).
Ahora, sea (y,l) € ccU x (UNL). Como [ € U,

ccU={weX|[l+R'wCU}.

Entonces, [ + Rty C U, y en particular h=* (y,l) = y +1 € U. De esto
concluimos que h (U) = ccU x (UNL). O
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1.6. Funcional de Minkowski

Diremos que un subconjunto U de un espacio topologico vectorial X es
absorbente si RTU = X.

Definicién 1.6.1. Sea X un espacio topolédgico vectorial y U un subconjunto
absorbente. La funcional de Minkowski para U, que denotaremos como wy,
se define como wy (z) =inf {t > 0|1z € U} para z € X.

Definicién 1.6.2. Sea U un subconjunto de un espacio topoldgico vectorial
X. Se dice que U es un cuerpo convexo en X si U es convexo y tiene interior
no vacio.

Sea X un espacio topolédgico vectorial. Recordemos que si U es un cuerpo
convexo en X tal que 0 € int U, entonces la funcional de Minkowski para U
cumple

1. wy es continua en X,

2. wy (x+y) <wy (z) +wy (y) para z,y € X,
3. wy (tz) =twy (z) paraxz € X y t > 0.

Este resultado puede consultarse en [1].

Proposiciéon 1.6.3. Sea U un cuerpo convexo cerrado en un espacio to-
poldgico vectorial X tal que 0 € intU. Entonces ccU = wg;" (0).

Demostracién. Supongamos que z € wg;' (0). Sea ty > 0. Como
, 1
1nf{t>0|¥x€U}:0,

que U es convexoy 0 € U, se tiene que tor € U. Asi, tx € U para cada ts> 0,
y por lo tanto x € ccU.

Ahora, sea x € ccU. Por la Proposicién 1.5.3,ccU = {y € X | Rty C U}.
Entonces, Rz C U. Asi, %JT € U para cadat >0,y

existe s € {t>0|%x€U} tal que s < % Entonces %m cUyty<?l Ya

1
wU(:L’):inf{t>0|¥x€U}:0.

Por lo tanto, z € wy;' (0). O
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Lema 1.6.4. Sea U un subconjunto convexro de un espacio topoldgico vecto-
rial X tal que 0 € intU. Siv e X, t>1 ytv e U, entonces v € intU.

Demostracion. Sean v € X y ¢t > 1 tales que tv € U. Como 1 € [0,1], U es
convexo y tv € U, entonces %tv + (1 — %) x € U para cada x € int U. Por lo
tanto,

1 1 1
v+(l—g)intUzztv%—(l—g)intUgU.

11— % # 0 porque t > 1, y entonces V = v + (1 — %) int U es abierto en X.
Asi, como 0 € int U, concluimos que v € V C int U. ]

Lema 1.6.5. Sean U un subconjunto convexo de un espacio topoldgico vec-
torial X yx eintU. Sive X, t>1yx+tveU, entonces x +v € intU.

Demostracion. Se tiene que 0 = x—x € intU —x =int (U —z) y tv € U — .
Se sigue del lema anterior que v € int (U —z) = intU —z, y asi x + v €
intU. ]

Proposicién 1.6.6. Sea X un espacio topolégico vectorial. Si U es un cuerpo
convezo cerrado en X, entonces SuppU = 0U.

Demostracion. Ya que U es un cuerpo convexo en X, existe y, € intU.
Debido a que Supp (U — y9) = SuppU —yo y 9 (U — yo) = OU — yo, podemos
suponer que 0 € int U.
Sean zg € U, y Y = span {z(}. Definimos g : Y — R por g (tzg) = t.
Como z( € OU, por el Lema 1.6.4 tenemos que txy ¢ U para toda t > 1.
Sear € R, y s > 0 tal que %m‘o € U. Debido a lo anterior, £ < 1y, asi,
r < s. Por lo tanto,

1
g(r:vo)—rginf{s>0\—mer}—wU(m'o),
s

y entonces se tiene que g (y) < wy (y) para cada y € Y.
Asi, por el Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.3), existe f : X — R
lineal tal que f es una extension de gy f (z) < wy (x) para cada z € X.
Sabemos que wy es continua en X, ya que 0 € int U. Sea ¢ > 0. Como wy
es continua en 0, existe V' C X abierto tal que 0 € V' y |wy (v)| = wy (v) < &
para cada v € V. Consideremos B = VN (—V'). Entonces B es abierto en X,
0 €V, para cada b € B se tiene que —b€ By

[ O)f = f(b) Swp (b)) <e6 |f(b)=—f(b) =[(=b) Swy(=b) <e.
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Esto implica que f es continua en 0 y, como f es lineal, es continua en todo
X.

Ademés, para cada u € U se cumple que f (u) < wy (u) < 1 = f(xg),
ya que f extiende a g. Por lo tanto, como f no es constante en U (pues
0,29 € U), f soporta a U en xy. Asi, concluimos que xy € Supp U.

Ahora, sea xy € Supp U. Entonces, existe f : X — R lineal y continua
tal que

inf f (u) <sup f (u) = f (20).

uel uelU

Como f no es constante en U, existe v € U tal que f(v) # 0. Y ya que
0 € intU y la funcién h : R x {v} — X definida por h (¢,v) = tv es continua,
existe 0 > 0 tal que

(—0,0)v=A{tv |t e (—6,0)} CintU.

Ademas, f (gv) >006 f (—gv) > 0, pues f(v) #0y f es lineal.

Por lo tanto, existe vy € U tal que f(vy) > 0y, debido a que f (zo) es
el valor maximo de f en U, concluimos que f (zg) > 0. Asi, tenemos que
f (txo) > f(xy) para cada t > 1, y entonces tzy ¢ U para cada t > 1. Esto
implica que xg € U, ya que xy € U. H

1.7. Pseudonormas

Definicién 1.7.1. Sea X un espacio topoldgico vectorial. Una funciéon w :
X — R es una pseudonorma en X si es continua, y para cada x,y € X y
t € R se cumplen las siguientes condiciones:

Low(z+y) <w(z)+w(y),
2. w(tr) = |t|w (x).

Notemos que si U es un cuerpo convexo en un espacio topolégico vectorial
X, 0 € intU y U es simétrico con respecto al origen, entonces la funcional
de Minkowski wy es una pseudonorma en X.

Sean w una pseudonorma es un espacio topoldgico vectorial X, K un
subconjunto no vacio de X y z € X. La distancia de z a K respecto a la
pseudonorma w es el valor

dy (z, K) =mnf{w(x —y) |y € K}.
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Definicién 1.7.2. Sea w una pseudonorma en un espacio topolégico vectorial
X. K C X es completo con respecto a w si para cada sucesion (z,,) en K tal
que
lim w(z, —z,) =0
n,m—00
existe x € K tal que

lim w(x, —z) =0.
n—oo

Decimos que w es no completa si X no es completo con respecto a w.

Definicién 1.7.3. Sea w una pseudonorma es un espacio topolégico vectorial
X. K C X es cerrado con respecto a w si para cada sucesién (x,,) en K y
reX
lim w (2, — z) = 0 implica que = € K.
n—oo
Observemos que la definicién anterior implica que si K # () es cerrado
con respecto a w y dy, (z, K) = 0, entonces = € K.
Dada w una pseudonorma en un espacio topoldgico vectorial X, conside-
remos el espacio vectorial {[z] | z € X}, donde

] ={y € X |w(y —x) =0} para cada z € X

y [a] + [b] = [a + V], t [a] = [ta] para a,b € X, t € R.

Entonces, se tiene que la funcién ||-|| : {[z] | z € X} — R*, definida por
|[z]ll = w(z), es una norma en {[z] |z € X}. Denotaremos este espacio
normado como X,,.

Observemos que f : X — X, dada por f (x) = [z], es lineal. Y ya que w
es continua, pues es una pseudonorma en X, para cada € > 0

FHB(0) ={z € X |w(z) <e}

es abierto en X. Esto implica que f es continua en 0, y por lo tanto es
continua en X.
Por otra parte, si ) # K C X, para cada x,y € X se tiene que

|du (2, K) = du (y, K)| Sw (z —y) = |[[z] = W]l = [If () = f ()l

por lo que de la continuidad de f se sigue que la funcién d,, (-, K) : X — R*
es también continua.
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Teorema 1.7.4. Sea w una pseudonorma no completa en un espacio to-
pologico vectorial X. St K C X es completo y cerrado con respecto a w,
entonces existe un homeomorfismo h de X\K a X tal que h(x) = x si
dy (z,K) > 1.

Demostracion. Consideremos el espacio normado (X, |||]). Ya que la pseu-
donorma w es no completa, (X, ||-||) no es un espacio completo. Sea ()/(:U, -1
su completacion. Entonces, existe una isometria f : X, — )/(; tal que f (X))
es un subespacio denso de X,,. Sea j : X — X,, definida por j (x) = f([z]).
Notemos que j es lineal y continua, pues es composicion de funciones lineales
y continuas.

Como f (X,) es un subespacio propio de )/(;, existe zg € )/(;\f (Xuw)-
Definamos yo = g, entonces, yo € )/(;\f (Xw) ¥ lyoll < 3. Ademds, f (X.)

es denso en X,,, por lo que existen [z;] € X, con i € N, tales que

f([xi]) € B.1_ (yo) paracadai> 1y f([x1]) € BQ% (yo) N B% (0).

2i+3

Asi, tenemos que f ([z;]), f ([xis1]) € B_1_ (yo) para toda i € N, y por lo

1
2i+3
tanto

2 1
17 (Tiv1) = J (@) = IIf ([zisa]) = £ ([m])]] < 53 = iz Paratodai e N.

Definamos ¢ : R*\ {0} = X como

(=1 @-20)n ez,
0 sit>1.

N0

Notemos que, para cada i € N, ¢ [[% 1] parametriza el segmento [x;; x;11],
21+1 9%

v q [[%71] parametriza el segmento [0; z1].

Ahora, sea h : X\K — X dada por h(z) = = + q(d, (z, K)). Ya que
K es cerrado con respecto a w, d, (x, K) > 0 para cada x € X\K, por lo
que h estd bien definida. Ademds, claramente h cumple que h(z) = x si
dy (z,K) > 1.

Veamos que h es un homeomorfismo. Ya que d,, (-, K) y ¢ son funciones
continuas, h es continua.

Definamos ¢ : R™ — X, como

= {3 s>

Yo sit=0.
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Como tenfamos que |7 (z;41) — j (2;)|| < 3= para cada i € N, se cumple que
1

lg (t1) — q ()| < 5 |t; — to| para ti,ty € R, (Apéndice i.i)

Entonces, ¢ /s\atisfagg la condicion de Lipschitz.

Sea h : X, - X,, definida como h (z) =z + ¢ (d (z,j (K))), donde, para
cada z € Xy, d(z,7 (K)) es la distancia de z al conjunto j (K) en ()/(;, I-1D-
Es decir, d (z,j (K)) = inf {||lz —j (k)| | k € K}.

Para cada x,y € )/(:U se tiene que

1G (d (2,7 (K))) —q(d(y,j (K)))l <

y por lo tanto la funcién z — ¢ (d (v, (K))) es una contraccién estricta.
Asi, debido al Corolario 1.1.8.1, h es un homeomorfismo. Consideremos A~ :
X — Xw, la inversa de h.

Notemos que si z € X y h™' (j () = j (k) para algiin k € K, entonces

j(x) =h(j (k) =j(k)+yo, por la definicién de h. Asi, yo = j (z) — j (k) =
f ([x — k]), pero esto contradice que yo ¢ f(X,). Por lo tanto,
W' (j(2)) ¢ j (K) para toda z € X. (1.4)

Definamos ¢ : X — X como

g@) =z—q(d (A (@).j(K))

Ya que K es completo con respecto a w, {[z] |z € K} C (X, ||-||) es com-
pleto. Asi, como f es una isometria, f ({[z] | z € K}) = j (K) es completo.
Esto implica que j (K) es cerrado en )/(:U, y por lo tanto, debido a (1.4),
d(h™'(j (z)),j (K)) > 0 para cada 2 € X. Entonces, g estd bien definida.
Ademés, tenemos que g es continua, pues j, AL, d (,j (K)) y ¢ son funciones
continuas.

Por otra parte, ya que || (z) — j ()| = [|f ([z]) — f ([yDIl = lllz] = [yl =
w (x — y) para cada z,y € X (pues f es una isometria), se tiene que

d(j(x),j(K))=dy,(z,K) para cada x € X. (1.5)
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Esto y el hecho de que j es lineal y ¢ [gr+= j o ¢ implican que

j(h(z))=h(j(z)) para cada z € X\K y

/ (Apéndice i.ii)
j(g(x)) =h"(j(x)) para cada x € X.

Por lo tanto, debido a (1.4), j(g(x)) ¢ j(K) para cada x € X, y asi
g(X) C X\K. Por (1.5) y las igualdades anteriores, es facil ver que g : X —
X\ K es la funcién inversa de h : X\ K — X. Entonces, concluimos que h es
un homeomorfismo. O

Teorema 1.7.5. Si (X, ||-||) es un espacio de Banach separable de dimension
algebraica infinita, existe una norma w en X tal que w : (X, ||-]]) = Rt es
continua, (X, w (+)) no es completo y w (x) < ||x|| para cada x € X.

Demostracién. Por el Lema 1.1.11, existe un conjunto {f, : X -+ R | n € N}
de funcionales lineales y continuas que separa los puntos de X. Ademés
podemos suponer que | f,, (z)] < % ||| para toda x € X y n € N (pues, como
cada f, es lineal y continua, existen M,, > 0 tales que | f,, (z)| < M, ||z|| para
toda z € X y n € N. Asi, el conjunto de funcionales lineales y continuas
{ﬁfn |n e N} separa los puntos de X).

Por lo tanto,
o o 1
Z |fn (2)]? < HngZﬁ < oo para cada x € X,
n=1 n=1

y asi podemos definir T': X — ¢5 como T (z) = (f, (x)). Notemos que T
es lineal, ya que cada funcional f, es lineal, y es inyectiva, pues el conjunto
{fn: X = R | n € N} separa los puntos de X. Ademads, el hecho de que

1T ()]l = (Zlfn (iv)|2> < (Z %) ]| para cada z € X, (1.6)

n=1

donde ||-]|, es la norma usual en {5, implica que T es continua.
Veamos que A =T ({z € X | ||z|| < 1}) es un conjunto totalmente aco-
tado. Sea ¢ > 0. Existe N € N tal que Z;’O:NH # < %. Consideremos

B={(fi(z),....fx (@) |z € X, |z <1} CR".
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Sea ||-||; la norma usual en RY. Si z € X y |z|| < 1, tenemos que

(1 @) v @D = (Z\fn ) s(z%»

n=1

por lo que B es un subconjunto acotado de R, y por lo tanto es totalmente
acotado. Asi, existen xy,...,z,, € RY tales que B C ", Bs ().

Entonces, {(x;,0,0,...) €y |i=1,...,m} es una e-red para A, ya que
teniamos que (Zf: N4l #)% < 5. Concluimos que A es totalmente acotado.

Ahora, supongamos por contradiccién que 771 : T'(X) — X es continua.
Como T es lineal, existe L > 0 tal que ||T7* (y)|| < L ||y||, para cada y €
T (X),y por lo tanto ||z|| < L ||T (z)||, para cada x € X. Entonces, del hecho
de que A es totalmente acotado se sigue que T (A) = {z € X | ||z]| < 1} es
también totalmente acotado. Y como ademds {z € X | ||z|| < 1} es completo
(pues es cerrado en el espacio de Banach X), es compacto. Asi, la bola uni-
taria cerrada en X es compacta, pero esto contradice que X tiene dimensién
algebraica infinita.

Por lo tanto, 77! : T (X) — X no es continua. Como X es de Banach,
T! es lineal y

{(p.T7 (W) eTX)x X |y e T(X)} ={(T(2),2) |z € X}

es cerrado en T' (X)) x X (pues T es continua), el Teorema de la grafica cerrada
(Teorema 1.1.7) implica que 7' (X) no puede ser completo. Asi, existe una
sucesion (x,) en X tal que (T (x,)) es de Cauchy y no converge en T (X).

Sea M = (302 )1 Debido a (1.6), se tiene que ||T(z)||, < M ||z||

n=1 n2
para cada x € X. Definimos w : (X, [|-|]]) — R* como w(z) = %
Entonces w es continua, y es una norma en X tal que w (z) < ||z|| para cada
z € X. Ademds, en el espacio normado (X, w (-)), (z,) es de Cauchy y no es
convergente. Por lo tanto, (X, w (-)) no es completo. O

Corolario 1.7.5.1. Sea w, una pseudonorma en un espacio topolégico vec-
torial X. Si X, es separable y tiene dimension algebraica infinita, entonces
existe una pseudonorma no completa w en X tal que w(z) < w (x) para
cadare X y{re X |w(x)=0}={zre X |w (z)=0}

Demostracion. Si w, es no completa, no hay nada que probar. Entonces, su-
pongamos que X es completo con respecto a wy. Esto implica que (X, ||]|)
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es completo, donde [|-|| es la norma en X,, definida como ||[z]|| = w (z).
Asi, debido al teorema anterior, existe una norma ws en X, tal que wy :
(Xus |IF]) = RT es continua, (X,,,ws()) no es completo y wy ([z]) <
||[z]]] = wy (x) para cada z € X.

Definimos w : X — RT como w () = wsy ([z]). Entonces w es continua,
pues es composiciéon de funciones continuas. Y ya que x — [z] es lineal y ws
es una norma, tenemos que w es una pseudonorma.

Ademads, como (X,,,ws ( )) no es completo, existe una sucesién (z,) en
X tal que ([x,]) es de Cauchy y no converge en (X,,,ws ( )). Es decir,

n'}rILIE)loo wy ([xn] — [Tm]) = 0y, para cada = € X nh_{{)lo ws ([x,] — [2]) # 0.
Lo anterior implica que X no es completo con respecto a w (porque x — [z]
es lineal), y asi w es no completa.

Finalmente, si + € X es tal que w(z) = 0, entonces wy ([z]) = 0y
[z] = [0], pues wy es una norma en X,,. Asi, r € [0] y wy (z) = 0. Por lo
tanto, como ademds w (z) = wy ([z]) < w; (z) para cada x € X, se tiene que
{reX|w(@) =0}={re X |w (x)=0} O



Capitulo 2

El Teorema de Keller

2.1. Espacios de Keller

Definicién 2.1.1. Un subconjunto convexo K de un espacio topolégico vec-
torial es un espacio de Keller si K es afinmente homeomorfo a un subconjunto
convexo, compacto y de dimensién infinita de /5.

Consideremos el espacio I = [—1, 1] con la topologia relativa a la usual en
R. Se define el cubo de Hilbert como IV, el producto infinito numerable de I,
con la topologia producto. Lo denotaremos como Q).

(@ es compacto y tiene dimension infinita, y podemos verlo como un sub-
conjunto convexo del espacio de Fréchet RY. Ademds, @ es un espacio de
Keller, pues el encaje h : Q — ¢y dado por (t,) — (%") es una transforma-
cién afin. Entonces, () es afinmente homeomorfo al subconjunto de /5

h(Q) = {(xn) €ly ||z, < % para toda n € N}.

Como generalizacién de este ejemplo tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 2.1.2. Todo subconjunto convexo, compacto y de dimension
infinita de un espacio de Fréchet es un espacio de Keller.

Demostracion. Sea K un subconjunto convexo, compacto y de dimensién
infinita de un espacio de Fréchet X. K es separable porque es compacto,
y entonces existe un subconjunto D C K numerable y denso en K, D =

{d; | i € N}. Consideremos
A=A{qdn, + ...+ @dn, | k,na, ... yne €N, quy oo, qr € QF C span K.

29
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A es numerable y denso en span K, y por lo tanto es denso en span K.
Entonces, span K es separable y, como es un subespacio vectorial cerrado de
X, es también un espacio de Fréchet. Asi, debido al Lema 1.1.11, existe un
conjunto { fonispan K - R|neN } de funcionales lineales y continuas que

separa los puntos de span K.

Luego, {fn cspan K - R |n € N} separa los puntos de K vy, por el Teore-
ma 1.1.17, K es afinmente homeomorfo a un subconjunto convexo y compacto
C de /5. Por ser homeomorfo a K, C tiene dimensién infinita. Entonces, K
es un espacio de Keller. O

El propdsito de este capitulo serd probar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.3 (Keller). Todo espacio de Keller es homeomorfo al cubo de
Hilbert.

Ya que () es un espacio de Keller, para demostrar el Teorema 2.1.3 basta
ver que todos los espacios de Keller son homeomorfos a un mismo espacio.
Este espacio comtun lo definiremos en la siguiente seccion.

2.2. El espacio T

Consideremos el conjunto

T={-11} U (G(—m)") x {~1,1} U ﬁ(—l,l).

Observemos que los elementos de 7" son sucesiones @ = (x (n)) que son infi-
nitas y tienen todas sus coordenadas en (—1,1), o bien son finitas y tienen
su ultima coordenada en {—1,1} y sus coordenadas anteriores en (—1,1).
Definimos el orden de un elemento y € T como el nimero de coordenadas
de y si y es una sucesién finita, y como oo si y es una sucesiéon infinita.
Escribimos ord(y) para denotar el orden de y.
Para cada n € N definimos ¢,, : T — [—1, 1] como

o1 (z) =z (1),
on (z) = { () [ (1—|z@@)]) sin<ord(z),

> 2.
0 si n > ord(x), para n = 2
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Observemos que para cada n € N se cumple que ¢, (T') € [-1,1]. En
efecto, sin > 2, x € T y n > ord(x), entonces ¢, (x) = 0 € [-1,1]. Si
n < ord(z), entonces i < ord(z) para toda i € {1,...,n —1}. Por lo tanto,
z (i) € (—1,1) paratodai e {1,...,n—1},y

n—1
[[a-l=@he (01,
i=1
Asi,
n—1
ou () =2 () [[(1 = 2 () € [-1,1].
i=1
Observacién 2.2.1. Siz € Ty 2 < n < ord(z), entonces [[1, (1 — |z (i)]) €
(0,1], y en particular [/ (1 — |= (4)]) # 0.

Notemos que, como |¢, () — ¢, (y)] < 2 para cadan € Ny z,y € T,

entonces
o

1
Zz—n |pn () — 5 (y)| < oo para cada z,y € T.

n=1
Proposicién 2.2.2. La funcion d: T x T — [0,00) definida como
— 1
d(z,y)=)_ o 190 (2) = ¢n (y)]
n=1

es una métrica en 1.

Demostracion. Sean z,y € T. Si x = y, entonces ¢, (x) = ¢, (y) para cada
neN y

o0 o0

1
d(z,y) =22—n|¢n(w) —¢u(y) =) 0=0.
n=1 n=1
Si d(z,y) = 0, entonces 3z [on () — ¢ (Y)] = 0y @n (z) = @n (y) para
cada n € N. Demostraremos por induccién que z(n) = y(n ) para toda

n < min {ord(z),ord(y)}.

Sin=1,z(1) = (z) =i (y) =y (1)

Sea n < min {ord(z),ord(y)}, n > 1 y supongamos que z (i) = y (i) para
cada i < n. Como ¢, (x) = ¢, (y), usando la hipé6tesis de induccion inferimos
que

Hl—]:c ﬁl—]y ﬁl—]x
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Se cumple que [T/ (1 —|x (4)]) # 0 por la Observacién 2.2.1, y entonces
z(n) =1y (n). Asi, x( ) =y (n) para toda n < min {ord(z),ord(y)}.
Siord(z) = ord(y) = 00, entonces = (n) =y (n) paracadan € Ny z = y.
Si min {ord(x),ord(y)} = m < oo, entonces x (m) = y(m) = £1, y por
lo tanto ord(x) = m = ord(y). Esto implica que x = y.
Claramente d (z,y) = d(y,z) para cada x,y € T. La desigualdad del
triangulo se sigue de la desigualdad del triangulo del valor absoluto. O]

Proposicién 2.2.3. Sean (zx) una sucesion en T y xo € T. Entonces

lim x, = xg
k—o00
sty solo si

ka on (1) = @ (z0) para toda n € N.
—00

Demostracion. Supongamos que lim x; = xy. Entonces,
k—o0

[e.9]

1
d (g, xo) = Z o lon (1) — ©n (20)| = 0 cuando k — oo.

n=1

Seam € N. Para toda k € N

o (T1) — ©m (z0)] = 2= |Pm (%)L— ©m (To)] < D nei 37 [ Pn (13%) — ¥n (:Uo)|‘

om om

Entonces,

>t 37 o (k) = @n (20)]
1
2m

=0.

lim ‘Som (:Ck) Pm (xO)l < lim

k—o0 k—o0

Por lo tanto, kh’m |om (1) — ©m (z0)| = 0, lo cual implica que
—00

klim ©n (z1) = @n (z0) para toda n € N,
—o0

Ahora, supongamos que klim on (Tx) = @n (7g) para toda n € N. Sean
—00

=2
D i <

n=K

e >0y K € N tal que

l\Dlm
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Por hipétesis, ka on (z1) = @y (z0) para toda n < K, y entonces
—00

k—o0

1
lim o |on (Tk) — ©n (z0)| = 0 para toda n < K.

Por lo tanto, existe N € N tal que

1 e .
3 |90 (28) = u (20)] < 5= sk = Nyn < K.

Asi, si k > N, entonces

K- o0
1 1
=2 g len () = n (@) + 3 5 lon () = o (20)|
n=1 n=K
e(K—1) =2 ¢ ¢
< ——= — < -+ -=c¢.
=T oK +7;(2n s tg=¢

Concluimos que d (xy,z9) — 0 cuando k — oo, y por lo tanto ka T =
—00

Zg-

Proposicidn 2.2.4. Sean (x)) una sucesion enT y xo € T. Supongamos que
para cada n < ord(zg) existe K, € N tal que xy, tiene n-ésima coordenada si
k > K,. Entonces,

lim z, = o
k—o0

sty solo si

ka xy (n) = xo (n) para cada n < ord(xy).
—00

Demostracion. Supongamos primero que hm x), = x9. Entonces, por la Pro-
posicién 2.2.3 tenemos que khm on (Tg) = gon (xo) para toda n € N.
—00

Veamos por induccién que para cada n € N, si n < ord(zg), entonces
lim zx (n) = o (n).
k—o0

Como  lim @1 (24) = ¢1(20), ¢1(20) = 0 (1) ¥y 1 (21) = 25 (1) para
toda k € N, se tiene que kh'm xp (1) = x0 (1).

—00
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Sea m € N tal que m < ord(xg), m > 1. Entonces n < ord(zg) para toda
n < m, y, por hipétesis de induccion, ka x (n) = xo (n) para toda n < m.
— 00

Por lo tanto, kh’m (1 =k (n)]) =1 — |zo (n)| para toda n < m, y entonces
— 00

m—1 m—1
H (1 —|zp (2)]) — H (1 —|xo (7)) cuando k — oc. (2.1)
=1 =1
Teniamos que ka on (xx) = ¢n(x0) para toda n € N, por lo que en
—00

particular kh’m ©m (1) = ©m (z0). Ahora, como m < ord(xy),
—00

m—1
©m (o) = xo ( H (1 — |z (7)
=1

Y como xj tiene m-ésima coordenada si k > K,,, m < ord(xy) para toda
k > K,,. Entonces,

m—1
Om H (1 — |z (7)) para toda k > K,,.
i=1

Esto y el hecho de que klfrn ©m () = ©m (29) implican que
—00

m—1 m—1
H (1 — |k (4)]) = 2o ( H (1 —|zo(i)]) cuando k — oco. (2.2)
1=1 i=1

Como m < ord(zg) y m < ord(zy) para toda k > K,,,

m—1
H1—|m0 %OyH1—|mk (7)) # 0 para toda k > K,,.
i=1

Entonces, de (2.1) y (2.2) se sigue que kh’m xy (M) = xo (M).
—00
Esto concluye el paso inductivo, y por lo tanto kh’m xy (n) = xo (n) para
—00

cada n < ord(zy).
Supongamos ahora que ka zy (n) = zo (n) para cada n < ord(xg). Por
— 00

la Proposicién 2.2.3, basta demostrar que ka on () = @y (zo) para toda
—00
n € N.
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Sea n € N. Comencemos por el caso en el que n < ord(zg). Entonces
i < ord(zg) para cada i < m, por lo que, por hipdtesis, kh’rn xy (1) = xq (7)
—00
para cada ¢ < n. Por lo tanto, como kh'm (1 — |k (1)]) = 1 — |z (7)| para toda
—00
1< n,

n—1 n—1

i (n) [T (1 = l2x (D)) = 20 (n) [T (1 = |20 ()]) cuando k — oo, (2.3)

i=1 i=1
Como n < ord(zg) y n < ord(zy) para toda k > K,

n—1 n—1

on (z0) = o () [T (1 = |20 D)) ¥ pn () = i (n) [T (1 = e (9)])

i=1 i=1

para toda k > K. Esto y (2.3) implican que kh’m on (z1) = @n (20).
—00

Ahora, consideremos el caso en el que ord(xy) < n. Entonces ord(zg) <
00, y por lo tanto zg (ord(xg)) = £1.
Dado que, por hipdtesis, ka xy, (ord(xg)) = o (ord(zg)) = %1, entonces
—00

kh’rn (1 — |z (ord(zg)|) = 0. Por lo tanto, como 1 < ord(zg) < n —1,
—00

xy (n) 1:[ (1 — |2k (4)]) — 0 cuando k — oo. (2.4)

=1

Ya que @, (zx) = zx () [T75 (1= |2 (i)]) 0 ¢n (2x) = 0 para cada k €
N, entonces de (2.4) concluimos que kh’m ©n () = 0. Como n > ord(zy),
—00

entonces @, (o) = 0, y por lo tanto ka on (Tk) = pn (T0)- O
— 00

Proposicién 2.2.5. (T, d) es un espacio compacto.

Demostracion. Como (T,d) es un espacio métrico, basta probar que es se-
cuencialmente compacto. Sea (zy) una sucesién en 7.

Consideremos primero el caso en el que existe n € N tal que (v (1)),
tiene una subsucesion convergente a 1 6 a —1. Sea m el minimo natural
con esta propiedad. Entonces, existe S subsucesién de N tal que (2 (m)),cs
converge a 1 6 a —1. Supongamos sin pérdida de generalidad que (zj (m)),cg
converge a 1.
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Para toda i < m, (v} (i)),cs € una sucesiéon en [—1,1]. Como [—1,1] es
compacto, podemos suponer sin perder la generalidad que (z, (7)),g €s con-
vergente en [—1,1] para toda ¢ < m. Sea t; € [—1,1] el limite de (x4 (7)),cg:
i < m. Como (xy, (i)),cy DO tiene subsucesiones convergentes a 1 6 a —1 si
i<m,t; € (—1,1) para toda i < m. Por lo tanto, (t1,...,t,_1,1) € T.

Ademéds, ya que xzj (m) es la m-ésima coordenada de ) para cada k € S,
se tiene que x tiene i-ésima coordenada si ¢ < m, para cada k € S. Asi,
la sucesién (xy),cs ¥ €l punto xo = (t1,...,t,—1,1) cumplen la hipétesis de
la Proposicién 2.2.4; es decir, para cada i < ord(zg) = m existe K; € N tal
que, para toda k € S, xy tiene i-ésima coordenada si k > K; (en este caso,
K; = 1 para cada 7). Entonces, por la Proposicion 2.2.4 se tiene que (zx),cg
converge a (t1,...,tm_1,1).

Ahora, consideremos el caso en el que (z (1)), Do tiene subsucesiones
convergentes a 1 6 a —1 para ninguna n € N.

Como todos los elementos de T tienen primera coordenada, (z (1)),cxy
es una sucesion en [—1, 1], y por lo tanto tiene una subsucesiéon convergente.
Entonces, existe Sy subsucesién de N tal que (v (1)),cs, converge a t; €
[—1,1]. Como (x4 (1)), .y Do tiene subsucesiones convergentes a 1 6 a —1,
1 € (—1, 1)

Sea m € N. Supongamos que existen Si,...,S,,_1 subsucesiones de N
tales que S;11 es subsucesion de S; para cada 1 <4 < m — 2y (7 (i))4es,
converge a algin t; € (—1,1) para cada 1 < ¢ < m — 1. Afirmamos que
existe K € N tal que z, tiene m-ésima coordenada si & > K. En efec-
to, si {k € N|ord(zy) < m} es infinito, entonces {k € N | ord(zy) = j} es
infinito para alguna j < m. Por lo tanto, como zy, (j) = £1 para cada
ko € {k € N|ord(zy) = j}, se cumple que (zx (j)), ey tiene una subsucesion
convergente a 1 6 a —1, pero en este caso esto no puede ocurrir.

Entonces, en particular, x;, tiene m-ésima coordenada para toda k € S,,,_1
tal que k > K. Como (zy (m)),es, ., € una sucesiéon en [—1,1], existe Sy,
subsucesion de S,,_; tal que (74 (m)),cs —converge a algin t,, € (=1, 1).

De esta manera, podemos construir subsucesiones S1,Ss,... de N tales
que Siy1 es subsucesion de S; y (zy (1)),es, converge a algtin ¢; € (—1,1)
para cada ¢ € N.

Sea R = (s,), donde s, es el n-ésimo término de S, para cada n € N.
Notemos que como S;41 es subsucesion de S; para cada i € N, R; = (s,),,+;
es subsucesién de S; para cada i € N. Esto implica que (zy, (1)) e, converge
a t; para cada ¢ € N, y por lo tanto (zj (7)),cr converge a t; para cada
i € N. Como cada t; € (—1,1), entonces (t1,ts,t3,...) € Ty, debido a la
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Proposicién 2.2.4, (z),cr converge a (ti,t2,t3,...).

Por lo tanto, en cualquier caso (zj) tiene una subsucesién convergente.
Concluimos que T es secuencialmente compacto, y entonces también es com-
pacto. O]

2.3. Demostracion del Teorema de Keller

Proposicion 2.3.1. Sea K un subconjunto compacto y elipticamente convexo
de ly. Supongamos que [ : ly — R es una funcional lineal y continua, ¢ € R
y se cumple que

inf f(z) <c<supf(z). (2.5)

zeK zeK

Sea K. = {x € K| f(x) =c}. Entonces, SuppK. = K. N SuppK vy, por lo
tanto, K. es elipticamente convexo.

Demostracion. Sea xg € K. N Supp K. Existe g : {5 — R lineal y continua
que soporta a K en xy. Entonces

inf g (z) <supg(r) =g (o)
reK zeK

y, por lo tanto, existe a € K tal que g (a) < g (x¢). Si a € K., tenemos que

Inf g(2) < SUp g (x) = g (20),
ya que K. C K. Asi, g soporta a K. en x.

Sia ¢ K., entonces f (a) # c. Sin pérdida de generalidad supongamos que
f(a) < c. Por (2.5), existe b € K tal que ¢ < f (b). Y como f (a) < ¢ < f(b),
existe t € (0,1) tal que tf(a) + (1 —1¢)f(b) = ¢. Ya que ta+ (1 —t)b €
K (porque K es convexo) y f(ta+ (1 —1t)b) = tf(a) + (1 —=1) f(b) = ¢,
concluimos que

ta+ (1 —1t)b e K.. (2.6)
Por otra parte,
g(ta+ (1 —1)b) =tg(a)+ (1 —1)g(b)

< tg (o) + (1 — 1) g (o) (2.7)
=g (ZL'()) )



38 CAPITULO 2. EL TEOREMA DE KELLER

como tenfamos que g (a) < g (o), v 9 (20) = sup,cx g (z). De (2.6) y (2.7),
se sigue que

f < =
xgchg() fél;?cg(x) g9 (o),

y entonces g soporta a K. en xg.

Por lo tanto, xy € Supp K., y K. N Supp K C Supp K..

Ahora, sea xy € Supp K.. K es conexo porque es convexo, y entonces
f(K) es conexo. Esto y (2.5) implican que K. # ). Asi, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que ¢ = 0 (si ¢ # 0, tomemos y € K, y aplique-
mos el lema al conjunto K. — vy, la funcional f y ¢ = 0, considerando que
Supp (K. — y) = Supp K. — y).

Como zy € Supp Ky, existe g : /5 — R lineal y continua que soporta a
Ky en xy. Entonces,

inf g(z) < sup g (x) = g (z0). (2.8)
z€Ko zeKy
Para cada t € R sea g, = g+t f. Entonces, cada g; es una funcional lineal
y continua, y como f (z) =0siz € Ky, ¢ (v) =g (z) si z € K.
Definimos

K ={zeK|f(z)<0}, Kt={zxeK]|f(z)>0},

A:{teR| sup gt(x)>g(:v0)}, B:{t€R| sup gt(x)>g(x0)}.

reK— zeK+

Afirmamos que A y B son abiertos en R. En efecto, sea t, € A. Entonces

sup gy, () > g (wo),
reK—

y por lo tanto existe y € K~ tal que g (y) + tof (y) = g1, (y) > g (z0). Asi,
tof (y) > g (x0) — g (y); y como la funcién t — tf (y) es continua en R, existe
d>0talquesit e Ry |t —ty| <0, entonces tf (y) > g(x9) — g (y).
SiteRytf(y) > g(zo) —g(y), entonces g; (y) > g (xo). Esto implica

que

sup g; () > g (o)

zeK—
yt € A. Por lo tanto, sit € Ry |t — tg] < J, entonces t € A. Concluimos que
to es punto interior de A y que A es abierto en R. Andlogamente se prueba
que B es abierto en R.
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Ahora, por (2.5) existe k € K tal que f (k) < ¢ =0, es decir, k € K.
Entonces —f (k) > 0, y existe n € N tal que n(—f(k)) > g(zo) — g (k).
Asi, g (k) > g(x9), y por lo tanto —n € A. Entonces A es no vacio, y
analogamente B es no vacio.

Por otra parte, si existiera t € AN B, entonces

sup g¢ () > g(zo) y sup g: () > g (o),
€K~ €K+
y por lo tanto existirian k; € K~ y ko € KT tales que gy (k1) > g(z0) v
gt (ka) > g (20).
Como f (k1) < 0 < f(ky), también existiria s € (0,1) tal que sf (ki) +
(1—S)f(k2) =0. ASf, Skl—l-(l—S)k'Q S KO y

g (sky 4+ (1 —s)ke) = gt (sky + (1 — s) ko)
= 5g; (k1) + (1 — ) g1 (k2)
> sg (o) + (1 —8) g (7o) = g (20),

pero esto contradice (2.8). Por lo tanto, AN B = ().

Tenemos entonces que A y B son no vacios, abiertosen Ry ANB = (). De
la conexidad de R se sigue que existe r € R\ (AU B). Como ¢, [k,= ¢ [k,
y g no es constante en Ky (porque g soporta a Ky en z;), entonces g, no es
constante en Ky, y por lo tanto no es constante en K.

Ademas, debido a que z¢ € Supp K. C K. = Ky,

sup g, (v) = sup g () = g (z0) = gy (o)., (2.9)

y como r ¢ AU B,

Sup g, (@) < g (50) = gv (w0) ¥ sup g, (2) < g (0) = g (o) . (2.10)

reK~ zeKt

De (2.9), (2.10) y el hecho de que g, no es constante en K se sigue que
gr soporta a K en xg, y esto implica que xqg € Supp K. Entonces z, €
K. N Supp K y, por lo tanto, Supp K. C K. N Supp K.

Asi, concluimos que SuppK,. = K. N SuppK. Finalmente, veamos que
K. es elipticamente convexo. Sean xy,z9 € K.y t1,t2 € (0,1) tales que
t1 +ty = 1. Como K es elipticamente convexo se tiene que

t1$1 + t2$2 € K\SuppK g K\Supch
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Ademas, ya que x1, x5 € K., entonces
f (tll‘l —f- tngg) = tlf (Il) + tgf (I’Q) = tlc + tQC = (tl —I— tg) C = C.

Por lo tanto, t1x1 + taxs € K. \SuppK.. O

Notemos que cada espacio de Keller es homeomorfo a un subconjunto
convexo y cerrado de /5, ya que 5 es un espacio de Hausdorff y sus suconjun-
tos compactos son cerrados. Entonces, del Corolario 1.4.5.1 concluimos que si
K es un espacio de Keller, K es homeomorfo a un subconjunto elipticamente
convexo de {5 (que es compacto y de dimensién infinita, por ser homeomorfo
a K). Por lo tanto, para probar el Teorema de Keller basta demostrar la
siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.2. Sea K un subconjunto compacto, elipticamente convexo
y de dimension infinita de {5. Entonces K es homeomorfo a T'.

Consideremos un subconjunto K compacto, elipticamente convexo y de
dimension infinita de f3. A partir de este punto y hasta el final de este
capitulo, K sera un conjunto fijo.

Entonces, K — K es un subconjunto convexo y simétrico con respecto al
origen de /5. Ademas, K — K también tiene dimension infinita, pues contiene
a K —k para cada k € K (que es homeomorfo a K), y asi span (K — K) tiene
dimension algebraica infinita. Por lo tanto, por la Proposicion 1.1.15, existe
un subconjunto {v, | n € N} (donde v; # v; si i # j) ortogonal maximal de
K—-K.

Ahora, definimos g, : ¢ — R como g, (z) = (x,v,), para cadan € N. 'Y
para cada x € K denotemos

K, ([E) = {y € Kp1 ([E) | In (y) = On (l’)} para n € N.
Observacion 2.3.3. Siz,y € K,

(i) = € K,, (v) para cadan € N,
(ii) si n € N, son equivalentes

a) gi(x) = g; (y) para cada i < n,
b) K;(z) = K; (y) para cada i < n,
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C) Kn (.’ﬂ) - Kn (y)7
d) z € K, (y).

Ademés, dada = € K, observemos que K, (z) C K, (z) y K, (z) =
K,_1(x)N g, (g, (x)) para toda n € N. Entonces, como cada funcional g,
es continua, K, (x) es cerrado en K,,_; (z) para toda n € N. Asi, el hecho de
que K = Ky (z) es compacto implica, por induccién, que K, (x) es compacto
para toda n € N.

Por lo tanto, ya que cada g, es continua, podemos definir a,, : K - Ry
b, : K — R como

an (z) = min{g, (y) |y € Knoy (2)},  bn(2) = méx{gn (y) |y € K (2)}
para cada n € N.
Lema 2.3.4. K, (z) es elipticamente convexo para cadan € N yx € K.

Demostracion. Sea x € K. La demostracion serd por induccién sobre n.
Ky () = K es elipticamente convexo.

Sea n € N, y supongamos que K, ;(x) es elipticamente convexo. Si
an () < gn(x) < by (x), entonces K, (x) es elipticamente convexo por la
Proposicion 2.3.1.

Si ap(x) = gn(x) = b, (x), entonces g, (k) = g, (z) para cada k €
K,_1(x). Por lo tanto, K, (x) = K,_1(z) y K, (x) es elipticamente con-
Vexo.

Finalmente, si a, () < gn(x) = b, (z) (0 an(x) = g, (x) < b, (x)),
entonces g, soporta a K, 1 (z) en = (o —g, soporta a K —1(x) en x) Sin
pérdida de generalidad supongamos que g, soporta a K, (:U) en x

Tomemos y € K, (z). Entonces y € K,_1 () v ¢ (y) = gn x) y, por lo
tanto,

In (87 +ty) = 89n () +tgn (y) = (s + 1) gn (¥) = gn (2)

para cada s,t € [0, 1] tales que s+t = 1. Esto implica que g, soporta a K,,_;
en sx + ty para cada sz + ty € [x; y], y por lo tanto [x; y] C Supp K,,_1 (z).
Asi, del hecho de que K,,_1 (z) es elipticamente convexo concluimos que x =
y. Entonces K, (z) = {z}, y K, (z) es elipticamente convexo. O

Observacién 2.3.5. De la demostracion del lema anterior podemos concluir
que si A C /5 es elipticamente convexo, x,y € Ay f : fo — R soporta a A
en r y en y, entonces xr = y.
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Por otra parte, dada € K, notemos que, debido a que cada K, (x)
es elipticamente convexo, K, 1 (x) es conexo y entonces g, (K, (z)) =
[a, (z),b, ()] para toda n € N.

Lema 2.3.6. El conjunto de funcionales {g, | n € N} separa los puntos de
K, y para cada x € K yn € N se cumple

(i) siaj(x) <b;(x) paral < j<mn, entonces a;(x) < g; () < bj (x) para

(11) sia;(x) <bj(x) paral <j<n—2ya,_1(x)<gp1(x)<by(z),
entonces a, () < b, (z) y para cada © > n eziste ¢; € (0,1] tal que
CU; € Kn—l (I) - Kn—l (I)

Demostracion. Si{g, | n € N} no separara los puntos de K, existirian x,y €
K, x # y, tales que g, () = g, (y) para cada n € N. Entonces (x —y,v,) =0
para cada n € N, pero, ya que x — y # 0, esto contradice el hecho de que
{vn | » € N} es un subconjunto ortogonal maximal de K — K.
(i) Sean x € K y n € N. Supongamos que a; (x) < b; (z) para 1 < j < n.
Sea 1 < i < n — 1. Entonces, tenemos que a; () < b; (x). Supongamos
que
a; (x) < gi(x) = b; () 0 a; () =gi(x) <bi(z).

Asi, g; soporta a K;_; (z) en x 0o —g; soporta a K;_ 1 (z) en z.

Sea y € K;(x). Entonces g; (y) = ¢;(x), y ¢; soporta a K; 1 (z) en y
o —g; soporta a K; 1 (x) en y. Esto implica que x = y, ya que K; 1 ()
es elipticamente convexo. Por lo tanto, K; (x) = {z}. De esto se sigue que
ai+1 () = bip1 (x), lo cual contradice que a; (x) < b; (x) paracadal < j < n.
Entonces,

a; () < gi(x) < b;(x) paracada 1 <i<n—1.

(17) Sea x € K. Haremos la demostraciéon por induccién sobre n. Ya que
vy € K — K y v # 0, se tiene que vy = ky — ko para ciertos kq, ko € K y

g1 (k1 = k2) = g1 (v1) = (v, 1) = [l |* > 0.
Entonces g; (k1) > g1 (k2), lo cual prueba que g; no es constante en K. Esto

(
implica que a; (z) < by (z). Ademds, como v; € K — K = Ky (z) — Ko ()
para toda ¢ > 1, (ii) es verdadero para n = 1.
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Ahora, sean € N, n > 1, y supongamos que (ii) se cumple paran — 1y
que

aj(x) <bj(z) paral <j<n—2ya,_1(x) < gp1(x) <by_1(x).

Asi, debido al inciso (i) tenemos que a,_5 () < gn—2 (z) < by_2 (z). Por lo
tanto, por hipétesis de induccion, para cada i > n—1 existe ¢; € (0, 1] tal que
civ; € Ko (x)—K,_2 (x). Entonces, para cada i > n existen y;, z; € K,,_o ()
tales que

Como a,—1 () < gn—1 (z) < by—1 (x), para cada i > n hay dos posibilida-
des:
a) Si 9n—1 (yz) S gn—1 (ZL’) < bn—l (l’), definimos

C,~ _ bnfl (33‘) — On-1 (x) c (O, 1] 7

b1 () = gn—1 (¥i)

y tomamos u; € K, (z) tal que gn—1 (u;) = max g,—1 (Kp—2 (2)) = bp—1 (7).
b) Si an_1 (z) < gn-1 () < gn_1 (y;), definimos

r_ 9n-t (z) — a1 (7)
C g1 () — ana (2)

€ (0,1],

y tomamos u; € K, o (z) tal que g, (u;) = ming,—1 (K, (2)) = a,—1 ().
Entonces, ya que ¢, € (0, 1] para cada i > n, por la convexidad de K,,_5 ()
se tiene que

(1 —c)ui + yiy, (1—)u+ iz € Ky o(x). (2.12)

Sea i > n. Si para i pasa el caso a), entonces, debido a que g, 1 (u;) =
b,—1 (z) y a la definicién de ¢,

In—1 (1 = ¢§) ui + ciyi) = gn1 (W) + ¢ (gn-1 (i) — gn—1 (w;))
=bp1(2) + ¢ (gn-1 (¥i) — bn1 (7))
= Gn-1 (JJ) :
Como i > n, se tiene que i # n — 1. Asi, v; y v,_1 son vectores ortogonales y

por (2.11) tenemos que gn_1 (¥i) — gn-1(2i) = Cign—1 (Vi) = ¢i{vs, Vp_1) = 0,
entonces g,_1 (¥;) = gn-1 (z;). Por lo tanto,

In1 (1 = &) ui +¢izi) = gn1 (W) + ¢ (g1 (¥i) = gn-1 (wi)) = gn—1 (2).
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Por otra parte, si para i pasa el caso b), siguiendo un razonamiento analogo
concluimos que g,—1 (1 — &) u; + cyi) = Gn-1 () Y gn1 (1 — &) u; + ¢z;) =
gn—1 (). Asi, para cada i > n se cumple que

gn1 (1 = ) ui + i) = g1 (%) ¥ g1 (1 = &) ws + €jzi) = g1 (7).
Esto implica, debido a (2.12), que
(1 =) u + cyi, (1—¢)ui+ iz € K1 (x) para cada i > n.
Por lo tanto, para cada 1 > n

cievy = d (yi — 2)
= (1 =) ui +cyi — (1 = ) us + ¢jzi) € Koy (w) — Ky ().

Sea ¢ = cj¢; para cada i > n. Entonces, ¢ € (0,1] y d/v; € K,,—1 (x) —
K, 1 (x) para cada i > n.

Finalmente, tenemos que v, € K,,_1 (x) — K,,_1 (x), por lo que v, =
y — z para algunos y, z € K, (z). Por lo tanto, ya que v, # 0,

0 < ¢ lvnll® = ¢ (vn, vn) = gn (i) = g () — gu ()
< mann (Kn—l (:E)) - mingn (Kn—l ($)) = bn (ZL‘) — Qn (l‘) :

Entonces, a, (z) < by, (). O

Ahora, definamos f,, : {x € K | a, () < b, ()} — [-1,1] como

)
29n ( ) b () = an (2)
() = b (0) — an (@ ) (2.13)

para cada n € N. Notemos que para cada z € K tal que a, (z) < b, (x),
fn () es la evaluacién en el punto g, () del homeomorfismo afin entre los
intervalos [a, (x),b, (z)] v [-1, 1].

Ademads, ya que a; (x) < by () para toda x € K, se tiene que f; estd
definida en z para toda x € K.

Sea F': K — T definida como

F () :{ (fi(@),..., fr(x)) sik+1=min{neN|a,(x)=>,(x)},
(fn () en si a, () < b, (r) para toda n € N. 11
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Sea x € K. Si a,, (x) < b, (x) para toda n € N, entonces, debido al inciso
(7) del Lema 2.3.6,

an () < gn (x) < b, (z) para toda n € N.

Por lo tanto, f, (z) € (—1,1) para toda n € N, y esto implica que F (z) =

(fn(@)),en €T
Por otra parte, si k +1 = min{n € N | a, (z) = b, (z)}, debido al inciso
(7) del Lema 2.3.6 tenemos que

aj (x) < g;(x) <bj(x) paral <j<k—1;
y, por el inciso (i7),
gr (z) = a (z) 6 gi (x) = by ().

Por lo tanto, f;(z) € (=1,1) paral < j < k—1vy fi(z) € {-1,1}, ¥y
entonces F (z) = (f1 (z),..., fr(x)) € T.
Asi, concluimos que F' esta bien definida.

Proposicion 2.3.7. F': K — T es una funcion biyectiva.

Demostracion. (a) F es inyectiva.
Sean x,y € K,y supongamos que F (x) = F (y). Veamos por induccién
que para toda n € N,

sin < ord(F (x)), entonces g, (z) = gn (v) - (2.15)
El hecho de que F' (x) = F (y) implica que f; (z) = f1 (y). Y dado que
ay (x) = min gy (K) = a1 (y) y b (x) = mix gy (K) = b1 () ,

por la definicién de f; tenemos que g; (z) = g1 (v).

Sean € N, n > 1 tal que n < ord(F (z)). Como F (z) = F (y), entonces
fn (x) = fu (y). Por hipétesis de induccion, g; (z) = g; (y) para cada i < n, y
esto implica que K,,_1 (z) = K, 1 (y). Asi,

an (z) = min g, (K1 (7)) = min g, (K,—1 (y)) = an (y) ,

bn (.1') = méXgn (anl (x)) = méXgn (anl (y)) = bn (:U) :
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Por lo tanto, por la definicién de f,, tenemos que g, (z) = ¢, (y), v esto
concluye el paso inductivo.

Ahora, si ord(F' (z)) = oo, por (2.15) g,, () = ¢, (y) para cada n € N. Ya
que {g, | n € N} separa los puntos de K, concluimos que = = y.

Por otra parte, si ord(F (z)) < oo, de (2.15) se sigue que ¢, () = gm (y),
donde m = ord(F (z)). Asi, fn (z) = fu (y) es la dltima coordenada de
F(xz) = F (y), por lo que f,, () = 1. Entonces,

I (T) = Gm (y) = am () 6 gm () = g (¥) = b (7). (2.16)

Como f,, estd definida en z, a,, (z) < by, (z). Por lo tanto, g,, no es constante
en K,,_1 (z). Debido a esto y a (2.16), ¢, 6 —gm soporta a K, 1 () en z y
en y. De esto y del hecho de que K, ; () es elipticamente convexo se sigue
que = y.

(b) F es suprayectiva.

Sea y € T'. Veamos por induccion que para toda n € N,

sin <ord(y), existe x € K tal que f; (x) =y (i) parai < n. (2.17)

Ya que g; no es constante en K, ming; (K) < méaxg; (K). Entonces,
existe un homeomorfismo

h: [_17 1] — 0 (K) = [mingl (K> , MAX g1 (K)]

Sea x € K tal que h(y (1)) = g1 (z). Por lo tanto, f; (z) =y (1).
Sean € N, n > 1 tal que n < ord(y). Por hipé6tesis de induccion, existe
z1 € K tal que f; (z1) = y (i) para i < n — 1. Entonces,

foi(x) =y(n—1) € (=1,1),

ya que n — 1 < ord(y). Por lo tanto, g,—1 (1) € (an—1 (1) ,bp—1 (z1)). Como
ademds a; (z1) < b; (x1) para 1 < j < n — 2 (porque f; estd definida en x;
para cada 1 < j < n — 2), tenemos que, por el inciso (ii) del Lema 2.3.6,
an (z1) < by (z1). Esto implica que existe un homeomorfismo

W [=11] = gn (Ko (21)) = lan (21) 00 (21)] -

Sea xy € K1 (1) tal que ' (y (n)) = g, (x
otra parte, como x5 € K, 1 (x1), g (x1)
para toda ¢« < n — 1. Por lo tanto,

fi(xe) = fi(x1) =y (i) parai <n—1

Entonces, f, (z2) =y (n). Por

)=
(z2).
= gi(12) y Kno1 (21) = Ky (72)
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y, asi, fi (x2) =y (i) para ¢ < n. Esto concluye el paso inductivo.
Si ord(y) < oo, por (2.17) existe + € K tal que f;(z) = y(i) para
i < ord(y). Como

fi(x) =y () € (=1,1) parai <ord(y) v forq, (¥) =y (ord(y)) = 1,

F (x) tiene exactamente ord(y) coordenadas, y entonces F' (z) = y.

Por otra parte, si ord(y) = oo, por (2.17) para toda n € N existe x,, € K
tal que f; (z,) = y (i) para i < n.

Sea n € N. Tenemos que

fi(zn) =y (i) = fi (xns1) parai<n,

y, por induccién, esto implica que g; (x,) = ¢; (x,11) para i < n. Asi, si
k € Kpi1(xn11), entonces g; (k) = g; (x,11) para i < n+ 1, y por lo tanto
gi (k) = g; (x,) para i < n. Concluimos que k € K, (z,,), y Kpy1 (Tps1) C
K, (z,) para toda n € N.

Asi, (K, (x,)) es una sucesién anidada de subconjuntos compactos y no
vacios de /5, por lo que existe z € (.2 K, (zn).

Sea i € N. Ya que z € K; (z;), se cumple que g; (z) = g; (z;) y K; (z) =
K (x;) para j < i. Entonces, como K;_; (v) = K;_1 (x;), se sigue que a; () =
a; (x;) y b; () = b; (x;). También a; (z;) < b; (x;), ya que f; estd definida en
x;. Por lo tanto, a; (x) < b; (x) y f; estd definida en z. Ademés, debido a que
9i (%) = gi (1), a; (¥) = a; (z;) y b (x) = b; (2;), tenemos que

fi(x) = fi(x;) =y ().

Asi, a; () < b (x) y fi(x) = y (i) para cada ¢ € N, y por lo tanto F (z) =
(fi(2)) =y.

Concluimos que F' es biyectiva. ]

Recordemos que {v, | n € N} es un subconjunto ortogonal maximal de
K — K. Sean € N. Como Y = span{vy,...,v,} es un subespacio de ¢, de
dimensién algebraica finita, Y es cerrado en ¢5. Por lo tanto, o =Y @Y+ y
podemos considerar la proyeccion ortogonal de ¢y sobre Y.

Lema 2.3.8. Sean € N. Si Y = span{vy,...,v,} y P : ly — Y es la
proyeccion ortogonal de ly sobre Y, entonces P (K) es un cuerpo convero
cerrado en Y .
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Demostracion. Dado que K es convexo y la proyecciéon P es lineal, P (K)
es un subconjunto convexo de Y. Como K es compacto y P es continua,
P (K) es compacto, y entonces es cerrado en Y. Por lo tanto, falta probar
que inty (P (K)), el interior de P (K) con respecto a Y, es no vacio.

Tomemos y € P (K) fijo. Como v; € Y, porque n > 1, entonces P (v;) =
vy # 0. Tenemos que v; = k1 —ky para algunos ki, ks € K, yaquev; € K—K.
Asi,

P (ki) = P (k) = P (v1) #0,

y P (k1) # P (kz). Por lo tanto, |P(K)| > 1y |P(K)—y| > 1.

Supongamos por contradiccion que cada n + 1 vectores en P (K) son
affnmente dependientes. Entonces, cada n vectores en P (K) — y son lineal-
mente dependientes.

Sea k el minimo nimero natural tal que cada k vectores en P (K) —y
son linealmente dependientes. Asi, £ < n, ya que n cumple esta condicion.
Por otra parte, como |P (K) —y| > 1, existe z € P(K) — y tal que z # 0.
Entonces {z} es linealmente independiente, y por lo tanto k > 1.

Asi, 1 < k — 1. Debido a que k es el minimo natural con la propiedad

anterior, existen yq,...,yx—1 € P (K) — y linealmente independientes. Sea
w € P(K) — y. Entonces yi,...,yx_1,w son linealmente dependientes, ya
que cualesquiera k vectores en P (K) — y lo son. Esto implica que existen
ai,...,qr € R, no todos cero, tales que

aryr + ..+ ap_1ye—1 + apw =0,

y de la independencia lineal de ¥, . .., yx_1 se sigue que ay, # 0. Por lo tanto,
aq Op—1
w=——y — ... — Yk—1 € span{yi, ..., Yr_1},
(093 [09%

y entonces P (K) —y C span{yy,...,Yk—1}

Sea {hi, ..., hx_1} una base ortogonal de span{y1,...,yx_1}- Esta puede
completarse a una base ortogonal {hy,...,h,} de Y. Como k — 1 <mn, h, ¢
{h1,...,hg_1}, y entonces (h,, h;) =0 parai=1,..., k — 1. Asi, debido a
que

P(K)—y Cspan{yi,...,yp—1} =span{hy, ..., hy_1},

tenemos que (h,,r) = 0 para cada z € P (K) — y.
Lo anterior implica que, para cada v € P (K),

(hnyv) = (hy 0 = Y) + (B, y) = (hiy )
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Es decir, la funcional (h,,-) : /o — R es constante en P (K).

Por otra parte, como h,, € Y = span{vi,...,v,}, hy = Avp + ... + A,
para algunos Ay,..., A, € R. También, \; # 0 para alguna j € {1,...,n},
pues h, # 0.

Ya que v; € K — K, v; = l; — Iy, con ly,ly € K. Ademas, P (v;) = v,
pues v; € Y. Asi, como {v, | n € N} es un conjunto ortogonal,

(hs P (1) = P (12)) = (o, P (7)) = (B 0y)
= (Mu1+ .o+ Ao, 1))
= Aj llvjll # 0,

pues tenfamos que A; # 0. Por lo tanto (h,, P (1)) # (hn, P (l2)), pero esto
contradice el hecho de que (h,,-) es constante en P (K).

Entonces, concluimos que existen x1, ..., 2,41 € P (K) vectores afinmen-
te independientes. Debido a la Proposicion 1.1.21, tenemos que el interior de
conv{zi,...,T,41} con respecto a Y es no vacio. Como P (K) es convexo,

conv{ziy,...,xy41} C P(K), y por lo tanto int y (P (K)) # 0. ]

Lema 2.3.9. Sea n € N. Supongamos que xy € K, yo € K, (v0) y (x;) es
una sucesion en K tal que lim x; = xo. Entonces, existe una sucesion (y;)
j—o0

tal que y; € K, (x;) para cada j € N y lim y; = yo.
j—00

Demostracion. Sea Y = span {vy,...,v,}, y consideremos la proyeccién or-
togonal P de ¢y sobre Y. Del Lema 2.3.8 se sigue que P (K) es un cuerpo
convexo cerrado en Y.

Sea © € K, (xy). Entonces g¢; (x) = ¢; (zo) para cada i < n; es decir,
(x,v;) = (xg,v;) para cada i < n. Esto implica que (z,y) = (zo,y) para cada
y €Y,y por lo tanto z — 2y € Y+ = ker P. Asfi, tenemos que P (z) = P (z0),
y concluimos que

P (K, (z0)) = {P ()} (2.18)

Ahora, existen los siguientes dos casos.

(a) P(yy) € 0y (P (K)). Como P (K) es un cuerpo convexo cerrado en
Y, de la Proposicién 1.6.6 se sigue que

dy (P (K)) = Suppy (P (K)).

Por lo tanto, existe una funcional f : Y — R lineal y continua que soporta a
P (K) en P (yo). Es decir,

inf f(y) < sup f(y)=[(P(w))-

yeP(K) yeP(K)
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Sea a € K, (z9). Como yy € K, (x), por (2.18) tenemos que P (a) =

P (yo). Entonces,

inf f (P (x)) <sup f(P(x)) = [f(P(y)) = f(P(a)).

zeK €K
Lo anterior implica que la funcional f o P : 5 — R, que es lineal y continua
porque f y P lo son, soporta a K en a, y por lo tanto a € Supp K. Asi,
K, (xo) € Supp K.

Finalmente, ya que K es elipticamente convexo, concluimos que K, (x¢) =
{z0}, y por lo tanto yo = . En este caso definimos y; = z; para cada j € N,
y claramente la sucesién (y;) cumple lo requerido.

(b) P(yo) € inty (P (K)). Sea j € N. Se tiene que [P (yo); P (z;)] C
P (K), pues P (K) es convexo. Sean

s=1Mnf{t > 0| P(yo) +t(P(x;) — P(y)) & P(K)}

y 23 =P (yo) + 5 (P (z;) — P ())
(si este Infimo no existe, w, = P (yo)+n (P (x;) — P (y)) € P (K) para cada
n € N, lo cual es imposible ya que la sucesién (w,) no tiene subsucesiones
convergentes y P (K) es compacto).

Como [P (yo); P(z;)] € P(K), s > 1. Y ya que para toda t < s tal
que t > 0 se cumple que P (yo) +t (P (z;) — P (y0)) € P (K), entonces z; €
P(K) = P(K). Ademés, como P (K) es convexo se sigue que P (yo) +
(P (zj) — P(yo)) ¢ P(K) para cada t > s, por lo que z; € Y\P (K). Asf,
z; € Oy (P (K)).

Ahora, debido a que [P (yo); P (z;)] € [P (y0); 25| (porque s > 1), se
tiene que

~+

P (x;) = t1P (yo) + t2zj para algunos ty,ty € [0,1] con t; +t, = 1. (2.19)

Como 2} € P (K), existe z; € K tal que P (z;) = zj. Entonces, ya que P es

la proyeccién ortogonal de Y @ Y+ sobre Y, z; = a + z; para algtin a € YL,

De igual forma, yo = b+ P (y0) y z; = ¢ + P (;) para algunos b,c € Y.
Definimos

Y; = tly(] + tQZj = tlb -+ tQCL -+ tlp (yo) + tQZ;- = tlb + tQCL + P (37]) . (220)

Por la primera igualdad, y; € [yo; 2;] € K, pues K es convexo. Ademsds,
sii € N, i < mn, tenemos que (t;b + taa,v;) = (c,v;) = 0, pues v; € Y y
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a,b,c € Y+, Asi,
9i (yj) = (yj,vi) = (010 + taa, vi) + (P () , vi)
= (¢, v;) + (P () ,vi) = (x5, v:) = gi () -

Por lo tanto, ¢; (y;) = ¢; (z;) para cada i < n,y esto implica que y; € K, (z;).
Por otra parte, como t,b+tsa € Y+, se tiene que P (y;) = P (x;). Asi,de-
bido a (2.19) y (2.20),

lvo — yill = (1 —t1) yo — tozj|| = tallyo — 2| ¥

1P (yo) = P ()| = 1P (o) — P ()| = t2 || P (o) — 25|

Entonces,

1P (yo) = P ()l llvo — 2]l
1P o) =l
Se cumple que ||P (yo) — z}|| # 0, porque P (yo) € inty (P(K)) y 2 €
Iy (P (K)).
Como P es una proyecciéon ortogonal, ||v|| > ||P (v)| para cada v € fs.
También, por (2.18) se tiene que P (y) = P (xo). Asi,

%0 — y5ll =

1P (yo) — P (yj)ll = | P (w0) — P ()] < [Jwo — ;]| -

Ademads, [lyo — z;|| < didm K y, como 2 € dy (P (K)), P (o) — ;H >
d (P (yo),Y\P (K)) = r.Observemos que r > 0 yaque P (yy) € inty (P (K)).
Por lo tanto,

|zo — z;|| didm K

g0 — w;ll < (2.21)

r

De esta manera, se tiene que la sucesion (y;) cumple y; € K, (z;) y (2.21)
para cada j € N. Entonces, como lim z; = xy, concluimos que lim y; =
j—oo j—oo

Yo- O

Proposicién 2.3.10. La funcion f, : {x € K | a,(x) < b, ()} — [—1,1],
definida en (2.13), es continua para cada n € N.

Demostracion. Sea n € N. Primero, veamos que la funcién b, : K — R es
continua. Sea (z;) una sucesién en K tal que

lim z; =z (2.22)

j—00
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para algin =, € K. Basta probar que existe una subsucesién (z;,) de (z;)
tal que lim f (x;,) = f (o).
j—o0
Para cada j € NN {0}, sea z; € K,_;(z;) tal que b, (z;) = g, (25).
Entonces (z;) es una sucesién en K, y del hecho de que K es compacto se
sigue que existen una subsucesion (z;,) de (z;) y ug € K tales que

lim z;, = uo. (2.23)

k—o0

Ahora, como cada z; € K,,_1 (), gi(2;) = ¢; (vj) paratodai <n—1y
toda j € N. Entonces, debido a (2.22) y (2.23) y a que cada g; es continua,
inferimos que

gi (up) = lim g; (z;,) = lim g; (x;,) = g; (o) para todai <n—1.
k—o0 k—oo
Lo anterior implica que ug € K, _1 (xg), y por lo tanto
by (20) = méx g, (Kn—1(20)) = gn (o) -
Como g, es continua, entonces g, (ug) = kh'm gn (2j,), ¥ va que b, (z;) =
—00
gn (z;) para cada j € N, tenemos que lim g, (z;,) = lim b, (x;,). Asi,
k—ro0 k—ro0
b (w0) 2 g (o) = lim by () (2.24)
Afirmamos que existe una sucesién (y;) tal que

lim y; = 2 (2.25)
j—o0
y y; € K,_1(x;) para cada j € N. En efecto, si n — 1 > 1, como z, €
K1 (xg), la sucesion estd garantizada por el Lema 2.3.9. Sin —1 = 0,
entonces K,_; (r;) = K para cada j € N, y podemos tomar y; = z, para
toda j. En ambos casos la sucesion (y;) cumple lo requerido.
Cada y; € K,,_1 (x;), de modo que K,,_1 (y;) = K, (z;) y por lo tanto
bn (yj) = by, (z;) para cada j € N. Esto y el hecho de que g, (y;) < b, (y;)
para cada 7 € N implican que

Ademas, habfamos tomado zy tal que b, (zo) = gn (20). Asi, por (2.25),

b, ([Eo) = 0n (ZO) = kli)rgo gn (yjk) < klirgo bn, (x]k) .
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Debido a esto y a (2.24), concluimos que b, (z) = klim by (xj,)-
—00
Entonces, b, es continua en K, y analogamente a,, es continua en K. Asi,

como g, es continua en {5, se sigue de la definicién de f,, que dicha funciéon
es continua en su dominio. [

Proposicién 2.3.11. F : K — T, definida en (2.14), es un homeomorfismo.

Demostracion. Por la Proposicién 2.3.7 tenemos que F' es biyectiva. Como
K es compacto y T' es un espacio de Hausdorff (ya que es métrico), sélo falta
probar que F' es continua.

Sean (z;) una sucesién en K tal que

lim z; = x9
J—00
para algin zo € K, y n € N tal que n < ord(F (z)).

Sea i < n. Entonces i < ord(F (zg)) y F (zo) tiene i-ésima coordenada.
Por lo tanto, f; estd definida en xy y a; (xg) < b; (xg). Asi, existen A; y B;
ajenos y abiertos en R tales que a; (z9) € A; y bi (x9) € B;. Y como tenemos
que a; y b; son continuas, existen U; y V; abiertos en K tales que g € U; NV},
a; (U;) € Aiy b (V;) C B

Sean . .
U=(U vy V=V
i=1 i=1
Entonces xo € UNV,y UNV es abierto en K. Como

h’m T; = Zo,

]-)OO
existe K,, € N tal que z; € UNV si j > K,. De esta manera, si j > K,,
a; (x;) € A; y b (z;) € B; para cada i < n. Por lo tanto, a; (z;) < b; (z;)
para cada i < n. Esto implica que F'(z;) tiene n-ésima coordenada.

Asi, tenemos que para cada n < ord(F (z)) existe K,, € N tal que F' (x;)

tiene n-ésima coordenada si j > K,,. Ademas, por la Proposicién 2.3.10 cada
fn es continua, y por lo tanto

lim f, (z;) = fu (x0) para cada n < ord(F (zy))
j—00

(notemos que cada f, esta definida en xg porque n < ord(F (xp)), vy esta
definida en z; para j > K,,).
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Lo anterior en combinacion con la Proposicién 2.2.4 implica que

lim F(z;) = F (zo) .

j—o00
Por lo tanto, F' es continua. O]

Finalmente, de la proposiciéon anterior podemos concluir que todo sub-
conjunto K compacto, elipticamente convexo y de dimensién infinita de /5 es
homeomorfo a T'. Asi, tenemos la Proposicion 2.3.2, y esto termina la prueba
del Teorema de Keller.



Capitulo 3

Cuerpos convexos cerrados

El propédsito de este capitulo serd dar una clasificacion de los cuerpos
convexos cerrados de un espacio topoldgico vectorial arbitrario.

En el capitulo 4 estudiaremos subconjuntos no vacios, convexos, cerrados
y localmente compactos de un espacio de Banach. Veremos que si K es un
conjunto con estas caracteristicas y ademas tiene dimensién finita y cardi-
nalidad mayor a 1, entonces se cumple que K es un cuerpo convexo cerrado
en cierto espacio topologico vectorial. Por esta razoén, los resultados de este
capitulo seran de utilidad mas adelante.

Dados X y Y espacios vectoriales topolégicos y A y B subconjuntos de
X y Y, respectivamente, escribiremos (X, A) = (Y, B) si existe un homeo-
morfismo h : X — Y tal que h (A) = B.

Proposicién 3.0.1. Sean Uy y Uy cuerpos convezxos cerrados en un espacio
topoldgico vectorial X . Si ccUy = ccUs, entonces (X,U;) = (X, Us).

Demostracion. Como U; y Uy son cuerpos convexos en X, sin pérdida de
generalidad supongamos que 0 € int U;, para ¢ = 1, 2.

Sea V = %(Ul N Usy). Observemos que entonces V' es un cuerpo convexo
cerrado en X, y 0 € int V. Ademas, si v € V, se tiene que 2v € U; N U,. Asi,
por el Lema 1.6.4, v € int U; Nint Us,. Por lo tanto, V' C int U; para ¢ = 1, 2,
y de esto se sigue que

wy, () < wy (x) paracadaz € X yi=1,2. (3.1)

Sea i € {1,2}. Ya que U; N U, es convexo y 0 € Uy N Uy, concluimos
que V C U;. Entonces ccV C ccU;. Reciprocamente, si z € ccU;, entonces

95
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x € ccU; = ccUs, y por lo tanto, por la Proposicién 1.5.3, Rtz C U; N Us.
Asi,

1 1
Rtz = §R+$’ - é(Ul N Ug) =V

y entonces x € ccV. De esta manera, inferimos que ccV = ccU; para i €

{1,2}.

Por otra parte, si x € ccV, entonces Rtz C V. Por el Lema 1.6.4,
xr € intV, y por lo tanto ccV Cint V.

Sean i,j € {1,2}, i # j. Definimos h;; : X — X como

T siz eV,

11
hij (x) = ( L 5+ ijl.u) wv1(x) (1 -1 >> r sizeX\V.

wy (x 71”(]1_(96) oy @ wy (7)

Notemos que h;; esta bien defnida. Debido a la Proposicién 1.6.3, tenemos
que ccV = wy ! (0). Asf, como ccV C int V, entonces

X\V C X\intV C X\ccV = X\wy' (0).

Por lo tanto, wy (z) # 0 para cada x € X\V. Como ccV = ccU; = w(}j (0)
yccV = ccU; = wﬁjl (0), entonces wy, (z) # 0y wy, (r) # 0 para cada

1 1

r € X\V. Finalmente, de (3.1) se sigue que 7 > 0 para cada

v, @ o
re X\V.
Por otra parte, siz € VNX\V = 0V, entonces wy (z) =1y 1—% = 0.
Asi,

Ahora, tenemos que
hji (hij (z)) = x para toda = € X. (Apéndice iii.i)

Entonces h;jl = hj; y por lo tanto h;; es biyectiva. Como 0 € int U; Nint Uy N
int V', wy,, wy, y wy son continuas en X. De esto y del Lema del pegado se
sigue que h;; y hj son continuas en X, y por lo tanto h;; : X — X es un
homeomorfismo.

Finalmente,
hi; (U;) = U; (Apéndice iii.ii)

Ui
y con esto tenemos que (X, U;) = (X, Us). O
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Proposicion 3.0.2. Sea U un cuerpo convexo cerrado en un espacio to-
poldgico vectorial X. Entonces (X\ccU, U\ccU) = (0U x R, 90U x R™).

Demostracion. Como U es un cuerpo convexo en X, sin pérdida de genera-
lidad supongamos que 0 € int U.
Definimos h : X\ccU — 0U x (0, 00) como

h) = (@),

wy ()’

Por la Proposicién 1.6.3, ccU = wy;' (0), y entonces wy (z) > 0 si @ €
X\ccU.
Consideremos A~ : U x (0,00) — X \cc U definida como

h™t(x,t) = tx.

La funcién h~! estd bien definida, ya que si (z,t) € OU x (0,00), entonces,
por el Lema 1.6.4, sz ¢ U para toda s > 1. Asi, h™! (x,t) =tz ¢ ccU (si
tr € ccU entonces Rtz = Rttx C U).

Ahora, sea x € X\ccU. Entonces

) =1 (@)~ ) =

wy (x) wy ()
Sea (x,t) € OU x (0,00). Como x € 9U, wy (x) = 1. Entonces,

tx

ot (0)) = (@),

-1
h(h™' (z,t)) = h(te) = (th(

Por lo tanto, h~! es la funcién inversa de h y h es biyectiva. Observemos
que h™! es continua en AU x (0,00). Y como wy es continua en X, ya que
0 € int U, h es continua en X\ccU.

También, si x € U, entonces wy (z) < 1. Esto implica que h (U\ccU) C
AU x (0,1]. Reciprocamente, si (x,t) € OU x (0,1], entonces h™! (z,t) =tz €
X\ccU. Ademés x € OU C U (porque U es cerrado en X), y como t € (0, 1]
y U es un convexo que contiene a 0, inferimos que h™' (x,t) = tx € U. Por
lo tanto, h (U\ccU) = 0U x (0, 1].

Asi, concluimos que

(X\ccU,U\ccU) = (90U x (0,00),0U x (0,1]).
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Por otra parte, bajo el homeomorfismo Id x —log : U x (0,00) — U x R
tenemos que

(OU x (0,00),0U x (0,1]) = (0U x R,0U x R™),
por lo que
(X\ccU,U\ccU) = (U x R,0U x R*).
]

Recordemos que, dado un subespacio ¥ en un espacio vectorial X, la
codimensién de Y se define como la dimensién del espacio cociente X/Y.

Proposicion 3.0.3. Sea U un cuerpo convexo cerrado en un espacio to-
poldgico vectorial X . Si existe un natural m tal que ccU es un subespacio
vectorial de X de codimension m, entonces (X,U) = (ccU x R™, ccU x I™).

Demostracion. Como U es un cuerpo convexo en X, sin pérdida de genera-
lidad podemos asumir que 0 € int U. Supongamos que cc U es un subespacio
de X de codimension m, para alguin m € N. Entonces existe un subes-
pacio L de dimension algebraica m de X tal que X = ccU @ L. A sa-
ber, L = span{z1,...,x,}, donde {x1 + ccU, ..., x, + ccU} es una base de
X/ccU, cumple lo requerido.

Siz e X, z+ccU € X/ccU, por lo que existen af, ..., o € R tales que

r+ccU =ajr1+ ...+ oz, +cclU.

Entonces, v — (afz1 + ... + af,x,,) € ccU para cada x € X, y las proyeccio-
nes de X = ccU @ L sobre los subespacios ccU y L estan dadas por

r—x—(afr+...+alxy,) yTr—afry + ...+ Az,

respectivamente.
La proyeccion * — afz; + ... + o, @, es continua en X, pues es la
composicién de la funcién continua f : X — X/cc U, definida por

f(x)=x+ccU,
con el homeomorfismo ¢ : X/ccU — L dado por

glag(xy+ccU) 4+ ...+ apy (Tm +cclU)) = a1 + ... + Q.
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Por lo tanto, x — = — (afx; + ... + a¥,x,,) también es continua en X.
Como las proyecciones de X sobre ccU y L son continuas, la funcién
h:ccU @ L — ccU x L definida por

hy+1) = (y,1)

es un homeomorfismo.
También, por el Lema 1.5.6 tenemos que

h(U)=ccUx (UNL). (3.2)
Como L es un subespacio de X, cc L = L. Por lo tanto,
cc(UNL)CccUNccL=ccUNL={0},

ya que X = ccU @ L. Entonces, cc(UNL) = {0}. Consideremos el cono
caracteristico de UN L en L, cc, (UNL). Como cc, (UNL) Ccc(UNL),
ccr, (UNL)={0}.

Por otra parte, como U y L son convexos y U es cerrado en X, U N L
es convexo y cerrado en L. Y yaque 0 e intUNL CUNLeintUNL es
abierto en L, 0 € int , (U N L). Por lo tanto int , (UNL) # 0,y UNL es un
cuerpo convexo cerrado en L.

Asi, tenemos que UNL e I"™ son cuerpos convexos cerrados en L'y R™, res-
pectivamente. Ademas, cc, (U N L) = {0} y cc(I"™) = {0} en R™. Entonces,
de la Proposicién 3.0.1 se sigue que (L, U N L) = (R™, ™).

Finalmente, por (3.2) tenemos que

(X,U) = (ccU x LyccU x (UNL)).
Entonces, (X,U) = (ccU x R™, ccU x I™). O

Definicién 3.0.4. Sean f una funcional lineal, continua y no constante de-
finida en un espacio topoldgico vectorial X, y ¢ € R. El conjunto

{zeX|f(z) =c}
sera llamado un semiespacio cerrado de X.

Lema 3.0.5. Sean f una funcional lineal, continua y no constante definida
en un espacio topologico vectorial X, ¢ € R y M el semiespacio cerrado
{r € X | f(x) > c}. Entonces, M = ker f x RY.
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Demostracion. Ya que f no es constante en X, existe yo € X tal que f (o) #

0. Entonces, si denotamos y = félyoo), se tiene que f (y) = 1.

Definimos h : M — ker f x RT como f (z) = (z — f(x)y, f (x) — ¢). Asi,
h esté bien definida, porque f es lineal y f (y) = 1. Ademds, h es continua.
Por tiltimo, notemos que h~! : ker f x RT — M, definida como h™! (2,t) =
z+ (c+1t)y, es la funcién inversa de h y es continua. Asi, concluimos que h
es un homeomorfismo. O

Proposicion 3.0.6. Sea U un cuerpo convexo cerrado en un espacio to-
poldgico vectorial separable X. Si ccU es un subespacio vectorial de X de
codimension oo, entonces existe un semiespacio cerrado X de X tal que

(X,U) = (X, XH).

Demostracion. Como U es un cuerpo convexo en X, sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que 0 € int U.

Paso 1. Existe Y un subespacio vectorial de codimension 1 de
X talque ccU C Y.

Sea B una base para ccU. Esta puede completarse a una base By de X. Ya
que ccU tiene codimensién oo, ccU C X. Asi, existe b € By\B. Definamos
Y = span (B\ {b}). Entonces ccU C Y y Y tiene codimensién 1, ya que
{b+ Y} es una base para X/Y.

Paso 2. Existe una pseudonorma no completa w en Y.

Sea A =Y NUN(=U). Como U es convexo y Y es un subespacio de
X, A es convexo. Ademads, ya que 0 € int U, entonces 0 € int (—U), y por lo
tanto 0 esta en el interior de A con respecto a Y. Asi, como A es simétrico
con respecto al origen, la funcional de Minkoswki w4 es una pseudonorma
en Y.

Sea f :Y,, — Y/ccU definida por f([z]) = x + ccU, donde Y,,, es
el espacio definido en la seccién 1.7. Debido a que X/ccU tiene dimensién
algebraica oo y X/Y tiene dimensién algebraica 1, Y/ccU tiene dimensién
algebraica co. Entonces, ya que f es un isomorfismo de espacios vectoriales
pues X lo es, y tenfamos que la funcién de Y en Y, ,, dada por x — [z], es
continua y suprayectiva. Por lo tanto, Y,,, es separable y, por el Corolario
1.7.5.1, existe una pseudonorma no completa w en Y tal que

{zeY |w(@)=0}={xeY |wa(x)=0}.

Paso 3. ccU ={x €Y | w(x) = 0}.
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Sea x € ccU C Y. Entonces R™z C U, debido a la Proposicién 1.5.3 y a
que 0 € U. Ademss, ya que ccU es un subespacio, —x € ccU y Rtz C —U.
Asi, Rtz C Ay esto implica que w4 () = 0. Reciprocamente, si w4 (z) = 0,
entonces Rtz C A, porque A es convexo. Como A C U, Rtz C U, y asi
x € ccU. Por lo tanto, ccU = {z € Y | wy (x) = 0}, y concluimos que

ccU={z €Y |w(z)=0}. (3.3)

Paso 4. Existe un homeomorfismo h: X — Y X R.
Consideremos {b+ Y} una base para X/Y. Sea x € X. Entonces

r+Y =a,b+Y para algin o, € R tnico, (3.4)

y asi x —a,b € Y. Definamos h : X — Y xR como h (x) = (x — a,b, ). De
esta manera, h es continua, y ya que su funcién inversa h=! : Y x R — X,
definida como h™! (y,t) = y + tb, también es continua, se concluye que h es
un homeomorfismo.

Paso 5. El conjunto V = {(y,t) € Y X R | w(y) + |t| < 1} cum-
ple que (Y xR, V) = (X,U).

Denotemos los conjuntos

Vi={zeY|w(@) <1}, V=A{(@1t)ecYxR|wy)+t]<1},

OV ={(y,t) €V |t >0}, 9V ={(y,t)edV |t <0},

donde OV es la frontera de V en Y x R. Notemos que V es cerrado en Y x R,
ya que es la imagen inversa de (—oo,1] € R bajo una funcién continua.
Entonces 0V C V.

Sea g : OV — Vj definida por g (y,t) = y. Observemos que g estd bien
definida ya que, si (y,t) € 9V C V, entonces w (y) + [t| < 1, por lo que
w(y) <1yye V. Denotemos g1 = g [o+v-

Tenemos que ¢, : 07V — V) es continua, porque es restriccién de la
proyeccién de Y x R sobre Y. Sea g;' : V; — 9%V dada por g;' (v) =
(z,1—w(x)). Entonces

gy " estd bien definida y es la inversa de g;. (Apéndice iii.iv)

gy " es continua, y asf g; : 0V — V; es un homeomorfismo.
Por otra parte, V' es convexo y tiene interior no vacio en Y x R, ya que
{(y,t) €Y xR | w(y)+ |t| <1} es abierto en Y x R. Entonces, V' es un
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cuerpo convexo cerrado en Y X R, y ya que U es un cuerpo convexo cerrado
en X y
ccV =h(ccU), (Apéndice iii.v)

por la Proposicién 3.0.1 tenemos que
(Y xR, V)= (X,U). (3.5)

Paso 6. La funcién wy es una pseudonorma no completa en
Y X R.

Como V' es simétrico con respecto al origen, wy es una pseudonorma en
Y x R. Notemos que para cada (y,s) € Y x R

1 1 1
wv(y,s):inf{t>0|Z(y,s)EV}:inf{t>0|¥w(y)+¥|s|§1}
=mf{t>0]w(y)+|s| <t} =w(y)+|s|.

Asi, como w es una pseudonorma no completa, existe una sucesiéon (y,,)
en Y tal que

lim w (Y, —ym) =0y, paracaday € Y, lim w (y, —y) # 0.
n—oo

7,1 —+00

Entonces, la sucesién ((y,,0)) en Y x R cumple que

lim  wy ((ym O) - (yﬂ"w 0)) =0y,

n,m—00
para cada (y,t) € Y x R, lim wy ((y,,0) — (y,t)) # 0.
n—oo

De este modo, wy es no completa.
Paso 7. Existen homeomorfismos

fi:Y\ccU Y y f2:(Y XR)\h(ccU)—>Y xXR.

De (3.3) se tiene que w (x) = 0 para cada z € ccU. Asi, ccU es completo

con respecto a w, pues lim w (x,, — z) = 0 para toda sucesién (z,) en ccU
n—oo

yx c€cclU. YyaqueccU CY,

h(ccU)={(z,0) €Y xR |z eccU}. (3.6)
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Entonces wy (x,0) = w(z) = 0 para cada (z,0) € h(ccU), y h(ccU) es
completo con respecto a wy . Ademads, tenemos que

ccU y h(ccU) son cerrados con respecto a wy wy,  (Apéndice iii.vi)

respectivamente. Por lo tanto, debido al Teorema 1.7.4, existen homeomor-
fismos f1 : Y\ccU - Yy fo: (Y xR)\h(ccU) =Y xR tales que

fily) =ysidy(y,ccU) 21, foly,t) = (y,t) sidw, ((y;1),h(cclU)) > 1.
Por otra parte

fo(V\h(ccU)) =V, (Apéndice iii.vii)

e (Y x R)\h (ccU),V\h(ccU)) = (Y x R, V). (3.7)

Paso 8. Existen homeomorfismos
f3 : 8V\ (ZO —|—h(CCU)) —Y, f4 : 8V\(Z0 +h(CCU)) — 0V

y fs:0V =Y.

Consideremos zgp = (0,1) € Y xRy f3: 0V\ (20 + h(ccU)) — Y definida
como

w(g(y,t))?
gy.t) si(y,t)co V.
0

Como ccU ={zx €Y |w(x) =0}, siy € ccU C V; entonces

gty =wl-w(y)=(y1)€z2+h(cl),

debido a la ecuacién (3.6). Asi, para cada (y,t) € 0TV\ (20 + h(ccU)) se
tiene que g (y,t) = g1 (y,t) =y ¢ ccU, y asi w (g (y,t)) # 0. Entonces, como
ademas f3 se pega bien, estd bien definida.

Asimismo, es facil ver que f5':Y — 9V\ (20 + h (ccU)) dada por

—9wd) i (y.t) € BTV,
f3(y7t>:{ t (y )

() = (y,w(y) —1) siw(y) <1,
PV (- M) sie) 21

esta bien definida y es la funcion inversa de f3. Por el Lema del pegado f3 y
f5! son continuas, por lo que f3 es un homeomorfismo.
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Ahora, definamos f; : OV'\ (20 + h (ccU)) — OV como

oo (i (g (g, 1) st (y,t) €07V,
ﬁ(“”“{ﬁwo Y ﬁ(zj)ea‘V

Como ¢; : 07V — V; es un homeomorfismo y f; (y) = y para todo y con
dy (y,ccU) > 1, es facil concluir que f; estd bien definida y es un homeo-
morfismo.

Por lo tanto, f5: OV — Y definida como la composicién f5 = fso f; ' es
también un homeomorfismo.

Paso 9. Existe un semiespacio cerrado Xt de X tal que (X,U) &
(X, XT).

Por la Proposicién 3.0.2 tenemos que
(Y x R)\ccV,V\cc V) = (OV x R, 9V x RT).
Entonces, debido a (3.5) y (3.7) y a que h (ccU) = cc V, concluimos que

(X, U) =2 (Y xR V)= (Y xR)\h(ccU),V\h(ccU))
(Y x R)\ccV, V\cc V)
> (JV x R,V x RY),

y como f5:0V =Y yh: X —Y X R son homeomorfismos,
OV xR,V xRT) = (Y xR, Y x RY) = (X,n~" (Y x R")).
Ast, (X, U) = (X, h 1 (Y xRT)), vy
(Y xRY) ={y+tb|(y,t) €Y xR*} =Y +R"b

es el semiespacio cerrado {x € X | j (z) > 0}, donde 7 : X — R estd definida
por j (x) = a,. Recordemos que, para cada x € X, a, es el unico escalar que
satisface (3.4). O

Lema 3.0.7. Sea U un cuerpo convexo cerrado en un espacio topoldgico
vectorial X. La funcion f :intU x X — R definida como f (u,z) = wy_, ()
es continua.

Demostracion. Notemos que para cada u € int U,

O=u—ueintU —u=int (U —u).
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Ademas, U — u es un cuerpo convexo cerrado en X.
Sean a,b € R. Veamos que los conjuntos

A={(u,z) €intU x X |wy_, (z) <a} y

B ={(u,z) € intU x X | wy_, (x) > b}

son abiertos en int U x X.
Sia<0,A=0.S1a>0,como0 € int(U—u)y U —ues convexo y
cerrado para cada u € int U, se tiene que

A= {(u,x) eintU x X | wy_y <1x> < 1}
a

1

= {(u,ﬁ) €intU x X | —innt(U—u)}
a

={(u,z) €intU x X | x + au € int (aU)}.

Asi, A es abierto en int U x X, pues la funcién (u,x) — = + au es continua
e int (alUl) es abierto en X.

Por otra parte, si b < 0, B = intU x X. Supongamos que b = 0. Se
cumple que cc U es cerrado en X, ya que U es cerrado en X. Y como se tiene
cc (U —u) = ccU para toda u € int U, entonces, por la Proposicién 1.6.3,
B =1intU x X\ccU, que es abierto en int U x X. Por ultimo, si b > 0,

1
B = {(u,x) eintU x X |wy_y (3x> > 1}

1
:{(u,x)eintUxX|5$¢U—u}
={(u,z) €intU x X | x4+ bu € X\bU}.

Asi, en cualquier caso B es abierto en int U x X.
Por lo tanto, f~* ((b,a)) = AN B es abierto en int U x X, y concluimos
que f es continua. [

Proposicion 3.0.8. Sea U un cuerpo convexo cerrado en un espacio to-
pologico vectorial X. Si ccU no es un subespacio vectorial de X, entonces
existe un semiespacio cerrado X+ de X tal que (X,U) = (X, XT).

Demostracion. Paso 1. Existen y € ccU tal que (—1,00)y CintU y
g: X — R tal que g(—y) < g(x) paracada z € U.
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U es un cuerpo convexo en X, por lo que sin pérdida de generalidad
podemos suponer que 0 € int U. Ya que ccU no es un subespacio vectorial
de X, por el Lema 1.5.5 existe y € ccU tal que —y € OU. Y como 0 € U y
y € ccU, debido a la Proposicién 1.5.3 tenemos que Rty C U. Asi, por el
Lema 1.6.4, (—1,00)y CintU.

Ademas, de que U es un cuerpo convexo cerrado en X se sigue que U =
Supp U, por lo que existe f : X — R lineal y continua que soporta a U en
—y. Como 0 € int U, 0 ¢ Supp U y entonces 0 = f (0) < f (—y). Por lo tanto,
podemos suponer que f (—y) = 1 (en otro caso, multiplicamos a f por ﬁ)
Consideremos la funcional g = —f. Asi, g es lineal y continua y cumple que
—1=g(~y) <g(zx)paracadaz € U.Sea Z ={x € X | g(z) = —1}.

Paso 2. Definiciones de los conjuntos V, W y R_. y de las fun-
ciones ww y c.

Sea V = %U . Notemos que entonces V' es convexo y cerrado en X y el
Lema 1.6.4 implica que V' C int U. Ademsds, 0 = %0 € %int U=intV,yasiV
es un cuerpo convexo cerrado en X. Esto implica que W =V N (=V)Nkerg
es un cuerpo convexo cerrado en ker g tal que 0 € int ., ;JW y, por lo tanto,
la funcional de Minkowski wyy : ker g — R™ es continua.

Definimos ¢ : Z — Rty como ¢(2) =ww (z+y)y. Siz € Z, g(z+y) =
—1+1 =0, por lo que z +y € kerg y c esta bien definida. Ademas, ¢
es continua y ¢(Z) C intV, pues ya tenfamos que (—1,00)y C intU y
Rty = iRy C 2intU =int V.

Para cada z € Z, sea R, = ¢ (2) + (0,00) (2 — ¢ (2)).

Paso 3. Los rayos R, con z € Z, son ajenos dos a dos.

Sea z € X. Queremos ver bajo qué condiciones el punto x pertenece a
R, para alguna z € Z. Supongamos que z € Z y t € (0,00) son tales que
r=c(z)+t(z—c(z)). Entonces, z =tz+ (1 —t)c(z) y

r—g@y+tg@)y=tz+(1—-t)ww(z+y)y

)= D ety =)y, Y

Ya que z+y € kerg y g (y) = 1, aplicando g a la ecuacién anterior se tiene
que

g9(x) =1 —-t)ww (z+y) -1, (3.9)

y de esto y (3.8) se sigue que

r—g@)y=t(z+vy). (3.10)
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Asi, z+y = % (x — g (x)y) y, sustituyendo en (3.9),

9@ = (3 1) uw e —g@n) -t

Entonces, tenemos que

2 +t(g(x)+ww (z—g(@)y) —ww (x—g(r)y) =0. (3.11)

Por lo tanto, sit € (0,00) es tal que z = ¢ (2)+1t (2 — ¢(2)) € R, para alguna
z € Z, t es una raiz de la ecuacién cuadratica (3.11) (la cual no depende de

2).

Siww (z — g (x)y) > 0, se tiene que el término independiente de (3.11) es
negativo y su coeficiente cuadratico es 1. Esto implica que tiene dos soluciones
reales, una negativa y una positiva. Si wy (z — g (z)y) =0y g(z) <0, las
soluciones de (3.11) son 0 y —¢g () > 0. Finalmente, si wy (x — g (z)y) =0
y g (z) > 0, las soluciones de (3.11) son 0y —g (z) < 0, y entonces no tiene
raices positivas. Notemos que en este caso z — g (z)y € ccW (debido a la
Proposicién 1.6.3), y x € ccW + g (x)y C cc W + RTy.

De esta manera, la ecuacion (3.11) tiene exactamente una raiz positiva, o
no tiene raices positivas y © € cc W +RTy. Asi, si z € R,, N R,, para algunos
21,29 € Z, entonces

r=c(z)+t (21 —c(21)) = c(22) +ts (20 — c(22))

para algunos t,t; € (0,00). Por lo anterior, se tiene que t; y ts son ambos
raices positivas de (3.11), y por lo tanto t; = t5. Esto implica que = —
g(@)y=t1(z1+y) =t (22 +y) (debido a la ecuacién (3.10)), y asi z; = 29
y R,, = R,,. Concluimos que los rayos R., con z € Z, son ajenos dos a dos.
Paso 4. Definicién de las funciones 2z y t.
De lo anterior se sigue que podemos definir las funciones z : | J,., R. =+ Z
vit:U,e,R.— (0,00) como

@)=z y t(@)=t si s=c(z2)+t(z—c(2)).

Ademds, ya que para cada x € |J,., R se tiene que t (z) es una solucién de

la ecuacién cuadratica (3.11),  puede escribirse en términos de las funciones

continuas ¢ y wy, y asi t es continua. De igual forma, Z puede escribirse en

términos de g, wy y £ (debido a (3.10)), por lo que es también continua.
Paso 5. X\ U,c, R: = ccW +Rty.
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Si z € X\ U,e  R-, la ecuacién (3.11) no tiene soluciones positivas (si
tuviera una solucién ¢y € (0, 00), se tiene que zy = % (x—g(z)y) —y € Z,
pues cumple que g (z9) = —1, y debido a que t, satisface (3.11) y a las cuentas
anteriores, x = ¢ (zo) + to (20 — ¢ (20)) € R,,). Entonces, z € cc W + Rty.

Por otra parte, si x € ccW +R*y, x —ry € ccW para algin r € R*. Ya
que ccW Ckerg (pues W Ckerg), 0 =g (z—ry) =g(z)—r. Asi, r = g (x)
yz—g(x)y € ccW. Por lo tanto, por la Proposicién 1.6.3, wy (z — g (z)y) =
0. Esto y el hecho de que g () = r > 0 implican que (3.11) no tiene soluciones
positivas, y entonces = ¢ J,., R.. Asi, concluimos que

X\ U R, =ccW +RTy.
2€Z

Paso 6. Definicién de las funciones u y v.
Para z € Z, definimos

(z—c(2))

v v =e ()4 g (e (),

Si z € Z, tenfamos que ¢(z) € int V' C int U. Entonces, 0 € int (V — ¢ (z)) C
int (U —c(z)),yV —c(z) y U—c(z) son cuerpos convexos cerrados en X.
Ademas, si z ¢ U, se tiene que z ¢ intU. Y si z € U, como f (2) = f(—y) v
f soporta a U en —y, z € SuppU = 0U. En cualquier caso, z ¢ int U, y asi
z—c(z) ¢ int (U — ¢(2)). Por lo tanto, z — ¢(z) ¢ int (V — ¢(2)). Esto y el
Lema 1.6.4 implican que

R (z=c(2)) Z2U—-c(2) vy RT(z—c(2) ZV —c(2).

Asi, usando la Proposicion 1.6.3, tenemos que wy_q) (2 —c(2)) > 0y
Wy_e(z) (2 —c(2)) > 0, por lo que u y v estan bien definidas.
Notemos que, para cada z € 7,

v(z)—c(z)€d(V—=c(z) v u(z)—c(z) € d0(U—c(z)).

Entonces, v (z) € 0V C V y u(z) € U C U, y de que V = U y el Lema
1.6.5 se sigue que

(c(z); v (2)] € (e(2); u(2)] € (c(2); 2] € R,
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R\ (c(2);v(2)] € X\V y R\ (c(2); u(z2)] € X\U.

Es decir, v (z) y u (2) son los “Ultimos” puntos en el rayo R, que pertenecen
a V' y U, respectivamente.

Paso 7. Definicién de las funciones 3, G y H.

Sean M = {(a,b,c,d) € (0,00)" | b < ¢}y F: M — R dada por

a sia<b,
F(a,be,d)=% b+ (a—b) sib<a<ec,
a+d—-c sic<a.

Tenemos que F' se pega bien, cada una de las tres funciones es continua en
su dominio, y estos dominios son cerrados en M. Por el Lema del pegado, F

es continua.
Sea j : |U,e, R. — M definida por

(i 1 1
”"”‘(” >7wvc@(x»(z(@—c(z(:c))ywvc@(x»(z(x)—c(z(x»)’l)'

La continuidad de j se sigue de que ¢, t y Z son continuas y del Lema 3.0.7,
ya que ¢ (Z(z)) € intV Cint U para cada z € |J,., R..
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Ahora definimos la funciéon G : |J,., R: — U,c, R- de tal forma que,
en cada rayo R,, G es la identidad en (c(z); v (2)], en [v(2); u(2)] es el
homeomorfismo affn que manda este segmento a [v(z ) z], vy en u(z) +
(0,00) (2 — ¢(z)) es la traslacién que suma z — u(z) a cada elemento. Es

decir,

G(x) =c(2(2) + F(j () E(x) —c(2(2)).
Notemos que entonces G es continua, pues ¢, Z, F'y j lo son. Ademas, como
VNR, C(c(z);v(z)] para cada z € Z, tenemos que G es la identidad en

V n (UZGZ RZ)
Sea H : X — X definida como

| G(x) sizelU,, R
H(x)_{x sizeccW +Rty.
Ya que X\, ., R = ccW + Ry, H estd bien definida. Y como G es la

identidad en V' N (UZEZ Rz), H es la identidad en V.

Paso 8. La funcién H es continua en X.

Siz € ccW+Rty, entonces x = w—+ry para algunos w € ccW y r € R*.
Sea s € R*. De la Proposicién 1.5.3 se tiene que

st €sw+RTyCW +RTy CV,

pues w € ccW,y€ccVyW CV.Asi, Rtz CV vy, por el Lema 1.6.4, esto
implica que x € int V. Concluimos que ccW + Rty C int V.

Por lo tanto, H es continua en ccW + RTy, ya que este conjunto estd
contenido en el interior de V' y H es la identidad en V. Y como G es continua,
H es continua en int (|, , R.).

Sea z € |, R.\int (UZEZ RZ). Entonces z € ccW + Rty CV =V, y
esto implica que H (z) = G (x) = z. Sea A un abierto en X tal que x € A.
Como G es continua, existe un abierto B de X tal que z € By

G(Bm (UR)) c A

Por lo tanto, x € AN By H(ANB) C A, y asi se tiene que H es continua
en x. Concluimos que H es continua en X.

Paso 9. La funcién H es un homeomorfismo y H (U) es un se-
miespacio cerrado.
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Es claro que H es biyectiva; H~! se define como la identidad en cc W +
Rty vy, en cada rayo R,, es la identidad en (c(2); v (2)], en [v(2); 2] es
el homeomorfismo afin que manda este segmento a [v(2); u(z)], y en z +
(0,00) (2 — ¢ (%)) es la traslacién que suma u (z) — z a cada elemento. Por el
paso anterior H es continua, y andlogamente se tiene que H~! es continua.
Asi, H es un homeomorfismo, y (X,U) = (X, H (U)).

Por dltimo, ya que ¢(Z) C Rty, entonces g (¢(Z)) C RTg(y) = R*. Por
lo tanto, debido a que g (Z) = {—1},

g((c(2); 2) € [=1,00) y g(24(0,00) (2 — ¢(2))) € (=00, —1).

Esto implica que H (U) es el semiespacio cerrado {z € X | g () > —1}, pues
tenfamos que g (x) > —1 para cada z € U. O

3.1. Resumen del capitulo

Concluimos de las Proposiciones 3.0.3, 3.0.6 y 3.0.8 de esta secciéon que
si U es un cuerpo convexo cerrado en un espacio topoldgico vectorial X,
entonces:

1. Si existe m natural tal que ccU es un subespacio vectorial de X de
codimension m, entonces (X,U) = (ccU x R™ ccU x I'™).

2. Si X es separable y cc U es un subespacio vectorial de X de codimensién
00, entonces existe un semiespacio cerrado Xt de X tal que (X,U) =

(X, XH).

3. Si ccU no es un subespacio vectorial de X, entonces existe un semies-
pacio cerrado X de X tal que (X,U) = (X, X ™).

El punto 2 se cumple aun cuando el espacio X no es separable. La demos-
tracién de este hecho excede los propodsitos de esta tesis, puede consultarse
en [1].






Capitulo 4

El Teorema de Klee

El propdsito de este capitulo serd probar el siguiente teorema de Klee.

Teorema 4.0.1. Sea K un subconjunto no wacio, convexo, cerrado y lo-
calmente compacto de un espacio de Banach X. Entonces existen nimeros
cardinales 0 < n < Ny y 0 < m < Ny tales que K es homeomorfo a 1™ x R™
0al™xRT.

4.1. Distincién topoldgica de los casos

En esta seccion veremos que las posibilidades indicadas en el Teorema
4.0.1 son en efecto topoldgicamente distintas.

Proposicion 4.1.1. Sean n y m numeros cardinales tales que 0 < n < Ny
y 0 <m <Ny, y Ky la compactacion de Alexandroff de I'™ x R™. Entonces,
toda funcién continua de S¥ a K, es nulhomotdpica si k € N y k < n, pero
existe una funcion continua de S™ a Ky que no es nulhomotopica.

Demostracion. Existen un encaje denso f : I™ x R" — Ky y p € K, tales
que Ko\ f (I" x R") = {p}.

Sea xy € S". Entonces, S"\ {zo} = R". Sea h : S"\ {z¢} — R" un homeo-
morfismo.

Definimos j : Ky — S™ como

. [ R (ze) six=f(x1,22) € f(I™ xR,
J ()= Zo siz = p.

73
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Ya que f~': f(I™ x R") — I"™ x R" y h™! son continuas y f (I"™ x R") es
abierto en Ky (pues {p} es cerrado porque Ky es un espacio de Hausdorff),
j es continua en f (I™ x R™). Sea U un abierto en S™ tal que j (p) = o € U.
S™\U es cerrado en S" y por lo tanto compacto. Como h y f son continuas,
f(I™ x h(S"\U)) es compacto, y asi V = Ko\ f (I x h (S*\U)) es abierto
en Ky. Ademés, p € V'y j (V) C U. De esto concluimos que j es continua
en p, y entonces es continua en todo K.
Sea g : S™ — K definida por

g (@) = { f(0,h(x)) sixeS"\{xo},

P six = xg.

Notemos que ¢ (S™) = f ({0} x R™) U {p} es cerrado en K, (debido a que
Ko\g (S") = f((I"™ x R™")\ ({0} x R™)) es abierto en f (I x R"), que es
abierto en Kj) y por lo tanto es compacto. Ademas, j [4sn) es la funcién
inversa de g : S" — ¢ (S"). Asi, ya que j es continua, g (S") es compacto y
S™ es un espacio de Hausdorff, j : ¢ (S") — S™ es un homeomorfismo. Esto
implica que g es continua.

Supongamos que ¢ es nulhomotoépica. Existe una homotopia H : S™ X
I — Ky entre g y una funciéon constante c. Entonces, como j es continua,
joH :S"xI — S"™ es una homotopia entre la funcién identidad Id : S™ — S
y la funcién constante j o c. Pero esto contradice el hecho de que S™ no
es contractil. Por lo tanto, tenemos que g : S” — K es continua y no es
nulhomotépica.

Ahora, sean k € N, k < ny q : S¥ — K, continua. Si ocurre que
q (Sk) C f(I™ x R™), tenemos que ¢ (Sk) es contractil en f (I™ x R™) C K,
ya que f (I™ x R™) es contréctil porque f es un encaje. De esto se sigue que
q es nulhomotdpica. Supongamos entonces que p € ¢q (Sk)

Como jogq:SF— S" es continua y k < n, j o ¢ no es suprayectiva. Asi,
debido a que zy = j (p) € jogq (Sk), existe y € S"\ {xo} tal que y ¢ jogq (Sk).
Por lo tanto, por la definicién de j, ¢ (S¥) C f (I"™ x (R™\ {z})) U{p}, donde
z=h(y) € R"

Sea J : S* x I = K, definida como

Flonaat i (w2 —2)  siq(a) = f(zrmm) € £ (7 x RY),
J(z,t) = yt<l1,
D sig(z)=po6t=1.

Yaque qy f~': f(I™ x R") — I'"™ x R™ son continuas, y ademés A =
gL (f (I™ x R")) x [0,1) es abierto en S* x I, J es continua en A.
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Sean (z,t) € (S* x I) \Ay ((@s,1,)) una sucesién en S* x I convergente
a (z,t). Entonces, q(z) = p 6 t = 1. Para ver que J es continua en (x,t),
basta encontrar una subsucesién de ((x,,t,)) cuya imagen bajo J converja
a J(x,t) = p. Por lo tanto, podemos suponer que (z,,t,) € A para toda
neN, yq(z,) = f(zF,25) € f(I™ x R") para toda n € N.

Si g (x) = p, entonces ¢ (x,) = f(z},23) converge a p en Ky, pues ¢ es
continua. Esto implica que ((z},z%)) no tiene subsucesiones convergentes en
I™ x R™ (porque f es un encaje) y, asi, ya que I"™ es compacto, (%) no tie-
ne subsucesiones convergentes en R™. De esto se sigue que la sucesion (y,),
donde y,, = @5 + 22 (5 — z) para n € N, tampoco tiene subsucesiones con-
vergentes (si tuviera una subsucesién convergente (y,, ), ésta seria acotada
pero, como se tiene que [|z5 — z|| < ||y, — 2| para cada n € N, (z5") serfa
también acotada y tendria una subsucesién convergente). Asi, ya que la su-
cesion (J (xy,t,)) = (f (21, yn)) tiene una subsucesién convergente (porque
Ky es compacto), el limite de esta subsucesién debe ser p.

Por otra parte, si ¢(z) # p y t = 1, entonces t, converge a 1 y te-

? t _ 4 n
nemos que nh_g)lo 2 = oo Ademas, zy # z para toda n € N porque

q(S*) C F(I™ x (R™\{z})) U {p}. Y como ¢ (S*) es compacto (pues g es
continua) y cerrado en Koy, (¢(x,)) = (f (z},2%)) no tiene subsucesiones
convergentes a algin elemento de f (I x {z}). Asi, (z%) no tiene subsuce-

siones convergentes a z. Esto y el hecho de que lim 12 = oo implican que
n—o0 n

Yn NO tiene subsucesiones convergentes. Por lo tanto, como en el caso anterior,
(J (zn,t,)) tiene una subsucesién convergente a p.

De esta manera, se tiene que .J es continua, y entonces es una homotopia
entre ¢ y la funcién ¢, tal que ¢, (r) = p para cada x € S*. Concluimos que
q es nulhomotopica. O

Proposicién 4.1.2. Sean m un nimero cardinal tal que 0 < m < Ny y K
la compactacion de Alexandroff de I'™ x RT. Entonces, K, es contrdctil.

Demostracion. Sean Cono (I'™) el cono de I, es decir, el espacio cociente
I™ x I/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia en I x I inducida por
la particion {I"™ x {1}} U {{(z,¢)} |t €[0,1)}, y ¢ : I"™ x I — Cono (I") la
funcién cociente.

Se tiene que Cono (I") es contréctil, ya que H : Cono (I"™) xI — Cono (I™)
definida por

H(Q(xvt)’s)ZQ(zv<1_3)t+3)
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es una homotopia entre Id : Cono (I™) — Cono (I") y ¢ : Cono (I") —
Cono (I'"), donde ¢ (x) =I"™ x {1} para cada = € Cono (I"™).

Ademads, Cono (I") es un espacio compacto (porque ¢ es continua) y de
Hausdorff tal que ¢ [1mx[o,1) es un encaje denso en Cono (I™) y

Cono (I™) \q (I™ x [0,1)) = {I"™ x {1}}.

Esto implica que Cono (I") es la compactacién de Alexandroff de I x [0, 1) =
I'™ x R*, y por lo tanto Cono (I™) = K. Asi, K es contractil. O

4.1.1. Resumen de la seccion

Sea K un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y localmente compacto
de un espacio de Banach X. Supongamos que K satisface alguna de las
siguientes posibilidades:

1. K es homeomorfo a I"™ para algtin niimero cardinal 0 < m < V.
2. K es homeomorfo a I"™ x R para algin nimero cardinal 0 < m < R,.

3. K es homeomorfo a I"™ x R™ para algunos niimeros cardinales 0 < m <
NO y O<n< No.

Notemos que, en el primer caso, K es compacto. En el segundo caso, K
no es compacto y Kj, su compactacion de Alexandroff, es contractil. En el
tercer caso, K no es compacto y Ky no es contractil. Entonces, los tres casos
son topoldgicamente distintos.

Ademas, en el primer caso K tiene dimensiéon m. En el segundo caso K
tiene dimensién m + 1. En el tercer caso, K tiene dimensién m + n y toda
funcién continua de S¥ a K es nulhomotépica si k € Ny k < n, pero existe
una funcién continua de S™ a Ky que no es nulhomotopica. Esto implica que
las infinitas posibilidades en cada uno de los tres casos son distintas entre si.

Todo lo anterior se resume en el siguiente corolario:

Corolario 4.1.2.1. Sean 0 <n,n’ < Vg y 0 < m,m' <N,.
(i) T = 1™ siy solo sim =m/.
(i) I™ x RT 2 1™ x R* si y solo si m =m/.

(iii) T x R 2T x R™ si y sdlo si (n,m) = (n',m’).
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Ademas:
(i) I™ 2T x RY.

(i) T 2T x R™.

/!

(iii) I™ x RT 2 1™ x R"™.

4.2. Subconjuntos de dimension infinita

El estudio de los cuerpos convexos cerrados del capitulo 3 permitira clasi-
ficar los subconjuntos no vacios, convexos, cerrados y localmente compactos
de un espacio de Banach que tienen dimension finita. En esta seccion anali-
zaremos los que tienen dimensién infinita.

Proposicion 4.2.1. Sea K un subconjunto convezxo, cerrado, localmente
compacto y de dimensidn infinita de un espacio de Banach X. Si ccK = {0},
entonces K = ().

Demostracion. Podemos suponer que 0 € K. Como K es localmente com-

- K
pacto, existe € > 0 tal que B (0) N K es compacto.
Ya que X es un espacio normado, B (0) = B. (0). Se cumple que

B.(ONEk" =B.(0)NK, (Apéndice iv.i)

por lo que B, (0) N K es compacto.

Ahora, si 0 < t < ¢, entonces B; (0)N K C B, (0)N K. Como B; (0)N K
es cerrado en B, (0) N K, ya que es cerrado en X, B, (0) N K también es
compacto.

Por otra parte, si t > ¢, consideremos = € B, (0) N K. Entonces, =<ly,
ya que K es convexoy 0 € K, ¢z € K. Ademés |z|| < t, porque z € B, (0).
Asi,

€ € S
H;x“ < ;t =cy JT€ B.(0).

Por lo tanto, £z € B. (0) N K y
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Entonces, tenemos que B, (0) N K C £ (B.(0) N K). Debido a que £ > 0,
L(B:(0)NK) = (B.(0) N K). De esta manera, ¢ (B. (0) N K) también es
compacto, y esto implica que B, (0) N K es compacto, pues es cerrado en
L(B:(0)NK).

Por lo tanto, concluimos que B, (0) N K es compacto para cada t > 0.
Supongamos por contradiccién que K no es compacto. Asi, lo anterior implica
que K ¢ B;(0) para cada t > 0. Sea z, € K\B, (0) para cada n € N.
Entonces,

Jim | = oo (4.1)

y, COMo m < 1 para cada n € N, de que K es convexo y 0 € K se sigue

que ”ﬁ—z” € KN B, (0) para cada n € N. Asi, ya que K N B, (0) es compacto,
podemos suponer que

lim Han = 70 para algin 7o € K N B, (0). (4.2)
n—oo ||Ty,

Sea t € RT. De (4.1) se sigue que existe N € N tal que [|z,| > t si
n > N. Entonces, —— < 1y, debido a la convexidad de K, se cumple que

" |zl

ﬁxn € K sin > N. De esta manera, como K es cerrado en X,
n

t
lim —z, € K.

n=oo |z
Por (4.2) tenemos que
lim ——x, =t lim txg,
n=oo |z n=oo ||z

lo cual nos permite concluir que tzg € K.

Entonces, Rtzy C K, y asi zy € cc K. Pero, por (4.2), ||zo|| = 1 y por
lo tanto xy # 0, lo cual contradice el hecho de que cc K = {0}. De aqui
concluimos que K es compacto.

Finalmente, ya que K es un subconjunto convexo, compacto y de dimen-
sién infinita de un espacio de Banach, de la Proposicion 2.1.2 se tiene que
K es un espacio de Keller. Entonces, debido al Teorema de Keller (Teorema
2.1.3), K= Q. m

Proposiciéon 4.2.2. Sea K un subconjunto convezo, cerrado, localmente
compacto y de dimension infinita de un espacio de Banach X. Si ccK es un
subespacio vectorial de X de dimension algebraica n, entonces K = () x R™.
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Demostracion. Como cc K tiene dimension algebraica finita, existe Y subes-
pacio cerrado de X tal que X =cc K @Y (véase [3, Lema 4.21]). Entonces,
la funcién f: cc K — X/Y, donde

fl@)=z+Y,

es un isomorfismo continuo, pues es la restriccién de la funcién cociente g :
X = X/Y.

Ademas, ya que X es un espacio de Banach y Y es cerrado en X, Y
también es un espacio de Banach. Entonces, X/Y es un espacio de Banach.
Y como cc K tiene dimension algebraica finita, es cerrado en X y por lo tanto
también es un espacio de Banach.

De esta manera, debido al Teorema de la funcién abierta (Teorema 1.1.6),
f es un homeomorfismo. Entonces, la proyeccién hy de X = cc K @Y sobre
cc K es continua, pues es la composiciéon de g : X — X/Y con f~!: X/Y —
cc K. Asi, la proyeccion hy de X = cc K @Y sobre Y también es continua,
va que hy = Idx — hy.

Por lo tanto, como las proyecciones de X = cc K &Y sobre cc K y Y son
continuas, h : X — cc K x Y, definida como

hz+y)=(z,9),

es un homeomorfismo. Y, debido al Lema 1.5.6, tenemos que h (K) = cc K X
(KNY), asi que
=ccK x (KNY). (4.3)

Por otra parte, como cc K tiene dimension algebraica n, entonces cc K =2
R™.

Asimismo, K es convexo y cerrado en X y Y es un subespacio vectorial
cerrado de X, por lo que K NY es convexo y cerrado en X. Y yaque K NY
es cerrado en K y K es localmente compacto, K NY es también localmente
compacto. Ademads, como K tiene dimensién infinita y cc K tiene dimension
n (porque tiene dimension algebraica n), por (4.3) se tiene que K NY tiene
dimension infinita. Finalmente, debido a la Proposiciéon 1.5.3, ccY C Y. Asi,

cc(KNY)CceccKNeeY CecKNY ={0},

ya que X = cc K @Y. Por lo tanto, tenemos que cc(KNY) =0y KNY
es un subconjunto convexo, cerrado, localmente compacto y de dimension
infinita X. Entonces, por la Proposicién 4.2.1, K NY = Q.

De esta manera, debido a (4.3), K = R" x Q. O
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Sea (X, ||-]|) un espacio normado, y F' : X — X dada por
T

Recordemos que F' es la funcién definida en el Teorema 1.4.5, y cumple que
si A C X, Aesconvexo y 0 € A, entonces F'(A) es convexo. Ademas,

F(X)={zeX||z|| <1}, F: X = F(X) es un homeomorfismo y F~!:
F (X) — X, dada por

_ )
! =
W=

es su funcion inversa.

Lema 4.2.3. Sea (X, ||-||) un espacio normado, F : X — X dada por

X
F(r) =
@) = T

y C C X cerrado y convezo tal que 0 € C. Siy € F(C)\F (X), entonces
Ry C Cylyl =1.

Demostracion. Sea y € F (C)\F (X). Entonces, existe una sucesién (¢,) en
C tal que lim F(¢,) =y. Ya que

n—oo

F(e,) € F(X)={zxe X | |z|| <1} paracadan € N,

lyl| < 1.Y comoy ¢ F (X), tenemos que ||y|| = 1. Asi, debido a que (F (¢,))
converge a y, podemos suponer que F'(c,) # 0 para toda n € N, y por lo
tanto ¢, # 0 para toda n € N.

Sea t € RT. Definimos z, = Hc [ bara n € N. Notemos que IIwH IIII::EQII
para toda x € X\ {0}, y asi
F (¢,
T, =t (cn) B - ty cuando n — o0. (4.4)
IE (el Iyl

Por otra parte, ya que lim ||F (c,)| = |||l =1,
n—oo

leall ’_ 1

= ——— — 0 cuando n — oo,
1+ |lcnll 1+ lenll

I (el = 11 = |
y esto implica que existe N € N tal que 1+ ||cn|| >t+4+1sin > N. Entonces,
Hct_n” < 1sin > N,y por lo tanto, como C es convexoy 0 € C, z, € C
sin > N. Asi, de (4.4) y del hecho de que C' es cerrado en X se sigue que
ty € C. De esta manera, concluimos que Rty C C. n
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Proposicion 4.2.4. Sea K un subconjunto convexo, cerrado, localmente
compacto y de dimension infinita de un espacio de Banach X. Supongamos
que Y es un espacio de Banach tal que X =Y x R. Si

{0} x RTFC K CY xR,
entonces K = Q\ {0}.

Demostracion. Paso 1. Existe un encaje h: Y x Rt =Y x [—1,00).
Definimos h: Y X RT =Y x [—1,00) como

hiy,t) = (y. (t+ llyl)* = 1).

Asi, para cada (y,t) € Y x R se tiene que, si s > ¢, entonces h (y, s) €
{y} < [(t+ Iyl)* — 1, 00). Por otra parte, si s € [(t + Iyl — 1,00),

(s+1)2 = lyll € t.00) 3 (. (s+ 1P = yll) = (y.9).
Por lo tanto,
B({y} x [t,00)) = {y} x [(E+ Iyl = 1,00) si (1) €V xR, (45)

Lo anterior implica que h™!: h (Y x RT) - Y x R*, dada por

W () = (v (4 DF = [l

estd bien definida y es la inversa de h : Y x RT — h (Y x R*), y asi, como
ambas funciones son continuas, h es un encaje.

Paso 2. El conjunto h (K) es convexo.

Ya que {0} x RT C K, entonces R*(0,1) C Ky (0,1) € cc K. Por lo
tanto, por la Proposicion 1.5.3,

k+R*"(0,1) C K para cada k € K. (4.6)

Veamos que h (K) es convexo. Sean (yi,t1), (y2,t2) € K, y r,s € [0,1]
tales que r + s = 1. Tenemos que t1,t, > 0, pues K CY x RT. Adems4s,

r (4l = 1) + 5 (2 + ) = 1)

) (Apéndice iv.ii)
> (rty + sty + |rys + sya))” = 1,



82 CAPITULO 4. EL TEOREMA DE KLEE

y por lo tanto
rh(y,t1) + rh(y2, t2) € {ry1 + sy2} X [(rtl + sty + ||ryr + sng)2 —1, oo) .

Asi, debido a (4.5), rh (y1,t1) +1rh (Y2, t2) € h ({rys + sy2} X [rt1 + sta, 0)).
También, de (4.6) inferimos que

{rys + sya} X [rty + sto,00) = (ry; + sya, rt1 + st) + RT (0,1) C K.

Entonces rh (y1,t1) + rh (y2,t2) € h(K). De esto concluimos que h (K) es
convexo.

Paso 3. El conjunto h (K) es cerrado en Y X R.

Ya que Y x RT =,y ({y} x RT), de (4.5) se sigue que

h(r xB) = U (< [P = 1.0)) = {n.) €V <R[ ¢ > [y =1}

yey

y por lo tanto h (Y x RT) es cerrado en Y x R. Asi, como h (K) es cerrado
en h (Y x R") (pues K es cerrado en Y x RT y h es un encaje), h(K) es
cerrado en Y x R.

Paso 4. Existe un encaje F: Y X R -+ Y X R tal que F (h (K))
es convexo y cerrado en F (Y X R).

Consideremos la norma ||-||; en Y x R tal que ||(y,?)|l; = |ly|| + |t| para
cada (y,t) € Y x R (la cual induce la topologia producto en Y x R), y sea
F:Y xR —=Y xR a funcién definida en el Teorema 1.4.5, dada por

(y,1)

B Ea (T Y

[

t)
{(y, 1) € Y xR [ [l(y, )], <1}
)es convexo si A C YV X R es

Tenfamos que F' : Y x R — F(Y xR) =
es un homeomorfismo, y F' cumple que F' (A
convexo y (0,0) € A.
Entonces, ya que h (K) es convexo y (0,0) € h(K) (pues {0} x Rt C K
y h ({0} x R*) = {0} x [-1,0)), concluimos que F (h(K)) es convexo.
Ademads, como h (K) es cerrado en Y x R,

F(h(K)) escerrado en F' (Y x R). (4.7)

Paso 5. El conjunto C = F (h (K))U{(0,1)} es cerradoen Y X R.
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Sea (y,t) € C, y veamos que (y,t) € C. Como
C=F(h(K)U{(0,1)}

y (0,1) € C, basta suponer que (y,t) € F (h(K)).

Si(y,t) € F (Y x R), entonces (y,t) € F (h(K))NF (Y x R)y, por (4.7),
esto implica que (y,t) € F'(h(K)) C C.

Si(y,t) ¢ F(Y x R), entonces (y,t) € F'(h(K))\F (Y x R) y, debido al
Lema 4.2.3, se tiene que ||(y, )|, = 1y R* (y,t) C h (K). De esto se sigue que
t > 0, pues la imagen de h estd contenida en Y x [—1,00). Supongamos por
contradiccién que y # 0. Asi, ||y||* > 0 y existe n € N tal que n ||y||” >t + 1.
Por lo tanto, como n > 1, t < nllyl|>* =1 < n|y||* — 1y esto implica que
nt < ||ny||> — 1. Entonces

D { ey xRIt= [yl —1} =h (Y xR,

pero esto contradice el hecho de que R* (y,t) C h(K). De esta manera,
tenemos que y = 0. Como ademas ||(y,t)||, = ||y||[+]t| = 1y ¢t > 0, concluimos
que (y,t) = (0,1) € C. Asi, C es cerrado en Y x R.

Paso 6. C' es convexo.

Notemos que si 0 <t < 1, entonces

(0,%)

OO = 0.0

€ {0} x [0,00),
y por lo tanto {0} x [0,1) C F ({0} x [0,00)). Esto implica que {0} x[0,1) C
F (h(K)), pues teniamos que {0} x [—1,00) C h (K).

Veamos que C es convexo. Sea (y1,t1) € F (h(K)). Ya que F (h(K)) es

)-
convexo, basta probar que el segmento de (y;,%1) a (0,1) esta contenido en
C. Sean r,s € [0,1] tales que r +s = 1. Como {0} x [0,1) C F (h(K)),

r(y1,t1) +s(0,t) € F(h(K)) C C para cada 0 <t < 1,

y de que C' es cerrado en Y x R se sigue que 7 (y1,t1) + s(0,1) € C.
Paso 7. K = Q\ {0}.
Finalmente, debido a que h (K) es convexo, (0,0) € h(K) y

————— <1 paracada (y,t) € h(K),
1+ [y, )l
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F(h(K)) C h(K). Ademds, (0,1) € h(K), por lo que C C h(K). Enton-
ces, C' es cerrado en un espacio localmente compacto (pues K es localmente
compacto y h es un encaje), y esto implica que C' es localmente compacto.
De esta manera, tenemos que C' es un subconjunto convexo, cerrado,
localmente compacto y de dimensién infinita (ya que K tiene dimensién
infinita y h y F son encajes) de Y x R. También, C' es acotado, pues

F(h(K)) S FY xR) ={(y,t) € Y xR [||(y,)[l, <1},

y de esto se sigue que ccC = {0}. Por lo tanto, por la Proposicién 4.2.1,
C' = Q. Entonces, K 2 F (h(K)) = C\{(0,1)} = Q\ {z}, para algin = € Q.
Asi, como () es homogéneo (lo cual puede consultarse en [1, Teorema 4.1]),

K =~ Q\{0}. O

Lema 4.2.5. Sea K un subconjunto convexo, cerrado y localmente compacto
de un espacio normado (X, ||-||). Entonces, para cada t > 0

K+B(0)={reX|d(z,K)<t}.
Demostracion. Seat >0.Si k€ K yy € B, (0), entonces
d(k+y, K) <|k+y—kll =yl <t

y, por lo tanto, tenemos que K + B, (0) C {z € X | d(x, K) < t}.

Ya que la métrica en X es inducida por una norma, es invariante bajo
traslaciones. Entonces, d (x, K) =d (x — k, K — k) paracadak € Kyz € X,
y asi podemos suponer que 0 € K. Por lo tanto, como 0 € K y K es convexo y
localmente compacto, de manera andloga a la demostracion de la Proposicién
4.2.1 se tiene que

B, (0) N K es compacto para cada s > 0. (4.8)

Seaxe{ze X |d(z,K) <t} Yaqued(z,K)=if{||lxr — k|| | k € K},
existe una sucesion (k,) en K tal que

|z — ky|| = d(z, K) cuando n — oc. (4.9)

Ademds, existe r > 0 tal que By () C B, (0). Como d (v, K) < t,
entonces d (z, K') < t+1. Asi, debido a (4.9), existe N € N tal que ||z — k,|| <
t+1sin > N. Por lo tanto,

kn € Biyy (z) € B, (0) sin > N.
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De esta manera, (ky),~,y es una sucesién en B, (0) N K, que, por (4.8),

es compacto. Entonces, podemos suponer que (k,) converge a k € B, (0) N
K. Asi, ||x — k|| — ||z — k|| cuando n — oo y, debido a (4.9), ||z — k| =
d(z, K) < t. Esto implica que

Por lo tanto, {x € X | d(z,K) <t} C K + B;(0). O

Proposicion 4.2.6. Sea K un subconjunto convexo, cerrado, localmente
compacto y de dimension infinita de un espacio de Banach X. Si ccK no
es un subespacio vectorial de X, entonces K = Q\ {0}.

Demostracion. Ya que K es no vacio, pues tiene dimensién infinita, consi-
deremos k € K. Como cc K no es un subespacio vectorial de X, debido al
Lema 1.5.5 tenemos que existe y € cc K tal que k — sqy € 0K, donde

so=mf{s>0|k—sy¢ K}.
Sea ro = k — sgy. Entonces,
1o+ Ry C K y zg—ly ¢ K para toda [ > 0. (Apéndice iv.iii)

En particular, z = o —y ¢ K y, ya que K es cerrado en X, d(z, K) > 0.
Denotemos t = d (z, K).
Debido a que, por el Lema 4.2.5,

K+B,(0)={re€X|d(zK)<t}

y{z € X | d(z,K) <t} es laimagen inversa de (—oo,t] C R bajo la funcién
continua d (-, K) : X — R, se tiene que K + B; (0) es cerrado en X. Y ya que
z + By (0) es abierto en X para cada z € K, entonces K C int (K + B, (0)).

Por lo tanto, como ademas K y B, (0) son conjuntos convexos, K + B, (0)
es un cuerpo convexo cerrado en X. Asi, de la Proposicién 1.6.6 se sigue que

9 (K + B, (0)) = Supp (K + B,(0)) y, debido a que
2z €0 (K + B (0)), (Apéndice iv.iv)

entonces z € Supp (K + By (O)) De esta manera, existe una funcional f :

X — R lineal y continua que soporta a K + B, (0) en z. Por lo tanto,
f(a) < f(z) para cada a € K + B, (0).
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Como 2y € 0K C K C int (K + B, (O)), notemos que
xg & 0 (K + B, (O)) = Supp (K + B, (0)) ,
y entonces f (zo) < f(2). Asi, yaque 2 =z0—y, f (y) = f (v0) = f(2) <Oy

ygY ={zeX|[f(r)=0}.

Por otro lado, como x — %y €Y para cada z € X, entonces z = — %y—i—

%y € Y + Ry para cada = € X. Ademas Y N Ry = {0}, pues f (y) # 0.
Esto nos permite concluir que X =Y & Ry.

Consideremos h : X — Y x R definida por h (z + ty) = (x,t). La funcién
h es biyectiva, y h~! es continua y lineal. Asf, ya que X y Y x R son espacios
de Banach (pues Y es cerrado en X, por ser la imagen inversa de {0} C R
bajo la funcién continua f), por el Teorema de la funcién abierta (Teorema
1.1.6) tenemos que h es un homeomorfismo.

Ademés, ya que z € K + B, (0), z = a+b para algunos a € K, b € B, (0).
Sea x € K. Entonces, v +b € K + B, (0) y, por lo tanto, como f soporta a
K+ B;(0)en z, f(z+b) < f(2) = f(a+0b). Asi, debido a que f es lineal,
f(z) < f(a) para cada = € K.

De esta manera, f(w) < 0 para cada w € K —a, y como f(y) < 0,

entonces % € R* para cada w € K — a. Por lo tanto, K —a CY + Rty y

h(K—a) Ch(Y+R"Y) =Y xR". (4.10)
Por otra parte, como y € cc K y a € K, por la Proposicién 1.5.3 a+R*y C

K. Asi, Rty C K —a,y
{0} xR* =h (Rty) Ch(K —a). (4.11)
Finalmente, como h es un homeomorfismo lineal, h (K — a) es un sub-
conjunto convexo, cerrado, localmente compacto y de dimension infinita de
Y x R. Por (4.10) y (4.11) se tiene que {0} x R" C h(K —a) C Y x R*,
y entonces de la Proposicién 4.2.4 se sigue que h (K —a) = Q\ {0}. Por lo
tanto K = Q\ {0}, ya que K = h (K — a). O

4.3. Demostracion del Teorema de Klee

4.3.1. Dimension finita

Consideremos un subconjunto no vacio K convexo, cerrado, localmente
compacto y de dimensién finita de un espacio de Banach X. Supongamos
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ademds que K tiene dimension finita y |K| > 1. Asi, existe k € Ky K — k
tiene dimension finita, pues es homeomorfo a K. Por lo tanto, span (K — k)
tiene dimension algebraica finita, digamos p (p > 1, ya que |K — k| > 1).

Sea {x1,...,z,} una base de span (K — k) contenida en K — k. Entonces,
se tiene que 0,z1,...,7, son afinmente independientes y, por la Proposi-
cién 1.1.21, el interior de conv {0, z1, ..., x,} con respecto a span (K — k) es
no vacio. Ademas, K — k es convexo y cerrado en X, pues K lo es. Asi,
conv{0,z1,...,2,} € K —Fk (ya que 0,2q,...,2, € K — k), y concluimos
que K — k es un cuerpo convexo cerrado en el subespacio Y = span (K — k)
de X.

Entonces, de la Proposicién 3.0.3 se tiene que K —k = ccy (K — k) x I™
si ccy (K — k) es un subespacio vectorial de Y de codimensién finita m; y de
las Proposicion 3.0.8 se sigue que existe un semiespacio cerrado M de Y tal
que K —k = M siccy (K — k) no es un subespacio vectorial de Y. Estos son
los casos posibles, pues, como Y tiene dimensién algebraica finita, ningin
subespacio de Y tiene codimension oc.

Notemos que en el caso en el que ccy (K — k) es un subespacio vectorial
de Y, ccy (K — k) debe tener también dimensién algebraica finita. Entonces,
ccy (K — k) =2 R" para alguna n € NU {0}.

Ademas, si M es un semiespacio cerrado de Y, existen una funcional f
lineal, continua y no constante definida en Y y un nimero real ¢ tales que
M={yeY | f(y) >c} Y, debido al Lema 3.0.5, M = ker f x RT. Ya que
ker f es un subespacio de Y, se tiene que ker f = R! para alguna | € NU{0}.

Por lo tanto, podemos concluir que para todo subconjunto K no vacio,
convexo, cerrado, localmente compacto y de dimensién finita de un espacio
de Banach se cumple que si k € K y Y = span (K — k), entonces:

1. K es homeomorfo a I° x RY si |K| = 1.

2. K es homeomorfo a I™ x R" para algunos n,m € NU{0} si |[K| > 1y
ccy (K — k) es un subespacio vectorial de Y de codimensién m.

2.1. En particular, si K es compacto, entonces ccy (K —k) = {0} y
K es homeomorfo a I".

3. K es homeomorfo a R' x R* para algin [ € NU {0} si [K| > 1y
ccy (K — k) no es un subespacio vectorial de Y.

Y éstos son los tnicos casos posibles para K.
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Por lo anterior, para j € N U {0}, el subconjunto IV x RT del espacio de
Banach R/ es homeomorfo a I™ x R™ para algunos n,m € NU {0} o es
homeomorfo a R! x R* para algtin [ € NU{0}. Pero de lo visto en la seccién
4.1 se sigue que la compactacién de Alexandroff de IV x R™ es contréctil y la de
I'™ x R"™ no lo es. Asi, no son homeomorfos, y por lo tanto I/ x R* = R! x R+,
Como la dimensiones de estos espacios son j + 1 y [ + 1, respectivamente, se
tiene que j = [. Entonces, I/ x RT = R/ x R para toda j € NU {0}, y el
tercer caso puede escribirse como:

3. K es homeomorfo a I' x R para algin [ € NU {0} si |[K|] > 1y
ccy (K — k) no es un subespacio vectorial de Y.

Esto concluye la prueba del Teorema 4.0.1 para conjuntos de dimensién
finita.

4.3.2. Dimension infinita

Ahora, sea K un subconjunto convexo, cerrado, localmente compacto y
de dimension infinita de un espacio de Banach X. Ya que K es cerrado en X,
cc K es cerrado en X. Sea k € K. Entonces, 0 € K — k y, por la Proposicion
1.5.3, cc K = cc(K — k) C K — k. Asi, ccK es cerrado en K — k, que es
localmente compacto, y esto implica que cc K es localmente compacto.

Por la Proposicién 4.2.2 se tiene que K = () x R™ si cc K es un subespacio
vectorial de X de dimension algebraica n; y de la Proposicion 4.2.6 se sigue
que K = Q\ {0} si cc K no es un subespacio vectorial de X. Estos son los
unicos casos posibles pues, como cc K es localmente compacto, no puede ser
un subespacio vectorial de dimensién algebraica infinita (si lo fuera, ninguna
bola cerrada en cc K seria compacta).

Consideremos el encaje h : @ x RT — /5 x R dado por h((t,),s) =
((%") ,s). Ya que @ x RT es localmente compacto, h (Q x R™) es localmente
compacto, y ademas es un subconjunto convexo, cerrado y de dimensién
infinita del espacio de Banach f5 x R. Debido a lo anterior, se tiene que
Q x RT = h(Q x R") es homeomorfo a @) x R" para alguna n € N o es
homeomorfo a @\ {0}. Pero la compactacién de Alexandroff de @ x R es
contrictil y la de @ x R™ no lo es. Asi, @ x RT =2 @\ {0}.

Por lo tanto, podemos concluir que para todo subconjunto K convexo, ce-
rrado, localmente compacto y de dimension infinita de un espacio de Banach
X se cumple que:
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1. K es homeomorfo a Q x R™ para algin n € N U {0} si ccK es un
subespacio vectorial de X de dimensién algebraica n.

2. K es homeomorfo a @ x RT si cc K no es un subespacio vectorial de
X.

Y éstos son los tnicos casos posibles para K.
Esto concluye la prueba del Teorema 4.0.1.






Apéndice A

Cuentas omitidas

(i.i)

Sean tq,t, € RT, t; < ty. Tenemos los siguientes casos:

(a) t1,t2 € (0, 1]. Entonces, existen k,l € NU{0} tales que t; € [leﬂ, Qik},
tr € [55m, 37].

Sik=1t,ty € [2k1+1 , 2%] y existen 1, s € [0, 1] tales que

1 1 1 1
tlzrﬁ+(1—7‘)2—k y tQZSW‘F(l—S)?

Ya que hy : [#, zik} — [0, 1], definida por hy (t) = 271t — 1, es un
homeomorfismo afin y ¢ (t) = hy (t) zx + (1 — hg (t)) 2441 para cada t €
=0 1

11 _ . .
[Wv Q—k} (donde zp = 0 si k , entonces ¢ r[2k+172%} es afin. Por lo
1

tanto, como g (#) = Tpi1, q (2k) =1z y J es lineal,

1G (t1) — G (t2)ll = 117 (g (tr)) — 7 (q (t2))l
= [|j (raggr + (1= 1) 2p) — J (s2p41 + (1 = 8) )|
=[[(r—=s8)j (@) + (1 —r—(1—=13)) ()]
= [r—s| 17 (xx+1) — 7 (z1)]]
I 1r—s| 1

<|r_8|2k:+2_2 9k+1 _§|t1_t2|’

pues tenfamos que |7 (z;41) — j (2;)|| < 57= para cada i € N.

91
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()| i
INIEDIN

Por otra parte, si k < [,

1 (1) = g (t2)]] <

(

11
2’51—2 t3 @—F
1 1 11 1
+...+§ l+2—%+§%—t2 5|zfl—152|.

(b) t; € (0,1], t2 > 1. Entonces § (t2) = G (1), pues ¢ (t2) =0 =g (1). Asi,
por el caso (a),

. . . . 1 1
g (1) = (@)l =114 (t) = (I < 5 |t = 1[ < 5 [tr — 2],

ya que to > 1.

(c) t1,t2 > 1. En este caso (t1) = q(t2), y |4(t1) — (L) = 0 <
Tt —ta].

(d) t; =0, to € (0,1]. Entonces §(t1) = yo v t2 € [leﬂ, ] para algin
k € NU{0}. Esto implica que ¢ (t2) € [, Tx1+1] ¥, como j es lineal,

Q(t) = 7 (0 (12)) € [ (20) .3 (ni)] = [F ([oe])  f (nn])] € By, ().

pues tenfamos que f ([x;]), f ([zis1]) € B (yo) para toda ¢ € N y la bola

B_1_(yo) es convexa (porque X, es un espa(no normado).
2k+

Asi,

. . . 1 1 1 1 1
i) = (@)l = o~ 261 < 505 = (3) (500 ) <32 =510 - 8l

ya que ty € [2k+1, Qk] y t1 = 0.
(e) t; =0, ty > 1. Entonces ¢ (t1) =yoy ¢ (t2) = 7 (¢ (t2)) = j(0) =0y,
como tenfamos que [jyo| < 1,

1 1 1 1
1 (ty) —q(t = — — —to = = |t1 — ta] .
G (t1) — q (t2)| Hyo|!<4<2<22 2!1 2|

(i.ii)



93
Sea x € X\ K. Entonces,
J(h(@) = j @)+ (a(dw (@, K))) = j (2) +3(d (j (2), ] (K)) = h(j ()

Por otra parte, siz € X, j(z) € X, y

Asi,

(iii.i)

Seax e X.SixzeV, hj(hy(z)) =hj(z) ==
Si z € X\V, entonces 1 — —— > 0. Sea

wy (z)
1 O] 1
wy; () wy ()
s = 4+ (1 — ) )
wy (@) —wuj(w ~o® wy ()

Como wy, () < wy (x) para cada i = 1,2, tenemos que

1 1

wy;(z)  wy(z)

——— >0,

wy,(z)  wy(z)
y entonces s > ﬁ(x) Por lo tanto, st ¢ V', y asi

1 e B 1
swy, () swy ()
hi; (hi; (2)) = hy; (sz) = + (1——) s
J ( J( )) J ( ) Swy ($) SwUl‘(x) . Sw;(x) sSwy ($)
J
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Entonces, hj; (hij (z)) = = para cada z € X.

SeaxeU;. SixeV, hj(zr) =0V CU NU;, CU;.
Six ¢V, entonces

1 1
1 wy (x)  wy(z) 1
hii (x) = + — (1— ) T.
1) wy (@) _ij(“?) — @ wy ()

Sea
1 1

po L @ wE (1_ 1 )
wy (2) o wrm wy (z) /)

wo, @ | wy (@)

Como z € U;, wy, (z) < 1, y entonces

1
1- wy (x)
1 1

wy, (@) wy(z)

<1

Asi,
RPN SRS SRR SR
wy () wy, () wy(z)  wy, ()

Por lo tanto h;; (x) = rz € U;, ya que 0 € U; y U, es convexo.

Entonces, tenemos que h;; (U;) € U;. Andlogamente, b (U;) = hy; (U;) C
U, por lo que h;; (U;) =Uj.

iii.iii

Sean [z],[y] € Y., y supongamos que x + ccU = y + ccU. Entonces
x—1y € ccU, por lo que, debido a la Proposicién 1.5.3, R* (x — y) C U. Como
ademés y — x € ccU, pues ccU es un subespacio de X, RT (z —y) C —U.
Y ya que z,y € Y y Y es un subespacio de X, también R (x —y) C Y.
Entonces, RT (x —y) C A, y asi w4 (z — y) = 0. Esto implica que [z] = [y],
y por lo tanto f es inyectiva.

Por otra parte, f es claramente suprayectiva, y es lineal por la definicién
de las operaciones en Y,,, y Y/ccU. Entonces es un isomorfismo.

(iii.iv)
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Sea y € V;. Entonces y € Y y w(y) < 1. Por lo tanto, ya que w (y) > 0,
0<1—w(y) <1, yasiw(y)+|l —w(y) = 1. Esto implica que g;' (y) =
(y,1-w(y) eV.

Por otra parte, sea (¢,) una sucesién en R tal que ¢, > 1 — w (y) para
cadan € Nyt, -1 —w(y) cuando n — oco. Asi,

w(y) + [tal =w (y) +t, > 1

para toda n € N, y por lo tanto (y,t,) ¢ V para toda n € N. Como ademads
(y,tn) = (y,1 —w (y)) cuando n — oo, entonces

g (W) =W 1l-w(y) ey xR)\V.

Asi, gt (y) € OV, y ademss g; ' (y) € 91V porque 1 —w (y) > 0. De esta
manera, g; - estd bien definida.

Notemos que si (y,t1), (y,t2) € 0TV, entonces t; = to. Supongamos que
t; < ty. Esto implica que

w (y) + [t] <w(y) + [ta],

ya que t1,ta > 0 porque (y,t1), (y,t2) € 0TV, Asi, como w (y) + |ta] < 1,
pues (y,t2) € 0TV C V| se obtiene la desigualdad w (y) + |t1] < 1.

Tenemos que la funcién (z,t) — w (z) + || es continua, por lo que existe
U CY xR abierto tal que (y,t;) € Uy w(z) + |t| < 1 para cada (z,t) € U.
Entonces U C V, pero esto contradice el hecho de que (y,t;) € V. Por lo
tanto, t1 = to.

Ahora, si (y,t) € 9V, entonces g;* (g1 (y,1)) = 97" (v) = (y, 1 — w (y)).
Ya que (y,1—w(y)) € g;* (V1) € 0"V, por lo anterior tenemos que ¢t =
L—w(y), yasi ;" (g1 (y,1)) = (y,1).

Ademads, si y € Vi, entonces ¢, (gl_l (y)) =q (y,1 —w(y)) =y. Porlo
tanto, g; ' es la inversa de g;.

(iii.v)

Por la definiciéon de h, como ccU C Y entonces
h(ccU)={(z,0) e Y xR |z e€ccU}.
Y, debido a la Proposicion 1.5.3,

ccV ={(y,t) €Y xR|R" (y,t) CV},
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ya que (0,0) € V' y V es cerrado en Y x R.

Sea (y,t) € cc V. Supongamos que ¢t # 0. Entonces |t| > 0, y existe n € N
tal que n|t|] > 1. Asi, w(ny) + |nt| > 1, y por lo tanto n(y,t) ¢ V. De
esta manera, R (y,t) Z V, pero esto contradice que (y,t) € cc V. Entonces,
t=0.

Analogamente, siw (y) > 0 existe n € Ntal que nw (y) > 1, yn (y,t) ¢ V.
Por lo tanto w (y) =0y y € ccU, ya que tenfamos que

ccU={zeY |w(z)=0}.

Por consiguiente, (y,t) = (y,0) € h(ccU).

Ahora, sean (2,0) € h(ccU) y t € RT. Entonces z € ccU, y como cc U es
un subespacio de X, tx € ccU. Asf, w (tx) = 0, y por lo tanto w (tz)+[t0] = 0
y t(z,0) € V. De aqui concluimos que R* (z,0) C V' y (x,0) € cc V.

(iii.vi)
Sean (x,) una sucesién en ccU y z € X tales que lim w (z,, —z) = 0.
n—oo

Ya que ccU ={z €Y | w(z) =0}, w(x,) = 0 para cada n € N. Entonces,
w(x) <w(r—z,) +w(x,) =w(x—u1x,) para cadan € N.

Ast, w(x) < lim w(x —x,) = 0, y por lo tanto w (z) =0y x € ccU. De
n—oo
esta manera, cc U es cerrado con respecto a w.

Ahora, sean ((x,,0)) una sucesion en h (ccU) y (y,t) € Y x R tales que
lim wy ((x,,0) — (y,t)) = 0. Entonces x,, € ccU para cada n € N, ya que
n—oo

h(ccU)={(z,0) €Y xR |z € ccU}. Y como
0= Im wy ((£n,0) = (y,1)) = I (w (zn, —y) + [t]) = lm w (2, —y) + [t
n—oo n—oo n—oo

y lim w (x, —y) > 0y |t| > 0, entonces lim w (x, —y) =0 = |¢t|. Asi, t =0,
n—oo n—oo
y debido a que cc U es cerrado con respecto a w, inferimos que y € ccU. Por

lo tanto, (y,t) € h(ccU) y concluimos que h (ccU) es cerrado con respecto
a Wy .

(iii. vii)
Para cada (y,t) € Y xR
dwy ((y,1), h(ccU)) = inf {wy ((y,t) = (x,0)) | (x,0) € h(ccU)}
=inf{w(y—x) + |t| |z € ccU}
=w (y) + [t
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ya que 0 € ccU, y como w(x) = 0 para cada x € ccU, se concluye que
w(y)+ 1t <w(y—z)+w(z)+ |t| =w(y —x) + |t| para cada x € ccU.
Asi, para cada (y,t) € (Y x R)\h(ccU) tenemos que fs(y,t) = (y,t) si
w(y)+ [t = 1.
Sea (y,t) € V. Entonces f; ' (y,t) € (Y x R)\h (ccU). Supongamos que
' (y,t) = (y1,t1) ¢ V. Esto implica que w (y1) + |[t1| > 1, y por lo tanto
fo (g1, t1) = (y1,t1). As,

(v, 1) = fa (f5 (0,1) = fo(yr,t1) = (y1,t1) ¢ V.

Pero (y,t) € V. De esta manera, f, ' (y,t) € V y ast f; ' (V) C V\h (ccU).
Entonces, V' C fo (V\h (ccU)).

Ahora, sea (y,t) € V\h(ccU). Supongamos que fo (y,t) = (y1,t1) ¢ V.
Asi, w(y1) + |t1] > 1, y entonces fo (y1,t1) = (v1,t1) (notemos que, como
(y1,t1) € V 'y h(ccU) CV, (y1,t1) st estd en (Y x R)\h (ccU), el dominio
de fa).

Por lo tanto, fo(y,t) = (y1,t1) = fa(y1,t1) y, como fy es inyectiva, ya
que es un homeomorfismo, entonces (y,t) = (yi,t1) ¢ V. Pero (y,t) € V.
Asi, concluimos que fy(y,t) € V,y fo(V\h(ccU)) C V. Por lo tanto,
fa(VAh(ccU)) = V.

(iv.i)

Por una parte,

B.(O)NK =B.(0)nKNKCB.(0)nK =B.(0)NK.

Como ademés K es convexo y 0 € K, [0; ) C B. (0) N K. De esta manera,
r€0;2) CB.(0)NK,yasi, yaque z € K,

Reciprocamente, si # € B, (0) N K, entonces ||z|| < ¢y [0; 2) € B.(0).

r€B.(0)NKNK=B.0)Nk .

Entonces B, (0)NK C B. (0) N KK, y por lo tanto B, (0)NK = B. (0) N K"

(iv.ii)
Sean a = t; + ||y1|| vy b = t2 + ||y2||. Como r + s = 1, entonces r — r? =
7“(1—7"):rs:(1—3)525—52.Yyaquers(a—b)zZO7

(r —r?) a® = 2rsab + (s — s*) b* > 0.
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Por lo tanto,
r(a2—1)+s(b2—1) =ra* + sb* — 1
> r2a% 4 2rsab + s*0? — 1 = (ra + sb)> — 1
= (rty + sty + 7 ol + 5 al)* — 1
> (rty + sty + [lrys + sual|)* — 1.

(iv.iii)

Ya que y € cc K, K es cerrado en X y z¢g € 0K C K, por la Proposicion
1.5.3 se tiene que o + Rty C K.

Por otra parte, sea [ > 0. Como

so+1>sg=mf{s>0|k—sy¢ K},
existet € {s >0 |k—sy¢ K} tal quet < sop+1[. Entonces k —ty ¢ Ky

k—ty= (1—80:l>k+ ! (k—(so+Dy)€lk; k—(so+1)y].

80+l

Por lo tanto, [k; k— (so+1)y] € K. Debido a la convexidad de K, esto
implica que k — (so+ 1)y ¢ K, ya que k € K. Asi, tenemos que zo — ly =
k—(so+1)y ¢ K para toda [ > 0.

(iv.iv)
Como d (2, K) =t, entonces z € {z € X | d (2, K) <t} = K + By (
Sea s > 1. Supongamos por contradiccién que zo — sy € K + B, (0
Ty — 8y = x1 + Ty, para algunos x; € K y x5 € B, (0).

Yaque%<1yx0,x1€K,

0).
). Asi

1 1
]f@z—fl—f‘(l——)l‘oGK,
S S

pues K es convexo. Entonces, como z = 2y —y = % (o — sy) + (1 — l) Zo,

t=d(z,K) <|z— kol

1 1 1 1
=|-(xo—sy)+|1——|axo——21—(1——= )2
s s s s

1 1
= Hg (Z’Q — Sy) — gl’l

1 1
= w0 — sy —all = - flafl < 2,
S s s
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ya que x5 € B, (0). Asi, t < %t, perot >0y s> 1.
Por lo tanto, xo — sy ¢ K + B, (0) para cada s > 1. Esto y el hecho de
que z = zg —y € K + B, (0) implican que z € d (K + B, (0)).






Bibliografia

[1] C. Bessaga y A. Pelczynski. Selected Topics in Infinite-Dimensional To-
pology. Polish Scientific Publishers, Varsovia, 1975.

[2] E. Kreyszig. Introductory Functional Analysis with Applications. John
Wiley and Sons, Nueva York, 1989.

[3] W. Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill, Singapur, 1991.

[4] A.R. Pears. Dimension Theory of General Spaces. Cambridge University
Press, Cambridge, 1975.

[5] O. H. Keller. Die Homoiomorphie der kompakten konvexen Mengen in
Hilbertschen Raum. Math. Ann. 105 (1931), pp. 748-758.

[6] V. L. Klee. Some Topological Properties of Convexr Sets. Trans. Amer.
Math. Soc. 78 (1955), pp. 30-45.

[7] C.Bessagay V. L. Klee. Two Topological Properties of Topological Linear
Spaces. Israel J. Math. 2 (1964), pp. 211-220.

[8] M. Cuth y O. F. K. Kalenda. Note on Bessaga-Klee Classification. Co-
lloquium Mathematicum 140 (2013).

101



	Portada 

	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. El Teorema de Keller

	Capítulo 3. Cuerpos Convexos Cerrados

	Capítulo 4. El Teorema de Klee

	Bibliografía



