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RESUMEN

John von Neumann es el precursor de la teoria de relaciones lineales. Su trabajo en esta
direccion fue motivado por la necesidad de considerar el adjunto de un operador lineal
diferencial con dominio no denso en el espacio.

El trabajo que aqui presentamos, aborda las teorias espectral y de perturbacion de
relaciones lineales en espacios de Hilbert. También desarrollamos la teoria de extensiones
disipativas mediante la trasformada de Cayley y la teoria de los tripletes de frontera.
Ademas estudiamos la teoria de perturbaciones en el contexto de relaciones lineales
y extendemos la teoria clasica de Weyl para relaciones. Como ilustracién de la teoria
desarrollada, discutimos las caracterizaciones espectrales de las extensiones disipativas
del operador de multiplicacién en espacios de de Branges.

Abstract

John von Neumann is the precursor of the theory of linear relations. His work in
this direction was motivated by the necessity of considering the adjoint operator of a
nondensely defined linear differential operator.

The work presented here, deals with the spectral and perturbation theories of linear
relations in Hilbert spaces. It is also devoted to the theory of dissipative extensions
obtained by means of the Cayley transform and the boundary triplets theory. In addition
to this, perturbation theory is considered in the context of linear relations and the
classical Weyl theory is extended. As an illustration of the theory developed in this
work, a spectral characterization of the dissipative extensions of the multiplication
operator in de Branges spaces is obtained.
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INTRODUCCION

En los albores de la teoria de los operadores lineales (en particular en el algebra lineal
que comprende desde los sistemas de ecuaciones lineales iniciados por Leibniz en 1678,
hasta el concepto de espacio lineal), Peano da el concepto abstracto de espacio lineal
real, esto sobre el cuerpo de los nimeros reales. Posteriormente, en la obra literaria
“Calcolo geometrico secondo” de H. Grassmann, se introducen los conceptos de sistema
lineal, dimension, elementos dependientes o independientes, base, operadores lineales
sobre un espacio lineal, suma y producto de operadores lineales [57,90].

David Hilbert generaliza atin més esto y su interés por la fisica lo condujo a contribuir
con el nacimiento de las dos grandes teorias fisicas del siglo X X, la Fisica Cuantica y
la Mecanica Relativista [27]. Los desarrollos tedricos de Hilbert han tenido un fuerte
impacto en la teoria espectral de operadores, asi como sus aplicaciones en la mecanica,
desde la clasica hasta la cudntica relativista.

En esta tesis trabajamos en espacios de Hilbert, recalcando que algunos resultados
de este trabajo podemos generalizarlos a otros espacios lineales (ver por ejemplo [4,19]).
Aunque al inicio incluimos un capitulo sobre la teoria de operadores lineales, nuestro
enfoque va dirigido hacia las relaciones lineales. Nuestro objetivo general es extender la
teoria espectral de operadores lineales a relaciones lineales. Un operador lineal es un
caso particular de relaciones lineales, cuando este lo identificamos con su grafica. De
hecho, una relaciéon lineal resulta ser un operador lineal si y solo si su multivaluado es
trivial (Observacion 2.2).

Parece increible que von Neumann no solo fue el pionero en la teoria de extensiones
de operadores, sino también en la teoria de relaciones lineales. Ciertamente, la nocién
moderna de relaciones lineales surge en [84], por la necesidad de trabajar con la adjunta
de un operador no densamente definido. La teoria de relaciones lineales fue desarrollada
posteriormente en [4,16,25]. Citas més recientes las podemos encontrar en [19, 36].

Nuestra motivacion de estudiar relaciones y sus extensiones, viene de su uso en
la teorfa de tripletes fronterizos (ver [22-24,33,39]) y en la teoria de cuasi tripletes
fronterizos (ver [9,10]), para extensiones de operadores; una revisién general sobre la
teoria de tripletes la podemos ver en [72, Cap. 14]). La teoria de relaciones lineales la
usamos también en el estudio de extensiones de operadores simétricos con dominio no
denso en el espacio [17,45]. Cabe remarcar que los ejemplos dados en el Capitulo 6,
estan relacionados a este tipo de aplicaciones. Las relaciones lineales son cruciales en
otros contextos; por ejemplo en la teorfa de sistemas canénicos [38,40].



Los operadores simétricos tienen gran importancia en aplicaciones debido a que
estan relacionados con los sistemas conservativos. Una generalizacion de estos sistemas
son aquellos en los cuales la energia no necesariamente se conserva en el tiempo. Los
sistemas disipativos son aquellos para los cuales la energia no aumenta y para tratarlos
es importante la teoria de operadores disipativos [65]. Los operadores disipativos
extienden el concepto de los operadores simétricos y tienen sus raices en la teoria
de contracciones para las cuales un trabajo fructifero es [80]. Las contracciones y los
operadores disipativos estan relacionados a través de la trasformada de Cayley [81, Cap. 4,
Sec. 4]. Uno de los primeros trabajos sobre operadores disipativos es debido a Philips [65].
El desarrollo de la teoria de Sz. Nagy y Foiag para operadores disipativos fue realizado
en [63,64] y posteriormente generalizado en [60-62]. La teorfa de extensiones disipativas
de operadores simétricos fue formulada en [65].

Uno de los pioneros de las relaciones simétricas fue sin duda R. Arens [4], mientras
que la teoria de extensiones simétricas de relaciones simétricas, la cual puede verse como
una generalizacion de la teoria clasica de von Neumann sobre extensiones simétricas de
operadores simétricos [83], fue primeramente desarrollada en [25] (¢f. [1,30]). Aspectos
importantes de la teoria de relaciones simétricas fueron estudiados en [19,54]. La teoria
de relaciones disipativas fue introducida por M. G. Krein y H. Langer en [51]. Aqui
estudiamos y presentamos la teoria de extensiones disipativas de relaciones disipativas
en tres direcciones, por medio de la trasformada de Cayley, mediante la teoria de
perturbacién y por tdltimo, con la utilizacion de tripletes fronterizos. Este estudio no
solo abarca todos los resultados que se han obtenido sobre la teoria de extensiones
simétricas, sino también resalta las peculiaridades de relaciones disipativas que pueden
ser importantes en investigaciones futuras y aplicaciones (por ejemplo, en el contexto
de tripletes fronterizos para ecuaciones diferenciales parciales donde los indices de
deficiencia son infinitos). Las relaciones disipativas aparecen en aplicaciones en [22,24]
y son estudiadas en [6,25].

Es importante senialar que el desarrollo tedrico que presentamos en esta tesis, tiene
aplicaciones significativas en la teoria espectral de operadores, tanto en el estudio de
extensiones de operadores no densamente definidos [17], como de extensiones en espacios
de Hilbert extendidos [3, Apéndice I|. De la misma manera, se presentan aplicaciones
a sistemas candnicos en [38,40], en donde se encuentran sistemas que son simétricos,
cerrados, con indices (1,1) y parte multivaluada no trivial.

A continuacion explicamos como organizamos tematicamente esta investigacion.
Hacemos mencién que en el cuerpo de la tesis, al final de cada capitulo, situamos un
apartado de los resultados originales que obtuvimos y son descritos alusivamente a
como se desarrollaron en la investigacion.

El Capitulo 1 presenta un marco general sobre la teoria de operadores en espacios
de Hilbert, por lo que es importante mencionar que debemos estar familiarizados con
las propiedades geométricas de la teoria de dichos espacios y de operadores lineales
continuos. Primeramente damos una breve introduccién y posteriormente algunos
conceptos generales sobre estos espacios. Continuamos con sistemas ortonormales, bases
y el teorema de proyeccion para proseguir con el estudio de operadores lineales y sus
tipos de convergencia. Finalizamos con la grafica de un operador lineal y asi dar la
pauta a la teoria de relaciones lineales. Debido a que el objetivo de este capitulo es dar
un repaso general sobre la teoria de operadores en espacios de Hilbert, no mostramos
resultados nuevos en este capitulo.



El Capitulo 2 es referente a la teoria general de relaciones lineales en espacios de
Hilbert. Iniciamos este capitulo con algunos conceptos técnicos y algunos resultados
sobre relaciones lineales. La adjunta y sus propiedades de una relacion lineal que
abordamos en este capitulo, extiende la teoria usual de la adjunta de operadores lineales
en espacios de Hilbert. Continuamos con el espectro de una relacion lineal, que se estudia
de manera paralela al espectro de operadores vista en [12]. La exposicion del espectro de
una relacién lineal que vemos, la podemos encontrar explicada de manera similar en [19].
Introducimos la resolvente para relaciones lineales, asi como su primera y segunda
identidad, y mostramos que es analitica sobre el conjunto resolvente. Proseguimos
con una breve teoria de subespacios invariantes y reductores para relaciones lineales,
los cuales juegan un papel fundamental en el Capitulo 4. Esto amplia los conceptos
de subespacios invariantes y reductores para operadores que se estudian en [3,12,44].
Finalizamos este capitulo con la seccién 2.5, donde introducimos los conceptos de
relativamente acotado y relativamente compacto en el contexto de relaciones lineales,
ademdas de que damos algunos resultados referentes a estos conceptos, los cuales nos
seran de utilidad en resultados posteriores.

La mayor parte del Capitulo 3 esta dedicada a la teoria de relaciones disipativas y
obtenemos nuevos resultados, para los cuales, segiin nuestro entender, no hay pruebas
en la literatura anterior a este trabajo. También vale la pena sefialar que las pruebas de
algunos resultados clasicos sobre operadores disipativos, asi como sus casos particulares:
operadores simétricos y autoadjuntos, son simplificados cuando los consideramos en el
ambito de relaciones disipativas. En las dos primeras secciones de este capitulo, vemos
una serie de conceptos y resultados de relaciones disipativas, en primera instancia las
relaciones disipativas y después nos restringimos a relaciones simétricas. Incluimos una
seccion de contracciones debido a que esta clase de operadores ha sido ampliamente
estudiada y algunas generalizaciones las podemos encontrar en [18,28]. Una motivacién
para estudiar contracciones proviene del problema del subespacio invariante [35,68,81].
La clase de contracciones nos sera de gran utilidad en el desarrollo de la teoria de
descomposicién candnica y de la teoria de extensiones de relaciones disipativas (Secciones
4.3 y 5.1). Aunque las contracciones son operadores, las pruebas que incluimos referentes
a contracciones estan basadas en la teoria de relaciones, es decir, utilizando el formalismo
de grafica. Concluimos este capitulo con la trasformada de Krein para relaciones lineales,
la cual mapea relaciones positivas a contracciones simétricas. Esta transformada es
importante en el estudio de extensiones positivas.

Damos en el Capitulo 4, una descomposicién ortogonal de una relacion disipativa en
su parte autoadjunta y su parte completamente no autoadjunta. Para ello estudiamos,
de manera similar a [25], la trasformada y anti-trasformada de Cayley. Esta trasformada
juega un papel muy importante en la correspondencia univoca entre las relaciones
disipativas y las contracciones. La trasformada de Cayley puede hacerse idempotente si
se multiplica por cierto escalar [30,71]. Procedemos con dos descomposiciones canénicas
de contracciones, la descomposicion de von Neumann-Wold y la descomposicién de
Sz. Nagy-Foiag-Langer [52, 81] (ver [79] para una estructura mas general de estas
descomposiciones). Generalizamos esta tltima descomposicién a contracciones cerradas
no necesariamente maximales. Concluimos con las descomposiciones candnicas de
relaciones disipativas correspondientes a las de contracciones.

La teoria de extensiones disipativas que vemos en el Capitulo 5, consta de cuatro
secciones. En la seccién 5.1 damos una caracterizacion de las extensiones disipativas



de relaciones disipativas, como resultado de describir las extensiones contractivas y la
aplicacion de la trasformada de Cayley. Esto extiende la teoria de von Neumann sobre
extensiones simétricas y va paralelamente a los textos clsicos sobre dicha teoria [3, Cap.
7], [12, Cap. 4] [85, Cap. 8], pero en términos mas generales. La seccién 5.2 presenta
las extensiones disipativas de una relacién simétrica mediante perturbaciones de una
de sus extensiones autoadjuntas. Procedemos a la Seccién 5.3, en donde mostramos
propiedades espectrales de las extensiones disipativas de una relacién simétrica, mediante
la teoria de perturbacién. En esta seccion, aunque existen varias definiciones del espectro
esencial [12,19,29,44, 53, 72] relacionadas entre si, utilizamos la andloga a la que se
muestra en [44]. Algunos de los resultados que mostramos en esta seccién se tienen
para operadores [12,77]. Otros trabajos relacionados con la teoria de perturbacién los
podemos encontrar en [7,20,37,87]. Es importante mencionar que H. Weyl demostré
que los puntos limite del espectro (es decir, todos los puntos del espectro, excepto los
autovalores aislados de multiplicidad finita) de una transformacion simétrica acotada
en un espacio de Hilbert, son invariantes bajo perturbaciones por operadores simétricos
compactos [86]. R. Cross en [19] mostrd algunos resultados de estabilidad del espectro
esencial de relaciones lineales en espacios de Banach. De hecho demostré que el espectro
esencial de una relacion lineal es invariante bajo perturbaciones por relaciones lineales
cerradas relativamente compactas, con parte multivaluada finita. Afnos mas tarde,
D. Wilcox en [87], presenté un resultado similar bajo la condicién de que la parte
multivaluada de la perturbaciéon compacta esté contenido en la parte multivaluada de la
relacién original, esto aplicando la teoria de Fredholm y generalizando las definiciones
correspondientes a la teoria de relaciones lineales, dadas en [29]. Concluimos este
capitulo con la Seccién 5.4, en donde presentamos la teoria de tripletes fronterizos para
la adjunta de una relacién simétrica la cual la exponemos de manera paralela a [72, Sec.
14.2].

Una parte sustancial de esta tesis son las aplicaciones que vemos en el Capitulo 6, en
donde mostramos tres aplicaciones. La Seccién 6.1 concierne a trabajar en la teoria de
espacios de de Branges, la cual ha sido aplicada a problemas inversos espectrales para
operadores de Schrodinger (cf. [69,70]) y pueden aplicarse a otros operadores que tienen
relevancia en la fisica matematica. Damos una caracterizacién de todas las extensiones
disipativas maximales, asi como la de sus espectros, del operador de multiplicacién por
la variable independiente en estos espacios, en un entorno general que incluye el caso
cuando el operador de multiplicacion no estéa densamente definido. Esto generaliza la
caracterizacion de las extensiones autoadjuntas del operador de multiplicacion que se
estudia en [74, Prop. 3.8].

Es importante mencionar que cualquier operador n-enteros estudiado en [75], es
unitariamente equivalente al operador de multiplicacién en cierto espacio de de Branges
(cf. [59]). La teoria de operadores n-enteros desarrolla y extiende el concepto de Krein
sobre operadores enteros [32,46-50]. En esta teoria confluyen varias areas del analisis
funcional y la teoria de funciones, la teoria espectral de operadores, la teoria analitica
de muestreo [73], el problema de momentos [2], entre otras. Un ingrediente esencial de
la teoria de operadores n-enteros son los modelos funcionales de operadores [78], que
permiten el estudio de operadores (por ejemplo diferenciales o en diferencias) a través
del operador de multiplicacién por la variable independiente en espacios de funciones.
En [76], para ciertos n € N, se tienen ejemplos de operadores n-enteros, que aparecen
en fisica matematica.



En la Seccién 6.2 damos una caracterizacion de todas las extensiones disipativas de
un operador de Jacobi no densamente definido con indices (1,1). La teoria de operadores
de Jacobi desprende una amplia gama de aplicaciones y podemos verlos como el analogo
discreto a los operadores de Sturm-Liouville. Las teorias espectral y espectral inversa
para los operadores de Jacobi desempefian un papel fundamental en la investigacion
de redes no lineales completamente integrables [82]. Culminamos con la Seccién 6.3,
en donde aplicamos los tripletes fronterizos al operador regular de Schrodinger en una
dimensién, caracterizando todas sus extensiones disipativas maximales. Es interesante
indicar que, bajo ciertas condiciones, el operador de Jacobi es unitariamente equivalente
al operador de multiplicacién en cierto espacio de de Branges [77]. Esto mismo ocurre
con el operador de Schrodinger [69].

Anexamos al final de esta tesis un apartado de investigacién subsecuente, en donde
exponemos distintos temas a investigar. Esto como objeto de seguir desarrollando teoria
sobre la misma linea a este trabajo y, posiblemente, a distintas ramas de la ciencia.
También anexamos un apéndice en donde mostramos articulos de investigacién que
estan en proceso de arbitraje. Este apéndice lo incluimos debido a que, con intencién
de simplificar la redaccion en algunas demostraciones de los articulos, la pruebas de los
articulos son diferentes a las que encontramos en la tesis.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

I.1

Espacios de Hilbert

Los espacios con producto interno son probablemente la mas natural generalizacion del
espacio euclidiano. En esta seccién vemos conceptos generales sobre la teoria de espacios
de Hilbert, para ello es necesario estar familiarizados con las propiedades geométricas
de dicha teoria.

Iniciamos con espacios lineales donde definimos un producto interno e iremos
construyendo gradualmente los espacios de Hilbert. Los resultados que mostramos en
esta seccion, son resultados clasicos de en espacios de Hilbert que podemos encontrar
en [12,44,72].

Definicion 1.1. Consideremos un espacio lineal £ sobre un campo K. Decimos que una
aplicacién (-,-) : L x L — K es un producto interno si para cada f,g,h€ Ly o, B €K
lo siguiente se cumple:

(f,ag+Bh) =alf,g)+ B{f h), (lineal en la segunda componente)
(f,9) =19, /), (hermitiana)
(f,f) >0, f#0. (positiva definida)

Muchos autores consideran al producto interno como lineal en la primera componente.
Para efectos practicos lo consideramos lineal en la segunda componente, mencionando
que los resultados que obtenemos son totalmente equivalentes.

Un espacio lineal con producto interno (£, (-,-)) se llama pre-Hilbert. El producto
interno induce la norma

1/2
Ifll = (£, )V feL. (1.1)
La introduccion de esta norma nos permite aplicar la nocién y hechos de la teoria de
espacios normados a espacios pre-Hilbert. El espacio (£, (-,-)) es un espacio normado,

9
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la norma y las operaciones algebraicas en £ son continuas.

Definicion 1.2. Decimos que un espacio pre-Hilbert es un espacio de Hilbert si el
espacio es completo con respecto a la norma (1.1).

Denotamos a los espacios de Hilbert con H y tomamos dichos espacios sobre el
campo de los nimeros complejos C. Ademas, al hablar de subespacios nos estamos
refiriendo a un subconjunto lineal cerrado y cada subespacio de un espacio de Hilbert

puede ser considerado como un espacio de Hilbert, con respecto al producto interno
heredado.

Definicion 1.3. Decimos que dos elementos f,g en H son ortogonales, denotado por
fLg,si(f,g)=0.Para F,G CH escribimos F L G si (f,g) =0, para cada f € Fy
geq.

Recordemos que, dado un subconjunto G C H, el conjunto generado por G, denotado
como span G, es el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos en
G. La cerradura de un conjunto lineal G la denotamos como G, sin caer en ambigiiedad
con el conjugado de un niimero complejo.

Proposicion 1.4. Si h 1 G entonces h L span G. En particular, si span G=H yh L G
entonces h = 0.

Demostracion. Claramente h L span G. Sea f € span G, entonces existe {f}nen de
elementos en span G tales que f,, — f. Como (h, f,) =0y debido a la continuidad del
producto interno se cumple que (h, f) = 0. Ahora bien, si span G = H, entonces al poner
f = h obtenemos h = 0. m

Para f,g en H se cumple que

1f +glI* = £ +2Re( £, 9) + 91" (1.2)

Entonces mediante induccién en (1.2), para n elementos f1, fa, ..., fn ortogonales a pares
en H, se cumple (“Teorema de Pitagoras”)

n n
2 2
I fell? =D 1l (1.3)
k=1 k=1
Esta igualdad se extiende al caso infinito de la siguiente manera.

Proposicion 1.5. Sea {fi}ren una sucesion de vectores ortogonales a pares en H.
Entonces la serie Yy, fr converge si y solo si Xy, || fx]|? < oo. Mds ain,

I Fell =D fell? (1.4)
k k
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Demostracion. La convergencia de > fr implica la existencia del limite de la suma
parcial g, =>7_; fr v de (1.3) se sigue que

n—+p

lgnsp—gnll*= 3= IIFull*.

k=n+1

Entonces {gn }nen es una sucesién Cauchy si y solo si la serie del lado derecho de (1.4)
es convergente, y debido a la completez de H, esto es equivalente al hecho de que
{gn }nen sea convergente. La igualdad (1.4) se obtiene usando (1.3) y la continuidad de
la norma. [l

Como una consecuencia de (1.2), se tiene la siguiente identidad

1f+ gl +1f=gl* =201 +llgl*), Vf, g€ H.

Esta identidad es conocida como la “identidad del paralelogramo”.

Definicién 1.6 (Convergencia Débil). Una sucesién { fy, }nen en H converge débilmente
a f € H, si para cada h € H, la sucesién {(fy,h)}nen converge a (f,h). En este caso
escribimos f,, — f.

Definicion 1.7. Una sucesion { fy, }nen es débilmente de Cauchy, si para cada h € H 'y
para todo € > 0, existe N € N tal que si n,m > N entonces |(fn, — fm,h)| <e.

1.2

Sistemas ortonormales y teorema de proyeccion

La teoria de las expansiones ortogonales o sistemas ortogonales es bien conocida en el
analisis y fisica matematica y conlleva a grandes aplicaciones. Un sistema ortonormal
completo juega el papel de base en un espacio de Hilbert.

Definicién 1.8. Decimos que un subconjunto de un espacio de Hilbert es un sistema
ortonormal (abreviamos s.o.n.), si sus elementos son de norma uno y cualesquiera dos
de sus elementos distintos son ortogonales.

Recordemos que un espacio es separable si contiene un conjunto denso numerable.
Cada s.o.n. en un espacio de Hilbert separable es a lo mas numerable, con base en esto,
a partir de aqui, trabajamos en espacios de Hilbert separables.

Proposicion 1.9. Todo s.o.n. en H es linealmente independiente.
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Demostracion. Sea {v}ren un s.o.n. en ‘H y tomemos Z,ivzl aprvy, = 0. Entonces

N e 2
0= arvll” =D |kl
=1 =1

La ultima igualdad implica que o =0, para k=1,2,..., V. O
Para G C H, denotemos el complemento ortogonal de G como
Gt:={heH : hlg, VgeG}.

Notemos que G+ es un subespacio de H. Ademés (G*)* = span G.
Definicién 1.10. Decimos que un s.o.n. V en H es completo si V= = {0}.

Los s.o.n. completos son maximales en el sentido de que si V' es un s.o.n. completo y
si W es otro s.o.n. tal que V C W, entonces V = W.

Corolario 1.11. Un s.o.n. V es completo en H si y solo si span V =H.

Demostracion. Si'V es completo entonces

span V = (V1)+

Inversamente, si V no es completo entonces existe h # 0 en H tal que (h,v) =0 para
todo v € V. Entonces h L span V, lo que implica que span V # H. n

Definicion 1.12. En vista del resultado anterior, decimos que una base ortonormal
(escribimos b.o.n.) de un espacio de Hilbert es un s.o.n. completo.

Cualquier b.o.n. en un espacio de Hilbert tiene la misma cardinalidad. Entonces la
dimensién de un espacio de Hilbert es la cardinalidad de cualquier b.o.n. en el espacio.
La existencia de una base numerable implica la separabilidad del espacio de Hilbert.
Inversamente, todo espacio de Hilbert separable tiene una b.o.n. numerable, esto lo
obtenemos aplicando un proceso de ortogonalizacién y un proceso de zornificacion.

Considera {vy} una b.o.n. en ‘H; para cualquier elemento h € H, existen ay, € C tales
que h = >, apVk, donde sus términos son mutuamente ortogonales. De esto obtenemos

que
1R[* =" le[*.
k

Ademss, debido a la continuidad del producto interno, los coeficientes o; pueden ser
expresados en términos de h como

<l/j,h> :Zak(yj,uk> =Qy. (15)
k
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Definicion 1.13. Decimos que dos conjuntos lineales F y G son linealmente indepen-
dientes si F NG = {0}.

Introducimos la siguiente notacién la cual serd de gran utilidad en resultados
posteriores. Para F y G subconjuntos lineales en ‘H denotamos como:

F+G:={f+9g:feF,geGy FNG={0}}.
F®G:=F+G tal que FcGt. (1.6)
FoG:=FnGgt.

De esto verificamos que F* =H & F.

Las notaciones +,® y ©, representan la suma directa, la suma ortogonal y la
diferencia ortogonal, respectivamente. Ademés podemos utilizar la suma directa entre
conjuntos lineales, siempre que los conjuntos sean linealmente independientes.

Proposicion 1.14. (Teorema de proyeccion). Sea F un subespacio de H. Entonces para
cada h € H, existe una dnica representacion h= f+g, donde f € F y g€ F*-, y con
esto se cumple que

H=FaFt.

Demostracion. Como F es un espacio de Hilbert, entonces existe una base ortonormal
{¢r} en F. Para h € H, tomemos la serie f = > aror, con a = (¢, h). La serie es
convergente y (¢, f) = ag. Consideremos g = h— f, entonces para cada ¢y tenemos que

(Pr:9) = (Pr, R — )
= (dr, h) — (Dr, >_(D5,h) ;)

J

= (dr,h) = > (D, h)(dk,0j) =0,

J

de donde se sigue que g L F. Para la unicidad, suponemos que existe otra representacion
h = f+ g con las propiedades requeridas. Entonces

0=lf+g—(fr+o)*=IIf = Al +]g— ol

esdecir fi=fyg1=g. O]

1.3

Operadores lineales

En esta seccién solamente vemos conceptos sobre operadores lineales en espacios de
Hilbert, los cuales tendran dominio y rango en el mismo espacio. Para un operador T
denotamos su dominio como dom 7', su rango como ran 7'y su nicleo o kernel como
ker T. Por simplificacién estandar, escribimos T'f en vez de T'(f).
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Definicion 1.15. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que una aplicacion
T:domTCH—H

es un operador lineal si para cada f, g € dom Ty «, 8 € C se satisface

T(af+pBg)=aTf+pTg.

Observemos que dom 7', ran T' y ker T" son conjuntos lineales. A través de este
trabajo, a los operadores lineales simplemente los llamamos operadores. Para G C 'H
escribimos 7| g+ COMO el operador T' cuyo dominio restringimos al conjunto G. Estricta-

mente seria T| Grdom T

Definicion 1.16. Sean Ty S dos operadores y «, § € C. El operador aT + S tiene
dominio

dom (aT'+ S) =dom T'Ndom S,
con (aT+pS)f=aTf+pSf.

El operador T'S tiene dominio
dom (T'S)={fe€dom S : Sf e€dom T},

con TSf=T(TSf).
Decimos que T es extension de S, denotado por S C T, si dom S C dom Ty para
todo f € dom S se cumple T'f=S5f.

Definicién 1.17. Decimos que un operador T es cerrado (escribimos 7' =T), si para
cualquier sucesién { fy, }nen de elementos en el dominio de T tales que f, — f, T'f, — g,
implica fedom Ty Tf =g.

El operador identidad I en H tiene como dominio y rango a ‘H, y cumple que [ f = f,
para cada f € H. Ademas I es cerrado.

Definicion 1.18. Decimos que un operador 7T es acotado si existe C' > 0 tal que para
todo f € dom T, se cumple que ||T'f|| < C| f||. La norma de T viene dada por

1711

T|:= sup .
IHl= s, vl
F#0

La norma operador cumple las siguientes equivalencias

T = sup [|Tf]
f€dom T,
fl <1

= sup [[T'f]

f €dom T,
lfr<1

= sup [T]].

f €dom T,
Il =1
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Observacion 1.19. Es facil ver que un operador es acotado si y solo si es continuo.
Ademas si un operador es acotado, entonces su dominio es cerrado si y solo si el operador
es cerrado.

Denotemos por B(H) al conjunto de todos los operadores acotados tal que su domino
es todo H. Notemos que B(H) es un espacio lineal normado y definimos tres tipos de
convergencia en este espacio.

Definicion 1.20. Sean T, T, € B(H), para n=1,2,... . Entonces decimos que:

- {T,,} converge uniformemente a T denotado por T}, — T' o por
u- lim Tn — T’
n—oo
si ||T—T,| — 0.
- {T,} converge fuertemente a T denotado por T, = T o por
s- lim T, =T,
n—oo
si para cada f en H, se cumple que ||T'f — T, f|| = 0.
- {T,,} converge débilmente a T denotado por T;, — T o por
w- lim T, =T,
n—oo

si para cada fy g en H se cumple que (9,7 f —T,f) — 0.

Observemos que la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte y la conver-
gencia fuerte implica la convergencia débil.

1.4

La grafica de un operador

En lo siguiente tratamos conceptos y resultados sobre la grafica de un operador lineal.
Estos serviran como pauta a la teoria de relaciones lineales. La exposicion de la siguiente
seccion es cercana a [12, Cap. 3.

Definicion 1.21. Para (H, (-,")%) v (K{-,-)x) dos espacios de Hilbert, definimos

H@IC:—{@;) : fle”HnyEIC}. (1.7)

Este espacio lineal representa la suma ortogonal de H con K.
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ParaaeCy f= (g), g= (g;) en H @ K, tenemos las operaciones

_(hta _ (af1
f+g= <f2+92 ol = afa)’
por lo que H K resulta ser un espacio lineal. También consideremos la aplicacion
(,)  HOEKxHBK — C dada por

<<§;><§;>> = gum+{fa. 20 (1.8)

Observemos que (1.8) resulta un producto interno el cual induce la norma

(%)

La norma (1.9) es equivalente a la norma

2
= All3 + I 2l - (1.9)

H(ﬁ) H = Ifillx =+ f2llx-

Es facil demostrar que H & K es completo con respecto a la norma (1.9) y por lo tanto
HED K es un espacio de Hilbert.

Observacion 1.22. La convergencia en H € K implica la convergencia en cada una de
sus entradas.

A partir de aqui trabajamos en el espacio de Hilbert H @ H, aunque algunas veces
usamos (1.7) para subespacios lineales en H & H.

Definicién 1.23. Definimos la gréfica de un operador lineal 7" como el conjunto lineal
G(T) C H® H dado por

g(T):z{(%})E”HEBH : fEdomT}.

Notemos que cada grafica de un operador es conjunto lineal de H & H. Sin embargo,
no todo conjunto lineal en H @ H es grafica de algin operador, para ello es necesaria la
siguiente condicion.

Teorema 1.24. Un conjunto lineal G en H® H es grafica de un operador si y solo si

{(F)eo r=of={(0)} (1.10)
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Demostracion. Suponemos que (1.10) se cumple. Consideremos las aplicaciones lineales
m:G—H, p:G— H dadas por
f AR
( =1 oplp) =1
f f

8 y entonces T = pr~! es un operador lineal con dom T = 7G.
Por lo tanto G(T') = G. La prueba contraria se sigue directamente. O

Se sigue que ker m =

Permitanos introducir los mapeos U, W: HO H — HP H actuando como

)= () w(0)-(7)

U = ;W = . 1.11

(9 f g / (1.11)

Observemos que, para cada elemento en H @ H, los mapeos U y W satisfacen
U2=7=-W? UW=-WU.

Si T' es un operador invertible entonces G(T~1') = UG(T). Para un conjunto lineal
G € H® H denotemos por

_g;_{<_fg>e?{®’ﬂ:<£>€g}’

el cual resulta un conjunto lineal en H @ H.

Proposicion 1.25. Para un conjunto lineal G C HB H, lo siguiente se cumple:

(a) (WG)-=W(Gt). (d) UG =UG.
(b) WG =WG. (e) UG =W3G =gG.
(c) (UG)==U(G"). (f) UNG =WUG = —G.

Demostracion. (a) Verifiquemos que

(o) wor (Z)

()
/lﬂ
“\,.;
~__—
@
'_
)
7N
&H
~_—
m
=
Q
-

n

esto es {( In >} C G y converge a ( g > si y solo si ( g ) € G, es decir,
—fn) ) en —-f —f
<f> € WG.
g

(b) Tenemos que (g) € WG si y solo si existe { <f">} C WG que converge a <§>,
neN
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Para mostrar los incisos (c¢) y (d), solo quitemos el signo negativo en la pruebas
anteriores. Los incisos (e) y (f) se siguen directamente de la definicién y notando que G
es lineal. O]



CAPITULO 2

TEORIA DE RELACIONES LINEALES

2.1

Relaciones lineales

En la seccién anterior vimos que H & H es un espacio de Hilbert y ademads, un sub-
conjunto lineal en H @ H resulta ser grafica de un operador si el conjunto cumple las
condiciones dadas en el Teorema 1.24. A partir de aqui trabajamos con subconjuntos
lineales en ‘H @ H, que no necesariamente son graficas de operadores lineales. Parte de
los siguientes resultados los podemos encontrar en [4, 25].

Definicion 2.1. A un subconjunto lineal 7" en H® H lo llamamos relacién lineal o
simplemente relacion. Ademas, denotamos como

domT::{fEH : @)eT} ranT::{ge'H : <£>€T} )
wrfon: Qer) wr-per ()]

Mas atin, usamos la notacion vista en (1.6) en relaciones lineales.

La notacién (2.1) es habitual en el caso de operadores a excepciéon de mul 7', que
representa el multivaluado de 7. Una relacion T es cerrada si T'=T y resulta ser un

subespacio en HD H.

Observacion 2.2. Como un resultado del Teorema 1.24, una relacién T es grafica de
un operador si y solo si mul 7"= {0}. En el contexto de relaciones vamos a identificar a
cada operador con su gréfica.

19
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Definiciéon 2.3. Definimos la inversa de una relacién T' como
T7-1.=UT,
con U como en (1.11).

La inversa de una relacién resulta ser una relacién lineal. Ademés, para Ty S dos
relaciones tenemos lo siguiente:

(T+9)" ' =1"1457Y
(TosS) l=T7"1ps, (2.2)
(TesS) =115t

De manera directa de la Definicién 2.1 se sigue

dom T '=ran T, ker T7'=mul T,

2.3
ran T '=dom 7, mul 7 !'=ker T. (2:3)

1

Si T" es un operador con niicleo no trivial, entonces 77" es un ejemplo de una relaciéon

que no es operador.

Observacion 2.4. Si T y S son relaciones cerradas, entonces 76 S es una relacién
cerrada. Ademas, si las relaciones cerradas son ortogonales, entonces T'&® S es una
relacion cerrada.

Proposicion 2.5. FEl nicleo y el multivaluado de una relacion cerrada son subespacios.

Demostracion. Sea T una relacion cerrada y consideremos f € ker T'. Entonces existe

{fn}nen C ker T tal que f, converge a f. Se sigue que { (JZ;L) } cTy <]:)n> N (é)
neN

Como T es cerrada, <f> €T y por lo tanto ker T" es cerrado.

0
Por otra parte la cerradura de 7" implica la cerradura de 7', Entonces ker 77! es
cerrado y por lo tanto mul 7" es cerrado. O

Definicion 2.6. Para dos relaciones T'y S y a € C, denotamos las relaciones:

o) Q)er ()]
ao{(2)- ()er)
so{(0) ()er ()<}

La suma de relaciones es conmutativa, pero la composicion en general no lo es.
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También consideramos la relacion identidad y la relacién cero en H € H, estas vienen

dadas por
1:{(?): fe’H}; 0:{(5): fe’H}, (2.4)

las cuales son operadores en B(#). Notemos que O = H @ {0}.

Observacion 2.7. Para una relacién cerrada 1" con dominio todo el espacio ‘H se cumple
que I CT7 Ty O CT—T, donde la contencién puede ser propia. Sin embargo, podemos
verificar que, para un operador S, se cumple que SS~! =1 lan §°

La siguiente afirmacion se sigue directamente.

Proposicion 2.8. Sean A, B y S tres relaciones tales que A C B. Entonces

A+SCB+S.

En general las relaciones no tienen la propiedad distributiva en la composiciéon. Por
ejemplo, si B tiene dominio no denso en H, entonces dom Bl = dom B. Se sigue que
dom (BI — BI) =dom B, mientras que dom [B(I —I)] =H. Por lo tanto

B(I—1)+# BI—BI.

Sin embargo las relaciones satisfacen lo siguiente.

Lema 2.9. Sean T, A y B tres relaciones, entonces

(A+B)T C AT+ BT,

2.5
TA+TBCT(A+B). (2:5)

Demostracion. Si (‘2) € (A+ B)T, entonces existen ‘2) ely (g) € A+ B. Luego

existen <h> eAy <h> € B, tales que g = g1 + g2. Asi, (f> e ATy <f> € BT, es
g1 g2 g1 g2
(Y ]
decir, = € AT+ BT.
g g1+ 92
Por otra parte si / € TA+TB, con / €eTAy f) € T'B, entonces
g1+ g2 g1 g2
existen (‘}fl) €A, (;1) eT, (“]i) €EBy (;z) € T. Por lo tanto <h—{—k> €eA+By
h+k o f
eT1 1 € T(A+ B). O
a1+ 0o o que implica 91+92> ( )

Con lo siguiente n podemos tener la igualdad en (2.5).
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Teorema 2.10. Sea T un operador y sean A, B dos relaciones. Entonces
(A+B)T = AT+ BT.

Ademds, siran AUran B C dom T' entonces TA+TB =T(A+ B).

Demostracion. Es suficiente mostrar las contenciones contrarias de (2.5).

Sea ( ! ) € AT+ BT con <f> e ATy <f> € BT, entonces existen elementos
g1+ 92 91 92

/ eT, h €A, / eTy K € B. Dado que T es operador h =k y asi
h g1 k 92

h >€A—I—Bloqueimplica< / )E(A—i—B)T.

g1+92 g1+9g2
Ahora bien, si <f> € T(A+ B), entonces existen f) €A+By h € T'. También
g h g
existen }{ €Ay }{ € B, con h=hy1+ho. Como ran AUran B C dom T, entonces
1 2
hi\ [ he . h
tenemos , €T, es decir € T. Dado que T' es operador, t1+ta =gy
11 to 11 +12
notemos que / eTA, / € TB. Por lo tanto / = / eTA+TB. n
t to g t1+12

La inversa de la composicion de relaciones se distribuye de la siguiente manera.

Proposicién 2.11. Si T y S son dos relaciones, entonces (T'S)™! = S~1T-1,

Demostracion. Si <£> € (T'S)~!, entonces existen (S) €Sy (?) €T De esto tenemos

que <z> eSSty <£> e Tt Asi <£> eSTITly
(TS)~tc st (2.6)
Para la otra contencion, usando (2.6) se sigue que
(st h ()N sTH T =TS,
Por lo tanto S~'T~1 c (T'S)~1. O
Del teorema anterior se sigue que U(7'S) = (US)(UT).

Teorema 2.12. Sea T una relacion cerrada en y T un operador cerrado y acotado.
Entonces T +T es una relacion cerrada.

Demostracion. Verificamos por simple inspeccion que T+ T es relacion lineal. Ahora

si / € T+T, entonces existe I - T+T, tal que I converge a (f .
g In) ) pen In 9
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Para cada n € N tenemos elementos <£"> ely (7{; ), con hy, +Tfn = ¢gp,. Como la
n n

convergencia en H & H es equivalente a la convergencia de cada una de sus entradas y

T es cerrado y acotado entonces se sigue que f "= j . Ahora bien, definamos
T fn Tf
k=g—Tf entonces

|'<£Z> - <£>H = |lfo = fll+ 10 =kl = I fo = fll + 1 = g+ T 1|

= ||fn_f|| + ||hn+Tfn_g+Tf_Tfn||
< fa =l H M hn +T fo =gl =T f =T frll

_ fn f a
= Ls) - ()] s

- H<§> - <§>H+0H<fn—f>u EEN

Por lo tanto <£> ely (‘5) = <k+fff> eT+T. O]

2.2

La adjunta de una relacion

La necesidad de considerar el adjunto de operadores lineales diferenciales con dominio
no denso, fue la motivacién de J. von Neumann para introducir las relaciones lineales
en el andlisis funcional [84]. Esto debido a que el adjunto de un operador lineal no
densamente definido no tiene sentido, es decir, no es un operador lineal, sino una relacién
lineal con multivaluado no trivial.

Definicion 2.13. Definimos la adjunta de una relaciéon 7' como
. h f
T = i EHDOH : (k,f)=<(h,g), V p eT ;.

La adjunta de una relaciéon T es una relacion lineal y es cerrada debido a la primera
propiedad del siguiente teorema, incluso cuando 7" no lo es.

Teorema 2.14. La adjunta de una relacion satisface las siguientes propiedades:
1. T* = (WT)*. 3. (T*)~t = (T~ 1)

2. T**=T. 4. (aT)* =aT™*, con a € C\{0}.
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5.5 CT implica que T* C S*. 6. ker T* = (ran T)*.

Demostracion. Consideramos Ty S relaciones lineales y o € C\{0}:

h) €T siy solosi (k, f) = (h,g), para todo (‘;) €T, es decir

[(1):(7)) 0. oo (1)

esto si y solo si (Z) c (WT)*.

1. Tenemos que (

2. Del inciso anterior y de la Proposicién 1.25 tenemos
T** — ((W2T)J_)J_ _ (TJ_)J_ —T.

3. (T*)"' =U(WT)+ = (WUT)*+ = (T~ 1)*

(1) <tomr oo
v( ) )= (f k)
(i ) € T*, es decir (g) —

5. Dado que S C T, tenemos que WS C WT. Entonces (WT)+ C (WS)+. Por lo
tanto 7™ C S™.

4. Para a #0

) — (f,ak)

TS TS

6. Un elemento (g) € T* siy solosi (f, k) =(0,h) =0 para todo <

si f € (ran T)*.

Z) €T, siy solo

]

La propiedad (4) del resultado anterior no siempre es correcta cuando a = 0. Por
ejemplo, es sencillo verificar que 0(H @ H) es el operador cero y es igual a su adjunto.
Asi

0(HDH)]* :07&0{@} —O(HDH)".

Por otra parte, del punto (6) conseguimos la siguiente descomposicién:

H=ran T @ ker T". (2.7)

Teorema 2.15. Para una relacion cerrada T se cumple que

mul 7' = (dom T%)*. (2.8)
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Demostracion. Se sigue de (2.3) y del Teorema 2.14 que
mul 7 =ker 77! =ker [(T*)7]* = [ran (T%) 7!+ = (dom T%)*.
]

Intercambiando 7" por T en (2.8) y tomando el complemento ortogonal, conseguimos
que

dom T = (mul 7%)*. (2.9)
Teorema 2.16. El rango de T es cerrado si y solo si el rango de T* es cerrado.

Demostracion. Suponemos que ran 1" es cerrado y consideremos g € ran T*, entonces

. , h\ =+
existe { (f”> } C T tal que g, converge a g. Ademas, para todo ( k;) €T, se cumple
neN

9n
que

(gnsh) = (fns k) = <f7L7Pran Tk> = <Pran T fno k), (2.10)

con P_ = un proyector sobre ran T; Esto implica que {P_ 7 fn}nen converge débil-
mente en el espacio de Hilbert ran 7. Entonces existe un elemento f € ran T' tal que
P..7 In s f y obtenemos de (2.10) que

{g:h) = Mm (gn,h) = lm (P, 7 fn. k) = ([, k)

—

para todo (Z) € T. Por lo tanto <£> €T* y ran T™ es cerrado. La prueba contraria se
sigue observando que T = T**. m

El adjunto, generalmente no es distributivo en suma de relaciones, pero se cumple
la siguiente contencion.

Proposicion 2.17. Para dos relaciones T y S lo siguiente se cumple:

S*+T*C(S+T1T)". (2.11)
Demostracion. Si (s’—{—t’) € S*+T* con <£> eSSty (g;) € T*, entonces para todo
(il> € S y para todo (?) e’T,

(s',91) = (f.5),

(', 92) = (f.1). (2.12)

Por lo tanto, en dom SNdom 7" de (2.12) se sigue que para todo (5125) eS+T

(s'+1',9) = (f,s+1),

es decir <s/f|—t’> €(S+1)". O
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El siguiente resultado muestra las condiciones para que la igualdad en (2.11) se
cumpla.

Proposicion 2.18. Si el dominio de T estd contenido en el dominio de S y el dominio
de (S+T)* estd contenido en el dominio de S*, entonces

(S+T)* = S* +T*

Demostracion. Solo mostramos la contencién contraria de (2.11). Bajo las condiciones,

para (g) € (S+1T)* existe <f> € S* y para todo (?) €T existe (g) € S. Entonces

r

h
(s —|—t> € S+T y tenemos que

de donde (g —r,h) = (f,t) es decir, (gir> € T*. Por lo tanto (g) e T+ S* O

Con respecto a la distribucién del adjunto en composicién de relaciones tenemos lo
siguiente.

Proposicion 2.19. Para dos relaciones T y S lo siguiente se cumple:

T*S* C (ST)*.

Demostracion. Si (g) € T*S5*, entonces existen (‘2) eSSty (;) € T*. Ahora bien,

r

para cada (h) eSSy <];> € T se cumple

k
Entonces en ran T'Ndom S tomando r = t, obtenemos, para todo ( ) e ST, que

h
(g, k) = ([, h).

Esto implica <]gt> € (ST)*. Por lo tanto T*S* C (ST)*. O
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2.3

El espectro de una relacion

En esta seccién, damos una serie de conceptos y resultados referentes al espectro de

una relacion lineal. La exposicion es andloga al caso de operadores lineales que se trata
en [12].
Decimos que una relacién T es acotada, si existe C' > 0 tal que

gl <l v(fg“) eT. (2.13)

Debido a (2.13), cada relacién acotada resulta ser un operador acotado. En este trabajo,
al hablar de relaciones acotadas estamos hablando de operadores acotados. Observemos
que para Ty S relaciones tales que S C T, si T' es acotada automaticamente se sigue
que S es acotada.

Definicion 2.20. Definimos el conjunto cuasi-regular de una relacién 1" como

pT):={CeC : (T—¢I)™! esacotadal.

La siguiente operacion es simple pero muy usual en relaciones y la colocamos en este
espacio debido a que la ocupamos en las demostraciones posteriores. Para un elemento

(ch> € (T —(¢I)™!, con ¢ € C, se sigue que

9 9 9
<f> e(T-(I) = <f+§g> el & <f+Cg—/\g> e (T'—\).

Por lo tanto (g) € (T —¢I)~! siy solo si <f+ (Cg_ A)g) e (T -\~ 1

Teorema 2.21. FEl conjunto cuasi-reqular de una relacion es un conjunto abierto.

Demostracion. Si (o € p(T'), entonces existe C¢, > 0 tal que

Ikl < ool ¥(}) € r-con . 2.14)

Consideremos la bola abierta B . (Co) yseaCeB L (Co)- Es suficiente verificar que
<o <o
¢ ep(T).
Para cada (g) € (T —¢I)™1, tenemos que <f+ (Cg_ C0)9> € (T —¢ol)~!. Entonces
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de (2.14) se sigue que

lgll < (}Cowcouﬂ (€~ o)l

<A+ 16— Col llgll -

L
Ce

0

Ast |lgll < C'||f]l, con & = é —|¢ = ¢o| > 0. De esto obtenemos que (T —¢I)~! es
0
acotada y por lo tanto ¢ € p(T). ]

La siguiente observacion es una adaptacion de [12, Teoremas 3.2.2 y 3.2.7].
Observacion 2.22. Si un operador lineal T cumple dos de las siguientes tres propiedades,
entonces T' cumple las tres propiedades:

= T es cerrado.

» T es acotado.

» El dominio de 7" es cerrado.

Lema 2.23. Sea T una relacion y sea ¢ € p(T'). Entonces ran (T —(I) es cerrado si y
solo si T es cerrada.

Demostracion. Para ¢ € p(T'), la cerradura del ran (T'— (1) implica la cerradura del
dominio de (7'—¢I)~! y debido a que (T —(I)~! es acotado entonces también es
cerrado. Asi, T'— (I es cerrada y por lo tanto 7" es cerrada.

Inversamente, si 7" es cerrada entonces (T — (I)~! es cerrado y también es acotado
debido a que ¢ € p(T). Por lo tanto ran (T —¢I) = dom (T —(I)~! es cerrado. O

Notemos que si T' es cerrada, entonces para cada ¢ € p(T') se cumple que

[ran (T — 1)) =H oran (T —(I). (2.15)

Teorema 2.24. Para una relacion cerrada T, la dimension de [ran (T —(I)]* es cons-
tante en cada componente conexa de p(T).

Demostracion. Sea (y € p(T) y sea C¢, > 0 la cota del operador (T — (o)~ *. Debido a
que cada dos elementos en una componente conexa pueden ser unidos con bolas abiertas,
es suficiente demostrar la afirmacién para la bola abierta B_1 ((p).

CCO
Para ( € B E (¢p) tenemos que ¢ € p(T"). Vamos a demostrar por contradiccion que
o
dim ([ran (T — ¢oI)]*) = dim ([ran (T —¢I)]F).
Si suponemos que

dim ([ran (T — ¢oI)]*) < dim ([ran (T —¢I)]H), (2.16)
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entonces existe h € [ran (T — ¢I)]* no trivial, tal que es ortogonal a [ran (T — (ol)]*.

Como T es cerrado, tenemos que h € ran (T — (o). Asi, existe h) c (T —¢l)™H,

k

ademaés

K[l < Co, 1]l (2.17)

Con un simple calculo mostramos que (h B (Ck— CO)I{) € (T —¢I)~! y como h es orto-

gonal a ran (T —(I) =dom (T'—¢I)~!, tenemos que

0= <hvh_ (C_CO)k>
= [|B]]> = (h, (¢ = Co)k)-

Usando (2.17) se sigue que

1R]1* = (h, (¢ —Co)k)
< [AI[1¢ = Col I %]
< [[Al11¢ = Gol e IRl < 1A,

lo cual resulta una contradiccién. La desigualdad contraria de (2.16) se demuestra
intercambiando ¢ y (. O]

Permitanos introducir dos definiciones de deficiencia que usaremos posteriormente.

Definicion 2.25. Definimos el indice de deficiencia de una relacién T' como

ne(T) :=dim [Horan (T'—-(1)], ¢€C. (2.18)

Debido al Teorema 2.24, el indice de deficiencia de una relacién cerrada T es
constante en cada componente conexa de p(7T).

Definicion 2.26. Para ¢ € C, definimos el espacio de deficiencia de una relacion T como

N(T) := { (5’;) € T} | (2.19)

El espacio de deficiencia resulta ser un operador acotado y satisface las siguientes
propiedades:

(1) N(T) CT. (3) Si T =T entonces N¢(T) = N¢(T).
(2) dom N¢(T) =ker (T —(I). (4) dom N(T*) = [ran (T —CI)]*.
La ultima propiedad implica que

ne(T) = dim NA(T”). (2.20)
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Tanto el indice de deficiencia como el espacio de deficiencia juegan un papel muy
importante en la teoria de extensiones disipativas que desarrollamos en el Capitulo
5. Cabe mencionar que, para efectos practicos, ambas ecuaciones (2.18) y (2.20) son
utilizadas para trabajar con el indice de deficiencia de una relacién.

Notemos que para una relacién cerrada Ty ¢ € p(T), si

dim [ran (T —¢I)]*F =0, (2.21)

entonces (T'—¢I)~! es un operador en B(H).

Definicion 2.27. Denotamos el conjunto regular (o resolvente) de una relacién cerrada
T como

p(T):={CeC: (T—(I)" e BH)}.

El conjunto p(T) es abierto y consiste en todas las componentes conexas de p(T')
donde (2.21) se cumple. Ademés la condicién de que T sea cerrada no se puede relajar,
de lo contrario se tiene del Lema 2.23 que p(T') = (). Observemos que 7¢(7") =0 en cada
componente conexa de p(7T).

Para n € C distinto de cero, verificamos por simple inspeccién que T es acotada
si y solo si T es acotada, que T estd en B(H) si y solo si nT estd en B(H) y que

—1_ 1p—1
(nT)~" =T
Para A C C y n € C consideremos los conjuntos

A+n:={a+n : ac A} nA:={na : a€ A}.

Asi, si A C BC C entonces A+nC B+nynAcCnB.

Proposicion 2.28. Para n € C se cumple lo siguiente:
1. p(T+nl) = p(T) +n.
2. p(T+nl)=p(T)+1n.
3. Sin#0, entonces p(nT) =np(T).

4. Sin#0, entonces p(nT) =np(T).

Demostracion. 1. Notemos que [(T+nI)—CI]7t = [T —({ —n)I]~!, de esto tenemos
que ¢ € p(T+nl) si y solo si ((—n) € p(T) o equivalentemente ¢ € p(T) +n.

2. Se sigue de manera similar a la demostracién del punto anterior, observando que
ran [T'— (¢ —n)I] = ran [(T +nl) —CI].

3. Observemos que [T — (1|71 = %[T— %I]*l es acotado si y solo si [T — %I]*l es

acotado. Entonces ¢ € p(nT') si y solo si % € p(T) o equivalentemente ¢ € np(T).
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4. Se demuestra de manera analoga al punto anterior usando el hecho de que

T - = L r— S e BH) o [T- S0t e BH).

n U n

Definicion 2.29. Para una relaciéon T, definimos los siguientes tipos de espectros:

» El espectro de T" como o(7T") = C\p(T).

El nicleo espectral de T como 6(T") = C\p(T).

El espectro puntual de T como

op(T)={C€C : ker (T— (D) #{0}}.

El espectro puntual no discreto de 1" como

0, (T) ={C € 0p(T) : dim ker (T'—(I) = oco}.

El espectro discreto de T' como

0d(T) ={¢ € op(T)\o,°(T) : ¢ es aislado}.

El espectro continuo de 7' como

0(T)={C€C : ran (T —(I)#ran (T —(I)}.

El espectro residual de T' como o,(T) = o(T)\6(T).

Los conjuntos o(7T") y 6(T') son cerrados (en vista de que p(T) y p(T') son abiertos) y
claramente 6(17") C o(T'). El espectro puntual son los autovalores de la relacion. Ademéds
el espectro puntual y el espectro continuo de una relacion pueden tener interseccién no
vacia.

Teorema 2.30. Para una relacion cerrada T, se cumple que op(T)Uoo(T) =6(T).

Demostracion. Si ¢ ¢ 6(T), entonces ¢ € p(T). Del Lema 2.23 se sigue que ran (7' —¢I)
es cerrado y como (T'—¢I)~! es operador tenemos que

ker (T —¢I)=mul (T—¢I)~ ={0},

esto implica que ¢ ¢ 0,(T") Uo.(T). Por otra parte si ¢ ¢ o,(1)Uo.(T), como T es
cerrada, se sigue que (T —(I)~! es un operador cerrado con dominio cerrado y por lo
tanto acotado. Es decir ¢ € p(T). O
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Para n € C y T una relaciéon cerrada, se sigue que:

C\(p(T) +n) =C\p(T) +n

C\(p(T) +n) =C\p(T) +n
C\(np(T)) =nC\p(T), n#0.
C\(np(T)) =nC\p(T), n#0

De esto obtenemos lo siguiente:
o(T+nl)=6(T)+n, o(T+nl)=0c(T)+n.
Si n # 0, entonces
o(nT)=no(T), onT)=no(T).

Mas atn, de manera similar a la prueba de la Proposicién 2.28 se demuestra lo
siguiente.

Proposicion 2.31. Para n € C se cumple que:
1. op(T+nl) =o0p(T) +n. 3. op(nT) =nop(T), sin#0.
2. o(T+nl)=0.T)+n. 4. oc(nT) =no.(T), sin+#0.

La siguiente afirmacion usa el hecho de que T* € B(H) si y solo si T € B(H) (ver [12],
demostracion del Teorema 3.2.7).

Teorema 2.32. Sea T una relacion cerrada. Entonces se cumple lo siguiente:
1. o(T*) es el complejo conjugado de o(T).
2. 0.(T*) es el complejo conjugado de o.(T).
3. Si ¢ € 0,(T) entonces ¢ € op(T*)\oe(T™).
Demostracion. 1. Si ¢ € p(T) entonces (T — (1)~ € B(H). Debido al Teorema 2.14

tenemos que (7 — It € B(H). Por lo tanto ¢ € p(T*). Si ¢ € p(T*) entonces
¢ e p(T™) = p(T).

2. Se sigue directamente usando el Teorema 2.16.

3. Si ¢ € 0,(T), entonces ¢ € p(T)\p(T), es decir (T —¢I)~! es un operador cerrado
y acotado con dominio no todo el espacio H. De esta manera ran (T'—(I) es
cerrado y distinto de H. Asi, ker (T* —(I) # {0} y usando el Teorema 2.16, se
sigue que ran (T* —(I) es cerrado. Por lo tanto ¢ € o,(T%)\oe(T™).

]
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Hemos estudiado propiedades espectrales de una relacién lineal. Lo siguiente, es
descomponer a una relacion lineal de tal manera que obtengamos una parte operador
de la relacion y estudiar propiedades espectrales de dicha parte operador.

Existen distintas maneras de descomponer a una relacion lineal en su parte operador
y su parte no operador (ver por ejemplo [36] y [19, Cap. I, Sec. 5]). La descomposicion
que usamos en este trabajo es una adaptacion de [25]. Recordemos que una relacién
cerrada tiene nicleo y multivaluado cerrado (ver Proposicién 2.5).

Definicién 2.33. Para una relaciéon cerrada T denotamos
T :={0}@mul T,
To =T O T,
las cuales son relaciones lineales contenidas en T' y satisfacen
T=T0T.- (2.22)

Diremos que T y T son la parte multivaluada y la parte operador de T, respecti-
vamente. Dado que T es cerrada, tenemos que T, Tr son cerradas y sus rangos son
ortogonales. Ademds, T, es un operador con dom T = dom 7.

Teorema 2.34. SiT es una relacion cerrada, entonces

p(T) C p(T). (2.23)

Demostracion. Notemos que para ( € C
(To—CH™HC(T=CD)7

Si ¢ € p(T), entonces (T'—CI)~! es acotada, lo que implica que (T —CI)~! es acotada.
Por lo tanto ¢ € p(15). O
Debido a (2.23), el nicleo espectral de una relacién cerrada contiene al nicleo

espectral de su parte operador. Nos interesa averiguar cuando estos dos ntucleos son
iguales. Para ello primeramente hacemos la siguiente observacion.

Observacién 2.35. Una relacién cerrada T con dom 7' C (mul T')*, cumple que su
parte operador tiene dominio y rango en (mul 7')*. Como consecuencia, para ¢ € C, se
sigue que

T—(l=TpeTx)—(I

= (To = ¢ @ Tw. (224)

Ademas (2.24) implica
ran (I'—(I)=ran (Tn — (1) @mul T'. (2.25)

Teorema 2.36. Si T es una relacion cerrada tal que dom T C (mul T)*, entonces
p(T) = p(To).
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Demostracion. Solo mostramos la contencién contraria de (2.23), pero esto se sigue
una vez que probemos que, para ¢ € p(T), la relacién (7'— ¢I)~! es acotada. Notemos,
de (2.24) y de las propiedades de la inversa (2.2), que

(T—¢)™H = (To— D)7 e (T)

Z) € (T —¢I)™1, existen <IZ> c(To—C)ty (3) € (Th) !

tales que h =1+ s. En vista de que ¢ € p(T), existe C' > 0 tal que ||k]| < C'||r||. Asi
1Bl < Cirll+ sl
=Cllr+sll=Cn].

Por lo tanto (T —¢I)~! es acotada. O

Entonces, para cada (

Bajo las condiciones del resultado anterior, una relacién cerrada satisface que su
nucleo espectral es igual al niicleo espectral de su parte operador. Sin embrago, esta
propiedad no siempre se cumple con el espectro, pues una relaciéon cerrada 1" con
parte multivaluada no trivial y dom 7' C (mul T )L, su parte operador tiene dominio
y rango en (mul T')t. Esto implica que dom (T — (I)~! # H para todo ¢ € C y por
ende p(Tp) =0, es decir, 0(Tr) = C. Asi, si T tiene solo espectro real (por ejemplo
las relaciones autoadjuntas que tratamos en la Seccién 3.2), entonces su espectro no
coincide con el espectro de su parte operador.

La siguiente definicién, para una relacién 7' que cumplen dom 7 C (mul T)+, nos
ayudard a analizar las similitudes que existen entre los espectros de T' en HD H vy los
de su parte operador en (mul 7)*@ (mul 7).

Definicion 2.37. Para dos relaciones lineales T' y S, definimos la relacion T en el
espacio de Hilbert (mul S)+@ (mul S)* (con producto interno heredado de H @ H)
como

T :=TN(mul S)L D (mul S)*. (2.26)

La relacién Tg resulta una relacion lineal. En algunos casos es 1til considerar a Tg
en H@ H y se sigue T C T. Notemos que Ty es cerrada si y solo si T es cerrada y si
T es un operador entonces Tg es también un operador. Mas ain, de manera sencilla
verificamos que

(Ts)™H = (T )s. (2.27)
Independientemente de si T es operador o no, T es siempre un operador.

Proposicion 2.38. Si T es una relacion cerrada, entonces Tr = (1) y, por lo tanto,
Tr es un operador cerrado.

Demostracion. Usando la descomposicién (2.22) tenemos que T C T, lo cual implica
que (T)r C Tr. Para la otra contencién, si

<£> e TN (mul 7)* @ (mul 7)*, (2.28)



35

entonces nuevamente de (2.22) existen (g) €Ty, (2) € T tales que h = g+ k. Como

[

ran 1 L mul 7', se cumple que h = g. Esto implica que 3

) € (To)r- O

Observacién 2.39. Para una relacién cerrada 7' con dom 7' C (mul T)*, se sigue que
dom T}, (igual a dom T) y ran Ty estan en (mul 7). Entonces de la Proposicién 2.38
se sigue

Tr = (To)r = TN (mul T)L @ (mul 7))L =T, (2.29)
De esto, cuando T es considerado en H @ H, podemos escribir
T'=TroTy.
Ademas, para cualquier ¢ € C, de (2.24) y de (2.29), se sigue que

T—CI=(Tr—CI)&Th. (2.30)

Teorema 2.40. Si T es una relacion cerrada con dom T C (mul T)*, entonces:
(a) 6(T) = o(Tr). (¢) op(T) = 0p(Tr).
(b) o(T) =a(Tr). (d) 0e(T) = oc(Tr).

Demostracion. (a) Debido a (2.29) tenemos que (T —(I)~! es acotado si y solo si
(T, — ¢I)~! es acotado. Entonces p(T5) = p(Tr). Por lo tanto, de la Proposicién
2.36 la afirmacion se cumple.

(b) Para ¢ € p(Tr), el operador (Tr —(I)~! es acotado con dominio (mul 7)*. Tomando
el punto anterior tenemos que (7'—¢I)~! también es acotado. Asi, de (2.30), tenemos
que

dom (T —¢I)™t =ran (T —¢I)
=ran (T —C¢l)®mul T
=dom (Tr—¢I) *@mul T
= (mul 7)* @mul T=H.

Por lo tanto ¢ € p(T"). La inclusiéon contraria la obtenemos con un razonamiento
similar.

(c¢) De (2.30) obtenemos que ker (T'—(I) = ker (T —(I), de donde (c) se sigue de
inmediato.

(d) Se sigue de (2.30) que
ran (T'—(I)=ran (Tr—¢I)®mul T.

Dado que mul 7" es cerrado, tenemos que ran (7T'— (1) es cerrado si y solo si
ran (Tp — (1) es cerrado. Por lo tanto o.(T) = o.(T7).
m
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En lo siguiente tratamos la resolvente de una relacién lineal, la cual discutimos de
manera similar a operadores comparado con [12].

Definiciéon 2.41. Sea T una relacién cerrada en H @ H. Definimos la resolvente de T
como

Rr:p(T) = HOH
(= (T—¢)

Claramente la resolvente es un operador en B(H).

Teorema 2.42 (Primera identidad). Si 1" una relacion cerrada, entonces para cada ¢ y
A en p(T) se cumple

Rr(¢) = Rr(\) = (C= N Rr(Q)Rr(V). (2.31)

Demostracion. Suponemos que ¢ # A, de lo contrario la afirmaciéon se cumple. Sea

(Jcﬁg) € Rr(¢) — Rr()\), con
(?) € Rp(Q), <Z> € Rr(N). (2.32)

Un célculo en el segundo elemento de (2.32) muestra que € Rp(C) y por

h—(Cg—Ma)

1
T

. . g
linealidad €R . Entonces
(Ci)\<f_g)> T(C) (
h

(f_g> € (C=NRr(ORr(N).

(i} - g)) € Rr(¢)Rr(A) y por lo tanto

Para la otra contencion, si (g) € ((—AN)Rr(¢Q)Rr(N), entonces existe

k
@ € Rr(V), ( 1 > € Rr(C). (2.33)
9
Notemos que (€ _gA)k € Rp(¢) y verificamos del primer elemento de (2.33) que

(f‘ (Ck_ W’“) € Rp(C). Asf, <g£k> € Ry () y por lo tanto <£> € Rr(¢)—Rr(\). O

Observacion 2.43. Intercambiando A y ¢ en (2.31), tenemos que

Rp(¢) — Rr(\) = (C—=A)Rr(N)Rr(C).

De esto obtenemos que la resolvente de una relacién es conmutativa en la composicion.
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Ahora bien, para ¢ € p(T), existe C¢ > 0 tal que ||R7(¢)|| < C¢. Consideremos A € C

de tal manera que 0 < |A—(| < C’C_l. Para cada c[I— (A= Rr(¢)]!, calculamos

k
que [ 1 € Ryp((). Entonces ||k —h|| < [X—(|C¢| k| Asi,
x—(k—h)

h
k

[kl =12 < [[k = h[| < [A=CIC[[k]l,
de esto obtenemos

1
K] < Il

A—IC;

lo que implica que [I — (A —¢)R7(¢)]~! es un operador acotado. Ademds, notemos que
[ = (A= QRr(¢)] € B(H) y se cumple

I=[I—M\=QORr(O] I —\=ORr(C)].

Entonces

T—A=QRr(Q) ' =1-A=QU—A=Rr(Q)] 'Rr(¢),

recursivamente obtenemos

n

(1= (A=QRr(Q] " =u-lim > (A=) Rr(Q)" (2.34)
k=0

Por otra parte, de la primera identidad de la resolvente (2.31) se sigue que

Rr(¢) = Rr(A) = (A= Q) Rr(Q)Rr())
=[I—(A=Q)Rr(Q)]Rr(N\),

es decir Rp(A\) = [I — (A=) Rr(¢)] "' Ry(¢). Aplicando (2.34), concluimos que

Rp(\) = u- lim Zn:(A—C)kRT(()k“, IA—(| < x (2.35)
n—>ook:O CC

Por lo tanto, hemos probado lo siguiente.

Teorema 2.44. La resolvente de una relacion cerrada T', depende analiticamente de
A€ p(T). En una vecindad de cada punto ¢ € p(T), Rr(\) se representa como una
serie de potencias (2.35), uniformemente convergente en el disco |A— (| < C’Cfl, con

[Rr (O < C¢.

Observemos que para cualquier f, g € H, la funcién escalar (g, Rp(\)f) es analitica
en p(7T).

Teorema 2.45 (Segunda identidad). Sean T' un operador cerrado y S una relacion
cerrada tal que el dominio de S contiene al dominio de T. Si existe ¢ € p(T) N p(S),
entonces

Ry (¢) — Rs(¢) = Rs(Q)(S —=T) Ry (C).



38

Demostracion. Del hecho de que T' es operador, se sigue que

Rs(O)(T' = CI)Rr(¢) = Rs(C). (2.36)

Por otra parte, notemos que Rg(¢)(S—¢I)=1), . Comodom T Cdom S tenemos
que ran Rp(¢) C dom S. Entonces

Rs(O)(S =) Rr(C) = 1, sBr(¢) = Br(C). (2.37)
Por lo tanto, restando (2.37) y (2.36) obtenemos

Rr(¢) — Rs(¢) = Rs(O)(S = ¢I)Ry(C) — Rs(O)(T — CI) Ry (C)
= Rs(Q)(S=T)Rr(¢)

Finalizamos la seccién con la siguiente propiedad de la resolvente.

Teorema 2.46. Scan T y S dos relaciones cerradas tal que dom S C (mul S)*. Si
T C S entonces

(RT)S = Rry.

Demostracion. Notemos que T C Sg, de esto se sigue que tanto el dominio como el
rango de T} estan contenidos en (mul S)*, lo cual implica que T, = Tg. Méas atin,

dom T C dom S C (mul S)* € (mul 7)*.

Entonces, de (2.29), se sigue que Tp =T = T's. Ademés, por el Teorema 2.40, tenemos
que p(T) = p(Tr) = p(Ts), es decir Ry y R, tienen el mismo dominio. Por lo tanto
para ¢ € p(T), de (2.30) y de las propiedades de la inversa (2.2), tenemos que

[Rr({)]s = (T —¢) s
(Tr—¢D) e (Toe) s
(Ts— ¢ @ (Too) s
= (Ts—¢I)~" = Ry (Q).

2.4

Subespacios invariantes y reductores

Permitanos iniciar la seccién con una definicién de subespacios invariantes en el enfoque
de relaciones lineales. Esta definicion generaliza el concepto de subespacios invariantes
para operadores que se ve en [12, Sec. 3.5].
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Definicion 2.47. Para una relacién T en H@ H y K un subespacio en ‘H denotamos

T :=TNKDK). (2.38)

De la Definicién 2.37, para dos relaciones lineales T' y S, se sigue de (2.38) que
TS - T(mul S)J_ . (239)

Més atn, Ty =T y Tyoy = {0} & {0}

Definicion 2.48. Decimos que un subespacio KL C H es invariante para una relacion T’
(escribimos T-invariante) si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) dom T = (dom T'NK) @ (dom TNKL),
(2) mul T = (mul TNK) & (mul TNKL),

(3) dom Ty =dom T'NK.

Es claro que los subespacios H y {0} son invariantes para cualquier relacién 7. A
estos subespacios les decimos T-invariantes triviales.

Observacion 2.49. Si T es un operador, la segunda condicién de la Definicion 2.48
desaparece. Ademas la tercera condicién implica

T(dom TNK)=T(dom Tx) =ran T C K. (2.40)

La primera condicién de la Definicién 2.48 junto con (2.40), resulta la definicién usual
de subespacios invariantes para operadores cf. [12, Sec. 3.5].

Definicion 2.50. Decimos que un subespacio I C H reduce a una relacion 7' si existen
relaciones lineales

ThCcK®K, TyckKt®dKkt, (2.41)
tales que
T=Ty&T. (2.42)

La relacién T se dice irreducible si sus tinicos reductores son ‘H y {0}.

Notemos que K reduce a T si y solo si K+ reduce a T. Adem4s las ecuaciones (2.41)
y (2.42), implican

dom T'=dom Ty @ dom 717 ;

(2.43)
ran T'=ran Top®ran 17 .
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Una relacién cerrada T con multivaluado no trivial tal que dom 7' C (mul 7)* (por
ejemplo las relaciones disipativas que tratamos en el Capitulo 3) tiene al menos dos
reductores no triviales, pues de la Observacion 2.39 se sigue que

Te C (mul 7)€ (mul T)*.

Por lo tanto, como T = Ti @ The, tenemos que mul 7y (mul 7)* son reductores no
triviales.

Proposicion 2.51. Un subespacio K reduce a T si y solo si K y K+ son T-invariantes.

Demostracion. Suponemos que K reduce a T'. Existen relaciones lineales
ThoCcK®K, ThCK-@Kt
tales que T'=Tp @ 11, esto implica que Ty =Tx y T1 = Tjcr. Asi
dom Ty =dom Ty =dom T'NK.
Similarmente se sigue dom Ty. = dom T'NK* y de (2.43) tenemos que

dom 7' = (dom TNK)® (dom T'NKL);
mul 7 = (mul TNK)® (mul TNKL).

Por lo tanto K y Kt son T-invariantes. Inversamente, suponemos que K y K+ son
T-invariantes, haciendo Tp = Ti y T1 = T-1, es suficiente mostrar que T'C T ® Tic ..

Sea (g) €T, la primera y la dltima condiciéon de T-invariante implican que existen

(i) € T; @ €Tir (2.44)

f

tales que f =a+0b. Entonces (s—i—t

) €T y se sigue que <g B (Os—i—t)> € T. La segunda

0

k) € Ty. tales

condicion de T-invariante implica que existen elementos ( h) e Ty, <

que g — (s+1t) = h+k. Usando esto y de (2.44) tenemos

<£>:<Sih>+<tf/€>eTK@TKL. (2.45)

Por lo tanto T'=Tjc @ T O
En la prueba del resultado anterior obtuvimos que K reduce a T si y solo si
T=Tic®Ti.. (2.46)

Se sigue de la expresién anterior que 1" es cerrada si y solo si Tic y 1)1 son cerradas.
Ademas, con un calculo sencillo obtenemos que

T=TxoTe. .

Usaremos la descomposicién (2.46), cuando estemos hablando de subespacios reduc-
tores.
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Teorema 2.52. Sea T una relacion y K un subespacio de H. Si KC reduce a T entonces
IC reduce a T y se satisface que

(Te)" = (T")s (Ter)" = (T )i - (2.47)
Ademas

Tk ©Tycr) =TT . (2.48)

Demostracion. Como K reduce a T tenemos la descomposicion T = Ty @ Ti- 1. Obser-
vemos que

WTK@(TK)*:IC@K; WT,CJ_@(TKJ_)*:ICJ‘@/CJ‘.
Entonces
WT & [(Tic)" @ (Ticr )] =W[Tx @ Tye1] @ [(Tic)" @ (Tic1 )]

=WT @ (Tic)"|® WT i1 & (Tic1)"]
=(K®K)a (K ®K")
=HOH=WTOT*,

de donde se sigue que

T =(T) & (Ticr)™. (2.49)

Como (Tx)* CK®K y (Ter)* € K@K+, entonces K reduce a T*. Asi, de (2.46)
deducimos que

T =(T")k®(T") . (2.50)

Por lo tanto, de (2.49) y (2.50) obtenemos (2.47) y (2.48). O

Permitanos demostrar el siguiente teorema para relaciones acotadas definidas en
todo el espacio.
Teorema 2.53. Para una relacion T en B(H) y un subespacio K CH, lo siguiente se
cumple:
(a) K es T-invariante si y solo si K+ es T*-invariante.
(b) K reduce a T siy solo si K reduce a T*.
(¢c) Si K es T-invariante y T*-invariante entonces K reduce a T y a T*.
Demostracion. (a) Suponemos que K es T-invariante. La condicién T' € B(H) implica
que T € B(H), de donde las dos primeras condiciones de subespacios invariantes se

cumplen directamente. Solo nos falta demostrar la tercera condicién, pero esto se reduce
a demostrar que K+ c dom Th..
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Sea h € Kt, entonces existe (Z) € T* y dado que K es T-invariante, para todo
f € K existe (g) € T tal que g € K. Entonces (k, f) = (g,h) =0, lo cual implica k € K,

es decir (Z) € T, . Por lo tanto K+ c dom Th..

La prueba contraria del punto (a) se sigue por simetria. Los puntos (b) y (c) se
siguen directamente del punto (a) y de la Proposicién 2.51. O

2.0

Relativamente acotada y relativamente compacta

Terminamos el capitulo con una seccién que involucra el concepto de relativamente
acotada y relativamente compacta para relaciones lineales. La exposicion es similar al
caso de operadores que se ve en [72] y extiende este caso (para un caso mas general
ver [44]). Vale la pena mencionar que podemos encontrar un concepto méas general sobre
relaciones relativamente acotadas en [19].

Definicion 2.54. Sean T y S dos relaciones tales que dom 7' C dom S. Decimos que S

es T-acotada si para todo <f> eTly (g) € S, existe ¢ > 0 tal que

d

donde c¢ es la T-cota de S. Decimos que S es fuertemente T-acotada cuando ¢ < 1.

lgll < ¢

: (2.51)

La condicién (2.51) de la definicién anterior, conlleva a que S tenga multivaluado
trivial, es decir, a que S sea un operador. Mas ain la definiciéon de relativamente,
fuertemente acotada que damos, en el caso de operadores es formalmente méas fuerte
que la definicién dada en [44, Cap. 4, Sec. 1]. Sin embargo, podemos demostrar que son
equivalentes siguiendo el argumento de la prueba en [12, Cap. 3, Sec. 4, Teo. 3].

Lema 2.55. Sea S fuertemente T-acotada. Entonces T es cerrada si y solo si T+ .S es
cerrada.

Demostracion. Dado que S es fuertemente T-acotada, se sigue de la desigualdad del

triangulo que existe 0 < ¢ < 1 tal que para todo <f> ely <£> € s,

W=ls)l= e J] >

(1-¢)
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Suponemos 7' cerrada y sea (f) €T+ S, entonces existen sucesiones {<£”> }
"/ ) neN

en Ty { <§">} en S, tales que
n neN
In f
()= ()

Se sigue de (2.52) y del hecho de que I es una sucesion de Cauchy
hn T 9n neN

que { (g ”) } converge a algin elemento ({L> € T'. Entonces, existe <£> € S tal que
n neN

( / > €T+ S. Asi, nuevamente de (2.52), obtenemos

h+g
H<f>_<f>H:HmH<f>_< f" >
h+g 5 n—oo||\h+g I+ gn

~ ) o)
n—o0 (h_hn)+(g_gn)

<f_fn>
h—hy,

€T+ 5, lo cual establece que T'+ S es cerrada. La prueba contraria

IA

Jim (1+c)

-o.

Por lo tanto

s
la realizamos de manera analoga. O]

El requerimiento de que S sea fuertemente T-acotada en el dltimo resultado no
se puede debilitar, debido a que si T es un operador cerrado no acotado y S = —T,
entonces

7—‘—l—’S(:O‘dom T

es un operador acotado no cerrado.

Lema 2.56. Sea T wuna relacion cerrada. Si S y S* son fuertemente T-acotada y
fuertemente T*-acotada, respectivamente, entonces

(T+S)" =T"+5". (2.53)

Demostracion. Debido a (2.11), T* + S* C W(T +5)*. Se sigue del Lema 2.55 que
W(T+S) y (T*+ S*) son cerradas. Asi, para probar (2.53), es suficiente mostrar que

W(T+S)® (T "+S*)=HDH. (2.54)

Como una consecuencia de que Sy S* sean relativamente, fuertemente acotadas, existe
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0 < b< 1, tal que para cada ({L) ( > (i) eT*y ( > € S*, tenemos
i <o (7 )

(2.55)
el
Usando el hecho de que T' es acotada,
WIeT " =HDH. (2.56)

r . f [ . r\ _(—h+l
Entones para <k> € H® H, existen (h) eTly (t) € T* tales que (k) = ( Fat )
En vista de que dom T' C dom S y dom 7™ C dom S*, podemos encontrar g, s € H tales

que (g) €Sy (i) € S*. Definamos la relacién lineal Q en (H@®H) D (KD H) como

o) () ()

> €Q, de (2.55) y (2.56) tenemos que

T
(7107
:b’ (‘Jﬁ;l> — |72,

Entonces Q € B(H@® H) con ||Q|| < 1, lo cual implica

ran (Q+1)=HDH.

W

W

Para cualquier (

=112 2 2
1117 = {lgl1=+ Il

Por lo tanto, para cada (Sj) € HD H, existe (

(v

N

) € Q tal que

it}

+

—g—h+l1
s+ f+t
f l * *
:W<h+g>+<t+8> eW[T+S5)s (T7+5),

de donde obtenemos (2.54). O

Il
o
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Definicion 2.57. Sean T y S dos relaciones tales que dom 7' C dom S. Decimos que

S es T-compacta, si para cualquier sucesién acotada {(;;n)} contenida en T' y
n neN

(g”) € S, entonces { gn}neN contiene una subsucesion convergente.
n

Observacion 2.58. Si T es una relacion cerrada, entonces S es T-acotada si y solo si
es T-acotada, ademas la T-cota y la T -cota de S coinciden. Mas atn, la relacion S
es T-compacta si y solo si es T -compacta.

La Definicién 2.57 es mas débil que la de 2.54 debido a lo siguiente.

Observacion 2.59. Si S es T-compacta, entonces es fuertemente T-acotada. Ciertamen-
te, de la Observacién 2.58, S es Te-compacta y ambos son operadores. De [85, Sec. 9.2,

Teo.9.7], existen escalares a > 0y 0 < b < 1 tales que para todo (Z) eloy (g) es,

lgll < allf1/ +bl|A]. (2.57)

Asi, remplazando Ty S por o1 y a.S respectivamente, donde o = b/ méx{a,b}, conse-
guimos lo deseado.

Proposicion 2.60. Sea T una relacion cerrada. Si S es una relacion T-compacta,
entonces T+ S es cerrada y S es (T +S)-compacta.

Demostracion. La cerradura de T'+ S viene de la Observaciéon 2.59 y del Lema 2.55.

Para mostrar que S es (T'+ S)-compacta, consideremos Fr una sucesion
h‘TL + gn neN

hn,
{gn}nen contiene una subsucesion convergente. Dado que S es T-compacta, esto se
reduce a mostrar que {h,},en contiene una subsucesion acotada. Si suponemos que
esto no sucede, entonces ||h,|| = co. De la Observacién 2.59, podemos suponer que S
es T-acotada. De la desigualdad del tridngulo, obtenemos que existe ¢ € (0,1) tal que

)=

de donde conseguimos que
fn
hp+ gn

lo cual es imposible. Por lo tanto {h, },en contiene una subsucesion acotada. ]

acotada en T+ .5, con (f”> eTy (5") € S para todo n € N. Debemos mostrar que
n

_ 7l 1

1= o<
[hnll = lAnll(1=c)

‘%0,
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- Resultados originales del capitulo -

Los resultado principales que obtuvimos en este capitulo: vigorizamos la Proposicién
2.18 en comparacién al resultado que se ve en [4, Teo. 3.41].

En la Definicién 2.20 introducimos el conjunto cuasi-regular p(7') de una relaciéon
lineal que no se tenia en la literatura. En el Teorema 2.21 mostramos que este conjunto
es abierto y probamos en el Lema 2.23 que sobre este conjunto, ran (T'— (1) es cerrado si
y solo si T" es cerrada. Considerando una relacién cerrada, en el Teorema 2.24 exhibimos
que dim [ran (7' — ¢I)]* permanece constante en cada componente conexa de (7).
Ademas en el Teorema 2.30 presentamos que

op(T)Uaoo(T)=05(T).

En los Teoremas 2.34 y 2.36, para relaciones cerradas, obtuvimos que p(7) C p(15)
(ver Definicién 2.33 para la parte operador T de T'), donde la igualdad se cumple
siempre que dom 7' C (mul 7).

La motivacion de incluir la Definicion 2.37, surge al querer encontrar las similitudes
que existen entre los espectros de una relacion cerrada y los espectros de su parte
operador restringida a un subespacio. Primeramente en la proposiciéon 2.38 mostramos
que Tr = (Te)r y posteriormente en el Teorema 2.40, para relaciones que cumplen
dom T C (mul 7)*, conseguimos que

(a) 6(T) =o(Tr). (©) op(T) = op(T7).
(b) o(T) = o(Tr). (d) oe(T) = oe(T7).

Con respecto a la resolvente para relaciones Ry(\) = (T — AI)~!, en el Teorema 2.44
presentamos que la resolvente depende analiticamente de A € p(T') y en una vecindad
de cada punto ¢ € p(T'), se representa como una serie de potencias

n
¢ k k+1
RT(A)Zu-nlggolg(A—C) Rr(O)™,
uniformemente convergente en el disco |\ —(| < Cg_l, con || R7(C)|| £ C¢, ademas de
presentar en el Teorema 2.45 la segunda identidad de la resolvente. Més atn, para
relaciones que satisfacen 7' C S y dom S C (mul S)*, exhibimos en el Teorema 2.46
que (Rr)g = Rry.

Incluimos en la Definicién 2.47 otro subindice que, a diferencia de la Definicién
2.37, es con respecto a subespacios y estos subindices se relacionan de la forma (2.39).
Este subindice nos ayuda a definir subespacios invariantes y reductores para relaciones
y conseguimos lo siguiente: en la Proposicién 2.51. mostramos que un subespacio
reduce a T si y solo si K y K son T-invariantes. Por otra parte, en el Teorema 2.52
exponemos que si I reduce a T" entonces K reduce a T™ y

(T)* = (T, (Ter)™ = (Tt

de donde obtuvimos (Tx @ TyL)* =T ® e,

Por 1ltimo, en el contexto de relaciones lineales, introducimos las definiciones de
relativamente acotada y relativamente compacta (Definiciones 2.54 y 2.57). Exhibimos
ademas los Lemas 2.55, 2.56 y la Proposicién 2.60.



CAPITULO 3

TEORIA DE RELACIONES DISIPATIVAS

3.1

Relaciones disipativas

Una ampliacién de los sistemas conservativos son los llamados sistemas disipativos, en
los cuales la energia no aumenta a través del tiempo [65]. Para tratar estos sistemas es
muy importante el estudio de la teoria general de operadores disipativos. Sin embargo,
una parte crucial de los operadores disipativos es que tengan dominio denso. Con la
motivacion de tratar dichos operadores con dominio no denso, trabajamos con la teoria
de relaciones disipativas la cual fue introducida en [51].

Definicion 3.1. Decimos que una relaciéon L es disipativa si

Im (f,g) =0 (3.1)

se cumple para todo (Jgt> e L.

Observaciéon 3.2. Una relacién L es disipativa si v solo si —L~! es disipativa, esto

debido a que <§> € L si y solo si (—fg) e—Lly

Lo anterior fue una caracterizacion sencilla de relaciones disipativas, la siguiente
caracterizacion requiere el conjunto cuasi-regular de una relacion.

Teorema 3.3. Una relacion L es disipativa si y solo si el semi-plano inferior C_ estd
contenido en p(L) y para todo ¢ € C_,

I(Z—¢D)™H < ~1/Im C.

47
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Demostracion. Suponemos que L es disipativa y sea ( € C_. Si (Z) e(L—-¢n)!

) € L, lo cual implica Im (k,h+ Ck) > 0. Asi,

entonces k
MYORCES {4 ek

0 <Tm (k,h) +Im ¢||k[?
< |k, h)[ +Tm C||k[|?
< IR [] +Tm ¢l

Para k # 0 de la tdltima igualdad tenemos

1
K] < —mHhH (3.2)

Si k=0, entonces (3.2) se sigue directamente. Por lo tanto ||(L —¢I)™|| < —1/Im Cy
¢ep(L).

Inversamente si (g) € L y 7 >0, entonces <g— (}ZT)f> € [L—(—im)I]7 !y, por
hipotesis,
g _ 1 i
171 < Sllg-+7if)
1
< p(||9||2+72||f||2+271m (f.9))-
Asi,

1
—EHQHQ <Im (f,g).

Tendiendo 7 a infinito, obtenemos que Im (f,g) >0 y por lo tanto L es disipativa. [

Una propiedad que cumple la adjunta de una relaciéon disipativa cerrada es la
siguiente.

Proposicion 3.4. Si L es una relacion disipativa cerrada, entonces para cada ¢ € p(L)
(en particular para ¢ € C_) se cumple que

ran (L*—CI)="H. (3.3)

Demostracion. Para ¢ € p(L), del Lema 2.23 y del Theorem 2.16, se sigue que el rango
de (L* —(I) es cerrado. Entonces si ran (L* —(I) # H tenemos que ker (L —(I) # {0}.
Esto implica que ¢ € 0,(L) C 6(L) = C\p(L), lo cual resulta una contradiccién. O

Del Teorema 3.3, para una relacion disipativa cerrada L, tenemos que C_ es una
componente conexa de p(L). Debido a ello, al indice de deficiencia (2.20) de L sobre
C_ lo denotamos como

n—(L) := dim NE(L*)’ (eC_, (3.4)

el cual diremos que es el indice de deficiencia inferior de L.
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Definicion 3.5. Decimos que una relaciéon disipativa es maximal si no tiene extensiones
disipativas propias.

Proposicion 3.6. Si L es una relacion disipativa cerrada cuyo dominio es todo el
espacio, entonces L es un operador acotado, disipativo maximal.

Demostracion. Si S es una extensiéon disipativa de L, entonces dom S = H y como
consecuencia de Proposicién 3.12, tenemos que S es un operador disipativo y ademés
acotado, debido a la Observacién 2.22. Por lo tanto, como L C S y ambos son operadores
con dominio todo el espacio esto conlleva a que son iguales. O

Una caracterizacion de las relaciones disipativas maximales es la siguiente.
Teorema 3.7. Una relacion disipativa L es maximal si y solo si es cerrada y n—(L) = 0.

Demostracion. Suponemos que L es disipativa maximal. Verificamos por simple ins-
peccion que la cerradura de una relacion disipativa resulta ser relacién disipativa, esto
implica que L es cerrada. Si n—(L) # 0, entonces N;(L*) es no trivial. Notemos que para

cada <f> eN;(LY) y (Z) € L se cumple (k, f) = (h,if). Usando esto, se sigue que

if
<<Z> (ZJ;>> = (h,f)+(k,if) =0,

es decir L y N;(L*) son ortogonales. Asi, calculamos de manera simple que S = L®N;(L*)
es disipativa, contradiciendo el hecho de que L sea maximal y por lo tanto n_(L) = 0.

Inversamente, si existe S extension disipativa de L entonces S* C L*, lo que implica
n—(S) <n_(L) = 0. Notemos que para ¢ € C_, (L —¢I)™' c (S—¢I)~! y ambos son
operadores en B(H). Por lo tanto (L —¢I)~' = (S—¢I)~! y concluimos que L =5. O

Observacion 3.8. En teorema anterior, la condicién n_(L) = 0 es equivalente a decir
que C_ C p(L).

Proposicion 3.9. Una relacion disipativa maximal L satisface,

p(L)N(C_UR) =p(L)N(C_UR). (3.5)

Demostracion. Suponemos que ¢ € p(L)NC_. Como n—(L) =0, tenemos que el conjunto
ran (L — (I) coincide con todo el espacio. Esto implica ¢ € p(L).

Ahora suponemos que ¢ € p(L)NR. Como p(L) es abierto, existe una vecindad
abierta V(¢) de ¢ en p(L). Sabemos que n¢(L) es constante en componentes conexas de
p(L). Entonces, para cada v € V({)NC_,

ne(L) =n,(L)=n-(L)=0.

Asi, ran (L —(I) ="H y por lo tanto ¢ € p(L). O
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De (3.5), deducimos que
o(L)NR = &(L)NR. (3.6)

De la Observacién 3.2 tenemos que la trasformacién L — —L~! preserva la clase
de relaciones disipativas. Mas aun, esta trasformacién preserva también la clase de
relaciones disipativas maximales.

Teorema 3.10. Si L es una relacion disipativa mazimal, entonces —L~', —L* y — L=+
son relaciones disipativas mazimales . Inversamente, si —L~', —L* o —L+ es una
relacion disipativa mazximal, entonces L es una relacion disipativa mazimal.

Demostracion. Suponemos que L es una relacion disipativa maximal. De la Observa-
cién 3.2 se sigue que —L 1 es disipativa. Si suponemos que —L~! tiene extensiones
disipativas propias, entonces L también tiene extensiones disipativas propias lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto —L~! es disipativas maximal.

Ahora consideremos ¢ € C_ y sea (Z) €(—L*—¢I)™ ! estoes < b > € (L+¢I)*. Dado

—h

que n_(L) =0, ran (L+(I) = H, entonces existe <f> € (L+¢I) y se debe de cumplir

k
que
[EI1* = (f,=h). (37)
Notemos que (;) € [L—(=C)] ! y del Teorema 3.3,
< L k 3.8
1/l _—mﬂ I (3.8)
Entonces, de (3.7) y (3.8),
1K1 = (f,—h)
< ARl
1
<l

Para k # 0 la ultima desigualdad satisface
1
k|| < ———|lh]|. .
Il < ~ el (39)

Si k =0 entonces (3.9) es directo. Por lo tanto, del Teorema 3.3, —L* es disipativa y la
maximalidad, es decir C_ C p(—L"*), se sigue del Teorema 2.32.
Ahora bien, para ver que —L1 es disipativa maximal, solo observemos lo siguiente:

L+ = —-(WWL)*
= —(WL)*
= (=L

Contrariamente notemos que —(—L~ "' =L, —(-L*)*=Ly —(—Ll)L =L O
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El siguiente resultado nos da una condicién para mostrar que la suma de relaciones
disipativas maximales resulta una relacion disipativa maximal.

Teorema 3.11. Sean A y V relaciones disipativas mazximales. St dom V =H, entonces
L=A+YV es una relacion disipativa mazimal.

Demostracion. El hecho de que L sea disipativa, se sigue directamente de (3.1). La
cerradura de L viene como consecuencia de la Proposicién 3.6 y del Teorema 2.12.
Falta probar que L es maximal, pero esto se resume a mostrar que N;(L*) es trivial.
Observemos que la Proposicién 3.6 asegura V' € B(H) y por lo tanto V* € B(H). De

la Proposicién 2.18, si (;}) € L*, entonces existen <£> e Ay <{> € V* tales que
if =t+s. Asi

({) eV, <z‘ff—t> €A”. (3.10)

t) € (A+4I)~1, lo cual implica que

Por otra parte, dado que —i € p(A), existe (k:

k
t—ik
por lo tanto Im (k,t) = Im (f,¢). Obtenemos de la condicién de disipatividad que

€ A. Esta inclusién y la segunda en (3.10) implican (if —t,k) = (f,t —ik) y

o<Im (k,t—ik) <Im (k,t) =Im (f,t). (3.11)
Del Teorema 3.10 tenemos que —V* es disipativa. Entonces usando (3.10) llegamos a
Im (f,#) = —Im (f,~#) <0,

esto, junto con (3.11), implican Im (f,¢) = 0. Para concluir la prueba, usamos la
disipatividad de —A* (Teorema 3.10) y el segundo elemento de (3.10) para obtener

Im (f,—if +,=) = [If]]*.
lo cual implica f = 0. m

La siguiente afirmacion esclarece la interrelacién entre el dominio y el multivaluado
de una relacion disipativa.

Proposicién 3.12. Si L es una relacion disipativa entonces dom L C (mul L), Ademds,
si L es maximal entonces dom L = (mul L)+,

Demostracion. Sea (g) € L y considera k € mul L. Entonces, para todo a € C, tenemos

(g—l—fak) €LylIm (f,g+ak)>0. Asi,

Im (f,g) > —Im o(f,k), VaeC.



52

Esto implica que (f,k) =0y por lo tanto dom L C (mul L)*. Ahora bien, suponemos

que L es maximal y sea k € (mul L)L ©dom L. Es claro que L= L+ span { <2>} es

extension disipativa de L, lo cual implica L = L. De este modo k € mul L, es decir,
k= 0. Por lo tanto dom L = (mul L)*. O

Observacion 3.13. Como una consecuencia de la Proposicion 3.12; el espectro de
cualquier relacién disipativa cerrada L satisface las condiciones del Teorema 2.40, es
decir las propiedades espectrales de L son equivalentes a las propiedades espectrales de
Ly.

Lema 3.14. Sea L una relacion cerrada. Si dom L C (mul L)* y si Le es disipativo,
entonces L es disipativa. Inversamente, si L es disipativa entonces L es disipativo.

Demostracion. Para (g) € L existen (f) €eloy (g) € Ly tales que g =s+t. En-

tonces
Im (f,g) = Im (f,s+t) =Im (f,s) > 0.

Por lo tanto L es disipativa. La prueba contraria se sigue directamente debido a que
Lo C L. m

El indice de deficiencia de una relacién disipativa cerrada con respecto al de su parte
operador, se preservan de la siguiente manera.

Teorema 3.15. Sea L una relacion cerrada. Si L es disipativa (mazimal), entonces Ly,
es un operador disipativo (mazimal) en (mul L)+ @ (mul L) y

n-(Lr) =n-(L). (3.12)

Inversamente, si mul L C (dom L)+ y Ly es disipativo (maximal), entonces L es
disipativa (mazximal) y por lo tanto (3.12) se satisface.

Demostracion. Suponemos que L es disipativa cerrada. Se sigue del Lema 3.14, de la
Proposicién 3.12 y de la ecuacion (2.29) que L, es un operador disipativo cerrado en
(mul L)* @ (mul L)*. Més atin, (2.30) implica que

Horan (L—(l)=He[ran (L —(Ir) @mul L]
=[Homul L|oran (L —(Ig)
= (mul L) &ran (L —CI7).

De donde se sigue (3.12).

Para la prueba contraria, usamos nuevamente (2.29) para concluir que L, es disipa-
tivo. Asi, del Lema 3.14, tenemos que L es disipativo. Debido a (3.12), L es maximal si
y solo si L, es maximal. O



23

3.2

Relaciones simétricas

Decimos que una relacién A es simétrica si

Im (f,g) =0, v@ cA. (3.13)

Las relaciones simétricas son una subclase de las relaciones disipativas, de hecho, A es
simétrica si y solo si Ay —A son disipativas. Observemos que la condicién (3.13) es
equivalente a (f,g) € R.

Proposicion 3.16. Para una relacion lineal A, los siguientes son equivalentes:
(a) A es simétrica.

(b) AcC A*.

(¢) Para cada (g) y (Z) en A se cumple que (k, f) = (h,g).

Demostracion. (a) = (b) Si <£> € A tenemos (f,g) = (g, f), esto implica <§) eA*y
por lo tanto A C A*.
(b) = (c) Sean (ﬁ), (Z) € A entonces, (g) € A* y por lo tanto (h,g) = (k, f).
(c) = (a) Para cada ‘5 € A tenemos que (f,g) = (g, f), lo cual implica que A es
simétrica. O

Tanto la proposicion anterior como la siguiente, caracterizan a las relaciones simétri-
cas.

Proposicion 3.17. Una relacion A es simétrica si y solo si los semi-planos C4 y C_
estan contenidos en p(A), y para todo ¢ € C\R,

I(A=¢n™H < 1/[m ¢].

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema 3.3 y del hecho de que A y —A sean
disipativas. O

Del teorema anterior se sigue que el conjunto cuasi-regular de una relacion simétrica
cerrada A contiene a los semi-planos C1 y C_. Con base en esto y en (2.20), denotamos
los indices de deficiencia superior e inferior de A como

(14(A), n-(A)) = (dim Ng(A*), dim Ng(47)), (e C-. (3.14)
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Definicion 3.18. Decimos que una relacién A es autoadjunta si A = A*.

Proposicion 3.19. Si A es una relacion simétrica cerrada con dominio todo el espacio,
entonces A es un operador acotado y autoadjunto.

Demostracion. Como dom A =H se sigue de (2.9) que A* es un operador. Ahora bien,

para <‘§> € A*, existe <£> € AC A* lo que implica <92h>, es decir g = h. Por lo

tanto A = A*. Por tltimo, A es un operador cerrado con dominio cerrado y por tanto
acotado. [

En lo siguiente damos una caracterizacion de las relaciones autoadjuntas.

Teorema 3.20. Para una relacion simétrica cerrada A, los siguientes son equivalentes:
(a) A es autoadjunta.

(b) 1+(A) =0.

(¢c) p(A) = p(A).

(d) o(A) CR.

Demostracion. (a) = (b): Para ¢ € C\R C p(A), se sigue que (A—¢I)~! es un operador
acotado. Asi

{0} =mul (A—¢I) ™! =ker (A—(¢I)=dom N¢(A),

de donde dim N¢(A*) = 0. Por lo tanto n4(A) = 0.

(b) = (c): Es suficiente mostrar que p(A) C p(A). Para ¢ € p(A) tal que Im ¢ #0
by (2.18) tenemos que ran (A—(I)=H y de esto ¢ € p(A). Si Im ¢ =0, dado que p(A)
es abierto, existe una vecindad abierta By de ¢ en p(A) y en vista de que el indice de
deficiencia permanece constante sobre componentes conexas de p(A), obtenemos que
ne(A) =1,(A) =0 con v € B;NC_. Por lo tanto ¢ € p(A).

(¢) = (d) Tenemos que o(A) =C\p(A) =C\p(A) C R.

(d) = (a) Bajo la hipdtesis, C\R C p(A) y verificamos que dom N;(A*) = {0}. Solo
falta mostrar que A* C A.

Sea <§> € A* entonces existe (g —hZf> € (A—il)™!, lo cual sigue que

(g—i(?—h)) €eACA". (3.15)

i —h)

Para declarar la proxima afirmacion es necesario definir lo siguiente.

Entonces ( f—h ) € N;(A*). Por lo tanto f=hy (3.15) implica que <£> €A O
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Definicion 3.21. Decimos que una relacién A es positiva (escribimos A > 0) si

(f.9) >0, para todo (g) €A. (3.16)

Cada relacion positiva es simétrica y por ende disipativa.

Teorema 3.22. Si A y B dos relaciones autoadjuntas tales que B es positiva y fuerte-
mente A-acotada, entonces A+1B es una relacion disipativa maximal.

Demostracion. Establecemos de verificar (3.1) que A+iB es disipativa. La cerradura se
sigue del Lema 2.55 después de observar que i B también es fuertemente A-acotada. Falta
demostrar que N;((A+iB)*) es trivial. Notemos del Lema 2.56 que (A+iB)* = A—iB.
Entonces, para un elemento arbitrario

f .
<2f> €cA—iB,

. f f e ) f :
existe (h €Ay p € B tales que if = h—1ig. Asi, i(f+9) € A y debido a la

autoadjuntes de A, concluimos que

1117+ (f.g) =Im (f.i(f+g)) =0.

Dado que B es positiva, la igualdad anterior implica f = 0. Por lo tanto A+iB es
disipativa maximal. O

Una relacién simétrica cerrada A cumple que dom A C (mul A)*, esto debido a que
A es disipativa.

Proposicion 3.23. Sea A una relacion cerrada. Si A es simétrica (autoadjunta), en-
tonces Ay es un operador simétrico (autoadjunto) en (mul A)=@ (mul A)L y

N+ (Aa) =n4(A); n-(Aa) =n-(A). (3.17)

Inversamente, si mul A C (dom A)*+ y Ay es simétrico (autoadjunto), entonces A es
simétrica (autoadjunta) y por lo tanto (3.17) se satisface.

Demostracion. Suponemos que A es simétrica cerrada, entonces A y —A son disipativas
cerradas y del Teorema 3.15 se sigue que A4 y (—A)_4 son disipativos. Ademas,

n-(Aa) =n-(A); 1n-((=A)-a) =n-(=A).

Observemos que (—A)_4 = —Ay4 y de esto se sigue que Ay es simétrico. Por tltimo

N+(Aa) =n-(—=Aa) =n-((=A)-a) =n-(=A4) = n(A).

Inversamente se sigue que A4 y —A4 son disipativos y de nuevo por el Teorema
3.15 tenemos que A y —A son disipativas, lo que implica que A sea simétrica.

De (3.17) y del Teorema 3.20, se sigue que A es autoadjunta si y solo si Ay es
autoadjunto. O
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3.3

Contracciones

Abordamos el tema de contracciones ya que es de gran utilidad en la teoria de descom-
posicién canénica de relaciones disipativas y en la teoria de extensiones disipativas (ver
Secciones 4.3 y 5.1).

Definicion 3.24. Decimos que una relacion lineal V' es una contraccién si

loll IIfl,  para todo (g) ev. (3.18)

Es decir, V' es un operador con norma menor o igual a uno. Més aun, si la igualdad en
(3.18) se cumple entonces decimos que V' es una relacién isométrica.

Observacion 3.25. Las relaciones acotadas pueden trabajarse como contracciones.
Ciertamente, si 7' es una relacién acotada, es decir existe C' > 0 tal que ||T|| < C,
entonces V = C 71T resulta una contraccién.

Permitanos primeramente trabajar con contracciones y posteriormente con relaciones
isométricas. Usemos la siguiente notaciéon del disco unitario,

D:={¢eC : |¢]<1}. (3.19)

A la frontera de D la denotamos por Fr(DD).
Proposicion 3.26. SiV es una contraccion, entonces C\D C p(V).

Demostracion. Para ¢ € C\D, es suficiente ver que (V —(I)~! es acotada. Consideremos

h 1 . k .
(k) € (V—=(I)™, es decir, <h+Ck> €V y como V es contraccion,

[l = [[h -+ CK]]
> |[CEIl =112l = [CHIFI = NIl

esto implica que || k|| < Iﬂ%l”hn Por lo tanto (V —¢I)~! es acotada. O

En vista del resultado anterior, si V es una contraccién cerrada entonces C\ID es
una componente conexa de p(V'). De esto, el indice de deficiencia (2.20) de V' sobre
C\D, podemos denotarlo como

ne(V) :=dim Nz(V¥), (€C\D, (3.20)

el cual decimos que es el indice de deficiencia exterior de V.
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Teorema 3.27. Si V' es una contraccion cerrada, entonces
Ne(V) =dim (V*), (3.21)

donde (V*)oo es la parte multivaluada de V*.

Demostracion. Sea ¢ € C tal que |¢| > 1. Si dim NE(V*) < dim (V*)so, entonces existe

un elemento no cero 2 en V* tal que h L ker (V* —(I), es decir h € ran (V —(I).

(g B g _
Notemos que existe (h) €V — (I, esto es (h+§g> €V y obtenemos (g,h) = 0. Dado

que V es contracciéon, tenemos que g # 0y ||h+ (gl < ||g|l. Se sigue que
lgll* < [¢[*llgl® + 1A
= [lh+¢all* < llgl%,

lo cual resulta una contradiccion.
. . . . h
Ahora bien, si dim Nz(V*) > dim (V*)o, existe un elemento no cero ch eV*

tal que h L mul V*. Observemos que V' tiene dominio cerrado y de (2.9) se sigue que

h € dom V', es decir, existe (Z

) € V. De esto tenemos que C||h||> = (h,k) y en vista de

que V' es contraccion,
B> < ¢ [R]* = [(h, k)|
< [[RJHIEI < [IR]1%,
lo cual también resulta una contradiccién. O

Notemos que toda contraccién cerrada tiene dominio cerrado. Mas atn, de (2.9) se
sigue que (3.21) satisface

Ne(V) = dim mul V* =dim H&dom V. (3.22)

Definicion 3.28. Decimos que una contraccion V' es maximal si no tiene extensiones
contractivas propias.

Teorema 3.29. Una contraccion V' es mazimal si y solo si es cerrada y ne(V) = 0.

Demostracion. Suponemos que V' es una contraccién maximal, ciertamente V' es cerrado
debido a que la cerradura de una contracciéon también es una contraccion. Ahora bien si
ne(V) # 0, entonces (V*)o €s no trivial y como dom V = (mul V*)+ podemos considerar
a

V=Vl

la cual es una contraccién y ademaés, extension propia de V. Esto resulta una contradic-
cién y por lo tanto n.(V') = 0.
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Inversamente si V es una contraccién cerrada y extension de V', entonces Vv
Esto implica que 7,(V) =0y de (3.22) obtenemos que tanto V' como V' son operadores
en B(H). Este hecho implica que V =V O

Observacion 3.30. Con base en el teorema anterior y de (3.22), para una contracciéon
V', los siguientes son equivalentes:

(1) V es maximal. (4) o(V) CD.
(2) V es cerrada con n.(V) = 0. (5) V es cerrada y V* es un operador.
(3) C\DC p(V). (6) VeB(H).

Lema 3.31. Producto de contracciones (mazximales) es una contraction (mazimal).

. . ~ . h ~
Demostracion. Consideramos V' y V' dos contracciones, y sea (k) € VV entonces

h N
existen <g> ceVy (Z) € V. De esto se sigue que

1%l < llgll < IA]]-

Por lo tanto V'V es una contraccién. Ahora bien, si V y V son maximales entonces ambos
estan en B(H), lo que implica que V'V estd en B(H) y por lo tanto es maximal. ]

Es claro ver que la transformacion V — —V preserva la clase de contracciones.

Teorema 3.32. Si V es una contraccion mazimal, entonces —V, V* y (V1)L son
contracciones mazimales. Mds atin, si =V, V* o (V™11 es contraccion mazimal,
entonces V' es contraccion mazimal.

Demostracion. Suponemos que V' es contraccién maximal entonces V € B(H). Es

directo que —V es contracciéon maximal. Ashora si <§> € V*, existe (Z) €V de donde

obtenemos (f,k) = ||g||?>. Entonces

lgll* = I<f, &)< IR < £ gl

Asi |lg]| < |If|| v esto implica que V* sea contracciéon. Dado que V' € B(H) entonces
V* € B(H) y por lo tanto V* es maximal. Para mostrar que (V~!)* es contraccion
maximal se sigue de lo anterior que —V* es contracciéon maximal y

—Vr=—(=V Y 1= (v Ht
Contrariamente notemos que —(—=V) =V, (V)* =V y {[(V" )} =V. |
Del teorema anterior obtenemos que las transformaciones
Vie -V, ViV Ve (VHE

preservan la clase de contracciones maximales.



29

Corolario 3.33. Sea V una relacion, entonces los siquientes son equivalentes.
(a) V es contraccion mazimal.
(b) V*V es contraccion mazimal.

(c) VV* es contraccion mazimal.

Demostracion. (a) < (b) Si V' es contraccién maximal entonces del Teorema 3.32 y
del Lema 3.31 tenemos que V*V es contraccién maximal. Inversamente si V*V es

contraccion maximal, entonces dom V =H y para (Z) €V existe (S) € V* tal que
h . . ,
(1) vy Siame aue (h.g) = 417 s ol < . s,

K117 = [k, g) < IRllllgll < 1A

Por lo tanto V' es contraccién maximal.
(a) < (c) De lo anterior y del Teorema 3.32 tenemos que V' es contraccién maximal
si y solo si V* es contraccion maximal, esto si y solo si VV* es contraccion maximal. [J

En lo siguiente tratamos con la clase de las relaciones isométricas, es decir, cuando
la igualdad en (3.18) se cumple.

Observacion 3.34. Notemos que si V es isométrica entonces V ~! también lo es. Ademas,
el dominio y el rango de una relacién isométrica cerrada son subespacios y tienen la
misma dimension.

Teorema 3.35. Para una relacion V', los siguientes son equivalentes:
(a) V es isométrica.

(b)) Vicve

(¢) Para cada <£> Y (Z) en 'V se cumple que (f,h) = (g,k).

Demostracion. (a) = (c) Sean <£>, (h

k) €V, entonces para «a € C, <f+ah> eV.

g+ak
Como V' es isométrica se sigue que

IFII*+ llad]l* +2Re a(f, h) = || f +ahl?
= ||g+ak|®
= llgll* + llok]|* + 2Re a{g, k),

de donde para a € {1, ¢} obtenemos que

Re (f,h) = Re (g,k);
Im (f,h) =Im (g, k).
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Por lo tanto (f,h) = (g, k).

(c) = (b) Sea <g> € V1 entonces (f,h) = (g, k) para todo <h> € V. Por lo tanto

f k
? %
(b) = (a) Sea <§> €V, entonces (?) eVl cV* Asi{g,9) = (f,f) y por lo tanto
lgll = [LA1I- O

El conjunto cuasi-regular de una relacién isométrica contiene las siguientes dos
componentes conexas.

Proposicion 3.36. Si V' es una relacion isométrica, entonces C\Fr(D) C p(V).

Demostracion. Debido a la Proposiciéon 3.26, solo vamos a mostrar que D C p(V'). Sea

f -1 g
eD ara e (V—(I)"", tenemos que € V. Entonces, como V es
(eDyp <g (V—=¢I) ue { ¢ e
isométrica,
gl =117+ Call < LFI1+1<T gl
de donde se sigue que ||g|| < (1—|¢])7|f|l. Por lo tanto ¢ € p(V). O

En vista al resultado anterior, podemos establecer el indice de deficiencia interior de
una relacion isométrica cerrada V', sobre D, dada por

(V) :=dim NAV*), (eD. (3.23)

Este indice es equivalente a 7;(V) = dim No(V*). Podemos escribir los indices de
deficiencia de una relacién isométrica cerrada V' como

(Ne(V), n:(V)) = (dim mul V*, dim ker V*),
o bien, del Teorema 2.15 tenemos

Me(V),n:(V)) = (dim H&dom V,dim HSran V). (3.24)
Definicién 3.37. Decimos que una relacién V es unitaria si V=1 = V*.
Las relaciones unitarias tienen la siguiente caracterizacion.

Teorema 3.38. 57V es una relacion isométrica cerrada, entonces los siguientes son
equivalentes:
(a) V' es unitaria.

(b) V, V=L e B(H).

(c) (V) =ne(V)=0.
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(@) p(V)=p(V),
(e) o(V) C Fr(D)

Demostracion. (a) = (b) Si V=1 =V* entonces V* y (V*)~! son operadores y por lo
tanto del Teorema 2.15 tenemos

dom V = (mul V*)* =#;
dom V! = [mul (V)71 =%,
(b) = (c) El hecho de que V, V! € B(H) implica que dom V =ran V =H y por
lo tanto de (3.24) tenemos que 7;(V) =n.(V) = 0.
(c) = (d)) Es suficiente mostrar que p(V) C p(V'). Sea ¢ € p(V), si |(| # 1, entonces
debido a los indices
ran (V —(l)=H@ker (V*—(I)=H.

Esto implica que (V —(I) € B(H) y por lo tanto ¢ € p(V). Ahora, para |(| =1, es
suficiente mostrar que dim ker (V* —(I) = {0}. Dado que p(V) es abierto, existe una
vecindad abierta By de ¢ en p(V). En vista de que dim ker (V* —(I) permanece
constante sobre componentes conexas de p(V'), para v € B NI, concluimos que

dim ker (V*—(I)=dim ker (V*—vI)=0.

(d) = (e) Como consecuencia de C\Fr(D) C p(V'), tenemos (V) =0=mn;(V), lo cual
implica V, V~! € B(H). Notemos que V* € B(#). Por lo tanto, como V es isométrica,
V=1 c V* y el hecho de que ambos estan en B(H) implica que V=1 = V*, n

3.4

Transformada de Krein

La trasformada de Krein mapea operadores positivos a contracciones simétricas y
mediante esta transformacion podemos estudiar extensiones autoadjuntas positivas de
operadores simétricos positivos cf. [72, Cap. 13].

Antes de introducir la trasformada de Krein para relaciones lineales, incluimos
algunos conceptos y resultados sobre relaciones simétricas.

Definicion 3.39. Decimos que una relacion simétrica A es semi-acotada inferiormente,
si existe m 4 € R tal que

rg) > mall 12 v@ cA.

Decimos que A es semi-acotada superiormente si existe M4 € R tal que

(F.9) < MallfIP v@ cA.



62

Llamamos a las constantes m 4 y M4, una cota inferior y una cota superior respecti-
vamente de A. Si A es semi-acotada inferiormente y superiormente entonces simplemente
decimos que A es semi-acotada.

Teorema 3.40. Sea A una relacion simétrica. Si A es semi-acotada inferiormente
entonces

C\[ma,00) C p(A). (3.25)
Si A es semi-acotada superiormente entonces

C\ (=00, Ma] C p(A). (3.26)

Demostracion. Por ser A relacion simétrica, basta demostrar que para ¢ € (—oo,m4),

la relacién (A —CI)~! es acotada. Sea <£> € (A— (I, es decir ( ) € A. Como

9
f+Cyg
A es semi-acotada inferiormente se cumple que

(ma—Olgl* < (g, f+<¢g) —Cllgl?
= (g, f) <llgll I fIl,

de donde para g # 0 (si g = 0, se cumple directo) tenemos que ||g| < (m4 —¢) | f||. Por
lo tanto (A— (I )_1 es un operador acotado. Cuando A es semi-acotada superiormente,
la ecuacién (3.26) se demuestra de manera andloga al razonamiento anterior. ]

Notemos que una relacién positiva A (ver Definicion 3.21) es acotada inferiormente
con cota my =0y del resultado anterior se sigue que 6(A) C [0,+00). Por otra parte, si
A es contraccion simétrica, de las Proposiciones 3.17 y 3.26, conseguimos 6(A) C [—1,1].

Es bien conocido que la transformacion

E2)=z-DE+D)t=1-2z+1)7!

mapea el intervalo [0,400) conformemente al intervalo [—1,1). Parece plausible esperar
que la transformacion

I—2(T+1)"t, (3.27)

mapea relaciones positivas a contracciones simétricas. Modificamos la trasformacion
(3.27) en la siguiente definicién, esto con el fin de mostrar la estructura de sus elementos
y de simplificar calculos posteriores.

Definiciéon 3.41. Definimos la transformada de Krein de una relacién 7' como

={(77) ()=}

la cual resulta ser una relacién lineal con

dom K(T') =ran (T'+1), ran K(T)=ran (T'—1).
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Definimos la anti-transformada de Krein de 7' como

n-{(2) )}

esta también resulta ser una relacion lineal, con

dom K(T) =ran (I—T), ran K(T)=ran (I +T).
La transformada y la anti-transformada de Krein cumplen las siguientes propiedades.

Teorema 3.42. Para T y S dos relaciones lineales se cumple lo siguiente:

v v

(1) WK(T) =K(T), WK(T)=K(T).

(2) K(T)=K(S) & T=S8 < K(T)=K(5S).

(3) K(K(T)) =T =K(K(T)).

(4) K(T) CK(S) & TcCS < K(T)cCK(S).

(5) K(T™) = —K(T), K(T)"'=K(-T).

(6) K(T+5)=K(T)+K(S), K(T+S)=K(T)+K(S).

(7) K(T®S)=K(T)®K(S), KTaS)=K(T)sK(S).

(8) K(T*) =K(T)*, K(T*)=K(T)*

(9) dom T =ran (I —K(T)) =ran (I+K(T)).
(10) ker K(T) =ker (I —T) =mul K(T), ker K(T) =ker (I +T)=mul K(T).
(11) ker T =ker (I+K(T)) =ker (I —K(T)).

(12) mul T =ker (I —K(T)) = ker (I +K(T)).

(13) K(T) =K(T), K(T)=K(T).

Demostracion. Probemos solo las propiedades (8) y (13). Las demas propiedades se
siguen con un calculo directo de las definiciones de la trasformada y la anti-trasformada
de Krein. ) R

(8): Sea <€+Ji> e K(T™*) con (g) € T* y para cada <§t§> € K(T) con (ch) eT
tenemos que (g, f) = (f,g). Asi

G—Ff.9+ 1) =3,
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esto implica que < € K(T)*. Para la otra contencién (usando la misma notacién

Q@

+f

—f

en los elementos), si ‘?
g —_

<+
f

ks Sy

) € K(T)*, entonces para cada (g i_ ;) € K(T') tenemos que

de donde se sigue que (9, f) = (f,g), es decir (g) eT*y <‘?+
g

K(T*) =K(T)*. De (1) y de lo anterior obtenemos K(7*) = K(
(13): Obtenemos de (8) que

K(T) = (K(T)")" =K(T")" =K((T")") =K(T).

Anélogamente se prueba K(T') = K(T). O

El siguiente resultado se tiene directamente de las propiedades (2), (4) y (8).

Lema 3.43. Una relacion A es simétrica (autoadjunta) si y solo si K(A) es simétrica
(autoadjunta) si y solo si K(A) es simétrica (autoadjunta).

Con base en el resultado anterior mostramos lo siguiente.
Teorema 3.44. Una relacion A es positiva si y solo si L =K(A) es contraccion simétrica.

Demostracion. Suponemos que A > 0. Debido al Lema 3.43, solo basta demostrar que

K(A) = L es una contraccién. Sea (gt;) € L con (g) € A, entonces

lg = £1I* = g + 1 £1” = 2(f.9)
< llgl*+1I£11” +2(f.9) = llg — fII*.

g
g
. h
Por lo tanto L es contraccion. Inversamente, para h+ k ) con 3 € L, como
L es contraccion simétrica, se sigue que
(h—k,h+ k) = [h]]* + (b k) — (k. h) — |||
= [|A[* = (%[ >0,

entonces K(L) > 0. Por lo tanto del Teorema 3.42 concluimos que A=K(L)>0. O

Como consecuencia del resultado anterior, si 3, es el conjunto de todas las relaciones
positivas en HOH y €, el conjunto de todas las contracciones simétricas en H D H.
Entonces la trasformada de Krein

K: %3, =,
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es un mapeo biyectivo, con inversa K. Més atln, si L € €, es tal que ker (/ — L) = {0},
entonces de las propiedades (3) y (12) del Teorema 3.42 tenemos que

mul K(L) = ker (I —K(K(L))) =ker (I — L) = {0}.

Esto implica que R(L) sea un operador positivo.

Proposicion 3.45. Si A es una relacion positiva no acotada entonces ||K(A)|| = 1.

Demostracion. Como A es no acotada, existe Jgt € A tal que para todo C' > 0, se
cumple ||g|| > C||f|l, es decir, ||g|]| > n||f]|, para todo n € N. Observemos del Teorema
3.44 que K(A) es contraccién y ademés 9+ ; K(A). Entonces
lg = fII < gl = Il £
1> [K(A)] 2 (3.28)

lo 71 = gl + 11
Para f #0, (3.28) implica

=

Lt _n-1
L2 KA = g =
gl n+1
[
Por lo tanto |K(A)||=1. Si f =0, de (3.28), el resultado se tiene de imediato. O

Una relaciéon positiva con multivaluado no trivial, resulta ser no acotada y del
resultado previo se cumple que su trasformada de Krein tienen norma igual a uno.

Si A es una relacion positiva y L es extension simétrica contractiva de K(A), entonces
R(L) es una extension positiva de A y tenemos el siguiente diagrama.

A c K(L)
] T
K(4A) ¢ L.

Por otra parte, si V' es una contraccion simétrica y A es una extensién positiva de
K(V'), entonces K(A) es una extensién simétrica contractiva de V' y obtenemos

V. c K(A)
! 0
KV) c A

- Resultados originales del capitulo -

A continuacién describimos los resultados principales de este capitulo: en el Teorema
3.3 mostramos que L es disipativa si y solo si C_ C p(L) y para todo ( € C_,

I(L=¢H) 7 < =1/Im ¢.
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Con respecto a relaciones disipativas maximales (ver Definicién 3.5) obtuvimos de la
Proposicién 3.6 que si L es una relacién disipativa cerrada cuyo dominio es todo el
espacio, entonces L es un operador acotado, disipativo maximal. Ademas, en el Teorema
3.7 mostramos que una relacion disipativa es maximal si y solo si es cerrada con indice
de deficiencia nulo. Exhibimos en el Teorema 3.10 que las aplicaciones

L— L' Lw——-L*) L~ —-L*,

preservan la clase de relaciones disipativas maximales. En el Teorema 3.11 conseguimos
que suma de relaciones disipativas maximales resulta disipativa maximal siempre que
una de ellas tenga dominio todo el espacio.

En la Proposicion 3.12 expusimos que una relacién disipativa cumple la propiedad
dom L C (mul L)*. Esto implica que las propiedades espectrales de L son equivalentes
a las propiedades espectrales de L, (ver Teorema 2.40). Ademaés en el Teorema 3.15
conseguimos mostrar que si L es disipativa (maximal), entonces Lz es un operador
disipativo (maximal) en (mul L)*@ (mul L)+ y n_(Ly) = n_(L). Inversamente, si
mul L C (dom L)' y Ly es operador disipativo (maximal), entonces L es disipativa
(maximal).

Restringiendo a la clase de relaciones simétricas, en el Teorema 3.20 exhibimos que
en relaciones simétricas cerradas los siguientes son equivalentes:

(a) A es autoadjunta. (c) p(A) =p(A).
(b) n+(A)=0. (d) o(A) CR.

Ahora bien, en el Teorema 3.22 presentamos que si A es autoadjunta y B es positiva,
autoadjunta y fuertemente A-acotada, entonces A+ ¢B es una relacion disipativa
maximal. Ademas en la Proposicion 3.23 conseguimos mostrar que si A es simétrica
(autoadjunta), entonces A4 es un operador simétrico (autoadjunto) con los mismos
indices de deficiencia de A. Inversamente, si mul A C (dom A)* y A4 es simétrico
(autoadjunto), entonces A es simétrica (autoadjunta).

Aunque las contracciones son operadores, conseguimos mostrar en la Proposicién 3.26
que una contracciéon V satisface C\D C p(V'). Ademds, en el Teorema 3.27 exhibimos que
Ne(V) = dim mul V* y del Teorema 3.29 obtuvimos que V' es maximal (ver Definicién
3.28) si y solo si es cerrada y 1.(V) = 0.

En el Teorema 3.32 mostramos que las aplicaciones

Vs =V, VeV Ve (VHE

preservan la clase de contracciones maximales. Mas atn, en el Teorema 3.38 dimos la
equivalencia de contracciones que son unitarias:

(a) V es unitaria. (c) p(V)=p(V),
(b) ni(V) =ne(V)=0. (d) o(V) C Fr(D)
Con el objetivo de encontrar extensiones positivas de relaciones positivas, introduci-

mos en la Definicion 3.41 la trasformada y la anti-trasformada de Krein para relaciones
lineales y en el Teorema 3.43 probamos que estas trasformadas preservan las clases de
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relaciones simétricas y autoadjuntas. En el Teorema 3.44 exponemos que la trasformada
de Krein mapea relaciones positivas a contracciones y la anti-trasformada de Krein
mapea contracciones a relaciones positivas. Por tultimo, en el Teorema 3.45 presentamos
que la trasformada de Krein de una relacién positiva no acotada (en particular las
positivas con multivaluado no trivial) tiene norma uno.
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CAPITULO 4

DESCOMPOSICION CANONICA DE RELACIONES
DISIPATIVAS

4.1

Transformada de Cayley

Un papel decisivo para el analisis espectral de relaciones disipativas, es la particion del
plano complejo en tres subconjuntos: eje real, semiplano superior e inferior. Similarmente,
la particién del plano en el circulo unitario, el interior y el exterior del mismo desempenan
un papel importante en la teoria espectral de contracciones.
Es bien conocido que, para ¢ € C\R fijo, la trasformacién

Z p— Va p—

z—=C z—=C
mapea el eje real al circulo unitario y los semiplanos al interior y exterior del circulo
unitario. Para ( € C4, es de esperar que la transformacion

I+(C=A=¢n™! (4.1)

mapea una relacién disipativa A a una contraccién. Permitanos formular (4.1) de la
siguiente manera cf. [25].

Definicion 4.1. Para ( € C, definimos la transformada de Cayley de una relacién T

con-{(5) - ()er}

la cual resulta una relacion lineal con

dom C¢(T) =ran (T'—([I); ran C¢(T)=ran (T —(I). (4.2)

69
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Definimos la anti-transformada de Cayley de T como

cn-{(a-t) ()

la cual también es una relacién con

dom C¢(T) =ran (T —1I); ran C¢(T) =ran (CT —CI).

La transformada y la anti-transformada de Cayley satisfacen las siguientes propie-

dades.

Teorema 4.2. Para T y S dos relaciones y ¢ € C lo siguiente se cumple:

v

(1) CT) =C((S) & T=5 & C(T)=C(S).

(2) C(T) = (1/QC(1/QT),  Ce(T) ={C(CT).

(3) C(Ce(T) =T = Ce(Ce(T)).

(4) C(T) CCe(S) & TS & C(T) cCu(S).

(5) C((T)=Ce(=T), C((T)=Cc(-T).

(6) Co(T) = (C(T)) !, CAT) =Ce(T7H).

(7) mul C¢(T) =ker (T —CI), mul Co(T) =ker (T —1).
Para ¢ € C\R se cumple

(8) Co(T+8) =Ce(T)HCe(S),  Co(T+8) = Ce(T)+Ce(S).

v

(9) Si ¢ € {i,—i} entonces Co(T®S) =Ce(T)®C:(S), Co(T®S)=C(T)®C(S).

(10) C(T*) = Ce(T)*,  Ce(T*) = Co(T)*".

v

(11) dom T =ran (C¢(T)—1I) =ran (C(T) —¢I).

v

(12) mul T =ker (C(T)—1I)=ker (Cc(T)—¢I).

(13) C(T) = Ce(T),

p4 P

(1) =C¢(T).

)<

Demostracion. Solamente probamos las propiedades (10) y (13). Las demés propiedades
se siguen con un calculo sencillo de las definiciones de la transformada y la anti-
transformada de Cayley.
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(10): Sea (g Cf) Cc(T*), con ( ) € T* y ¢ € C\R. Entonces, para cada elemento

:Z:g§ € C¢(T'), con ( ) €T, se sigue que (g, f) = (f,g} y ademas
(G—CFa—C =090 =< 9) = C(a. /) + (CF.C)
=(9.9) = C(a./) =< fog) +(CF.C) = (a—Cfg =),

esto implica que <€_ g;) € C¢(T)*. Para la otra contencién, si <€_<Ji> € Ce(T)7,
g R

entonces para todo (5:&;) € C¢(T), con (g) € T tenemos que

< —C

A

—¢fg-
F.9-Cr)=1(3.9)—C@.f)—¢(f.9) + CF.CP),

Q>

¢
de donde se sigue que (4, f) = (f,g), es decir (‘7;) eT*. Asi < 8;) € C(T*) y por

lo tanto C¢(T™) = CE(T)*‘ Ahora bien, usando la propiedad (2) obtenemos

C,(T7) = CCc(CT) = CC((CT)")

(13): Se sigue de (10) que

C(T) = (C(T)")" = (CAT™))" = C((T7)") = Ce(T).

De igual manera se satisface (VZQ(T) = CQ(T). O

El siguiente teorema nos muestra que la transformada de Cayley da una correspon-
dencia uno a uno entre la relaciones disipativas y las contracciones.

Teorema 4.3. Asumiendo que ¢ € C, una relacion L es disipativa (cerrada, maximal)
siy solo stV =C¢(L) es una contraccion (cerrada, mazimal).

g—Cf)
g—Cf

Demostracion. Suponemos que L es una relacion disipativa y considerando (

en Co(L) =V, con <]gt> € L. Entonces

lg—CFI2=llg=C/I? = 2Re (~C(f,g)) +2(Re C(f.9)),
— 4(Im Q)Im (f.g) > 0. (4.3)

Esto muestra que V' es una contraccion.
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Inversamente, para (g -/ ) € CC(V) =L, con (g) € V obtenemos que

Im (g— f.Cg—Cf) = Im (Cllgll* +¢[IfII> —2Re (g, f))
Im ¢(I£1* = llgl?) > 0. (4.4)

Por lo tanto L es disipativa. Observemos que L y V son simultdaneamente cerradas
debido a la propiedad (13) del Teorema 4.2. En cuanto a la maximalidad,

Ne(V) =dim (Hodom V)
=dim (Hodom C¢(L))
=dim (HOSran (L—CI))=n_(L).

Restringiendo al caso de relaciones simétricas tenemos lo siguiente.

Corolario 4.4. Para ¢ € C, una relacion L es simétrica si y solo si V =C¢(L) es una
relacion isométrica. Mds aun, para ( € C\R, L es autoadjunta si y solo si V' es unitaria.

Demostracion. Usando las ecuaciones (4.3) y (4.4) del resultado anterior, se sigue
directamente que, para ¢ € C, L es simétrica si y solo si V' = C¢(L) es isométrica.
Para ¢ no real, si L = L*, entonces de la propiedades (6) y (10) del Teorema 4.2 se
cumple que
Co(l) ™ = CH(L) = CH(L") = Ce(L)" (45)

Si L # L* entonces usando la propiedad (1) del Teorema 4.2 y el andlisis de (4.5)
tenemos que V=1 = V*. Por lo tanto L es autoadjunta si y solo si V es unitaria. [

El resultado anterior implica que la trasformada de Cayley da una correspondencia
univoca entre la relaciones simétricas e isométricas y también una correspondencia
univoca entre la relaciones autoadjuntas y unitarias.

El siguiente resultado se sigue directamente del Teorema 4.3 y de la propiedad (12)
del Teorema 4.2.

Proposicion 4.5. Asumiendo ( € C, si V es una contraccion tal que van (V —1)="H,
entonces Cc(V') es un operador disipativo.

En la Seccién 5.1 estudiamos extensiones disipativas mediante la trasformada de
Cayley, en la cual nos basamos en lo siguiente:
Si L es una relaciéon disipativa y V' es extension contractiva de C¢(L), entonces

~

C¢(V) es una extensiéon disipativa de L y obtenemos el siguiente diagrama.
L < C(v)
J

T
C((L) C V.
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Por otra parte, si V es una contraccién y L es una extension disipativa de CC(V),
entonces C¢(L) es una extensién contractiva de V' y se cumple que

\%4 C CC(L)
o T
CC(V) C L

4.2

Descomposicion candnica de contracciones

En esta seccion descomponemos a una contracciéon en su parte unitaria y su parte
completamente no unitaria.

En el Seccién 3.2 del Capitulo 3 dimos la definicién de relaciones positivas (ver
Definicién 3.21). Para dos relaciones 7"y S, decimos que T'> S si T'— S > 0.

Lema 4.6. SiV es una contraccion, entonces VV™*, V¥V son positivas y lo siquiente
se cumple:

0<VV*<I; 0<V*V<I (4.6)

Ademds si V' es maximal entonces VV* y V*V son contracciones maximales autoadjun-
tas.

Demostracion. Notemos que para (g) € VV* existen <£> eV*y (Z) € V. Esto

implica que

(f.9)=Inl[* = 0.
Por lo tanto V'V* > 0. Intercambiando los papeles de V' y V* en el anterior argumento,

tenemos que V*V > 0. Ahora bien, si <Z> €[ —-VV*, es decir (h ﬁ k) € VV*, entonces
) h N g ,
existe (g) ceV*y (h—k) e V. Asi,

IglI> = (h,h— k) = ||h||*> = (b, k),
de donde se sigue que
(h.ky = ||h]I* = llgll*. (4.7)
Como V es contraccién

lgll* > 1A~ kII* = |2+ [1k]]* — 2(h, k).
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Esto junto con (4.7), obtenemos

(B, k) = |[B)1* = [lgll* = (po k) + [IK[|* = [|£]]* > 0.
“ . (h N h . )
Por lo tanto I > V'V*. Por otra parte, si I €l —V*V, esto es Wk e V*V, existe

(Z) eVy <h3k> € V*. Entonces (h,h—k) = ||g||?, como V es contraccién
RlI* = (B k) = [lgl* < [|A],
lo que implica que (h,k) >0 y por lo tanto I > V*V. Por tltimo si V' es contraccién

maximal, entonces del Corolario 3.33, Observacién 3.30 y Proposicién 3.19 obtenemos
que VV* y V*V son contracciones maximales autoadjuntas. O

Como una consecuencia del teorema anterior, para una contraccion maximal V',
podemos formar los siguientes operadores positivos

Tyi=VI—V*V v Tp:=YI-VV*, (4.8)

los cuales tienen dominio todo el espacio y esto implica que sean autoadjuntos (ver
Proposicién 3.19).

Teorema 4.7. Los operadores T,, y T+ son contracciones mazimales que cumplen

OSTvaTv* <I.

Demostracion. Para (Z) € T,, existe (g) e T, tal que <Z> € (I-V*V), es decir

(hﬁg) e V*V. Como V*V es positivo

|2]|* = (h,g) = (h,h—g) > 0. (4.9)

Dado que T, es autoadjunto tenemos que (h,g) = ||k||? y de (4.9) se sigue que ||k < ||h]|.
Asi T, es contraccion y de la Observacion 3.30 obtenemos que T;, es maximal. Ahora

bien, sea (g) € (I —-T,), esto es ( f i g) €T, y el hecho de que T}, sea contraccion

autoadjunta implica que (f,g) € Ry

LFIP =01 f = gli* = LA17 + llgll* —2(f. ).

de donde se sigue que (f,g) > 1[|g||> > 0. Por lo tanto T, < I. Intercambiando los
papeles de V' y V* en la prueba anterior, probamos la afirmacién para Tpx. O

Lo siguiente caracteriza los ntcleos de los operadores (4.8).
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Teorema 4.8. Los nicleos de los operadores en (4.8) cumplen lo siguiente:

ker Ty—{f €H : |fll =gl con (g) eV}
h «
ker Tpr ={h € H : ||h]| = k| con (/{;) eV*}.

Demostracion. Solo mostramos la primera igualdad de (4.10), la segunda se sigue de
manera simétrica. Usando la notacion del espacio de deficiencia (2.19), mostramos que
No(7y) =No(I —V*V) y ademés dom No(I —V*V') = dom Ny (V*V). Entonces basta

demostrar que
M) ={ (1) 1= Lol eon (T} ev} (.11)

Para efectos practicos, denotamos por N, al conjunto del lado derecho de (4.11). Si

(;) € V*V entonces existe (g) eVy (?) e V* Asi, (f,f)={g9,9) v <§> € N,.

Para la otra inclusién, si € N, entonces existe g e V tal que ||f]| = |lgll-

Como V es contraccién maximal, del Teorema 3.32 se sigue que V* es contraccién

g
k

(f,k) =||g||>. Usando esto tenemos que

Lf = KIZ = LI+ &I = 2(f, k)
= 17+ 1&lI* = 2llgl* = [[II* ~ llg]I* < 0,

maximal por lo que existe < ) c V* tal que ||k|> —||g/|> <0 y ademés se satisface que

lo cual implica f =k y (;) e V*V. ]

El siguiente resultado es una propiedad simple de contracciones maximales.

Proposicion 4.9. Si V' una contraccion mazximal, entonces

ker (V —1I) =ker (V*—1). (4.12)

Demostracion. Es suficiente mostrar que N1 (V) C N1 (V™). Notemos, del Teorema 3.32,
€ Ny(V) existe (i) vy (1) = ]

que V* es contracciéon maximal. Para ji
Como V* es contracciéon obtenemos que ||h[|% — || f||? < 0. Entonces

1 = 2l® = 71+ IR0 = 2(F ) = [1R0P = (1 £ < 0,
lo cual implica que f = h y por lo tanto Ny (V') C Ny (V™). O

Una clase importante de contracciones son las relaciones unitarias y es de interés
saber si a una contraccion se le puede extraer una parte unitaria no trivial.
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Definicion 4.10. Decimos que una contraccién V' tiene una parte unitaria no trivial, si
existe un subespacio reductor (ver Definiciéon 2.50) no trivial I, para V, tal que Vi
es unitaria en K K. Por el contrario diremos que V' es completamente no unitaria y
escribimos V' c.n.u.

Observemos que si V @ W es una contracciéon c.n.u. entonces V'y W son contracciones
c.n.u. El siguiente resultado se le conoce como la descomposicién de Sz. Nagy-Foiag-
Langer (ver [81, Cap.I, Sec. 3, Teo. 3.2]) y lo demostramos en notacién de relaciones
lineales.

Teorema 4.11. Para cada contraccion mazimal V', existe un unico subespacio K C H
reductor para V tal que

V:Vu@v;n

donde V,, es unitaria en KO K y V. es c.n.u.

Demostracion. Permitanos introducir la siguiente notacion

vn sin>1
V=<1 sin=0 |, ne.
el sin<-—1

Se sigue del Teorema 3.32 y del Lema 3.31 que tanto V* como V,,, son contracciones
maximales, para cada n € N. Ademas del Teorema 4.8 tenemos que

ker T, = {f€H : |If] = g| con @ €V},
Definamos

K= {feH : |If] = llgnl con (;) €V, Vn €7}, (4.13)

n

el cual puede ser expresado como K = N,czker T),,. De esto se sigue que K es un
subespacio. Para ver que K es V-invariante, se reduce a mostrar que

K C dom Vi. (4.14)

Si h € K entonces existe <h> eV tal que

f
LFIF= IRl (4.15)

Maés atn, como h € ker T), = ker (I —V*V) entonces (Z) € V*V, es decir <£> eVv*

Para n > 0 existe (;) €V, y como V41 =V, V, obtenemos que (gh> € Viy1. De (4.13)
n n
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y (4.15), tenemos || f|| = ||gn||- Por ora parte, para n < 0 existe <f> € V,,. Notemos

n

que V, =V1Vo1 =V V* y de esto <gh

) € Vit1. Nuevamente de (4.13) y (4.15) se
n
sigue que || f]| = ||gnl|- Asi, f € K y por lo tanto se cumple (4.14). Hemos mostrado que
IC es V-invariante y de una manera andloga se muestra que K es V*-invariante. Por lo
tanto, del Teorema 2.53, IC reduce a V.

Con un calculo obtenemos que Vi es relacion isométrica. En el Teorema 2.52 se

mostré que (Vi)* =V en LB K. Si (;) € V¢ entonces h € ker Ty« =ker (1 —VV™),

lo que implica (Z) e VV* es decir <£> eV. Asi Vit C Vlc_l y por lo tanto V,, = Vi es
unitaria.

Ahora bien, si existe Ky C KT reductor de V, por el cual Vi, es unitaria en K1 @ Ky,

f

n
implica que f € KC, es decir K1 = {0}. Por lo tanto V, = V-1 es c.n.u.

Falta demostrar la unicidad de la descomposicién. Sea K otro reductor de V' tal que
Vicr es unitaria en K'@ K’ y Vir es c.n.u. Notemos que cada elemento en K’ pertenece
al conjunto del lado derecho de (4.13) y por lo tanto K" C K. Los espacios K y K’ son
reductores de V, lo que implica que K© K’ reduce a V' 'y Vi es unitaria. Dado que
Vit es cnaw y Vigkr C Vierr obtenemos que K S K' = {0} y por lo tanto K =K. [

entonces para cada f € Ky existe € Vi, con n € Z, tal que || f| = ||gn|- Esto

El mismo resultado ocurre para contracciones cerradas que no necesariamente tengan
como dominio todo el espacio.

Corolario 4.12. Para cada contraccion cerrada V', existe un unico subespacio K reductor
de V' tal que

V=V,a&V, (4.16)
donde V,, es unitaria en CAK y V. es c.n.u.

Demostracion. Notemos que dom V' es cerrado. Considere la contraccién cerrada

Wz{(lg) : hEH@domV},

la cual es ortogonal a V. Definamos
Vi=Vaw. (4.17)

Es sencillo calcular que V' es una contraccién cerrada con dominio todo el espacio y por
lo tanto maximal. Se sigue del Teorema 4.14 que existe un tnico subespacio I reductor
de V por el cual Vi es unitaria en LKL y Vi1 es c.n.u.

Sea (g) € Vi C V, entonces ||g|| = || f|| v existe ({;) €V'y fo€ (dom V) tales

que (g) = (fl ;f2>. Esto implica que

AP = Mlgl? = 117 = 1 f+ foll = LAl + L2012,



78

por lo que fo =01y V;C C Vk. La otra inclusion se sigue de manera directa. Por lo
tanto Vi = Vic. Ademas, tenemos que W C Vie1. Sea V. := Vict ©W, la cual es una
contraccién cerrada c.n.u. en K@K+ y

V=Vew
:(VK@VKL)@W
:V]C@(V/CL@W):V]C@%.

Para la unicidad, suponemos que existe otro reductor K’ de V por el cual Vi
es unitaria en K'@ K" y Vi1 es cn.u. Entonces K’ es reductor de V' en (4.17) con

V;C/ unitaria en '@ K y ‘A/,C/L c.n.u. Dado que K es tnico para V deducimos que
K'=K. O

A la descomposicion (4.16) se le llama la descomposicion canénica de una contraccién
cerrada V' en su parte unitaria V;, y su parte completamente no unitaria V.. Vamos a
restringirnos a la clase de relaciones isométricas, para extraer mas informacion sobre la
descomposicién (4.16).

Sea V' una relacion isométrica en B(?) y suponemos que existe un subespacio £ C H
tal que

VL L L for n=1,2,... (4.18)

Esto es equivalente a

VL LV™L, nm>0,n#m. (4.19)

Al espacio £ que cumple (4.18), se dice ser un espacio errante para V y debido
a (4.19) podemos formar la suma ortogonal

.M+wy:£@vc@WM@~c=§ﬂmg
n=0
Observemos que
VML(L) = é V'L =M, (L)SL,
n=1
por consiguiente
L=M(L)YSVML(L). (4.20)

Definicion 4.13. Decimos que una relacion isométrica V' € B(#H) es un desplazamiento
unilateral, si existe un espacio errante £ C ‘H para V, tal que M (L) ="H.

El espacio errante £ de un desplazamiento unilateral V' es no trivial y es {inicamente
determinado por V. Ademés tenemos de (4.20) que

L=HOVH. (4.21)

El siguiente teorema es conocido como la descomposicién de von Neumann-Wold
(ver [81, Cap.I, Sec. 1, Teo. 1.1]).
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Teorema 4.14. Para cada relacion isométrica V € B(H), existe un unico subespacio
I CH, reductor de V', tal que

V=V, ® Vi, (4.22)

donde V,, es unitaria en K@K y Vs es desplazamiento unilateral c.n.u. en KLt Kt.
Ciertamente,

K=V"H y K-=My(L); donde L=HOVH. (4.23)

n=0

Demostracion. Consideramos £ =H & V'H, de esto se sigue que para n > 1
VIL=V"HoV" I H CVH, (4.24)

lo que implica que L sea espacio errante para V. Consideremos el subespacio K tal que
K+ = M, (L) y observemos que K L V"L, para cada n =0,1,2,... Entonces, k € K si
y solo si k es ortogonal a

LBV IL=HeVH)® - a (V" IHOV™H)
=HOV™,

esto si y solo si k € V*H. Lo anterior implica que K =N;2; V™H. Ahora bien, como
VY € VM, tenemos que

VK=V V"H=(V"'H=V"H=K,

m=0 m=0 n=1

de esta manera K reduce a V' y Vj, = Vi es unitaria en K@ K. Ademas, Vi = V)1 es
evidentemente un desplazamiento unilateral en -+ KCt.

Para la unicidad, si K’ es un subespacio reductor de V tal que K'* = M, (L'), donde
L' es espacio errante para V' y ademds VK’ = K. Entonces,

L=HOVH
=K'ek*He (VK aVK™t)
=(K'ekte(K'avVK?t)
=KoVt
=M (L)YoVM (L) =L,

de donde se sigue que K't = M (L) = M4 (L) = K*. Por lo tanto K’ = K. O

A la descomposicion (4.22) se le llama la descomposicion canénica de V', en su parte
unitaria V,, y en su parte desplazamiento unilateral V5.

Corolario 4.15. Una relacion isométrica en B(H) es un desplazamiento unilateral si y
solo si es c.n.u.
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Demostracion. Suponemos que V' es un desplazamiento unilateral. Si K reduce a V tal
que Vi es unitario en K, entonces K = V"IC para todo n =0,1,2,... Obtenemos de
(4.20) que K L £, donde L es espacio errante para V.

Sean g € Kyt € VL. Para cada n=0,1,2,..., existe (J;) eV con f, e,y

h . o
( t“) € V" con hy, € L. Entonces, como V es isométrico,

(9.t) = (fn hn) =0,

Esto implica que K L V"L para todon=0,1,2,... Asi, K L M (L)="H y por lo tanto
V es c.n.u. La prueba contraria se sigue del Teorema 4.14. O

4.3

Descomposicion candnica de relaciones disipativas

En la seccién 4.1 vimos que la trasformada de Cayley da una correspondencia uno a
uno entre las relaciones disipativas y las contracciones. En esta seccion utilizamos la
trasformada de Cayley para dar la contraparte de la seccién anterior. Dicho de otra
manera, descomponemos a una relacion disipativa en su parte autoadjunta y su parte
completamente no autoadjunta.

Lema 4.16. Sea K un conjunto lineal en H y sea ¢ € C. Entonces

CKBK)=KDK=C(KBK). (4.25)

Demostracion. Notemos que CC(ICEBIC),(}(ICEBIC) C K@ K. De esto, junto con los
puntos (3) y (4) del Teorema 4.2, se sigue que

v

KOK=C(C(KDK)) CC(KDBK);

KB®K =C (CoKPK)) cCKDK),
de donde se cumple (4.25). O
El resultado anterior implica que conjuntos lineales de la forma K@ K C HD H,

son invariantes bajo la trasformada y la anti-trasformada de Cayley. Esto nos sirve en
la investigacién de subespacios reductores de una relacién (ver Seccion 2.4).

Corolario 4.17. Asumiendo que ¢ € {i,—i}, un subespacio K reduce a una relacion T
si y solo si reduce a C¢(T).
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Demostracion. Si K reduce a T entonces T'= Ty @ Ty v del Teorema 4.2-(9) tenemos
que

Ce(T) =Ce(Tic) DCe(Tcr ) -

Mas atn, como Ty CKD K y Tic1 C K+ @ K, entonces se sigue del Teorema 4.2-(4)
y del Lema 4.16 que

Cg(ch) C C((’C@K;) = ]C@]C
CC(TICL) C Cc(]CJ‘@ICJ‘) = ’CJ‘@}CJ‘,

Por lo tanto K reduce a C¢(T'). Inversamente, establecemos S = C¢(T) y realizamos

la misma demostracion anterior con la anti-trasformada de Cayley obteniendo que K
reduce a C¢(5) =T. O

Observacion 4.18. Como una consecuencia del resultado anterior, haciendo S =C;(T),
obtenemos que K reduce a S si y solo si reduce a C1;(.5).

Con base en los resultados anteriores, lo siguiente es empezar a descomponer una
relaciéon disipativa.

Definicion 4.19. Decimos que una relacion disipativa L tiene una parte autoadjunta no
trivial, si existe un subespacio reductor K no trivial para L tal que Lx es autoadjunta
en K@ K. De lo contrario diremos que L es completamente no autoadjunta y en este
caso escribimos L c.n.a.

Cabe mencionar que si L@ S es una relacion disipativa c.n.a. entonces L y S son
relaciones disipativas c.n.a.

Teorema 4.20. Una relacion L es disipativa, completamente no autoadjunta si y solo
st V. =C;(L) es una contraccion, completamente no unitaria.

Demostracion. Suponemos que L es una relacién disipativa c.n.u., se sigue del Teorema
4.3 que V = C;(L) es una contraccion. Si existe K reductor de V por el cual Vi es
unitaria en K@ K, entonces de la Observacién 4.18, K reduce a L y del Corolario
4.4 tenemos que C;(Vi) C L es autoadjunta en K@ K. Esto implica que K = {0} y
por lo tanto V es c.n.u. La prueba contraria se sigue usando el mismo razonamiento
anterior. O

El siguiente resultado nos muestra la descomposicion de una relacién disipativa en
su parte autoadjunta y su parte completamente no autoadjunta.

Teorema 4.21. Para cada relacion disipativa cerrada L en H@ H, existe un unico
subespacio K C H reductor para L tal que

L=Lo®Le, (4.26)

donde Ly es autoadjunta en K@K y L. es c.n.a.
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Demostracion. Dado que L es disipativa cerrada entonces del Teorema 4.3 tenemos
que C;(L) es contraccién cerrada. Del Corolario 4.12 tenemos la existencia de un tnico
subespacio K reductor para C;(L) tal que

Ci(L) =V, &V, (4.27)

donde V,, es unitaria en K@ K y V. es c.n.u. Asi, del Corolario 4.17 llegamos a que K
reduce a L y aplicando los puntos (1), (9) del Teorema 4.2,

L=Ci(V)®Ci(Ve).

Del Corolario 4.4 tenemos que L, = CZ(VU) es autoadjunta en K@ K y del Teorema
4.20, L. =C;(V,) es c.n.a.
Para demostrar la unicidad, suponemos que KX’ reduce a L y

L=L &L,

donde L}, es autoadjunta en '@ K’ y L. es c.n.a. Entonces del Corolario 4.17 y del
Teorema 4.2-(9), obtenemos que K’ reduce a C;(L) y

Ci(L) =Ci(Ly) ®Ci(Ly,).

Més ain, del Corolario 4.4 y del Teorema 4.20 conseguimos que C;(L/) es unitaria
en K'@ K"y C;(LL) es c.n.u.. Por lo tanto, como K es tnica en (4.27) deducimos que

K'=K. O

A la descomposicion (4.26) le nombramos la descomposicién canénica de una relacién
disipativa cerrada L, en su parte autoadjunta L, y su parte c.n.a. L.

Para una relacion simétrica cerrada A en H@OH tal que n_(A) =0, si ¢ € Cy,
verificamos por simple inspeccién que C¢(A) es una relacién isométrica cerrada con
indice de deficiencia 7.(C¢(A)) =0, lo cual implica que dom C¢(A) = H.

Definicion 4.22. Sea A una relacién simétrica cerrada con 7—(A) = 0. Decimos que A
es maximal elementaria, si C;(A) es un desplazamiento unilateral (ver Definicién 4.13).

Notemos que cada relaciéon maximal elementaria es disipativa maximal. Ademas,
si V' es un desplazamiento unilateral automaticamente se sigue que C;(V') es maximal
elementaria.

El siguiente resultado se sigue directamente del Teorema 4.20 y del Corolario 4.15.

Proposicion 4.23. Una relacion simétrica cerrada A con n—(A) =0, es completamente
no autoadjunta si y solo si es maximal elementaria.

Ahora bien, lo siguiente es dar la contraparte de la descomposicién de Wold (ver
Teorema 4.14) para relaciones simétricas.
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Teorema 4.24. Para cada relacion simétrica cerrada A en H® H conn_(A) =0, eziste
un unico subespacio IC C H, reductor de A, tal que

A=A,8 A, (4.28)

donde A, es autoadjunta en KK y A. es mazimal elementaria en K@ K.

Demostracion. Bajo las condiciones del teorema, obtenemos que C;(A) es una relacion
isométrica cerrada con dominio H. Se sigue del Teorema 4.14 que existe un tunico

v

subespacio K C ‘H reductor de C;(A) tal que
Ci(A) =Vu @V,

donde Vj, es unitaria en K@ K v V, es un desplazamiento unilateral en @ K+. Asi,
del Corolario 4.17 conseguimos que K reduce a A y aplicando los puntos (1), (9) del
Teorema 4.2,

A=C(V)@Ci(Vi).

Del Corolario 4.4 tenemos que A, = CZ(VU) es autoadjunta en @ K. Observemos que
A, = C;(Vy) es maximal elementaria en - @ K+,

La unicidad de K se sigue sobre las mismas lineas de la prueba en el Teorema
4.21. O

Llamamos a la descomposicién (4.28), la descomposicién candnica de A, en su parte
autoadjunta A, y en su parte maximal elementaria A..

- Resultados originales del capitulo -

Los resultados relevantes de este capitulo son los siguientes: en el Corolario 4.12
vigorizamos la descomposicion de Sz. Nagy-Foiag-Langer que dimos en el Teorema
4.14, a contracciones cerradas no necesariamente definidas en todo el espacio. En el
Corolario 4.15 mostramos que una relaciéon isométrica con dominio todo el espacio es
completamente no unitaria si y solo si es un desplazamiento unilateral

En el Lema 4.16 exhibimos que conjuntos lineales de la forma K IC, son invariantes
bajo las trasformadas de Cayley. Ademéas en el Corolario 4.17, obtuvimos que un
subespacio reduce a T si y solo si reduce a su trasformada de Cayley C;(T") (lo mismo
sucede para C_;(7)).

Mostramos en el Teorema 4.20 que una relacion disipativa L es completamente no
autoadjunta si y solo si su transformada C;(L) es una contraccién, completamente no
unitaria. Este resultado nos ayuda a demostrar el Teorema 4.21, que es el andlogo a
la descomposicion de Sz. Nagy-Foiag-Langer, en el cual presentamos que para cada
relacion disipativa cerrada L, existe un tinico subespacio K C H, reductor para L, tal que
L=1L,® L., donde L, es autoadjunta en @ K y L. es completamente no autoadjunta.

Por ultimo exhibimos el Teorema 4.23 que sirve como pauta al Teorema 4.24, el
cual es la contraparte a la descomposicion de von Neumann-Wold, en donde afirmamos
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que cada relacién simétrica cerrada A, con indice n_(A) = 0, tiene un unico subespacio
reductor K C H, tal que A= A, P A., donde A, es autoadjunta en COK y A. es
maximal elementaria en K@ KCt.



CAPITULO 5

TEORIA DE EXTENSIONES DISIPATIVAS

.1

Extensiones disipativas por medio de la
trasformada de Cayley

En esta seccion reducimos el problema de describir las extensiones disipativas, esto como
resultado de describir las extensiones contractivas y la aplicacion de la trasformada de
Cayley. Este enfoque es similar al que se utiliza en la teoria de von Neumann [12; Cap.
4, Sec. 4.

Teorema 5.1. Para una contraccion cerrada V', el operador V es una contraccion
cerrada, extension de V' si y solo si existe una unica contraccion cerrada W tal que

V=vVaw, (5.1)

2|Re ((f,2) — (g, k)| < (117 = llgl®) + (IRl — &I, (5:2)

h
para todo g ceVy (k) e W. Mas aun, si V es isométrica, entonces la condicion

(5.2) se convierte en las condiciones,
dom VLdom W 'y ranV Lran W. (5.3)

Debido a (5.1), las condiciones en (5.3) se cumplen simultdineamente.

Demostracion. Suponemos que V' es una contraccién cerrada, extension de V' y consi-
deremos W =V & V. Resulta que W es contraccion cerrada y conseguimos V =V o W.

85
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f h af+h N
Para cada (g eVy A € W, tenemos g+ eVy |lag+ k|| <|laf+h| con

o € C. Entonces

la*llgll® +[Ik]* +2Re (g, k) = llag+k|*
< laf +h?
= [aPIfI? + Il +2Re a(f, h),

de donde
— 2 2 2 2 2
—2Re a((f,h) = (g, k) < [a"(I1F 11" = lgll™) + (RN = TE[7). (5:4)
Asi, asignando o« := £1 obtenemos la desigualdad (5.2).
Si V es isométrica entonces || f|| = ||g||. Afirmamos que
(f;h) = {g,k) (5.5)

de no ser asi, existe 7 > 0 tal que
2 2
TI(f,h) = (g, k) > [|A]1” = [[K]]".

Esta desigualdad contradice (5.4) donde oo = —7|(f,h) — (g,k)|/({h, f) — (k,g)). Por lo
tanto, como V' y W son ortogonales, se sigue de (5.5) que

o= {0} )

(f:h) + (g, k) = 2(f, h) = 2(g, k).

La unicidad de la descomposicién es trivial. La prueba contraria se sigue de manera
directa. ]

Para V'y V contracciones cerradas tales que V C V, se cumple que
dom V =dom V @ (dom V& dom V).
Usando esto junto con la segunda igualdad de (3.22) conseguimos
ne(V) =ne(V)+no, (5.6)
donde 7y = dim (dom V &dom V).
Observacion 5.2. Bajo las condiciones del Teorema 5.1, si V' es isométrica entonces de

(5.3) tenemos que 1g = dim dom W. Ademas, es claro que V es isométrica si y solo si
W es isométrica.

Corolario 5.3. Una relacion isométrica cerrada V' tiene extensiones unitarias si y solo
st sus indices de deficiencia son iguales.
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Demostracién. Si V es una extension unitaria de V', entonces del Teorema 3.38, de
(5.6) y de la Observacién 5.2 conseguimos que

ne(V) = dim dom W, (5.7)

con W en la descomposicién (5.1). Por otra parte, para ¢ # 0 calculamos de manera
simple que Nz(V*) =N, /Z((V*)_l). Como los indices son constantes en componentes

conexas, se sigue que 7;(V) = (V). Ademés de (5.1) obtenemos V1 =V-1gWw 1.
Por lo tanto, como W es isométrica, de (5.7) obtenemos que

ni(V) = (V)
— dim dom W™ (5.8)
= dim dom W =n.(V).

Inversamente, si V' tiene indices iguales, tomando (5.8) y (5.6) se sigue que sus exten-
siones simétricas también tienen indices iguales y esto implica que tiene extensiones
con indices cero y por lo tanto unitarias, debido al Teorema 3.38. O

Procedemos ahora con la teoria de extensiones disipativas.

Proposicion 5.4. Para una relacion disipativa cerrada L, se cumple que L es una
extension disipativa cerrada de L si y solo si existe una unica relacion disipativa cerrada
S tal que

L=L&S, (5.9)

donde para cada (g) ely <Z> €S,
Im ((f,9) + (h,k)) = [Im ((f, k) = {g,h))]. (5.10)

Demostracién. Si L es una extension disipativa cerrada de L, basta que consideremos
S := L& L para obtener (5.9). La unicidad se sigue de manera directa. Ademaés, es claro

que S es disipativa cerrada. Para obtener (5.10), sean (g) ely (Z) € S, esto implica

af+h A
que (ag—l—k) € L. Asi,

0 < Im {(af+h,ag+k)
o’ Im (f, g) +1Im (h,k)+Im @((f,k) — (g,h)),

o’ Im (f,g) +1m (h,k) > —Im @({f, k) — (g,h)).

Por lo tanto, asignando « := 41, obtenemos (5.10). La prueba contraria se sigue
calculando directamente que (5.9) es disipativa. O
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La siguiente formula para operadores se le conoce como la primera féormula de von
Neumann (cf. [12, Cap. 4,Sec. 4]). Esta formula caracteriza la adjunta de una relacién
simétrica, con respecto a su espacio de deficiencia (2.19).

Teorema 5.5. Si A es una relacion simétrica cerrada, entonces
A" = A—FNE(A*) +N¢(A4%), ¢ e C\R. (5.11)

Para ¢ € {i, —i}, la suma directa en (5.11) es ortogonal.

Demostracion. Solo mostramos que

A" C AFNG(A") FN(A"), (5.12)

debido a que la otra inclusién es trivial. Consideremos ( € C\R y sea (Z) e A*.

Verificamos de (2.7), del Lema 2.23 y de la Proposicién 3.17 que

H =ran (A—(I)Dker (A*—(I), (5.13)
o . f u .
esta descomposicion implica que existen p €Ay u € A* tales que

k—Ch=g—(f+u

=g—Cf+ (=, o4

v

CU> €Nz(A%). Sea w:=h—f—v
y notemos de (5.14) que k—g— (¢ —¢)v = Ch—(f. Entonces

w\ [ h=f—=v \_(hY (f) (v N
()= (=)= () - () (&) e
) € N¢(A*). Nuevamente de (5.14),

<Z> B (g JerJ::rcjgf;r Y —v>> B <§> ! (Zv> ! (CZ:J 1)

Solo falta verificar que la suma en (5.15) es directa. Suponemos que (con la notacion

anterior)
O-06) s e

esto implica que 0 = g—(f+({—{)v € ran A* —(I. Como g—(f €ran (A—C(I) y
(¢ —C)v € ker (A* —(I), tenemos de (5.13) que v=0y g=(f. Se sigue de (5.16) que

<8> ) <<J}> ! @) ’ (5.17)

con v = (( —¢)~tu € ker (A* —(I), de manera que <

w

es decir, ( cw



89

por lo que f = —w. Dado que ( / ) €Ay (gi)u) € A*, entonces

¢f
<!|f|!2 (Cf. f)
=(£.¢f) =CIfFIP.

lo cual implica que (¢ —¢)||f||> =0 y por lo tanto —w = f = 0. Para verificar que la
suma es ortogonal, sea (g) €A, <—7;v> eN_;(A") y <Zj}> € N;(A*). Entonces

<w> (_w>> (w,v) + (iw, —iv) =0,
(

por lo que N_;(A*) y N;(A*) son ortogonales. Luego (iw, f) = (w,g) y

<< ) ( >> —i(w,g) = (w, f) —i(iw, ) = 0

es decir N;(A*) y A son ortogonales. De manera similar obtenemos que N_;(A*) y A
son ortogonales. El caso ( = —i se sigue por simetria. O]

El siguiente resultado extiende a lo que se conoce para operadores como la segunda
férmula de von Neumann cf. [25, Teo. 6.2].

Teorema 5.6. Sea A una relacién simétrica cerrada. Una relacion A es extension
disipativa (simétrica) cerrada de A si y solo si, para un ¢ € C4 (¢ € C\R) fijo,

A=A+ (V-I)D, (5.18)

donde D C N¢(A*) es una relacion cerrada y acotada, V : D — NZ(A*) es una contrac-
cion (isometria) en (HOH)D (HDH). Para ( =1, la suma directa en (5.18) resulta
ortogonal.

Demostracién. Suponemos que A es extensién disipativa cerrada de A y fijemos ¢ € Cs
(¢ € C\R). Se sigue de la Proposicion 4.3 y del Teorema 4.2 que C¢(A) es isométrica,

Cc(fl) es contraccién y C¢(A) C Cc(fl). El teorema 5.1 implica la existencia de una
contraccion (isometria) cerrada W tal que

Co(A)=Cc(A)aW, (5.19)

dom W C H&dom C(A) =H Sran (A—(I) =ker (A" —(I),

B (5.20)
ran W C Horan Cr(A) =H Sran (A— (1) =ker (A" —(I).

Aplicando la anti-trasformada de Cayley a (5.19), obtenemos

A=A+C(W). (5.21)
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Notemos que dom W es cerrada y consideremos la relacion lineal

D:= {(5;) . v € dom W}, (5.22)

donde de (5.20) tenemos que D C N¢(A*). Asi D es acotada y por lo tanto cerrada.
Para cada (Zj}) € W, definemos la relacion V en (H@O H)® (HD H) con dom V=D

)= (&)

Se cumple de (5.20) que VD C Nz(A*) y dado que W' es una contraccién (isometrfa):

(&) = rots e

ot +lol = (&)

Esto implica que V sea una contraccion cerrada (isométrica porque la igualdad se cumple
en (5.23) cuando W es isométrica). Entonces

(i) ()er)
() ()er)ve

Por lo tanto (5.21) se trasforma en A = A+ (V —1)D. Para = i, la ortogonalidad de la
suma directa en (5.21) se sigue del Teorema 4.2.
Inversamente, definamos

v {0)(2)eos () ow).

Como V es una contraccién (isométrica), tenemos que

tal que

IN

’ . (5.23)

[[o]] = [Jwl]

1
o (L4 [EDIvll = (T4 [C]) Jw]]

- wal@HED= e

Teniendo en cuenta que dom W =dom D, deducimos que W es una contraccion cerrada
(isométrica porque la igualdad se cumple en (5.24) cuando V' es isométrica). De igual

manera, V—1)D = {V (va> - <§UU> | (@ ) D}
ez - (o) ewp=eam.
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A v

Llegamos a que A= A+C(W) y con la aplicacién de la trasformada de Cayley
obtenemos

Co(A) =Ce(A) +W, (5.25)

donde C¢(A) es una relacién isométrica cerrada. Concluimos la prueba una vez que
mostremos que C¢(A) es una contraccion (isometria) cerrada. Esto se sigue notando que

dom W Cker (A*—(I)=HEran (A—(I) =HSdom Ce(4),
ran W C ker (A" —(I) =H Sran (A—(I) =Horan C(A),

de donde la sima directa en (5.25) resulta ortogonal. Por el Teorema 5.1, deducimos

A

que C¢(A) es una contraccion (isometria) cerrada. O

Definicién 5.7. Diremos que L es una extensién canénica de una relacion simétrica A,
si

ACLCA*.

Como una consecuencia de (5.18), las extensiones disipativas de relaciones simétricas
son extensiones canonicas.

Corolario 5.8. Sea A una relacion simétrica cerrada. Si A es una extension disipativa
cerrada de A, entonces

n_(A) =n_(A)+dim [A/A]. (5.26)
Mds atun, si A es simétrica cerrada, entonces

04 (A) = ns (A) + dim [A/A], (5.27)

Demostracion. En la prueba del Teorema 5.6 conseguimos que (V —1) da un correspon-
dencia univoca. Entonces (5.18) y (5.22) implican

dim [A/A] = dim [(V —1)D]
= dim (dom W).
Por lo tanto, en referencia de (4.2), se sigue de (5.19) y (5.6) que

n—(A) =1e(Ce(A))
= 1e(C¢(A)) +dim (dom W)
—n_(A)+dim [A/A].
Para el caso de que A es simétrica cerrada, calculamos de manera simple que
N¢(A*) =N_¢(=A*). Asi, ny(A) =n—(—A) y por lo tanto de (5.26) obtenemos
n-(=A) = n_(=A) +dim [A/ - A
— 4 (A) + dim [4/4],

de donde se sigue (5.27). O
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Del resultado anterior conseguimos que una relacion simétrica cerrada A tienen
extensiones autoadjuntas si y solo si sus indices de deficiencia son iguales. Ademas,
si los indices de A son igual a uno, entonces sus extensiones simétricas propias son
autoadjuntas.

5.2

Perturbacion unidimensional de relaciones
autoadjuntas

En la seccién anterior dimos una formula para determinar extensiones disipativas de
relaciones simétricas (Teorema 5.6). El objetivo de esta seccion es dar una caracterizacién
mas explicita de todas las extensiones disipativas de una relacién simétrica cerrada con
indices de deficiencia (1,1).

Iniciamos con el siguiente resultado que es muy f1til en resultados posteriores.
Calculamos de manera sencilla que (S1 +52)* = Si-N Sy . Este célculo implica que

(S1+S5) = (S NSt (5.28)

Permitanos usar la definicién de conjuntos linealmente independientes (ver Definicién
1.13) en relaciones.

Lema 5.9. Sea B una relacion cerrada. Si C es una relacion de dimension finita tal
que B* y C son linealmente independientes, entonces

B*1C=(BNC*)".

Demostracion. Como B* es cerrada y C' es de dimension finita, B* 4 C' es cerrada. Asi
de (5.28) conseguimos

B*+C=DB*+C
=WBL+W(C*)L
=W(BL | (C*)1)
=W(BNC*)t = (BNC*)*.

]

Ahora tratamos resultados generales sobre relaciones simétricas cerradas y después
iremos restringiendo condiciones. Una demostracién andloga a la del siguiente resultado,
la podemos encontrar en [26, Lema, 5.1].

Teorema 5.10. Sea A una relacion simétrica cerrada y sea Z una relacion de dimension
finita. Si Z y A* son linealmente independientes, entonces S := ANZ* es una relacion
simétrica cerrada con las siquientes propiedades:
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(1) S*=A*+Z,
(2) dim N¢(5*) = dim N¢(A*) +dim Z, con ¢ € C\R,
(8) dim [S*/S] =2dim Z 4+ dim [A*/A].

Demostracion. Es claro que S es simétrica cerrada y del Lema 5.9 tenemos que
S*=(ANZ*) =A"+7Z.

f
Cf

)=+ 0) (e ()er o

De esto obtenemos que la aplicacion lineal v que mapea < CJ}> eN:(5%) a (i) € Z enla

Ahora para demostrar (2), si ( > € S* entonces de (1) se sigue que

descomposicion (5.29) estd bien definida y de hecho es sobreyectiva debido a lo siguiente.
Si i € Z, dado que ran (A* —(I) =H con ¢ € C\R, entonces existe Z € A* tal

que s —(t =k —Ch, o bien k—s=((h—t). Asi estableciendo f = h—t, tenemos que

()-()-()erssms

Observemos que ker v = N¢(A*) y ademads ~ restringido a N¢(S*) ©N¢(A*) es una
biyeccién lineal sobre Z y por lo tanto se cumple (2). El punto (3) se sigue directamente
de (2) y de la férmula (5.11). O

Bajo las condiciones del resultado anterior, si A tiene indices de deficiencia (n,m),
entonces ANZ* tiene indices de deficiencia

(n+dim Z,m+dim Z). (5.30)

Para una relacién autoadjunta A, si Z es unidimensional entonces AN Z* tiene indices
(1,1). Inversamente tenemos lo siguiente.

Teorema 5.11. Sea S una relacion simétrica cerrada con indices (1,1). Si A es una
extension autoadjunta de S, entonces existe una relacion cerrada Y unidimensional,
linealmente independiente a A, tal que

S=ANY*. (5.31)

Demostracion. Como S tiene indices (1,1), de las férmulas (5.11) y (5.18), se sigue
que dim [S*/S] =2y dim [A/S] = 1. Esto conlleva a que dim [S*/A] = 1. Entonces
podemos escoger un subespacié unidimensional Y C §*, linealmente independiente a A,
tal que S* = A+Y. Por lo tanto, utilizando el Lema 5.9 tenemos que S = ANY*. 0O
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El siguiente teorema nos da una caracterizacion de todas las extensiones autoadjuntas
de la relacién (5.31), vistas como perturbaciones de A. Este resultado también lo podemos
encontrar en [37].

Teorema 5.12. Sea A una relacion autoadjunta y sea Z = span {(gil)} de dimension
2

uno. Si A y Z son linealmente independientes, entonces las extensiones autoadjuntas de
S:=ANZ* estin en correspondencia uno a uno con T € RU{oo}. Estas extensiones
A(T) vienen dadas por A(0) = A. Para 7 #0 tal que 1/74 (p1,p2) # 0,

{0 i) (o) om

Mientras que para 1/7+ (p1,02) =0, la extension viene dada por

Ar)=S5+2. (5.33)

Demostracion. Debido a (5.30), la relacion S tiene indices (1,1). Ademads, es claro
que las relaciones (5.32) y (5.33) son extensiones simétricas propias y por lo tanto
autoadjuntas.

Mostremos que cualquier extension autoadjunta de S tiene esta estructura. Sea
S una extensién autoadjunta de S. El caso S=A corresponde a 7 = 0 por lo que
suponemos que S #+ A.

S

Sea 1

) € Sy dado que S C S* = A+ Z, entonces existe (Z) € A tal que

(?ﬁ) - @) ¢ (ZZ;) (CeC). (5.34)

Podemos asumir que <£> ¢ Sy esto implica que ¢ # 0, de lo contrario (;;) € Ay por

autoadjuntes S = A, lo cual resulta contradictorio. Usando (5.34) y el hecho de que
(k. f) = (f.k), llegamos a

g+ Cpa,h+ ()
h+Cp1,9+Cpa)
= {{p1,9) + (b, p2) +[C1 (1, 02)

(g, 1) + {2, B) + ¢ (2, 01) =

o~ o~

Como ¢ # 0,

((h,2) —(g,01)) — (w2, 01) - (5.35)

Y| =

2((9027@ —(e1,0)) — {91, 02) =

Notemos que el lado derecho de (5.35) es complejo conjugado del izquierdo, por lo que
debe ser real, digamos 1/7 para algin 7 € RU{oo} distinto de cero. Se sigue que

1+ (o1, 02) = 2(<9027h> o)) (5.36)
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de donde si (p2,h) # (¢1,9), entonces 1/7+ (p1,p2) # 0. Asi

(p2,h) = (p1,9)

=t lenen)

por lo que conseguimos de (5.34) que Sc A(7). La igualdad se da debido a que ambas
son autoadjuntas.

Para el caso en el que (p2,h) = (p1,g) obtenemos <Z> € Z*, es decir, (Z) € S. De

(5.34) se sigue que (;;) € S+ Z. De esta manera concluimos que S=S+2Z. O

En lo siguiente trabajamos con relaciones simétricas cerradas restringiendo su
dominio.

Teorema 5.13. Sea A una relacion simétrica cerrada. Si F es un subespacio de dom A,
entonces A* y Z .= {0} @ F son linealmente independientes y ademds

—AnZ*, (5.37)

|dom AOF

esto implica que S := ANZ* sea una relacion simétrica cerrada. Mds aun, si F es de
dimension finita entonces se cumple lo siguiente:

(1) S*=A*+ 7.
(2) mul §* =mul A*& F.

(3) Si A tiene indices (n,m) entonces S tiene indices (n+ dim F,m+dim F).

Demostracion. Como F C dom A, se sigue de (2.9) que
mul Z = F C (mul A%)*, (5.38)

lo cual conlleva a que A*NZ = {0} {0}.
f

Para mostrar (5.37), si g) €A

|dom AOF

entonces para todo (?) €z,

(f,0) ={g,0), (5.39)

es decir, / € Z* y tenemos A C ANZ*. Ahora bien, si / € ANZ* entonces
g |d0m ASF g

f

g

para todo €

A‘dom ASF"

l

Cuando F es de dimension finita, el punto (1) se sigue del Teorema 5.10 y del hecho
de que dim Z = dim F. Luego (2) se sigue directamente de (1) y de (5.38). Por tltimo
5.30 implica (3). O

O) € Z se cumple (5.39) y f € F+. Por lo tanto

Permitanos mostrar una caracterizacion de la parte operador y la parte multivaluada
de la adjunta de la relacién (5.37).
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Corolario 5.14. Bajo las condiciones del Teorema 5.13 y suponiendo que A tiene

dominio denso. Si F =span {©1,92,...,¢m}, con ©1,92,...,0m elementos de alguna
base ortonormal en H, entonces S* = (S*), @ Z, donde
f
(S%). = u () e ar (5.40)
o 79— (ei.9) Ay . .
J=1

Demostracion. Como A es densamente definida, se sigue de (2.9) que mul A = {0}. Del
Teorema 5.13 tenemos mul S* = F y por lo tanto (5*)s = Z. Denotemos el lado derecho

de (5.40) como T'y mostraremos que (S*), =T'. Sea ({) €(9%), C 8" = A"+ 7, existen

(g)eA*yl—Z Liajp; € F, con aj € C, tales que

(-4

Dado que t € (mul S*)* = (F)*, entonces para cada ¢, € F
0= <Q0T7 >

m
= (pr,g+ ZO‘]'SO])
j—1

:<S0ra —|—Zoz] SOT»S0J> <<Pr>k3>+047"a
7=1

es decir, a, = —(pr,g). Ast, [ = =37 (pj,9)p; v junto con (5.41) se sigue (S*), C T

Para la otra contencién, suponemos que ( m / > €T con <f> cA*y
9—541(¢5,9)%j g

0 f
como € Z, tenemos € S*. Asi, para ¢, € F
( T1<wy,g>¢> <g—zgﬂ:1<wj,g>w> e

< z:: ¥j: 9 ((pr>> l9— ]:Zl ©js 9)Pis er)

m
(9,0r) = >_ (25, 9) (5 or)
7=1

=(9:¢r) = (¢r.g) =0

N S

esto implica que € (5%).. Por lo tanto se cumple (5.40). O
(s tterarey) < (>:40)

En lo siguiente damos una caracterizacion de todas las extensiones disipativas

maximales de la relacion (5.37) vistas como perturbaciones de A. Esto en el caso cuando

A es autoadjunta y F es unidimensional. En cierto manera, este resultado extiende al

Teorema (5.12).
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Teorema 5.15. Bajo las condiciones del Teorema 5.13 y suponiendo que A es autoadjun-
ta. Si F =span {¢}, entonces las extensiones disipativas maximales de S := ANZ* estin
en correspondencia univocamente con T € Cx URU{oo}. Para T # oo las extensiones
de S son perturbaciones de A dadas por

A@):{(ﬁﬂf;,ﬁ@) : (g) EA}, (5.42)

A(50) = S +span { @) } . (5.43)

Para 1 e RU{o0}, la extension A(T) es autoadjunta.

mientras que

Demostracion. Se sigue del Teorema 5.13 que S tiene indices (1,1). Por otra parte, con
un calculo sencillo mostramos que (5.42) y (5.43) son extensiones disipativas y por lo
tanto maximales. Ademés, si 7 € RU{oo} entonces A(7) es simétrica y por lo tanto
autoadjunta. Falta mostrar que cada extension tiene esta estructura.

Suponemos que S es una extension disipativa maximal de S y sea <f> € S. Del

k

Teorema 5.13, S* = A+ Z y como S es extensién canénica de S (ver Definicién 5.7),

existe <£> € A tal que

<£> - <g+szo>’ (CeC). (5.44)

Definamos 7 := ¢/(, f). Si (@, f) # 0, entonces de (5.44) y del hecho de que S es
disipativa,
0 <Tm (f,9+Cp)
=1Im ((f.9) = {f.¢)['Im 7,

es decir, 7 € C; UR. Asi, sustituyendo ¢ = 7(¢p, f) en (5.44) obtenemos que S C A(7).
Esto implica que son iguales debido a que ambas son maximales.
Por otra parte, si (¢, f) =0, entonces f € dom ASspan {¢} y se sigue de (5.37)

que <£> € S. Por lo tanto, de (5.44) tenemos S C A(co) e iguales debido a que son

maximales. []

Observacion 5.16. Para A una relacion autoadjunta, si ¢ € dom A, entonces se sigue
del Teorema 5.13 que

S:

Aldom ASspan {p}

es una relacién simétrica cerrada con indices (1,1), cuya adjunta esF

st {(O).

Ademads todas sus extensiones disipativas maximales vienen dadas por (5.42) y (5.43).
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Corolario 5.17. 57 S un operador simétrico cerrado no densamente definido, con indices
(1,1). Entonces existe una extension autoadjunta A de S, que es operador, tal que

S* = A+ (S%)no - (5.45)

Ademds la dimension de (S*)s, que es igual a la codimension del dominio de S, es
igual a uno y

S=A (5.46)

|dom AOmul S* °

Mds atn, todas las extensiones disipativas maximales de S son las del Teorema 5.15,
donde mul S* = span {p}, las cuales todas son operadores a excepcion de (5.43).

Demostracion. En [37, Prop. 1.3 y 1.4], obtenemos la existencia de un operador
autoadjunto A con

dom A =dom S*, (5.47)

que es extensién autoadjunta A de S. Se sigue que Ay (S*) son linealmente inde-
pendientes y como A es extensién canénica tenemos que A+ (S*)o C S*. Para la otra

inclusion, si <£> € S* entonces de (5.47) existe <£> € ACS*. Asi <ggk> €Sy

@ - <£>+<gfk> € AT (5o,

de donde obtenemos (5.45). Ahora bien, en vista de que S tiene indices (1,1), de las
formulas (5.11) y (5.18), tenemos que dim [S*/S] =2y dim [A/S] = 1. Esto, junto con
(5.45), implican

por lo tanto

1 =dim [S*/A] =dim (57)-
Notemos de (2.9) que
dim (S*)se = dim mul S* = dim (dom S)*,

por lo que la codimension de dom S es uno. Haciendo Z := (5*) en (5.45) y utilizando
Lema 5.9, se sigue que S = AN Z*. Observemos que mul S* C dom A por lo que del
Teorema 5.13 obtenemos (5.46) y este hecho implica que todas las extensiones disipativas
maxiamales de S son las dadas en el Teorema 5.15, donde verificamos directamente que
las extensiones (5.42) son operadores. O

Para que la codimensiéon del dominio de S sea igual a uno en el resultado anterior,
un papel importante es que S sea operador. Ciertamente, si consideremos a la relacion
autoadjunta A(oo) que vimos en (5.43) y ¢ € dom A(c0), entonces del Teorema 5.13
conseguimos que

A(OO)|d0m A(oco)Ospan {p}
es una relacion simétrica cerrada no densamente definida, con indices (1,1). Sin embargo,
la codimension de su dominio es mayor-igual que dos.
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5.3

Perturbacion finita-dimensional y compacta de
relaciones disipativas

En las dos primeras secciones de este capitulo mostramos algunas caracterizaciones de
extensiones disipativas de relaciones disipativas. En esta secciéon abordamos primeramen-
te la teoria de perturbacion para relaciones lineales disipativas y posteriormente, damos
comportamientos espectrales de las extensiones disipativas de relaciones disipativas.

Existe otra manera de construir extensiones disipativas de relaciones simétricas,
basdndonos en la formula (5.11).

Proposicion 5.18. Si A una relacion simétrica cerrada con indice finito n—(A) =n,
entonces para cada ( € C4 fijo, la relacion

A= AFN(AY) (5.48)

es la unica extension mazximal disipativa de A tal que dim Ng(fl) =n.

Demostracion. Fijemos ¢ € C4. Notemos que (5.11) implica

e {())

Ademas, (5.11) y (5.48) conllevan a que N¢(A*) = Ng(fl).
Verificamos directamente deAla definicién que A es disipativa. Como A es cerrada y
dim N¢(A*) =n_(A) es finito, A es cerrada. Més atin, del Corolario 5.8 tenemos que

n-(A) = 1-(A) — dim [A/4] (5.49)
=1n_(A) —dim N-(A*) =0. (5.50)

Asi, A es una extensién maximal disipativa de A.

Para la unicidad, suponemos que L es una extensién maximal disipativa de A con
dim N¢(L) =n. Dado que L C A*, tenemos N¢(L) C N¢(A*). Debido a la dimensién
de los conjuntos, deducimos que N¢(L) = N¢(A*). Por lo tanto A+N¢(A*) C L y esto
conlleva a que son iguales, en vista de que ambos son maximales. O

Observemos que (5.48) es una relacién disipativa maximal, no autoadjunta. La
siguiente afirmacién complementa el resultado anterior.

Proposicion 5.19. Sea A una relacion simétrica cerrada con indices finitos (n,n). Si
a € p(A)NR, entonces

L= A+Ny(A%) (5.51)

es la unica extension disipativa mazximal de A, con dim No(L) =n. Ademds L es
autoadjunta.
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Demostracion. Del hecho de que A es simétrica, obtenemos que (C\R)U {a} estd en
una componente conexa de p(A). Esto conlleva a que dim N, (A*) =n.

Si (aff> € A, entonces (?) € (A—al)™! y esto conlleva a que f =0, ya que
a € p(A). Por lo cual Ay No(A*) son linealmente independientes.

Luego, por simple inspeccion verificamos que L := A+ N, (A*) es simétrica y ademéds
es cerrada, debido a que N, (A*) es de dimension finita. Por ser L es extensién simétrica
de A, se cumple que L C A* y de esto deducimos que Ny (L) =N (A*). Usando la misma
analogia en (5.49) obtenemos que 14 (L) = 0, conllevando a que L sea autoadjunta. La
unicidad la demostramos siguiendo las mismas lineas de la prueba en la Proposicién 5.18.
Asi concluimos que L satisface las propiedades requeridas. n

El siguiente resultado muestra caracteristicas espectrales de las extensiones autoad-
juntas de una relacién simétrica.

Proposicion 5.20. Sea A una relacion simétrica cerrada con indices finitos (n,n)
sea L una extension autoadjunta de A. Si un intervalo real A estd contenido en p(A),
entonces o(L)NA solo puede consistir de autovalores aislados de multiplicidad a lo mds
n.

Demostracion. Si ( € o(L)NA, entonces ¢ € p(A) y dim N¢(A*) =n. De la Proposi-
cién 2.23, tenemos que ran (A —(I) es cerrado. Del hecho de que L C A*, podemos
definir

K :=ran (L—(l)oran (A—(I). (5.52)
Ast, K Cker (A*—(I)y

dim K <dim [ker (A* —(I)]

= dim N¢(A") =n. (5.53)

Las expresiones (5.52) y (5.53) implican que ran (L — () sea cerrado. Por lo tanto
( ¢ o.(L). Luego, de la Proposicién 3.15, obtenemos que L, es operador autoadjunto y
como consecuencia del Teorema 2.40, logramos que ( sea un autovalor aislado.

Para calcular la multiplicidad de ¢, observemos que N¢(L) C N¢(A*). Entonces

dim [ker (L —(I)] = dim N¢(L)
< dim N¢(A") =n.
[l

Permitanos introducir un tipo de regularidad de una relacién, esto con base en su
conjunto cuasi-regular.

Definicion 5.21. Decimos que una relaciéon 1" es regular, si su conjunto cuasi-regular
p(T) comprende todo el plano complejo, es decir, si p(T') = C.

Corolario 5.22. Sea A una relacion simétrica cerrada, regular, con n—(A) =n finito y
asumimos que L es una extension disipativa mazximal de A.



101

(1) Si L es autoadjunta, entonces su espectro consiste solamente de autovalores aislados
de multiplicidad a lo mads n.

(2) Si L no es autoadjunta, entonces su nicleo espectral consiste de autovalores de
multiplicidad a lo mas n.

(3) Paran=1, cada nimero en C4UR es un autovalor de una y solo una relacién L.

Demostracion. Debido a la regularidad de A, sus indices son iguales. Ahora (1), tomando
en cuenta que R C p(A), es consecuencia de la Proposiciéon 5.20. Para (2), consideremos
¢ € p(L) y repetimos el argumento de la prueba en la Proposicién 5.20, para mostrar
que ¢ € 0.(L) y la multiplicidad de cada autovalor la calculamos similarmente a como
se calculé en demostracién de la Proposicién 5.20. Por tltimo, (3) lo obtenemos de las
Proposiciones 5.18 y 5.19. [

Observacion 5.23. Dado que cualquier operador simétrico cerrado, regular, con indices
(1,1) es unitariamente equivalente al operador de multiplicacién en un espacio de de
Branges (cf. [59]), el espectro de L, en el corolario anterior, es discreto, incluso cuando
L no es autoadjunto (ver Teorema 6.7).

Para una relacién 7' en B(H), permitanos denotar lo siguiente
rank 7" :=dim (ran 7).

En [12, Teo. 2.6.4] se muestra que rank 7= m si y solo si rank 7% = m. De esto
conseguimos que

dim (H&ker T) =rank T" =rank T. (5.54)
Para L, A relaciones disipativas maximales y ¢ € p(L)Np(A), denotamos
E, o= (L—=¢)™ = (A=) e B(H). (5.55)

Observacion 5.24. Podemos considerar siempre al operador 5.55, esto debido a que
de la Observacién 3.8 los conjuntos p(A) y p(L) tienen en comin a C_. Por otra
parte, si rank [, =m < 0o para algtin ¢ € p(A)Np(L), entonces se cumple para todo
¢ € p(A)Np(L). En este sentido, el operador 5.55 no depende de (.

El siguiente resultado esta relacionado con la discusiéon en el Teorema 3.11, sobre
relaciones disipativas maximales A+ V.

Lema 5.25. Sean A, V relaciones disipativas mazimales y asume que L = A+ V. Si

dom V =H, entonces rank Z(7’L ) <rank V.

Demostracion. Sea (hfk) €k, , donde <£> c(L—-¢H) 1ty <£> c(A—(¢I)~'. Dela

Proposicion 3.6 tenemos que V' € B(H), por lo consiguiente existe t) € V. Definamos
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el conjunto

o {0 ) emon: (evs (\f ) er).

Verificamos por simple inspeccién que G es una relacion lineal y si e k;) € G, donde

k h—Fk N
h # g, entonces <f—|—(k:> €Ly (C(h—k)) € L. Esto implica que ¢ € 0,(L) C o(L), lo

cual es imposible dado que ¢ € p(L). Asi, G es un operador lineal y por lo tanto

dim ran I*;L o= dim ran G < dim dom G < dim ran V.

]

En la siguiente afirmacién damos un resultado sobre rank }?L 1, en relacion al indice

)
de deficiencia.

Lema 5.26. Si L y A son extensiones disipativas maximales de una relacion disipativa

cerrada S, entonces rank I, <n_(5).

Demostracion. Sea ¢ € C_ y notemos que S — (I C (L—I)N(A—(I), de donde se sigue
que ran (S —(I) estd contenido en ker £ ,. Por lo tanto, debido a (5.54) obtenemos
que

rank [, ) =dim (K Oker £

(L,A (L,A))

<dim [HSran (S—(I)]=n-(S5).
[

Ahora bien, pasemos al estudio de autovalores de relaciones disipativas. Para simpli-
ficar notacién, dada una relacién disipativa cerrada A, denotemos

pA(A) :=dim ker (A—AI), MAeC.

Proposicion 5.27. Sean L y A relaciones disipativas maximales y consideremos

Gy :=ker (L—XI)Nnker (A—AI).

Entonces
dim [ker (L—A)©G,] <rank I, ,, dim [ker (A—A)©G,]<rank F, , v  (5.56)
pa(A) —rank I <pp(A) < pa(A)+rank £, (5.57)
Demostracion. Si asumimos por ejemplo que dim [ker (A —AI)© G| > rank B, 4 en-
tonces debido a (5.54) existe un elemento no cero f € ker (A — \I)Nker F] ) tal que

(L,A

f LGy Asi, (;}) €Ay <(}\_]<c)_1f> € (A—¢I)~t Como f € ker I, ) tenemos que
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(O\_Jg)_lf) € (L—¢I)~! 1o cual implica (/\ff> € L. Por lo tanto f € GG, resultando

una contradicciéon. Ahora probemos la desigualdad izquierda en (5.57). Se sigue de
(5.56) que

pa(A) =dim [ker (A—M)SG)]+dim G,
<rank I , +dim G\ <rank F} , +pur(}).

(L,A

(5.58)

Para mostrar la desigualdad derecha en (5.57), intercambiamos los papeles de A y L en
(5.58). O

En la Proposicion 5.27, si rank l? 1.4y < 100, entonces debido a (5.56), los autoespacios
de L y A solo pueden diferir por un subespacio de dimension a lo mas rank ]*;L ) Ademas,

se sigue de (5.57) que 0,°(A) = 0,°(L).

Proposicion 5.28. Sea A una extension disipativa cerrada de una relacion simétrica
cerrada S. Si X € p(S), entonces pa(X) < n—(S).

Demostracion. Se sigue de los Teoremas 2.30 y 3.3 que ker (A — (I) solo puede tener
elementos no triviales cuando ¢ € Cy UR. Por lo tanto, dado que A C S*, obtenemos
que

pra(A) = dim Ny (A) < dim NA(S™) =n-(S5),
para cada A € p(S)N(CLUR). O

Definicion 5.29. Para una relaciéon autoadjunta A, denotamos su espectro esencial
como

0e(A) = 0c(A)Ua,°(A). (5.59)

Del Teorema 3.20-(d) y Observacion 3.13, obtenemos que A4 es un operador
autoadjunto y con base en (2.29), conseguimos ker (A —(I) =ker (A4 —(I). Entonces

0,°(A) = 0,°(A4), de donde se sigue que

0e(A) =0c(A4). (5.60)

La siguiente definicion es una generalizacion de la nocién de sucesiones singulares
para operadores autoadjuntos cf. [12, Cap.9, Sec. 1].

Definicion 5.30. Sea A una relacién autoadjunta y consideremos {(u”>} una
n neN

sucesion cuyos elementos pertenecen a A. Decimos que {uy, }nen €s una sucesion singular
para A en el punto A € R, si los siguientes enunciados se satisfacen:
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(1) inf [Jun[| >0, (1) u, —= 0, (111) (vp — Auy) — 0.
ne

El siguiente resultado es bien conocido como el criterio Weyl y podemos encontrarlo
para operadores autoadjuntos en [12, Teo. 9.1.2] (ver [44], para una versién mas general
en operadores).

Proposicion 5.31. Existe una sucesion singular para una relacion autoadjunta A en A
sty solo si \ pertenece a cc(A).

Demostracion. Dado n € N, para cada elemento (un> € A, en vista de (2.29), existe

Un
(un> cAsy <0> € Ay tales que
tn Sn

vy \th+sn/)’
Si {up fnen es singular para A en A, entonces

th_CUnHQ < ||tn_Cun||2+ ||5nH2
= th+8n—éunH2
= |lvy — Cun* — 0.

Por lo tanto {uy, }nen es singular para A4 en A\. Como el resultado se cumple en opera-
dores, concluimos de (5.60) que A € o.(A). La prueba contraria se sigue directamente
debido a que A4 C A. O

Denotemos por Soo(H) C B(H), como el conjunto de todos los operadores compactos
cuyo dominio es H. De manera estdndar se sigue que V' pertenece a Soo(H) si y
solo si V' trasforma una sucesiéon débilmente convergente en una sucesién convergente
(ver [12, Cap. 2, Sec. 6]). Damos el siguiente resultado que para operadores se conoce
como el Teorema de Weyl.

Teorema 5.32. Sean A y V' dos relaciones autoadjuntas. Si V € Sx(H), entonces
L=A+YV es autoadjunta y o.(L) = 0c(A).

Demostracion. La autoadjuntes de L se sigue de la Proposicion 2.18. Dado n € N, para

cada (un> € A existe (u”> in V tal que
Wn,

Un
Up,
CcL.
o)}

Si {up tnen es singular para A en A, entonces wy, — 0y [(vy, + wy) — Auy] — 0. Por
lo tanto {uy }nen es singular para L en A y de la Proposicién 5.31, concluimos que
0e(A) Coe(L). La otra inclusién se sigue notando que A= L—V. O
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Permitanos dar una version més general el resultado previo, esto usando el operador
I, 4 dado en (5.55).

(L

Teorema 5.33. Sean L y A dos relaciones autoadjuntas. Si K

L) bertenece a Seo (H),

entonces oo(L) = 0c(A).

Demostracion. Solo necesitamos mostrar que o.(A) C o¢(L). Siguiendo la prueba de la
Proposicion 5.31, si {uy, }nen es singular para A en A, entonces lo es también para A4

en \. Asi, existe una sucesion 1;" con elementos en A4 tales que
n neN
(tn, — Aup) — 0. (5.61)

Observemos que (tn ;Cu"> € (A—¢I) !y existe (t" ;Cun> € (L—¢I)~! para cada
n n

n € N. Calculamos de manera simple que

{<tn—<<u3—wn>>}neNCL'

Debido a la Proposicién 5.31, solo falta probar que {wy, }nen es singulara para L en A.
Verificamos de manera sencilla que (t" B Cu”) €L < tn ) €I, o(Aa—(I).
. ,

@Y \w, —u
Como Aqy E 4

Wn, n
son operadores,

}(?LyA)<AA - C]) - EL,A)(AA - AI) + (>‘ - C)ELA)'

Entonces existen

Unp, Un
<3n> € EL,A)(AA —A); <9n> € (A= C)EL}A) (5.62)
tales que
Wy — Up = Sp+ Gn s neN. (5.63)
El hecho de que < tn ) € Aj — M implica
tn — Aup,
th — Au
(” 5 ”) SHAY (5.64)

Como I, es compacto y u, — 0, se sigue de (5.61), (5.62), y (5.64) que gp, sp — 0.
Asi (5.63) conlleva a

(wp, —up) — 0. (5.65)

Como {uy, }nen es singular, obtenemos wy, — 0 y inf,ey ||wy| > 0. Para concluir la
prueba, notemos de (5.61) y (5.65) que

[t — C(up — wy)] — Awp, = (tn — Aup) — (A=) (wp, —uy) — 0.
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En lo siguiente estudiamos el espectro discreto de una relacién autoadjunta. Debido
a la Observacion 3.13, podemos considerar el teorema espectral para operadores auto-
adjuntos de la siguiente manera: para una relacién autoadjunta A, si F4, es la medida
espectral de A4, entonces (cf. [12, Teo. 6.1.3]) se cumple lo siguiente:

o(A) es el soporte de E4, .
op(A)={AeR: E4, {\} #0}.

1 ) ) (5.66)
E4 { }(mul A)~ es el autoespacio asociado a A € g,,(A).

oc(A) es el conjunto de los puntos no aislados de o(A).
Para un intervalo acotado A denotamos
pA(A) == dim Ey, (A)(mul A)*.

El siguiente resultado lo podemos encontrar para operadores en [12, Cap. 9] y es
tentativo pensar que para relaciones lineales se cumple de manera directa usando (5.66).
Sin embargo, esto no siempre es posible debido a que para L y A relaciones autoadjuntas
los espacios (mul L)+ y (mul A)* pueden diferir.

Teorema 5.34. Si L y A son dos relaciones autoadjuntas, entonces

pa(A) —rank ) < pp(A) < pa(A)+rank £ (5.67)

(L,4)

Demostracion. Es suficiente probar una desigualdad. Si pp(A) > pa(A)+rank F

(L,A)
entonces existe f € Er, (A)(mul L)t Nker I, 4y no cero tal que f L Ey,(A)(mul At
Esto a su vez implica la existencia de

(g) € RL(O)NRA(C). (5.68)

Como una consecuencia de la Proposicién 3.12 tenemos <£> € Ry, (¢) y observemos

que
() & Rua0BL,(8) = Bu, ()7, 0) (5.69)
lo cual implica g € Ey, (A)(mul L)*.

Asumiendo A = («, ), consideremos v = (a+f3)/2 y £ = (a— 3)/2. Verifiquemos

de manera sencilla que \g € (Lp —~I) y del teorema espectral obtenemos

g
fH+ (=~
If +(C=ngl* = I(L —71)gl]?

= (t=)d(EL,(t)g,9) <& lgl*.
[t—|<€

(5.70)

Por otra parte de (5.68) tenemos < ) € A y nuevamente de la Proposicién 3.12

Y
f+Cyg
conseguimos que g € (mul A)*. El hecho de que f L E4,(A)(mul A)t implica

f € [Fa,(R\A)(mul A)]a [mul 4],
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de donde se sigue que f = f1+ f2, con f1 € E4,(R\A)(mul Aty fo € mul A. Verifi-

camos por simple inspeccién que (j; € R4 ,(¢) y analogamente a (5.69) obtenemos
€ Ea, (R\A)(mul A)*. Ademss, g € (Ay—nI
€ B (B\A) (mul 4 (1 L) €Dy

Lf+ (¢ =gl = [lfr + f2+ (¢ =gl
= l*+ A+ (=gl
> | f1+(C—7)gll?
=||(Aa —~D)g|?

= —¥)3d 200 112
et B, ()g.9) 2 E gl

lo cual contradice (5.70). O

La siguiente afirmacién se sigue de manera trivial usando (5.67).

Corolario 5.35. Si L y A son dos relaciones autoadjuntas tales que rank P(’L 2 €8 finito,
entonces el espectro de L en A es discreto si y solo si el espectro de A en A es discreto.

Definicion 5.36. Decimos que un intervalo A = (y—§,7+¢) es una laguna de una
relacién simétrica S si

171 < Slg— 11, v@es.

Una laguna consiste de puntos que pertenecen a p(S). Ciertamente, si A € A entonces
IA—~] <& Asi,

lg=Afl = g =2 =X =~ LA = (€= IX=ADILf

de donde se sigue que A € p(.S). Por otra parte, es claro que cada punto real en p(5)
pertenece a alguna laguna de S. Si S tiene una laguna entonces sus indices de deficiencia
son iguales.

Permitanos mostrar el siguiente resultado que para operadores lo podemos encontrar
en [12, Teo. 9.3.6].

Teorema 5.37. Sea A una extension autoadjunta de una relacion simétrica cerrada S.
Si A es una laguna de S, entonces pa(A) <n_(5).

Demostracion. De la Proposicion 3.12 y del hecho de que S C A, llegamos a
Se C (mul A)* @ (mul A)*,
esto implica S4 = Se. Luego de (2.25),

ran (S—(¢I)=ran (S —(¢I)®mul S
=ran (S4—C¢l)@mul S Cran (Sy—¢J)dmul A,
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de donde llegamos a

n—(S) =dim Heran (S— (1)
> dim H o (ran (S4— (/)@ mul A)
=dim (Hemul A)Sran (Sg— ()
= dim (mul A)t Sran (Sy—CI)=n_(S4).

(5.71)

Observemos que Ay es extension autoadjunta de S4 y ademas A es laguna de S4. Por
lo tanto, como el resultado se cumple para operadores, deducimos de (5.71) que

pa(A) <n-(Sa) <n-(S).

]

Observacion 5.38. Bajo las hipotesis del Teorema 5.37, si 7—(S) es finito, entonces en
cada A C p(S) se cumple que el espectro de A en A es discreto y de multiplicidad a
lo més n_(.S). Esto debido a que cada intervalo cerrado y acotado €' C A puede ser
cubierto por un nimero finito de lagunas de p(.5).

Corolario 5.39. Sean L y A extensiones autoadjuntas de una relacion simétrica cerrada
S con indices (1,1). Si A C p(S), entonces los espectros de L y A en A son discretos,
simples y se alternan.

Demostracion. Obtenemos de la Observaciéon 5.38 que los espectros de L y A en A son
discretos y simples. Notemos que ran ]*Z L) = {0} implica L = A, entonces del Lema

5.26 conseguimos que rank [ , =1y ademds de (5.67),

pa(A) =1 < pr(A) < pia(A) +1. (5.72)
Como L # A, en vista de la Proposicion 5.19, los espectros de L y A tienen interseccién
vacia en A. Consideremos A1 y A2 autovalores vecinos de A en A, se sigue de (5.72) que

pr((A1, A2)) < 1. Sino hay espectro de L en [A1, A2], entonces lo mismo sucede para
algin intervalo abierto 6 D [\, A2] y nuevamente por (5.72) tenemos que

0=pz(6) > pa(d) =121,

lo cual resulta una contradiccion. Por lo tanto los espectros de L'y A en A se alternan. [
El siguiente resultado se obtiene directamente del corolario anterior.

Corolario 5.40. Si S es una relacion simétrica cerrada, reqular (véase Definicion 5.21),
con indices (1,1). Entonces los espectros de sus extensiones autoadjuntas consisten
solamente de autovalores aislados de multiplicidad uno y se intercalan a pares.
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5.4

Tripletes fronterizos y funciones de Weyl

Los tripletes fronterizos son una herramienta ttil en la teoria de extensiones y en
analisis espectral de relaciones disipativas. Los métodos que se utilizan en tripletes,
tienen aplicaciones en la teoria de operadores diferenciales ordinarios y parciales (cf.
[14,31,34,58,66,67]). Podemos encontrar la teoria de tripletes fronterizos para operadores
en [15,23,33,72].

En la Seccién 5.1 vimos que todas las extensiones disipativas de una relacién simétrica
A estén contenidas en A*, es decir, son extensiones canénicas de A (ver Definicion 5.7).
Con motivo de hallar extensiones disipativas de A, en la siguiente definicién damos un
espacio de Hilbert auxiliar IC, técnicamente llamado espacio fronterizo, y dos relaciones
lineales I'g,I"; que conectan al dominio de A* con K. Esto con la finalidad de que las
extensiones canoénicas de A estén parametrizadas con las relaciones lineales en K@ K.

Definicion 5.41. Decimos que un triplete fronterizo (o simplemente triplete) para la
adjunta de una relacién simétrica A, es un triplete (KC,I'g,I'1) de un espacio de Hilbert
(K, (-,-)%) v dos relaciones lineales I'g,I'y C H€& K cuyos dominios son igual al dominio
de A*, el cual satisface lo siguiente:

(1) Para cada par de elementos (g), (Z) € A"y (iz), <Z> e, <JSC>, (?) eIy, se
cumple que
f h a b
(W)= (0w (). 67

(2) Para todo (‘;) € KB K, existe (g) € A*, tal que (f) elgy (5) el.

X

A la condicién (5.73) de un triplete fronterizo se le conoce como la identidad abstracta
de Green en un triplete, mientras que a los vectores (;) de la segunda condicion se les

llaman los valores abstractos de frontera de f.

Proposicion 5.42. Si (K,T9,I'1) es un triplete fronterizo para la adjunta de una relacion
simétrica cerrada A, entonces dom A =ker I'gNker I'y.

Demostracion. Para cada <£> € A, existe <£> elyy (é) € I'y. Luego para cualquier
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™S

elemento <b> e K@ K, existe (

t

) € A* tal que <Z> elgy (?) el'y. Asi

(5,) — (a,). = <<)W® >
~((7)w(2)) ===

esto implica (Z) e (KDK) ={0}® {0} y por lo tanto dom A C ker I'gNker I';.

Para la otra inclusién, si

0

para cada (Z) € A*, (2) elogy (;Z) € I'; tenemos que

o= (W)~ (W)

lo que conlleva a <£> € A y por lo tanto ker I'oNker I'1 C dom A. O

€ I'pNT'1, entonces existe (ch> € A* De esta manera,

Para efectos practicos, en la siguiente definicién modificamos la identidad abstracta
de Green de la Definicién 5.41, usando I'y,I'_ en vez de I'g,I'; para diferenciar la
condicién. Posteriormente mostraremos que estas definiciones son equivalentes.

Definicion 5.43. Decimos que (K,I'y,I'_) es un triplete fronterizo para la adjunta de

una relacién simétrica A, si para cada (g), <Z> cA'y (“C]:), (2) ely, <£>, (?) el_,
se cumple que
f R\\ 1 /(a t
()W) =2 (C)wE)). o

ademés de satisfacer la condicion (2) de la Definicién 5.41.

Teorema 5.44. Sea A una relacion simétrica. Si (K,T0,I'1) es un triplete para A*,
entonces denotando

I'y . =Tg+:I'1; I' :=Ty—:ly

se cumple que (IC,T'+,T'_) es un triplete para A*. Inversamente, si (K,I'y,I'_) es un
triplete para A*, entonces definiendo

1 1
T'g:==(T T_ I'i=—(TL-T_
0 2( ++I2), 1 22.( + )

tenemos que (KC,T'g,I'1) resulta un triplete para A*.
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Demostracion. Es suficiente mostrar que I'y, I'_ y 'y, I'y satisfacen las condiciones
(5.73) y (5.74) respectivamente.

Si (K,Tg,T'1) es un triplete para A*, entonces para <§>7 (Z) € A*, <£>7 (Z) e Ty

f\ (h . f h f h
y (s)’(t) € I'y, se sigue que <a+is>’<b+it> el'yy (a—is)’(b—it) eI'_. Por

lo tanto de (5.73) conseguimos que

((Gr)w(o ) =2iten. - e
“ai{(5)w(i)), =2 (0w ()

h
Inversamente, si (I,I';,I'_) es un triplete para A*, entonces para (5), (k) e A*,

(é) <Z> el y (J;) (’Z) € T_, verificamos que <(a+fs)/2>, <(b+ht)/2> €Ty y

f h
(a—s)/2i )"\ (b—1t)/2i

< (((sjj))//;) W (((;)jf))//si> >* = 21,L.(<s,t>* —(a,b)x)

“s{()G),

Veamos un ejemplo sencillo de un triplete en relaciones lineales.

) € I'1. Por lo tanto, se sigue de (5.74) que

Il
—
N
Q
~—
R
Fopl )
~
\/

Ejemplo 5.45. Consideremos A una relacion autoadjunta y K C dom A un subespacio
de dimension finita. Del Teorema 5.10 tenemos que S = AN ({0} K)* es una relacién
simétrica cerrada con adjunta

ST =A+H{0}®K. (5.75)

Notemos que para cada < ! ) € .S* con <f> €Ay g ek, existen f1 ey fo e K+
g1+92 [

tales que f = f1+ f2. Definamos las relaciones lineales I'g, I'y C H K dadas por

fitf2 it fa * fitfa Jit fa x
[y:= : eSSy, I'i:= : es 5.76
’ {( fi 91+ 92 ! 92 91+ 92 (5.76)
las cuales observemos tienen el mismo dominio de S*. Verifiquemos que (K,T'9,I'1) es
un triplete para S*.

Para (ﬁ 12), (Zi iZi) € S*, tenemos que <f1;f2>, <h1£h2> €Ay como A

es autoadjunta,

(fi+ fo, k1) = (g1,h1 + ha) . (5.77)
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Ademas, (fl +f2>, (hl +h2> elyy (fl +f2>, (hl +h2> € I'y. Entonces de (5.77),
1 hy 92 ko

del hecho de que go,ks € Ky fa,ho € KL, tenemos que

()i =tk = (1) w(32)).

de donde conseguimos la identidad de Green en triplete. Por otra parte, si <ch> e,

como K C dom A, entonces existe <§> € A. Por lo que (gf—y) € S*, lo cual implica

de (5.76) que (i) elpy (2) € I'y y obtenemos la segunda condicion de triplete.

Permitanos introducir lo siguiente.

Definicion 5.46. Definimos el operador candnico, denotado por 2, de una relacién
simétrica cerrada A C H & H, con respecto a un triplete (IC,I'g,I'1) para A*, como

m:{(i) : :<§>€A*,a:<Z>EIC€BIC, donde (é)ero,@)erl}, (5.78)

el cual es una relacién lineal en (H® H) D (KD K) con dominio A*.

A la relacién 2 le damos el nombre de operador canénico, debido a que lo aplicamos
en las extensiones candnicas (ver la Definicion 5.7) de una relacién simétrica cerrada.

Teorema 5.47. El operador candnico A : A* — K@K es en efecto un operador lineal
sobreyectivo, con ker A = A.

Demostracion. Del Teorema 5.42 obtenemos que ker 2l = A mientras que de la definicién
de triplete se sigue que 2l es sobreyectiva. Solo nos falta mostrar que el multivaluado de
2A es trivial.

Si (Z) € 2, entonces se cumple que a = (Z) e K®K con (2) e Iy, (2) eI.

Notemos que (_Sa> € K& K de donde existe (g) e A* tal que ({:) el, (—fa> el.
Asi,
2 2 a S . 0 f .
etz = {0} w( ) =(G)- ()
Por lo tanto a =o. ]

A partir de aqui, aplicaremos el operador canénico a relaciones lineales que son
extensiones canonicas.



113

Observacion 5.48. Para S y S extensiones candnicas de una relacion simétrica cerrada
A, como 2 es un operador con ker 2l = A, se sigue que

AS) =AS) e S5=85. (5.79)

Esto conlleva a que si S es extension candnica de A y si B es una relacion lineal en

KD K, entonces
ALAS) =S5,  ARAT(B)=3. (5.80)
Ademas,
{oy@{op =4, A HKOK)=A". (5.81)
Asi, si B es una relacién lineal en K€ K, entonces A~ (2B) es extensién canénica de A.

Notemos asimismo que la adjunta de una extensién canoénica es también una extension
canonica.

Lema 5.49. Sea A un operador cancnico de una relacion simétrica cerrada A, con
respecto a (KC,I'g,I'1) para A*. Si S es una extension candnica de A, entonces

A(S™) =A(S)*. (5.82)
Mads aun, si B es una relacion en K@ K entonces

A-L(B*) = [A7H(B)]*. (5.83)

Demostracion. Si <Z> € A(S*), entonces existe (g) € 5™ tal que <f> el (‘i) ely.

a

>

Luego, para todo <b> € A(.9), existe (Z) € S tal que (Z) €T, ( ) eI'y. Asi,

o))
we

= (g,h)

~+
~+~

La ultima parte conlleva a que (s,b). — (a,t)« = 0. Por lo tanto (Z) e A(9)*.

. . .. fa :
Para la inclusion contraria, si (s) * C S*, entonces existe g

(£> ey, <£> € I'y. Para cada ( ) € S tenemos (i) € A(S) con (Z) eTly, (?) ely.
(

Tomando la direccién contraria de (5.84) llegamos a que (g,h) — (f,k) =0y £> €S*.

e A* tal que

S
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Por lo tanto (g) € 2A(S*) y con esto hemos demostrado (5.82). Para probar (5.83),
haciendo S = A~1(B) conseguimos de (5.82) y de (5.80) que

[]

Con base en los resultados anteriores sobre el operador canénico de A con respecto
a (I, Ig,I'1), conseguimos que las extensiones canénicas de A estédn en correspondencia
univoca con las relaciones lineales en @ K.

Consideremos las dos relaciones autoadjuntas triviales en @ IC,

Bo:={01DL By :=KD{0}. (5.85)

El siguiente resultado es consecuencia directa del Lema (5.49).

Corolario 5.50. Si (K,I'g,I'1) es un triplete para la adjunta de una relacion simétrica
cerrada A, entonces existen dos distinguidas extensiones autoadjuntas de A dadas por

Ag:=A"1(Bg), A =A"1(By).

Nos interesa averiguar si siempre existe un triplete para la adjunta de una relacién
simétrica. La respuesta se esclarece con el siguiente resultado.

Teorema 5.51. Una relacion simétrica cerrada A tiene indices de deficiencia iguales si
y solo si existe un triplete (IC,T'1,T'_) para A*. Mds ain,

n+(A) =dim K. (5.86)

Demostracion. Suponemos que los indices de A son iguales. Notemos que del Teorema

(5.5), cada elemento <§> € A* puede ser expresado

<f>:<f+u+v> (5.87)
g g—iu+tiv)’ '

con (g) €A, <—qu> eEN_;(A) y (;;) € N;(A*) y ademds, debido a la igualdad de los

indices, existe una isometria biyectiva W : dom N;(A*) — dom N_;(A*). Consideremos
el espacio de Hilbert K = dom N_;(A*) con norma heredada. Usando (5.87) definamos
las relaciones lineales

R R R R S R P S
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Mostremos que (K,I';,I'_) es un triplete para A*.

f h s (FY (N f h
Sean (g—z‘u+w>’ (%—ixﬂg) €A, <2u> <2x> elvy <2Wv>’ <2Wy> el

Con la notacién de (5.87) y usando la ortogonalidad de la formula (5.11),
f W h\\ _ f+u+v "k +iz—iy
gl \k g—iu+i)’ \ h+xz+y
() O+ ()
i Y —iu)’ \ z

= —2i((v,y) = (u,x))

— 21i(<2Wv,2Wy) — (2u,21)) = 211 < (22Wuv> ’W<2gy>> ’

de donde conseguimos la condicién (5.74) de la Definicién 5.43. Para la segunda condicion,

si (i) € K@ K entonces existe u € dom W tal que Wu =y. Asi,

1( T )eN_i(A*)@Ni(A*)CA*.

2\ —ix+iu

Por lo tanto ((:1:+u)/2> el'y, ((x+u)/2 el_.
x Wu

Inversamente, si existe un triplete para A*, entonces el Corolario 5.50 nos indica
que A tiene extensiones autoadjuntas y por ende sus indices son iguales.

Para mostrar (5.86), conseguimos del Teorema 5.47 que ker 2 = A, por consiguiente
2 aroq €5 UD operador biyectivo. Por lo tanto, usando la Férmula (5.11) deducimos que

214 (A) = dim [N_;(A*)®N;(A*)] = dim [A* & A]
=dim [A(A*6 A)] =dim [K & K] =2dim K.
[l

En el siguiente resultado vemos que, dado un triplete (K,T'g,I'1) para la adjunta de
una relacion simétrica cerrada, ciertas propiedades entre las extensiones candnicas de A
y las relaciones lineales en K@ KC, se cumplen simultaneamente. Esto nos ayuda a que

el problema de investigar extensiones disipativas de A se reduzca a investigar relaciones
disipativas en K@ K.

Teorema 5.52. Sea 2 un operador candnico de una relacion simétrica cerrada A, con
respecto a (K,T'0,I'1) para A*. Si S y S son extensiones candnicas de A, entonces lo
siguiente se cumple:

(1) S C S siy solo si A(S) C A(S).
(2) A(SNS) =A(S)NA(S).
(3) A(S), A(S) son linealmente independientes si y solo si SNS = A.

(4) S es disipativa si y solo si A(S) es disipativa.
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(5) S es disipativa mazimal si y solo si A(S) es disipativa maximal.
(6) S es simétrica siy solo si A(S) es simétrica.

(7) S es autoadjunta si y solo si A(S) es autoadjunta.

Demostracion. (1) Si cada elemento de S pertenece a S, entonces de manera directa

A

de la definicién del operador canénico se sigue que 24(S) C 2A(S5).

Inversamente, si § € S, entonces existe Z € 2. Como A(S) C A(S), existe h € S tal

que (2) € 2. Esto implica (f; h) € 2 y dado que ker % = A tenemos f—he A C S,

Por lo tanto § € S. R
(2) Se sigue del punto (1) que A(SNS) estd tanto en A(S) como en A(S). Esto

A

implica que 2A(SNS) CA(S)NA(S). Para la otra inclusién, si a € A(S)NA(S), entonces
existen <Z>, (2) ceAconfeSyhe S. Como ker 2 = A, entonces conseguimos que

f—heAc SydeestofeS. Porlo tanto a e A(SNS).

(3) Se sigue del punto (2), de (5.79) y notando que A(A) = {o}.

(4) Para cada (g) eSSy <CSL> € 2A(S) con (iz) e Iy, <£> € I'1, tenemos de la
identidad abstracta de Green (5.73) que

de donde se sigue la afirmacién.
(5) Es directo observando, de los puntos (1) y (4), que S tiene extensiones disipativas
si y solo si A(S) tiene extensiones disipativas.
(6) Del primer punto y del Lema (5.49) tenemos S C S* si y solo si A(S) C A(S)*.
(7) Conseguimos del Lema (5.49) y de (5.79) que S = S* siy solosi A(S) =2(S)*. O

Ahora procedemos con la teoria de funciones de Weyl para relaciones lineales.
Esta teoria es una herramienta importante en la teoria de extensiones de relaciones
simétricas, en particular, en la teoria de operadores singulares Sturm-Liouville (cf. [5]).
Cabe mencionar que en el caso de operadores, las funciones de Weyl asociadas con los
tripletes, han sido desarrolladas e investigadas por Derkach y Malamud [23].

Teorema 5.53. Sea A es una relacion simétrica cerrada. Si L es una extension disipativa
maximal de A, entonces para cualquier ( € C_ fijo, se cumple que

A* = L4+Ng(A%). (5.88)
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f

Demostracion. Si
Qf

) € L, entonces

0<Im (f,¢f)=|lfIm ¢,
esto implica que f =0 y conseguimos que L y N¢(A*) sean linealmente independientes.

Ahora bien, si (ch> € A*, dado que L es maximal, ran (L — (I) = H. Entonces existe

h
(k) € L tal que

g—Cf=k—Ch. (5.89)

Por ser L extension candnica de A, tenemos de (5.89) que

()= ()~ () e

Nuevamente de (5.89)

f h+(f=h) ; "
= € L+N¢(A4%). 5.90
<g E+C(f—h) ) (590)
Por lo tanto A* C L4 N¢(A*). La otra inclusion es directa debido a que L es extension
canonica. O

Consideremos un triplete (IC,I'g,I'1) para la adjunta de una relacién simétrica cerrada
A. Dado que Ag =A"1({0} B K) es extensién autoadjunta de A (ver Corolario 5.50),
basdandonos en el Teorema 5.53, obtenemos que

A* = AgEN((A®), ¢ €C\R. (5.91)

Notemos que dom Ag = ker I'g, por lo que de la segunda condiciéon de la Definicion 5.41
y de (5.91), la relacién lineal v(¢) C K@ H definida como

Y0 = (ol wear)) "+ (CEC\R) (5.92)

resulta ser un operador lineal con dom 7(¢) = K. Definimos, de manera andloga a
relaciones lineales, el adjunto de v(¢) como

07 ={(}) enerx s wn=@an v(}) e},

el cual es un operador lineal.
En el siguiente resultado trabajamos con la parte operador de la relacion I'; y con
la resolvente Ra,(¢) = (Ag—¢I)~ L.

Teorema 5.54. El operador (5.92) cumple las siguientes propiedades:
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(1) 7(€)" =T1eRa,(Q)- (3) 7(¢) y¥(C)" son analiticas.

(2) v(n) =) = (= ORay () (4) §7(¢) = Rao(O(Q).

Demostracién. (1) Sea (Z) € T1o Ra, (€), existen (’Z) €Tio y (Z) € Ry (C), esto

implica que (h f gk) c Ay (’S) € T'y. Entonces, para todo (?) € 7(C) tenemos

(f; ) e Ty, (g}) € A* y ademés existe (JCC ) €T. De la primera condicién de triplete,
(h, [y =—(k Cf + (Ck, f)

Asi, (Z) ev(0)" y por lo tanto

F1oRay(€) €)' (5.93)
Observemos que ran R4, (¢) C dom I'14, esto implica
dom I'ig R4, (¢) =H. (5.94)

Dado que v(¢)" y I'ioRa,(¢) son operadores, deducimos de (5.93) y (5.94) que son
iguales .

(2) Debido a que ambos son operadores con dominio K, es suficiente mostrar solo
una inclusion.

Si <§LE> € (n—C¢)Ra,(n)y(C), entonces existe (Z) ey y (;) € (n—C)Ray(n), de
donde <§> €I'g con (5{:) € A*y ((77_({]{3+77f> € Ap. Esto implica

(U{fikk)> N ((n—({k+nf> + <gkk;> €A™ (5.95)

Como <£> € I'p, obtenemos que (fjl—k) € I'g. Se sigue de (5.95) que <fj—k> €v(n).

Por lo tanto

@) N ((f+Z)_k> €v(n) —(Q).

(3) Como la resolvente es analitica, deducimos de los puntos anteriores que

V() = (C=mRao(Ov(m) +v(n); ¥(Q)" =T1oR4,(C),

son analiticas.
(4) Dividiendo (2) entre n— ¢, haciendo n — ¢ y usando la continuidad de la
resolvente, conseguimos la afirmacion. O]
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Como consecuencia de (5.94), llegamos a que v(¢)" € B(H,K) y v(¢) € B(K,H).

Definicion 5.55. Sea 2 un operador canoénico de una relacién simétrica cerrada A, con
respecto a (KC,I'g,I'1) para A*. Definimos la funcién de Weyl M : C\R — K@ K como

M(¢) 1= AN(A")). (5.96)

Debido a que 2 es operador, conseguimos que la funciéon de Weyl esta bien definida.
Ademaés, podemos calcular de manera simple que

M) =Ty, NC(A*)V(C% (5.97)

de donde obtenemos que para cada ¢ € C\R, M(¢) es una relacién con dom M (¢) = K.

Teorema 5.56. La funcion de Weyl cumple las siguientes propiedades:

(1) MOT00 weiry =Pt iy (4 4M0) =90 (0).
(2) M(Q)" = M(¢) y M(¢) € B(K). (5) M(n) = M(¢) = (n—¢)v(m) Q).
(3) M(¢) =T157(C) y es analitica. (6) (Im ¢)Im M (¢) > 0.

Demostracion. (1) Para <‘£> c M(C)Fo|dom NG (4% existen (;) €7(¢), (Z) € M((). De

(5.97) conseguimos la existencia de Z €v()y g el . Ne(A%)" Como 7v(¢) es un

operador, llegamos a que g = f y obtenemos M (¢)To|, NC(A%) CTy,,. Ne(A%)"

: o f : f
Para la otra inclusion, si (b RTINS N (4%) entonces existe g €lop,.. N (A4%) y

de (5.96) conseguimos que = M (¢). Por lo tanto { e M(Q)lo,, N5

b
(2) Si (Z) € M(¢) entonces existe (5}) € A* tal que <f> Loy ({;) € I'1. Luego,

a

S
r . g * Y g :
para todo <S> € M((), existe (CQ) € A* tal que (r) ely, <s> el';. Asi,

oo (o) - ((2)

a

b) € M(¢)" y conseguimos

esto implica que (

M(¢) € M(¢)". (5.98)

Del hecho de que dom M(¢) = K y de (2.9), tenemos que M ({)* es operador y por
consiguiente de (5.98), M () también es operador. Por lo tanto, como dom M (¢) =K, se
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*

cumple la igualdad en (5.98). Para mostrar M (¢) € B(K), notemos que M (¢) = M({)
es un operador cerrado con dominio todo /C.
(3) Debido a que ambos son operadores con dominio todo K, es suficiente mostrar

solo una contencién. Si (Z) €' 7(C), entonces de (5.92) existe (ch) celigy <£> €Dy,
tal que (5}) € A* y por lo tanto Z € M(¢). Ahora bien, del Teorema 5.54 tenemos

que ¥(¢) es analitica y por lo tanto I'; o y(¢) también lo es.
(4) Del punto (3) y del Teorema 5.54, conseguimos que

d d d
d—CM(C) = d—cn@v(o = Fl@jCV(O

=T16R4,(O)7(C) =7(0) Q).

(5) Usando el punto (3) y el Teorema 5.54 obtenemos

M(n)—M(C¢) =T15[v(n) —v(¢)]
=T16[(n—C)Ray(n)v(Q)]
= (=M Q).

(6) Verificamos de manera sencilla que v(€) 7(¢) € B(K) y es un operador positivo.
Entonces se sigue de los puntos (2) y (5) que

(I Q)1 M(Q) =1 ¢ [ (M(Q) — M()")]
= I ¢ [~ 0]
= (Im ¢)*4(0) () = 0.
[l

El teorema anterior implica que la funcion de Weyl es una funciéon Herglotz, i. e. es
una funcién analitica con parte imaginaria positiva sobre Cj..

- Resultados originales del capitulo -

A continuacion enunciamos los resultados fundamentales que obtuvimos en este capitulo:
en el Teorema 5.1 mostramos una caracterizacion de las extensiones contractivas de
relaciones contractivas. De igual forma en la Proposicién 5.4 dimos una caracterizacion
de las extensiones disipativas de relaciones disipativas. Para una relaciéon simétrica
cerrada A, exhibimos en el Teorema 5.6 que A es una extensién disipativa (simétrica)
cerrada de A siy solo si, para un ¢ € C1 (¢ € C\R) fijo,

A=A+ (V-1)D,
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donde D C N¢(A*) es una relacién cerrada y acotada, V : D — Nz(A*) es una contraccion
(isometria). Ademaés, en el Corolario 5.8, obtuvimos que

Nt (A) = nx(A) +dim [4/A].

La féormula que presentamos para obtener extensiones disipativas de relaciones simétricas,
es semejante a la de von Neumann, la cual obtiene extensiones simétricas de operadores
simétricos.
En el Teorema 5.13, a la cerradura del dominio de una relacién simétrica cerrada A,
le quitamos un subespacio F para obtener
ldom AcF =ANnZz®,

donde Z = {0} @ F. Mostramos que si F es de dimensién finita entonces S = AN Z*
cumple lo siguiente:

(1) S*=A*42Z.
(2) mul S* =mul A*&F.
(3) Si A tiene indices (n,m) entonces S tiene indices (n+ dim F,m+ dim F).

Usando lo anterior, bajo las condiciones de que A es autoadjunta y F es de dimensiéon uno,
en el Teorema 5.15 probamos que las extensiones disipativas maximales de S = AN Z*
estan univocamente en correspondencia con C; URU{oo} y estas son perturbaciones
de A.

En las Proposiciones 5.18 y 5.19, dimos extensiones disipativas maximales de una
relacion simétrica cerrada A con indices son finitos (n,n), las cuales son suma directa
de A con un espacio de deficiencia de A*. En la Proposicion 5.20, supusimos que L
una extensién autoadjunta de A y si un intervalo real A pertenece a p(A), entonces el
espectro de L en A solo consiste solamente de autovalores de multiplicidad a lo més
n. Este resultado fue de referencia para probar el Corolario 5.22, en donde exhibimos
que para una relacién simétrica cerrada, regular (ver Definicién 5.21) A, con indice
n—(A) < oo, si L es extension disipativa maximal de A, entonces se cumple lo siguiente:

(1) Cuando L es autoadjunta su espectro consiste solamente de autovalores aislados de
multiplicidad a lo méas n_(A).

(2) Cuando L no es autoadjunta su nicleo espectral consiste de autovalores de multi-
plicidad a lo més n_(A).

(3) Paran_(A)=1, cada nimero en C; UR es un autovalor de una y solo una extension.

Introducimos la diferencia de resolventes (5.55) para dos relaciones disipativas
maximales. En los Lemas 5.25, 5.26 y en las proposiciones 5.27, 5.28, obtuvimos
resultados referentes a esta diferencia de resolventes. Por otra parte , analogamente a
operadores autoadjuntos, denotamos al espectro esencial como la uniéon del espectro
continuo y el espectro puntual no continuo. Ademas, en la Proposicién 5.31 mostramos
que existe una sucesién singular (ver Definicién 5.30) para una relacién autoadjunta A
en \ siy solo si A pertenece al espectro esencial de A. Estos resultados nos ayudaron a
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demostrar los Teoremas 5.32 y 5.33, en donde nos exhiben, bajo ciertas condiciones, los
espectros esenciales de dos relaciones autoadjuntas son iguales.

Los Teoremas 5.34, 5.37 y el Corolario 5.39, moldearon caracterizaciones espectrales
de las extensiones autoadjuntas de una relacion simétrica cerrada. Estos resultados
fueron la base para probar el Corolario 5.40, en donde exhibimos que los espectros de
las extensiones autoadjuntas de una relacién simétrica cerrada, regular, con indices
(1,1), consisten solamente de autovalores aislados de multiplicidad uno y ademas, se
intercalan a pares.

Con respecto a la teoria de tripletes fronterizos (ver Definicién 5.41), mostramos en la
Proposicion 5.42 que si (KC,I'g,1'1) es un triplete para A*, donde A es simétrica cerrada,
entonces dom A = ker I'gNker I'1. Introducimos en la Definicién 5.46 al operador
canonico 2 : A* — K@ K y presentamos en los Teoremas 5.47, 5.51 y en Lema 5.49,
propiedades referentes a este operador. Este operador juega un papel importante en
encontrar extensiones disipativas ya que en el Teorema 5.52 mostramos que para S, S
extensiones candnicas de A y B una relacién en K K, lo siguiente se cumple:

1) A(SNS) =A(S)NAS).

(1)

(2) A(S), A(S) son linealmente independientes si y solo si SNS = A.

(3) S es disipativa (maximal) si y solo si 24(S) es disipativa (maximal).

(4) S es simétrica (autoadjunta) si y solo si 2A(S) es simétrica (autoadjunta).

Por dltimo manejamos un poco de la teoria de funciones de Weyl para relaciones
lineales, en donde un resultado primordial fue el Teorema 5.54, el cual presenta que
para un triplete (K,To,I'1), si A9 =A"1({0}D K), entonces (¢) :=

cumple las siguientes propiedades:

(1) v(C)" =T15R4,(C). (3) 7(¢) y 7(¢)* son analiticas.
(2) 7)) =) == ORagm¥(Q).  (4) F£7(¢) = Rag(O(Q)-

-1
(Po\dom NC(A*))

Otro resultado sobresaliente fue el Teorema 5.56, el cual exhibe que, para ¢ € C\R, la
funcién de Weyl M (¢) := A(N¢(A*)) satisface lo siguiente:

(1) MO0} cary = Dhlaom w4 deMO =70 "(0).
(2) M(Q)"=M(C) y M(¢) € BK). (5) M(n)=M(Q) = (n =)y ¥(Q)-

(3) M(¢) =T157(C) y es analitica. (6) (Im ¢)Im M(¢) > 0.

Con este resultado concluimos que la funciéon de Weyl es una funciéon Herglotz.



CAPITULO 6

APLICACIONES

6.1

El operador de multiplicacion en espacios de de
Branges

En esta secciéon trabajamos con el operador de multiplicaciéon por la variable indepen-
diente en un espacio de de Branges (escribimos espacio dB) y mostramos con la teoria de
relaciones lineales, una estructura diferente a (5.18) de todas sus extensiones disipativas
maximales. Esta nueva estructura nos permite presentar una caracterizacion de los
espectros de dichas extensiones. Aunque el operador de multiplicacion es en efecto un
operador, no necesariamente tiene dominio denso en el espacio y el trabajar con la
teoria de relaciones lineales nos permite incluir el caso no densamente definido.

Hay dos maneras esenciales de definir un espacio dB [21, Cap. 2]. La siguiente es
axiomatica:

Definicién 6.1. Decimos que un espacio de Hilbert no trivial B de funciones enteras es
un espacio dB, si para cada funcion f en B lo siguiente se cumple:

(A1) Para cada w € C\R, el funcional lineal f(-) — f(w) es continuo;

(A2) Para cada cero no real w de f, la funcién f(z)(z —w)(z —w)~! pertenece a By
tiene la misma norma que f;

(A3) La funcién f #(z) = f(Z) pertenece también a B y tiene la misma norma que f.
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De la identidad de polarizacién y de (A3) tenemos que para cada f,g € B,

3
(F