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Capitulo 1

Introduccion.

La presente tesis se basa en el articulo On the Galois theory of Grothendieck, el cual
presenta una generalizacién categorica desarrollada por Grothendieck de la famosa teoria de
Galois en campos y la demostracién de un teorema analogo al teorema fundamental de la
teoria de Galois pero en términos mucho méas generales. El objetivo de esta tesis es demostrar
el teorema ya mencionado. A lo largo de este trabajo se muestra un panorama muy general
de esta teoria, la cual se desarrolla desde conceptos muy simples para que cualquier alumno
de licenciatura en Matematicas le pueda dar un buen seguimiento. Empezamos el segundo
capitulo dando las definiciones y resultados basicos de la teoria de categorias, acciones de
grupos y el grupo fundamental de un espacio topoldgico. Posteriormente en los capitulos
3 y 4 se procede a construir dos de los ejemplos mas conocidos de la teoria de Galois, los
cuales son la teoria de Galois en campos y el otro, un poco menos conocido, es el de la
teoria de Galois en espacios cubrientes. Finalmente ya familiarizados con el comportamiento
comun de estas teorias se desarrolla la teoria de Galois de Grothendieck, de la cual las dos
anteriores son casos particulares. Para desarrollar esta teoria se comienza en el capitulo 5
analizando el caso en que tengamos una categoria C' junto con un objeto A € C' y el funtor
representable [A4, —]g : C — tCon® donde G = Aut(A)? de manera que satisfagan ciertos
axiomas (caso representable), bajo estos axiomas, aseguramos la existencia de un funtor
adjunto A x¢ — : tCon® — C. En el capitulo 6 se crece en nivel partiendo de una categoria
C junto con un funtor F' : C' — Con no necesariamente representable, pero si una versién
mas general que denominamos pro-representable e incluimos la nocién de grupo profinito. En
esta categoria encontramos una clase de objetos muy especiales que denominamos objetos
Galois, los cuales nos permitirdn ver a nuestra categoria C' como cierto colimite filtrante
de categorias que cumplen el caso representable y gracias a esto probamos que F' es una
equivalencia de categorfas entre C' y ctCon® donde G = Aut(P)® y P es el pro-objeto
asociado a F'. Por ultimo se desarrolla el caso en que nuestra categoria satisfaga los tan
esperados axiomas de Grothendieck, de donde se probara que la subcategoria plena de los
objetos conexos satisface el caso conexo, dando las condiciones para la existencia de un funtor
adjunto, esta vez de la categoria cCon® (acciones continuas de G) en C. Esta adjuncién
establece una equivalencia de categorias y la otra parte del teorema nos dice que si nos
restringimos a los objetos conexos de C', entonces tendremos una equivalencia de categorias
entre esta subcategorfa plena y ctCon® que denota todas las acciones continuas y transitivas
de G en Con.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Teoria de categorias.

2.1.1. Categorias, Funtores y Transformaciones naturales.

Iniciaremos dando las definiciones bésicas de los principales objetos de estudio en la teoria
de categorias, que son los de categoria, funtor y transformacién natural. Los resultados fueron,
en su mayoria, sacados de [3] y [5]. Por otro lado, el tema de categorias filtrantes fue sacado
de [2] y el tema de categorias extensivas de [9].

Definicién 2.1.1. Una categoria C, consiste de:

1) Una clase denotada Ob(C), cuyos elementos se llaman objetos.

2) Para cualesquiera par de objetos A, B € Ob(C), un conjunto denotado Hom¢c (A, B)
cuyos elementos se llaman flechas o morfismos, en este caso, dada f € Homg(A, B) diremos
que el dominio de f es A, el cual denotamos dom(f) y el codominio de f es B, el cual
denotamos cod(f). A la clase Homc(A, B) la podemos denotar simplemente C(A, B) o si es
claro sobre que categoria se estd trabajando, la denotaremos simplemente [A, B].

3) Para cada tres objetos A, B,C € Ob(C), tenemos una funcién

o: Homg(A, B) x Home(B,C) — Home (A, C)

llamada composicién (para cada par de flechas f € Homg(A, B)y g € Homc(B, C) usaremos
la notacién go f = o(f, g)), que ademdas cumple los siguientes axiomas.

a) Dados A, B,C, D € Ob(C), f € Homc(A, B), g€ Homg(B,C) y h € Homc(C, D), se
cumple que (hog)o f=ho(go f).

b) VA € Ob(C) existe una flecha distinguida, id4 € Homc(A, A), tal que si B € Ob(C),
feHomc(A,B)y ge Home(B, A), se sigue que foidy = fyidaog=g.

Si Ob(C) es un conjunto, diremos que C' es una categoria pequena.

Ejemplo 2.1.2. 1) Con es la categoria cuyos objetos son conjuntos y las flechas son fun-
ciones entre conjuntos.

2) Top es la categoria cuyos objetos son espacios topolédgicos y las flechas son funciones
continuas.

3) Grp es la categoria cuyos objetos son grupos y las flechas son morfismos de grupos.

3
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4) R-Mod es la categoria cuyos objetos son R-modulos y las flechas son morfismos de
R-modulos.

5) Par serd la categoria con dos objetos junto con dos flechas paralelas ademds de las
identidades.

P

Q
_—
6) Pt es la categoria con un solo objeto y la tinica flecha es la identidad.
7) Sea X una clase. Podemos construir la categoria cuyos objetos son los elementos de
X y cuyas tunicas flechas son las identidades. A una categoria de este estilo le llamaremos
categoria discreta.

Definicién 2.1.3. Sea C una categoria. Definimos la categoria opuesta de C, que denota-
remos por C° cuyos objetos seran los mismos objetos de C, tales que para cada par de
objetos A, B € Ob(C?), Homgeor(A, B) = Home (B, A) y cuya composicién f o g serd la
flecha go f en C.

Definicién 2.1.4. Sean C una categoria, A, B e C'y f € Homc(A, B). Diremos que:

1) f es un monomorfismo (mono) si VC' € C y Vg,h € Homc(C,A) se cumple que
(fog=foh=g—h).

2) f es un epimorfismo (epi) si f es un monomorfismo en C'?.

3) f es una seccién si existe g € Home (B, A) tal que go f =id4 (i.e. f es invertible a la
izquierda).

4) f es una retraccién si existe g € Homg (B, A) tal que fog = idg (i.e. f es invertible
a la derecha).

5) f es un isomorfismo (iso) si existe g € Homg (B, A) tal que fog=1idgy go f =ida.

Diremos que dos objetos son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos.

Definicién 2.1.5. Sean C una categoria y A € C. Diremos que:
1) A es un objeto inicial si VB € C' existe una tnica flecha f € Homec(A, B).
2) A es objeto final si es inicial en C?.
3) A es objeto cero si es inicial y final.

Observacién 2.1.6. Dada una categoria C"
1) Dos objetos iniciales son isomorfos.
2) Dos objetos finales son isomorfos.
3) Dos objetos cero son isomorfos.

Si en nuestra categoria C' existe un objeto cero, éste sera tinico salvo isomorfismos, po-
demos entonces darle una notacion sin que haya ambigiiedad. Denotaremos al objeto cero
como 0.

Definicién 2.1.7. Sean C una categoria con objeto 0 y A € C. A la tnica flecha que existe
de A en 0 la llamaremos flecha cero y se denotard 0 : A — 0, de igual forma la tnica flecha
que existe de 0 en A se llamara flecha cero y se denotarda 0 : 0 — A. Dados dos objetos
A, B € C, definimos la flecha cero de Aen Bcomo0: A— B=(0:0— B)o(0: A—0).
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Definicién 2.1.8. Sean B y C dos categorias. Diremos que B es subcategoria de C, lo cual
denotaremos B < C, si Ob(B) < Ob(C) y para cada par de objetos A, B € Ob(B) se cumple
que Homp(A, B) € Homg (A, B), ademds de que se respeta la misma composicién de C' en
B y para cada A€ B, idys € Homp(A, A).

Definicién 2.1.9. Sea {A;};c; una coleccién de categorias. Definimos la categoria producto
de esta coleccién, que denotaremos [ [, ; A;, de forma que sus objetos son los elementos de
[ I,c; Ob(A) vy, para dos objetos (A;), (B;) € [ .c; As

HOml—[id Az((Az)7 (Bz)) = 1_[ HomAi (Al, Bl)

el
y su composicion serd entrada a entrada.
En el caso de dos categorias A y B, su producto se denotard A x B.

Definicién 2.1.10. Sean C' y D dos categorias. Un funtor covariante F' : C' — D consiste
de una funcional F' : Ob(C) — Ob(D) vy, para cada par de objetos A, B € Ob(C), una
funcién F': Homeg(A, B) — Homp(F(A), F(B)), tales que F(ida) = idpay y si C € Ob(C),
fe Home(A, B), ge Home(B,C), entonces F(go f) = F(g) o F(f).

Diremos que un funtor F': C°? — D es un funtor contravariante de C en D.

También podemos componer funtores de manera natural y en la composicién de funtores
también se usard la notacion F o G.

Notemos que para cada categoria C|, existe un funtor distinguido que es la identidad en
C, denotado id¢e : C — C|, tal que tanto en objetos como en flechas las respectivas funcio-
nales o funciones son las identidades.

Ejemplo 2.1.11. Otro ejemplo de funtor que serda muy frecuente en los posteriores temas es el
funtor Homeg (A, —) : C — Con, tal que para cada B € C, Hom¢(A, —)(B) = Homc (A, B)
y para cada flecha f: B — C € C, Hom¢c(A, f) : Homc(A, B) — Home(A, C) estd dado
por Homc (A, f)(g) = fog.

Para simplificar la notacién, a Homg(A, f) lo denotaremos por f, y, cuando no haya
duda sobre la categoria en la que se esté trabajando, al funtor Homec(A, —) lo denotaremos
por [A, —].

Por otra parte, también tenemos el funtor Homg(—, A) : C — Con, el cual se define
de forma similar y que es un funtor contravariante, a Home(f, A) lo denotaremos f*. No-
temos que si pensamos a este funtor como Home(—, A) : C°P — Con, se vuelve un funtor
covariante, el cual denotaremos h4, de manera que ha(B) = C(B, A).

Con todo lo visto, es natural considerar la categoria cuyos objetos son categorias pe-
quenas y cuyas flechas son funtores (esto para tener control sobre el tamanio de los conjuntos
Hom(A, B)). A esta categoria la denotamos Cat.

Definicién 2.1.12. Sean B, C dos categorias y F': B — C un funtor. Diremos que:
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1) F es fiel si para cualesquiera dos objetos A, B € B se tiene que F' : Hompg(A, B) —
Homc(F(A), F(B)) es inyectiva.

2) F es pleno si para cualesquiera dos objetos A, B € B se tiene que F : Hompg(A, B) —
Home(F(A), F(B)) es suprayectiva.

3) Diremos que F' es un encaje si es inyectivo en objetos, fiel y pleno.

Definicién 2.1.13. Sean C, D dos categorias y F,G : C' — D dos funtores covariantes. Una
transformacion natural de F'en G, : F' — G, consiste de una familia de flechas {14} aconc)
donde cada (n4 : F(A) — G(A)) € Homp(F(A),G(A)) ysi (f : A — B) € C, entonces el

siguiente diagrama conmuta:

F(A)
F(f)l a(f)

F(B) =5+ G(B)

nB

Diremos que n es un isomorfismo natural si cada 74 es un isomorfismo.

También, en caso de tener dos transformaciones naturales 7 : ¥ - Gy n: G — H,
podemos considerar la nueva transformaciéon natural composicién, no 7 : F — H, tal que

(not)a= (naorTa)

Notemos que para cada funtor F' : C' — D), existe una transformacién natural distinguida
que es la identidad idp : F' — F, donde (idp)a = idpay VA € Ob(C).

Otro punto a notar es que en el caso de isomorfismos naturales, es lo mismo pedir que
n : F — G sea isomorfismo natural a que exista una transformacién natural 7 : G — F', tal
que noT =1dgy Ton=1idp.

Definicién 2.1.14. Sean C, D dos categorias y F,G : C — D dos funtores covariantes.
Diremos que F'y G son isomorfos, lo cual denotaremos por F' =~ (G, si existe un isomorfismo
natural entre ellos.

Asi, si tenemos dos categorias C'y D con C pequena, podemos considerar la categoria
cuyos objetos son funtores de C' en D y cuyas flechas son las transformaciones naturales. A
esta categorfa se le denotarg DC.

Ahora veremos algunas relaciones importantes entre categorias, como lo son la relacion
de “ser equivalente a” o “ser isomorfa a”.

Definicién 2.1.15. Sean B y C dos categorias. Diremos que B es isomorfa a C, lo cual
denotaremos por B =~ C, si existen funtores F': B - C y G : C — B, tales que F oG = id¢
y G o F' =idpg, en este caso, F' es un isomorfismo entre B y C.
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Definicién 2.1.16. Sean B y C' dos categorias. Diremos que B es equivalente a C| lo cual
denotaremos por B = C, si existen funtores ' : B - C y G : C — B, tales que F'oG =~ id¢
y G o F =~ idg. En este caso diremos que F' es una equivalencia de categorias entre B 'y C'.

Ejemplo 2.1.17. Consideremos la subcategoria plena de Con , Con,,, que consiste de todos
los conjuntos de tamano n, tomemos a A un conjunto de tamano n distinguido y llamemos
A a la subcategoria plena de C'on cuyo tnico objeto es A. Es fécil ver que la inclusiéon de A
en Con, resulta ser una equivalencia de categorfas (usando axioma de eleccién en clases),
sin embargo no es un isomorfismo de categorias.

Con la siguiente proposicion vemos cuales son los requerimientos necesarios y suficientes
para que un funtor F' sea una equivalencia de categorias.

Proposicién 2.1.18. Sean B, C dos categorias y F' : B — C' un funtor. F' es una equi-
valencia de categorias si y solo si F' es un funtor fiel, pleno y esencialmente suprayectivo en
objetos (i.e, YC € C eziste B € B tal que F(B) = C.).

Demostracién. =| Sea G : C — B tal que F' o G = id¢c por medio de una transformacién
7y GoF ~idg por medio de una transformacién n. Sean A, B€ By f,g € Homp(A, B)
tales que F'(f) = F(g), entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

GF(A) - A
GF(f) f
GF(B) T B

entonces f = npoGF(f)on,' = npoGF(g)on,* = g, por lo tanto F es fiel y analogamente
G también es fiel.

Por otro lado, tenemos que dado h € Homeg(F(A), F(B)), si ponemos f = ngoG(h)on,’,
se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

GF(A) X2 — A GF(A) 22— A
G(h) !
GF( — B B—> B

Por la fidelidad de G se tiene que h = F(f), por lo tanto F' es pleno. Por otra parte es claro
que es esencialmente suprayectivo en objetos, pues dado C' € C, FG(C') = C por medio de 7¢.

<] Supongamos que F es fiel, pleno y esencialmente suprayectivo en objetos. Construimos
un funtor G : C — B (usando el axioma de eleccién en clases) de la siguiente forma: como
F' es esencialmente suprayectivo en objetos, para cada C' € C elegimos G(C) € B junto con
un isomorfismo 7¢ : F(G(C)) — C'y, dado h € Homc(C,C"), G(h) es el inico morfismo de
G(C) en G(C") tal que bajo F da (7¢/)™! o h o 7¢. Veamos que G es un funtor, si tenemos
flechas h : C7 — Cs, 9 : Cy — C3 € C, se dan las siguiente igualdades:

F<G(g)) © F(G(h)> = (7_03)_1 ©goTc, © (7_02)—1 oho TC, = (TC3)_1 © (g © h) °TC
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por lo tanto G(g)oG(h) = G(goh) y claramente G respeta identidades. Veamos que GF = idpg
y FG =~ idc. Por construccién, para cada par de objetos C,C” € C tenemos el diagrama
conmutativo:

FG(C)X—C

FG(h)l h

/
Entonces 7 = (7¢)cec resulta ser una transformacién natural y hace a F'G isomorfo a idc.
Por otro lado, dado A € B, definimos 74 como la tinica flecha de GF'(A) en A que bajo F va a
dar a 7p(4). Con esta informacién y usando la fidelidad de F’ es claro que para f : A — B € B,
el siguiente diagrama conmuta:

GF(A) 2 — A

GF(f)l !

Por la fidelidad plena de F', cada n4 es isomorfismo y por lo tanto la transformaciéon natural
n = (na)aep hace a GF isomorfo a idg. Por lo tanto F' es una equivalencia de categorias.
O

2.1.2. Lema de Yoneda.

n 16n una maner ver a un ri mo cier u ria en
En esta seccidén se da una manera de ver a una categoria C como cierta subcategoria e
Con®” | lo cual resulta muy 1til en ocasiones al estudiar la categoria de pregavillas Con®“”.

Definicién 2.1.19. Sea C' una categoria, el funtor h_y: C' — Con®’?, definido en objetos
como h(_y(C) = h¢ (este funtor se vio en el ejemplo 2.1.11) y en flechas g : C — C’, como
h(-y(g) = hg : he — her cuyas componentes son la composicién con g a la izquierda, se llama
funtor de Yoneda y también suele denotarse por Y.

Lema 2.1.20. FEl funtor de Yoneda es un encaje.

Demostracién. Es facil ver que Y es inyectivo en objetos, pues para cada objeto C, he(C)
es el unico valor de hg que tiene a idg, por otro lado, que sea fiel y pleno se sigue de la
siguiente proposicion. O

Proposicién 2.1.21. (Lema de Yoneda) Para cada objeto F' € Con®" y cada objeto C € C,
hay una biyeccion for : Con®” (hg, F) — F(C). Mds ain, esta biyeccion es natural en C
y I en el siguiente sentido: dadas (g: C" — C)e C y (u: F — F') e Con®", el siguiente
diagrama conmuta:
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fo,r

Con®” (hg, F)——— F(C)
ConC°? (hg,u)l ‘MC/F(Q)F'(Q)MC

Con®” (hei, F') —— F'(C")

fC’,F’

Demostracién. Sea C' € C. Para cada C' € C' y f € ho(C') = C(C’,C) se tiene que
f =1ido(f) = he(f)(ide). Si k : he — F es una transformacién natural, entonces ke (f) =
ke (he(f)(ide)) debe ser igual a F(f)(keo(ide)), de esta manera, k estd completamente de-
terminada por k¢ (ide) € F(C) y reciprocamente, cada elemento a de F(C') determina una
transformacion natural a : h¢ — F, donde ac/(f) = F(f)(a).

Dadas (g : " - C) e Cy (u: F — F') € Con®”, la funciéon Con®”" (h,, u) envia
la transformacién natural x : he — F a la transformaciéon natural A : her — F’, donde
Aor @ he(C") — F'(C") esta definida como Agr(h @ C" — C') = pcn(ken(gh)), veamos la
naturalidad requerida:

form(N) = Aer(ider) = per(ker(9)) = per(F(g) (ke (ide)) = perF(g)(fo,r(k))

2.1.3. Bifuntores.

Dedicamos este capitulo a dar una caracterizacién de un tipo muy particular de funtores,
los cuales nos seran de gran utilidad para el tema de adjunciones.

Definicién 2.1.22. Sean A, B, C categorias y F': A x B — C un funtor, llamaremos a F
bifuntor.

Observacion 2.1.23. Dado F': A x B — C un bifuntor, todo objeto A € A define un funtor
F(A,—): B - C, mediante F'(A,—)(B) = F(A, B) en objetos y F(A,—)(g) = (ida,g) en
flechas, andlogamente todo objeto B € B define un funtor F(—,B): A — C.

Lema 2.1.24. Sean A, B, C categorias, F, : Ob(A) x Ob(B) — Ob(C) una funcional y para
cada par de objetos (A, B),(A’, B') € A x B, una funcion

F(A,B)(A’,B’) . HOmAXB((A, B), (A,, B,)) — Homc(Fo(A, B), FO(A/, B/>>
entonces I, y Fia pyar,py determinan un funtor F': A x B — C' si y solo si:
1) F es funtorial en cada variable, ie. en F(A,—) y F(—, B).

2) Para cada par de flechas (f : A — A)e A y(g: B — B') e B, el siguiente diagrama

conmuta:
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F(A, B) 249, pa, By

F s
F(ﬁB)l (1.9) lF(ﬂB’)

F(A', B) 5= F(A', B)

F(A'g
Demostracién. =| Se sigue de forma inmediata.

<] Dado (A, B) € Ax B, F(idap)) = F(ida,idp) = F(ida, B) = idpa,p) pues F(—, B)

es un funtor. Consideremos

(A, B) Y94, By 4" B A x B

Del segundo inciso obtenemos los siguientes dos diagramas conmutativos:

F(A, B)

F ’
F(J.B) (f.9)

F(A, B) 29 par, By

F I7 /
F(f',B) F(f',B) (79

F(A”, B) F(A",g) F(A”, B/) F(A”,g')F(A//’ B//)

F(A, B) 22 oA, By

F(f'of,g'o
F(f’Of,B)l (St g)‘F(f/of,B”)
F(A", By —— F(A", B")

Del primer diagrama obtenemos:
F(A". g 0og)o F(f'of,B)=F(A"g)o F(A" g) o F(f',B)o F(f,B) =

F(f'.9') o F(f,9)

luego por el segundo diagrama obtenemos:

F(A". g'og)o F(f'o f,B) = F(f'o f.g'og)

por lo tanto F' es funtor. O
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2.1.4. Adjunciones.

Definicién 2.1.25. Sean C, D categorias y F, G funtores como en el diagrama:

Diremos que F' es adjunto izquierdo de G o que G es adjunto derecho de F', si existe un
isomorfismo natural 7 como en el diagrama:

Homg (—,G(-))

/_\
CPxD =|7 Con
\_/
Homp (F(—),—)
En este caso, diremos que (F,G) es un par adjunto.

Por el lema 2.1.24 las asignaciones Homg(—,G(—)) y Homp(F(—), —) definidas de for-
ma natural son funtores. Para probar la existencia de tal isomorfismo natural basta probar
la existencia de biyecciones 74 5 : Homgc(A,G(B)) — Homp(F(A), B) para cada par de
objetos A, B € C, de manera que sean naturales en cada variable, pues si tenemos flechas
f:A—> A €eCyg:B— B €D tendremos los cuadrados conmutativos:

Home (A, G(B)) 222 Homp(F(A), B)

G(9)x g

f* F(f)*

Home (A, G(B')) 25 Homp(F(A'), B)
obteniendo finalmente el cuadrado conmutativo deseado para la naturalidad de 7.

El siguiente teorema es una importante caracterizacion de adjunciones.
Teorema 2.1.26. Bajo la misma notacion de la definicion anterior, son equivalentes:
1) (F,G) es un par adjunto.

2) Existen transformaciones naturales € : FG — idp y n : ide — GF, tales que los
siguientes diagramas (llamados identidades triangulares) conmutan:

Fn nG
F—— FGF G—GFG
idp eF i Ge

F G
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Demostracién. 1) = 2) Sea 7 : Homg(—,G(—)) — Homp(F(—),—) un isomorfismo na-
tural y sea D € D.

Entonces 7¢(py,p : Homec(G(D),G(D)) — Homp(F(G(D)),D); definimos ep como
Te(p),p(idg(py). Veamos que e define una transformacion natural, es decir, que el siguien-
te diagrama conmuta:

D FG(D)—2-D
g FG(g)l
D’ FGD') —~ D/

La naturalidad del isomorfismo 7¢(p),— : Home(G(D), G(—)) — Homp(F(G(D)), —) nos da
la conmutatividad del siguiente diagrama:

D Home(G(D),G(D)) 225 Homp(F(G(D
g G(g)*k
D’ HomC(G(D),G(D’))TG( —— Homp(F(G(D

Evaluando en idg(p) la conmutatividad del diagrama nos da

Ta),0(G(9)) = 97a(p).p(idc(D))

La naturalidad del isomorfismo 74—y p : Home(G(—),G(D')) — Homp(F(G(-)), D’) nos
da la conmutatividad del siguiente diagrama:

G(D ), D’

G(D)  Home(G(D'), G(D)) 22 Homp(F(G(D')), D)

G(g)l G(g)*‘ lFG(g)*

G(D')  Home(G(D),G(D')) —— Homp(F(G(D)), D)

TG DD/

Evaluando en idg(pr), la conmutatividad del diagrama nos da

Ta),0(G(9)) = Taw),p (idapy) F'G(g)

Combinando ambas igualdades obtenemos

Ta(o),0 (1dan) FG(9) = 97ap).p(ida(p))
i.e. la conmutatividad del primer diagrama.
Sea C € C'y consideremos TC’},(C) : Homp(F(C), F(C)) - Home(C,GF(C)); definimos n¢
como T, }(C) (idpc)). La demostracién de que n es natural es andloga a la demostracién de

que € lo es.
Verifiquemos la primer identidad triangular, pues la segunda es de forma analoga.
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Sea C € C, queremos verificar que epc) o Fne = idp(cy, i.e.

Terc)ro(idarc)) o F(T, c_}(C) (idpc)) = idrc)

Pero esa igualdad sale directo de la conmutatividad del siguiente diagrama evaluando en

idar(c)
C  Homc(GF(C),GF(CYf S Homp(FGF(C)), F(C))

Tc,lF(c)(idF(@)‘ TC,IF(C)(idF(C))*l F(Tc,lF(C)(idF(cm*‘

GF(C)  Home(C,GF(C)) Homp(F(C), F(C))

TC,F(C)

2) = 1) Definamos una transformacién natural 7 : Home(—, G(—)) — Homp(F(—), —).
Dada g : A — G(B), definimos 74 5(q) como eg o F'(q). Verifiquemos que es una transfor-
macién natural, i.e. que el siguiente diagrama conmuta:

TA1,By

AQ Bl HomC(Al,G(Bl))—>HomD(F(A1),Bl)

f‘ 9‘ f*oG(g)*‘ ‘F(f)*og*

Ay By Homg (A2, G(B2)) ——— Homp(F(A,), Bs)
Sea h : A — G(By). Entonces recorriendo el diagrama en sentido antihorario se tiene:
Tans © J* 0 G(9)a(h) = Tay,(Glg) 0 ho ) = es, 0 F(Glg) o ho f) =
s, 0 FG(g) 0 F(h) o F(f)
Recorriendo el diagrama en sentido horario se tiene:
F(f)* 0 gs07ay,p(h) = F(f)* 0 gu(ep, o F(h)) = goep, o F(h) o F(f)
La naturalidad de € nos da el siguiente diagrama conmutativo:

631

Bl FG(Bl) —>B1

‘ ()l ‘

BQ FG(BQ) —)BQ

632

De donde se deduce la conmutatividad del diagrama requerido.

Ahora definamos una transformacion natural:
v:Homp(F(=),—) — Homec(—,G(—))

Dada p : F(A) — B, definimos v4 g(p) como G(p) o na. La naturalidad de v sale de la natu-
ralidad de n andlogamente a la naturalidad de 7. Verifiquemos que v7 = idgome (- a(-))- Sea



14 CAPITULO 2. PRELIMINARES

q:A— G(B)
va,pTa5(q) = vap(ep o F(q))
= G(epo F(q)) ona
= G(ep) o GF(q) o na
= G(ep) onam)y ¢ Esto es por la naturalidad de 7.
= 1dg) © q Segunda identidad triangular.
q
Andlogamente se verifica que 7 = idp o (F(—),—)- Por lo tanto 7 es el isomorfismo natural

buscado.
O

Observacion 2.1.27. Vale la pena destacar de la prueba la manera en que se construyen €
y n a partir de una adjuncién (F,G,7):
ep = Ta),p(idp) ¥ 1o =75 pey(idr))

Observacién 2.1.28. También vale la pena destacar como se construye 7y 7! a partir de
eyn. Dadas (¢: A—>G(B))eCy(p: F(A) - B')e D:
Tas(q) =esoFlq) v 74'p(p) = G(p)ona

Definicién 2.1.29. Sea (F,G,7) una adjuncién. Las transformaciones naturales 7 y € se
llaman unidad y counidad de la adjuncién (F, G, T) respectivamente.

2.1.5. Limites y Colimites.

Definicién 2.1.30. Sean C' una categoria e I una categoria pequena. Un diagrama de tipo
I en C es un funtor D : I — C. Usaremos la notacion D; = D(I). Diremos que el diagrama
es conmutativo si para cualesquiera dos flechas con mismo dominio y mismo codominio, «
y B, se tiene que D(a) = D(f). Diremos que el diagrama es discreto si la categoria I es
discreta.

Definicién 2.1.31. Sea D : I — C un diagrama. Un cono para el diagrama D es un par
(C,(A)rer), donde C'e C y A\; : C' — Dy VI € I, tal que el siguiente diagrama conmuta para
toda flecha a: I — J de I:

Y —
Dy ) D,
Usualmente nos referiremos a un cono asi por (C,A;). El objeto C' es llamado el vértice del
Ccono.

Definicién 2.1.32. Sean (C, A7) y (C', ) dos conos para el diagrama D. Un morfismo
de conos f : (C",ur) — (C, A1) es una flecha f : C" — C que hace conmutar el siguiente
diagrama para toda [ € I:
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CI%C

Dy

Asi, dado un diagrama D, los conos sobre D junto con los morfismos de conos conforman
una categoria llamada la categoria de conos.

Definicién 2.1.33. Un limite para un diagrama D es un objeto final en la categoria de conos
sobre D.

Notemos que por la Observacion 2.1.6, dos limites para un diagrama D son isomorfos vy,
por lo tanto no hay ambigiiedad al hablar de “el limite”. Podemos escribir entonces el limite
de D, si es que existe, como (lim D, \y).

Definicién 2.1.34. Sea D : I — C un diagrama. Un cocono para el diagrama D es un par
(C,(A)rer),donde C € Cy A\;: Dy — C Y1 € I, tal que el siguiente diagrama conmuta para
toda flecha oo : I — J de I:

2Ty

Dr——Fo D

Usualmente nos referiremos a un cocono asi por (C, ;). El objeto C' es llamado el vértice
del cocono.

Definicién 2.1.35. Sean (C,A;) y (C’, ur) dos coconos para el diagrama D. Un morfismo
de coconos f : (C',ur) — (C,Ar) es una flecha f : C" — C que hace conmutar el siguiente
diagrama para toda [ € I:

C/%C

PN

Dy

Asi, dado un diagrama D, los coconos sobre D junto con los morfismos de coconos con-
forman una categoria llamada la categoria de coconos.

Definicién 2.1.36. Un colimite para un diagrama D es un objeto inicial en la categoria de
coconos sobre D.

Notemos que por la Observacién 2.1.6, dos colimites para un diagrama D son isomorfos
y por lo tanto no hay ambigiiedad al hablar de “el colimite”. Podemos escribir entonces el
colimite de D, si es que existe, como (lim D, \;).
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2.1.6. Ejemplos de limites y colimites.

En esta seccion veremos como las definiciones de limite y colimite nos permiten ver de
una forma mas elegante cierta clase de objetos muy utilizados. También daremos una carac-
terizacion de cualquier limite usando limites muy concretos.

Definicién 2.1.37. Sean C una categoria y {A;} ey una coleccién de objetos en C. Diremos
que un objeto P junto con una familia de flechas {p; : P — A;} es un producto de esta
coleccién de objetos si es un limite para el diagrama discreto formado por esta coleccién. A
P se le suele denotar | [;.; Ar y a las flechas p; se les suele llamar proyecciones.

Asi mismo, diremos que un objeto C' junto con una familia de flechas {i; : Ay — C} es un
coproducto o suma de esta coleccion de objetos si es un colimite para el diagrama discreto
formado por esta coleccion. A C se le suele denotar [ [,.; Ar 0 X ;.; Ar y a las flechas i se
les suele llamar coproyecciones o inclusiones.

Definicién 2.1.38. Sean C una categoriay (f : A — C), (g : B — C) € C dos flechas. Un
producto fibrado para estas flechas es un limite para el siguiente diagrama:

B
‘g
C

Definicién 2.1.39. Sean C una categoria y (f : A — B),(g : A — C) € C dos flechas.
Una suma cofibrada o suma amalgamada para estas flechas es un colimite para el siguiente
diagrama:

A7

y se suele denotar A x¢ B.

|

@
(—

Q

y se suele denotar A +¢ B.

Definicién 2.1.40. Sean C una categoriay (f : A — B),(g : A — B) € C dos flechas. Un
igualador para f y g es un limite para el diagrama:

Asi mismo, un coigualador para f y ¢ es un colimite para el mismo diagrama.
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Definicién 2.1.41. Sean C' una categoria con objeto ceroy (f : A — B) € C. Diremos que
una flecha (i : K — A) € C es un nicleo para f si es un igualador para el diagrama:

Asi mismo, diremos que (p: B — C') € C es un conticleo para f si es un coigualador para el
mismo diagrama.

Ahora veremos que en una categoria basta que existan ciertos limites para que tenga
todos los limites.

Teorema 2.1.42. Sea C' una categoria. C tiene todos los limites si y solo si C tiene todos
los productos e igualadores.

Demostracion. La ida es trivial, asi que probaremos el regreso. Consideremos un diagrama
D : I — C, como tenemos todos los productos e igualadores, tenemos el siguiente diagrama
para cada flecha v en I:

D(cod(v)) D(I)

Pcod(v) wr
!
Hu:J—»KD(K> = HﬂD(COd(U)) H[ D(I)&—4d

g

Ty Pdom(v)

D(cod(v)) N (dom(v))

donde f es la tnica flecha que hace conmutar el tridangulo superior izquierdo para toda v, g
es la unica flecha que hace conmutar el cuadro de abajo para toda v, e es un igualador de f
v g,y pur = pr o e. De este diagrama podemos deducir lo siguiente:

Heod(v) = Peod(v) © € = Ty © f cCeE=Ty,0g0€= D(U) © Pdom(v) © € = D(U) © Udom(v)

como v es arbitraria (d, ur) resulta ser un cono para D. Si nos tomamos (d’, ) otro cono de
. 7. VA /] : /

D, existe un tnico morfismo €' : d" — [[,.; D(I) que factoriza a cada ) por p;. De nuestro

diagrama obtenemos:

Ty O f o 6, = pcod(v) O 6/ = :U’/cod(v) = D(’U) © Iuiiom(v) = D('U) Opdom(v) O 6/ =Ty ©0go 6/

por la propiedad del producto se sigue que foe’ = goe’ y por lo tanto (d, p7) es limite para
D. O

Proposicién 2.1.43. Sea C una categoria con productos fibrados y objeto final 1, entonces
C tiene limites finitos.

Demostracién. Véase [5], pagina 20. ]
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Por ultimo, consideramos una caracterizacion para limites en la categoria C'on y una
propiedad para el funtor Hom(—, —) : C” x C — Con.

Proposicion 2.1.44. Sea D : I — Con un diagrama con I pequena, entonces:

lim D(1) = {(aI)I e[ [DD|Y(u: T~ J)eI Flu)as) = aJ}

Iel

gunto con las proyecciones naturales.

Proposicién 2.1.45. El funtor Hom(—, —) preserva limites en cada variable, i.e.:

1) Para A € C y para un diagrama D en C':

Hom(A,lim D) =~ lim Hom(A, D(I))
2) Para A € C y para un diagrama D en C':

«—

Hom(lim D, A) = lim Hom(D(I), A)

Demostracién. Solo se probard el inciso 1), y el inciso 2) sera anédlogo al 1) notando que los
limites en C? son los colimites en C'. Basta notar que por la propiedad universal del limite,
se tiene una biyeccién entre Hom(A,lim D) y los conos sobre el diagrama D con vértice A.

Por la proposicién anterior, esto no es mas que lim Hom(A, D(I)). ]

2.1.7. Funtores finales.

Definicién 2.1.46. Decimos que una categoria no vacia I es conexa si dados objetos [
y J, ellos pueden ser conectados por una sucesion finita de flechas sin restriccion sobre la
orientacién de las flechas.

[— X+ Xg— X, —J

Definicién 2.1.47. Sean I, J, K categoriasy F': I — J, G : K — J funtores. Definimos
la categoria coma de F'y G, la cual denotamos (F' | G), como la categoria cuyos objetos
son flechas f : F(I) - G(K) € J con I € I y K € K vy, para cada par de objetos
f:F(I) - GK),g: FI') - GK') € (F | G), los morfismos de f : F(I) - G(K)
en g : F(I') - G(K') son parejas (h,k) talesque h : I - I'e I, k: K - K' € K y el
siguiente diagrama conmuta:
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Definicién 2.1.48. Sea I una categoria e I € I. Definimos la categoria I/l como la categoria
coma (idy | Ay), donde Ay : Pt — I es el funtor que manda al inico objeto de Pt (véase el
ejemplo 5.1.7.) en I, en términos coloquiales, I/ es la categoria de flechas hacia I.
También definimos la categoria I/I como la categoria coma (A; | idy).

Si tenemos un funtor L : J — I e [ € I y no hay confusién, denotaremos por I/J a la
categoria coma (A; | L) y denotaremos por J/I a la categoria coma (L | Aj).

Definicién 2.1.49. i) Un funtor L : J — I es final si para cada I € I la categoria I/J es
conexa.

ii) Un funtor L : J — I es cofinal si el funtor L : J% — I es final, es decir, para cada
I € I la categoria J/I es conexa.

También diremos que J es (co)final a I por el funtor L o simplemente que J es (co)final
al.

Teorema 2.1.50. Si L :J — I es final y F : I — C es un funtor, entonces lim F' L existe

—J
si y solo si im I’ existe. Ademds, en caso de existir tales colimites, el morfismo inducido
-1
h:lim F'L — lim F' resulta ser un isomorfismo.
—7J -7

Demostracién. =] Consideremos el cocono (X = lim FL,pu; : FL(J) — X) dado por
—J

la hipétesis. Para cada [ € I, definimos la flecha 77 : F(I) — X, eligiendo una flecha
u: I — L(J) para alguna J y tomando 7; = uy o F'(u). Como la categoria I/J es no vacia,
tal J y tal u existen y como es conexa, 77 no depende de la eleccién de u. Esto se puede
visualizar en el siguiente diagrama conmutativo para el caso en el que la conexién es casi
inmediata:

Maés ain, por la misma conexidad de I/J, (X , 77) ya es un cocono para F'. Por otro lado,
si tenemos (Y, A;) otro cocono para F, (Y, Ar.s)) es un cocono para FL. Por la propiedad
universal de X existe una unica flecha f : X — Y tal que fu = AL, entonces para I € I y su
respectiva J,

forr=fouyoF(u)= Ao F(u) = A

Por lo tanto lim F' existe y h es un isomorfismo.

—I

<] Para nuestro cocono (X = limF 11 : F(I) — X) notamos que si restringimos a la

subcategoria L(J), (X, Ty : FL(J) — X)) es un cocono para F'L.Si (Y,\;: FL(J) - Y) es
otro cocono para F'L, entonces de forma andloga a la ida lo extendemos de forma tinica a un
cono para F, (Y,\;: F(I) - Y). Por la propiedad universal de X existe un tinico morfismo
f X = Y que factoriza los coconos respectivos, entonces f también factoriza los coconos
restringidos a F'(J). Es facil ver que f debe ser unica también restringida a L(J). O
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Notemos que tenemos un resultado andlogo cambiando final por cofinal y colimites por
limites.

2.1.8. Categorias filtrantes y pro-objetos.

Definicién 2.1.51. Decimos que una categoria no vacia I es seudofiltrante si satisface las
siguientes condiciones:
S1) Todo diagrama del tipo:

/ '

I
\ i

se puede completar a un diagrama no necesariamente conmutativo:
J
/ \
1 K
. ; P

S2) Dados I,J € I y flechas u : [ — Jjv: 1 — J, existen K € C y w: J — K, tales que

wu = wo.

Definicién 2.1.52. Decimos que una categoria no vacia I es filtrante si satisface las siguientes
condiciones:

F1) Dados I,J € I, existen K € I y flechas [ - K,J — K.

™~
e

I
K

J

i.e. de manera informal, dados objetos I y J, hay uno después de I y J.
F2) Dados I,J eI y flechas u: I — Jjv:1 — J, existen K e Cy w:J — K tales que
wu = wu.
I J—2— K

_
v

i.e. de manera informal, dados dos objetos I y J y dos flechas de I a J, son iguales mas lejos.
Decimos que I es cofiltrante si TP es filtrante.
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Proposicion 2.1.53. I es filtrante si y solo si I es seudofiltrante y conexa.

Demostracién. =] Si I es filtrante, entonces ya cumple S2) y es no vacia, ademds es
inmediato que F1) implica S1).

<] Solo restarfa ver que se cumple F1). Sean A, B objetos de C, como I es conexa hay
una sucesion finita de flechas:

A—Ci+Cy—---+C,—B

Podemos ir reduciendo el diagrama usando S1) repetidas veces

A

\
/\
\/\
/\/\

Obteniendo finalmente el diagrama buscado

o~
e

A
C

B
[
Observaciéon 2.1.54. Si C tiene coproductos finitos y coigualadores, entonces es filtrante.

Lema 2.1.55. Sean I una categoria pequena e Iy € I, entonces lim Homy(ly, —) = {pt}.

Demostracion. Para [ € I y para u : Iy — I basta fijarse en el siguiente diagrama conmu-
tativo:

llm Homy(Iy, —

/N

HO’ITLI Io, [0 —) HomI Io,
De aqui deducimos que la imagen de u en el colimite es la imagen de idj, en el colimite. [J

Teorema 2.1.56. Sean C una categoria filtrante y F : C — Con un funtor. F' tiene colimite
y se puede construir de la siguiente manera, im F' = | |,.o F'(A)/ ~, donde (z,A) ~ (y, B)

sty solo si existen flechas:
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tales que F(u)(z) = F(v)(y)

Demostracién. Es facil ver que si ~ es de equivalencia, entonces | |,.o F(A)/ ~ es un
colimite para F' y sin importar si C' es filtrante, ~ siempre va a satisfacer reflexividad y
simetria, para la transitividad usamos que C es filtrante. O

Lema 2.1.57. Una categoria I es filtrante si y solo si para cualquier categoria finita J vy
cualquier funtor ¢ - J — I, existe I € I tal que:

lim Homy(p(J), 1) # &

—J

Demostracién. =] Supongamos que I es filtrante y tomemos dicho funtor. Por un lado al
ser I filtrante todo diagrama finito en I tiene un cocono, esto se deduce de los siguientes dos
hechos:

1) I es no vacié y cumple F1) si y solo si para toda coleccién finita de objetos en I, hay uno
después de todos.

2) I satisface F2) si y solo si toda coleccién finita de flechas entre dos objetos son iguales
mas lejos.

Asi podemos encontrar un cocono para ¢, digamos (I,u; : ¢(J) — I), como para toda
s:J > Ked wugowp(s) = uy, entonces Hom(p(s),I)(ux) = wuy, por la definicién de
limite, el elemento (u;) ey € lim Homy(¢(J), I). Por lo tanto lim Homy(p(J), 1) # &.

<] Para ver que I es no vacio, nos tomamos el diagrama vacio.

Para ver la propiedad F1), nos tomamos la categoria Pt 1 Pt de dos objetos sin més
flechas que las identidades y definimos el funtor ¢ : Pt 1y Pt — I, donde ¢ mapea a los
puntos en A y B, automaticamente obtenemos un cono para este diagrama.

Para ver la propiedad F2), nos tomamos la categoria Par y procedemos de forma similar.
m

Teorema 2.1.58. Sea I una categoria pequena. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) I es filtrante.

b) Para cualquier categoria finita J y cualquier funtor o : I x J — Con

limlima(7, J) = limlim a(Z, J)

—1 g —J =7

por medio del morfismo candnico.
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Demostracién. a) = b) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Ifm lim F(I, J) “o 1im F(Iy, J)
—J

—I <J
QJO
" Yo/ F(To, Jo)

’U]O

lim l{m F (I, J) "0 1im F(I, Jy)
—I

~J I

donde uy,, vy, son los encajes naturales obtenidos por lim; q;,, pj, son las proyecciones
—
naturales obtenidas por lim y v;,, ¢ son morfismos inducidos. Si uno revisa con detenimiento
«—

persiguiendo elementos en el diagrama, se puede concluir facilmente que p([(z.s)s]) =
([x1y,7])s- Veamos que ¢ es una biyeccién.

¢ es inyectiva: Supongamos que ([x, s])s = ([x1,.s])s, entonces [zy, s] = [x1,.4],VJ, L€,
existen flechas o : Iy — Iy, f: Iy — I, tales que F(«,idy)(zy,.5) = F(5,ids)(zr,.5),VJ, por
lo tanto lim F(a, J)(21,,4) = U F(B, J)(#1,,s), i-e, [(#10,0)s] = [(21,.9)5]-

¢ es suprayectiva: Sea ([z;, s]); € limlim F'(/, J), sabemos entonces que para cualquier
—J I

flecha (a : Jy — Jp) € J [F(idy, ,a)(z1, )] = [21,,.5], 1o cual se traduce a que para cada
a: J; — Jy existen flechas u,, : Iy, — Iy, 04 1 1y, — I, € I tales que

F(umisz)F(idelﬂa)(folle) = F(uaaa)@:bph) = F(Uaaisz)foQ,JQ

lo importante es que igualamos la componente I en ambos elementos para la flecha «, pro-

cedemos a hacer esto para cada flecha a y en cada paso igualamos mas adelante en I con

nuestra I del paso anterior, como J es finita esto se puede hacer sin problemas. Llamemos

Iy a nuestro ultimo objeto de I y uy : I; — I a la flecha encontrada en la construccion para

cada J, entonces el elemento ((F(uy,ids)(zr,.s))s € im F(1y, J) y por construccién cumple
—J

que o([((F(ug,ids)(x1,,))s]) = ([21,,])7)-
b) = a) Sean J una categoria finita y ¢ : J — I un funtor. Por el lema 2.1.57 basta
probar que existe I € I tal que lim Homy(¢(J),I) # . Por b) sabemos que se da el siguiente
—J

isomorfismo:
lim lim Homy(¢(J),I) = limlim Homy(e(J), )

—I <J —J I

Usando el lema 2.1.55 del lado derecho, obtenemos que este lado es isomorfo a {pt}, por lo
tanto existe I € I, tal que lim Homp(o(J),I) # &. O
—J

Finalmente vemos un resultado para funtores finales, del cual sigue un resultado analogo
para funtores cofinales.

Proposicion 2.1.59. Sea L : J — I un funtor con I filtrante. Si para cada I € I, existe
Jed, tal que Homy(I,L(J)) # &, entonces L es final.
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Demostracién. Sea I € I. Como existe J € J tal que Homy(I,L(J)) # &, entonces la
categoria I/J es no vacia. Por otro lado, si tenemos J,J" € J y flechas u : I — L(J),
v:I — L(J), existen K € I y flechas uy : L(J) — K, ug : L(J') — K, luego existen K’ € I
y una flecha s : K — K’, tales que sou; ou = sowv; ov, de nuevo existen J” € J y una flecha
t: K" — L(J"), esto ya nos dice que I/J es conexa. Por lo tanto L es final. O

Dada una categoria C, ésta la podemos ver como subcategoria plena de C* = Con®””
(“pregavillas sobre C”) por el lema de Yoneda. Por lo tanto no habré confusién en escribir
A para referirnos al funtor [—, A].

Definicién 2.1.60. i) Sea C una categoria pequena. Un ind-objeto en C es un objeto A € C”"
que es isomorfo a lim o para un funtor o : I — C con I filtrante y pequena.

ii) Denotamos por Ind(C) a la subcategoria plena de C" que consiste de todos sus ind-
objetos y le llamamos la indizacién de C. Denotamos por ¢ : C — Ind(C) al funtor inducido
por h_

iii) Similarmente, un pro-objeto es un objeto B € C¥ = (Con®)°P que es isomorfo a
lim 8 para un funtor 5 : I — C con [ filtrante y pequena.

iv) Denotamos por Pro(C) a la subcategoria plena de C" que consiste de todos los
pro-objetos.

Notemos que como vemos a C incluido en (Con®)°, la motivacién para considerar ind-
objetos es la de agregar de manera libre colimites filtrantes a C. Asi mismo, la motivacion
para considerar pro-objetos es la de agregar de manera libre limites cofiltrantes a C.

2.1.9. Categorias Extensivas.

Esta seccion fue extraida principalmente de [9)].

Convencién: la palabra [finito] entre corchetes significard que la afirmacion se seguird de
dos maneras: una suponiendo finito y la otra no suponiendo finito. Cuando la palabra finito
aparezca sin corchetes tendra el significado usual.

Definicién 2.1.61. Sean C una categoria con coproductos y {X;}; una familia de objetos en
C'. Definimos el funtor + : [[C/X; — C/[ [, X;, de manera quesi (f; : A — X;) e [ [, C/X;
entonces +((f; : A; — X;);) = >, fi es la flecha inducida de manera natural como se observa
en el siguiente diagrama conmutativo:

Ai L) ]_L Az
fi ‘/Zl fi

donde a; y x; son las correspondientes coproyecciones y si (h;); : (fi)i — (9:): € [[C/Xi,
entonces +((h;);) = >; hi (se verifica facilmente que en efecto + es funtor).
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Definicién 2.1.62. Sean C una categoria con coproductos y {X;}; una familia de objetos
en C. Diremos que {X;}; satisface la propiedad extensiva si el funtor canénico:

+:]Je/xi—»c/[x (2.1)

es una equivalencia.

Definicién 2.1.63. Diremos que una categoria C' con sumas finitas es finitamente extensiva
si VX5, Xy € C, {X;, Xy} satisface la propiedad extensiva.

Proposiciéon 2.1.64. Una categoria con sumas finitas es finitamente extensiva si y solo si
tiene productos fibrados a lo largo de coproyecciones de coproductos finitos y cada diagrama

conmutativo:

ai az

A

Ay Ao

fi f Jo

Xl:p—1>X1+X2<TX2

esta comprendido de un par de diagramas de producto fibrado en C' si y solo si las flechas
superiores forman un diagrama coproducto en C.

Demostraciéon. Comenzaremos con la siguiente observacién: en el diagrama anterior el
renglon superior es un coproducto en C siy solo si el diagrama x; o f; = f < x50 f5 es un
coproducto en C/(X; + X3). Supongamos que el renglén superior es coproducto en C'y consi-
deremos una flecha h : B — X;+ X, y flechas g1 : z10f; — h, go : x50 fy > h e C/(X1+ Xs).
Por la propiedad de coproducto d!s : A — B tal que soa; = g1 y s o as = ¢go. Tenemos que
(hos)oa; = hogy = x10fi = foa; y andlogamente tenemos que (hos)oay = f o as,
pero como A es coproducto de A; y As se sigue que hos = f. Por lo tanto el diagrama
xr10 fi = f < my0 fy es un coproducto en C/(X; + X3). Por otro lado, como nuestra cate-
goria tiene todos los coproductos, por el caso anterior si x; o fj — f <« x50 fy es coproducto
y «; son las coproyecciones de A; en A; + As, existe un isomorfismo h : A; + Ay — A tal que
a; o h = ay, i.e. el renglon superior es coproducto.

Durante la prueba abreviaremos “es un par de cuadrados producto fibrado” a “es un
producto fibrado” y “es un coproducto en C/(X; + X3)” a “es un coproducto”.
=] Supongamos la propiedad extensiva para { X7, X»} y supongamos que el diagrama de arri-
ba es un coproducto al cual llamaremos D (podemos asegurar la existencia de este diagrama
para f : A — X + X, por ser + esencialmente suprayectiva en objetos). Dado un diagrama

conmutativo:

B, B1 A B2 By

Xlx—1>X1+X2TX2
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podemos formar el coproducto g;+ g, : B1+Bs — X1+ X5 en C/(X;+ X5) con coproyecciones
by y be. Entonces f; y fB2 inducen una tunica flecha (81, 52) : g1 + g2 — f. Como f = f1 + f2
por hipdtesis, tenemos por la fidelidad plena del funtor + : C/X; x C/Xy — C/(X; + X»)
que existe un tnico par de flechas «; : g; — f;, tales que (f1, 52) 0 b; = a; o ay; = [, i.e., para
cada i el siguiente diagrama conmuta (pues «; € C/X;):

B; Bi

\\Oéi

Ala—'L)A
fi f
X”L—szl + X5

y «; es unico con esta propiedad. Por lo tanto D es un producto fibrado.

Ahora veamos que si el diagrama es producto fibrado, entonces es un coproducto. Su-
pongamos que D es un producto fibrado. La suprayectividad esencial en objetos del funtor
+:C/X; xC/Xy — C/(X1+ X5) nos dice que podemos encontrar un diagrama coproducto:

! !
ay )

A, A A,

fi f f3
X1 x—1>X1 + XQ(TXQ

Este a su vez esta formado por dos cuadrados conmutativos. Como D es un producto fibrado,
existe un unico par de flechas 6; : A, — A; tales que f; 0 6; = f! (por lo tanto son flechas
0;: fl > fi e C/X;) y a; 00; = a;. Ahora consideremos el coproducto:

Al i>A41 + AQ (a—2A2
1 fitf2 fa
X1 x—1>X1 + X2 T XQ

Las flechas a; : x; o f; — f inducen una flecha (aj,as) : fi + fo — f. Como f = f] + fi, por
la fidelidad plena de + : C'/X; x C/Xy — C/(X; + X3) podemos escribir a (ay, as) de forma
tnica como ¢1 + ¢ donde ¢; : f; — f! y satisface a} o ¢; = (a1, a2) o o; = a;, si logramos ver
que 6; y ¢; son inversas habremos probado que D es un coproducto. Tenemos las siguientes
igualdades:

a; 0 0; o ¢; =a20¢i = Qi

fiobio¢i = fiodi= fi
Al ser D un producto fibrado tenemos que 6; o ¢; = id,,. Por otro lado, por definiciéon de
suma de morfismos, tenemos que:

(¢181 + ¢202) OCL; = (l; ogzﬁioQi = (al,a2) OO&Z-OQi = a; chi = (ZdA’l —l—ldA/Q) o a;
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y por lo tanto ¢16; + @205 = idAxl + id a;, que por fidelidad de + : Cx, x Cx, — Cx,+x,
implica que ¢; 0 0; = id ;.

<] Supongamos que D es producto fibrado si y solo si es un coproducto y que estos
productos fibrados existen. Probaremos la propiedad extensiva para la coleccién {X;, X,}. El
funtor + : C/B; x C/By — C/(B; + Bs) induce una funcién:

+ Hom(Al, Bl) X Hom(Ag,Bg) - HOTTl(Al + AQ,Bl + Bg)

La funcién + puede ser invertida haciendo producto fibrado a una flecha en el codominio sobre
las coproyecciones. Esto nos garantiza la fidelidad plena de + : C/X; xC/Xy — C/(X;1+X5).
Para ver la suprayectividad esencial, dada una flecha A; + Ay, — X + X5, hacemos producto
fibrado a lo largo de las coproyecciones, el resultado de esto nos dard un coproducto en la
parte superior. Esto completa la prueba. O

Asi que en esencia una categoria extensiva es una categoria donde los coproductos se
llevan bien con los productos fibrados.
También tenemos la version general de categoria extensiva.

Definicién 2.1.65. Diremos que una categoria C' con sumas es extensiva si cualquier familia
de objetos {X;}; satisface la propiedad extensiva.

Anélogamente a la proposicién anterior se da el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.66. Una categoria C' con sumas es extensiva si y solo si tiene productos
fibrados a lo largo de coproyecciones de coproductos y cada diagrama conmutativo:

|

fi

~

!

es un producto fibrado en C si y solo si A =], A;.

Ejemplo 2.1.67. Algunos ejemplos de categorias extensivas son la categoria Con y la
categoria T'op donde que los coproductos son uniones ajenas.

Definicién 2.1.68. Sea C una categoria con coproductos finitos y productos fibrados a lo
largo de coproyecciones. Decimos que los coproductos son ajenos si el producto fibrado de
las coproyecciones de una suma binaria es el objeto inicial (El cual denotaremos 0).

00— Xy

ng—2>X1 —|-X2

y las coproyecciones son monos.
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Proposicién 2.1.69. En una categoria [finitamente] extensiva los coproductos son ajenos.
Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

idA2

0 Ay Ay

as ida,
Ay —— Ay + Ay e A

Como las flechas superiores forman un coproducto, por la proposicién 2.1.64 se sigue que es
un diagrama producto fibrado. Por el cuadrado derecho se sigue que as es mono. O]

Definicién 2.1.70. Sea C una categoria con objeto inicial 0. Decimos que 0 es inicial estricto
si cualquier flecha hacia él es invertible.

Proposicién 2.1.71. Sea C una categoria [finitamente] extensiva. El objeto inicial es es-
tricto.

Demostracion. Sea 0 un objeto inicial. Consideremos una flecha f : A — 0 € C' y conside-
remos el siguiente diagrama:

ida ida

Como el diagrama es un producto fibrado, por la proposicion 2.1.64 se sigue que A = A + A.
Sea g : A — A la flecha inducida por la propiedad universal usando a las flechas ids y
(0> A)o(f:A—0),deaqui concluimos que (0 - A)o(f: A — 0) =ids y por lo tanto f
es invertible. O]

Definicién 2.1.72. Sea C una categoria con coproductos [finitos]. Decimos que C' tiene
coproductos estables bajo producto fibrado si para cualquier coproducto [ [, X; y cualquier
flecha f: A — [ [, X, existen los productos fibrados de f a lo largo de las coproyecciones y
A= ]_LA X(Uij) Xi.

Lema 2.1.73. En una categoria [finitamente] extensiva los coproductos [finitos] son estables
bajo producto fibrado.

Lema 2.1.74. En una categoria con coproductos estables bajo producto fibrado, el objeto
wmictal es estricto.

Proposicién 2.1.75. Una categoria con coproductos [finitos] y productos fibrados a lo largo
de coproyecciones es [finitamente] extensiva si y solo si los coproductos [finitos] son estables
bajo producto fibrado y ajenos.
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Demostracion. Ya vimos que en una categoria extensiva los coproductos son estables ba-
jo producto fibrado y ajenos. Supongamos que los coproductos son estables bajo producto
fibrado y ajenos. Queremos probar que un diagrama conmutativo de la siguiente forma

A5 A+ Ay Ay
1 fitf2 f2
X1 Xg + Xo— Xo
es un producto fibrado. Consideremos un cuadro conmutativo:
B—lo A+ A,
g fit+f2
X1 X1+ Xo

Primero construimos los productos fibrados

Bl by B b 32

h1 h ha
al a
Al — A1+ Ay — Ay

1 fi+fz f2

X1 ac—1>X1 +X2TX2

Tenemos las siguientes igualdades
z10goby = (fi+ fa)ohoby=x30 fr0hy

Como los coproductos son ajenos existe una flecha By — 0, sumandole a esto que por el lema
2.1.74 los iniciales son estrictos tenemos que By es inicial, como los coproductos son estables
bajo producto fibrado, b; es invertible y finalmente h; o b7 es el tinico morfismo requerido
para que A; sea producto fibrado. Andlogamente se sigue con A,. La prueba para el caso no
finito es analoga. O]

Definicién 2.1.76. Sean C' una categoria [finitamente] extensiva y X € C. Diremos que X
es conexo si el funtor Hom(X, —) preserva coproductos.

Teorema 2.1.77. Sean C una categoria [finitamente] extensiva y X € C. X es conexo si y
solo si para cada descomposicion X =U +V, U =0 0V =0 y solo uno de los dos.
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Demostracién. =] Supongamos que X es conexo y X = U + V, entonces la identidad
td : X — U + V se factoriza a través de una de las coproyecciones vy : U — U + V,
ty 'V — U + V. Supongamos sin pérdida de generalidad (SPG) que se factoriza a través de
U por medio de g : X — U. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

goty

V U

idy 294

V—r—U+V

Como los coproductos son ajenos y los iniciales estrictos entonces V' = 0.

<] Consideremos una flecha f: X — Y + Z y sean U y V los productos fibrados de f a
lo largo de vty y ¢tz respectivamente. Por extensividad tenemos que X = U + V. Por lo tanto
U=006V =0, supongamos SPG que es V = 0, entonces X = U y por lo tanto f se factoriza
a través de Y de forma tnica pues ¢ty es mono. O

Teorema 2.1.78. Sea C' una categoria extensiva. Un objeto X en C' es conexo si y solo si
el funtor Hom(X, —) preserva coproductos binarios.

Demostracion. La ida es clara, asi que probaremos el regreso. Primero veamos que el funtor
Hom(X,—) preserva objeto inicial. Sabemos que X = X + 0 y por hipdtesis el morfismo
inducido

Hom(X,X)+ Hom(X,0) - Hom(X, X)

es una biyeccién donde la restriccién a Hom(X, X) es también una biyeccién, esto nos dice
que Hom(X,0) = ¢J. Ahora consideremos una familia de objetos {Y,},. Queremos ver que
cada flecha f : X — [], Y, se factoriza a través de una tnica inclusion vz : Yz — [ [, Ya.
Como C es extensiva tenemos diagramas de producto fibrado

Pa u—a> X
Ja f
Yo —— 11, Ya

y ademds X =[], P..

Para cada 8 tenemos que la flecha id : X — Ps+]],. g P se factoriza a través de uno de
los sumandos pues Hom(X, —) preserva coproductos binarios. Por el teorema 2.1.9 X = Pj
o X =1],. 5 Po y el otro es 0. Notemos que no puede ocurrir que todos los F, sean 0, pues

entonces X serfa 0 contradiciendo que Hom(X,0) = ¢J. Por lo tanto, existe una tnica [ tal
que X = Pg. O

2.2. Acciones de grupos.

En este apartado solo veremos los conceptos mas basicos relacionados a las acciones de
grupos y se espera que el lector maneje conceptos béasicos de grupos ademas de conceptos
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basicos de topologia. Se puede revisar la teoria de grupos o acciones de grupos en conjuntos
en [12] y lo referente a topologia general en [4].

Sea C una categoria.
Dado un objeto A € C, definimos el conjunto End(A) = Home(A, A) y definimos Aut(A)
como el subconjunto de End(A) que consiste de los isomorfismos. Aut(A) es un grupo con
la operacion composicion.

Definicién 2.2.1. Sean G un grupo y A un objeto de C.
1) Una accién izquierda de G en A es un morfismo de grupos 7 : G — Aut(A).
2) Una accién derecha de G en A es un morfismo de grupos ¢ : G — (Aut(A))°P.

En caso de que tengamos una accion izquierda de G en A, para cada g € G tenemos un
morfismo inducido g, : A — A, que es precisamente 7(g). En caso de que A sea un conjunto,
dados elementos x € Ay g € GG, usaremos la notacién gz para referirnos al elemento g,(z). De
igual forma si se trabaja con una accién derecha, tenemos un morfismo inducido ¢* : A — A,
que es precisamente 1(g) y en caso de que A sea un conjunto, dados z € Ay g € G, usaremos
la notacién xg para referirnos a el elemento 1 (g)(x).

Observaciéon 2.2.2. De la definicién anterior. Para g, h € G, podemos concluir lo siguiente:
Para el caso izquierdo:
1) (gh)sx = gx 0 ha
2) (idg)s = idy

Para el caso derecho:
1) (gh)* = h* o g*
2) (idg)* =ida

Definicién 2.2.3. Sean G un grupo y A un objeto de una categoria C, si G actia a la
izquierda (derecha) en A, diremos que A es un G-objeto izquierdo (derecho) (Sino se especifica
se considerard izquierdo).

Definicién 2.2.4. Sean A y B dos G-objetos izquierdos (derechos), diremos que una flecha
¢ : A — B es un morfismo de G-objetos izquierdos (derechos), si para cualquier g € G, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

B

‘9*(9*)

B

A
9*(9*)k
A

Los G-objetos de C' junto con los morfismos de G-objetos forman una categoria que se
denotard C“. En caso de que la categoria sea Con, a sus G-objetos les llamaremos G-
conjuntos. Daremos definiciones y resultados sobre G-conjuntos izquierdos y se esperara que
el lector reconozca las respectivas definiciones y resultados para G-conjuntos derechos.

©
—_—

©
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Definicién 2.2.5. Dado E un G-conjunto, diremos que E es transitivo si para cualesquiera
x,y € B, existe g € G tal que gz = y.

Los G-conjuntos transitivos junto con los morfismos de G-conjuntos forman una categoria
que se denota tCon®.

Dado H < G podemos construir el cociente G/H y dotarlo de una estructura de G-
conjunto como sigue: dados gH € G/H y ¢’ € G definimos ¢'(gH) como ¢'gH. Esta accién
esta bien definida pues tenemos la siguiente secuencia de implicaciones: g1H = ¢goH <—
9" e H=97"(9)"g91 = (g92) "' g1 € H= ¢'(q1H) = ¢g'(92H). Notemos también que
este G-conjunto es transitivo pues si tenemos gH, g’H € G/H, entonces (¢'g ')gH = ¢'H.

Definicién 2.2.6. Sean X un G-conjunto y z € X.
1) La o6rbita de z es el conjunto O, = {gx|g € G}.
2) El estabilizador de z es el conjunto G, = {g € G|gx = z}.

Un resultado famoso que relaciona estos conceptos, es el siguiente:

Teorema 2.2.7. Sean G un grupo y X un G-conjunto. Dado x € X, se tiene que:

0, ~G/G, (2.2)
como G-conjuntos

Demostracién. Sea ¢ : O, — G/G, dada por ¢(gr) = gG,. Veamos que ¢ estd bien
definida. Para g,h € G tenemos la siguiente secuencia de equivalencias: gr = hr <<
gthr =2 = g¢g'heG, <= gG, = hG,. Por lo tanto ¢ estd bien definida y es
inyectiva. Por otro lado tenemos el morfimos ¢ : G/G, — O, dado por ¢(gG,) = gz, este
estd bien definido pues ¢ es inyectiva y claramente es su inversa. Por lo tanto O, =~ G/G,. O

En particular G actia en G por conjugacion. Dados g € G y x € G definimos la accién
gr = g*x+g ' donde * es la operacién de G.

O, ={g*x+gge G} =2 “la clase de conjugacién de x”.

G, ={geGlgr =2} ={geGlgxr+g' =2} ={geGlg+z =x+g} = Cg(x) “e
centralizador de x en G”.

Corolario 2.2.8. Si G es un grupo, entonces #(x%) = [G : Cq(z)].

Definicién 2.2.9. Sea GG un grupo. Decimos que G es un grupo topoldgico si G esta dotado
de una topologia 7 y ademads se cumple que:

1) «: G x G — G es continua, donde * es la operacién del grupo.

2) la funcién inversién — ! : G — G es continua.

Un ejemplo de grupo topoldgico es el conjunto de los niimeros reales con la topologia
usual con la suma.

Definicién 2.2.10. Sean GG un grupo topolégico, X un espacio topologicoy ¢ : G x X — X
una accion de G en X. Decimos que la acciéon de G en X es continua si ¢ es continua.
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2.3. Grupo fundamental de un espacio topoldégico.

A lo largo de esta seccidn se esperard que el lector tenga conocimientos basicos de topologia
general, los cuales se pueden consultar en [4], de igual manera para mas detalles, este tema
se puede consultar ahi mismo.

Denotamos por I al intervalo [0, 1].

Definicién 2.3.1. Sean X y Y espacios topolégicos y f, f/ : X — Y funciones continuas.
Diremos que f es homotépica a f’ si existe una funcion continua H : X x [ — Y, tal que
H(z,0) = f(z) y H(z,1) = f'(x), Yz € X. En tal caso decimos que H es una homotopia
entre fy f'.

Si f es homotépica a f’, escribiremos f ~ f’ y, en caso de que f’ sea constante, diremos
que f es homotdépicamente nula.

Definicién 2.3.2. Sea X un espacio topolégico. Un camino en X es una funcién continua
v:1=10,1] = X, 7(0) es llamado el punto inicial y (1) el punto final.
Un camino se dice que es un camino cerrado si el punto inicial coincide con el punto final.

Definicién 2.3.3. Dados dos caminos v; y 72 de X, diremos que son homotdpicos si coinciden
en sus extremos y existe una funcién continua H : [ x I — X, tal que H(t,0) = ~(¢),
H(t,1) = 75(t) ¥t € I. Ademds pedimos que H coincida en los extremos, i.e, H(0,t) =
7(0) = 72(0) y H(L,1) = (1) = 72(1), V.

Proposiciéon 2.3.4. Sea X un espacio topoldgico. La relacion “ser homotoépico a” es una
relacion de equivalencia en el conjunto de caminos de X, el cual denotamos C'(X).

Demostracién. La demostracién se puede ver en [4] pagina 324. O

Denotaremos por [y] a la clase de v bajo la relacién “ser homotépica a”.
Dados dos caminos v; v 72 de X tales que 7, termina en donde 7, empieza, obtenemos
un tercer camino, 7, * y; definida por:

(@t siotef0,1]
Yo = 7i(t) = {72(2,5_ 1) si tel[i 1]

Esta composicién induce la composiciéon de clases de equivalencia de forma natural.

Dados v y a caminos que se puedan componer, definimos [v] * [a] = [y * a]. Es facil ver
que esta operacion esta bien definida.

Definicién 2.3.5. Decimos que un espacio topolégico X es conexo por trayectorias si Va,y €
X hay un camino que inicia en z y termina en y.

La operacién ya mencionada induce una estructura categérica en X, donde los objetos
son los elementos de X y si z,y € X, Hom(x,y) son las clases de homotopia de los caminos
que inician en x y terminan en y.

Hom(z,z) es el conjunto de las clases de caminos cerrados que inician y terminan en x y
la identidad ¢d, es la clase del camino constante z.
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A esta categorfa la denotamos por IT; (X).

Para que [¢] : * — y sea un isomorfismo debe existir [¢] : y — z, de manera que

[¢ = ] = [idy] y [¢ * p] = [id,]. ¢ siempre existe y puede ser dado por (t) = ¢(1 —t), i.e.,
Y es ¢ recorrida en sentido contrario.

Para mayores detalles sobre la prueba de este resultado ver [4], pagina 327.

Por lo tanto, en IT; (X) todo morfismo es un isomorfismo, i.e I1; (X)) es lo que en categorias
se conoce como grupoide y lo llamaremos el grupoide fundamental de X.

Para cada = € X, tenemos el grupo de automorfismos Auty, (x)(x), al cual denotaremos
por 71 (X, x) y le llamaremos el grupo fundamental de X en z.

Si X es conexo por trayectorias, entonces como cualesquiera dos puntos en II;(X) son
isomorfos, sus respectivos grupos fundamentales son isomorfos.



Capitulo 3

Teoria de Galois en campos.

A lo largo de este capitulo se esperara que el lector tenga conocimientos de teoria de
anillos los cuales pueden revisarse en [10]. Por otro lado esta seccién puede ser revisada en
[11], de donde fue extraido el contenido.

3.1. Extensiones de campos.

3.1.1. Extensiones trascendentes y algebraicas de campos.

Definicién 3.1.1. Sea k un campo. Diremos que L es una extension de campos de k si L
es un campo que contiene a k en donde la estructura de campo de k coincide con la de L

restringida a k y se denotara:
Lk

Notemos que si L|M y M|k, entonces L|k. En este caso diremos que M|k es subextension
de L|k.

Definicién 3.1.2. Sean L|k una extensién de campos y S < L. Denotamos por k(S) al
menor subcampo de L que contiene a S y a k (éste siempre existe y de hecho es igual a la
interseccion de todos los subcampos de L que contienen a ky a ).

Un caso particular es cuando S = {a}. En este caso a k({a}) lo denotamos simplemente
k(a) y decimos que es una extensién simple de k.
Una caracterizacién de k() es la siguiente

) {f(a)

g(a)

la prueba de esto se puede ver en [11] pagina 5.

fge k] ga) # o}

Definicién 3.1.3. Sean L|k una extensién de campos y « € L. Diremos que « es algebraico
sobre k si existe f(x) € k[z]\{0} tal que f(a) = 0.

Definicién 3.1.4. Diremos que L|k es una extensién algebraica si Yo € L se tiene que « es
algebraico sobre k. De lo contrario diremos que es una extensién trascendente.

35
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Dados un campo k y un elemento « € k tenemos el siguiente morfismo natural de anillos
Ev, : k|z] — k, cuya regla de correspondencia se define como Ev,(f(z)) = f(a).

Denotaremos por k(z) al campo de fracciones de k[z]. Este es una extension de campos
de k pensando a k incluido de la manera natural.

Notemos que si L]k es una extensién de campos, entonces L es un k-espacio vectorial y
denotaremos por [L : k] a la dimensién de L sobre k. Diremos que L|k es una extensién finita
si [L : k] es finito.

Observaciéon 3.1.5. [k(x) : k] = o pues el conjunto {1,z,--- ,z", -} es linealmente inde-
pendiente (1.i.) sobre k.

Lema 3.1.6. Sea f(x) € k|z] irreducible de grado n. Entonces eziste L extension de k de
grado n con una raiz de f(x).

Demostracién. Como f(z) es irreducible, entonces el ideal generado por f(x), (f(z)), es

maximal, en consecuencia (’;Ez])) = L es campo. Veamos que L extiende a k. Consideremos el

siguiente diagrama:

o

donde 7 denota a la proyeccién canénica. Como 7, es morfismo de anillos, entonces es un mor-
fismo de campos y por lo tanto inyectivo (se sigue de que los morfismos de anillos preservan el
1), notemos que 7(z) es raiz de f(t) en L. El conjunto {1+ (f(z)), -+, 2" '+ (f(z))} es base
de L sobre k pues claramente genera a L por el algoritmo de la division y, si tenemos una com-
binacién lineal ag+a1x+- - a, 12" '+ (f(x)) = (f(x)) entonces f(x)|ag+arz+- - ap_12",
al ser ag + -+ - a,_12" ! un polinomio de grado menor a gr(f) no le queda més que ser 0, i.e.
ap=ay =---=a,1 =0.Porlotanto [L: k] =n

]

Proposicién 3.1.7. Sea k(a)|k una extension simple. Tenemos:
1) Si «v es algebraico sobre k, entonces k(a)|k es finita y Nu]zi ~ k()

(Eva)

2) Si a es trascendente sobre k, entonces k() es infinita y k(o) = k(z).

Demostracién. Sea L|k una extensién de campos. Para un elemento o € L tenemos el
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morfismo de anillos  Ewv, : k[z] — L. Consideremos el siguiente diagrama:

Nuc(Ev,)

Nuc(Eva)
Eve /
Fva
L

k[z]
’ Nuc(Evq)
de ideales principales (DIP) y entonces Nuc(Ev,) = 0 o Nuc(Ev,) = (g(x)) para algin

g(x) € K[z]\{0}. En este ultimo caso, si g(z) = h(x)t(x), entonces 0 = g(a) = h(a)t(a),
como k es dominio entero entonces h(a) = 0 o t(a) = 0, i.e., g|h o g|t, por lo tanto g(z) es
irreducible, si ademas pedimos a g moénico entonces g es Uinico. En el primer caso se tiene
que « es trascendente sobre k y k[z] = k[a], por lo tanto k(z) = k(«) (nuestro isomorfismo
Ev, @ k[z] — k[a] se extiende de forma natural a un isomorfismo Ev, : k(z) — k()
utilizando la caracterizacién de k(a) en 3.1.2), en el segundo caso se tiene que « es algebraico

sobre k y (’;([g) =~k

Por el primer teorema de isomorfismo

lle

k[a]. Como k es campo, k[z] es un dominio

[a]. Como g(x) es irreducible se tiene que (g(x)) es un ideal maximal de
k[z]
(9(2))

k[z] y por lo tanto es campo, por el lema 3.1.6 es una extension finita de k. O

En el caso de que a sea algebraico, diremos que el polinomio ménico g(z) (como apare-
ce en la prueba anterior) es el polinomio minimo de a sobre k y se denotara g(z) = min(a, k).

Diremos que dos elementos algebraicos de L sobre k son conjugados sobre £ si tienen el
mismo polinomio minimo sobre k.

Proposicién 3.1.8. Sean M|k, LIM extensiones de campos. L|k es finita si y solo si L|M
y M|k son finitas. En este caso [L : k] = [L: M][M : k]

Demostracién. =] Supongamos que Lk es finita.

Es fécil notar que M es subespacio vectorial de L, por lo que M |k es finita. Por otro lado
si consideramos {ay, ..., a,} base de L sobre k, ese mismo conjunto genera a L sobre M, por
lo tanto L|M es finita.

<] Supongamos que L|M y M|k son finitas, asi tenemos {ai,...,a,} base de M como
k-espacio vectorial y {b; ..., b,,} base de L como M-espacio vectorial.

Afirmacion: {a;b;}1<i<n1<j<m €S base para L sobre k. En efecto, sea v € L, usando que
{b1...,b,} es base tenemos:

T= iﬁbi
i=1
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con r; € M y cada
n
T, = Z Sijaj
=1

con s;; € k. Asi

V= Z Sija;b;

1<is<m,1<j<n
Esto prueba que {a;b;}1<i<n1<j<m genera a L. Tomemos una combinacién lineal

Z sl-j(ajbi) = O

1<i<m,1<j<n

)

con coeficientes en k, como {b;}1<j<m €s base de L sobre M

n
Z Sijay = 0 Vi
J=1

como {a;}1<i<n €s base de M sobre k, tenemos que s;; = 0 Vi, j lo que prueba que de hecho
es base. Asi tenemos que L|k es finita y que [L : k] = [L : M|[M : k].

]
Teorema 3.1.9. L|k es finita si y solo si Lk es algebraica y existen ay,...,a, € L, tales
que L = k(aq, ..., ay).
Demostracién. =] Supongamos que L|k es finita. Sea {by,...,b,} una base de L sobre k,

claramente k(by,...,b,) = L.

Sivye L, {1,7,...,7"} es linealmente dependiente (l.d.) sobre k, por lo tanto hay una
combinacion lineal no trivial con coeficientes en k que se anula, ag + a1y + -+ + a,7¥" = 0,
por lo tanto 7y es raiz del polinomio p(z) = ag + - -+ + a,2™ € k[z]\{0}. Por lo tanto L es
algebraico sobre k.

<] Supongamos que L es algebraico sobre k y que L = k(aq,- - ,a,). Usando la propo-
sicién 3.1.8 tenemos que

[L: k] =[k(ay,...,an): k] =[k(ar,...,a,) : k(a,...,an_1)] - [k(ar) : k]

que es finito pues cada factor es finito por la proposiciéon 3.1.7.
O

Proposicién 3.1.10. Sean M|k, L|M extensiones de campos. L|k es algebraica si y solo si
LIM y M|k son algebraicas.

Demostracién. =] Supongamos que L|k es algebraica, entonces es claro que M|k es al-
gebraica. Sea o € L, como L|k es algebraica, existe f(z) € k[z]\{0}, tal que f(a) = 0. En
particular f(z) € M[z]\{0}. Por lo tanto L|M es algebraica.

<] Supongamos ahora que tanto L|M como M|k son algebraicas. Sea a € L, como L|M es
algebraica existe un polinomio ag+a1x+- - -+a,x™ € M[z]\{0} tal que ap+a a+- - -+a,a™ = 0.
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Consideremos la torre de extensiones:
k(ag,...,an, ) 2 k(ag,...,an) 2 -+ 2 k(ag) 2k

Como cada a; es algebraico sobre k (pues M|k es algebraica) y como « es algebraico so-

bre k(ag,...,a,), entonces cada extensiéon de la torre es de dimensién finita. Usando 1),
k(ag,...,an, )|k es una extension de dimension finita, usando el Teorema 3.1.9, « es alge-
braico sobre k. O

Dados k un campo y f(z) € k[z] de grado n, estamos interesados en encontrar todas las
raices de f(z) en k, las cuales podrian no existir, de manera que intentaremos buscar raices
de tal polinomio en campos L que extiendan a k.

Definicién 3.1.11. Sean k un campo y f(x) € k[x]. Diremos que L es un campo de descom-
posicién de f(x) si L es una extensién de campos de k y f(x) se descompone sobre L (i.e.
flx)=a(lx—ay) - (r—a,)conackyay,- -, a, € L), ademas pedimos que L sea minimal
con esta propiedad dentro de sus subextensiones de k (Veremos que de hecho la propiedad
de ser campo de descomposicién es tnica salvo isomorfismos).

Teorema 3.1.12. (Kronecker) Sea f(x) € k[x] no constante. Existe una extension de
campos L|k de dimension finita en la cual f(x) se descompone.

Demostracién. Por induccién sobre n = gr(f(x)):

Para n = 1. El polinomio f(z) se descompone sobre k.

Sea n > 1 y supongamos el resultado para toda m < n.

Probemos para n. Como f es no constante podemos factorizarlo como f(z) = p(z)g(z)
con p(z),g(x) € k[z] y p(x) irreducible en k[z]. Sea E una extensién de k de dimensién
finita con una raiz de p(x), digamos z, asi f(z) = (z — 2)h(x) para algin h(x) € E[z] y
gr(h(z)) < gr(f(x)), entonces por hipdtesis de induccién existe una extensiéon de campos
L|E de dimension finita y h(z) se descompone en L[z], por la proposicién 3.1.8 L|k es finita
y f(z) se descompone en L|z]. O

Proposicién 3.1.13. Sean k campo y f(x) € klx] irreducible y monico. Si z y 2’ son dos
elementos de ciertos campos, tales que los polinomios minimos de z y z' son ambos f(x),
entonces k(z) = k(2').

Demostracion. Basta usar la proposicion 3.1.7 y observar que se dan las siguientes igual-
dades Nuc(Ev,) = (f(z)) = Nuc(Ev,). O

Veremos la demostracion de que el campo de descomposicion es tinico salvo isomorfismos
hasta la parte de levantamiento de morfismos de extensiones de campos.

3.1.2. Campos algebraicamente cerrados.

Definicién 3.1.14. Un campo L es algebraicamente cerrado si para todo f(z) € L[z] no
constante, L tiene una raiz de f(z) (notemos que esto es equivalente a pedir que tenga todas
sus raices).
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Definicién 3.1.15. Sea L|k una extensién de campos. Decimos que L es una cerradura
algebraica de k si L|k es algebraica y L es algebraicamente cerrado.

Lema 3.1.16. Sea k un campo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) L|k es una cerradura algebraica de k.
2) L|k es una extension algebraica y todo polinomio en k[x] se descompone en L|z].
3) L|k es una extension algebraica y si L'|L es una extension algebraica, entonces L = L'

Demostracién. 1) = 2)] Es obvio.

2) = 3)] Supongamos que L'|L es una extensién algebraica, por la proposicién 3.1.8
L'|k es algebraica. Sea ae € L', por hipétesis min(a, k) se descompone en L[z], digamos que
min(a, k) = (x — aq) ... (x — ay,), entonces « es algin «; € L.

3) = 1)] Sea f(x) € L[x] un polinomio no constante, por el teorema de Kronecker se tiene
un campo de descomposiciéon para f(x), L'|L, que resulta ser una extensién algebraica. Por
lo tanto L = L' y L|k es una cerradura algebraica de k. O

Ahora probaremos el teorema principal de este apartado, para esto utilizaremos el si-
guiente lema:

Lema 3.1.17. Si k es un campo y L|k es algebraica, entonces |L| < max{|k|,Ro}.

Demostracién. Sea L|k una extensién algebraica. Consideremos al conjunto de todos los
polinomios ménicos irreducibles en k[z], digamos A. Para cada polinomio f € A hagamos
una lista de sus raices en L, aq,as,- - a,; consideremos la funcion ¢ : A x N — L, donde
o(f,1) es la i-ésima raiz de f en L si es que ésta existe y un elemento arbitrario de L si no
existe; ¢ es suprayectiva y por lo tanto |L| < |A x N| = |A|Rg = maz{|A|, R} = |A|. Por otro
lado A = | J,, A,,, donde A,, es el conjunto de los polinomios ménicos irreducibles en k[z] de
grado n, |A,| = |k"| y por lo tanto |A| = maz{|k|, No}. O

Teorema 3.1.18. Sea k un campo. Entonces existe una cerradura algebraica %|k

Demostracién. Consideremos un conjunto S, con k < Sy |[S| > maz{|k|,No}. Sea A el
conjunto de todas las posibles extensiones algebraicas de k contenidas en S (i.e. subconjuntos
de S que contengan a k y se les pueda definir una operacién que los haga extensiones alge-
braicas sobre k). El conjunto A es un COPO con la relaciéon L < K si K|L con sus respectivas
operaciones consideradas. Ademas, A no es vacio porque k € A (la extensién trivial k|k es
algebraica). Sea C' una cadena en A, no es dificil ver que JC es una cota para C en A. Por
el lema de Zorn existe un elemento maximal, digamos k;|k Veamos que k es una cerradura
algebraica de k. Ya tenemos que es una extension algebraica. Sea L]k una extension algebrai-
ca, entonces L|k es algebraica y por el lema anterior tenemos que |L| < maz{|k|,N}. Como
|S\ > max{|k|, R}, existe una funcién f : L — S inyectiva tal que f|; = idg, si copiamos la

estructura de campo de L en f(L) obtenemos una extension algebraica de £ con k c f(L),

por maximalidad de k tenemos que f(L) = k por lo tanto L = k por lo tanto k es una
cerradura algebraica de k.
m
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Proposicién 3.1.19. Sea L|k una extension de campos. El subconjunto de L que contiene
todos los elementos algebraicos de L sobre k es campo y se le denomina la cerradura algebraica
de k en L.

Demostracion. Basta probar que suma, producto e inversos multiplicativos de algebraicos
es algebraico. Sean a,b € L elementos algebraicos sobre k, entonces k(a,b)|k es algebraica,
como a + b,ab,a™! € k(a,b), entonces a + b, ab y a~! son algebraicos sobre k. O

3.1.3. Levantamiento de morfismos de extensiones de campos.

Definicién 3.1.20. Sean k un campo y L|k, N|k extensiones de k. Un morfismo de exten-
siones o : L|k — Nk es un morfismo de campos o : L — N que fija a k puntualmente. Como
todo morfismo de campos es inyectivo, todo morfismo de extensiones de k debe ser inyectivo.

Definimos la categoria de extensiones de k, E(k), como la categoria cuyos objetos son las
extensiones de k y las flechas son los morfismos de extensiones de k.

Estos morfismos permutan las raices de los polinomios en k|z], pues si ag+- - -+a,x" € k[z]
y @ es raiz, entonces ag+- - - +a,a" = 0 = ag+- - -+a,0(a)” = 0, pues o fija a k puntualmente.

Proposicion 3.1.21. Todo endomorfismo de una extension algebraica de k es un automor-
fismo.

Demostracién. Sean L|k una extensién algebraica de k'y o : L|k — L|k un endomorfismo.
Ya tenemos que o es inyectiva. Sean u € L y consideremos a S, el conjunto de todas las
raices de min(u, k) en L. Juntando el hecho de que S, es finito y olg, : S, — S, es inyec-
tiva, entonces existe v € L otra raiz de min(u, k) tal que o(v) = w. Por lo tanto, o es un
automorfismo. O

Sean Li|Milk, Ly|Ms|k dos secuencias de extensiones de k.

Dado un isomorfismo de extensiones ¢ : M;|k — M|k, buscamos condiciones para exten-
der ¢ a un morfismo ¢ : L1|k — Lolk.

<

Ly ——— Lo

Ml L)MQ

N

Si tenemos un morfismo ¢ como en el diagrama anterior y f(x) = ag + - - - a,2™ € M;[x],
definimos el polinomio ¢(f) € My[z] como ¢(f)(x) = ¢(ag) + - -+ + P(a,)x™.

Lema 3.1.22. (Levantamiento de morfismos).



49 CAPITULO 3. TEORIA DE GALOIS EN CAMPOS.

Supongamos que Ly|M; y Ly| My son extensiones de campos y ¢ = My|lk — M|k es un
morfismo de extensiones. Sea u € Ly un elemento algebraico sobre M. Entonces ¢ puede
extenderse a un morfismo:

M (u) —2— L,

M1L>M2

N

si y solo si el polinomio ¢p(min(u, My))(x) € My[x] tiene al menos una raiz en Ly. Mds ain,
el numero de tales extensiones es igual al nimero de raices de ¢p(min(u, My))(x) en Ly.

~

Demostracién. Notemos que si ¢ extiende a ¢ debe de mandar raices de min(u, M;) a
raices de ¢(min(u, My))(zx). De forma inversa si ¢(min(u, My))(z) ya tiene una raiz o en Lo,
entonces podemos definir un morfismo ¢ : M; (u) — Lo, de forma que gg(u) = « y envie a
cada elemento de M a su respectiva imagen bajo ¢ (se puede ver que es morfismo notando
que ¢(M;) es una copia de My en My y que <$ es en esencia el isomorfismo construido en la
prueba de la proposicién 3.1.13 restringiendo el codominio a la imagen). Se sigue de forma
inmediata que el niumero de dichos morfismos es el nimero de raices de ¢p(min(u, My))(z) en
Ls. O

Teorema 3.1.23. Sean Li|M|k y Lo|Mslk extensiones y ¢ : My — My un morfismo de
extensiones de k. Si L1|M; es una extension algebraica y Lo|Ms es una cerradura algebraica,
entonces existe un morfismo de extensiones ¢ : Ly — Lo de manera que el siguiente diagrama
conmuta:

L —2—1,

Ml L)MQ

N

Mas ain, si Ly y Ly son cerraduras algebraicas de My y My respectivamente y My|p(My) es
algebraica, entonces ¢ es un isomorfismo.

Demostracién. Consideremos al conjunto A = {(L, ¢1)| L1|L|My y ¢r : L — Ly extiende
a ¢}, A no es vacio pues (M, ¢) € A. Definimos (L, ¢r) < (L', ¢r/) si y solo si L'|L y ¢
extiende a ¢r. Con este orden (A, <) es un COPO. Sea C' = ((C;, ¢¢,)); una cadena en A,
claramente Ly || J, C;| M7 y |, ¢¢, es un morfismo de campos que extiende a ¢;, Vi. Por lo tan-
to, (; Ci, ; ¢:) es una cota superior de C. Por el lema de Zorn, A tiene elemento maximal,
digamos (L, ¢y ). Supongamos que L; # L, entonces existe « € Li\L. Sea 5 € Ly una raiz
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de ¢p(min(a, L)) (esto pues Ly es algebraicamente cerrado), por el lema 3.1.22 encontramos
una extension ¢r,) de ¢, contradiciendo la maximalidad de L. Por lo tanto L; = L.

~

Si L es algebraicamente cerrado y Ms|d(M;) es algebraica, entonces im(¢) < Lo es alge-

braicamente cerrado sobre ¢(M;) y como Ms|d(M;) es algebraica, im(¢) es algebraicamente
cerrado sobre My, por lo tanto im(¢) = Ly y por lo tanto ¢ es iso. O

Como no hay ambigiiedad al hablar de cerradura algebraica, dado un campo k, denota-
remos por k a su cerradura algebraica. Si L|k es una extension algebraica de k, sabemos por
el teorema anterior que existe un morfismo L — k. Asi, una extensién algebraica L|k, se ve
como una extension intermedia %\L\k

Corolario 3.1.24. Cualquier automorfismo de una extension algebraica de k se levanta a
un automorfismo de k.

Corolario 3.1.25. Todo polinomio f(x) € k[x] admite un inico campo de descomposicion
de dimension finita salvo isomorfismos.

Demostracién. Consideremos a la cerradura algebraica de k, k, y sea f(z) € k[z]. f tiene

todas sus raices en k, digamos {aq, ..., a,}, entonces es claro que el campo de descomposicién
de fes k(ay,...,q,), ademés es unico salvo isomorfismos pues la eleccién de k es unica salvo
isomorfismos. O

3.1.4. Extensiones separables.

Definicién 3.1.26. Sean f(z) € k[z] y u € k una rafz de f(x). Definimos la multiplicidad

de u en f(x) como el mayor natural m, tal que (x — u)™ divide a f(x) en /k\:[x] Cuando la
multiplicidad de u es 1 decimos que u es una raiz simple.

Definicién 3.1.27. Decimos que un polinomio irreducible f(x) es separable si toda raiz de
f en k es simple. Decimos que un polinomio g(z) es separable si sus factores irreducibles son
separables.

Definicién 3.1.28. Dados una extensién L|k y u € L, decimos que u es separable sobre k si
su polinomio minimo sobre k es separable.

Una extensién L]k se dice que es separable si es algebraica y Yu € L, u es separable sobre
k.

Se dice que k es perfecto si toda extension algebraica es separable.

Definicién 3.1.29. Sea A un anillo. Definimos la caracteristica de A como min{n € N|nly =
0} donde nly es sumar 1,4 (neutro multiplicativo de A) n veces en caso de existir tal minimo
y como 0 en caso de no existir.

La caracteristica de un anillo siempre es un niimero primo o 0.

Ejemplo 3.1.30. Sea k un campo de caracteristica p primo y a € k tal que a? ¢ k, entonces
k(a)|k no es separable pues a es raiz del polinomio en k[z]| 2P — o = (z — a)P.

Los siguientes ejemplos se pueden consultar en [11], paginas 44 y 45.
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Ejemplo 3.1.31. Todo campo de caracteristica 0 es perfecto.
Ejemplo 3.1.32. Todo campo finito es perfecto.

Proposicién 3.1.33. Para una secuencia de extensiones L| M|k, si L|k es separable, entonces
L|M es separable.

Demostracién. Seau € L, como L|k es separable su polinomio minimo sobre k es separable.
Como el polinomio minimo sobre M divide al polinomio minimo sobre k, entonces el polinomio
minimo sobre M es separable. ]

Proposicién 3.1.34. Sea L|k una extension finita de grado n. Entonces L|k tiene a lo mds

n diferentes morfismos a k que extienden a la inclusion de k en k y se da la igualdad si y
solo si L|k es separable.

Demostracién. Por induccién sobre el nimero de algebraicos tales que L = k(uy, ..., u,).
Para n = 1 tenemos que L = k(u). El lema 3.1.22 y el hecho de que u es separable si y
solo si hay m morfismos que extienden la inclusion a %, donde m es el grado del polinomio
minimo de u, producen el resultado deseado.
Paran > 1, L = k(uy,...,u,) = k(uy,...,u,—1)(u,). Por hipétesis de induccién hay a lo
mas [k(u1, ..., Up—1)(upn) : k(us, ..., u,—1)] morfismos de
E(ug, ... up_1)(uy,) a k que extienden la inclusién de k(uq, ..., u, 1) en /15, también por hipSte-
sis de induccién hay a lo més [k(ui,...,u,—1) : k] morfismos de k(uy,...,u,_1) en k que
extienden a la inclusién de k en k. Como todo morfismo es un encaje, entonces hay a lo mas

[E(ug, .. upn_1)(un) : k(ug, .o up1) [k (U1, ooy tun—r) k] = [k(ug, ... uy) < K]

morfismos de k(ui, ..., u,) en k que extienden a la inclusion de k en k y se da la igualdad si
y solo si la extension es separable. ]

De la prueba podemos concluir que cualquier extensién de la forma k(ay, ..., a,), donde
ai,...,a, son separables sobre k, es una extension separable de k.

Definicién 3.1.35. El subconjunto de k que consiste de todos los elementos separables sobre
k se denota kg y se llama la cerradura separable de k.

Notemos que por la proposicién anterior, kg es campo y k es perfecto si y solo si kg = k.
3.1.5. [Extensiones exactas.

Ahora vamos a relacionar a los grupos Autp)(L|M), Aut gy (M|k) y Autge(L|k) para
una secuencia de extensiones algebraicas L|M |k.

Observacién 3.1.36. Autg(L|M) < Aut g (L]k).
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Observacién 3.1.37. Si para toda o € Autgg(L|k) se cumple que o(M) < M, entonces
olm € Aut gy (M|k), ademas podemos definir un morfismo natural de grupos Aut () (L|k) —
Autgy(M|k) que es restringir a M. Podemos ver también que el nicleo de dicho morfismo
es exactamente Autg(L|M). De esta forma tenemos la sucesion exacta izquierda.

Observacion 3.1.38. De la sucesion anterior, la suprayectividad es equivalente a que se
pueda extender cualquier automorfismo ¢ : M|k — M|k, a un automorfismo ¢ : L|k — Llk.

Definicién 3.1.39. Diremos que la secuencia de extensiones L|M |k es exacta si el morfismo
restringir Aut g (L|k) — Aut gy (M|k) estd bien definido y es suprayectivo.

3.1.6. Extensiones normales.

Definicién 3.1.40. Sea L|k una extensién algebraica. Diremos que L|k es una extensién
normal si para cada polinomio irreducible f(x) € k[x] que tenga una raiz en L, f(z) se
descompone sobre L.

Observacion 3.1.41. 1) Esta definicién es equivalente a pedir que L contenga al campo de
descomposicién del polinomio minimo de cada [ € L.
2) Cualquier extensién algebraicamente cerrada L|k es normal.

Proposicién 3.1.42. Sea L|k una extension algebraica (considerada como subextension de
@|k) L|k es normal si y solo si cada automorfismo o de %\k se restringe a un automorfismo
de L|k, i.e. o(L) = L.
Demostracién. =] VI € L, o(l) es raiz del polinomio minimo de [ sobre k. Como L es
normal, entonces o(l) € L, i.e., o es un endomorfismo de L, por el corolario 3.1.24 ¢ es un
automorfismo. Por lo tanto o(L) = L.

<] Sean | € L'y g(x) € L[z] su polinomio minimo sobre L. Sea u una raiz de g(x), en
este caso consideramos el morfismo de campos k(I) — k(u) que fija a k y manda [ en u. Este
isomorfismo de campos se extiende a un isomorfismo o de k. Asf o(l)y=uce L. O

Notemos que de este resultado obtenemos que también dada una extensién intermedia
L|M]|k, si L|k es normal entonces L|M es normal.

Corolario 3.1.43. L|k es normal si y solo si %[L\k es exacta.

Demostracién. Si L|k es normal, entonces tenemos el morfismo restriccién Aut g (%\k) —

Aut gy (L|k), ademés todo automorfismo de L|k se levanta a un automorfismo de %\k por lo
que dicho morfismo es suprayectivo. O

Corolario 3.1.44. Si L|M|k es una secuencia de extensiones con L|k y M|k normales,
entonces LIM |k es ezacta.

Demostracién. Sea o € Autpy(L|k), o se levanta a un automorfismo o : k — k. Luego
olm = 0|y y como M|k es normal, entonces se sigue que el morfismo restriccion Aut gy (L|k) —
Aut gy (M|k) esta bien definido. Mds atin, todo automorfismo a € Autp) (M|k) se levanta
a un isomorfismo & de k y como L|k es normal, &l estd bien definida, ademds ||y = a.
Por lo tanto tal morfismo es suprayectivo. O]
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3.2. Extensiones de Galois y clasificacion de sus subex-
tensiones.

3.2.1. Extensiones de Galois.

Sea GG un grupo.

Recordemos que una accién izquierda de G en L|k estd dada por un morfismo de grupos
G — Autgg(L|k). Podemos considerar el conjunto {x € L|gx = Vg € G}, donde gz es la
imagen de ¢ evaluada en x. A este conjunto lo denotaremos por L&.

Proposicién 3.2.1. Con la notacion anterior, L es un subcampo de L que contiene a k.

Definicién 3.2.2. Sea L|k algebraica. Denotaremos a Autg(L|k) por Gal(L|k). Decimos
que L|k es Galois si L&F) = | donde Gal(L|k) actia de manera natural.

Sea L|k una extensién algebraica con grupo de automorfismos G. Para cada elemento
[ € L, podemos considerar al subconjunto de G de todos los automorfismos que fijan a [, este
subconjunto es un subgrupo de GG llamado el estabilizador de [ y se denota G.
Para cada [ escribimos el polinomio fi(z) = [],jcq/q, ( — (1)) (G/G1) visto con clases late-
rales izquierdas).
Ese polinomio esté bien definido pues si [o] = [0'], entonces 0 = ¢ o f para algin automor-
fismo f que fija a [, por lo que o(l) = ¢/(l) y como cualquier automorfismo de L|k permuta
a las raices del polinomio minimo de [, tal producto es finito. Por otro lado es facil ver que
los coeficientes de f; son invariantes bajo cualquier automorfismo de L|k. Por lo tanto, si la
extension fuera de Galois, f; € k[z] y f; divide al polinomio minimo de [ pues todas las raices
de f; son raices de min(l, k) y ademds son distintas, como min(l, k) es irreducible en k[z],
f1 seria el polinomio minimo de [ que ademés es separable, por lo que tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.2.3. L|k es Galois si y solo si Lk es normal y separable.

Demostracién. =] es lo que acabamos de ver.

<] Supongamos que L|k es normal y separable. Sea [ € L\k, como L|k es separable, su
polinomio minimo al ser de grado mayor a 1 debe tener alguna otra raiz u que ademas esta
en L por ser normal. Asi tenemos el isomorfismo de campos k(l) — k(u) que manda [ en u
y fija a k, por el Teorema 3.1.23, tal morfismo se extiende a un automorfismo de k y por ser
normal se restringe bien a L por lo que I no pertenece a L% Por lo tanto, L|k es de
Galois. O

Corolario 3.2.4. Sea L|M|k una secuencia de extensiones tal que L|k es de Galois. Entonces
LIM es de Galois.

Teorema 3.2.5. kg|k es de Galois.

Demostracién. Por definicién kg|k es separable, por lo que si «a € kg/k, su polinomio mini-
mo no puede ser de grado 1, asi que debe haber otra raiz de ese polinomio o/. Consideremos
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el isomorfismo ¢ : k(a) — k:( " que manda a « en o y fija a k. Por el teorema 3.1.23, ¢ se
extiende a un automorfismo gb de & y gb(k‘g) = kg pues como qf) permuta raices de polinomios
minimos, manda separables en separables. Por lo tanto ¢| ks €S un automorfismo de kg que
no fija a a. Por lo tanto, kg|k es de Galois. [

Con esto podemos concluir que cualquier extensién de Galois es subextension de kg|k.

Definicién 3.2.6. El grupo de Galois absoluto de k es el grupo Gal(ks|k) y se denota Gal (k).

3.2.2. Clasificacion de subextensiones de una extension de Galois
finita.

Empecemos notando algunos aspectos sobre extensiones finitas.
Por el lema 3.1.22, sabemos que

|Hompg (LIk, k|k)| < [L : k]

con igualdad si y solo si la extension es separable. Por la proposicion 3.1.42, cada morfismo
Lk — klk es un automorfismo de L|k restringiendo a la imagen por lo que tenemos la
siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.7. Si una extension L|k finita es Galois (= separable y normal), entonces
su grupo de Galois es finito, con

Gal(L|k)| = [L : k]

Tenemos también los siguientes resultados importantes sobre acciones de un grupo finito
en extensiones de campos.

Teorema 3.2.8. Todo conjunto {o1,...,0,} de automorfismos distintos de L es linealmente
independiente.

Demostracién. Supongamos que {01, ...,0,} es un conjunto de automorfismo distintos de
L linealmente dependiente de tamano minimo. Entonces existen ay,...,a, € L, con algun a;

no cero, tales que a;o; + - -+ + a0, = 0, sin perdida de generalidad podemos suponer que
a; = 1. Notemos que como n > 1, 01 # 0, por lo tanto existe y € L tal que o1(y) # o,(y).
Sea z € L, ajo1(x) + -+ + a,0,(z) = 0, multiplicando esta ecuacién por o, (y) obtenemos
ay01(x)o,(y) + -+ -+ anon(x)o,(y) = 0. Por otro lado, ajo1(x)o1(y) + - - - + anon(z)on(y) = 0,
restando ambas ecuaciones obtenemos:

a[on(y) — or(y)lor(@) + -+ anlon(y) = ona(y)lona(z) = 0,Vz € L

como a1(0,(y) — o1(y)) # 0 {o1,...,0,-1} es un subconjunto mas pequeno linealmente de-
pendiente, contradiciendo la minimalidad de {oy,--- ,0,}. Por lo tanto {0y, ...,0,,} es lineal-
mente independiente. [

Lema 3.2.9. Sea G un subgrupo finito de Aut(L). Entonces [L : L] = |G].
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Demostracién. Supongamos que [L : LY = r < n = |G|. Veamos a G como G =
{0'1, . ,O'n}.

Sea {a1,...,q,} una base para L sobre L% y consideremos el siguiente sistema de ecua-
ciones:

o1(aq)zy + -+ op(ar)r, =0

o)z + -+ op(ag)x, =0

Como hay mds columnas que renglones el sistema tiene una solucién no trivial (eq, ..., e,),
ie. (eyo1+ - +e,0,)(a;) =0 Vi, por lo tanto (e10q + -+ - 4+ e,0,)(x) =0 V€ L, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto [L : L¢]| > |G]. O

Proposicién 3.2.10. (Lema de Artin) Sea G un subgrupo finito de Aut(L). Entonces la
extension L|LE es finita con [L : L¢] < |G]|.

Demostracién. Supongamos que |G| = n.
Sean ci,...,c,4+1 € L. Para cada o € GG, consideremos la ecuacién

o(cr)xy + -+ 0(Cni1)Tus1 =0

por lo que tenemos un sistema homogéneo de n ecuaciones con n + 1 incégnitas, asi que
tiene una solucién no trivial. Tomemos entonces una solucién no trivial (eq, ..., e, 1) con el
mayor nimero de ceros. Reordenando y multiplicando por una constante apropiada podemos
suponer que e; = 1. Tomemos 7 € G y apliquémosla a cada ecuacién.

T(o(c1))T(er) + -+ + 7(0(cns1))T(€ns1) =0

Como G es grupo, 7 solo permuta a sus elementos, por lo que obtenemos el mismo sistema de
ecuaciones con una nueva solucién (7(eq),...,7(e,41)) y como e; = 1, entonces 7(e1) = ey,
como el conjunto solucién es subespacio de L™, (7(e1) — e1,...,7(€ns1) — €ny1) €8 una
solucién del sistema con mas ceros (esto pues si e; = 0 para alguna j, entonces 7(e;) —e; = 0),
por lo que 7(e;) = ¢; Vi. Como 7 fue arbitraria se sigue que e; € LE Vi y por lo tanto, tomando
o = id tenemos que ey + -+ + €py10a41 = 0. Por lo tanto [L : LY] < |G|. O

Corolario 3.2.11. Sea L|k extension finita. Entonces |Gal(L|k)| < [L : k].

Demostracién. Tenemos la secuencia de extensiones L|LE(F)|k Asi tenemos que [L :
k] = [L : LEUER[LGULR) « k] = |Gal(L|k)|[LE“ER) : k]. Por lo tanto |Gal(L|k)| < [L : k].
Més atin, se da la igualdad si y solo si k = LEULIR), O]

Corolario 3.2.12. Sean L campo y G, H subgrupos finitos de Aut(L).

1) Gal(L|LY) = G.

2)G=He L9 =LH.
Demostracién. 1) Supongamos que G = {0y, -+ ,0,}. Claramente G < Gal(L|L%). Por el
lema de Artin tenemos n = |G| < |Gal(L|LY)| < [L : LY] = n. Por lo tanto, Gal(L|LY) = G.

2)<=| Supongamos que LY = L¥. Por 1), H = Gal(L|L") = Gal(L|L%) = G. O
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Tenemos el siguiente teorema de caracterizacion de extensiones de Galois finitas.

Teorema 3.2.13. Sea L|k una extension de campos finita. Son equivalentes:
1) L es campo de descomposicion de un polinomio separable sobre k.
2) k = LY, para algin subconjunto G < Aut(L|k).
3) L|k es extension de Galois.
4) [L: k] = Gal(Ll|k).

Demostracién. Ya tenemos 2) < 3) < 4)

1)= 3)
Supongamos que L|k es el campo de descomposicién de f(z) € k[z] separable, entonces ya
tenemos que la extension es separable, supongamos que L = k(sq,...,S,), donde sq1,...,5s,

son todas las raices de f(x). Sea o : k — &k un automorfismo, como o solo permuta los s; y
preserva a k entonces o se restringe bien a L. Por lo tanto L|k es de Galois.

3)=1)

Supongamos que L|k es de Galois, entonces es normal y separable. Supongamos que
L=K(si...,8,) con sq,...,S, separables (pues L|k es finita y separable). Supongamos que
fi(x),..., fu(z) son sus polinomios minimos respectivamente. Notemos que f; = f; si y solo
si s; es conjugado de s;, asi podemos suponer que fi,..., f,, son todos distintos quitando
conjugados, ademds no tienen raices en comin. Asi L es el campo de descomposicion de
f(x) =11, fi que es separable. O

Teorema 3.2.14. Sea L|k una extension de Galois finita. Entonces existe una biyeccion
entre extensiones intermedias de L|k y subgrupos de Gal(L|k).

Demostracién. Sea Lat(L|k) el conjunto de extensiones intermedias de L|k y Sub(G) el
conjunto de todos los subgrupos de G = Gal(L|k).
Tenemos las asignaciones:

N
Mk_———Gal(L|M)
Lat(L|k) Sub(G)
LH\_/ H

Que por los corolarios 3.2.4 y 3.2.12 se sigue que son biyecciones y ademéds tenemos que
son inversas.

O

Notemos que si M |k es una extension intermedia que ademés es de Galois, entonces como
es normal, la secuencia L|M|k es exacta. De aqui se sigue que

_ Gal(Lk)

Gal(M|k) = Gal(L M)

Ademds Gal(L|M) < Gal(L|k).

Si H=G:
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Sea o € Gal(L|k). Dados l € L y 7 € H, como H < G, entonces o~ (7(c(l))) = | =
7(o(1)) = o(l) y como 7 fue arbitraria entonces o(l) € L¥. Por lo tanto o|,n € Gal(L”|k) y
por lo tanto L |k es una extensién de Galois.

Proposicion 3.2.15. La correspondencia anterior establece una biyeccion entre extensiones
intermedias de Galois y subgrupos normales de Gal(L|k).

De hecho, como ya se justificara en el capitulo 5, si denotamos por Og a la subcategoria
plena de Con® que consta de los G-conjuntos de la forma G/H donde H < G, entonces
tenemos un isomorfismo de categorias entre F (k:)OL]T . (la categoria opuesta a la de extensiones
intermedias de L|k) y Oca(r|k)-

3.2.3. Clasificacion de subextensiones de una extension de Galois
infinita.

Proposicién 3.2.16. Sea L|k una extension de Galois. Entonces:
L=|J M
LIM|k

tal que M|k es Galois finita.

Demostracién. < | Dado a € L, como L es normal y separable, su polinomio minimo f(z)
es separable y por el teorema 3213 su campo de descomposicion sobre k, digamos M, es una
extension de Galois finita tal que a« € M y L|M|k. O

De esta forma, podemos notar que cualquier automorfismo de L|k estd completamente
determinado por su restriccion a sus subextensiones de Galois finitas.

Proposicién 3.2.17. Sea L|k una extension de Galois y M|k una subeztension finita, en-
tonces existe una subextension LIP|M|k, tal que Plk es de Galois finita.

Demostracién. Supongamos que M = K(ay,...,a,) y sea f; el polinomio minimo de a;,
podemos suponer que todos los a; no son conjugados, de otra forma descartamos algunos,
entonces el polinomio f = [[. f; es un polinomio separable, ademas por el teorema 3.2.13 la
extension P que es el campo de descomposicion de f, es una extension de Galois finita tal
que L|P|M]|k. O

Notemos los siguientes puntos para una extensién de Galois L|k:

1) Dada una extension de Galois finita intermedia M |k, la secuencia L|M |k es exacta y
por tanto tenemos el morfismo restriccion:

Yy Gal(Llk) — Gal(M|k)

Este estd bien definido y Gal(M|k) es un cociente finito de Gal(L|k).
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2) Dada una torre de extensiones intermedias L|M;|Ms|k, con M|k, Ms|k de Galois
finitas, nosotros sabemos que la secuencia M;|Ms|k es también exacta y por lo tanto tenemos
el mapa restriccion:

Mo Gal(My|k) — Gal(Ms|k)

Ademés si M|k es una tercer subextension de Galois finita con L|M;|Ms|Ms|k, es facil ver
que
M My M
QbM; = ¢M§ °¢ M;

y también que

M
U, = Oapy © Uy

Si P = (Gal(M;|k), gb%)”d es nuestro sistema dirigido, es facil notar que (Gal(L|k), ¥, )icr
es el limite de P, i.e.
Gal(L|k) = lim P

Por lo tanto Gal(L|k) es un subgrupo de [ [, Gal(M;|k), el cual dotamos de la topologia
producto con cada Gal(M;|k) discreto. A Gal(L|k) lo dotamos de la topologia inducida por
el producto, éste como veremos mas adelante es un grupo profinito. Finalmente enunciamos

el teorema fundamental para el caso no necesariamente finito cuya prueba se puede ver en
[13], capitulo 3.

Teorema 3.2.18. Sea L una subextension de una extension de Galois K |k. Entonces tenemos
que Gal(K|L) es un subgrupo cerrado de Gal(K|k). Mds ain, las asignaciones

L+—— Gal(L|k) H+— KH

establecen una biyeccion entre subextensiones K|L|k y subgrupos cerrados de Gal(K|k). La
subextension L|k es de Galois si y solo si Gal(K|L) es normal en Gal(K|k), en este caso
tenemos un isomorfismo
Gal(K|k)
Gal(Llk) = ———=
allLIk) = Gl (R
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Capitulo 4

Teoria de Galois en espacios
cubrientes

Habiendo desarrollado la teoria de Galois en campos, en este capitulo desarrollaremos
lo que se conoce como la teoria de Galois de espacios cubrientes en la cual veremos muchas
similitudes categoéricas con la teoria de Galois en campos. La teoria en este capitulo fue sacada
de [6], por otro lado los conceptos bésicos de topologia se pueden revisar en [4].

4.1. Teoria de espacios cubrientes.

4.1.1. Espacios cubrientes.

Definicién 4.1.1. Sea X un espacio topoldgico. Un espacio sobre X es un objetop : Y — X
en la categoria coma Top/X de espacios topolégicos sobre X.

En ocasiones lo escribimos (Y, p).

Decimos que (Y, p) es conexo si Y es conexo.

Definicién 4.1.2. Un espacio cubriente de X, o cubierta de X, es un espacio sobre X,
p:Y — X, tal que para cada punto x € X, existe una vecindad V, de x tal que p~'(V}) es la
unién de una coleccién de abiertos disjuntos {U;} y la restriccién p|y, es un homeomorfismo
en V, para cada 1.

Notemos que si X es un espacio conexo, una cubierta p : Y — X es suprayectiva o bien
es la flecha vacia.

Definicién 4.1.3. Seap: Y — X un espacio sobre X. La fibra de un punto z € X es p~!(z).
Usaremos la expresion “punto sobre x” para referirnos a un punto en la fibra de z.

Observaciones:

1) Notemos que si (Y, p) es una cubierta de X, entonces para cada x € X, su fibra es un
subconjunto discreto de Y.

23
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2) La funcién #(x) = #(p~'(z)) es localmente constante para cada z € X y, si X es
conexo entonces # es constante. En tal caso, la imagen de # sera el grado de la cubierta.

Asi, si X es conexo se tiene que toda fibra es homeomorfa a un espacio topoldgico discreto
1.

Se dice que la cubierta es finita si cada fibra es finita.

Ejemplo 4.1.4. Sean X un espacio topolégico e I un espacio discreto distinto del vacio.
Tenemos la proyeccion en X, p: X x I — X, la cual resulta ser una cubierta. A esta cubierta
la llamamos cubierta trivial.

Denotamos por Cub(X) a la subcategoria plena de T'op/X cuyos objetos son las cubier-
tas de X.

A partir de este momento siempre supondremos que X es localmente conexo.

Proposicién 4.1.5. Si f : (Z,q) — (Y,p) es un morfismo en Cub(X) con Y conexo,
entonces (f : Z - Y) e Cub(Y).

Demostracién. Sean y € Y y V una vecindad abierta de p(y) con la propiedad de cubierta
para py ¢. Como X es localmente conexo, podemos suponer V' conexo, asf ¢~ (V') = | J U;, con
los U; abiertos disjuntos no vacios, cada uno homeomorfo a V', lo mismo para p~ (V) = |J V;.
Como po f = g, entonces f(|JU;) = |JV; y como cada U; es conexo, entonces la imagen
de cada U; es algun V;. Esto verifica la condicién de cubriente para los puntos en f(|JU;),
restaria ver que f es suprayectiva.

De la parte anterior se deduce que f(Z) es abierto, veamos que Y — f(Z) es abierto. Dado
y €Y — f(Z), usando el argumento de la parte anterior, y € V; para algin j y como cada
f(U;) esta obligado a ser algin Vj, entonces V; < Y — f(Z). Como Y es conexo, al ser f(Z)
aberrado (i.e. abierto y cerrado) y no ser trivial, entonces f(Z) = Y. Por lo tanto (Z, f) es
cubriente de Y. O

Lema 4.1.6. Sean (Y, p) una cubierta de X, Z un espacio topoldgico conexo y f,g: 72 —Y
funciones continuas con po f = pog. Si f y g coinciden en algun punto, entonces son iguales.

Demostraciéon. Probaremos que el subconjunto de Z donde f y g coinciden, digamos A, es
aberrado, de esta manera al ser Z conexo y A distinto del vacio se llegaria a que A = Z.
Sea z € Z tal que f(z) = g(z) = y. Por la propiedad de cubierta existe una vecindad
abierta de p(y), V en X, tal que p~ (V) = | ],.; Ui, con cada U; abierto en Y de manera que
plu, es un homeomorfismo en V. Sea U; el abierto que contiene a y, por continuidad de f
y ¢ existe una vecindad W de z, tal que f(W) < U;, g(W) € U;. Como p(f(2')) = p(g(2'))
Vz' € Wy ply, es un homeomorfismo, tenemos que f(z') = g(2’). Por lo tanto A es abierto.
Sea z € Z tal que f(z) # g(z), como p(f(2)) = p(g9(z)) = y, entonces f(z) y g(z) estan en
la misma fibra y por la propiedad de cubierta, andlogo al caso anterior, podemos encontrar
Wy, W, vecindades abiertas de f(z), g(z) respectivamente, disjuntas, dadas por la propiedad
de cubierta. Por la continuidad de f y g, existe una vecindad W de z, tal que f(2’) # g(z’)
Vz' € W. Por lo tanto A es cerrado. ]
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En particular si ¢ : (Y,p) — (Y,p) es un automorfismo de cubiertas conexas de X y ¢
tiene un punto fijo, entonces ¢ = idy-.

4.1.2. Acciones de Grupos, espacios cociente y cubiertas.

Consideremos una accion de un grupo G sobre un espacio topoldgico Y. Recordemos que
tal accién corresponde a un morfismo de grupos G — Autrep(Y') v por lo tanto identificamos
a cada g € G con un homeomorfismo de Y en Y.

Definicién 4.1.7. El espacio cociente, Y /G, es el conjunto de orbitas bajo la accién de G
equipada con la siguiente topologia. Tenemos la proyeccién natural, 7 : ¥ — Y /G. Asi,
equipamos a dicho cociente con la topologia mas fina que hace a 7 continua.

Asi, cualquier funcion continua f : Y — Z tal que fog = f Vg € G se factoriza de
manera unica a través de Y/G.

/
Y/G
donde f es continua. A continuacién introduciremos un tipo particular de acciones.

Definicién 4.1.8. Sea G un grupo actuando en un espacio topolégico Y. Decimos que la
accion de G es propiamente discontinua si cada y € Y admite una vecindad abierta U tal que

gU)NgU)=Tsig#g.

Como veremos en la siguiente proposicion, las acciones propiamente discontinuas producen
cubiertas.

Proposicion 4.1.9. Si la accion de G sobre Y es propiamente discontinua, entonces la
proyeccion w: Y — Y /G es una cubierta.

Demostracion. Para cada y € Y, tomemos una vecindad abierta U con la propiedad indu-
cida por la uniformidad de la accién de G. La coleccién de subconjuntos {g(U)} e son todos
disjuntos. 7 : Y — Y /G identifica todos estos subconjuntos con el abierto 7(U) y por como
estd construido Y /G, 7 se restringe a un homeomorfismo en cada g(U) a w(U). Por lo tanto
(Y, 7) es una cubierta de Y /G. O

4.1.3. La Accién de Autcuyx)(Y,p) en (Y, p).

Autcunx) (Y, p) actia de manera natural en Y.
Cada automorfismo ¢ : Y — Y envia a un punto y a su imagen ¢(y) y ¢ preserva la estructura
de las fibras de (Y,p). Por lo tanto, dado z € X, ¢ se restringe a la fibra ¢|,-1(,), como ¢ es
invertible, estas restricciones son biyecciones y por lo tanto son permutaciones en las fibras.
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Proposicion 4.1.10. Para una cubierta conexa p:Y — X, la accion del grupo de automor-
fismos Autcuny)(Y,p) en (Y,p) es propiamente discontinua.

Demostracién. Sea y € Y, por la propiedad de cubierta existe una vecindad abierta y
conexa V de p(y) en X, tal que p~*(V) = | J,.; U;, con cada U; homeomorfo a V' a través
de ply,. Sea ¢ € Autcupx)(Y,p), como ¢ preserva fibras, ¢ _ v, : | lie; Ui — [ ic; Ui es un
homeomorfismo. Notando la idea de la prueba en la proposicién 4.1.5, cada U; se mapea en
algin U; y por el lema 4.1.6, si ¢ # idy, entonces i # j. Por lo tanto, si ¢, ¢’ € Autcusy) (Y, D)
son distintos, entonces (¢')"1¢ # idy, por lo tanto, si U; es el abierto correspondiente a v,
o(U;) = ¢'(U;) con i # j, por lo tanto ¢(U;) # ¢'(U;). O

Por la proposicién anterior, si (Y,p) es un cubriente conexo la proyecciéon 7 : Y —
Y /Aut(Y,p) es un cubriente y es sencillo ver que su grupo de automorfismos es Aut(Y,p).
En general tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.11. Si G < Autcunx)(Y.p) actia de forma propiamente discontinua en
Y, con'Y conezo, entonces el grupo de automorfismos de w:Y — Y /G es precisamente G.

Demostracién. Sea ¢ € Aut(Y,w), entonces 1o ¢ = 7 = Ogz) = Op = Oy, (o) Yz € X y
para algin 1, € G, tal que ¢(z) = 1.(z). Por el lema 4.1.6, ¢ =9, € G. ]

4.1.4. Cubrientes de Galois y clasificaciéon de sus subcubrientes.

Recordemos de la definicién de espacio cociente que se da la siguiente factorizacion.
p
Y ———X

™ %

e
Y/ Aut (Y, p)

Definicién 4.1.12. Un cubriente p : Y — X se dice que es Galois (o normal) si Y es conexo
y el correspondiente p es un homeomorfismo.

Proposicién 4.1.13. Un cubriente conexo p: Y — X es Galois si y solo si Aut(Y,p) actia
transitivamente en cada fibra (i.e para cada x € X y para cualesquiera y,y en su fibra existe
un automorfismo que mapea y en y' ).

Demostracién. = | Supongamos que (Y,p) es Galois, entonces p es un homeomorfismo,
esto nos dice que como es uno a uno, para cada x € X, su fibra corresponde a una orbita en
Y, por lo tanto Aut(Y,p) actia transitivamente en fibras.

<] Si Aut(Y, p) actia transitivamente en fibras, entonces es claro que el correspondiente p es
uno a uno y siempre se da que es suprayectiva pues p es suprayectiva. Por otro lado, para ver
que su inversa es continua tomemos un abierto U en Y /Aut(Y, p), i.e. 71 (U) = W es abierto
en Y, luego para cada x € p(W) = p(U) existe una vecindad abierta U’ con la propiedad
inducida por ser p cubierta, por lo tanto p~(U’) = | |U; con cada U; homeomorfo a U’, por
lo tanto p(p~(U’) (Y W) = U” es abierto en X y no es dificil ver que U” < p(U), como x fue
arbitraria p(U) es abierto. O
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Observacion 4.1.14. Para ver si una cubierta conexa p : Y — X es Galois basta ver que
Aut(Y,p) actie transitivamente en una fibra pues, si esto ocurre, como ya se vio que para
cubiertas conexas las fibras tienen cardinalidad constante, al ser Y /Aut(Y, p) una cubierta
conexa de X con una fibra de un punto, entonces toda fibra tiene un punto.

Teorema 4.1.15. Seap : Y — X una cubierta Galois. Para cada H < G, con G = Aut(Y,p),
la proyeccion p induce un cubriente natural py 1Y /H — X .
Inversamente, si q : Z — X es una cubierta conexa que se ajusta al diagrama conmutativo:

yv—1 g7

X

con f continua, entonces f 1Y — Z es una cubierta Galois y Z =Y /H, para H = Aut(Y, f).
Las asignaciones H — Y /H, (f : Y — Z) — Aut(Y, f) inducen una biyeccion entre
subgrupos de G y cubiertas intermedias Z .

Demostracién. Como H < Aut(Y,p), p se factoriza de la siguiente manera:

p
Y ——X
A

/

/
PH AN
/ pH

/

Y/H

La funcién pz es continua por la propiedad universal del cociente. Para abiertos V < X
suficientemente pequenios, p~!(V) = V x F para cierto conjunto discreto F equipado con una
accion de H, el conjunto abierto ﬁ;fl(V) c Y /H serd entonces isomorfo al producto de V/
por el conjunto discreto de H-6rbitas de F. Por lo tanto py : Y/H — X es una cubierta.

Para el otro lado, por la proposicion 4.1.5 f : Y — Z es una cubierta y por lo tanto
H = Aut(Y, f) < G, por la proposicién 4.1.13 para ver que es Galois, basta ver que H actia
transitivamente en las fibras.

Sean 2 € Z y y1,y2 € f1(2), as{ y1, 92 estdn en p~1(q(2)), como (Y, p) es Galois, existe
¢ € G tal que ¢(y1) = yo. Basta probar que ¢ € H, que es equivalente a probar que Y = {y €
Y|f(y) = f(é(y))}, pero esto se sigue directamente del lema 4.1.6 usando que go(fo¢) = gof.
Usando la proposicién 4.1.11 y el hecho de que (Y, f) es Galois para cubiertas intermedias,
se sigue inmediatamente que tales asignaciones son inversas. 0

Proposicion 4.1.16. Las asignaciones anteriores determinan una biyeccion entre cubrientes
intermedios de Galois y subgrupos normales de G.

Demostracién. Si H < G, entonces G/H actia de manera natural en Y/H y ademés
preserva la proyeccién py, asi obtenemos un morfismo de grupos

G/H — Aut (Y/H,pn)



58 CAPITULO 4. TEORIA DE GALOIS EN ESPACIOS CUBRIENTES

que resulta ser inyectivo, pues si ¢H(O,) = ¢'H(O,), para toda y donde O, es la drbita
de y bajo H, entonces ¢(y) = ¢’ o h(y) para algin h € H, por el lema 4.1.6 tenemos que
¢'~'¢p = he H,porlo tanto pH = ¢/ H. Como (Y/H)/(G/H) = Y /G =~ X, por la proposicién
4.1.11 G/H = Aut(Y/H,pg) y por lo tanto, (Y/H, pn) es Galois.

Para el otro lado, supongamos que (Z, q) es un cubriente intermedio que ademéds es Ga-
lois. Primero probaremos que dado un automorfismo de (Y, p), digamos ¢, éste induce un
automorfismo de (7, ¢), digamos 1, de manera que conmuta el diagrama:

y—" .y
f f
P

X Zd_X) X
Para esto, tomemos y € Y y sea x = go f(y) € X, por la conmutatividad del diagrama, f(y)
v f(¢(y)) estdn en la misma fibra ¢~'(x). Como (Z, q) es Galois, Aut(Z, q) actiia transitiva-
mente en las fibras y por lo tanto, existe 1) € Aut(Z, q), tal que ¥(f(y)) = f(o(y)), que por
el lema 4.1.6 es Unica y, por el mismo lema, se sigue que ¥ o f = f o ¢. Tenemos entonces un
morfismo de grupos G — Aut(Z, q), cuyo nucleo es precisamente Aut(Y, f) y por lo tanto es
normal en G.

]

4.2. Cubriente Universal.

4.2.1. Accion de monodromia.

Nuestro siguiente objetivo es probar algo similar a la construccién de la extension de
Galois absoluta pero en espacios topolégicos. En este caso, el grupo de Galois absoluto sera
el grupo fundamental de nuestro espacio X.

Lema 4.2.1. Sean p:Y — X una cubierta, ye Y y x = p(y).

1) Dado un camino f :[0,1] — X con f(0) = z, existe un dnico camino e [0,1] - Y
con f(0) =y ypof=Ff.

2) Supongamos que tenemos un seqgundo camino g : [0,1] — X homotdpico a f, entonces
el anico g : [0,1] = Y tal que g(0) = y y po g = g tiene el mismo punto final de f, i.e.
f(1) =49().

Demostracién. 1) Primero notemos que la unicidad se sigue del lema 4.1.6 y la existencia
es inmediata en caso de que la cubierta sea trivial, asi que queremos reducir el caso general
a éste.
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Para cada z € f([0,1]) elegimos una vecindad abierta V, con la propiedad inducida por
la cubierta (Y, p). Asi, la familia {f~'(V})|z € f([0,1])} es una cubierta abierta de [0, 1], el
cual es compacto y por lo tanto tiene una subcubierta finita.

Elegimos una subdivisién 0 = tg < t; < --- < t, = 1 de [0,1], de tal forma que cada
intervalo [¢;,t;41] esté contenido en un abierto de la subcubierta finita, como la cubierta es
trivial en cada f([t;,t;+1]), entonces podemos construir f de forma recursiva, dado un le-
vantamiento f; del camino f restringido a [0,%;] (el caso i = 0 es trivial), construimos un
levantamiento de la restriccién de f a [t;,t;41] empezando en fz( i), luego pegando este ca-
mino con fl obtenemos f1+1

2) Primero, mostramos que dada una homotopia entre f y g, H : [0, 1]
existe un levantamiento H : [0,1] x[0,1] = Y con poH = H, H(t,0) = f(t) y

La construccion es similar a la de ]?, primero encontramos una subdivisién de [0, 1] x [0, 1]
en rectangulos S;;, de manera que sobre cada H(S;;) la cubierta (Y, p) es trivial y entonces
procedemos a pegar los levantamientos sobre cada subrectangulo, moviéndonos en zig-zag
iniciando en el punto (0,0) donde H(0,0) = y, hasta el punto (1,1). Por unicidad en 1), para
encontrar el levantamiento al siguiente subrectangulo, basta encontrar uno que coincida en
una esquina del lado donde se juntan para que coincidan en el lado completo donde se juntan,
también por unicidad de levantamiento de caminos, tenemos que la asignacion ¢ — H (¢,0) es
f (pues ambos son levantamientos de f que inician en y), el camino s — H (0, s) es el camino
constante y y el camino ¢t — H(t 1) esg.

Finalmente, s — H(1,s) es un camino que junta a f ( ) con g(1) que levanta al camino
constante f(1), de nuevo por unicidad debe coincidir con el camino constante f(l) Por lo
tanto f(1) = g(1). O

Ahora mostraremos la construccién de la accién izquierda de 71(X, x) en p~!(x).

Construccién 4.2.2. Dadas y € p~'(z) y @ € m(X, ) con representante f : [0,1] — X,
f(0) = f(1) = z, definimos ay = ]?(1) Por el lema 4.2.1 esta eleccién no depende del
representante y ay vuelve a caer en p~!(z) por construccién, ademas es facil observar que
(a=B)y = a(By), Ya, 5 € m (X, z). Esta accién se llama accién de monodromia sobre la fibra

p ().

4.2.2. El funtor de fibras Fib, y el cubriente universal.

Definicién 4.2.3. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Definimos el funtor de fibras
Fib, : Cub(X) — Con™%® de la siguiente forma: dadas (Y,p) y (Z,q) cubiertas de X y
f Y — Z un morfismo de cubiertas:

Fib,(Y,p) = p~' ()

con la accién de monodromia.
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Por el lema 4.2.1, dado y € p~*(z), el tinico levantamiento de un camino con punto inicial
y lo manda bajo f al inico levantamiento de ese mismo camino con punto inicial f(y). En
otras palabras, f(ay) = af(y) Ya € m(X,z) y como los morfismos de cubiertas respetan
fibras tiene sentido definir:

Flb:v(f) = f‘p_l(m)

El objetivo de esta seccién serd probar el siguiente teorema.

Teorema 4.2.4. Sean X un espacio topoldgico conexo y localmente simplemente conexo y
x € X un punto base. El funtor F'ib, induce una equivalencia de categorias entre Cub(X)
y Con™ %) Los cubrientes conexos se identifican con m (X, x)-conjuntos transitivos y los
cubrientes de Galois con cocientes de m (X, x) por subgrupos normales.

Para probar esto tendremos que probar los siguientes dos teoremas.

Teorema 4.2.5. Sean X un espacio conezo y localmente simplemente conezo y v € X. El
funtor Fib, es representable por una cubierta w: X, — X.

El cubriente )/(; estd determinado por la eleccion de x y viene equipado con un punto

canénico de 7 !(z) llamado elemento universal. Por definicién, morfismos de cubiertas de
(X, ) en una cubierta fija (Y, p) corresponden biyectivamente de manera funtorial a puntos
en la fibra p~1(x) < Y, en particular, para la cubierta (X, 7) tenemos un isomorfismo canéni-

—~

co Fib,(X,) = Homcup(x) ()/(;, )/(;), via este isomorfismo, la identidad de )/(\I se corresponde
de forma canénica con un elemento [z] € 71 (x); éste es el elemento universal. Ahora bien,
para una cubierta arbitraria (Y,p) y un elemento y € p~'(z), el morfismo 7, : )/(\z —-Y
corresponde a la imagen de y, via Fib,(Y) = Homcuy X)()/(;, Y). En el siguiente diagrama
conmutativo se mapea [z] en y.

Homcub(x) ()/(\x, )/(\a:) — Fibm()/(\m)

Homcub(x) ()/(\:w Y) —— Fib,(Y)

donde las flechas verticales estan inducidas por m,. Ahora notemos que dado ¢ : )/(; — )/(\z
un isomorfismo de cubiertas, este induce una biyeccion de Homgcuys( x) (X5, Y) en si mismo
componiendo ¢ a la derecha, de esta forma, obtenemos una accién derecha de Aut(X,)

en Homeup(x) (X, Y) = Fiby(Y). Ahora queremos comparar esta acciéon con la accién de
monodromia.

Teorema 4.2.6. El cubriente )/(; es un cubriente de Galois de X con grupo de automor-
fismos isomorfo a m (X, x). Mds ain, para una cubierta p : Y — X, la accion izquierda
de Aut()/(\x, )P en Fib,(Y) dada por la construccion anterior es precisamente la accion de
monodromia de (X, ).

Construcciéon 4.2.7. Construccion de )/(\z:
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Los puntos de X seran las clases de homotopia de caminos que inicien en z. Para definir
la proyeccién 7, dado [f] € X, con f : [0,1] — X un representante para [f], definimos
©([f]) = f(1) = y. Esta asignacién estd bien definida pues caminos homotdpicos tienen
mismos puntos finales. .

Ahora definimos una topologia para X, a partir de una base de abiertos para cada [f] €
)/(;. Dada una base de abiertos simplemente conexos de f(1) y, U uno de estos abiertos,
si f:[0,1] — X es un representante de [f], definimos ﬁf como el conjunto de clases de
homotopia obtenidas componiendo la clase de homotopia de f con la clase de homotopia de
algin g : [0,1] — X tal que ¢(0) = f(1) y ¢([0,1]) < U, notemos que como U es simplemente
conexo, la eleccién de g solo depende de su punto final salvo homotopia. En otras palabras,
Uy estd dado por las prolongaciones de las clases de homotopia de f a los demds puntos en
U. Estos U s forman una base de abiertos para [ f]

Para dos abiertos U Py Vf existe Wf cU N Vf dado por alguna vecindad simplemente
conexa W < U V.

Ahora, para ver que 7 es continua basta notar que la imagen inversa bajo m de una vecin-
dad simplemente conexa U de y es la unién disjunta de los abiertos U sobre representantes
f de caminos de = en y. Asi, hemos obtenido una cubierta de X.

Para finalizar, notemos que hay un elemento universal [z] de la fibra 7=!(z) que corres-
ponde a la clase de homotopia del camino constante x.

Demostracion del teorema 4.2.5:

Demostracion. Queremos probar que la cubierta ()/(\I,ﬂ') representa al funtor Fib,. Sean
(Y,p) una cubierta de X y y € p~!(z). Definimos 7, : X, — Y de la siguiente forma:
Dado [f] € X,, definimos m,([f]) = f(1), donde f : [0,1] — Y es el tnico levantamiento

de f con f (0) = y cuya existencia nos la proporciona el lema 4.2.1. Veamos que 7, es
continua. Sea iy’ € Y y tomemos W una vecindad abierta simplemente conexa v de Yy que se
restrinja a un homeomorfismo en p(W), podemos observar que 7, '(W) = (J,; p(W),, donde
f varfa sobre los caminos que inician en = y terminan en p(y’) tales que al levantarse a Y’
iniciando en y, terminen en y'. Ademés 7, es un morfismo de cubiertas, pues p(m,([f])) =
p(f(1) = f(1) = m([f]). Esta asignacién es biyectiva y su inversa esta dada por: dado un
morfismo de cubiertas ¢ : X, — Y, le asignamos o([x]). Veamos que en efecto son inversas.
Sean y € p~1(X) y [f] € )/(\x my([x]) = v pues el punto final del levantamiento del camino
constante x es y. Por otro lado my.))([f]) = ¢([f]) (es fécil ver esto observando el tltimo
comentario en la demostracién del lema 4.2.8).

Solo resta ver que esta a&gnacwn biyectiva, es funtorial. Sea ¢ : Y — Y’ un morfismo de
cubiertas que mapea a y en y’ € Y. El morfismo inducido ¢, : Hom(Xw, Y)— Hom(Xm, Y’
manda a m, en m,. ¢ o m,([f]) = go(f(l)) = my([f]), pues po f es el levantamiento de f a
un camino que inicia en y’, donde f es el levantamiento de f a el camino que inicia en y. [l

Para probar el teorema 4.2.6 es necesario probar primero varios resultados.
Lema 4.2.8. FEl espacio X, es conexo por trayectorias.

Demostracién. Veamos que hay una trayectoria que conecta a [z] con cualquier [f] e X,.
Consideremos la funcién multiplicar m : [0,1] x [0,1] — [0,1], donde m(s,t) = st. La
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funciéon m es continua. Sea [f] € )/(;, entonces f om y su restriccién a cada subconjunto de
la forma s x [0, 1] es continua. Dicha restriccién define un camino f, de x a f(s). Ademads,
fo es el camino constante x y f; = f Veamos que la funcién ¢ : [0,1] — )/(\ dada por
o(s) = [ fs] es continua. Dados [g] € X, y una vecindad abierta de la forma Ug, tenemos que
qﬁ_l([j(,) = f71(U) 6 &, pues si s € ¢~ (U,), fs es homotdpica a una prolongacién de g en U,
i.e, f(s) € Uy g es una prolongacion de fs en U, pero claramente si g es una prolongacién
de alguna f, en U, entonces es una prolongacién de f; en U para toda t € f~1(U). Aparte,
usando el lema 4.2.1, dado un camino f : [0,1] — X que inicie en = y termine en 2/, su
levantamiento a X, que inicia en Z, termina en [f] (la clase de homotopia de f). O

Lema 4.2.9. Una cubierta de un espacio simplemente conexo y localmente conexo por tra-
yectorias es trivial.

Demostracion. Para esto, basta mostrar que dada una cubierta conexa p : ¥ — X de
un espacio X como en el lema, se sigue que p es inyectiva. Primero notemos que como
X es locamente conexo por trayectorias y p es un homeomorfismo local, entonces Y tiene
una cubierta de abiertos localmente conexos. Como Y es conexo, esto obliga a que Y sea
localmente conexo. Sean yi,y2 € Y tales que p(y;) = p(y2), tomemos f : [0,1] — Y un
camino que inicie en y; y termine en g5, asi po f es un camino cerrado en X, dado que X es
simplemente conexo, tal camino es homotodpico al camino constante p(y;) y por unicidad de
levantamientos, tenemos que y; = y». ]

Corolario 4.2.10. Sea X un espacio localmente simplemente conexo. Dadas dos cubiertas
p:Y >Xyq:Z —>Y, sucomposicion po q es de nuevo una cubierta de X.

Demostracion. Sea x € X. Como X es localmente simplemente conexo, tiene una vecindad
abierta simplemente conexa U y como es localmente conexo por trayectorias, entonces hay
una vecindad abierta V' < U localmente conexa, i.e, U es una vecindad simplemente conexa
y localmente conexa por trayectorias, por lo tanto la restriccién de p a p~'(U) debe ser
trivial por el lema anterior. Repitiendo este argumento con ¢, para cada componente conexa
de p~1(U) (las cuales son simplemente conexas y localmente conexas por trayectorias por sf
mismas), obtenemos que la restriccién de po g a po ¢ '(U) es una cubierta trivial de U. [

Proposicién 4.2.11. La cubierta 7 : )/(; — X es Galois para X conexo y localmente sim-
plemente conezo.

Demostracion. Por la observaciéon 4.1.14, basta ver que el grupo Aut()/(;, 7) actia transi-
tivamente en la fibra 771 (). Sea [f] € 7~ !(z), por el teorema 4.2.5 hay una funcién continua

7+ Xz — X, que manda a [z] en [f]. Veamos que [ es un automorfismo. Como X,
es conexo y m o 7] = 7 es cubriente de X, por la proposicién 4.1.5, (Xx,ﬂ'[f) es un cu-
briente de X, en particular 7y es suprayectiva. Tomemos un elemento [ ] € W_l([x]),

T OT[f] O Mg = T O Mg = T. T[] © T[g] €S continua y ademds cumple que 75 o 7 ([ ]) [z],
por el lema 4.1.6 tenemos que s o g = id-, por lo tanto 7y es 1nyect1va y por tanto es
un automorfismo.

[]

Proposicién 4.2.12. Hay un isomorfismo Aut()/(;,w)of’ ~ (X, x).
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Demostracion. Primero notemos que )/(\m estd equipado con una accién derecha de (X, x)
como sigue:

Dados [f] € X, Y @€ 771(X x) con representante f,, definimos [f]a como [f o f,]. E
facil ver que ¢, : X — X dada por la asignacion ya mencionada es un automorfismo de
(Xx, T) Y Gaar ([f]) = ¢ © da([f]), 1o que nos determina un morfismo de grupos m (X, z) —
Aut(Xw, 7)°. Este morfismo resulta ser inyectivo pues, si @ y o/ no son iguales, entonces f,
no es homotopico con fo y por lo tanto sus composiciones con el camino trivial z no son
homotopicas, i.e. ¢q([x]) # o ([x]). Para ver la suprayectividad tomemos ¢ € Aut(Xw,W) y
[f] € X,, el punto o([f]) esta representado por un camino g : [0,1] — X, con f(1) = g(1).
Ahora, f~! o g es un camino cerrado de x que satisface que f o (f~! o g) es homotépico a g,
denotemos por a a su clase en 71(X, z). El automorfismo ¢ o ¢, (¢([f])) = ¢([f]). Usando
el lema 4.1.6, como )/(\m €s Conexo ¢ = @q.

O

Demostracién del teorema 4.2.6.

Demostracién. Lo tnico que hace falta probar es la parte de la accién de monodromia. Por
el teorema 4.2.5, sabemos que dados (Y, p) una cubierta y y € F'ib,(Y'), se corresponde con
un morfismo de cubrientes 7, : )/(\x — Y, que como ya vimos en la prueba, asigna a clases
representadas por cierta f a puntos de la forma f(l), donde ]? es el levantamiento de f a
Y que inicia en y, en particular y es la imagen bajo esta misma asignacién de [z], por la
prueba del lema anterior, dado « € (X, x) representado por f,, actia en [z] manddndolo
a la clase de f,, como la accién de o en p~!(y) manda a y en f;(l), esta es la accién de
monodromia. L

Demostracion del teorema 4.2.4:

Demostracion. Primero veamos que el funtor F'ib, es fiel y pleno. Para esto primero ob-
servemos lo siguiente. Dadas dos cubiertas de X, (Y, p) y (Z, q) y dos morfismos de cubiertas
b, Y — Z tales que @|,-1(5) = lp-1(2), Y = |_| Y;, donde las Y; son sus componentes cone-
xas, de igual forma Z = | | ;2. Ademas como X es conexo y localmente simplemente conexo,
cada (Y;,ply;) resulta ser un cubriente de X pues si no lo fuera, entonces (p(Y;), X — p(Y;))
conformaria una separacién no trivial en abiertos de X. Cada Y; se mapea en algtiin Z; por
conexidad a través de ¢ y por lo tanto ¢|y, es un morfismo de cubrientes conexos. Ademsés,
COmo Y|p-1(z) = P|p- y; tienen el mismo codominio. Por lo tanto,
para probar que que el funtor es fiel y pleno basta probarlo restringiéndonos a cubrientes
CONEXOS.

Supongamos que (Y, p) y (Z,q) son cubrientes conexos de X y sea ¢ : F'ib,(Y) — Fib,(2)
un morfismo de (X, x)-conjuntos. Para cada y € Fib,(Y) consideremos el cubriente m, :

X — Y, por el teorema 4.1.15, m, hace a Y isomorfo al cociente de X por el estabilizador de
y, U, = Aut(Xz, my); seaty, 1Y — U% dicho isomorfismo. El estabilizador de y, U,, se inyecta
en el estabilizador de ¢(y), U, pues si ¢ € U, entonces gy = y y como ¢ es morfismo

de (X, z)-conjuntos, entonces ¢¢(y) = ¢(y). El morfismo 7y, : X, — Z induce un tnico
morfismo U, — Z pasando por el cociente, componiéndolo con 1, obtenemos el morfismo
Y — Z requerido.
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Para ver que el funtor es esencialmente suprayectivo, tomemos S un 7 (X, x)-conjunto y
supongamos que es transitivo, entonces podemos tomar el cociente de )/(; por el estabilizador
de cualquier punto de S, por la proposicién 5.1.12 y observando que si H es dicho estabili-
zador, entonces szm(%) = w ~ S, si S no es transitivo, entonces hacemos la misma
construccién sobre cada érbita y tomamos la unién disjunta de estos cubrientes.

De aqui, por el teorema 4.1.15 podemos notar que (X, z)-conjuntos transitivos se corres-
ponden con cubrientes conexos de X y de la proposicion 4.1.16, tenemos que cubrientes de

Galois se corresponden con cocientes de (X, z) por subgrupos normales. ]



Capitulo 5

Acciones transitivas de un grupo
discreto.

5.1. El funtor adjunto A x, —.

Habiendo desarrollado algunos de los ejemplos mas famosos de la teoria de Galois, a partir
de este capitulo trataremos de abstraer las cosas que tienen en comun en términos mas ca-
tegdricos. El contenido de este capitulo asi como de los posteriores capitulos fue sacado de [1].

Sea C una categoria.

Definicién 5.1.1. Sea f : X — Y una flecha en C. Decimos que una flecha g : X — Z
en C es compatible con f si para cualesquiera flechas z:C — X, y: C — X tales que
fox = foy, sesigue que goxr = goy.

Definicién 5.1.2. Una flecha f : X — Y en C es un epimorfismo estricto si dada cualquier
flecha g : X — Z compatible con f, existe una unica flecha h: Y — Z tal que g = ho f. (La
definicién de monomorfismo estricto es la definicién dual).

Observacién 5.1.3. Todo epimorfismo estricto es un epimorfismo.

Demostracion. Sea f: X — Y epi estricto. Seana: Y — W yb:Y — W dos flechas tales
que ao f = bo f, consideremos la flecha ao f : X — W. Notemos que a o f es compatible
con fy como f es epiestricto, 3h:Y — W tal que ao f = ho f, por lo tanto a = b. Por lo
tanto f es epi. O

Observacion 5.1.4. Todo epimorfismo estricto que sea monomorfismo es isomorfismo.

Demostracién. Sea f: X — Y un epimorfismo estricto que ademés sea mono. Como f es
mono, idx es compatible con f. Como f es epimorfismo estricto existe una tnica g que hace

conmutar el siguiente tridngulo:

x—71 .y

s
X

por otro lado fogo f =1dy o f, por la anterior observacién f es epimorfismo y por lo tanto
fog=idy. Porlo tanto g = f71, i.e. f es iso. O

65
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Consideraremos A un objeto en C'y sea G = Aut(A).

Definicién 5.1.5. Dado H < G, el cociente categérico consiste de un objeto % y una flecha
q:A— % que satisface la siguiente propiedad universal:

i) Vhe H goh =gq
ii) Dadaz: A— X eC, talque Vhe H zoh=uz,3lp: 4 — X € C tal que poq = .

Es decir el diagrama conmuta:

h
SEy
\ /
& ¥ Jlp
X
Observacién 5.1.6. ¢ : A — % es un epimorfismo estricto.

Demostracion. Sea x : A — X compatible con ¢, en particular Vh € H, goh = ¢ = xoh =z
y por la propiedad universal de ¢ 3¢ : % — X tal que goq = x. Por lo tanto ¢ es epimorfismo
estricto. O

Ejemplo 5.1.7. En la categoria Con existen todos los cocientes.

Demostracién. Sean X € Con y H < Autcon(X). Proponemos a % como el conjunto
X/ ~ donde x ~ 2’ siy solosiexiste h € H tal que h(x) = 2’ (claramente ~ es de equivalencia)
y, la funcién ¢ : X — 2 es la proyeccién canénica g(z) = [z].

Vhe H,Vz e X qoh(x) = q(h(x)) = [h(x)] = [z] = q(z), por lo tanto go h = q.

Sea (¢ : X - Y) e Con tal que poh =1 Vh e H. Proponemos la funcién ¢ : % —-Y
definida mediante p([z]) = ¥(x). Veamos que ¢ esta bien definida. Supongamos que [z] =
[2'], entonces existe h € H tal que h(x) = 2, entonces ¢([2']) = ¥(a') = Y (h(x)) = Y(z) =
©([z]). Ademds 1) = p o q y es claro que @ es unica con esta propiedad. ]

Notemos de la demostracién que los cocientes en Con se ven como conjuntos de érbitas
sobre H

Ejemplo 5.1.8. Sea K un grupo. En la categorfa Con® existen todos los cocientes.

Demostracién. Dados X € Con®™ y H < Autcy,x (X), definimos % de la misma forma

que en el ejemplo anterior solo que lo dotamos de la siguiente accion de K: dado k € K

definimos k[z] = [kz] (claramente es accién). En este caso la proyeccién g : X — = se vuelve

un K-morfismo. La prueba de que en efecto g : X — % es un cociente es la misma que en el

ejemplo anterior notando que si ¢ : X — Y es un K-morfismo, entonces el morfismo inducido
X

¢ 7 — Y es un K-morfismo. m

Dado H < G, tenemos el morfismo canénico ¢ : H — G dado por la inclusion.

Observacion 5.1.9. Sea H < G. H actua a la izquierda en los conjuntos [A, X | de morfismos
en C de A en X de la siguiente forma. Para cada x € [A, X|:
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H x [A, X]——[A, X]

h,t) ———hzx =xzo0h
En este caso tenemos un funtor:
A,—
c—2e o
donde [A, X]g es el conjunto [A, X]| equipado con la accién de G. Veamos que en efecto

[A, —]c es un funtor.

Demostracién. Dado que ya sabemos que la asignacién [A, _| es funtorial, solo restaria ver
que las flechas van a morfismos de G-conjuntos.
Sean f: X > X' eC,ge Gy xel[A X]

filgz) = fu(zog) = fo(zog)=(fox)og=gfi(x)
m
Observacion 5.1.10. El grupo G tiene una accién candénica en si mismo dada por multiplicar
a la izquierda. Asi, podemos considerar G € tCon® donde tCon® es la subcategoria plena
de Con® que consiste de los G-conjuntos transitivos. G equipado con esta accién es el

G-conjunto libre con un generador e € G (e el elemento neutro). Esto significa que dado
E € Con®, hay una biyeccién:

reF
0. G—>E p.(g9) =gz

Consideremos un objeto X € C'y el G-conjunto [A, X|q. La biyeccién anterior toma la forma:

z:A—- X
v G- [A X]g

A partir de este momento nos interesara que esta accién G x [A, X| — [A, X ]| sea transitiva
para todo X € C'. Asi nuestro funtor toma la forma

A—
c—2e L bont

La ultima biyeccion en este tltimo caso nos da la pista de que A puede ser el valor en G de
algiin adjunto izquierdo del funtor [A, _|g. De hecho, como veremos a lo largo de esta seccién,
este adjunto existe bajo ciertas condiciones y se denotara:

O — tCon®

Entonces A xg G = A.

Observacion 5.1.11. Notemos que dado H < G, también podemos ver a H como subgrupo
de Aut(A). Para que no haya confusién con las operaciones en ambos grupos, dados h, ' € H,
hh' denotard la operacién de H visto como subgrupo de G y A’ o h denotara la operacién de
H visto como subgrupo de Aut(A), ademds tenemos que hh' = h' o h.
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En la siguiente proposicion identificamos a un elemento h € H con el morfismo h, : G —
G € Aut s, (G)P dado por h.(g) = gh.

Proposicién 5.1.12. Sean E € tCon® con G un grupo arbitrario y x € E. Entonces
: G — E vuelve a E un cociente categorico £ ~ H, donde H = Fij(x).

Demostracién. i) Sean g € Gy h € H, entonces ¢, o h,(g) = ¢.(gh) = ghx = gr = p,(g).
Por lo tanto, ¢, o hy = @,.

ii) Supongamos que y : G — Y cumple que y o h, = y, Vh € H. Definamos ¢ : £ - Y
como (gx) = y(g), veamos que estd bien definida. Supongamos que gxr = ¢'z, entonces
g'g e H. Asi, g 'y(¢") = y(g7'g") = yo (g7'9)*(e) = y(e), por lo tanto y(g) = y(g'). Por
otro lado es clara la unicidad de . O]

Cabe resaltar que en tCon® los cocientes categéricos % se ven como clases laterales iz-

quierdas de G sobre subgrupos H (i.e la nocién natural de cociente en grupos).

Retomemos la convencién G = Aut(A)?

Observacién 5.1.13. Del ejemplo 5.1.8, los cocientes de [A, A] sobre subgrupos H < G
existen en Con® donde identificamos a h € H con el morfismo h, : [A, A] — [A, A] €
Autcone ([A, A])%P definido mediante h,(f) = h o f. En este caso el cociente se ve como
[AA] = {fH|f e [A, A]} donde fH = gH siy solo si existe h € H tal que f = hogy,

[A A] — = es la proyeccién candnica.

Usemos el axioma de eleccién para clases en Ob(tCon ). Para cada FE elegimos xg € F
con la condicién de que cada vez que exista el cociente 4 = para H < G, elegimos la proyeccion
canénica gg del conjunto [A, ;}], Le. Xy 4 = qm, entonces si nombramos Hg a Fij(rg),

*H
tendremos que x|, A= qm,- Para facilitar la notacién escribiremos g en vez de qp,,.

Teorema 5.1.14. Sean C una categoria y A € C un objeto distinguido tal que VH < G
(G = Aut(A)?) el cociente 4 existe y los conjuntos [A, X| son G-conjuntos transitivos con
la accion candnica de G. Entonces el funtor

A,—
c—27 con®

tiene un adjunto izquierdo
C N y— tCon®

Demostracién. Definimos el funtor A xs — como sigue: para cada objeto E € tCon®
AxgE = Hi;; y, para cada flecha ¢ : E — E' € tCon® tal que ¢(zp) = grp, A xg ¢ es la
unica flecha que hace conmutar el siguiente diagrama:

Q
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Veamos que esta definicion de A x g ¢ tiene sentido. Primero veamos que no depende de la
eleccién de g. Supongamos que ¢(rg) = grp = ¢'rw, entonces (¢') " 'grp = xp, por lo tanto
(¢/)"'g € H, por lo tanto qir — g0 ((¢') ') = i oo (¢')~L, por lo tanto g0 g’ = g og.
Ahora veamos la existencia de A xg . Sea h € Hg, entonces

9 hgre = g ' ho(xg) = g7 p(hag) = g 'p(ar) = ¢~ g1p = o
por lo tanto g 'hg € Hp: y tenemos que
qwogohog ™t =quog thg = qu
por lo tanto (g © g) o h = qg © g. Esto nos asegura la existencia de A x¢ ¢

Ahora veamos que las definiciones anteriores hacen a A x5 — un funtor.
Sean Fy,Es,E; € tCon® y consideremos el siguiente diagrama:

Tey ——9TE,
By E, by
Tp, —— hxpg,

1

9B, A
A—— Ty,

Como hog = (gh) y p20p1(zp) = (gh)xg,. Por unicidad de A x¢ (g2 0 ¢1), se sigue que
Axg(paop) = AxgpsoAxgpr. Las demés propiedades de funtor se siguen trivialmente.

Notemos que si tenemos dos G-conjuntos transitivos 'y E’ y elementos distinguidos =g
y Tpr, es facil ver que la funcién ¢ : E — E’ dada por ¢(grg) = gxp estd bien definida
si ysolosi Hg € Hg v en el caso en que esté bien definida también es facil ver que es un
G-morfismo.

Consideremos las siguientes transformaciones naturales:

idyeome —— [A, A x ¢ —]

Irp —(4E
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AxglA -] ———idc
A

£x
_
Hia,x) X

Donde €x es la unica flecha que hace conmutar el siguiente diagrama:

q[A,X]

A Hia,x

7/
7/
T[A,X] s ey
%

X

la cual existe pues x4 x) 0 h = x[4,x] para todo h € H4 x) por definicion.

Que las flechas g sean G-morfismos se sigue de que Hg < Hpy A
"Hp

Veamos que en efecto n y € son transformaciones naturales.

Sea ¢ : E — E' € tCon®, donde o(rp) = gre y consideremos el siguiente diagrama:

’ Hpg

¥ ‘/(AXGLP)*
5 A
£ e/ [A’ HE’]

nep(er) = ne(9re) = 94 = qe © g

(Axg@)np(rg) =Axgpoqe =qmog

Como todas las flechas son G-morfismos y dichas composiciones coinciden en un generador,
entonces el diagrama conmuta y por lo tanto, n es transformacién natural.

Sea (f : X — X') € C' y consideremos los siguientes diagramas conmutativos donde g € G es
dado por la definicién de A x g fy:

A Q[A,X] ﬁ A q[A,X] ﬁ
g AXafs oax] £X
i Hraxy X
Tra,x’) o d
X’ X'
Notemos que como x4 x11© g = grpa,x] = f« (x[AX]) = f ox[4,x], entonces por propiedad

universal de q4,x], €x' 0 A xqg fs = foe,.
i.e. el siguiente cuadro conmuta:
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A EX
Hia,x) X
AXGf*l f

X/

Hiaxn “exs

Por lo tanto, € es transformacién natural.

Veamos que en efecto A xg — - [A4, —].
Para esto, veremos que € y n satisfacen las identidades triangulares, vistas en el teorema
2.1.26.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Por la propiedad universal de qg, € 4 0 A xgng = id_a_; i.e. el siguiente diagrama conmuta:
Hg Hg

AxGnE
A ARGNE &

A
A=
[4. 7]
A
E

Hg
il S
Hp A H
Hg
Esto demuestra la primer identidad triangular.

Consideremos el siguiente diagrama:

qra,x]
A Hia,x)
I[A>\ /X
X
Tenemos que (£2)« © Nax](®(a,x]) = (€2)(qax]) = €2 © qax] = T[ax], i-e, el siguiente
triangulo conmuta:
[A, X] 2 (A, 2]
idpa, x] (ex)x
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Esto demuestra la segunda identidad triangular. Por lo tanto, A x¢ — - [4, —]. O

5.2. Axiomas para el caso representable conexo.

Sean C' una categoria y A € C. A partir de aqui ya no supondremos que los G-conjuntos
[A, X] son transitivos. Partiremos de los siguientes axiomas:

RCO) VX e C [A X] # @y cada flecha A — X es epi estricto.

RC1) El cociente g : A — % de A para cualquier H < Aut(A)° existe en C'y es preser-
vado por el funtor [A, —] (véase la observacién 5.1.13 y la observacién 5.2.3).

RC2) Cada endomorfismo de A es un automorfismo i.e. [A, A] = Aut(A).

Observacién 5.2.1. De la condicién RCO) se sigue que cada flecha X — Y € C es un epi
estricto.

Demostracién. Sea (f : X — Y) e C ysea g : X — Z una flecha compatible con f.
Tomemos una flecha s : A — X pues por RC0) [A, X] # @ y ademds f o s es epi estricto. Es
facil ver que g o s es compatible con f o s, por lo tanto existe una unica flecha h : Y — Z tal
que ho fos = gos. Como los epis estrictos son epis podemos cancelar a s y concluir que
existe una unica h: Y — Z tal que ho f = g. [

Proposicién 5.2.2. La condicion RC0) implica que el funtor [A,—] es fiel, refleja monos y
refleja 1sos.

Demostracién. Sean f : B - Cy g : B — C € C tales que f, = g,. Por RC0) existe
h € [A, B] y es epi estricto, luego foh = fi(h) = g«(h) = goh. Asi f = g, pues h es epi.
Por lo tanto [A, —] es fiel.

Supongamos que fy : [A, B] = [A,C] esmono y sean a: D — B,b: D — B (a, : [A, D] —
[A, B], by : [A, D] — [A, B]) tales que foa = fob, entonces fyoa, = (foa), = (fob)x = f,ob,
y como f, es mono (cancelable a la izquierda), entonces a, = b,. Por RCO existe k : A — D
y entonces a o k = a.(k) = by(k) = bo k. Como k es epi, entonces a = b, por lo tanto f es
mono. Por lo tanto [A, —] refleja monos. Por la observacién 5.1.4, como todas las flechas en
C son epis estrictos es facil ver que [A, —| refleja isos. ]

Observacién 5.2.3. Sobre RC1).
La funcién g, : [A, A] — [A, 4] se factoriza como ¢, = n o p, donde p es la proyeccién
natural.

qx

T
[A, A2y 1AL 7 T g 4]

H "H

Que el funtor [A, —] preserve cocientes significa que 7 es una biyeccién. De aqui se desprende:
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i) Sean f,g: A— A.Siqof=qog = Jhe Htalque f=hog.
ii) V:v:A—»%,EIf:A—»Atalqueqofza:.

Observacién 5.2.4. Sobre RC2).
En presencia de RC2), la condicién i) se vuelve equivalente a:

iii)gof=q = feH.
También, dada una flecha z : A — X, si consideramos la siguiente factorizacion x, = 1 o p:

/\
[A,A] L 124l T X]

donde H = Fij(x) y ¢ es el morfismo inducido por el cociente, resulta que v es inyectiva.

Demostracién. Supongamos que ¥(p(f)) = ¥(p(g)), entonces x.(f) = x.(g), i.e. zo f =
xog, porlotanto fogte H y ast p(f) = p(g). O

En las siguientes tres proposiciones se usan los tres axiomas.

Proposicion 5.2.5. Cualquier flecha x : A — X es un cociente de A por el subgrupo
H < Aut(A), donde H = Fij(z).

Demostracién. Consideremos la factorizacion.

[A.4]

H

donde p,  y ¥ son como en las dos figuras anteriores.
Como v es inyectivo y 7 es una biyeccién tenemos que e, es mono. Como [A, —] refleja monos,
entonces € es mono y como también es epi estricto, entonces ¢ es iso. ]

Proposicién 5.2.6. El funtor [A, —] preserva epimorfismos estrictos.

Demostracién. Por RCO0) es suficiente considerar el caso z : A — X y de la proposicién
5.2.5 se sigue inmediato el resultado. O]

Proposicién 5.2.7. La accion de G en [A, X]| es transitiva para toda X .
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Demostraciéon. Como toda flecha z : A — X es epi estricto, la proposiciéon 5.2.6 nos
dice exactamente que la accién del monoide [A, A]°P es transitiva, luego RC2) finaliza la
prueba. O

Observaciéon 5.2.8. Abusando de la notacion, la funcién 7 en la observacién 5.2.3 es la
transformaciéon natural n descrita en la demostracién del teorema 5.1.14 en la componente
% usando como elemento elegido a id4 € [A, A], esto es facil de ver con la descripcién de
% en la observacién 5.1.13). Ademés en la prueba de la proposicién 5.2.5, el isomorfismo
e corresponde a la transformacion natural € descrita en la prueba del teorema 5.1.14 en la

componente X.

Teorema 5.2.9. Sean C una categoria y A € C. Si los aziomas RC0O) a RC2) se cumplen,
entonces el adjunto izquierdo A xg — — [A, —] existe y los morfismos:
AA
a)n: B~ A (4 2
LA
b)e: Ty X
son isomorfismos. Ast, ellos establecen una equivalencia de categorias.

[Av_]G

/\
C tCon®
\_/

AXG—

Demostracién. La existencia de dicho adjunto se sigue del teorema 5.1.14. Por la observa-
cién 5.2.8 tenemos que 7 y € son isomorfismos naturales. O

Notemos que los ejemplos de extensiones de Galois, tanto en el caso de campos (caso
finito) como en espacios cubrientes cumplen los axiomas RC0)-RC2).

En el caso de campos, nuestra categoria C es la categoria opuesta de la categoria de
extensiones intermedias de una extensién de Galois finita K|L y el objeto A es K|L (no es
dificil ver que los cocientes en C son precisamente los campos L).

En el caso de espacios cubrientes, nuestra categoria C es la categoria de cubrientes conexos
p:Y — X donde X es conexo, localmente conexo y localmente simplemente conexo y nuestro
objeto A es el cubriente universal.



Capitulo 6

Acciones transitivas continuas de un
grupo profinito.

El contenido de este capitulo fue extraido de [1].

Consideremos una categoria C' y un funtor F': C — Con.

Definicién 6.0.1. La categoria de elementos de F', la cual denotamos { F', es la categorfa
cuyos objetos son parejas (a, A) con A € C tales que a € F(A) y cuyas flechas f : (a,A) —
(a’, A’) son flechas (f : A — A’) € C tales que F(f)(a) =d'.

Tenemos un funtor (diagrama):
r
§ P — Con®
(a’ A) - [A’ _]

donde I es el funtor que olvida seguido del funtor de Yoneda.

Recordemos que por el lema de Yoneda se tiene una biyeccién entre transformaciones
naturales n : [A,—] — F y elementos a € F(A) (aqui vemos a F' como una pregavilla
F : (C?)? — Con). Entonces utilizaremos la notacién a : [A, —] — F para referirnos a la
transformacién natural determinada por aa(ids) = a.

Proposicion 6.0.2. F' es un colimite del diagrama anterior.

Demostracién. Veamos que (F,a : [A, —] — F)(44)c(r €s colimite para I'. Sea (f : (a, A) —
(b,B)) € | F, queremos ver que el siguiente diagrama conmuta:

F
SN
[Bu _] T) [A7 _]
Por el lema de Yoneda basta ver que conmuta en la componente B en idg

bp(idg) = b = F(f)(a) = F(f)(aa(ida)) = ap(fs(ida))

75
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la ultima igualdad se da pues a es transformacién natural. Por lo tanto tenemos que
(Fya:[A,~] = F)(aaefr €s un cocono para I'.

Supongamos que (G, (Ag,4))(a,4)c(r) €8 un cocono para I'. Queremos hallar vy : F' — G
tal que el siguiente diagrama conmute VC € C, V(f : (a, A) — (b, B)) € { F:

G(C)
<A<B,b>)0/ VCT XA(M))C
F(C)
N
[B,C]T)[A,C’]

En particular, para id¢ : (¢,C) — (¢,C'), con c € F(C),

Ye(c) = veleclide)) = (Nce))elide)

por lo que se sigue de inmediato la unicidad de 7. Es claro que vy definido de esta forma hace
conmutar el tridngulo izquierdo del diagrama anterior pues por el lema de Yoneda basta que
conmute evaluando en idg. O

En el ejemplo 5.1.13 teniamos un funtor representable. Para nuestro caso actual tenemos
un resultado similar

Observacién 6.0.3. Del ejemplo 5.1.7, dados A € C 'y H < Aut(A), existe el cociente

p:F(A) - %, donde al escribir % nos referimos a —5((2))

6.1. Axiomas para el caso conexo.

Consideremos los siguientes axiomas:
C-1) ([ F)°P es filtrante.

C0) YVAe C, F(A) # & y cada flecha x : A — B es epimorfismo estricto (En este caso,
en presencia de C-1) { F' es COPO, ver observacién 6.1.1).

C1) Dados un objeto A y un grupo finito H actuando en A, H — Aut(A), el cociente
q:A— 4 (aquf identificamos a H con su imagen en Aut(A)) existe y es preservado por F
(véase las observaciones 6.0.3 y 6.2.8).

C2) F(A) es finito para toda A y F preserva epimorfismos estrictos.

C3) La categorfa { F' tiene productos finitos.
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Observacién 6.1.1. Si tenemos morfismos f,g : (a,4) — (b,B) € [ F, por C-1) existe
h:(c,C)— (a,A) e F tal que foh = goh, por C0) h es epimorfismo estricto (en particular
es epi) y por lo tanto f = g. Por lo tanto § F es un COPO. Ademds, las flechas a : [A, —] —» F
son monomorfismos en Con®, pues cada componente ap : [A, B] — F(B) es una funcién
inyectiva. Para ver esto supongamos que F(f)(a) = ag(f) = ag(g) = F(g)(a) = b, entonces
fig:(a,A) — (b, B), por lo que vimos antes f = g.

Observacion 6.1.2. Notemos que la condicién de tener productos finitos nos dice que dados
a:[A,—]— Fyb:[B,—] — F existe una tltima (¢, C') debajo de (a, A) y (b, B) tal que se

tiene la siguiente factorizaciéon:

[A, ]
) [C,~]—=F
S
(B, —]

Observacion 6.1.3. En el axioma C1), que F' preserve cocientes significa que la factorizacion
de F(q) a través de ) g una biyeccion:

\/ﬁ

Observacion 6.1.4. Notemos que la condicion de ser filtrante en un COPO se reduce a ser
dirigido, pues la propiedad F'2) como en la subseccién de categorias filtrantes se trivializa al
haber una posible tinica flecha entre dos objetos.

De la parte de categorias filtrantes recordemos que, para una categoria C, tenemos un
diagrama:

C — Con

\/

Pro(C

donde todas las flechas son fieles y plenas. En el caso de que { F' sea cofiltrante, F' determina
un objeto en Pro(C), el cual denotaremos por P (esto por pura comodidad de pensarlo como
un nuevo objeto en nuestro sistema), y cada flecha a : [A, —] — F nos determina una flecha
a: P — Aen Pro(C). Aqui abusamos de la notacién escribiendo A en vez de [4, —], de
manera que el funtor F' se vuelve representable en Pro(C) por el pro-objeto P. Notemos
que tautolégicamente tenemos F'(X) = Pro(C)(P, X). También tautoldgicamente tenemos
que § F se vuelve la categorfa de todos los objetos de C debajo de P, es decir de flechas
a: P — A cuyos morfismos son flechas A — B que hacen conmutar el tridangulo:
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N

A———B

Més atin, para un objeto A € C, todas las flechas a : P — A son epis en Pro(C), pues ya
vimos en la observacién 6.1.1 que son monos en Con®.

Proposicién 6.1.5. De los aziomas C-1) y C0) se sigue que el funtor F' es fiel, refleja
monomorfismos y refleja isomorfismos.

Demostracion. Primero veamos que es fiel. Sean f : A — B, g : A — B, tales que
F(f) = F(g). Seaa€ F(A) y tomemos b = F(f)(a) = F(g)(a). Tenemos nuestro diagrama

conmutativo:
P
/ \
f
A B

Como a es un epimorfismo, se sigue que f = g. Ahora veamos que refleja monos. Sea f : A —
B tal que F(f) es inyectiva y sean x : C — A,y : C' — A, tales que fox = f oy, entonces
F(f)o F(zx) = F(f)o F(y), como F(f) es inyectiva se sigue que F(x) = F(y) y como F es
fiel x = y. Es claro de la observacién 5.1.4 que F refleja isos. [

Observacién 6.1.6. El axioma C2) implica que para cada A € C, End(A) = Aut(A), es
decir [A, A] = Aut(A).

Demostracién. Dado h : A — A, F(h) : F(A) — F(A) es suprayectiva. Como F(A) es
finito, entonces F'(h) es iso y como F refleja isos, entonces h es iso. O

Definicién 6.1.7. Un objeto a : P — A es Galois si y solo si la flecha a* : Aut(A) — [P, A]

es una biyeccién, es decir:

A—7F—A

De nuestra observacién anterior, esto es equivalente a pedir que la flecha a* : [A, A] — [P, A]
sea una biyeccion.

Observaciéon 6.1.8. Si a: P — A es Galois, entonces b : P — A es Galois para toda b.

Demostracién. Se sigue inmediato del siguiente diagrama:

A—p—L 4

a
ak l Ih

A
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De este modo, no hay ambigiiedad en definir que A es un objeto Galois sia: P — A es
Galois para alguna a.

Definicién 6.1.9. Sea a : P — A Galois, definimos la subcategoria plena C' 4 — C como
sigue: X € Cy4 siy solo si a* : [A, X] — [P, X] = F(X) es suprayectiva (por lo tanto una

biyeccién), es decir:
P
7N\
X T A

Observemos que esta definicion no depende de a y A € C4.

Proposicién 6.1.10. Dado un morfismo de transicion entre objetos Galois:

se tiene un encaje de categorias Cg — C 4.

Demostracién. Sea X € Cp, entonces tenemos el siguiente diagrama:

P
7N
<—
X Em) B
por lo tanto se tiene el siguiente diagrama del cual ya es claro el resultado:

X+l p_ iy

SN

B
[]

Observacién 6.1.11. La restriccion del funtor F' en C 4 es el funtor representado por A:

Cy,—C

P—]=F
) l[ ]
Con

Proposicion 6.1.12. La categoria C 4 es cerrada bajo cocientes de acciones de grupos finitos.
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Demostracion. Sea ¢ : X — % un cociente de X € C4 por un grupo finito, consideremos

el diagrama conmutativo:

[A, X] "= [P X]

[A, %] — [P. 7]
Por el axioma C1), [P, %] =~ [2X] y por lo tanto ¢, del lado derecho es epi y como a* arriba es

" H H
una biyeccién, se sigue que a* : [A, fl] — [P, % 7] es una biyeccién y por lo tanto e Cy O

Teorema 6.1.13. Sea A un objeto Galois. Se tiene una equivalencia de categorias:

donde G = Aut(A)°P

Demostracion. Por el teorema 5.2.9 basta ver que la categoria C4 con el objeto A € Cy
satisface los axiomas RC0) a RC2). La observacién 6.1.11 junto con el axioma CO0) nos da
RC0), la proposicién 6.1.12 junto con el axioma C1) nos da RC1) y la observacién 6.1.6 nos
da RC2). O

Teorema 6.1.14. (Ezistencia de una cerradura Galois) Sea X € C. Existe un objeto Galois
a: P — A tal que X € C 4.

Demostracién. Consideremos el conjunto finito [P, X] y sea (a, A) el infimo de la colec-
cién {(z, X)}serpx) en § F, el cual existe por C3), entonces tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

Xe——FA

Veamos que A es Galois. Sea y : P — Ay consideremos la funcién ¢ : [P, X] — [P, X] que
manda a z en 7, o y. Esta funcién es inyectiva (7, 0y = 7y 0y — m, = 1y — x = z') entre
conjuntos finitos, por lo tanto es una biyeccién. Sea x € [P, X], entonces existe ' € [P, X|
tal que z = 7w, oy. Esto nos dice que (y, A) < (z,X) Vze [P, X]y como (a,A) es el infimo
de la coleccion {(z, X)}zerp.x] tenemos una tinica b : A — A como en el diagrama siguiente

X

Al

P—— A

S|
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Corolario 6.1.15. Los objetos Galois son cofinales en ( F'.
Demostracion. Es directo del teorema anterior y la proposicion 2.1.59. O

Entonces, por la proposicién 2.1.50, F' es un colimite filtrante de representables [A, —],
con A Galois. Sea Ar la subcategorfa de { F' que consiste de objetos Galois. En este caso,
tenemos que (P, {a : P — A}, aen,) €s un limite cofiltrante y entonces C' se vuelve un
colimite filtrante de las subcategorias plenas C' 4 — C en Cat.

6.2. Acciones de un grupo profinito.

Seguimos con nuestra categoria C' y nuestro funtor F' : C — Con que cumplen los
axiomas del caso conectado y nuestro pro-objeto P asociado a F'.

Construccién 6.2.1. Sea (z : (a,A) — (b,B)) € Ap. Definimos p, : [A, A] — [B, B]
mediante el siguiente diagrama conmutativo:

[P, A] =5 [P, B]

[A, A] -+ [B, B]
Veamos que p, es un morfismo de grupos. Dado f € [A, A], p.(f) : B — B es la tnica flecha
tal que el siguiente diagrama conmuta

____ii___+ /4

P
b| zof
B

_—
pz(f)

Por la unicidad de la flecha de A en B que manda a en b tenemos que p,(f) tozxo f =x
y por lo tanto p,(f) es la flecha en [B, B| que cumple p,(f) ox =z o f. Sean f, g € [A, A],
entonces

pe(f)opa(g)ox = po(f)oxog=aofog
Por lo tanto py(f © g) = pa(f) © pz(9)

Definimos también w, : [P, P] — [A, A] mediante el siguiente diagrama conmutativo:

[P, P] — = [A, A]

N
[P, A]
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Si f € [P, P], entonces 7,(f) es la flecha de [A, A] tal que 7,(f)oa = ao f y de forma andloga
a los morfismos p, obtenemos que 7, es un morfismo de grupos.

Asi, hemos construido un cono en Gr (la categoria de grupos) sobre Ap:

Por otro lado, si consideramos un elemento (f(s,4)) € [](, 4)[A4: A] tal que para cada flecha
z: (a,A) — (b,B) ps(fa,a)) = fo,p), entonces para cada z : (a, A) — (b, B) tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

B

A
f(a,A)k f,B)
A

T}B

Por la propiedad universal de P existe una unica flecha f : P — P tal que para cada
z: (a,A) — (b, B) el siguiente diagrama conmuta

P

f
J(a,a)00 P fev,Byob

A——B

Notemos que f, 4y = 7o(f) y claramente ([P, P], 7, : [P, P] — [A, A])(,a) es de hecho el
limite del diagrama expuesto, por lo tanto [P, P] = Aut(P) al ser grupo. Finalmente como
los morfismos x, : [P, A] — [P, B] son suprayectivos, los morfismos de transicién p, son
suprayectivos; como veremos en la proposicion 6.2.7 inciso 1, esto implica que las proyecciones
T, Son suprayectivas.

Definicién 6.2.2. Sea D : I — Gr un diagrama cofiltrante de grupos finitos con limite
(G,7m; : G — Gy). Decimos que G es un grupo profinito cuando lo consideramos con la
topologia producto de los grupos discretos G7.

Lema 6.2.3. De acuerdo a la definicion anterior, los subgrupos K; = ker(n;) forman una
base de vecindades abiertas de la unidad e.
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Demostracion. Sea U un abierto basico de G' que contenga al elemento neutro de G, e =
(er). Entonces existen un subconjunto finito S < Ob(I) y abiertos Us de Gy (con eg € Us)

para cada s € S tales que
U= Gﬂ (H%HG})

seS  J¢S
donde [[,eUs [ 1,esGr = {(90)1er € [ 1, Gr | g1 € Ussile S} Notemos que NsKs < U
y la condicion de que I sea cofiltrante nos aseguran la existencia de un I € I tal que
K c (g Ks. Por lo tanto existe I € I tal que K; c U. O

Ejemplo 6.2.4. 1) Todo grupo finito es un grupo profinito ya que lo podemos ver como el
limite del diagrama trivial formado por él mismo y su identidad.

2) El grupo de Galois absoluto de un campo es un grupo profinito. En este caso si k es
un campo, entonces Gal(k) es el limite del diagrama sobre las extensiones de Galois finitas
de k formado por los morfismos restriccién

{mrm : Gal(Lk) — Gal(M|k)} e

3) Sea p un ndmero primo y consideremos el siguiente diagrama en Gr sobre N,
{¢ij : Lpi — ZLyito<j<i, donde ¢;; es la proyecciéon candnica para cada 0 < j < ¢. Entonces
Z; = {3 o arp®|lar € Z} (El grupo de los enteros p-adicos) junto con las proyecciones
candnicas es el limite del diagrama descrito y por lo tanto es un grupo profinito. En la
descripcion de Z, las sumas son series formales.

Proposicién 6.2.5. Sea G un grupo profinito como en la definicion 6.2.2. Una accion tran-
sitiva ¢ : G x E — E sobre un conjunto discreto E es continua st y solo si existen [ € I y
una accion Im(my) x E — E tales que se tiene la siguiente factorizacion:

GxF——F

(WMdE)l /

Im(n;) x E

Demostracién. <] Es trivial, pues cada G es discreto y composicién de funciones continuas
es continua.

=] Sea x € E y consideremos a H = Fij(z) < G. Tenemos que H es abierto porque
E es discreto y H = G x {x} ()¢ !(x). Por el lema 6.2.3 existe [ € I tal que K; = H.
Como K; es normal en G, K; < Fij(y) Yy € E (esto ocurre pues si gy = x, entonces

(glay)g gy = glas)g 'z = x = gy Y(ay) € Ky, ie. (ay)y =y V(ay) € K;). Por lo tanto,

podemos definir una accién de K% en F mediante [g]x = gz para cada [g] € K% ~ Im(my) y

claramente con esta accién el diagrama requerido conmuta. O]

De la proposicién anterior, observamos que si tenemos una accion continua y transitiva
de un grupo profinito G sobre un conjunto discreto E, entonces E es finito pues, si fijamos
x € E, entonces E = {gx|g € Im(m)} el cual es finito. Si ademas las proyecciones fueran
suprayectivas la factorizacion se daria a través de algin Gj.

En lo que sigue del capitulo supondremos que los morfismos de transiciéon p, : Gy — G
son suprayectivos.



84CAPITULO 6. ACCIONES TRANSITIVAS CONTINUAS DE UN GRUPO PROFINITO.

Observacién 6.2.6. Sea GG un grupo profinito como en la definicién 6.2.2. Entonces, las
flechas p, : G; — G estan completamente determinadas por I y J.

Demostracién. Sean p,, p, : G; — G un par de flechas donde (x,y : J — I) € I. Como I
es cofiltrante existe una flecha (z : K — J) € I tal que zoz = yoz, por lo tanto p,op, = p,op,
y como p, es suprayectiva, entonces p, = p,. Por lo tanto las flechas p, estan determinadas
por el dominio y codominio de . O

Definimos un orden parcial para Ob(I)/ = como sigue: I < J siy solosi Hom;(J,I) # .
Si I < J denotaremos como 77 : G; — G al morfismo determinado por cualquier flecha en
Hom;(J,I). De esta forma nuestro grupo profinito G' adquiere la siguiente descripcién

G ={(90)1|msi(gs) =91 VI < Jel}
En la proposicién siguiente, la prueba del inciso 1) fue extraida de [14].

Proposicién 6.2.7. Sea {n; : G — G}; un grupo profinito. Yx : I — J se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1) Las proyecciones wy : G — Gy son suprayectivas.
2) Dado I € I, se tiene un encaje de categorias:

tCon®'“ ctCon®

donde ctCon® denota a la categoria de G-conjuntos transitivos continuos (la ¢ se refiere a
continuo, i.e. tal que G actia continuamente de acuerdo a la definicion 2.2.10).

3) Dada una flecha (x : I — J) € I, se tiene un encaje de categorias:

tCon% < tCon®'

4) La categoria ctCon® es un colimite filtrante en la categoria Cat (indexado por I°F)
de las subcategorias tCon®!.

Demostracién. 1) Sea a € GG para algin objeto I € I. Queremos encontrar un elemento
g € G tal que m7(g) = a. Para cada I < J definimos el conjunto

Ty = {(ax)k € HGK|CL[ =a ATyn(ay) =anVN < J}
K

Notemos que T es cerrado en [ [, Gk pues

Ty = ( M le<m<aJ>>> nrt(a)

NSJ,&JGJ
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donde estamos abusando de la notacion para referirnos por 7; a la proyeccién canonica
7y | [x Gk — G. Esto ocurre pues T’y es una interseccién de cerrados ya que cada G es
Hausdorff. Ademas T’y es no vacio pues los morfismos de transiciéon son suprayectivos.

Queremos probar que ) ,.; Ty # & pues un elemento en la interseccién tiene I-ésima coor-
denada a y ademds pertenece a G por construccién. Por el teorema de Tychonoff [ [, Gk es
compacto y entonces basta probar que la coleccion {1} ey tiene la propiedad de la intersec-
cién finita. Sea {1y, ..., Ty, } un subconjunto finito de {7} jey. Como I es cofiltrante existe
J eI tal que J; < J parai=1,...,n. Por lo tanto & # T < (), Ty,.

2) A cada Y € tCon®’ lo dotamos de una accién de G de la siguiente manera: para cada
y €Y y g e G definimos gy = 7;(g)y. Por la proposicién 6.2.5, esta definicién nos genera una
accion transitiva y continua de G en Y.

3) A cada Y € tCon® lo dotamos de una accién de G de la siguiente manera: para cada
y €Y y g€ Gy definimos gy = p.(g)y. Como p, es suprayectiva, esta definicién nos genera
una accién transitiva de G7.

4) Es inmediato de la proposicién 6.2.5 y el hecho de que las proyecciones son suprayec-
tivas. O

Proposicién 6.2.8. Sean A y B objetos Galois y una flecha z : (a, A) — (b, B). El siguiente
diagrama conmuta (salvo isomorfismo natural):

[Avf]
Cis—tCon®

[vi]
B—— tCon*

donde K = Aut(A)? y L = Aut(B)°? (Notemos que la flecha vertical derecha estd inducida
como vimos en la proposicion 6.2.7 inciso 3 y la definicion de p, es la vista en la construccion
6.2.1).

Demostracién. Sea X € Cp y consideremos el morfismo z* : [B, X]| — [A, X], el cual es
un morfismo de K-conjuntos por el siguiente calculo: dados h € K, f € [B, X] tenemos la
siguiente secuencia de igualdades

2 (hf) = 2 (pa(h)f) = f o pu(h) ox = fowoh = ha*(f)
Por otro lado tenemos el diagrama conmutativo:
(4, X] [P, X]

¥

b*

(B, X]

Como a* y b* son biyecciones, entonces x* es una biyeccion. O]
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Proposicion 6.2.9. Con las mismas hipotesis de la proposicion anterior, el siguiente dia-
grama conmuta (salvo isomorfismo natural).

C'A;‘X—K_tConK

— L
B ., _tCon

Demostraciéon. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

BXL—

tCon*

donde estamos abusando de la notacién al referirnos con € a la counidad del par adjunto
(A xg—,[A,—]) y con n ala unidad del par adjunto (B xp —,[B, —]). De este diagrama, es
facil observar que el diagrama requerido conmuta salvo el siguiente isomorfismo natural

Ax g—ox*¥oBx—
A xg ([B7B XL _]);)A XK ([AvB XL _])
AXK—on eoBxp—
A XK — — B X —

O

Proposicion 6.2.10. Sea X € C. Se tiene una accion transitiva y continua izquierda del
grupo [P, P]? = G en el conjunto [P, X]:

G x [P, X]|—— [P, X]
(h,xt) ——— hx =xz0oh

dado por la composicion en Pro(C).

Demostracién. Usando el teorema 6.1.14 podemos encontrar un objeto Galois a : P — A.
Sea L := Aut(A)°?. Por la proposicién 5.2.7 tenemos una accién transitiva L x [A, X| —
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[A, X]. Como a : P — A es Galois, la funcién a* : [A, X] — [P, X] es biyectiva y por lo
tanto tenemos una accién de L en [P, X| definida mediante

3 a* -1
] (dLv( ) ) L

Lx[PX x [A, X]=[A4, X] 5 [P, X]

Consideremos el siguiente diagrama:

x [P, X] =[P, X]
(Taridx)

L x [P, X] a*

[A, +[4, X]

Por la proposicién 6.2.5 tenemos que esta accién es continua. Como la accién de L en [A, X|
es transitiva y las proyecciones 7, son suprayectivas, entonces la acciéon G x [P, X| — [P, X|
es transitiva. O

Por lo tanto tenemos un funtor

[Pr_]G
C—ctCon®
Veremos ahora como de nuestro teorema para el caso representable y de nuestros resultados

de estructura en las proposiciones 6.1.10 y 6.2.7, el funtor [P, —]¢ tiene adjunto izquierdo el
cual establece una equivalencia de categorias.

Teorema 6.2.11. El funtor
[Pvf]G G
C——ctCon

tiene un adjunto izquierdo P x g —, el cual establece una equivalencia de categorias.

Demostracion. Tenemos colimites filtrantes de subcategorias plenas:

[P7_]
C ——% ctCon®

[A»f]L

E— L
A, tCon
BXL—

los cuales son compatibles en el sentido de las proposiciones 6.2.8 y 6.2.9. Dado E € ctCon©,
para definir P x ¢ E observamos que E' € Con” para algin L = [A, A]?? y definimos Px g E =
A xp E. Que esto estd bien definido y que determina un adjunto izquierdo de [P, —|g se sigue
de que estas subcategorias son plenas y de las compatibilidades citadas. Finalmente, como
en cada uno de los niveles de este diagrama se tiene una equivalencia, tenemos entonces una
equivalencia en el colimite. O
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Capitulo 7

Todas las acciones continuas de un
grupo profinito.

El contenido de este capitulo fue extraido de [1].

Convencién: La palabra [finito] entre corchetes significard que la afirmacién se seguird de
dos maneras: una suponiendo finito y la otra no suponiendo finito. Cuando la palabra finito
aparezca sin corchetes tendra el significado usual.

Ahora consideraremos los axiomas de Grothendieck como los escribié él mismo en [7] y
probaremos su teorema fundamental. El considers una categoria que tuviera, en particular,
sumas finitas y probd que esa categoria es equivalente a la categoria de todas las acciones
continuas sobre conjuntos finitos de un grupo profinito. En la prueba que aqui se muestra se
puede apreciar claramente que el argumento es valido si uno supone la existencia de sumas
arbitrarias y la conclusién es que esta categoria es equivalente a la categoria de todas las
acciones continuas del mismo grupo profinito. Se escribiran estos dos resultados en paralelo.

7.1. Axiomas de Grothendieck.

Sean C una categoria y F': C — Con un funtor. Supondremos los siguiente axiomas:

Primero introducimos el axioma GO0) para tratar con el caso no finito: Un objeto X € C
es llamado finito si F'(X) es finito.

GO) La subcategorfa plena de { F' que consiste de aquellos objetos (x, X) € { F, con X
finito, es cofinal en { F.

Axiomas en C':

G1) C tiene objeto final 1 y productos fibrados (Esto implica la existencia de limites
finitos, véase la proposicién 2.1.43).

G2) C tiene coproductos [finitos] y cocientes de objetos por grupos finitos.

89
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G3) C tiene factorizaciones epi estricto-mono. Esto es, dada una flecha f : X — Y hay
una factorizacién:

f
Xe/[\iY

donde e es un epimorfismo estricto e ¢ es un monomorfismo. Mas atn, supondremos que [ es
sumando directo de Y. Esto es, existe un subobjeto J — Y tal que Y =~ I'| | J.

Axiomas en F:
G4) F es exacto izquierdo. Esto es que preserva limites finitos.

Gb) F preserva coproductos [finitos|, cocientes de acciones sobre grupos finitos y manda
epimorfismos estrictos en suprayecciones.

G6) F refleja isomorfismos.

Mostraremos que todo objeto de C' es un coproducto [finito] de objetos conexos (véase
la definicién 2.1.76) y que la subcategoria plena de todos los objetos conexos satisface los
axiomas C-1) a C3).

Ejemplo 7.1.1. Dado un grupo profinito G, la categoria cCon® junto con el funtor que
olvida F' : cCon® — Con satisfacen los axiomas G0)-G6).

Proposicién 7.1.2. 1) El objeto inicial 0 es estricto, véase la definicion 2.1.70.

2) Dado X € C, F(X) = & si y solo si X = 0.

3) Dados objetos finitos A, Ay, Ay y un isomorfismo A = Ay [ Ag, si F(A;) = F(A),
entonces Ay = 0.

4) El funtor F preserva y refleja monomorfismos.

5) Los coproductos [finitos] son ajenos y estables bajo productos fibrados.

Demostracién. Los incisos 1) y 2) se siguen inmediatamente de G5) y G6).
Para el inciso 3) aplicamos el funtor F' y por G5) obtenemos una biyeccién de conjuntos
finitos, F(A) = F(A;) ][] F(Ay), como F(A) = F(A;) entonces F(As) = & y por G6),
A2 ~ ().
4) Que F preserve monomorfismos se sigue de G4) pues en una categoria, una flecha u : X —
Y es un monomorfismo si y solo si el cuadrado:

X

Y

X
X

idx
—_—

u
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es un producto fibrado. Ahora veamos que F' refleja monomorfismos. Sea (f : X - Y)e C
tal que F'(f) es mono. Por G3) f tiene una factorizacion epi estricto-mono

f
XG/I\iY

y por G5) F(e) es suprayectiva. Como F(f) = F(i)o F(e) y F(f) es mono, entonces F'(e) es
mono, por lo tanto F'(e) es iso. Por G6) e : X — I es iso y por lo tanto f : X — Y es mono.
Finalmente veamos que el inciso 4) se satisface. Sea {X;}; € I una familia [finita] de objetos
de C. Consideremos el coproducto

el cual existe por G2). Por G5)

(F (]_[ XZ) F(u) : F(X;) - F (]_[ X))

es un coproducto en Con. Sea f : A — [ [, X; y para cada j € I consideremos el producto
fibrado en C el cual existe por G1)

X2 a
™
X

i L1 X
Por G4), el diagrama en Con

F(FX) " (4)

F(hg)l ‘F(f)

F(X)) FLL X
es un diagrama de producto fibrado. Como C'on es extensiva tenemos que (F(A), F(g;)); es
un coproducto. Si (k : [[, f*X; — A) € C es la flecha inducida por la propiedad universal
del coproducto, entonces (F(k) : F(] [, f*X;) — F(A)) € Con es la flecha inducida por la
propiedad universal del coproducto. Como (F(A), F(g;)); es coproducto, entonces F(k) es
un isomorfismo, por G6) k es un isomorfismo. Ver que los coproductos [finitos] son ajenos es
aun mas facil usando el inciso 2). ]

Del dltimo inciso de la proposiciéon anterior concluimos por la proposicion 2.1.75 que
la categorfa C es extensiva. Ahora consideremos la categorfa de elementos { F. Por G0) F
serd también el colimite de la subcategoria plena 6z de SF que consiste de parejas (z, X)
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tal que X es finito. Notemos que como C' tiene limites finitos y F' los preserva, #r es una
categoria cofiltrante. Por lo tanto F' es un pro-objeto de la categoria C'y lo denotaremos por
P. Tenemos por el lema de Yoneda las siguientes biyecciones.

P5X
re F(X)

y el funtor F' es representable por P. Escribimos F(X) ~ [P, X].

Observacién 7.1.3. El hecho de que F preserve coproductos [finitos| (G5) significa que P
es conexo en la categoria que resulta de agregarle a C' el objeto P y las flechas z : P — X.

Proposiciéon 7.1.4. Sean A un objeto no inicial y B conexo, entonces toda flecha f : A — B
es un epimorfismo estricto.

Demostracién. Consideremos la factorizacién dada por G3):
f
A——B
I /

Como A no es inicial y los iniciales son estrictos, I no es inicial. Como B es conexo e [ es
sumando de B tenemos que [ =~ B. O]

Proposicion 7.1.5. Dado un epimorfismo estricto f : A — B, si A es conexo entonces B
es conexo.

Demostracion. Consideremos una factorizacion de B, B =~ By + By. Como C' es extensiva
A= f*By + f*By donde f*B; es el producto fibrado sobre B; a lo largo de f. Como A es
conexo f*B; = 0 o f*By; =~ 0. Supongamos que f*B; =~ 0, como F' preserva limites finitos
y F(f) es suprayectiva (G5), entonces F/(B;) = J y por el inciso 2 de la proposicién 7.1.2
By =~ 0. Por lo tanto B es conexo. L]

Definicién 7.1.6. Un objeto de 0, a : P — A, es minimal si y solo si no admite subobjetos
propios en #r. i.e. Cada vez que tengamos un diagrama

P——A

con u mono, entonces u es iso.

Proposicion 7.1.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) A es un objeto conezo y finito en C.
2) Cada a : P — A es minimal y [P, A] # &.
3) Existe a : P — A minimal.
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Demostracién. 1)= 2)| Consideremos el siguiente diagrama

P—"—4

X

con u mono. Por G3) cada subobjeto de A es sumando de A y por lo tanto A =~ X.

2)= 3)] Es claro.

3)= 1)] Supongamos que A = A; + Ay y tomemos a : P — A minimal. Como F' preserva
coproductos entonces a se factoriza a través de A; o A,. Supongamos SPG que es A1, entonces
A = A; y por la proposicion 7.1.2 Ay = 0. O]

Proposicion 7.1.8. Los objetos minimales son cofinales en 0.

Demostracién. Sea x : P — X un objeto de fp. Si x es minimal ya no hay nada que hacer.
Si no lo es, existe un subobjeto propio u; : X; — X tal que el siguiente diagrama conmuta:

P———X

1
ui

X4

Six; : P — X; es minimal ya no hay nada que hacer. Como nuestros objetos son finitos y
en cada paso F(X;) es mas pequeno que el anterior, eventualmente acabamos. O

Corolario 7.1.9. La subcategoria plena U'r de O que consiste de aquellos objetos a : P — A
con A finito y conezo es cofinal en Op. (Por G0) también es cofinal en § F ).

Corolario 7.1.10. Todos los objetos conexos son finitos.

Demostracion. Sea x : P — X un objeto conexo. Por el corolario anterior existe un objeto
conexo y finito a : P — A y una flecha ¢ : A — X tal que el siguiente diagrama conmuta:

P———X

A

Por la proposiciéon 7.1.4, ¢ es epi estricto. Por lo tanto F(q) es suprayectiva y F(X) es
finito. O

Proposicion 7.1.11. ['r tiene productos finitos.
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Demostracién. Sean (a : P — A), (b: P — B) € I'r y consideremos una flecha (¢ : P —
() € I'r tal que existen flechas @’ : C'— A, b’ : C' — B de manera que el siguiente diagrama

conmuta:
P
a J« b
C
A B

Esto nos induce una unica flecha (a/,b") : C — A x B. Consideremos su factorizacién epi

estricto-mono
(a’,b")
C——AxB

NS

Por la proposicion 7.1.5 I es conexo. Veamos que P — C' — [ es el productode a: P — A

yb: P — Benlp. Sea
P
a l b
Z
A B

con Z conexo y tomemos el producto fibrado H:

P

Primero notemos que H no es inicial pues el elemento (a,b) se encuentra en las imédgenes de
F(z,y) y F(da',V"). Como todo subobjeto es sumando directo y C' es extensiva, entonces H
es un sumando directo no inicial de Z que es conexo. Por lo tanto H =~ Z. Esto nos induce
la tnica flecha hacia I. O

Teorema 7.1.12. La subcategoria plena de objetos conexos Con(C') — C junto con el funtor
F' satisface los axiomas C-1) a C3).

Demostracién. C-1) Una parte se sigue del hecho de que I'r tiene productos finitos. Por
otro lado si tenemos dos flechas paralelas entre objetos conexos u : A > Bywv: A — B,
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podemos encontrar el igualador de ambas w : C — A y luego factorizarlo encontrando [
conexo que las iguala también.
CO0) Se sigue de la proposicién 7.1.4.
C1) Se sigue de G2) y G5).
C2) Se sigue del corolario 7.1.10 y que en C'on las suprayecciones son epis estrictos.
C3) Se sigue de la proposicién anterior. O

Ahora probaremos que todo objeto [finito] de C es un coproducto [finito] de objetos
CONEXOS.

Proposiciéon 7.1.13. Sean A — X y B — X dos subobjetos ajenos de X. El morfismo
inducido A+ B — X es mono.

Demostracion. Aplicamos el funtor F' y usamos que en C'on se sigue este resultado. Luego
usamos que F' refleja monomorfismos. O]

Proposiciéon 7.1.14. Sean X e C y f : A - X, g : B — X dos subobjetos conexos de
X, entonces A xx B = 0 o existe un isomorfismo ¢ : A — B tal que el siguiente diagrama

conmuta:
@

A———B
N
X

Demostracion. Consideremos el diagrama de producto fibrado y la factorizacién epi estricto-
mono dada por G3) como indica el siguiente diagrama:

Como A esconexo, I =061 =~ A. En el primer caso Axx B =0yenelsegundo AxxyB — A
es un monomorfismo y un epimorfismo estricto, por lo tanto es un isomorfismo. O

Teorema 7.1.15. Cada objeto [finito] X € C' es un coproducto [finito] de objetos conexos de
C.

Demostracién. Sea (z: P — X) € { F'y consideremos una factorizacion:

Qg

—— A,

P
|
X
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con A, conexo. Esta factorizacion siempre existe por el corolario 7.1.9. Tomemos la factori-
zacion epi estricto-mono de cada 6, dada por G3):

Axa—z>X
\I/

Por la proposicion 7.1.5, los objetos I, son conexos y por la proposicion 7.1.14 podemos
tomar un subconjunto J < [P, X| tal que:

i) Sil,se Jyl# sentonces I} xx I, = 0.

ii) Vo € [P, X], existe [ € J y un isomorfismo ¢, : I, — I; tal que el siguiente diagrama

conmuta:

IILII

/

X

De i) y de la proposicién 7.1.13 se sigue que el morfismo inducido A : [[,;I; — X es
un monomorfismo y por lo tanto F(\) es inyectiva. Mostraremos que F'(\) es suprayectiva.
Entonces por G6) se seguird que A es iso.

Sea x € F(X), i.e x : P — X. Tenemos la factorizaciéon dada P — I, — X. De ii) se
sigue que z se factoriza a través de alguna [ € F'([}) con [ € J,

Pp—Lt—1

X
Esto completa la prueba. Notemos que si X es finito entonces este coproducto es finito. [

Proposicién 7.1.16. Dado X € C, el conjunto [P, X]| = F(X) tiene una accién izquierda
continua del grupo G = Aut(P)° (la cual ahora no serd transitiva si X no es conexo).

Demostracién. Escribimos X = [ [..; X; con X; conexo. Se sigue de la proposicién 7.1.12 y
de la proposicién 6.2.10 que cada conjunto [P, X;] tiene una accién izquierda continua de G.
Por otro lado como [P, —] preserva coproductos tenemos una flecha inducida por propiedad
universal del coproducto:

G x [P, X]--+[|P,X]

I

G x [P,XJ—)[P,XZ]
donde las flechas verticales son coproyecciones en Con. Mas ain, son coproyecciones en T'op,

pues [P, X| es discreto y por lo tanto la flecha inducida es continua. ]

Estamos en condiciones para establecer el teorema de Grothendieck.
Para cada X € C denotamos por [P, X]g al conjunto [P, X] dotado de la accién de G
definida anteriormente.
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Teorema 7.1.17. Sean C una categoria y F : C — Con un funtor tales que los axiomas
G0)-G6) se cumplen. Consideremos el funtor:

P7_
C e, cCon®

Donde G = Aut(P)°. Entonces este funtor es una equivalencia de categorias.
Sea fC' la subcategoria plena de C que consiste de los objetos finitos. Entonces el funtor
[P, —|c se restringe a un funtor:

fc m fConG

el cual también establece una equivalencia de categorias.

Demostracion. Tenemos diagramas conmutativos de categorias y funtores:

P,— P,—
C & cConC® fc & chonG

Con(C) [R—_]C; ctCon® Con(C) [ﬂg ctCon®

Es inmediato que cada objeto en cCon® (respectivamente en feCon®) es un coproducto
(respectivamente coproducto finito) de acciones transitivas. Definimos funtores:

G G
CPory Con®  JC5 o feCon
usando coproductos en C' (respectivamente coproductos finitos en fC') y el hecho de que ya

los tenemos definidos en ctCon®. Como los funtores

P— P—
C & cCon® fC ﬁ) feCon®

preservan coproductos (respectivamente coproductos finitos), entonces la prueba se sigue de
el teorema 7.1.15 y el hecho que las flechas inferiores en los diagramas son una equivalencia
de categorias por los teoremas 6.2.11 y 7.1.12. O

Terminamos este trabajo dando uno de los ejemplos mas emblematicos de esta teoria, el
cual es la formulacién de Grothendieck del caso en campos.

7.1.1. La categoria k-AlgS.

Algunos de los resultados aqui expuestos fueron extraidos de [13] y [6].

Definicién 7.1.18. Sea k un campo. Decimos que un anillo conmutativo con 1, A, junto con
un morfismo de anillos ¢ : K — A es una k-algebra. Esto nos dice que hay una copia de k en
A junto con una accién de k que se lleva bien con el producto del anillo.
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Decimos que una k-algebra es finita si es de dimension finita sobre k.

Definicién 7.1.19. Sean ¢ : k — A, // : k — B dos k-algebras. Un morfismo de k-algebras
de A en B es un morfismo de anillos ¢ : A — B tal que pot = /.

Dado k un campo, las k-algebras junto con los morfismos de k-algebras forman una
categoria denotada k-Alg.

Definicién 7.1.20. Sea A una k-algebra. Decimos que un elemento a € A es algebraico sobre
k si existe un polinomio p(z) € k[z] tal que p(a) = 0. Decimos que A es algebraica sobre k si
cada elemento en A es algebraico sobre k.

Al igual que ocurre en el caso de extensiones de campos, dado a € A algebraico, existe un
tinico polinomio ménico de grado minimo p(z) tal que p(a) = 0. A este polinomio se le llama
el polinomio minimo de a sobre k y se denota min(k, a). Toda k-algebra finita es algebraica.

Si tenemos una extensién de campos L|k, entonces toda L-algebra se vuelve una k-algebra
restringiendo la accién a k. Por otro lado, si tenemos una k-algebra A, entonces L ®; A tiene
estructura de L-algebra definiendo para cada [ € L y cada par de elementos basicos I’ ® a y
sb, l(I'®a) = (''®ay (I'®a)(s®b) = (I's)® (ab). Mas aun, estas asignaciones son
adjuntas.

L®—

k—Alg | L-—Alg

Definicién 7.1.21. Sean L|k una extensién de campos y A una k-algebra. Decimos que L
descompone a A cuando:

1) A es algebraica sobre k.

2) El polinomio minimo p(x) € k[x] de cada elemento de A se factoriza en L[x] como un
producto de factores lineales con todas sus raices distintas.

Decimos que la k-algebra A es separable si k descompone a A.

Podemos notar que esta definicién generaliza la nocién de separabilidad de extensiones
de campos y que una extensiéon L|k es Galois si y solo si se descompone a si misma como
k-algebra.

A continuacién se enuncian algunas de las principales caracterizaciones de la definicién
anterior.

Teorema 7.1.22. Sean L|k una extension de campos finita de dimension m y A una k-algebra
finita de dimension n. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) L descompone a A.

2) La siguientes funcidn, llamada transformacion de Gelfand, es un isomorfismo de L-
algebras

L@y A5 [ Homp (L@kA,L)
l®ar (f(I®a))serom, (L@wA,L)
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3) La siguiente funcion es un isomorfismo de L-algebras

L ®k A— LHomk(A,L)
[ ® ar—(19(a)) gerom (A1)

4) Homp(L® A, L) = n.

5) Homy(A, L) = n.

6) L ® A es isomorfo a L™ como L-algebra.

7) Para toda x € L®y A, © # 0, existe f € Homp(L®y A, L) tal que f(x) # 0.

Demostracién. Véase en [13], pdgina 24. O

Las k-algebras separables finitas junto con los morfismos de k-algebras forman una cate-
goria que denotaremos k-AlgS.

Lema 7.1.23. La categoria k-AlgS es estable bajo subobjetos, cocientes, productos y produc-
tos tensoriales. Mads atun, si A € k-AlgS admite dos subobjetos Ay y As, entonces el algebra
generada por Ay y As es separable.

Tenemos la siguiente caracterizacion de k-algebras separables finitas cuya demostracion
se puede encontrar en [6].

Teorema 7.1.24. Sea A una k-algebra de dimension finita. A es separable si y solo si existen
Ly, ..., Ly extensiones separables de k tales que A =[] L;.

Observacién 7.1.25. Todo morfismo de k-algebras f : ]
separables sobre k se factoriza como

L; — L, con L'y L; campos

el

l—[iEI L, Pk Ly Tk I
para alguna k € I y un tinico morfismo de campos f; : Ly — L donde p; es la proyeccién.

Notemos que si tenemos un morfismo (f : A — B) € k-AlgS con factorizaciones A =
[1,e; Li, B = ]_[jeJ L%, entonces tenemos una funcién ay : J — [ tal que para cada j € J
tenemos un diagrama conmutativo:

A%B

Pog(4) q;j

Laf(j) f—>L;
J

donde pq,(j) ¥ ¢; son las respectivas proyecciones
Lema 7.1.26. Dado f : A — B y oy : J — I como anteriormente:

1) f es epi siy solo si oy es inyectiva y f; es iso Vj e J.
2) f es mono si y solo si ay es suprayectiva.
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Demostracién. 1) =| Supongamos que f es epi y que ay(j) = ay(j’') para algunas j, 5’ € J
distintas. Sea e; € B el elemento que consta de un 1 en la coordenada j-ésima y 0’s en las
demas coordenadas. Como f es epi existe a € A tal que f(a) = e;, por un lado ¢;(f(a)) =1 =
fi(pasy(@)) = fi(pas(n(a)), por lo tanto pa,;)(a) # 0 pero g;(f(a)) = 0 = fj(pa,((a)) lo
cual es una contradiccién, por lo tanto « es inyectiva. Finalmente que f sea epi nos dice que
fj es epi para toda j, como los f; son morfismos de campos autométicamente son isos.

<] Supongamos que ay es inyectiva y f; esiso Vj e J. Sea be B y sea a € A el elemento
cuya i-ésima coordenada es f;'(g;(b)) si i = ay(j) para alguna j € J y 0 en otro caso. Es
claro que f(a) = b. Por lo tanto f es epi.

2) =] Es claro que si f es mono entonces ay tiene que ser suprayectiva, pues si i € [
estuviera fuera de la imagen de oy, entonces la imagen de un elemento en A no dependeria
de su i-ésima coordenada.

<] Supongamos que o es suprayectiva y f(a) = f(b) para algunos a,b € A. Tenemos
que f;j o pa,y(a) = g;(a) = g; o f(b) = f; 0 pa,;)(b) Vj € J, como cada f; es mono tenemos
que pa,(;)(a) = Pas)(b) Vj € J, finalmente como a; es suprayectiva, entonces a = b. O

Lema 7.1.27. Todo monomorfismo de k-algebras es un monomorfismo estricto (Recuérdese
la definicion 5.1.2).

Demostracién. Sea f : A — B un monomorfismo de k-algebras con A = [[..; L;, B =
[Ljcs L v consideremos un morfismo de k-algebras g : C' — B (C' = [ [,y Ly;) que iguale las
mismas flechas que f. Sea [ € L}\im(f;) con j € J y consideremos el siguiente diagrama:

<8—j q; f
ks _ L B\ A
g
C

donde s; y t; extienden a f; y mueven de dos formas distintas a [. Como f iguala ambas
flechas, entonces g las iguala también, dado que [ fue arbitrario concluimos que im(g;) <
im(f;). Por lo tanto f; factoriza a g; a través de un tnico morfismo de campos h; : ng(]‘) —
La,(j)- Supongamos que ay(j) = ay(j’), notemos que como en este caso im(f;) = im(fy
podemos suponer que im(f;) = im(f;) cambiando salvo isomorfismos a L; y L. Sea B’ =
[liey Li donde L = Ljsil#j,j'y Lj = Li(L},) sil = j ol = j'. Consideremos el siguiente
diagrama
— f

B’ B+——A

L
X
C
donde ¢ es la inclusién y m es ¢ seguido de intercambiar la coordenada j con la 7. Notemos
que f iguala a m con ¢, por lo tanto g también las iguala, pero la tnica forma de que ocurra

esto es que ay(j) = (). Por lo tanto, existe una tnica flecha h: C'— A tal que foh = g,
donde h esta determinada por las h; ya que ay es suprayectiva por el lema anterior. O]

Lema 7.1.28. Sea L|k una extension finita separable de campos y H < Autpyy(L). Entonces,
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Demostracién. Consideremos el siguiente morfismo de Gal(k)-conjuntos

B, ko) [H ——— E(k)(L", ks)

LH

Claramente ¢ es suprayectiva. Como L|L* es Galois finita con grupo de Galois H, sabemos
que [L : L] = |H|, como L|L" es separable sabemos que

|E(R)(L, ks)| = [L : L)|E(k)(L" ks)| = |H||E(k)(L", ks)|

Por lo tanto |E(k)(L, ks)/H| = |E(k)(L*  ks)| y ¢ es un isomorfismo. O
Sean A =[], L; € k-AlgS y H < Aut(A) y consideremos el siguiente diagrama conmu-
tativo para cada he Hy (f : A — kg) = (fi: Li = ks) op;
Al a—T g
Pay, (i) pz‘ 1,
Lah(l) T) LZ

Notemos que H actia en I mediante

HxI——]
(h, i) — ay (i)

Lema 7.1.29. Con la misma notacion que antes, se tiene un isomorfismo de k-algebras
A" = {a € Alh(a) = aVh € H} = []., ij donde J < I es un sistema completo de
representantes de I/H y H; es el estabilizador de j para cada j € J.

Demostracién. Sea ¢ @ A" — [, ij definida mediante ¢©((a;)icr) = (@;)jes. Veamos
que ¢ estd bien definida. Sea a = (a;)ic; € A¥, entonces h(a) = a para toda h € H, en
particular para cada i € I, tenemos que h;(a;) = a; para toda h; € H;, por lo tanto ¢ esta
bien definida. Ademas, claramente ¢ es un morfismo de k-algebras.

Veamos que ¢ es suprayectiva. Sea (a;)jes € [ [;c; LJH]'. Para cada i € [j] existe h € H tal
que ap(i) = j, sea a; = h;(a;). Veamos que esta eleccién de a; no depende de h. Supongamos
que ap(i) = o}, (i) = j, entonces h'~! o h € H;, como a; € LJH" tenemos que h; o h;(a;) = a;,
por lo tanto hj(a;) = hi(a;). Veamos que (a;);e; € A¥. Sea h € H e i € I, sabemos que existe
WeHyjeJtal que ay(an(i)) = j, entonces hi(aa, ) = hi oy, ;(a;) = a;, por lo tanto
a e A" y ¢ es suprayectiva.

La inyectividad de ¢ se sigue directamente de que un elemento en A¥ estd determinado
por sus coordenadas sobre .J y sus extensiones a las demas coordenadas bajo H. O

Teorema 7.1.30. La categoria (k-AlgS)° junto con el funtor representable por la cerradura
separable de k, [ks,—] : (k-AlgS)®? — Con, satisface los axiomas G0)-G6).
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Demostracién. G0) No hay nada que hacer pues todos los objetos son finitos.
G1) k es objeto final en k-AlgS y por lo tanto es inicial en (k-AlgS)°. Dado un diagrama
en (k-AlgS)° como el siguiente:
A

B———C

Entonces tenemos el siguiente diagrama de producto fibrado:

A@CB—>A

B——C

G2) Los coproductos corresponden a los productos usuales en k-AlgS y los cocientes a
k-algebras fijas bajos subgrupos de automorfismos.
G3) Sea f : A — B un morfismo de k-algebras, entonces este morfismo se factoriza como

A—Lsim(fy——B

donde, por el lema 7.1.27 la correspondiente factorizacion en k-AlgS es epi estricto-mono.

G4) Por la proposicién 2.1.45, el funtor [kg, —| preserva limites.

G5) Notemos que el funtor [kg, —] preserva coproductos finitos ya que el funtor represen-
table Homy(—,ks) : k-AlgS — Con manda productos en coproductos pues kg es campo.
Sea A € k-AlgS y H < Aut(A).

Veamos que el funtor [kg, —] preserva cocientes. Sea A = [[,.; L; y H < Aut(A). Por
el lema 7.1.29 A7 ~ Hjej ij para un sistema completo de representantes de I/H, J c I,
entonces tenemos la siguiente secuencia de isomorfismos

iel

Homy, (A" ks) = Homy([ [ L;" ks) = | | Homu(L}" k) =

jed jed

| |(Homy(L;, ks)/H;) = (|_| Homk(Li,k5)> /H

jeJ i€l

Este ultimo isomorfismo se da pues la accién de H en Homy (A, ks) pega la érbitas y, si nos
restringimos a un indice, i, dos flechas f : L; — kg, g : L; — kg estan relacionadas si y solo
si existe h € H tal que f o h; = g, i.e. cuando la clase de f es la clase de g bajo H;.

Veamos que el funtor [kg, —] manda epimorfismos en suprayecciones o lo que es lo mismo,
el funtor Homy(—, ks) manda monomorfismos en suprayecciones. Sea (f : A — B) € k-
AlgS un monomorfismo. Queremos probar que dada una flecha h : A — kg, existe otra
flecha g : B — kg tal que g o f = h. Sabemos que h se descompone como h = ¢ o p;,
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por el lema 7.1.26 i = «(j) para algin j € J. El resultado se sigue del siguiente diagrama
conmutativo usando que en la categoria E(k) se vale el resultado

Pa ¢ (5)
ALk

f fyl %‘
!
B — Lj

G6) Sea (f : A — B) € k-AlgS tal que f* : Homy(B,ks) — Homy(A, ks) sea un
isomorfismo. Esto nos da el siguiente diagrama conmutativo para cada h € Homy (A, kg)

¢

A—2 1, kg
f‘ I
B Jlg; L;

donde aqui ya pusimos los respectivos morfismos factorizados, ademés tenemos el siguiente
diagrama conmutativo para una unica ¢’

Pors(5) &
Lo,y —— ks

A

f f;l /
!

B—Fp— L;

de aqui deducimos que i = af(j), ay : J — I es una biyeccién y cada f; es un isomorfismo
por la unicidad de v, de acuerdo al lema 7.1.26 f es un isomorfismo. O
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