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2.1.5. Ĺımites y Coĺımites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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2.1.9. Categoŕıas Extensivas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2. Acciones de grupos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3. Grupo fundamental de un espacio topológico. . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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7.1.1. La categoŕıa k-AlgS. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97



Caṕıtulo 1

Introducción.

La presente tesis se basa en el art́ıculo On the Galois theory of Grothendieck, el cual
presenta una generalización categórica desarrollada por Grothendieck de la famosa teoŕıa de
Galois en campos y la demostración de un teorema análogo al teorema fundamental de la
teoŕıa de Galois pero en términos mucho más generales. El objetivo de esta tesis es demostrar
el teorema ya mencionado. A lo largo de este trabajo se muestra un panorama muy general
de esta teoŕıa, la cual se desarrolla desde conceptos muy simples para que cualquier alumno
de licenciatura en Matemáticas le pueda dar un buen seguimiento. Empezamos el segundo
caṕıtulo dando las definiciones y resultados básicos de la teoŕıa de categoŕıas, acciones de
grupos y el grupo fundamental de un espacio topológico. Posteriormente en los caṕıtulos
3 y 4 se procede a construir dos de los ejemplos más conocidos de la teoŕıa de Galois, los
cuales son la teoŕıa de Galois en campos y el otro, un poco menos conocido, es el de la
teoŕıa de Galois en espacios cubrientes. Finalmente ya familiarizados con el comportamiento
común de estas teoŕıas se desarrolla la teoŕıa de Galois de Grothendieck, de la cual las dos
anteriores son casos particulares. Para desarrollar esta teoŕıa se comienza en el caṕıtulo 5
analizando el caso en que tengamos una categoŕıa C junto con un objeto A P C y el funtor
representable rA,´sG : C Ñ tConG donde G “ AutpAqop de manera que satisfagan ciertos
axiomas (caso representable), bajo estos axiomas, aseguramos la existencia de un funtor
adjunto AˆG´ : tConG

Ñ C. En el caṕıtulo 6 se crece en nivel partiendo de una categoŕıa
C junto con un funtor F : C Ñ Con no necesariamente representable, pero śı una versión
más general que denominamos pro-representable e incluimos la noción de grupo profinito. En
esta categoŕıa encontramos una clase de objetos muy especiales que denominamos objetos
Galois, los cuales nos permitirán ver a nuestra categoŕıa C como cierto coĺımite filtrante
de categoŕıas que cumplen el caso representable y gracias a esto probamos que F es una
equivalencia de categoŕıas entre C y ctConG donde G “ AutpP qop y P es el pro-objeto
asociado a F . Por último se desarrolla el caso en que nuestra categoŕıa satisfaga los tan
esperados axiomas de Grothendieck, de donde se probará que la subcategoŕıa plena de los
objetos conexos satisface el caso conexo, dando las condiciones para la existencia de un funtor
adjunto, esta vez de la categoŕıa cConG (acciones continuas de G) en C. Esta adjunción
establece una equivalencia de categoŕıas y la otra parte del teorema nos dice que si nos
restringimos a los objetos conexos de C, entonces tendremos una equivalencia de categoŕıas
entre esta subcategoŕıa plena y ctConG que denota todas las acciones continuas y transitivas
de G en Con.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Teoŕıa de categoŕıas.

2.1.1. Categoŕıas, Funtores y Transformaciones naturales.

Iniciaremos dando las definiciones básicas de los principales objetos de estudio en la teoŕıa
de categoŕıas, que son los de categoŕıa, funtor y transformación natural. Los resultados fueron,
en su mayoŕıa, sacados de [3] y [5]. Por otro lado, el tema de categoŕıas filtrantes fue sacado
de [2] y el tema de categoŕıas extensivas de [9].

Definición 2.1.1. Una categoŕıa C, consiste de:
1) Una clase denotada ObpCq, cuyos elementos se llaman objetos.
2) Para cualesquiera par de objetos A,B P ObpCq, un conjunto denotado HomCpA,Bq

cuyos elementos se llaman flechas o morfismos, en este caso, dada f P HomCpA,Bq diremos
que el dominio de f es A, el cual denotamos dompfq y el codominio de f es B, el cual
denotamos codpfq. A la clase HomCpA,Bq la podemos denotar simplemente CpA,Bq o si es
claro sobre que categoŕıa se está trabajando, la denotaremos simplemente rA,Bs.

3) Para cada tres objetos A,B,C P ObpCq, tenemos una función

˝ : HomCpA,Bq ˆHomCpB,Cq Ñ HomCpA,Cq

llamada composición (para cada par de flechas f P HomCpA,Bq y g P HomCpB,Cq usaremos
la notación g ˝ f “ ˝pf, gq), que además cumple los siguientes axiomas.

a) Dados A,B,C,D P ObpCq, f P HomCpA,Bq, g P HomCpB,Cq y h P HomCpC,Dq, se
cumple que ph ˝ gq ˝ f “ h ˝ pg ˝ fq.

b) @A P ObpCq existe una flecha distinguida, idA P HomCpA,Aq, tal que si B P ObpCq,
f P HomCpA,Bq y g P HomCpB,Aq, se sigue que f ˝ idA “ f y idA ˝ g “ g.

Si ObpCq es un conjunto, diremos que C es una categoŕıa pequeña.

Ejemplo 2.1.2. 1) Con es la categoŕıa cuyos objetos son conjuntos y las flechas son fun-
ciones entre conjuntos.

2) Top es la categoŕıa cuyos objetos son espacios topológicos y las flechas son funciones
continuas.

3) Grp es la categoŕıa cuyos objetos son grupos y las flechas son morfismos de grupos.

3



4 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

4) R-Mod es la categoŕıa cuyos objetos son R-modulos y las flechas son morfismos de
R-modulos.

5) Par será la categoŕıa con dos objetos junto con dos flechas paralelas además de las
identidades.

P Q
//

//

6) Pt es la categoŕıa con un solo objeto y la única flecha es la identidad.
7) Sea X una clase. Podemos construir la categoŕıa cuyos objetos son los elementos de

X y cuyas únicas flechas son las identidades. A una categoŕıa de este estilo le llamaremos
categoŕıa discreta.

Definición 2.1.3. Sea C una categoŕıa. Definimos la categoŕıa opuesta de C, que denota-
remos por Cop, cuyos objetos serán los mismos objetos de C, tales que para cada par de
objetos A,B P ObpCop

q, HomCoppA,Bq “ HomCpB,Aq y cuya composición f ˝op g será la
flecha g ˝ f en C.

Definición 2.1.4. Sean C una categoŕıa, A,B P C y f P HomCpA,Bq. Diremos que:
1) f es un monomorfismo (mono) si @C P C y @g, h P HomCpC,Aq se cumple que

pf ˝ g “ f ˝ hñ g “ hq.
2) f es un epimorfismo (epi) si f es un monomorfismo en Cop.
3) f es una sección si existe g P HomCpB,Aq tal que g ˝ f “ idA (i.e. f es invertible a la

izquierda).
4) f es una retracción si existe g P HomCpB,Aq tal que f ˝ g “ idB (i.e. f es invertible

a la derecha).
5) f es un isomorfismo (iso) si existe g P HomCpB,Aq tal que f ˝ g “ idB y g ˝ f “ idA.

Diremos que dos objetos son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos.

Definición 2.1.5. Sean C una categoŕıa y A P C. Diremos que:
1) A es un objeto inicial si @B P C existe una única flecha f P HomCpA,Bq.
2) A es objeto final si es inicial en Cop.
3) A es objeto cero si es inicial y final.

Observación 2.1.6. Dada una categoŕıa C:
1) Dos objetos iniciales son isomorfos.
2) Dos objetos finales son isomorfos.
3) Dos objetos cero son isomorfos.

Si en nuestra categoŕıa C existe un objeto cero, éste será único salvo isomorfismos, po-
demos entonces darle una notación sin que haya ambigüedad. Denotaremos al objeto cero
como 0.

Definición 2.1.7. Sean C una categoŕıa con objeto 0 y A P C. A la única flecha que existe
de A en 0 la llamaremos flecha cero y se denotará 0 : A Ñ 0, de igual forma la única flecha
que existe de 0 en A se llamará flecha cero y se denotará 0 : 0 Ñ A. Dados dos objetos
A,B P C, definimos la flecha cero de A en B como 0 : AÑ B “ p0 : 0 Ñ Bq ˝ p0 : AÑ 0q.
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Definición 2.1.8. Sean B y C dos categoŕıas. Diremos que B es subcategoŕıa de C, lo cual
denotaremos B Ă C, si ObpBq Ă ObpCq y para cada par de objetos A,B P ObpBq se cumple
que HomBpA,Bq Ă HomCpA,Bq, además de que se respeta la misma composición de C en
B y para cada A P B, idA P HomBpA,Aq.

Definición 2.1.9. Sea tAiuiPI una colección de categoŕıas. Definimos la categoŕıa producto
de esta colección, que denotaremos

ś

iPI Ai, de forma que sus objetos son los elementos de
ś

iPI ObpAq y, para dos objetos pAiq, pBiq P
ś

iPI Ai

Homś

iPI Ai
ppAiq, pBiqq “

ź

iPI

HomAi
pAi, Biq

y su composición será entrada a entrada.

En el caso de dos categoŕıas A y B, su producto se denotará AˆB.

Definición 2.1.10. Sean C y D dos categoŕıas. Un funtor covariante F : C Ñ D consiste
de una funcional F : ObpCq Ñ ObpDq y, para cada par de objetos A,B P ObpCq, una
función F : HomCpA,Bq Ñ HomDpF pAq, F pBqq, tales que F pidAq “ idF pAq y si C P ObpCq,
f P HomCpA,Bq, g P HomCpB,Cq, entonces F pg ˝ fq “ F pgq ˝ F pfq.

Diremos que un funtor F : Cop
ÑD es un funtor contravariante de C en D.

También podemos componer funtores de manera natural y en la composición de funtores
también se usará la notación F ˝G.

Notemos que para cada categoŕıa C, existe un funtor distinguido que es la identidad en
C, denotado idC : C Ñ C, tal que tanto en objetos como en flechas las respectivas funcio-
nales o funciones son las identidades.

Ejemplo 2.1.11. Otro ejemplo de funtor que será muy frecuente en los posteriores temas es el
funtor HomCpA,´q : C Ñ Con, tal que para cada B P C, HomCpA,´qpBq “ HomCpA,Bq
y para cada flecha f : B Ñ C P C, HomCpA, fq : HomCpA,Bq Ñ HomCpA,Cq está dado
por HomCpA, fqpgq “ f ˝ g.

Para simplificar la notación, a HomCpA, fq lo denotaremos por f˚ y, cuando no haya
duda sobre la categoŕıa en la que se esté trabajando, al funtor HomCpA,´q lo denotaremos
por rA,´s.

Por otra parte, también tenemos el funtor HomCp´, Aq : C Ñ Con, el cual se define
de forma similar y que es un funtor contravariante, a HomCpf, Aq lo denotaremos f˚. No-
temos que si pensamos a este funtor como HomCp´, Aq : Cop Ñ Con, se vuelve un funtor
covariante, el cual denotaremos hA, de manera que hApBq “ CpB,Aq.

Con todo lo visto, es natural considerar la categoŕıa cuyos objetos son categoŕıas pe-
queñas y cuyas flechas son funtores (esto para tener control sobre el tamaño de los conjuntos
HompA,Bq). A esta categoŕıa la denotamos Cat.

Definición 2.1.12. Sean B, C dos categoŕıas y F : B Ñ C un funtor. Diremos que:
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1) F es fiel si para cualesquiera dos objetos A,B P B se tiene que F : HomBpA,Bq Ñ
HomCpF pAq, F pBqq es inyectiva.

2) F es pleno si para cualesquiera dos objetos A,B P B se tiene que F : HomBpA,Bq Ñ
HomCpF pAq, F pBqq es suprayectiva.

3) Diremos que F es un encaje si es inyectivo en objetos, fiel y pleno.

Definición 2.1.13. Sean C, D dos categoŕıas y F,G : C ÑD dos funtores covariantes. Una
transformación natural de F en G, η : F Ñ G, consiste de una familia de flechas tηAuAPObpCq,
donde cada pηA : F pAq Ñ GpAqq P HomDpF pAq, GpAqq y si pf : A Ñ Bq P C, entonces el
siguiente diagrama conmuta:

F pAq GpAq

F pBq GpBq

ηA //

F pfq

��

Gpfq

��

ηB
//

Diremos que η es un isomorfismo natural si cada ηA es un isomorfismo.

También, en caso de tener dos transformaciones naturales τ : F Ñ G y η : G Ñ H,
podemos considerar la nueva transformación natural composición, η ˝ τ : F Ñ H, tal que
pη ˝ τqA “ pηA ˝ τAq.

Notemos que para cada funtor F : C ÑD, existe una transformación natural distinguida
que es la identidad idF : F Ñ F , donde pidF qA “ idF pAq @A P ObpCq.

Otro punto a notar es que en el caso de isomorfismos naturales, es lo mismo pedir que
η : F Ñ G sea isomorfismo natural a que exista una transformación natural τ : G Ñ F , tal
que η ˝ τ “ idG y τ ˝ η “ idF .

Definición 2.1.14. Sean C, D dos categoŕıas y F,G : C Ñ D dos funtores covariantes.
Diremos que F y G son isomorfos, lo cual denotaremos por F – G, si existe un isomorfismo
natural entre ellos.

Aśı, si tenemos dos categoŕıas C y D con C pequeña, podemos considerar la categoŕıa
cuyos objetos son funtores de C en D y cuyas flechas son las transformaciones naturales. A
esta categoŕıa se le denotará DC .

Ahora veremos algunas relaciones importantes entre categoŕıas, como lo son la relación
de “ser equivalente a” o “ser isomorfa a”.

Definición 2.1.15. Sean B y C dos categoŕıas. Diremos que B es isomorfa a C, lo cual
denotaremos por B – C, si existen funtores F : B Ñ C y G : C Ñ B, tales que F ˝G “ idC
y G ˝ F “ idB, en este caso, F es un isomorfismo entre B y C.
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Definición 2.1.16. Sean B y C dos categoŕıas. Diremos que B es equivalente a C, lo cual
denotaremos por B ” C, si existen funtores F : B Ñ C y G : C Ñ B, tales que F ˝G – idC
y G ˝ F – idB. En este caso diremos que F es una equivalencia de categoŕıas entre B y C.

Ejemplo 2.1.17. Consideremos la subcategoŕıa plena de Con , Conn, que consiste de todos
los conjuntos de tamaño n, tomemos a A un conjunto de tamaño n distinguido y llamemos
A a la subcategoŕıa plena de Con cuyo único objeto es A. Es fácil ver que la inclusión de A
en Conn resulta ser una equivalencia de categoŕıas (usando axioma de elección en clases),
sin embargo no es un isomorfismo de categoŕıas.

Con la siguiente proposición vemos cuales son los requerimientos necesarios y suficientes
para que un funtor F sea una equivalencia de categoŕıas.

Proposición 2.1.18. Sean B, C dos categoŕıas y F : B Ñ C un funtor. F es una equi-
valencia de categoŕıas si y solo si F es un funtor fiel, pleno y esencialmente suprayectivo en
objetos (i.e, @C P C existe B P B tal que F pBq – C.).

Demostración. ñ] Sea G : C Ñ B tal que F ˝G – idC por medio de una transformación
τ y G ˝ F – idB por medio de una transformación η. Sean A,B P B y f, g P HomBpA,Bq
tales que F pfq “ F pgq, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

GF pAq A

GF pBq B

ηA //

ηB
//

GF pfq

��

f

��

entonces f “ ηB ˝GF pfq ˝ η
´1
A “ ηB ˝GF pgq ˝ η

´1
A “ g, por lo tanto F es fiel y análogamente

G también es fiel.
Por otro lado, tenemos que dado h P HomCpF pAq, F pBqq, si ponemos f “ ηB ˝Gphq˝η

´1
A ,

se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

GF pAq A

GF pBq B

GF pAq A

GF pBq B

ηA //

ηB
//

Gphq

��

f

��

ηA //

ηB
//

GpF pfqq

��

f

��

Por la fidelidad de G se tiene que h “ F pfq, por lo tanto F es pleno. Por otra parte es claro
que es esencialmente suprayectivo en objetos, pues dado C P C, FGpCq – C por medio de τC .

ð] Supongamos que F es fiel, pleno y esencialmente suprayectivo en objetos. Construimos
un funtor G : C Ñ B (usando el axioma de elección en clases) de la siguiente forma: como
F es esencialmente suprayectivo en objetos, para cada C P C elegimos GpCq P B junto con
un isomorfismo τC : F pGpCqq Ñ C y, dado h P HomCpC,C

1q, Gphq es el único morfismo de
GpCq en GpC 1q tal que bajo F da pτC1q

´1 ˝ h ˝ τC . Veamos que G es un funtor, si tenemos
flechas h : C1 Ñ C2, g : C2 Ñ C3 P C, se dan las siguiente igualdades:

F pGpgqq ˝ F pGphqq “ pτC3q
´1
˝ g ˝ τC2 ˝ pτC2q

´1
˝ h ˝ τC1 “ pτC3q

´1
˝ pg ˝ hq ˝ τC1
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por lo tanto Gpgq˝Gphq “ Gpg˝hq y claramenteG respeta identidades. Veamos que GF – idB
y FG – idC . Por construcción, para cada par de objetos C,C 1 P C tenemos el diagrama
conmutativo:

FGpCq C

FGpC 1q C 1

τC //

τC1
//

FGphq

��

h

��

Entonces τ “ pτCqCPC resulta ser una transformación natural y hace a FG isomorfo a idC .
Por otro lado, dado A P B, definimos ηA como la única flecha de GF pAq en A que bajo F va a
dar a τF pAq. Con esta información y usando la fidelidad de F es claro que para f : AÑ B P B,
el siguiente diagrama conmuta:

GF pAq A

GF pBq B

ηA //

ηB
//

GF pfq

��

f

��

Por la fidelidad plena de F , cada ηA es isomorfismo y por lo tanto la transformación natural
η “ pηAqAPB hace a GF isomorfo a idB. Por lo tanto F es una equivalencia de categoŕıas.

2.1.2. Lema de Yoneda.

En esta sección se da una manera de ver a una categoŕıa C como cierta subcategoŕıa en
ConCop

, lo cual resulta muy útil en ocasiones al estudiar la categoŕıa de pregavillas ConCop
.

Definición 2.1.19. Sea C una categoŕıa, el funtor hp´q : C Ñ ConCop
, definido en objetos

como hp´qpCq “ hC (este funtor se vio en el ejemplo 2.1.11) y en flechas g : C Ñ C 1, como
hp´qpgq “ hg : hC Ñ hC1 cuyas componentes son la composición con g a la izquierda, se llama
funtor de Yoneda y también suele denotarse por Y .

Lema 2.1.20. El funtor de Yoneda es un encaje.

Demostración. Es fácil ver que Y es inyectivo en objetos, pues para cada objeto C, hCpCq
es el único valor de hC que tiene a idC , por otro lado, que sea fiel y pleno se sigue de la
siguiente proposición.

Proposición 2.1.21. (Lema de Yoneda) Para cada objeto F P ConCop
y cada objeto C P C,

hay una biyección fC,F : ConCop
phC , F q Ñ F pCq. Más aún, esta biyección es natural en C

y F en el siguiente sentido: dadas pg : C 1 Ñ Cq P C y pµ : F Ñ F 1q P ConCop
, el siguiente

diagrama conmuta:
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ConCop
phC , F q F pCq

ConCop
phC1 , F

1q F 1pC 1q

fC,F
//

ConCop
phg ,µq

��

fC1,F 1
//

µC1F pgq“F
1pgqµC

��

Demostración. Sea C P C. Para cada C 1 P C y f P hCpC
1q “ CpC 1, Cq se tiene que

f “ idCpfq “ hCpfqpidCq. Si κ : hC Ñ F es una transformación natural, entonces κC1pfq “
κC1phCpfqpidCqq debe ser igual a F pfqpκCpidCqq, de esta manera, κ está completamente de-
terminada por κCpidCq P F pCq y rećıprocamente, cada elemento a de F pCq determina una
transformación natural a : hC Ñ F , donde aC1pfq “ F pfqpaq.

Dadas pg : C 1 Ñ Cq P C y pµ : F Ñ F 1q P ConCop
, la función ConCop

phg, µq env́ıa
la transformación natural κ : hC Ñ F a la transformación natural λ : hC1 Ñ F 1, donde
λC2 : hC1pC

2q Ñ F 1pC2q esta definida como λC2ph : C2 Ñ C 1q “ µC2pκC2pghqq, veamos la
naturalidad requerida:

fC1,F 1pλq “ λC1pidC1q “ µC1pκC1pgqq “ µC1pF pgqpκCpidCqq “ µC1F pgqpfC,F pκqq

2.1.3. Bifuntores.

Dedicamos este caṕıtulo a dar una caracterización de un tipo muy particular de funtores,
los cuales nos serán de gran utilidad para el tema de adjunciones.

Definición 2.1.22. Sean A,B,C categoŕıas y F : AˆB Ñ C un funtor, llamaremos a F
bifuntor.

Observación 2.1.23. Dado F : AˆB Ñ C un bifuntor, todo objeto A P A define un funtor
F pA,´q : B Ñ C, mediante F pA,´qpBq “ F pA,Bq en objetos y F pA,´qpgq “ pidA, gq en
flechas, análogamente todo objeto B P B define un funtor F p´, Bq : AÑ C.

Lema 2.1.24. Sean A,B,C categoŕıas, Fo : ObpAqˆObpBq Ñ ObpCq una funcional y para
cada par de objetos pA,Bq, pA1, B1q P AˆB, una función

FpA,BqpA1,B1q : HomAˆBppA,Bq, pA
1, B1qq Ñ HomCpFopA,Bq, FopA

1, B1qq

entonces Fo y FpA,BqpA1,B1q determinan un funtor F : AˆB Ñ C si y solo si:

1) F es funtorial en cada variable, ie. en F pA,´q y F p´, Bq.

2) Para cada par de flechas pf : AÑ A1q P A y pg : B Ñ B1q P B, el siguiente diagrama
conmuta:
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F pA,Bq F pA,B1q

F pA1, Bq F pA1, B1q

F pA,gq
//

F pf,Bq

��

F pf,B1q

��

F pA1,gq
//

F pf,gq

$$

Demostración. ñ] Se sigue de forma inmediata.

ð] Dado pA,Bq P AˆB, F pidpA,Bqq “ F pidA, idBq “ F pidA, Bq “ idF pA,Bq pues F p´, Bq
es un funtor. Consideremos

pA,Bq pA1, B1q pA2, B2qP AˆB
pf,gq
//

pf 1,g1q
//

Del segundo inciso obtenemos los siguientes dos diagramas conmutativos:

F pA,Bq

F pA1, Bq F pA1, B1q

F pA2, Bq F pA2, B1q F pA2, B2q

F pf,Bq

��

F pf,gq

$$F pA1,gq
//

F pf 1,Bq

��

F pf 1,B1q

��

F pf 1,g1q

$$F pA2,gq
//

F pA2,g1q
//

F pA,Bq F pA,B2q

F pA2, Bq F pA2, B2q

F pA,g1˝gq
//

F pf 1˝f,Bq

��

F pf 1˝f,B2q

��

F pA2,g1˝gq
//

F pf 1˝f,g1˝gq

$$

Del primer diagrama obtenemos:

F pA2, g1 ˝ gq ˝ F pf 1 ˝ f,Bq “ F pA2, g1q ˝ F pA2, gq ˝ F pf 1, Bq ˝ F pf,Bq “

F pf 1, g1q ˝ F pf, gq

luego por el segundo diagrama obtenemos:

F pA2, g1 ˝ gq ˝ F pf 1 ˝ f,Bq “ F pf 1 ˝ f, g1 ˝ gq

por lo tanto F es funtor.
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2.1.4. Adjunciones.

Definición 2.1.25. Sean C, D categoŕıas y F , G funtores como en el diagrama:

C D

F
''

G

gg

Diremos que F es adjunto izquierdo de G o que G es adjunto derecho de F , si existe un
isomorfismo natural τ como en el diagrama:

Cop
ˆD Con

HomCp´,Gp´qq

''

HomDpF p´q,´q

77
τ–
��

En este caso, diremos que pF,Gq es un par adjunto.

Por el lema 2.1.24 las asignaciones HomCp´, Gp´qq y HomDpF p´q,´q definidas de for-
ma natural son funtores. Para probar la existencia de tal isomorfismo natural basta probar
la existencia de biyecciones τA,B : HomCpA,GpBqq Ñ HomDpF pAq, Bq para cada par de
objetos A,B P C, de manera que sean naturales en cada variable, pues si tenemos flechas
f : AÑ A1 P C y g : B Ñ B1 PD tendremos los cuadrados conmutativos:

HomCpA,GpBqq HomDpF pAq, Bq

HomCpA,GpB
1qq HomDpF pAq, B

1q

HomCpA
1, GpB1qq HomDpF pA

1q, B1q

τA,B
//

τA,B1
//

τA1,B1
//

Gpgq˚

��

g˚

��

f˚

��

F pfq˚

��

obteniendo finalmente el cuadrado conmutativo deseado para la naturalidad de τ .

El siguiente teorema es una importante caracterización de adjunciones.

Teorema 2.1.26. Bajo la misma notación de la definición anterior, son equivalentes:

1) pF,Gq es un par adjunto.
2) Existen transformaciones naturales ε : FG Ñ idD y η : idC Ñ GF , tales que los

siguientes diagramas (llamados identidades triangulares) conmutan:

F FGF

F

G GFG

G

Fη
//

idF

��

εF

��

ηG
//

idG

��

Gε

��
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Demostración. 1) ñ 2) Sea τ : HomCp´, Gp´qq Ñ HomDpF p´q,´q un isomorfismo na-
tural y sea D PD.

Entonces τGpDq,D : HomCpGpDq, GpDqq Ñ HomDpF pGpDqq, Dq; definimos εD como
τGpDq,DpidGpDqq. Veamos que ε define una transformación natural, es decir, que el siguien-
te diagrama conmuta:

D

D1

FGpDq D

FGpD1q D1

g

��

εD //

FGpgq

��

g

��

εD1
//

La naturalidad del isomorfismo τGpDq,´ : HomCpGpDq, Gp´qq Ñ HomDpF pGpDqq,´q nos da
la conmutatividad del siguiente diagrama:

D

D1

HomCpGpDq, GpDqq HomDpF pGpDqq, Dq

HomCpGpDq, GpD
1qq HomDpF pGpDqq, D

1q

g

��

τGpDq,D
//

Gpgq˚

��

g˚

��

τGpDq,D1
//

Evaluando en idGpDq la conmutatividad del diagrama nos da

τGpDq,D1pGpgqq “ gτGpDq,DpidGpDqq

La naturalidad del isomorfismo τGp´q,D1 : HomCpGp´q, GpD
1qq Ñ HomDpF pGp´qq, D

1q nos
da la conmutatividad del siguiente diagrama:

GpDq

GpD1q

HomCpGpD
1q, GpD1qq HomDpF pGpD

1qq, D1q

HomCpGpDq, GpD
1qq HomDpF pGpDqq, D

1q

Gpgq

��

τGpD1q,D1
//

Gpgq˚

��

FGpgq˚

��

τGpDq,D1
//

Evaluando en idGpD1q, la conmutatividad del diagrama nos da

τGpDq,D1pGpgqq “ τGpD1q,D1pidGpD1qqFGpgq

Combinando ambas igualdades obtenemos

τGpD1q,D1pidGpD1qqFGpgq “ gτGpDq,DpidGpDqq

i.e. la conmutatividad del primer diagrama.
Sea C P C y consideremos τ´1

C,F pCq : HomDpF pCq, F pCqq Ñ HomCpC,GF pCqq; definimos ηC

como τ´1
C,F pCqpidF pCqq. La demostración de que η es natural es análoga a la demostración de

que ε lo es.
Verifiquemos la primer identidad triangular, pues la segunda es de forma análoga.
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Sea C P C, queremos verificar que εF pCq ˝ FηC “ idF pCq, i.e.

τGF pCq,FCpidGF pCqq ˝ F pτ
´1
C,F pCqpidF pCqq “ idF pCq

Pero esa igualdad sale directo de la conmutatividad del siguiente diagrama evaluando en
idGF pCq:

C

GF pCq

HomCpGF pCq, GF pCqq HomDpFGF pCqq, F pCqq

HomCpC,GF pCqq HomDpF pCq, F pCqq

τ´1
C,F pCq

pidF pCqq

��

τGF pCq,F pCq
//

τ´1
C,F pCq

pidF pCqq
˚

��

F pτ´1
C,F pCq

pidF pCqqq
˚

��

τC,F pCq
//

2) ñ 1) Definamos una transformación natural τ : HomCp´, Gp´qq Ñ HomDpF p´q,´q.
Dada q : AÑ GpBq, definimos τA,Bpqq como εB ˝F pqq. Verifiquemos que es una transfor-

mación natural, i.e. que el siguiente diagrama conmuta:

A2

A1

B1

B2

HomCpA1, GpB1qq HomDpF pA1q, B1q

HomCpA2, GpB2qq HomDpF pA2q, B2q

f

��

g

��

τA1,B1 //

f˚˝Gpgq˚

��

F pfq˚˝g˚

��

τA2,B2

//

Sea h : A1 Ñ GpB1q. Entonces recorriendo el diagrama en sentido antihorario se tiene:

τA2,B2 ˝ f
˚
˝Gpgq˚phq “ τA2,B2pGpgq ˝ h ˝ fq “ εB2 ˝ F pGpgq ˝ h ˝ fq “

εB2 ˝ FGpgq ˝ F phq ˝ F pfq

Recorriendo el diagrama en sentido horario se tiene:

F pfq˚ ˝ g˚ ˝ τA1,B1phq “ F pfq˚ ˝ g˚pεB1 ˝ F phqq “ g ˝ εB1 ˝ F phq ˝ F pfq

La naturalidad de ε nos da el siguiente diagrama conmutativo:

B1

B2

FGpB1q B1

FGpB2q B2

g

��

εB1 //

FGpgq

��

g

��

εB2

//

De donde se deduce la conmutatividad del diagrama requerido.

Ahora definamos una transformación natural:

ν : HomDpF p´q,´q Ñ HomCp´, Gp´qq

Dada p : F pAq Ñ B, definimos νA,Bppq como Gppq ˝ ηA. La naturalidad de ν sale de la natu-
ralidad de η análogamente a la naturalidad de τ . Verifiquemos que ντ “ idHomCp´,Gp´qq. Sea
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q : AÑ GpBq:

νA,BτA,Bpqq “ νA,BpεB ˝ F pqqq

“ GpεB ˝ F pqqq ˝ ηA
“ GpεBq ˝GF pqq ˝ ηA
“ GpεBq ˝ ηGpBq ˝ q Esto es por la naturalidad de η.

“ idGpBq ˝ q Segunda identidad triangular.

“ q
Análogamente se verifica que τν “ idHomDpF p´q,´q. Por lo tanto τ es el isomorfismo natural
buscado.

Observación 2.1.27. Vale la pena destacar de la prueba la manera en que se construyen ε
y η a partir de una adjunción pF,G, τq:

εD “ τGpDq,DpidDq y ηC “ τ´1
C,F pCqpidF pCqq

Observación 2.1.28. También vale la pena destacar como se construye τ y τ´1 a partir de
ε y η. Dadas pq : AÑ GpBqq P C y pp : F pA1q Ñ B1q PD:

τA,Bpqq “ εB ˝ F pqq y τ´1
A1,B1ppq “ Gppq ˝ ηA1

Definición 2.1.29. Sea pF,G, τq una adjunción. Las transformaciones naturales η y ε se
llaman unidad y counidad de la adjunción pF,G, τq respectivamente.

2.1.5. Ĺımites y Coĺımites.

Definición 2.1.30. Sean C una categoŕıa e I una categoŕıa pequeña. Un diagrama de tipo
I en C es un funtor D : I Ñ C. Usaremos la notación DI “ DpIq. Diremos que el diagrama
es conmutativo si para cualesquiera dos flechas con mismo dominio y mismo codominio, α
y β, se tiene que Dpαq “ Dpβq. Diremos que el diagrama es discreto si la categoŕıa I es
discreta.

Definición 2.1.31. Sea D : I Ñ C un diagrama. Un cono para el diagrama D es un par
pC, pλIqIPIq, donde C P C y λI : C Ñ DI @I P I, tal que el siguiente diagrama conmuta para
toda flecha α : I Ñ J de I:

C

DI DJ

λI

zz

λJ

$$

Dpαq
//

Usualmente nos referiremos a un cono aśı por pC, λIq. El objeto C es llamado el vértice del
cono.

Definición 2.1.32. Sean pC, λIq y pC 1, µIq dos conos para el diagrama D. Un morfismo
de conos f : pC 1, µIq Ñ pC, λIq es una flecha f : C 1 Ñ C que hace conmutar el siguiente
diagrama para toda I P I:
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C 1 C

DI

f
//

µI $$ λIzz

Aśı, dado un diagrama D, los conos sobre D junto con los morfismos de conos conforman
una categoŕıa llamada la categoŕıa de conos.

Definición 2.1.33. Un ĺımite para un diagrama D es un objeto final en la categoŕıa de conos
sobre D.

Notemos que por la Observación 2.1.6, dos ĺımites para un diagrama D son isomorfos y,
por lo tanto no hay ambigüedad al hablar de “el ĺımite”. Podemos escribir entonces el ĺımite
de D, si es que existe, como pĺım

Ð
D,λIq.

Definición 2.1.34. Sea D : I Ñ C un diagrama. Un cocono para el diagrama D es un par
pC, pλIqIPIq, donde C P C y λI : DI Ñ C @I P I, tal que el siguiente diagrama conmuta para
toda flecha α : I Ñ J de I:

C

DI DJ

λI
::

λJ
dd

Dpαq
//

Usualmente nos referiremos a un cocono aśı por pC, λIq. El objeto C es llamado el vértice
del cocono.

Definición 2.1.35. Sean pC, λIq y pC 1, µIq dos coconos para el diagrama D. Un morfismo
de coconos f : pC 1, µIq Ñ pC, λIq es una flecha f : C 1 Ñ C que hace conmutar el siguiente
diagrama para toda I P I:

C 1 C

DI

f
//

µI

dd

λI

::

Aśı, dado un diagrama D, los coconos sobre D junto con los morfismos de coconos con-
forman una categoŕıa llamada la categoŕıa de coconos.

Definición 2.1.36. Un coĺımite para un diagrama D es un objeto inicial en la categoŕıa de
coconos sobre D.

Notemos que por la Observación 2.1.6, dos coĺımites para un diagrama D son isomorfos
y por lo tanto no hay ambigüedad al hablar de “el coĺımite”. Podemos escribir entonces el
coĺımite de D, si es que existe, como pĺım

Ñ
D,λIq.
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2.1.6. Ejemplos de ĺımites y coĺımites.

En esta sección veremos como las definiciones de ĺımite y coĺımite nos permiten ver de
una forma más elegante cierta clase de objetos muy utilizados. También daremos una carac-
terización de cualquier ĺımite usando ĺımites muy concretos.

Definición 2.1.37. Sean C una categoŕıa y tAIuIPI una colección de objetos en C. Diremos
que un objeto P junto con una familia de flechas tpI : P Ñ AIu es un producto de esta
colección de objetos si es un ĺımite para el diagrama discreto formado por esta colección. A
P se le suele denotar

ś

IPI AI y a las flechas pI se les suele llamar proyecciones.

Aśı mismo, diremos que un objeto C junto con una familia de flechas tiI : AI Ñ Cu es un
coproducto o suma de esta colección de objetos si es un coĺımite para el diagrama discreto
formado por esta colección. A C se le suele denotar

š

IPI AI o
ř

IPI AI y a las flechas iI se
les suele llamar coproyecciones o inclusiones.

Definición 2.1.38. Sean C una categoŕıa y pf : A Ñ Cq, pg : B Ñ Cq P C dos flechas. Un
producto fibrado para estas flechas es un ĺımite para el siguiente diagrama:

A

B

C
f

//

g

��

y se suele denotar AˆC B.

Definición 2.1.39. Sean C una categoŕıa y pf : A Ñ Bq, pg : A Ñ Cq P C dos flechas.
Una suma cofibrada o suma amalgamada para estas flechas es un coĺımite para el siguiente
diagrama:

A B

C

f
//

g

��

y se suele denotar A`C B.

Definición 2.1.40. Sean C una categoŕıa y pf : A Ñ Bq, pg : A Ñ Bq P C dos flechas. Un
igualador para f y g es un ĺımite para el diagrama:

A B
f

//

g
//

Aśı mismo, un coigualador para f y g es un coĺımite para el mismo diagrama.
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Definición 2.1.41. Sean C una categoŕıa con objeto cero y pf : AÑ Bq P C. Diremos que
una flecha pi : K Ñ Aq P C es un núcleo para f si es un igualador para el diagrama:

A B
f

//

0
//

Aśı mismo, diremos que pp : B Ñ Cq P C es un conúcleo para f si es un coigualador para el
mismo diagrama.

Ahora veremos que en una categoŕıa basta que existan ciertos ĺımites para que tenga
todos los ĺımites.

Teorema 2.1.42. Sea C una categoŕıa. C tiene todos los ĺımites si y solo si C tiene todos
los productos e igualadores.

Demostración. La ida es trivial, aśı que probaremos el regreso. Consideremos un diagrama
D : I Ñ C, como tenemos todos los productos e igualadores, tenemos el siguiente diagrama
para cada flecha v en I:

ś

u:JÑK DpKq “
ś

uDpcodpuqq
ś

I DpIq

Dpcodpvqq

Dpcodpvqq Dpdompvqq

d

DpIq

f
oo

g
oo

πv

OO

pcodpvq

gg

πv

��

pdompvq

��

Dpvq
oo

eoo

pI

OO

µI

__

donde f es la única flecha que hace conmutar el triángulo superior izquierdo para toda v, g
es la única flecha que hace conmutar el cuadro de abajo para toda v, e es un igualador de f
y g, y µI “ pI ˝ e. De este diagrama podemos deducir lo siguiente:

µcodpvq “ pcodpvq ˝ e “ πv ˝ f ˝ e “ πv ˝ g ˝ e “ Dpvq ˝ pdompvq ˝ e “ Dpvq ˝ µdompvq

como v es arbitraria pd, µIq resulta ser un cono para D. Si nos tomamos pd1, µ1Iq otro cono de
D, existe un único morfismo e1 : d1 Ñ

ś

IPI DpIq que factoriza a cada µ1I por pI . De nuestro
diagrama obtenemos:

πv ˝ f ˝ e
1
“ pcodpvq ˝ e

1
“ µ1codpvq “ Dpvq ˝ µ1dompvq “ Dpvq ˝ pdompvq ˝ e

1
“ πv ˝ g ˝ e

1

por la propiedad del producto se sigue que f ˝ e1 “ g ˝ e1 y por lo tanto pd, µIq es ĺımite para
D.

Proposición 2.1.43. Sea C una categoŕıa con productos fibrados y objeto final 1, entonces
C tiene ĺımites finitos.

Demostración. Véase [5], página 20.
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Por último, consideramos una caracterización para ĺımites en la categoŕıa Con y una
propiedad para el funtor Homp´,´q : Cop

ˆC Ñ Con.

Proposición 2.1.44. Sea D : I Ñ Con un diagrama con I pequeña, entonces:

ĺım
ÐI

DpIq “

#

paIqI P
ź

IPI

DpIq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

@pu : I Ñ Jq P I, F puqpaIq “ aJ

+

junto con las proyecciones naturales.

Proposición 2.1.45. El funtor Homp´,´q preserva ĺımites en cada variable, i.e.:

1) Para A P C y para un diagrama D en C:

HompA, ĺım
Ð
Dq – ĺım

Ð
HompA,DpIqq

2) Para A P C y para un diagrama D en C:

Hompĺım
Ñ
D,Aq – ĺım

Ð
HompDpIq, Aq

Demostración. Solo se probará el inciso 1), y el inciso 2) será análogo al 1) notando que los
ĺımites en Cop son los coĺımites en C. Basta notar que por la propiedad universal del ĺımite,
se tiene una biyección entre HompA, ĺım

Ð
Dq y los conos sobre el diagrama D con vértice A.

Por la proposición anterior, esto no es más que ĺım
Ð
HompA,DpIqq.

2.1.7. Funtores finales.

Definición 2.1.46. Decimos que una categoŕıa no vaćıa I es conexa si dados objetos I
y J , ellos pueden ser conectados por una sucesión finita de flechas sin restricción sobre la
orientación de las flechas.

I X1 X2
. . . Xn J// oo // oo //

Definición 2.1.47. Sean I, J , K categoŕıas y F : I Ñ J , G : K Ñ J funtores. Definimos
la categoŕıa coma de F y G, la cual denotamos pF Ó Gq, como la categoŕıa cuyos objetos
son flechas f : F pIq Ñ GpKq P J con I P I y K P K y, para cada par de objetos
f : F pIq Ñ GpKq, g : F pI 1q Ñ GpK 1q P pF Ó Gq, los morfismos de f : F pIq Ñ GpKq
en g : F pI 1q Ñ GpK 1q son parejas ph, kq tales que h : I Ñ I 1 P I, k : K Ñ K 1 P K y el
siguiente diagrama conmuta:

F pIq GpKq

F pI 1q GpK 1q

f
//

g
//

F phq

��

Gpkq

��
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Definición 2.1.48. Sea I una categoŕıa e I P I. Definimos la categoŕıa I{I como la categoŕıa
coma pidI Ó ∆Iq, donde ∆I : PtÑ I es el funtor que manda al único objeto de Pt (véase el
ejemplo 5.1.7.) en I, en términos coloquiales, I{I es la categoŕıa de flechas hacia I.
También definimos la categoŕıa I{I como la categoŕıa coma p∆I Ó idIq.

Si tenemos un funtor L : J Ñ I e I P I y no hay confusión, denotaremos por I{J a la
categoŕıa coma p∆I Ó Lq y denotaremos por J{I a la categoŕıa coma pL Ó ∆Iq.

Definición 2.1.49. i) Un funtor L : J Ñ I es final si para cada I P I la categoŕıa I{J es
conexa.

ii) Un funtor L : J Ñ I es cofinal si el funtor Lop : Jop
Ñ Iop es final, es decir, para cada

I P I la categoŕıa J{I es conexa.

También diremos que J es (co)final a I por el funtor L o simplemente que J es (co)final
a I.

Teorema 2.1.50. Si L : J Ñ I es final y F : I Ñ C es un funtor, entonces ĺım
ÑJ

FL existe

si y solo si ĺım
ÑI

F existe. Además, en caso de existir tales coĺımites, el morfismo inducido

h : ĺım
ÑJ

FLÑ ĺım
ÑI

F resulta ser un isomorfismo.

Demostración. ñ] Consideremos el cocono pX “ ĺım
ÑJ

FL, µJ : FLpJq Ñ Xq dado por

la hipótesis. Para cada I P I, definimos la flecha τI : F pIq Ñ X, eligiendo una flecha
u : I Ñ LpJq para alguna J y tomando τI “ µJ ˝ F puq. Como la categoŕıa I{J es no vaćıa,
tal J y tal u existen y como es conexa, τI no depende de la elección de u. Esto se puede
visualizar en el siguiente diagrama conmutativo para el caso en el que la conexión es casi
inmediata:

F pIq

FLpJq

FLpJ 1q

FLpY q X

F puq
99

F pyq
//

F pu1q %%

FLpvq

��

FLpv1q

OO

µJ

%%

µJ1

99

µY //

Más aún, por la misma conexidad de I{J , pX, τIq ya es un cocono para F . Por otro lado,
si tenemos pY, λIq otro cocono para F , pY, λLpJqq es un cocono para FL. Por la propiedad
universal de X existe una única flecha f : X Ñ Y tal que fµ “ λL, entonces para I P I y su
respectiva J ,

f ˝ τI “ f ˝ µJ ˝ F puq “ λLpJq ˝ F puq “ λI

Por lo tanto ĺım
ÑI

F existe y h es un isomorfismo.

ð] Para nuestro cocono pX “ ĺım
ÑI

F, τI : F pIq Ñ Xq notamos que si restringimos a la

subcategoŕıa LpJq, pX, τLpJq : FLpJq Ñ Xq es un cocono para FL. Si pY, λJ : FLpJq Ñ Y q es
otro cocono para FL, entonces de forma análoga a la ida lo extendemos de forma única a un
cono para F , pY, λI : F pIq Ñ Y q. Por la propiedad universal de X existe un único morfismo
f : X Ñ Y que factoriza los coconos respectivos, entonces f también factoriza los coconos
restringidos a F pJq. Es fácil ver que f debe ser única también restringida a LpJq.
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Notemos que tenemos un resultado análogo cambiando final por cofinal y coĺımites por
ĺımites.

2.1.8. Categoŕıas filtrantes y pro-objetos.

Definición 2.1.51. Decimos que una categoŕıa no vaćıa I es seudofiltrante si satisface las
siguientes condiciones:

S1) Todo diagrama del tipo:

I

J

J 1

77

''

se puede completar a un diagrama no necesariamente conmutativo:

I

J

J 1

K

::

$$

$$

::

S2) Dados I, J P I y flechas u : I Ñ J, v : I Ñ J , existen K P C y w : J Ñ K, tales que
wu “ wv.

I J K
u //

v
//

w //

Definición 2.1.52. Decimos que una categoŕıa no vaćıa I es filtrante si satisface las siguientes
condiciones:

F1) Dados I, J P I, existen K P I y flechas I Ñ K, J Ñ K.

I

J

K
$$

::

i.e. de manera informal, dados objetos I y J , hay uno después de I y J .
F2) Dados I, J P I y flechas u : I Ñ J, v : I Ñ J , existen K P C y w : J Ñ K tales que

wu “ wv.

I J K
u //

v
//

w //

i.e. de manera informal, dados dos objetos I y J y dos flechas de I a J , son iguales más lejos.
Decimos que I es cofiltrante si Iop es filtrante.
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Proposición 2.1.53. I es filtrante si y solo si I es seudofiltrante y conexa.

Demostración. ñ] Si I es filtrante, entonces ya cumple S2) y es no vaćıa, además es
inmediato que F1) implica S1).
ð] Solo restaŕıa ver que se cumple F1). Sean A,B objetos de C, como I es conexa hay

una sucesión finita de flechas:

A C1 C2
. . . Cn B// oo // oo //

Podemos ir reduciendo el diagrama usando S1) repetidas veces

A

C1

C2

C3

. . .

D1

D2

E1

F1

��

??

��

??

��

??

��

��

??

��

Obteniendo finalmente el diagrama buscado

A

C

B

$$

::

Observación 2.1.54. Si C tiene coproductos finitos y coigualadores, entonces es filtrante.

Lema 2.1.55. Sean I una categoŕıa pequeña e I0 P I, entonces ĺım
Ñ
HomIpI0,´q – tptu.

Demostración. Para I P I y para u : I0 Ñ I basta fijarse en el siguiente diagrama conmu-
tativo:

ĺım
Ñ
HomIpI0,´q

HomIpI0, I0q HomIpI0, Iq

CC [[

u˚
//

De aqúı deducimos que la imagen de u en el coĺımite es la imagen de idI0 en el coĺımite.

Teorema 2.1.56. Sean C una categoŕıa filtrante y F : C Ñ Con un funtor. F tiene coĺımite
y se puede construir de la siguiente manera, ĺım

Ñ
F “

Ů

APC F pAq{ „, donde px,Aq „ py,Bq

si y solo si existen flechas:
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A

B

C

u

$$

v

::

tales que F puqpxq “ F pvqpyq

Demostración. Es fácil ver que si „ es de equivalencia, entonces
Ů

APC F pAq{ „ es un
coĺımite para F y sin importar si C es filtrante, „ siempre va a satisfacer reflexividad y
simetŕıa, para la transitividad usamos que C es filtrante.

Lema 2.1.57. Una categoŕıa I es filtrante si y solo si para cualquier categoŕıa finita J y
cualquier funtor ϕ : J Ñ I, existe I P I tal que:

ĺım
ÐJ

HomIpϕpJq, Iq ‰ H

Demostración. ñ] Supongamos que I es filtrante y tomemos dicho funtor. Por un lado al
ser I filtrante todo diagrama finito en I tiene un cocono, esto se deduce de los siguientes dos
hechos:
1) I es no vació y cumple F1) si y solo si para toda colección finita de objetos en I, hay uno
después de todos.
2) I satisface F2) si y solo si toda colección finita de flechas entre dos objetos son iguales
más lejos.
Aśı podemos encontrar un cocono para ϕ, digamos pI, uJ : ϕpJq Ñ Iq, como para toda
s : J Ñ K P J uK ˝ ϕpsq “ uJ , entonces Hompϕpsq, IqpuKq “ uJ , por la definición de
ĺımite, el elemento puJqJPJ P ĺım

Ð
HomIpϕpJq, Iq. Por lo tanto ĺım

Ð
HomIpϕpJq, Iq ‰ H.

ð] Para ver que I es no vaćıo, nos tomamos el diagrama vaćıo.

Para ver la propiedad F1), nos tomamos la categoŕıa Pt \ Pt de dos objetos sin más
flechas que las identidades y definimos el funtor ϕ : Pt \ Pt Ñ I, donde ϕ mapea a los
puntos en A y B, automáticamente obtenemos un cono para este diagrama.

Para ver la propiedad F2), nos tomamos la categoŕıa Par y procedemos de forma similar.

Teorema 2.1.58. Sea I una categoŕıa pequeña. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) I es filtrante.

b) Para cualquier categoŕıa finita J y cualquier funtor α : I ˆ J Ñ Con

ĺım
ÑI

ĺım
ÐJ

αpI, Jq – ĺım
ÐJ

ĺım
ÑI

αpI, Jq

por medio del morfismo canónico.
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Demostración. a) ñ b) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

ĺım
ÑI

ĺım
ÐJ

F pI, Jq ĺım
ÐJ

F pI0, Jq

F pI0, J0q

ĺım
ÑI

F pI, J0qĺım
ÐJ

ĺım
ÑI

F pI, Jq

uI0oo

qJ0

��

vI0

��
pJ0 //

ϕ

��

ψI0

��

donde uI0 , vI0 son los encajes naturales obtenidos por ĺım
Ñ

; qJ0 , pJ0 son las proyecciones

naturales obtenidas por ĺım
Ð

y ψI0 , ϕ son morfismos inducidos. Si uno revisa con detenimiento

persiguiendo elementos en el diagrama, se puede concluir fácilmente que ϕprpxI0,JqJ sq “
prxI0,J sqJ . Veamos que ϕ es una biyección.

ϕ es inyectiva: Supongamos que prxI0,J sqJ “ prxI1,J sqJ , entonces rxI0,J s “ rxI1,J s, @J , i.e,
existen flechas α : I0 Ñ I2, β : I1 Ñ I2 tales que F pα, idJqpxI0,Jq “ F pβ, idJqpxI1,Jq,@J , por
lo tanto ĺım

ÑJ

F pα, JqpxI0,Jq “ ĺım
ÑJ

F pβ, JqpxI1,Jq, i.e, rpxI0,JqJ s “ rpxI1,JqJ s.

ϕ es suprayectiva: Sea prxIJ ,J sqj P ĺım
ÐJ

ĺım
ÑI

F pI, Jq, sabemos entonces que para cualquier

flecha pα : J1 Ñ J2q P J rF pidIJ1 , αqpxIJ1 ,J1qs “ rxIJ2 ,J2s, lo cual se traduce a que para cada
α : J1 Ñ J2 existen flechas uα : IJ1 Ñ Iα, vα : IJ2 Ñ Iα P I tales que

F puα, idJ2qF pidIJ1 , αqpxIJ1 ,J1q “ F puα, αqpxIJ1 ,J1q “ F pvα, idJ2qxIJ2 ,J2

lo importante es que igualamos la componente I en ambos elementos para la flecha α, pro-
cedemos a hacer esto para cada flecha α y en cada paso igualamos más adelante en I con
nuestra I del paso anterior, como J es finita esto se puede hacer sin problemas. Llamemos
I0 a nuestro ultimo objeto de I y uJ : IJ Ñ I0 a la flecha encontrada en la construcción para
cada J , entonces el elemento ppF puJ , idJqpxIJ ,JqqJ P ĺım

ÑJ

F pI0, Jq y por construcción cumple

que ϕprppF puJ , idJqpxIJ ,JqqJ sq “ prxIJ ,J sqJq.
b) ñ a) Sean J una categoŕıa finita y ϕ : J Ñ I un funtor. Por el lema 2.1.57 basta

probar que existe I P I tal que ĺım
ÐJ

HomIpϕpJq, Iq ‰ H. Por b) sabemos que se da el siguiente

isomorfismo:
ĺım
ÑI

ĺım
ÐJ

HomIpϕpJq, Iq – ĺım
ÐJ

ĺım
ÑI

HomIpϕpJq, Iq

Usando el lema 2.1.55 del lado derecho, obtenemos que este lado es isomorfo a tptu, por lo
tanto existe I P I, tal que ĺım

ÐJ

HomIpϕpJq, Iq ‰ H.

Finalmente vemos un resultado para funtores finales, del cual sigue un resultado análogo
para funtores cofinales.

Proposición 2.1.59. Sea L : J Ñ I un funtor con I filtrante. Si para cada I P I, existe
J P J , tal que HomIpI, LpJqq ‰ H, entonces L es final.
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Demostración. Sea I P I. Como existe J P J tal que HomIpI, LpJqq ‰ H, entonces la
categoŕıa I{J es no vaćıa. Por otro lado, si tenemos J, J 1 P J y flechas u : I Ñ LpJq,
v : I Ñ LpJ 1q, existen K P I y flechas u1 : LpJq Ñ K, u2 : LpJ 1q Ñ K, luego existen K 1 P I
y una flecha s : K Ñ K 1, tales que s ˝u1 ˝u “ s ˝ v1 ˝ v, de nuevo existen J2 P J y una flecha
t : K2 Ñ LpJ2q, esto ya nos dice que I{J es conexa. Por lo tanto L es final.

Dada una categoŕıa C, ésta la podemos ver como subcategoŕıa plena de C^
“ ConCop

(“pregavillas sobre C”) por el lema de Yoneda. Por lo tanto no habrá confusión en escribir
A para referirnos al funtor r´, As.

Definición 2.1.60. i) Sea C una categoŕıa pequeña. Un ind-objeto en C es un objeto A P C^

que es isomorfo a ĺım
Ñ
α para un funtor α : I Ñ C con I filtrante y pequeña.

ii) Denotamos por IndpCq a la subcategoŕıa plena de C^ que consiste de todos sus ind-
objetos y le llamamos la indización de C. Denotamos por ιC : C Ñ IndpCq al funtor inducido
por h´

iii) Similarmente, un pro-objeto es un objeto B P C_
“ pConCqop que es isomorfo a

ĺım
Ð
β para un funtor β : Iop Ñ C con I filtrante y pequeña.

iv) Denotamos por PropCq a la subcategoŕıa plena de C_ que consiste de todos los
pro-objetos.

Notemos que como vemos a C incluido en pConCqop, la motivación para considerar ind-
objetos es la de agregar de manera libre coĺımites filtrantes a C. Aśı mismo, la motivación
para considerar pro-objetos es la de agregar de manera libre ĺımites cofiltrantes a C.

2.1.9. Categoŕıas Extensivas.

Esta sección fue extráıda principalmente de [9].
Convención: la palabra [finito] entre corchetes significará que la afirmación se seguirá de

dos maneras: una suponiendo finito y la otra no suponiendo finito. Cuando la palabra finito
aparezca sin corchetes tendrá el significado usual.

Definición 2.1.61. Sean C una categoŕıa con coproductos y tXiui una familia de objetos en
C. Definimos el funtor ` :

ś

C{Xi Ñ C{
š

iXi, de manera que si pfi : Ai Ñ Xiq P
ś

iC{Xi

entonces `ppfi : Ai Ñ Xiqiq “
ř

i fi es la flecha inducida de manera natural como se observa
en el siguiente diagrama conmutativo:

Ai
š

iAi

Xi

š

iXi

fi

��

ai //

xi
//

ř

i fi

��

donde ai y xi son las correspondientes coproyecciones y si phiqi : pfiqi Ñ pgiqi P
ś

C{Xi,
entonces `pphiqiq “

ř

i hi (se verifica fácilmente que en efecto + es funtor).
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Definición 2.1.62. Sean C una categoŕıa con coproductos y tXiui una familia de objetos
en C. Diremos que tXiui satisface la propiedad extensiva si el funtor canónico:

` :
ź

C{Xi Ñ C{
ž

i

Xi (2.1)

es una equivalencia.

Definición 2.1.63. Diremos que una categoŕıa C con sumas finitas es finitamente extensiva
si @X1, X2 P C, tX1, X2u satisface la propiedad extensiva.

Proposición 2.1.64. Una categoŕıa con sumas finitas es finitamente extensiva si y solo si
tiene productos fibrados a lo largo de coproyecciones de coproductos finitos y cada diagrama
conmutativo:

A1 A A2

X1 X1 `X2 X2

a1 //
a2oo

f1

��

f

��

f2

��

x1
//

x2
oo

está comprendido de un par de diagramas de producto fibrado en C si y solo si las flechas
superiores forman un diagrama coproducto en C.

Demostración. Comenzaremos con la siguiente observación: en el diagrama anterior el
renglón superior es un coproducto en C si y solo si el diagrama x1 ˝ f1 Ñ f Ð x2 ˝ f2 es un
coproducto en C{pX1`X2q. Supongamos que el renglón superior es coproducto en C y consi-
deremos una flecha h : B Ñ X1`X2 y flechas g1 : x1˝f1 Ñ h, g2 : x2˝f2 Ñ h P C{pX1`X2q.
Por la propiedad de coproducto D!s : A Ñ B tal que s ˝ a1 “ g1 y s ˝ a2 “ g2. Tenemos que
ph ˝ sq ˝ a1 “ h ˝ g1 “ x1 ˝ f1 “ f ˝ a1 y análogamente tenemos que ph ˝ sq ˝ a2 “ f ˝ a2,
pero como A es coproducto de A1 y A2 se sigue que h ˝ s “ f . Por lo tanto el diagrama
x1 ˝ f1 Ñ f Ð x2 ˝ f2 es un coproducto en C{pX1 `X2q. Por otro lado, como nuestra cate-
goŕıa tiene todos los coproductos, por el caso anterior si x1 ˝ f1 Ñ f Ð x2 ˝ f2 es coproducto
y αi son las coproyecciones de Ai en A1`A2, existe un isomorfismo h : A1`A2 Ñ A tal que
ai ˝ h “ αi, i.e. el renglón superior es coproducto.

Durante la prueba abreviaremos “es un par de cuadrados producto fibrado” a “es un
producto fibrado” y “es un coproducto en C{pX1 `X2q” a “es un coproducto”.
ñ] Supongamos la propiedad extensiva para tX1, X2u y supongamos que el diagrama de arri-
ba es un coproducto al cual llamaremos D (podemos asegurar la existencia de este diagrama
para f : AÑ X1 `X2 por ser + esencialmente suprayectiva en objetos). Dado un diagrama
conmutativo:

B1 A B2

X1 X1 `X2 X2

β1
//

β2
oo

g1

��

f

��

g2

��

x1
//

x2
oo
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podemos formar el coproducto g1`g2 : B1`B2 Ñ X1`X2 en C{pX1`X2q con coproyecciones
b1 y b2. Entonces β1 y β2 inducen una única flecha pβ1, β2q : g1 ` g2 Ñ f . Como f “ f1 ` f2

por hipótesis, tenemos por la fidelidad plena del funtor ` : C{X1 ˆC{X2 Ñ C{pX1 `X2q

que existe un único par de flechas αi : gi Ñ fi, tales que pβ1, β2q ˝ bi “ ai ˝ αi “ βi, i.e., para
cada i el siguiente diagrama conmuta (pues αi P C{Xi):

Bi

Ai A

Xi X1 `X2

αi
��

βi

##

gi

��

ai //

fi

��

f

��

xi
//

y αi es único con esta propiedad. Por lo tanto D es un producto fibrado.
Ahora veamos que si el diagrama es producto fibrado, entonces es un coproducto. Su-

pongamos que D es un producto fibrado. La suprayectividad esencial en objetos del funtor
` : C{X1ˆC{X2 Ñ C{pX1`X2q nos dice que podemos encontrar un diagrama coproducto:

A11 A A12

X1 X1 `X2 X2

a11 //
a12oo

f 11

��

f

��

f 12

��

x1
//

x2
oo

Este a su vez está formado por dos cuadrados conmutativos. Como D es un producto fibrado,
existe un único par de flechas θi : A1i Ñ Ai tales que fi ˝ θi “ f 1i (por lo tanto son flechas
θi : f 1i Ñ fi P C{Xi) y ai ˝ θi “ a1i. Ahora consideremos el coproducto:

A1 A1 ` A2 A2

X1 X1 `X2 X2

α1 //
α2oo

f1

��

f1`f2

��

f2

��

x1
//

x2
oo

Las flechas ai : xi ˝ fi Ñ f inducen una flecha pa1, a2q : f1 ` f2 Ñ f . Como f “ f 11 ` f 12, por
la fidelidad plena de ` : C{X1ˆC{X2 Ñ C{pX1`X2q podemos escribir a pa1, a2q de forma
única como φ1 ` φ2 donde φi : fi Ñ f 1i y satisface a1i ˝ φi “ pa1, a2q ˝ αi “ ai, si logramos ver
que θi y φi son inversas habremos probado que D es un coproducto. Tenemos las siguientes
igualdades:

ai ˝ θi ˝ φi “ a1i ˝ φi “ ai,

fi ˝ θi ˝ φi “ f 1i ˝ φi “ fi

Al ser D un producto fibrado tenemos que θi ˝ φi “ idAi . Por otro lado, por definición de
suma de morfismos, tenemos que:

pφ1θ1 ` φ2θ2q ˝ a
1
i “ a1i ˝ φi ˝ θi “ pa1, a2q ˝ αi ˝ θi “ ai ˝ θi “ pidA11 ` idA12q ˝ ai
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y por lo tanto φ1θ1 ` φ2θ2 “ idA11 ` idA12 , que por fidelidad de ` : CX1 ˆ CX2 Ñ CX1`X2

implica que φi ˝ θi “ idA1i .
ð] Supongamos que D es producto fibrado si y solo si es un coproducto y que estos

productos fibrados existen. Probaremos la propiedad extensiva para la colección tX1, X2u. El
funtor ` : C{B1 ˆC{B2 Ñ C{pB1 `B2q induce una función:

` : HompA1, B1q ˆHompA2, B2q Ñ HompA1 ` A2, B1 `B2q

La función + puede ser invertida haciendo producto fibrado a una flecha en el codominio sobre
las coproyecciones. Esto nos garantiza la fidelidad plena de ` : C{X1ˆC{X2 Ñ C{pX1`X2q.
Para ver la suprayectividad esencial, dada una flecha A1`A2 Ñ X1`X2, hacemos producto
fibrado a lo largo de las coproyecciones, el resultado de esto nos dará un coproducto en la
parte superior. Esto completa la prueba.

Aśı que en esencia una categoŕıa extensiva es una categoŕıa donde los coproductos se
llevan bien con los productos fibrados.

También tenemos la versión general de categoŕıa extensiva.

Definición 2.1.65. Diremos que una categoŕıa C con sumas es extensiva si cualquier familia
de objetos tXiui satisface la propiedad extensiva.

Análogamente a la proposición anterior se da el siguiente resultado.

Proposición 2.1.66. Una categoŕıa C con sumas es extensiva si y solo si tiene productos
fibrados a lo largo de coproyecciones de coproductos y cada diagrama conmutativo:

Ai A

Xi

š

iXi

ai //

f1

��

f

��

x1
//

es un producto fibrado en C si y solo si A “
š

iAi.

Ejemplo 2.1.67. Algunos ejemplos de categoŕıas extensivas son la categoŕıa Con y la
categoŕıa Top donde que los coproductos son uniones ajenas.

Definición 2.1.68. Sea C una categoŕıa con coproductos finitos y productos fibrados a lo
largo de coproyecciones. Decimos que los coproductos son ajenos si el producto fibrado de
las coproyecciones de una suma binaria es el objeto inicial (El cual denotaremos 0).

0 X1

X2 X1 `X2

//

��

x1

��

x2
//

y las coproyecciones son monos.
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Proposición 2.1.69. En una categoŕıa [finitamente] extensiva los coproductos son ajenos.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama:

0 A2 A2

A1 A1 ` A2 A2

//
idA2oo

��

a2

��

idA2

��

a1
//

a2
oo

Como las flechas superiores forman un coproducto, por la proposición 2.1.64 se sigue que es
un diagrama producto fibrado. Por el cuadrado derecho se sigue que a2 es mono.

Definición 2.1.70. Sea C una categoŕıa con objeto inicial 0. Decimos que 0 es inicial estricto
si cualquier flecha hacia él es invertible.

Proposición 2.1.71. Sea C una categoŕıa [finitamente] extensiva. El objeto inicial es es-
tricto.

Demostración. Sea 0 un objeto inicial. Consideremos una flecha f : AÑ 0 P C y conside-
remos el siguiente diagrama:

A A A

0 0 0

idA //
idAoo

f

��

f

��

f

��
// oo

Como el diagrama es un producto fibrado, por la proposición 2.1.64 se sigue que A “ A`A.
Sea g : A Ñ A la flecha inducida por la propiedad universal usando a las flechas idA y
p0 Ñ Aq ˝ pf : AÑ 0q, de aqúı concluimos que p0 Ñ Aq ˝ pf : AÑ 0q “ idA y por lo tanto f
es invertible.

Definición 2.1.72. Sea C una categoŕıa con coproductos [finitos]. Decimos que C tiene
coproductos estables bajo producto fibrado si para cualquier coproducto

š

iXi y cualquier
flecha f : A Ñ

š

iXi, existen los productos fibrados de f a lo largo de las coproyecciones y
A “

š

iAˆp
š

j Xjq
Xi.

Lema 2.1.73. En una categoŕıa [finitamente] extensiva los coproductos [finitos] son estables
bajo producto fibrado.

Lema 2.1.74. En una categoŕıa con coproductos estables bajo producto fibrado, el objeto
inicial es estricto.

Proposición 2.1.75. Una categoŕıa con coproductos [finitos] y productos fibrados a lo largo
de coproyecciones es [finitamente] extensiva si y solo si los coproductos [finitos] son estables
bajo producto fibrado y ajenos.
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Demostración. Ya vimos que en una categoŕıa extensiva los coproductos son estables ba-
jo producto fibrado y ajenos. Supongamos que los coproductos son estables bajo producto
fibrado y ajenos. Queremos probar que un diagrama conmutativo de la siguiente forma

A1 A1 ` A2 A2

X1 X1 `X2 X2

a1 //
a2oo

f1

��

f1`f2

��

f2

��

x1
//

x2
oo

es un producto fibrado. Consideremos un cuadro conmutativo:

B A1 ` A2

X1 X1 `X2

h //

g

��

f1`f2

��

x1
//

Primero construimos los productos fibrados

A1 A1 ` A2 A2

X1 X1 `X2 X2

B1 B B2

a1 //
a2oo

f1

��

f1`f2

��

f2

��

x1
//

x2
oo

b1 //
b2oo

h1

��

h

��

h2

��

Tenemos las siguientes igualdades

x1 ˝ g ˝ b2 “ pf1 ` f2q ˝ h ˝ b2 “ x2 ˝ f2 ˝ h2

Como los coproductos son ajenos existe una flecha B2 Ñ 0, sumandole a esto que por el lema
2.1.74 los iniciales son estrictos tenemos que B2 es inicial, como los coproductos son estables
bajo producto fibrado, b1 es invertible y finalmente h1 ˝ b

´1
1 es el único morfismo requerido

para que A1 sea producto fibrado. Análogamente se sigue con A2. La prueba para el caso no
finito es análoga.

Definición 2.1.76. Sean C una categoŕıa [finitamente] extensiva y X P C. Diremos que X
es conexo si el funtor HompX,´q preserva coproductos.

Teorema 2.1.77. Sean C una categoŕıa [finitamente] extensiva y X P C. X es conexo si y
solo si para cada descomposición X “ U ` V , U “ 0 o V “ 0 y solo uno de los dos.
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Demostración. ñ] Supongamos que X es conexo y X “ U ` V , entonces la identidad
id : X Ñ U ` V se factoriza a través de una de las coproyecciones ιU : U Ñ U ` V ,
ιV : V Ñ U ` V . Supongamos sin pérdida de generalidad (SPG) que se factoriza a través de
U por medio de g : X Ñ U . Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

V U

V U ` V

g˝ιV //

idV

��

ιU

��

ιV
//

Como los coproductos son ajenos y los iniciales estrictos entonces V “ 0.
ð] Consideremos una flecha f : X Ñ Y ` Z y sean U y V los productos fibrados de f a

lo largo de ιY y ιZ respectivamente. Por extensividad tenemos que X “ U ` V . Por lo tanto
U “ 0 ó V “ 0, supongamos SPG que es V “ 0, entonces X “ U y por lo tanto f se factoriza
a través de Y de forma única pues ιY es mono.

Teorema 2.1.78. Sea C una categoŕıa extensiva. Un objeto X en C es conexo si y solo si
el funtor HompX,´q preserva coproductos binarios.

Demostración. La ida es clara, aśı que probaremos el regreso. Primero veamos que el funtor
HompX,´q preserva objeto inicial. Sabemos que X “ X ` 0 y por hipótesis el morfismo
inducido

HompX,Xq `HompX, 0q Ñ HompX,Xq

es una biyección donde la restricción a HompX,Xq es también una biyección, esto nos dice
que HompX, 0q “ H. Ahora consideremos una familia de objetos tYαuα. Queremos ver que
cada flecha f : X Ñ

š

α Yα se factoriza a través de una única inclusión ιβ : Yβ Ñ
š

α Yα.
Como C es extensiva tenemos diagramas de producto fibrado

Pα X

Yα
š

α Yα

uα //

gα

��

f

��

ια
//

y además X “
š

α Pα.
Para cada β tenemos que la flecha id : X Ñ Pβ`

š

α‰β Pα se factoriza a través de uno de
los sumandos pues HompX,´q preserva coproductos binarios. Por el teorema 2.1.9 X “ Pβ
o X “

š

α‰β Pα y el otro es 0. Notemos que no puede ocurrir que todos los Pα sean 0, pues
entonces X seŕıa 0 contradiciendo que HompX, 0q “ H. Por lo tanto, existe una única β tal
que X “ Pβ.

2.2. Acciones de grupos.

En este apartado solo veremos los conceptos más básicos relacionados a las acciones de
grupos y se espera que el lector maneje conceptos básicos de grupos además de conceptos
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básicos de topoloǵıa. Se puede revisar la teoŕıa de grupos o acciones de grupos en conjuntos
en [12] y lo referente a topoloǵıa general en [4].

Sea C una categoŕıa.
Dado un objeto A P C, definimos el conjunto EndpAq “ HomCpA,Aq y definimos AutpAq
como el subconjunto de EndpAq que consiste de los isomorfismos. AutpAq es un grupo con
la operación composición.

Definición 2.2.1. Sean G un grupo y A un objeto de C.
1) Una acción izquierda de G en A es un morfismo de grupos τ : GÑ AutpAq.
2) Una acción derecha de G en A es un morfismo de grupos ψ : GÑ pAutpAqqop.

En caso de que tengamos una acción izquierda de G en A, para cada g P G tenemos un
morfismo inducido g˚ : AÑ A, que es precisamente τpgq. En caso de que A sea un conjunto,
dados elementos x P A y g P G, usaremos la notación gx para referirnos al elemento g˚pxq. De
igual forma si se trabaja con una acción derecha, tenemos un morfismo inducido g˚ : AÑ A,
que es precisamente ψpgq y en caso de que A sea un conjunto, dados x P A y g P G, usaremos
la notación xg para referirnos a el elemento ψpgqpxq.

Observación 2.2.2. De la definición anterior. Para g, h P G, podemos concluir lo siguiente:
Para el caso izquierdo:
1) pghq˚ “ g˚ ˝ h˚
2) pidGq˚ “ idA

Para el caso derecho:
1) pghq˚ “ h˚ ˝ g˚

2) pidGq
˚ “ idA

Definición 2.2.3. Sean G un grupo y A un objeto de una categoŕıa C, si G actúa a la
izquierda (derecha) enA, diremos queA es unG-objeto izquierdo (derecho) (Si no se especifica
se considerará izquierdo).

Definición 2.2.4. Sean A y B dos G-objetos izquierdos (derechos), diremos que una flecha
ϕ : A Ñ B es un morfismo de G-objetos izquierdos (derechos), si para cualquier g P G, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

A B

A B

ϕ
//

ϕ
//

g˚pg˚q

��

g˚pg˚q

��

Los G-objetos de C junto con los morfismos de G-objetos forman una categoŕıa que se
denotará CG. En caso de que la categoŕıa sea Con, a sus G-objetos les llamaremos G-
conjuntos. Daremos definiciones y resultados sobre G-conjuntos izquierdos y se esperará que
el lector reconozca las respectivas definiciones y resultados para G-conjuntos derechos.
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Definición 2.2.5. Dado E un G-conjunto, diremos que E es transitivo si para cualesquiera
x, y P E, existe g P G tal que gx “ y.

Los G-conjuntos transitivos junto con los morfismos de G-conjuntos forman una categoŕıa
que se denota tConG.

Dado H ď G podemos construir el cociente G{H y dotarlo de una estructura de G-
conjunto como sigue: dados gH P G{H y g1 P G definimos g1pgHq como g1gH. Esta acción
está bien definida pues tenemos la siguiente secuencia de implicaciones: g1H “ g2H ðñ

g´1
2 g1 P H ñ g´1

2 pg
1q´1g1g1 “ pg

1g2q
´1g1g1 P H ñ g1pg1Hq “ g1pg2Hq. Notemos también que

este G-conjunto es transitivo pues si tenemos gH, g1H P G{H, entonces pg1g´1qgH “ g1H.

Definición 2.2.6. Sean X un G-conjunto y x P X.
1) La órbita de x es el conjunto Ox “ tgx|g P Gu.
2) El estabilizador de x es el conjunto Gx “ tg P G|gx “ xu.

Un resultado famoso que relaciona estos conceptos, es el siguiente:

Teorema 2.2.7. Sean G un grupo y X un G-conjunto. Dado x P X, se tiene que:

Ox – G{Gx (2.2)

como G-conjuntos

Demostración. Sea ϕ : Ox Ñ G{Gx dada por ϕpgxq “ gGx. Veamos que ϕ está bien
definida. Para g, h P G tenemos la siguiente secuencia de equivalencias: gx “ hx ðñ

g´1hx “ x ðñ g´1h P Gx ðñ gGx “ hGx. Por lo tanto ϕ está bien definida y es
inyectiva. Por otro lado tenemos el morfimos φ : G{Gx Ñ Ox dado por φpgGxq “ gx, este
está bien definido pues ϕ es inyectiva y claramente es su inversa. Por lo tanto Ox – G{Gx.

En particular G actúa en G por conjugación. Dados g P G y x P G definimos la acción
gx “ g ˚ x ˚ g´1 donde * es la operación de G.

Ox “ tg ˚ x ˚ g
´1|g P Gu “ xG “la clase de conjugación de x”.

Gx “ tg P G|gx “ xu “ tg P G|g ˚ x ˚ g´1 “ xu “ tg P G|g ˚ x “ x ˚ gu “ CGpxq “el
centralizador de x en G”.

Corolario 2.2.8. Si G es un grupo, entonces #pxGq “ rG : CGpxqs.

Definición 2.2.9. Sea G un grupo. Decimos que G es un grupo topológico si G está dotado
de una topoloǵıa τ y además se cumple que:

1) ˚ : GˆGÑ G es continua, donde * es la operación del grupo.
2) la función inversión ´´1 : GÑ G es continua.

Un ejemplo de grupo topológico es el conjunto de los números reales con la topoloǵıa
usual con la suma.

Definición 2.2.10. Sean G un grupo topológico, X un espacio topológico y φ : GˆX Ñ X
una acción de G en X. Decimos que la acción de G en X es continua si φ es continua.
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2.3. Grupo fundamental de un espacio topológico.

A lo largo de esta sección se esperará que el lector tenga conocimientos básicos de topoloǵıa
general, los cuales se pueden consultar en [4], de igual manera para más detalles, este tema
se puede consultar ah́ı mismo.

Denotamos por I al intervalo r0, 1s.

Definición 2.3.1. Sean X y Y espacios topológicos y f, f 1 : X Ñ Y funciones continuas.
Diremos que f es homotópica a f 1 si existe una función continua H : X ˆ I Ñ Y , tal que
Hpx, 0q “ fpxq y Hpx, 1q “ f 1pxq, @x P X. En tal caso decimos que H es una homotoṕıa
entre f y f 1.

Si f es homotópica a f 1, escribiremos f » f 1 y, en caso de que f 1 sea constante, diremos
que f es homotópicamente nula.

Definición 2.3.2. Sea X un espacio topológico. Un camino en X es una función continua
γ : I “ r0, 1s Ñ X, γp0q es llamado el punto inicial y γp1q el punto final.

Un camino se dice que es un camino cerrado si el punto inicial coincide con el punto final.

Definición 2.3.3. Dados dos caminos γ1 y γ2 de X, diremos que son homotópicos si coinciden
en sus extremos y existe una función continua H : I ˆ I Ñ X, tal que Hpt, 0q “ γ1ptq,
Hpt, 1q “ γ2ptq @t P I. Además pedimos que H coincida en los extremos, i.e, Hp0, tq “
γ1p0q “ γ2p0q y Hp1, tq “ γ1p1q “ γ2p1q, @t.

Proposición 2.3.4. Sea X un espacio topológico. La relación “ser homotópico a” es una
relación de equivalencia en el conjunto de caminos de X, el cual denotamos CpXq.

Demostración. La demostración se puede ver en [4] página 324.

Denotaremos por rγs a la clase de γ bajo la relación “ser homotópica a”.
Dados dos caminos γ1 y γ2 de X tales que γ1 termina en donde γ2 empieza, obtenemos

un tercer camino, γ2 ˚ γ1 definida por:

γ2 ˚ γ1ptq “

#

γ1p2tq si t P r0, 1
2
s

γ2p2t´ 1q si t P r1
2
, 1s

Esta composición induce la composición de clases de equivalencia de forma natural.

Dados γ y α caminos que se puedan componer, definimos rγs ˚ rαs “ rγ ˚ αs. Es fácil ver
que esta operación está bien definida.

Definición 2.3.5. Decimos que un espacio topológico X es conexo por trayectorias si @x, y P
X hay un camino que inicia en x y termina en y.

La operación ya mencionada induce una estructura categórica en X, donde los objetos
son los elementos de X y si x, y P X, Hompx, yq son las clases de homotoṕıa de los caminos
que inician en x y terminan en y.

Hompx, xq es el conjunto de las clases de caminos cerrados que inician y terminan en x y
la identidad idx es la clase del camino constante x.
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A esta categoŕıa la denotamos por Π1pXq.

Para que rϕs : x Ñ y sea un isomorfismo debe existir rψs : y Ñ x, de manera que
rϕ ˚ ψs “ ridys y rψ ˚ ϕs “ ridxs. ψ siempre existe y puede ser dado por ψptq “ ϕp1´ tq, i.e.,
ψ es ϕ recorrida en sentido contrario.

Para mayores detalles sobre la prueba de este resultado ver [4], página 327.

Por lo tanto, en Π1pXq todo morfismo es un isomorfismo, i.e Π1pXq es lo que en categoŕıas
se conoce como grupoide y lo llamaremos el grupoide fundamental de X.

Para cada x P X, tenemos el grupo de automorfismos AutΠ1pXqpxq, al cual denotaremos
por π1pX, xq y le llamaremos el grupo fundamental de X en x.

Si X es conexo por trayectorias, entonces como cualesquiera dos puntos en Π1pXq son
isomorfos, sus respectivos grupos fundamentales son isomorfos.



Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Galois en campos.

A lo largo de este caṕıtulo se esperará que el lector tenga conocimientos de teoŕıa de
anillos los cuales pueden revisarse en [10]. Por otro lado esta sección puede ser revisada en
[11], de donde fue extráıdo el contenido.

3.1. Extensiones de campos.

3.1.1. Extensiones trascendentes y algebraicas de campos.

Definición 3.1.1. Sea k un campo. Diremos que L es una extensión de campos de k si L
es un campo que contiene a k en donde la estructura de campo de k coincide con la de L
restringida a k y se denotará:

L|k

Notemos que si L|M y M |k, entonces L|k. En este caso diremos que M |k es subextensión
de L|k.

Definición 3.1.2. Sean L|k una extensión de campos y S Ď L. Denotamos por kpSq al
menor subcampo de L que contiene a S y a k (éste siempre existe y de hecho es igual a la
intersección de todos los subcampos de L que contienen a k y a S).

Un caso particular es cuando S “ tαu. En este caso a kptαuq lo denotamos simplemente
kpαq y decimos que es una extensión simple de k.

Una caracterización de kpαq es la siguiente

kpαq “

"

fpαq

gpαq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f, g P krxs gpαq ‰ 0

*

la prueba de esto se puede ver en [11] pagina 5.

Definición 3.1.3. Sean L|k una extensión de campos y α P L. Diremos que α es algebraico
sobre k si existe fpxq P krxszt0u tal que fpαq “ 0.

Definición 3.1.4. Diremos que L|k es una extensión algebraica si @α P L se tiene que α es
algebraico sobre k. De lo contrario diremos que es una extensión trascendente.

35
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Dados un campo k y un elemento α P k tenemos el siguiente morfismo natural de anillos
Evα : krxs Ñ k, cuya regla de correspondencia se define como Evαpfpxqq “ fpαq.

Denotaremos por kpxq al campo de fracciones de krxs. Éste es una extensión de campos
de k pensando a k incluido de la manera natural.

Notemos que si L|k es una extensión de campos, entonces L es un k-espacio vectorial y
denotaremos por rL : ks a la dimensión de L sobre k. Diremos que L|k es una extensión finita
si rL : ks es finito.

Observación 3.1.5. rkpxq : ks “ 8 pues el conjunto t1, x, ¨ ¨ ¨ , xn, ¨ ¨ ¨ u es linealmente inde-
pendiente (l.i.) sobre k.

Lema 3.1.6. Sea fpxq P krxs irreducible de grado n. Entonces existe L extensión de k de
grado n con una ráız de fpxq.

Demostración. Como fpxq es irreducible, entonces el ideal generado por fpxq, pfpxqq, es

maximal, en consecuencia krxs
pfpxqq

“ L es campo. Veamos que L extiende a k. Consideremos el
siguiente diagrama:

krxs krxs
pfpxqq

k

π //

?�

OO

π|k

??

donde π denota a la proyección canónica. Como πk es morfismo de anillos, entonces es un mor-
fismo de campos y por lo tanto inyectivo (se sigue de que los morfismos de anillos preservan el
1), notemos que πpxq es ráız de fptq en L. El conjunto t1`pfpxqq, ¨ ¨ ¨ , xn´1`pfpxqqu es base
de L sobre k pues claramente genera a L por el algoritmo de la división y, si tenemos una com-
binación lineal a0`a1x`¨ ¨ ¨ an´1x

n´1`pfpxqq “ pfpxqq entonces fpxq|a0`a1x`¨ ¨ ¨ an´1x
n´1,

al ser a0 ` ¨ ¨ ¨ an´1x
n´1 un polinomio de grado menor a grpfq no le queda más que ser 0, i.e.

a0 “ a1 “ ¨ ¨ ¨ “ an´1 “ 0. Por lo tanto rL : ks “ n

Proposición 3.1.7. Sea kpαq|k una extensión simple. Tenemos:

1) Si α es algebraico sobre k, entonces kpαq|k es finita y krxs
NucpEvαq

– kpαq

2) Si α es trascendente sobre k, entonces kpαq es infinita y kpαq – kpxq.

Demostración. Sea L|k una extensión de campos. Para un elemento α P L tenemos el
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morfismo de anillos Evα : krxs Ñ L. Consideremos el siguiente diagrama:

k krxs

L

krxs
NucpEvαq

NucpEvαq

i //

Evα

��

p
//

zEvα
��

� o

��

� _

��

Por el primer teorema de isomorfismo, krxs
NucpEvαq

– krαs. Como k es campo, krxs es un dominio

de ideales principales (DIP) y entonces NucpEvαq “ 0 o NucpEvαq “ pgpxqq para algún
gpxq P Krxszt0u. En este último caso, si gpxq “ hpxqtpxq, entonces 0 “ gpαq “ hpαqtpαq,
como k es dominio entero entonces hpαq “ 0 o tpαq “ 0, i.e., g|h o g|t, por lo tanto gpxq es
irreducible, si además pedimos a g mónico entonces g es único. En el primer caso se tiene
que α es trascendente sobre k y krxs – krαs, por lo tanto kpxq – kpαq (nuestro isomorfismo
Evα : krxs Ñ krαs se extiende de forma natural a un isomorfismo Evα : kpxq Ñ kpαq
utilizando la caracterización de kpαq en 3.1.2), en el segundo caso se tiene que α es algebraico

sobre k y krxs
pgpxqq

– krαs. Como gpxq es irreducible se tiene que pgpxqq es un ideal maximal de

krxs y por lo tanto krxs
pgpxqq

es campo, por el lema 3.1.6 es una extensión finita de k.

En el caso de que α sea algebraico, diremos que el polinomio mónico gpxq (como apare-
ce en la prueba anterior) es el polinomio mı́nimo de α sobre k y se denotará gpxq “ minpα, kq.

Diremos que dos elementos algebraicos de L sobre k son conjugados sobre k si tienen el
mismo polinomio mı́nimo sobre k.

Proposición 3.1.8. Sean M |k, L|M extensiones de campos. L|k es finita si y solo si L|M
y M |k son finitas. En este caso rL : ks “ rL : M srM : ks

Demostración. ñ] Supongamos que L|k es finita.

Es fácil notar que M es subespacio vectorial de L, por lo que M |k es finita. Por otro lado
si consideramos ta1, . . . , anu base de L sobre k, ese mismo conjunto genera a L sobre M , por
lo tanto L|M es finita.

ð] Supongamos que L|M y M |k son finitas, aśı tenemos ta1, . . . , anu base de M como
k-espacio vectorial y tb1 . . . , bmu base de L como M -espacio vectorial.

Afirmación: taibju1ďiďn,1ďjďm es base para L sobre k. En efecto, sea γ P L, usando que
tb1 . . . , bmu es base tenemos:

γ “
m
ÿ

i“1

ribi
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con ri PM y cada

ri “
n
ÿ

j“1

sijaj

con sij P k. Aśı

γ “
ÿ

1ďiďm,1ďjďn

sijajbi

Esto prueba que taibju1ďiďn,1ďjďm genera a L. Tomemos una combinación lineal

ÿ

1ďiďm,1ďjďn

sijpajbiq “ 0

con coeficientes en k, como tbju1ďjďm es base de L sobre M

n
ÿ

j“1

sijaj “ 0 @i

como taiu1ďiďn es base de M sobre k, tenemos que sij “ 0 @i, j lo que prueba que de hecho
es base. Aśı tenemos que L|k es finita y que rL : ks “ rL : M srM : ks.

Teorema 3.1.9. L|k es finita si y solo si L|k es algebraica y existen a1, . . . , an P L, tales
que L “ kpa1, . . . , anq.

Demostración. ñ] Supongamos que L|k es finita. Sea tb1, . . . , bnu una base de L sobre k,
claramente kpb1, . . . , bnq “ L.

Si γ P L, t1, γ, . . . , γnu es linealmente dependiente (l.d.) sobre k, por lo tanto hay una
combinación lineal no trivial con coeficientes en k que se anula, a0 ` a1γ ` ¨ ¨ ¨ ` anγ

n “ 0,
por lo tanto γ es ráız del polinomio ppxq “ a0 ` ¨ ¨ ¨ ` anx

n P krxszt0u. Por lo tanto L es
algebraico sobre k.

ð] Supongamos que L es algebraico sobre k y que L “ kpa1, ¨ ¨ ¨ , anq. Usando la propo-
sición 3.1.8 tenemos que

rL : ks “ rkpa1, . . . , anq : ks “ rkpa1, . . . , anq : kpa1, . . . , an´1qs ¨ ¨ ¨ rkpa1q : ks

que es finito pues cada factor es finito por la proposición 3.1.7.

Proposición 3.1.10. Sean M |k, L|M extensiones de campos. L|k es algebraica si y solo si
L|M y M |k son algebraicas.

Demostración. ñ] Supongamos que L|k es algebraica, entonces es claro que M |k es al-
gebraica. Sea α P L, como L|k es algebraica, existe fpxq P krxszt0u, tal que fpαq “ 0. En
particular fpxq PM rxszt0u. Por lo tanto L|M es algebraica.
ð] Supongamos ahora que tanto L|M como M |k son algebraicas. Sea α P L, como L|M es

algebraica existe un polinomio a0`a1x`¨ ¨ ¨`anx
n PM rxszt0u tal que a0`a1α`¨ ¨ ¨`anα

n “ 0.
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Consideremos la torre de extensiones:

kpa0, . . . , an, αq Ě kpa0, . . . , anq Ě ¨ ¨ ¨ Ě kpa0q Ě k

Como cada ai es algebraico sobre k (pues M |k es algebraica) y como α es algebraico so-
bre kpa0, . . . , anq, entonces cada extensión de la torre es de dimensión finita. Usando 1),
kpa0, . . . , an, αq|k es una extensión de dimensión finita, usando el Teorema 3.1.9, α es alge-
braico sobre k.

Dados k un campo y fpxq P krxs de grado n, estamos interesados en encontrar todas las
ráıces de fpxq en k, las cuales podŕıan no existir, de manera que intentaremos buscar ráıces
de tal polinomio en campos L que extiendan a k.

Definición 3.1.11. Sean k un campo y fpxq P krxs. Diremos que L es un campo de descom-
posición de fpxq si L es una extensión de campos de k y fpxq se descompone sobre L (i.e.
fpxq “ apx´α1q ¨ ¨ ¨ px´αnq con a P k y α1, ¨ ¨ ¨ , αn P L), además pedimos que L sea minimal
con esta propiedad dentro de sus subextensiones de k (Veremos que de hecho la propiedad
de ser campo de descomposición es única salvo isomorfismos).

Teorema 3.1.12. (Kronecker) Sea fpxq P krxs no constante. Existe una extensión de
campos L|k de dimensión finita en la cual fpxq se descompone.

Demostración. Por inducción sobre n “ grpfpxqq:
Para n “ 1. El polinomio fpxq se descompone sobre k.
Sea n ą 1 y supongamos el resultado para toda m ă n.
Probemos para n. Como f es no constante podemos factorizarlo como fpxq “ ppxqgpxq
con ppxq, gpxq P krxs y ppxq irreducible en krxs. Sea E una extensión de k de dimensión
finita con una ráız de ppxq, digamos z, aśı fpxq “ px ´ zqhpxq para algún hpxq P Erxs y
grphpxqq ă grpfpxqq, entonces por hipótesis de inducción existe una extensión de campos
L|E de dimensión finita y hpxq se descompone en Lrxs, por la proposición 3.1.8 L|k es finita
y fpxq se descompone en Lrxs.

Proposición 3.1.13. Sean k campo y fpxq P krxs irreducible y mónico. Si z y z1 son dos
elementos de ciertos campos, tales que los polinomios mı́nimos de z y z1 son ambos fpxq,
entonces kpzq – kpz1q.

Demostración. Basta usar la proposición 3.1.7 y observar que se dan las siguientes igual-
dades NucpEvz1q “ pfpxqq “ NucpEvzq.

Veremos la demostración de que el campo de descomposición es único salvo isomorfismos
hasta la parte de levantamiento de morfismos de extensiones de campos.

3.1.2. Campos algebraicamente cerrados.

Definición 3.1.14. Un campo L es algebraicamente cerrado si para todo fpxq P Lrxs no
constante, L tiene una ráız de fpxq (notemos que esto es equivalente a pedir que tenga todas
sus ráıces).
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Definición 3.1.15. Sea L|k una extensión de campos. Decimos que L es una cerradura
algebraica de k si L|k es algebraica y L es algebraicamente cerrado.

Lema 3.1.16. Sea k un campo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) L|k es una cerradura algebraica de k.
2) L|k es una extensión algebraica y todo polinomio en krxs se descompone en Lrxs.
3) L|k es una extensión algebraica y si L1|L es una extensión algebraica, entonces L “ L1

Demostración. 1) ñ 2)] Es obvio.
2) ñ 3)] Supongamos que L1|L es una extensión algebraica, por la proposición 3.1.8

L1|k es algebraica. Sea α P L1, por hipótesis minpα, kq se descompone en Lrxs, digamos que
minpα, kq “ px´ α1q . . . px´ αnq, entonces α es algún αi P L.

3) ñ 1)] Sea fpxq P Lrxs un polinomio no constante, por el teorema de Kronecker se tiene
un campo de descomposición para fpxq, L1|L, que resulta ser una extensión algebraica. Por
lo tanto L “ L1 y L|k es una cerradura algebraica de k.

Ahora probaremos el teorema principal de este apartado, para esto utilizaremos el si-
guiente lema:

Lema 3.1.17. Si k es un campo y L|k es algebraica, entonces |L| ď maxt|k|,ℵ0u.

Demostración. Sea L|k una extensión algebraica. Consideremos al conjunto de todos los
polinomios mónicos irreducibles en krxs, digamos A. Para cada polinomio f P A hagamos
una lista de sus ráıces en L, a1, a2, ¨ ¨ ¨ an; consideremos la función φ : A ˆ N Ñ L, donde
φpf, iq es la i-ésima ráız de f en L si es que ésta existe y un elemento arbitrario de L si no
existe; φ es suprayectiva y por lo tanto |L| ď |AˆN| “ |A|ℵ0 “ maxt|A|,ℵ0u “ |A|. Por otro
lado A “

Ť

nAn, donde An es el conjunto de los polinomios mónicos irreducibles en krxs de
grado n, |An| “ |k

n| y por lo tanto |A| “ maxt|k|,ℵ0u.

Teorema 3.1.18. Sea k un campo. Entonces existe una cerradura algebraica pk|k.

Demostración. Consideremos un conjunto S, con k Ă S y |S| ą maxt|k|,ℵ0u. Sea A el
conjunto de todas las posibles extensiones algebraicas de k contenidas en S (i.e. subconjuntos
de S que contengan a k y se les pueda definir una operación que los haga extensiones alge-
braicas sobre k). El conjunto A es un COPO con la relación L ď K si K|L con sus respectivas
operaciones consideradas. Ademas, A no es vaćıo porque k P A (la extensión trivial k|k es
algebraica). Sea C una cadena en A, no es dif́ıcil ver que

Ť

C es una cota para C en A. Por

el lema de Zorn existe un elemento maximal, digamos pk|k. Veamos que pk es una cerradura

algebraica de k. Ya tenemos que es una extensión algebraica. Sea L|pk una extensión algebrai-
ca, entonces L|k es algebraica y por el lema anterior tenemos que |L| ď maxt|k|,ℵ0u. Como
|S| ą maxt|k|,ℵ0u, existe una función f : L Ñ S inyectiva tal que f |

pk “ id
pk, si copiamos la

estructura de campo de L en fpLq obtenemos una extensión algebraica de k con pk Ă fpLq,

por maximalidad de pk tenemos que fpLq “ pk, por lo tanto L “ pk, por lo tanto pk es una
cerradura algebraica de k.
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Proposición 3.1.19. Sea L|k una extensión de campos. El subconjunto de L que contiene
todos los elementos algebraicos de L sobre k es campo y se le denomina la cerradura algebraica
de k en L.

Demostración. Basta probar que suma, producto e inversos multiplicativos de algebraicos
es algebraico. Sean a, b P L elementos algebraicos sobre k, entonces kpa, bq|k es algebraica,
como a` b, ab, a´1 P kpa, bq, entonces a` b, ab y a´1 son algebraicos sobre k.

3.1.3. Levantamiento de morfismos de extensiones de campos.

Definición 3.1.20. Sean k un campo y L|k, N |k extensiones de k. Un morfismo de exten-
siones σ : L|k Ñ N |k es un morfismo de campos σ : LÑ N que fija a k puntualmente. Como
todo morfismo de campos es inyectivo, todo morfismo de extensiones de k debe ser inyectivo.

Definimos la categoŕıa de extensiones de k, Epkq, como la categoŕıa cuyos objetos son las
extensiones de k y las flechas son los morfismos de extensiones de k.

Estos morfismos permutan las ráıces de los polinomios en krxs, pues si a0`¨ ¨ ¨`anx
n P krxs

y α es ráız, entonces a0`¨ ¨ ¨`anα
n “ 0 ñ a0`¨ ¨ ¨`anσpαq

n “ 0, pues σ fija a k puntualmente.

Proposición 3.1.21. Todo endomorfismo de una extensión algebraica de k es un automor-
fismo.

Demostración. Sean L|k una extensión algebraica de k y σ : L|k Ñ L|k un endomorfismo.
Ya tenemos que σ es inyectiva. Sean u P L y consideremos a Su el conjunto de todas las
ráıces de minpu, kq en L. Juntando el hecho de que Su es finito y σ|Su : Su Ñ Su es inyec-
tiva, entonces existe v P L otra ráız de minpu, kq tal que σpvq “ u. Por lo tanto, σ es un
automorfismo.

Sean L1|M1|k, L2|M2|k dos secuencias de extensiones de k.

Dado un isomorfismo de extensiones φ : M1|k ÑM2|k, buscamos condiciones para exten-

der φ a un morfismo pφ : L1|k Ñ L2|k.

L1 L2

M1 M2

k

pφ
//

φ
//

O/

__

/�

??

?�

OO

?�

OO

Si tenemos un morfismo φ como en el diagrama anterior y fpxq “ a0 ` ¨ ¨ ¨ anx
n PM1rxs,

definimos el polinomio φpfq PM2rxs como φpfqpxq “ φpa0q ` ¨ ¨ ¨ ` φpanqx
n.

Lema 3.1.22. (Levantamiento de morfismos).
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Supongamos que L1|M1 y L2|M2 son extensiones de campos y φ : M1|k Ñ M2|k es un
morfismo de extensiones. Sea u P L1 un elemento algebraico sobre M1. Entonces φ puede
extenderse a un morfismo:

M1puq L2

M1 M2

k

pφ
//

φ
//

O/

__

/�

??

?�

OO

?�

OO

si y solo si el polinomio φpminpu,M1qqpxq PM2rxs tiene al menos una ráız en L2. Más aún,
el número de tales extensiones es igual al número de ráıces de φpminpu,M1qqpxq en L2.

Demostración. Notemos que si pφ extiende a φ debe de mandar ráıces de minpu,M1q a
ráıces de φpminpu,M1qqpxq. De forma inversa si φpminpu,M1qqpxq ya tiene una ráız α en L2,

entonces podemos definir un morfismo pφ : M1puq Ñ L2, de forma que pφpuq “ α y env́ıe a
cada elemento de M1 a su respectiva imagen bajo φ (se puede ver que es morfismo notando

que φpM1q es una copia de M1 en M2 y que pφ es en esencia el isomorfismo construido en la
prueba de la proposición 3.1.13 restringiendo el codominio a la imagen). Se sigue de forma
inmediata que el número de dichos morfismos es el número de ráıces de φpminpu,M1qqpxq en
L2.

Teorema 3.1.23. Sean L1|M1|k y L2|M2|k extensiones y φ : M1 Ñ M2 un morfismo de
extensiones de k. Si L1|M1 es una extensión algebraica y L2|M2 es una cerradura algebraica,

entonces existe un morfismo de extensiones pφ : L1 Ñ L2 de manera que el siguiente diagrama
conmuta:

L1 L2

M1 M2

k

pφ
//

φ
//

O/

__

/�

??

?�

OO

?�

OO

Más aún, si L1 y L2 son cerraduras algebraicas de M1 y M2 respectivamente y M2|φpM1q es

algebraica, entonces pφ es un isomorfismo.

Demostración. Consideremos al conjunto A “ tpL, φLq| L1|L|M1 y φL : L Ñ L2 extiende
a φu, A no es vaćıo pues pM1, φq P A. Definimos pL, φLq ď pL1, φL1q si y solo si L1|L y φL1
extiende a φL. Con este orden pA,ďq es un COPO. Sea C “ ppCi, φCiqqi una cadena en A,
claramente L1|

Ť

iCi|M1 y
Ť

i φCi es un morfismo de campos que extiende a φi, @i. Por lo tan-
to, p

Ť

iCi,
Ť

i φiq es una cota superior de C. Por el lema de Zorn, A tiene elemento maximal,
digamos pL, φLq. Supongamos que L1 ‰ L, entonces existe α P L1zL. Sea β P L2 una ráız
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de φLpminpα,Lqq (esto pues L2 es algebraicamente cerrado), por el lema 3.1.22 encontramos
una extensión φLpαq de φL contradiciendo la maximalidad de L. Por lo tanto L1 “ L.

Si L1 es algebraicamente cerrado y M2|φpM1q es algebraica, entonces imppφq Ă L2 es alge-

braicamente cerrado sobre φpM1q y como M2|φpM1q es algebraica, imppφq es algebraicamente

cerrado sobre M2, por lo tanto imppφq “ L2 y por lo tanto pφ es iso.

Como no hay ambigüedad al hablar de cerradura algebraica, dado un campo k, denota-
remos por pk a su cerradura algebraica. Si L|k es una extensión algebraica de k, sabemos por

el teorema anterior que existe un morfismo L Ñ pk. Aśı, una extensión algebraica L|k, se ve

como una extensión intermedia pk|L|k.

Corolario 3.1.24. Cualquier automorfismo de una extensión algebraica de k se levanta a
un automorfismo de pk.

Corolario 3.1.25. Todo polinomio fpxq P krxs admite un único campo de descomposición
de dimensión finita salvo isomorfismos.

Demostración. Consideremos a la cerradura algebraica de k, pk, y sea fpxq P krxs. f tiene

todas sus ráıces en pk, digamos tα1, . . . , αnu, entonces es claro que el campo de descomposición

de f es kpα1, . . . , αnq, además es único salvo isomorfismos pues la elección de pk es única salvo
isomorfismos.

3.1.4. Extensiones separables.

Definición 3.1.26. Sean fpxq P krxs y u P pk una ráız de fpxq. Definimos la multiplicidad

de u en fpxq como el mayor natural m, tal que px ´ uqm divide a fpxq en pkrxs. Cuando la
multiplicidad de u es 1 decimos que u es una ráız simple.

Definición 3.1.27. Decimos que un polinomio irreducible fpxq es separable si toda ráız de

f en pk es simple. Decimos que un polinomio gpxq es separable si sus factores irreducibles son
separables.

Definición 3.1.28. Dados una extensión L|k y u P L, decimos que u es separable sobre k si
su polinomio mı́nimo sobre k es separable.

Una extensión L|k se dice que es separable si es algebraica y @u P L, u es separable sobre
k.

Se dice que k es perfecto si toda extensión algebraica es separable.

Definición 3.1.29. Sea A un anillo. Definimos la caracteŕıstica de A como mintn P N|n1A “
0u donde n1A es sumar 1A (neutro multiplicativo de A) n veces en caso de existir tal mı́nimo
y como 0 en caso de no existir.

La caracteŕıstica de un anillo siempre es un número primo o 0.

Ejemplo 3.1.30. Sea k un campo de caracteŕıstica p primo y a P k tal que ap R k, entonces
kpaq|k no es separable pues a es ráız del polinomio en krxs xp ´ ap “ px´ aqp.

Los siguientes ejemplos se pueden consultar en [11], paginas 44 y 45.
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Ejemplo 3.1.31. Todo campo de caracteŕıstica 0 es perfecto.

Ejemplo 3.1.32. Todo campo finito es perfecto.

Proposición 3.1.33. Para una secuencia de extensiones L|M |k, si L|k es separable, entonces
L|M es separable.

Demostración. Sea u P L, como L|k es separable su polinomio mı́nimo sobre k es separable.
Como el polinomio mı́nimo sobreM divide al polinomio mı́nimo sobre k, entonces el polinomio
mı́nimo sobre M es separable.

Proposición 3.1.34. Sea L|k una extensión finita de grado n. Entonces L|k tiene a lo más

n diferentes morfismos a pk que extienden a la inclusión de k en pk y se da la igualdad si y
solo si L|k es separable.

Demostración. Por inducción sobre el número de algebraicos tales que L “ kpu1, . . . , unq.

Para n “ 1 tenemos que L “ kpuq. El lema 3.1.22 y el hecho de que u es separable si y

solo si hay m morfismos que extienden la inclusión a pk, donde m es el grado del polinomio
mı́nimo de u, producen el resultado deseado.

Para n ą 1, L “ kpu1, . . . , unq “ kpu1, . . . , un´1qpunq. Por hipótesis de inducción hay a lo
más rkpu1, . . . , un´1qpunq : kpu1, . . . , un´1qs morfismos de

kpu1, . . . , un´1qpunq a pk que extienden la inclusión de kpu1, . . . , un´1q en pk, también por hipóte-

sis de inducción hay a lo más rkpu1, . . . , un´1q : ks morfismos de kpu1, . . . , un´1q en pk que

extienden a la inclusión de k en pk. Como todo morfismo es un encaje, entonces hay a lo más

rkpu1, . . . , un´1qpunq : kpu1, . . . , un´1qsrkpu1, . . . , un´1q : ks “ rkpu1, . . . , unq : ks

morfismos de kpu1, . . . , unq en pk que extienden a la inclusión de k en pk y se da la igualdad si
y solo si la extensión es separable.

De la prueba podemos concluir que cualquier extensión de la forma kpa1, . . . , anq, donde
a1, . . . , an son separables sobre k, es una extensión separable de k.

Definición 3.1.35. El subconjunto de pk que consiste de todos los elementos separables sobre
k se denota kS y se llama la cerradura separable de k.

Notemos que por la proposición anterior, kS es campo y k es perfecto si y solo si kS “ pk.

3.1.5. Extensiones exactas.

Ahora vamos a relacionar a los grupos AutEpMqpL|Mq, AutEpkqpM |kq y AutEpkqpL|kq para
una secuencia de extensiones algebraicas L|M |k.

Observación 3.1.36. AutEpMqpL|Mq ď AutEpkqpL|kq.
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Observación 3.1.37. Si para toda σ P AutEpkqpL|kq se cumple que σpMq Ă M , entonces
σ|M P AutEpkqpM |kq, además podemos definir un morfismo natural de grupos AutEpkqpL|kq Ñ
AutEpkqpM |kq que es restringir a M . Podemos ver también que el núcleo de dicho morfismo
es exactamente AutEpMqpL|Mq. De esta forma tenemos la sucesión exacta izquierda.

1 Ñ AutEpMqpL|Mq Ñ AutEpkqpL|kq Ñ AutEpkqpM |kq

Observación 3.1.38. De la sucesión anterior, la suprayectividad es equivalente a que se
pueda extender cualquier automorfismo φ : M |k ÑM |k, a un automorfismo pφ : L|k Ñ L|k.

Definición 3.1.39. Diremos que la secuencia de extensiones L|M |k es exacta si el morfismo
restringir AutEpkqpL|kq Ñ AutEpkqpM |kq está bien definido y es suprayectivo.

3.1.6. Extensiones normales.

Definición 3.1.40. Sea L|k una extensión algebraica. Diremos que L|k es una extensión
normal si para cada polinomio irreducible fpxq P krxs que tenga una ráız en L, fpxq se
descompone sobre L.

Observación 3.1.41. 1) Esta definición es equivalente a pedir que L contenga al campo de
descomposición del polinomio mı́nimo de cada l P L.

2) Cualquier extensión algebraicamente cerrada L|k es normal.

Proposición 3.1.42. Sea L|k una extensión algebraica (considerada como subextensión de
pk|k). L|k es normal si y solo si cada automorfismo σ de pk|k se restringe a un automorfismo
de L|k, i.e. σpLq “ L.

Demostración. ñ] @l P L, σplq es ráız del polinomio mı́nimo de l sobre k. Como L es
normal, entonces σplq P L, i.e., σ es un endomorfismo de L, por el corolario 3.1.24 σ es un
automorfismo. Por lo tanto σpLq “ L.
ð] Sean l P L y gpxq P Lrxs su polinomio mı́nimo sobre L. Sea u una ráız de gpxq, en

este caso consideramos el morfismo de campos kplq Ñ kpuq que fija a k y manda l en u. Este

isomorfismo de campos se extiende a un isomorfismo σ de pk. Aśı σplq “ u P L.

Notemos que de este resultado obtenemos que también dada una extensión intermedia
L|M |k, si L|k es normal entonces L|M es normal.

Corolario 3.1.43. L|k es normal si y solo si pk|L|k es exacta.

Demostración. Si L|k es normal, entonces tenemos el morfismo restricción AutEpkqppk|kq Ñ

AutEpkqpL|kq, además todo automorfismo de L|k se levanta a un automorfismo de pk|k por lo
que dicho morfismo es suprayectivo.

Corolario 3.1.44. Si L|M |k es una secuencia de extensiones con L|k y M |k normales,
entonces L|M |k es exacta.

Demostración. Sea σ P AutEpkqpL|kq, σ se levanta a un automorfismo pσ : pk Ñ pk. Luego
σ|M “ pσ|M y comoM |k es normal, entonces se sigue que el morfismo restricciónAutEpkqpL|kq Ñ
AutEpkqpM |kq está bien definido. Más aún, todo automorfismo α P AutEpkqpM |kq se levanta

a un isomorfismo pα de pk y como L|k es normal, pα|L está bien definida, además pα|L|M “ α.
Por lo tanto tal morfismo es suprayectivo.
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3.2. Extensiones de Galois y clasificación de sus subex-

tensiones.

3.2.1. Extensiones de Galois.

Sea G un grupo.

Recordemos que una acción izquierda de G en L|k está dada por un morfismo de grupos
GÑ AutEpkqpL|kq. Podemos considerar el conjunto tx P L|gx “ x @g P Gu, donde gx es la
imagen de g evaluada en x. A este conjunto lo denotaremos por LG.

Proposición 3.2.1. Con la notación anterior, LG es un subcampo de L que contiene a k.

Definición 3.2.2. Sea L|k algebraica. Denotaremos a AutEpkqpL|kq por GalpL|kq. Decimos
que L|k es Galois si LGalpL|kq “ k, donde GalpL|kq actúa de manera natural.

Sea L|k una extensión algebraica con grupo de automorfismos G. Para cada elemento
l P L, podemos considerar al subconjunto de G de todos los automorfismos que fijan a l, este
subconjunto es un subgrupo de G llamado el estabilizador de l y se denota Gl.
Para cada l escribimos el polinomio flpxq “

ś

rσsPG{Gl
px´ σplqq (G{Gl) visto con clases late-

rales izquierdas).
Ese polinomio está bien definido pues si rσs “ rσ1s, entonces σ “ σ1 ˝ f para algún automor-
fismo f que fija a l, por lo que σplq “ σ1plq y como cualquier automorfismo de L|k permuta
a las ráıces del polinomio mı́nimo de l, tal producto es finito. Por otro lado es fácil ver que
los coeficientes de fl son invariantes bajo cualquier automorfismo de L|k. Por lo tanto, si la
extensión fuera de Galois, fl P krxs y fl divide al polinomio mı́nimo de l pues todas las ráıces
de fl son ráıces de minpl, kq y además son distintas, como minpl, kq es irreducible en krxs,
fl seŕıa el polinomio mı́nimo de l que además es separable, por lo que tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.2.3. L|k es Galois si y solo si L|k es normal y separable.

Demostración. ñ] es lo que acabamos de ver.
ð] Supongamos que L|k es normal y separable. Sea l P Lzk, como L|k es separable, su

polinomio mı́nimo al ser de grado mayor a 1 debe tener alguna otra ráız u que además está
en L por ser normal. Aśı tenemos el isomorfismo de campos kplq Ñ kpuq que manda l en u

y fija a k, por el Teorema 3.1.23, tal morfismo se extiende a un automorfismo de pk y por ser
normal se restringe bien a L por lo que l no pertenece a LGalpL|kq. Por lo tanto, L|k es de
Galois.

Corolario 3.2.4. Sea L|M |k una secuencia de extensiones tal que L|k es de Galois. Entonces
L|M es de Galois.

Teorema 3.2.5. kS|k es de Galois.

Demostración. Por definición kS|k es separable, por lo que si α P kS{k, su polinomio mı́ni-
mo no puede ser de grado 1, aśı que debe haber otra ráız de ese polinomio α1. Consideremos
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el isomorfismo φ : kpαq Ñ kpα1q que manda a α en α1 y fija a k. Por el teorema 3.1.23, φ se

extiende a un automorfismo pφ de pk y pφpkSq “ kS pues como pφ permuta ráıces de polinomios

mı́nimos, manda separables en separables. Por lo tanto pφ|kS es un automorfismo de kS que
no fija a α. Por lo tanto, kS|k es de Galois.

Con esto podemos concluir que cualquier extensión de Galois es subextensión de kS|k.

Definición 3.2.6. El grupo de Galois absoluto de k es el grupo GalpkS|kq y se denota Galpkq.

3.2.2. Clasificación de subextensiones de una extensión de Galois
finita.

Empecemos notando algunos aspectos sobre extensiones finitas.
Por el lema 3.1.22, sabemos que

|HomEpkqpL|k,pk|kq| ď rL : ks

con igualdad si y solo si la extensión es separable. Por la proposición 3.1.42, cada morfismo
L|k Ñ pk|k es un automorfismo de L|k restringiendo a la imagen por lo que tenemos la
siguiente proposición.

Proposición 3.2.7. Si una extensión L|k finita es Galois (ñ separable y normal), entonces
su grupo de Galois es finito, con

|GalpL|kq| “ rL : ks

Tenemos también los siguientes resultados importantes sobre acciones de un grupo finito
en extensiones de campos.

Teorema 3.2.8. Todo conjunto tσ1, . . . , σmu de automorfismos distintos de L es linealmente
independiente.

Demostración. Supongamos que tσ1, . . . , σnu es un conjunto de automorfismo distintos de
L linealmente dependiente de tamaño mı́nimo. Entonces existen a1, . . . , an P L, con algún ai
no cero, tales que a1σ1 ` ¨ ¨ ¨ ` anσn “ 0, sin perdida de generalidad podemos suponer que
a1 “ 1. Notemos que como n ą 1, σ1 ‰ σn, por lo tanto existe y P L tal que σ1pyq ‰ σnpyq.
Sea x P L, a1σ1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` anσnpxq “ 0, multiplicando esta ecuación por σnpyq obtenemos
a1σ1pxqσnpyq` ¨ ¨ ¨`anσnpxqσnpyq “ 0. Por otro lado, a1σ1pxqσ1pyq` ¨ ¨ ¨`anσnpxqσnpyq “ 0,
restando ambas ecuaciones obtenemos:

a1rσnpyq ´ σ1pyqsσ1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` anrσnpyq ´ σn´1pyqsσn´1pxq “ 0, @x P L

como a1pσnpyq ´ σ1pyqq ‰ 0 tσ1, . . . , σn´1u es un subconjunto más pequeño linealmente de-
pendiente, contradiciendo la minimalidad de tσ1, ¨ ¨ ¨ , σnu. Por lo tanto tσ1, . . . , σmu es lineal-
mente independiente.

Lema 3.2.9. Sea G un subgrupo finito de AutpLq. Entonces rL : LGs ě |G|.
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Demostración. Supongamos que rL : LGs “ r ă n “ |G|. Veamos a G como G “

tσ1, . . . , σnu.
Sea tα1, . . . , αru una base para L sobre LG y consideremos el siguiente sistema de ecua-

ciones:

σ1pα1qx1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpα1qxn “ 0

. . .

σ1pαrqx1 ` ¨ ¨ ¨ ` σnpαrqxn “ 0

Como hay más columnas que renglones el sistema tiene una solución no trivial pe1, . . . , enq,
i.e. pe1σ1` ¨ ¨ ¨ ` enσnqpαiq “ 0 @i, por lo tanto pe1σ1` ¨ ¨ ¨ ` enσnqpxq “ 0 @x P L, lo cual
es una contradicción. Por lo tanto rL : LGs ě |G|.

Proposición 3.2.10. (Lema de Artin) Sea G un subgrupo finito de AutpLq. Entonces la
extensión L|LG es finita con rL : LGs ď |G|.

Demostración. Supongamos que |G| “ n.
Sean c1, . . . , cn`1 P L. Para cada σ P G, consideremos la ecuación

σpc1qx1 ` ¨ ¨ ¨ ` σpcn`1qxn`1 “ 0

por lo que tenemos un sistema homogéneo de n ecuaciones con n ` 1 incógnitas, aśı que
tiene una solución no trivial. Tomemos entonces una solución no trivial pe1, . . . , en`1q con el
mayor número de ceros. Reordenando y multiplicando por una constante apropiada podemos
suponer que e1 “ 1. Tomemos τ P G y apliquémosla a cada ecuación.

τpσpc1qqτpe1q ` ¨ ¨ ¨ ` τpσpcn`1qqτpen`1q “ 0

Como G es grupo, τ solo permuta a sus elementos, por lo que obtenemos el mismo sistema de
ecuaciones con una nueva solución pτpe1q, . . . , τpen`1qq y como e1 “ 1, entonces τpe1q “ e1,
como el conjunto solución es subespacio de Ln`1, pτpe1q ´ e1, . . . , τpen`1q ´ en`1q es una
solución del sistema con más ceros (esto pues si ej “ 0 para alguna j, entonces τpejq´ej “ 0),
por lo que τpeiq “ ei @i. Como τ fue arbitraria se sigue que ei P L

G @i y por lo tanto, tomando
σ “ id tenemos que e1c1 ` ¨ ¨ ¨ ` en`1cn`1 “ 0. Por lo tanto rL : LGs ď |G|.

Corolario 3.2.11. Sea L|k extensión finita. Entonces |GalpL|kq| ď rL : ks.

Demostración. Tenemos la secuencia de extensiones L|LGalpL|kq|k. Aśı tenemos que rL :
ks “ rL : LGalpL|kqsrLGalpL|kq : ks “ |GalpL|kq|rLGalpL|kq : ks. Por lo tanto |GalpL|kq| ď rL : ks.
Más aún, se da la igualdad si y solo si k “ LGalpL|kq.

Corolario 3.2.12. Sean L campo y G,H subgrupos finitos de AutpLq.
1) GalpL|LGq “ G.
2) G “ H ô LG “ LH .

Demostración. 1) Supongamos que G “ tσ1, ¨ ¨ ¨ , σnu. Claramente G ď GalpL|LGq. Por el
lema de Artin tenemos n “ |G| ď |GalpL|LGq| ď rL : LGs “ n. Por lo tanto, GalpL|LGq “ G.

2)ð] Supongamos que LG “ LH . Por 1), H “ GalpL|LHq “ GalpL|LGq “ G.
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Tenemos el siguiente teorema de caracterización de extensiones de Galois finitas.

Teorema 3.2.13. Sea L|k una extensión de campos finita. Son equivalentes:
1) L es campo de descomposición de un polinomio separable sobre k.
2) k “ LG, para algún subconjunto G Ď AutpL|kq.
3) L|k es extensión de Galois.
4) rL : ks “ GalpL|kq.

Demostración. Ya tenemos 2) ô 3) ô 4)
1)ñ 3)
Supongamos que L|k es el campo de descomposición de fpxq P krxs separable, entonces ya

tenemos que la extensión es separable, supongamos que L “ kps1, . . . , snq, donde s1, . . . , sn
son todas las ráıces de fpxq. Sea σ : pk Ñ pk un automorfismo, como σ solo permuta los si y
preserva a k entonces σ se restringe bien a L. Por lo tanto L|k es de Galois.

3) ñ 1q
Supongamos que L|k es de Galois, entonces es normal y separable. Supongamos que

L “ Kps1 . . . , snq con s1, . . . , sn separables (pues L|k es finita y separable). Supongamos que
f1pxq, . . . , fnpxq son sus polinomios mı́nimos respectivamente. Notemos que fi “ fj si y solo
si si es conjugado de sj, aśı podemos suponer que f1, . . . , fn son todos distintos quitando
conjugados, además no tienen ráıces en común. Aśı L es el campo de descomposición de
fpxq “

ś

i fi que es separable.

Teorema 3.2.14. Sea L|k una extensión de Galois finita. Entonces existe una biyección
entre extensiones intermedias de L|k y subgrupos de GalpL|kq.

Demostración. Sea LatpL|kq el conjunto de extensiones intermedias de L|k y SubpGq el
conjunto de todos los subgrupos de G “ GalpL|kq.

Tenemos las asignaciones:

LatpL|kq SubpGq

M |k GalpL|Mq

LH H

$$

dd

5 $$

7cc

Que por los corolarios 3.2.4 y 3.2.12 se sigue que son biyecciones y además tenemos que
son inversas.

Notemos que si M |k es una extensión intermedia que además es de Galois, entonces como
es normal, la secuencia L|M |k es exacta. De aqúı se sigue que

GalpM |kq –
GalpL|kq

GalpL|Mq

Además GalpL|Mq Ĳ GalpL|kq.

Si H Ĳ G:
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Sea σ P GalpL|kq. Dados l P LH y τ P H, como H Ĳ G, entonces σ´1pτpσplqqq “ l ñ
τpσplqq “ σplq y como τ fue arbitraria entonces σplq P LH . Por lo tanto σ|LH P GalpL

H |kq y
por lo tanto LH |k es una extensión de Galois.

Proposición 3.2.15. La correspondencia anterior establece una biyección entre extensiones
intermedias de Galois y subgrupos normales de GalpL|kq.

De hecho, como ya se justificará en el capitulo 5, si denotamos por OG a la subcategoŕıa
plena de ConG que consta de los G-conjuntos de la forma G{H donde H ď G, entonces
tenemos un isomorfismo de categoŕıas entre EpkqopL|k (la categoŕıa opuesta a la de extensiones

intermedias de L|k) y OGalpL|kq.

3.2.3. Clasificación de subextensiones de una extensión de Galois
infinita.

Proposición 3.2.16. Sea L|k una extensión de Galois. Entonces:

L “
ď

L|M |k

M

tal que M |k es Galois finita.

Demostración. Ă ] Dado α P L, como L es normal y separable, su polinomio mı́nimo fpxq
es separable y por el teorema 3213 su campo de descomposición sobre k, digamos M , es una
extensión de Galois finita tal que α PM y L|M |k.

De esta forma, podemos notar que cualquier automorfismo de L|k está completamente
determinado por su restricción a sus subextensiones de Galois finitas.

Proposición 3.2.17. Sea L|k una extensión de Galois y M |k una subextensión finita, en-
tonces existe una subextensión L|P |M |k, tal que P |k es de Galois finita.

Demostración. Supongamos que M “ Kpa1, . . . , anq y sea fi el polinomio mı́nimo de ai,
podemos suponer que todos los ai no son conjugados, de otra forma descartamos algunos,
entonces el polinomio f “

ś

i fi es un polinomio separable, además por el teorema 3.2.13 la
extensión P que es el campo de descomposición de f , es una extensión de Galois finita tal
que L|P |M |k.

Notemos los siguientes puntos para una extensión de Galois L|k:

1) Dada una extensión de Galois finita intermedia M |k, la secuencia L|M |k es exacta y
por tanto tenemos el morfismo restricción:

ψM : GalpL|kq Ñ GalpM |kq

Éste está bien definido y GalpM |kq es un cociente finito de GalpL|kq.
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2) Dada una torre de extensiones intermedias L|M1|M2|k, con M1|k, M2|k de Galois
finitas, nosotros sabemos que la secuencia M1|M2|k es también exacta y por lo tanto tenemos
el mapa restricción:

φM1
M2

: GalpM1|kq Ñ GalpM2|kq

Además si M3|k es una tercer subextensión de Galois finita con L|M1|M2|M3|k, es fácil ver
que

φM1
M3
“ φM2

M3
˝ φM1

M2

y también que

ψM2 “ φM1
M2
˝ ψM1

Si P “ pGalpMi|kq, φ
Mi
Mj
qi,jPI es nuestro sistema dirigido, es fácil notar que pGalpL|kq, ψMi

qiPI

es el limite de P , i.e.
GalpL|kq “ ĺım

Ð
P

Por lo tanto GalpL|kq es un subgrupo de
ś

iGalpMi|kq, el cual dotamos de la topoloǵıa
producto con cada GalpMi|kq discreto. A GalpL|kq lo dotamos de la topoloǵıa inducida por
el producto, éste como veremos mas adelante es un grupo profinito. Finalmente enunciamos
el teorema fundamental para el caso no necesariamente finito cuya prueba se puede ver en
[13], caṕıtulo 3.

Teorema 3.2.18. Sea L una subextensión de una extensión de Galois K|k. Entonces tenemos
que GalpK|Lq es un subgrupo cerrado de GalpK|kq. Más aún, las asignaciones

L GalpL|kq H KH� // � //

establecen una biyección entre subextensiones K|L|k y subgrupos cerrados de GalpK|kq. La
subextensión L|k es de Galois si y solo si GalpK|Lq es normal en GalpK|kq, en este caso
tenemos un isomorfismo

GalpL|kq –
GalpK|kq

GalpK|Lq
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa de Galois en espacios
cubrientes

Habiendo desarrollado la teoŕıa de Galois en campos, en este caṕıtulo desarrollaremos
lo que se conoce como la teoŕıa de Galois de espacios cubrientes en la cual veremos muchas
similitudes categóricas con la teoŕıa de Galois en campos. La teoŕıa en este caṕıtulo fue sacada
de [6], por otro lado los conceptos básicos de topoloǵıa se pueden revisar en [4].

4.1. Teoŕıa de espacios cubrientes.

4.1.1. Espacios cubrientes.

Definición 4.1.1. Sea X un espacio topológico. Un espacio sobre X es un objeto p : Y Ñ X
en la categoŕıa coma Top{X de espacios topológicos sobre X.

En ocasiones lo escribimos pY, pq.
Decimos que pY, pq es conexo si Y es conexo.

Definición 4.1.2. Un espacio cubriente de X, o cubierta de X, es un espacio sobre X,
p : Y Ñ X, tal que para cada punto x P X, existe una vecindad Vx de x tal que p´1pVxq es la
unión de una colección de abiertos disjuntos tUiu y la restricción p|Ui es un homeomorfismo
en Vx para cada i.

Notemos que si X es un espacio conexo, una cubierta p : Y Ñ X es suprayectiva o bien
es la flecha vaćıa.

Definición 4.1.3. Sea p : Y Ñ X un espacio sobre X. La fibra de un punto x P X es p´1pxq.
Usaremos la expresión “punto sobre x” para referirnos a un punto en la fibra de x.

Observaciones:

1) Notemos que si pY, pq es una cubierta de X, entonces para cada x P X, su fibra es un
subconjunto discreto de Y .

53
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2) La función #pxq “ #pp´1pxqq es localmente constante para cada x P X y, si X es
conexo entonces # es constante. En tal caso, la imagen de # será el grado de la cubierta.

Aśı, si X es conexo se tiene que toda fibra es homeomorfa a un espacio topológico discreto
I.

Se dice que la cubierta es finita si cada fibra es finita.

Ejemplo 4.1.4. Sean X un espacio topológico e I un espacio discreto distinto del vaćıo.
Tenemos la proyección en X, p : Xˆ I Ñ X, la cual resulta ser una cubierta. A esta cubierta
la llamamos cubierta trivial.

Denotamos por CubpXq a la subcategoŕıa plena de Top{X cuyos objetos son las cubier-
tas de X.

A partir de este momento siempre supondremos que X es localmente conexo.

Proposición 4.1.5. Si f : pZ, qq Ñ pY, pq es un morfismo en CubpXq con Y conexo,
entonces pf : Z Ñ Y q P CubpY q.

Demostración. Sean y P Y y V una vecindad abierta de ppyq con la propiedad de cubierta
para p y q. Como X es localmente conexo, podemos suponer V conexo, aśı q´1pV q “

Ť

Ui, con
los Ui abiertos disjuntos no vaćıos, cada uno homeomorfo a V , lo mismo para p´1pV q “

Ť

Vj.
Como p ˝ f “ q, entonces fp

Ť

Uiq Ă
Ť

Vj y como cada Ui es conexo, entonces la imagen
de cada Ui es algún Vj. Esto verifica la condición de cubriente para los puntos en fp

Ť

Uiq,
restaŕıa ver que f es suprayectiva.
De la parte anterior se deduce que fpZq es abierto, veamos que Y ´ fpZq es abierto. Dado
y P Y ´ fpZq, usando el argumento de la parte anterior, y P Vj para algún j y como cada
fpUiq esta obligado a ser algún Vk, entonces Vj Ă Y ´ fpZq. Como Y es conexo, al ser fpZq
aberrado (i.e. abierto y cerrado) y no ser trivial, entonces fpZq “ Y . Por lo tanto pZ, fq es
cubriente de Y .

Lema 4.1.6. Sean pY, pq una cubierta de X, Z un espacio topológico conexo y f, g : Z Ñ Y
funciones continuas con p˝f “ p˝g. Si f y g coinciden en algún punto, entonces son iguales.

Demostración. Probaremos que el subconjunto de Z donde f y g coinciden, digamos A, es
aberrado, de esta manera al ser Z conexo y A distinto del vaćıo se llegaŕıa a que A “ Z.

Sea z P Z tal que fpzq “ gpzq “ y. Por la propiedad de cubierta existe una vecindad
abierta de ppyq, V en X, tal que p´1pV q “

Ů

iPI Ui, con cada Ui abierto en Y de manera que
p|Ui es un homeomorfismo en V . Sea Uj el abierto que contiene a y, por continuidad de f
y g existe una vecindad W de z, tal que fpW q Ă Uj, gpW q P Uj. Como ppfpz1qq “ ppgpz1qq
@z1 P W y p|Ui es un homeomorfismo, tenemos que fpz1q “ gpz1q. Por lo tanto A es abierto.

Sea z P Z tal que fpzq ‰ gpzq, como ppfpzqq “ ppgpzqq “ y, entonces fpzq y gpzq están en
la misma fibra y por la propiedad de cubierta, análogo al caso anterior, podemos encontrar
W1,W2 vecindades abiertas de fpzq, gpzq respectivamente, disjuntas, dadas por la propiedad
de cubierta. Por la continuidad de f y g, existe una vecindad W de z, tal que fpz1q ‰ gpz1q
@z1 P W . Por lo tanto A es cerrado.
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En particular si φ : pY, pq Ñ pY, pq es un automorfismo de cubiertas conexas de X y φ
tiene un punto fijo, entonces φ “ idY .

4.1.2. Acciones de Grupos, espacios cociente y cubiertas.

Consideremos una acción de un grupo G sobre un espacio topológico Y . Recordemos que
tal acción corresponde a un morfismo de grupos GÑ AutToppY q y por lo tanto identificamos
a cada g P G con un homeomorfismo de Y en Y .

Definición 4.1.7. El espacio cociente, Y {G, es el conjunto de orbitas bajo la acción de G
equipada con la siguiente topoloǵıa. Tenemos la proyección natural, π : Y Ñ Y {G. Aśı,
equipamos a dicho cociente con la topoloǵıa más fina que hace a π continua.

Aśı, cualquier función continua f : Y Ñ Z tal que f ˝ g “ f @g P G se factoriza de
manera única a través de Y {G.

Y Z

Y {G

f
//

π

��

pf

??

donde pf es continua. A continuación introduciremos un tipo particular de acciones.

Definición 4.1.8. Sea G un grupo actuando en un espacio topológico Y . Decimos que la
acción de G es propiamente discontinua si cada y P Y admite una vecindad abierta U tal que
gpUq

Ş

g1pUq “ H si g ‰ g1.

Como veremos en la siguiente proposición, las acciones propiamente discontinuas producen
cubiertas.

Proposición 4.1.9. Si la acción de G sobre Y es propiamente discontinua, entonces la
proyección π : Y Ñ Y {G es una cubierta.

Demostración. Para cada y P Y , tomemos una vecindad abierta U con la propiedad indu-
cida por la uniformidad de la acción de G. La colección de subconjuntos tgpUqugPG son todos
disjuntos. π : Y Ñ Y {G identifica todos estos subconjuntos con el abierto πpUq y por como
está construido Y {G, π se restringe a un homeomorfismo en cada gpUq a πpUq. Por lo tanto
pY, πq es una cubierta de Y {G.

4.1.3. La Acción de AutCubpXqpY, pq en pY, pq.

AutCubpXqpY, pq actúa de manera natural en Y .
Cada automorfismo φ : Y Ñ Y env́ıa a un punto y a su imagen φpyq y φ preserva la estructura
de las fibras de pY, pq. Por lo tanto, dado x P X, φ se restringe a la fibra φ|p´1pxq, como φ es
invertible, estas restricciones son biyecciones y por lo tanto son permutaciones en las fibras.
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Proposición 4.1.10. Para una cubierta conexa p : Y Ñ X, la acción del grupo de automor-
fismos AutCubpY qpY, pq en pY, pq es propiamente discontinua.

Demostración. Sea y P Y , por la propiedad de cubierta existe una vecindad abierta y
conexa V de ppyq en X, tal que p´1pV q “

Ů

iPI Ui, con cada Ui homeomorfo a V a través
de p|Ui . Sea φ P AutCubpXqpY, pq, como φ preserva fibras, φŮ

iPI Ui
:
Ů

iPI Ui Ñ
Ů

iPI Ui es un
homeomorfismo. Notando la idea de la prueba en la proposición 4.1.5, cada Ui se mapea en
algún Uj y por el lema 4.1.6, si φ ‰ idY , entonces i ‰ j. Por lo tanto, si φ, φ1 P AutCubpY qpY, pq
son distintos, entonces pφ1q´1φ ‰ idY , por lo tanto, si Ui es el abierto correspondiente a y,
φpUiq “ φ1pUjq con i ‰ j, por lo tanto φpUiq ‰ φ1pUiq.

Por la proposición anterior, si pY, pq es un cubriente conexo la proyección π : Y Ñ

Y {AutpY, pq es un cubriente y es sencillo ver que su grupo de automorfismos es AutpY, pq.
En general tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.1.11. Si G ď AutCubpXqpY, pq actúa de forma propiamente discontinua en
Y , con Y conexo, entonces el grupo de automorfismos de π : Y Ñ Y {G es precisamente G.

Demostración. Sea φ P AutpY, πq, entonces π ˝ φ “ π ñ Oφpxq “ Ox “ Oψxpxq @x P X y
para algún ψx P G, tal que φpxq “ ψxpxq. Por el lema 4.1.6, φ “ ψx P G.

4.1.4. Cubrientes de Galois y clasificación de sus subcubrientes.

Recordemos de la definición de espacio cociente que se da la siguiente factorización.

Y X

Y {AutpY, pq

p
//

π

��

pp

??

Definición 4.1.12. Un cubriente p : Y Ñ X se dice que es Galois (o normal) si Y es conexo
y el correspondiente pp es un homeomorfismo.

Proposición 4.1.13. Un cubriente conexo p : Y Ñ X es Galois si y solo si AutpY, pq actúa
transitivamente en cada fibra (i.e para cada x P X y para cualesquiera y, y1 en su fibra existe
un automorfismo que mapea y en y1).

Demostración. ñ ] Supongamos que pY, pq es Galois, entonces pp es un homeomorfismo,
esto nos dice que como es uno a uno, para cada x P X, su fibra corresponde a una órbita en
Y , por lo tanto AutpY, pq actúa transitivamente en fibras.
ð] Si AutpY, pq actúa transitivamente en fibras, entonces es claro que el correspondiente pp es
uno a uno y siempre se da que es suprayectiva pues p es suprayectiva. Por otro lado, para ver
que su inversa es continua tomemos un abierto U en Y {AutpY, pq, i.e. π´1pUq “ W es abierto
en Y , luego para cada x P ppW q “ pppUq existe una vecindad abierta U 1 con la propiedad
inducida por ser p cubierta, por lo tanto p´1pU 1q “

Ů

Ui con cada Ui homeomorfo a U 1, por
lo tanto ppp´1pU 1q

Ş

W q “ U2 es abierto en X y no es dif́ıcil ver que U2 Ă pppUq, como x fue
arbitraria pppUq es abierto.
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Observación 4.1.14. Para ver si una cubierta conexa p : Y Ñ X es Galois basta ver que
AutpY, pq actúe transitivamente en una fibra pues, si esto ocurre, como ya se vio que para
cubiertas conexas las fibras tienen cardinalidad constante, al ser Y {AutpY, pq una cubierta
conexa de X con una fibra de un punto, entonces toda fibra tiene un punto.

Teorema 4.1.15. Sea p : Y Ñ X una cubierta Galois. Para cada H ď G, con G “ AutpY, pq,
la proyección p induce un cubriente natural xpH : Y {H Ñ X.

Inversamente, si q : Z Ñ X es una cubierta conexa que se ajusta al diagrama conmutativo:

Y Z

X

f
//

p

��

q

��

con f continua, entonces f : Y Ñ Z es una cubierta Galois y Z – Y {H, para H “ AutpY, fq.
Las asignaciones H ÞÑ Y {H, pf : Y Ñ Zq ÞÑ AutpY, fq inducen una biyección entre

subgrupos de G y cubiertas intermedias Z.

Demostración. Como H Ă AutpY, pq, p se factoriza de la siguiente manera:

Y X

Y {H

p
//

pH

��

xpH

??

La función xpH es continua por la propiedad universal del cociente. Para abiertos V Ă X
suficientemente pequeños, p´1pV q – V ˆF para cierto conjunto discreto F equipado con una
acción de H, el conjunto abierto xpH

´1
pV q Ă Y {H será entonces isomorfo al producto de V

por el conjunto discreto de H-órbitas de F . Por lo tanto xpH : Y {H Ñ X es una cubierta.
Para el otro lado, por la proposición 4.1.5 f : Y Ñ Z es una cubierta y por lo tanto

H “ AutpY, fq ď G, por la proposición 4.1.13 para ver que es Galois, basta ver que H actúa
transitivamente en las fibras.

Sean z P Z y y1, y2 P f
´1pzq, aśı y1, y2 están en p´1pqpzqq, como pY, pq es Galois, existe

φ P G tal que φpy1q “ y2. Basta probar que φ P H, que es equivalente a probar que Y “ ty P
Y |fpyq “ fpφpyqqu, pero esto se sigue directamente del lema 4.1.6 usando que q˝pf ˝φq “ q˝f .
Usando la proposición 4.1.11 y el hecho de que pY, fq es Galois para cubiertas intermedias,
se sigue inmediatamente que tales asignaciones son inversas.

Proposición 4.1.16. Las asignaciones anteriores determinan una biyección entre cubrientes
intermedios de Galois y subgrupos normales de G.

Demostración. Si H Ĳ G, entonces G{H actúa de manera natural en Y {H y además
preserva la proyección xpH , aśı obtenemos un morfismo de grupos

G{H Ñ Aut pY {H,xpHq
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que resulta ser inyectivo, pues si φHpOyq “ φ1HpOyq, para toda y donde Oy es la órbita
de y bajo H, entonces φpyq “ φ1 ˝ hpyq para algún h P H, por el lema 4.1.6 tenemos que
φ1´1φ “ h P H, por lo tanto φH “ φ1H. Como pY {Hq{pG{Hq – Y {G – X, por la proposición
4.1.11 G{H – AutpY {H,xpHq y por lo tanto, pY {H,xpHq es Galois.

Para el otro lado, supongamos que pZ, qq es un cubriente intermedio que además es Ga-
lois. Primero probaremos que dado un automorfismo de pY, pq, digamos φ, éste induce un
automorfismo de pZ, qq, digamos ψ, de manera que conmuta el diagrama:

Y Y

Z Z

X X

φ
//

f

��

f

��ψ
//

q

��

q

��idX //

Para esto, tomemos y P Y y sea x “ q ˝ fpyq P X, por la conmutatividad del diagrama, fpyq
y fpφpyqq están en la misma fibra q´1pxq. Como pZ, qq es Galois, AutpZ, qq actúa transitiva-
mente en las fibras y por lo tanto, existe ψ P AutpZ, qq, tal que ψpfpyqq “ fpφpyqq, que por
el lema 4.1.6 es única y, por el mismo lema, se sigue que ψ ˝ f “ f ˝ φ. Tenemos entonces un
morfismo de grupos GÑ AutpZ, qq, cuyo núcleo es precisamente AutpY, fq y por lo tanto es
normal en G.

4.2. Cubriente Universal.

4.2.1. Acción de monodromı́a.

Nuestro siguiente objetivo es probar algo similar a la construcción de la extensión de
Galois absoluta pero en espacios topológicos. En este caso, el grupo de Galois absoluto será
el grupo fundamental de nuestro espacio X.

Lema 4.2.1. Sean p : Y Ñ X una cubierta, y P Y y x “ ppyq.

1) Dado un camino f : r0, 1s Ñ X con fp0q “ x, existe un único camino pf : r0, 1s Ñ Y

con pfp0q “ y y p ˝ pf “ f .

2) Supongamos que tenemos un segundo camino g : r0, 1s Ñ X homotópico a f , entonces

el único pg : r0, 1s Ñ Y tal que pgp0q “ y y p ˝ pg “ g tiene el mismo punto final de pf , i.e.
pfp1q “ pgp1q.

Demostración. 1) Primero notemos que la unicidad se sigue del lema 4.1.6 y la existencia
es inmediata en caso de que la cubierta sea trivial, aśı que queremos reducir el caso general
a éste.
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Para cada z P fpr0, 1sq elegimos una vecindad abierta Vz con la propiedad inducida por
la cubierta pY, pq. Aśı, la familia tf´1pVzq|z P fpr0, 1squ es una cubierta abierta de r0, 1s, el
cual es compacto y por lo tanto tiene una subcubierta finita.

Elegimos una subdivisión 0 “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn “ 1 de r0, 1s, de tal forma que cada
intervalo rti, ti`1s esté contenido en un abierto de la subcubierta finita, como la cubierta es

trivial en cada fprti, ti`1sq, entonces podemos construir pf de forma recursiva, dado un le-

vantamiento pfi del camino f restringido a r0, tis (el caso i “ 0 es trivial), construimos un

levantamiento de la restricción de f a rti, ti`1s empezando en pfiptiq, luego pegando este ca-

mino con pfi obtenemos pfi`1.

2) Primero, mostramos que dada una homotoṕıa entre f y g, H : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ X,

existe un levantamiento pH : r0, 1sˆr0, 1s Ñ Y con p˝ pH “ H, pHpt, 0q “ pfptq y pHpt, 1q “ pgptq.

La construcción es similar a la de pf , primero encontramos una subdivisión de r0, 1sˆr0, 1s
en rectángulos Sij, de manera que sobre cada HpSijq la cubierta pY, pq es trivial y entonces
procedemos a pegar los levantamientos sobre cada subrectángulo, moviéndonos en zig-zag
iniciando en el punto p0, 0q donde pHp0, 0q “ y, hasta el punto p1, 1q. Por unicidad en 1), para
encontrar el levantamiento al siguiente subrectángulo, basta encontrar uno que coincida en
una esquina del lado donde se juntan para que coincidan en el lado completo donde se juntan,
también por unicidad de levantamiento de caminos, tenemos que la asignación tÑ pHpt, 0q es
pf (pues ambos son levantamientos de f que inician en y), el camino sÑ pHp0, sq es el camino

constante y y el camino tÑ pHpt, 1q es pg.

Finalmente, s Ñ pHp1, sq es un camino que junta a pfp1q con pgp1q que levanta al camino

constante fp1q, de nuevo por unicidad debe coincidir con el camino constante pfp1q. Por lo

tanto pfp1q “ pgp1q.

Ahora mostraremos la construcción de la acción izquierda de π1pX, xq en p´1pxq.

Construcción 4.2.2. Dadas y P p´1pxq y α P π1pX, xq con representante f : r0, 1s Ñ X,

fp0q “ fp1q “ x, definimos αy “ pfp1q. Por el lema 4.2.1 esta elección no depende del
representante y αy vuelve a caer en p´1pxq por construcción, además es fácil observar que
pα ˚βqy “ αpβyq, @α, β P π1pX, xq. Esta acción se llama acción de monodromı́a sobre la fibra
p´1pxq.

4.2.2. El funtor de fibras Fibx y el cubriente universal.

Definición 4.2.3. Sean X un espacio topológico y x P X. Definimos el funtor de fibras
Fibx : CubpXq Ñ Conπ1pX,xq de la siguiente forma: dadas pY, pq y pZ, qq cubiertas de X y
f : Y Ñ Z un morfismo de cubiertas:

FibxpY, pq “ p´1
pxq

con la acción de monodromı́a.
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Por el lema 4.2.1, dado y P p´1pxq, el único levantamiento de un camino con punto inicial
y lo manda bajo f al único levantamiento de ese mismo camino con punto inicial fpyq. En
otras palabras, fpαyq “ αfpyq @α P π1pX, xq y como los morfismos de cubiertas respetan
fibras tiene sentido definir:

Fibxpfq “ f |p´1pxq

El objetivo de esta sección será probar el siguiente teorema.

Teorema 4.2.4. Sean X un espacio topológico conexo y localmente simplemente conexo y
x P X un punto base. El funtor Fibx induce una equivalencia de categoŕıas entre CubpXq
y Conπ1pX,xq. Los cubrientes conexos se identifican con π1pX, xq-conjuntos transitivos y los
cubrientes de Galois con cocientes de π1pX, xq por subgrupos normales.

Para probar esto tendremos que probar los siguientes dos teoremas.

Teorema 4.2.5. Sean X un espacio conexo y localmente simplemente conexo y x P X. El
funtor Fibx es representable por una cubierta π : xXx Ñ X.

El cubriente xXx está determinado por la elección de x y viene equipado con un punto
canónico de π´1pxq llamado elemento universal. Por definición, morfismos de cubiertas de

pxXx, πq en una cubierta fija pY, pq corresponden biyectivamente de manera funtorial a puntos

en la fibra p´1pxq Ă Y , en particular, para la cubierta pxXx, πq tenemos un isomorfismo canóni-

co FibxpxXxq – HomCubpXqp
xXx, xXxq; v́ıa este isomorfismo, la identidad de xXx se corresponde

de forma canónica con un elemento rxs P π´1pxq; éste es el elemento universal. Ahora bien,

para una cubierta arbitraria pY, pq y un elemento y P p´1pxq, el morfismo πy : xXx Ñ Y

corresponde a la imagen de y, v́ıa FibxpY q – HomCubpXqp
xXx, Y q. En el siguiente diagrama

conmutativo se mapea rxs en y.

HomCubpXqp
xXx, xXxq FibxpxXxq

HomCubpXqp
xXx, Y q FibxpY q

– //

– //

πy˚

�� ��

donde las flechas verticales están inducidas por πy. Ahora notemos que dado φ : xXx Ñ xXx

un isomorfismo de cubiertas, este induce una biyección de HomCubpXqp
xXx, Y q en śı mismo

componiendo φ a la derecha, de esta forma, obtenemos una acción derecha de AutpxXxq

en HomCubpXqp
xXx, Y q – FibxpY q. Ahora queremos comparar esta acción con la acción de

monodromı́a.

Teorema 4.2.6. El cubriente xXx es un cubriente de Galois de X con grupo de automor-
fismos isomorfo a π1pX, xq. Más aún, para una cubierta p : Y Ñ X, la acción izquierda

de AutpxXx, πq
op en FibxpY q dada por la construcción anterior es precisamente la acción de

monodromı́a de π1pX, xq.

Construcción 4.2.7. Construcción de xXx:
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Los puntos de xXx serán las clases de homotoṕıa de caminos que inicien en x. Para definir
la proyección π, dado rf s P xXx con f : r0, 1s Ñ X un representante para rf s, definimos
πprf sq “ fp1q “ y. Esta asignación está bien definida pues caminos homotópicos tienen
mismos puntos finales.

Ahora definimos una topoloǵıa para xXx a partir de una base de abiertos para cada rf s P
xXx. Dada una base de abiertos simplemente conexos de fp1q y, U uno de estos abiertos,

si f : r0, 1s Ñ X es un representante de rf s, definimos pUf como el conjunto de clases de
homotoṕıa obtenidas componiendo la clase de homotoṕıa de f con la clase de homotoṕıa de
algún g : r0, 1s Ñ X tal que gp0q “ fp1q y gpr0, 1sq Ă U , notemos que como U es simplemente
conexo, la elección de g solo depende de su punto final salvo homotoṕıa. En otras palabras,
pUf está dado por las prolongaciones de las clases de homotoṕıa de f a los demás puntos en

U . Estos pUf forman una base de abiertos para rf s.

Para dos abiertos pUf y pVf existe xWf Ă pUf
Ş

pVf dado por alguna vecindad simplemente
conexa W Ă U

Ş

V .
Ahora, para ver que π es continua basta notar que la imagen inversa bajo π de una vecin-

dad simplemente conexa U de y es la unión disjunta de los abiertos pUf sobre representantes
f de caminos de x en y. Aśı, hemos obtenido una cubierta de X.

Para finalizar, notemos que hay un elemento universal rxs de la fibra π´1pxq que corres-
ponde a la clase de homotoṕıa del camino constante x.

Demostración del teorema 4.2.5:

Demostración. Queremos probar que la cubierta pxXx, πq representa al funtor Fibx. Sean

pY, pq una cubierta de X y y P p´1pxq. Definimos πy : xXx Ñ Y de la siguiente forma:

Dado rf s P xXx, definimos πyprf sq “ pfp1q, donde pf : r0, 1s Ñ Y es el único levantamiento

de f con pfp0q “ y cuya existencia nos la proporciona el lema 4.2.1. Veamos que πy es
continua. Sea y1 P Y y tomemos W una vecindad abierta simplemente conexa de y1 que se

restrinja a un homeomorfismo en ppW q, podemos observar que π´1
y pW q “

Ť

f
zppW qf , donde

f vaŕıa sobre los caminos que inician en x y terminan en ppy1q tales que al levantarse a Y
iniciando en y, terminen en y1. Además πy es un morfismo de cubiertas, pues ppπyprf sqq “

pp pfp1qq “ fp1q “ πprf sq. Esta asignación es biyectiva y su inversa esta dada por: dado un

morfismo de cubiertas φ : xXx Ñ Y , le asignamos φprxsq. Veamos que en efecto son inversas.

Sean y P p´1pXq y rf s P xXx. πyprxsq “ y pues el punto final del levantamiento del camino
constante x es y. Por otro lado πφprxsqprf sq “ φprf sq (es fácil ver esto observando el último
comentario en la demostración del lema 4.2.8).

Solo resta ver que esta asignación biyectiva, es funtorial. Sea ϕ : Y Ñ Y 1 un morfismo de
cubiertas que mapea a y en y1 P Y 1. El morfismo inducido ϕ˚ : HompxXx, Y q Ñ HompxXx, Y

1q

manda a πy en πy1 . ϕ ˝ πyprf sq “ ϕp pfp1qq “ πy1prf sq, pues ϕ ˝ pf es el levantamiento de f a

un camino que inicia en y1, donde pf es el levantamiento de f a el camino que inicia en y.

Para probar el teorema 4.2.6 es necesario probar primero varios resultados.

Lema 4.2.8. El espacio xXx es conexo por trayectorias.

Demostración. Veamos que hay una trayectoria que conecta a rxs con cualquier rf s P xXx.
Consideremos la función multiplicar m : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ r0, 1s, donde mps, tq “ st. La
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función m es continua. Sea rf s P xXx, entonces f ˝m y su restricción a cada subconjunto de
la forma s ˆ r0, 1s es continua. Dicha restricción define un camino fs de x a fpsq. Además,

f0 es el camino constante x y f1 “ f . Veamos que la función φ : r0, 1s Ñ xXx dada por

φpsq “ rfss es continua. Dados rgs P xXx y una vecindad abierta de la forma pUg, tenemos que

φ´1ppUgq “ f´1pUq ó H, pues si s P φ´1ppUgq, fs es homotópica a una prolongación de g en U ,
i.e, fpsq P U y g es una prolongación de fs en U , pero claramente si g es una prolongación
de alguna fs en U , entonces es una prolongación de ft en U para toda t P f´1pUq. Aparte,
usando el lema 4.2.1, dado un camino f : r0, 1s Ñ X que inicie en x y termine en x1, su

levantamiento a xXx que inicia en px, termina en rf s (la clase de homotoṕıa de f).

Lema 4.2.9. Una cubierta de un espacio simplemente conexo y localmente conexo por tra-
yectorias es trivial.

Demostración. Para esto, basta mostrar que dada una cubierta conexa p : Y Ñ X de
un espacio X como en el lema, se sigue que p es inyectiva. Primero notemos que como
X es locamente conexo por trayectorias y p es un homeomorfismo local, entonces Y tiene
una cubierta de abiertos localmente conexos. Como Y es conexo, esto obliga a que Y sea
localmente conexo. Sean y1, y2 P Y tales que ppy1q “ ppy2q, tomemos f : r0, 1s Ñ Y un
camino que inicie en y1 y termine en y2, aśı p ˝ f es un camino cerrado en X, dado que X es
simplemente conexo, tal camino es homotópico al camino constante ppy1q y por unicidad de
levantamientos, tenemos que y1 “ y2.

Corolario 4.2.10. Sea X un espacio localmente simplemente conexo. Dadas dos cubiertas
p : Y Ñ X y q : Z Ñ Y , su composición p ˝ q es de nuevo una cubierta de X.

Demostración. Sea x P X. Como X es localmente simplemente conexo, tiene una vecindad
abierta simplemente conexa U y como es localmente conexo por trayectorias, entonces hay
una vecindad abierta V Ă U localmente conexa, i.e, U es una vecindad simplemente conexa
y localmente conexa por trayectorias, por lo tanto la restricción de p a p´1pUq debe ser
trivial por el lema anterior. Repitiendo este argumento con q, para cada componente conexa
de p´1pUq (las cuales son simplemente conexas y localmente conexas por trayectorias por śı
mismas), obtenemos que la restricción de p ˝ q a p ˝ q´1pUq es una cubierta trivial de U .

Proposición 4.2.11. La cubierta π : xXx Ñ X es Galois para X conexo y localmente sim-
plemente conexo.

Demostración. Por la observación 4.1.14, basta ver que el grupo AutpxXx, πq actúa transi-
tivamente en la fibra π´1pxq. Sea rf s P π´1pxq, por el teorema 4.2.5 hay una función continua

πrf s : xXx Ñ xXx que manda a rxs en rf s. Veamos que πrf s es un automorfismo. Como xXx

es conexo y π ˝ πrf s “ π es cubriente de X, por la proposición 4.1.5, pxXx, πrf sq es un cu-

briente de xXx, en particular πrf s es suprayectiva. Tomemos un elemento rgs P π´1
rf sprxsq,

π ˝ πrf s ˝ πrgs “ π ˝ πrgs “ π. πrf s ˝ πrgs es continua y además cumple que πrf s ˝ πrgsprxsq “ rxs,
por el lema 4.1.6 tenemos que πrf s ˝ πrgs “ id

yXx
, por lo tanto πrf s es inyectiva y por tanto es

un automorfismo.

Proposición 4.2.12. Hay un isomorfismo AutpxXx, πq
op – π1pX, xq.
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Demostración. Primero notemos que xXx está equipado con una acción derecha de π1pX, xq
como sigue:

Dados rf s P xXx y α P π1pX, xq con representante fα, definimos rf sα como rf ˝ fαs. Es

fácil ver que φα : xXx Ñ xXx dada por la asignación ya mencionada es un automorfismo de
pxXx, πq y φαα1prf sq “ φα1 ˝ φαprf sq, lo que nos determina un morfismo de grupos π1pX, xq Ñ

AutpxXx, πq
op. Este morfismo resulta ser inyectivo pues, si α y α1 no son iguales, entonces fα

no es homotópico con fα1 y por lo tanto sus composiciones con el camino trivial x no son
homotópicas, i.e. φαprxsq ‰ φα1prxsq. Para ver la suprayectividad tomemos φ P AutpxXx, πq y

rf s P xXx, el punto φprf sq está representado por un camino g : r0, 1s Ñ X, con fp1q “ gp1q.
Ahora, f´1 ˝ g es un camino cerrado de x que satisface que f ˝ pf´1 ˝ gq es homotópico a g,
denotemos por α a su clase en π1pX, xq. El automorfismo φ ˝ φ´1

α pφprf sqq “ φprf sq. Usando

el lema 4.1.6, como xXx es conexo φ “ φα.

Demostración del teorema 4.2.6.

Demostración. Lo único que hace falta probar es la parte de la acción de monodromı́a. Por
el teorema 4.2.5, sabemos que dados pY, pq una cubierta y y P FibxpY q, se corresponde con

un morfismo de cubrientes πy : xXx Ñ Y , que como ya vimos en la prueba, asigna a clases

representadas por cierta f a puntos de la forma pfp1q, donde pf es el levantamiento de f a
Y que inicia en y, en particular y es la imagen bajo esta misma asignación de rxs, por la
prueba del lema anterior, dado α P π1pX, xq representado por fα, actúa en rxs mandándolo

a la clase de fα, como la acción de α en p´1pyq manda a y en pfαp1q, esta es la acción de
monodromı́a.

Demostración del teorema 4.2.4:

Demostración. Primero veamos que el funtor Fibx es fiel y pleno. Para esto primero ob-
servemos lo siguiente. Dadas dos cubiertas de X, pY, pq y pZ, qq y dos morfismos de cubiertas
φ, ϕ : Y Ñ Z tales que ϕ|p´1pxq “ φ|p´1pxq, Y “

Ů

i Yi, donde las Yi son sus componentes cone-
xas, de igual forma Z “

Ů

j Zj. Además, como X es conexo y localmente simplemente conexo,
cada pYi, p|Yiq resulta ser un cubriente de X pues si no lo fuera, entonces pppYiq, X ´ ppYiqq
conformaŕıa una separación no trivial en abiertos de X. Cada Yi se mapea en algún Zj por
conexidad a través de ϕ y por lo tanto ϕ|Yi es un morfismo de cubrientes conexos. Además,
como ϕ|p´1pxq “ φ|p´1pxq se tendrá que ϕ|Yi y φ|Yi tienen el mismo codominio. Por lo tanto,
para probar que que el funtor es fiel y pleno basta probarlo restringiéndonos a cubrientes
conexos.
Supongamos que pY, pq y pZ, qq son cubrientes conexos de X y sea φ : FibxpY q Ñ FibxpZq
un morfismo de π1pX, xq-conjuntos. Para cada y P FibxpY q consideremos el cubriente πy :
xXx Ñ Y , por el teorema 4.1.15, πy hace a Y isomorfo al cociente de xXx por el estabilizador de

y, Uy “ AutpxXx, πyq; sea ψy : Y Ñ Y
Uy

dicho isomorfismo. El estabilizador de y, Uy, se inyecta

en el estabilizador de φpyq, Uφpyq, pues si ϕ P Uy, entonces ϕy “ y y como φ es morfismo

de π1pX, xq-conjuntos, entonces ϕφpyq “ φpyq. El morfismo πφpyq : xXx Ñ Z induce un único
morfismo Uy Ñ Z pasando por el cociente, componiéndolo con ψy, obtenemos el morfismo
Y Ñ Z requerido.
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Para ver que el funtor es esencialmente suprayectivo, tomemos S un π1pX, xq-conjunto y

supongamos que es transitivo, entonces podemos tomar el cociente de xXx por el estabilizador
de cualquier punto de S, por la proposición 5.1.12 y observando que si H es dicho estabili-

zador, entonces Fibxp
yXx
H
q “

π1pX,xq
H

– S, si S no es transitivo, entonces hacemos la misma
construcción sobre cada órbita y tomamos la unión disjunta de estos cubrientes.
De aqúı, por el teorema 4.1.15 podemos notar que π1pX, xq-conjuntos transitivos se corres-
ponden con cubrientes conexos de X y de la proposición 4.1.16, tenemos que cubrientes de
Galois se corresponden con cocientes de π1pX, xq por subgrupos normales.



Caṕıtulo 5

Acciones transitivas de un grupo
discreto.

5.1. El funtor adjunto AˆG ´.

Habiendo desarrollado algunos de los ejemplos más famosos de la teoŕıa de Galois, a partir
de este caṕıtulo trataremos de abstraer las cosas que tienen en común en términos más ca-
tegóricos. El contenido de este caṕıtulo aśı como de los posteriores caṕıtulos fue sacado de [1].

Sea C una categoŕıa.

Definición 5.1.1. Sea f : X Ñ Y una flecha en C. Decimos que una flecha g : X Ñ Z
en C es compatible con f si para cualesquiera flechas x : C Ñ X, y : C Ñ X tales que
f ˝ x “ f ˝ y, se sigue que g ˝ x “ g ˝ y.

Definición 5.1.2. Una flecha f : X Ñ Y en C es un epimorfismo estricto si dada cualquier
flecha g : X Ñ Z compatible con f , existe una única flecha h : Y Ñ Z tal que g “ h ˝ f . (La
definición de monomorfismo estricto es la definición dual).

Observación 5.1.3. Todo epimorfismo estricto es un epimorfismo.

Demostración. Sea f : X Ñ Y epi estricto. Sean a : Y Ñ W y b : Y Ñ W dos flechas tales
que a ˝ f “ b ˝ f , consideremos la flecha a ˝ f : X Ñ W . Notemos que a ˝ f es compatible
con f y como f es epi estricto, D!h : Y Ñ W tal que a ˝ f “ h ˝ f , por lo tanto a “ b. Por lo
tanto f es epi.

Observación 5.1.4. Todo epimorfismo estricto que sea monomorfismo es isomorfismo.

Demostración. Sea f : X Ñ Y un epimorfismo estricto que además sea mono. Como f es
mono, idX es compatible con f . Como f es epimorfismo estricto existe una única g que hace
conmutar el siguiente triángulo:

X Y

X

f
//

idX �� g��

por otro lado f ˝ g ˝ f “ idY ˝ f , por la anterior observación f es epimorfismo y por lo tanto
f ˝ g= idY . Por lo tanto g “ f´1, i.e. f es iso.

65
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Consideraremos A un objeto en C y sea G “ AutpAqop.

Definición 5.1.5. Dado H ď G, el cociente categórico consiste de un objeto A
H

y una flecha
q : AÑ A

H
que satisface la siguiente propiedad universal:

i) @h P H, q ˝ h “ q
ii) Dada x : AÑ X P C, tal que @h P H, x ˝ h “ x, D!ϕ : A

H
Ñ X P C tal que ϕ ˝ q “ x.

Es decir el diagrama conmuta:

A A
H

X

q
//

x �� D!ϕ��

h
��

Observación 5.1.6. q : AÑ A
H

es un epimorfismo estricto.

Demostración. Sea x : AÑ X compatible con q, en particular @h P H, q˝h “ q ñ x˝h “ x
y por la propiedad universal de q D!g : A

H
Ñ X tal que g˝q “ x. Por lo tanto q es epimorfismo

estricto.

Ejemplo 5.1.7. En la categoŕıa Con existen todos los cocientes.

Demostración. Sean X P Con y H ď AutConpXq
op. Proponemos a X

H
como el conjunto

X{ „ donde x „ x1 si y solo si existe h P H tal que hpxq “ x1 (claramente„ es de equivalencia)
y, la función q : X Ñ X

H
es la proyección canónica qpxq “ rxs.

@h P H, @x P X q ˝ hpxq “ qphpxqq “ rhpxqs “ rxs “ qpxq, por lo tanto q ˝ h “ q.
Sea pψ : X Ñ Y q P Con tal que ψ ˝ h “ ψ @h P H. Proponemos la función ϕ : X

H
Ñ Y

definida mediante ϕprxsq “ ψpxq. Veamos que ϕ está bien definida. Supongamos que rxs “
rx1s, entonces existe h P H tal que hpxq “ x1, entonces ϕprx1sq “ ψpx1q “ ψphpxqq “ ψpxq “
ϕprxsq. Además ψ “ ϕ ˝ q y es claro que ϕ es única con esta propiedad.

Notemos de la demostración que los cocientes en Con se ven como conjuntos de órbitas
sobre H

Ejemplo 5.1.8. Sea K un grupo. En la categoŕıa ConK existen todos los cocientes.

Demostración. Dados X P ConK y H ď AutConK pXq
op, definimos X

H
de la misma forma

que en el ejemplo anterior solo que lo dotamos de la siguiente acción de K: dado k P K
definimos krxs “ rkxs (claramente es acción). En este caso la proyección q : X Ñ X

H
se vuelve

un K-morfismo. La prueba de que en efecto q : X Ñ X
H

es un cociente es la misma que en el
ejemplo anterior notando que si ψ : X Ñ Y es un K-morfismo, entonces el morfismo inducido
ϕ : X

H
Ñ Y es un K-morfismo.

Dado H ď G, tenemos el morfismo canónico ψ : H Ñ G dado por la inclusión.

Observación 5.1.9. Sea H ď G. H actúa a la izquierda en los conjuntos rA,Xs de morfismos
en C de A en X de la siguiente forma. Para cada x P rA,Xs:
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H ˆ rA,Xs rA,Xs
ph, xq hx “ x ˝ h

//

//

En este caso tenemos un funtor:

C ConG
rA,´sG

//

donde rA,XsG es el conjunto rA,Xs equipado con la acción de G. Veamos que en efecto
rA,´sG es un funtor.

Demostración. Dado que ya sabemos que la asignación rA, s es funtorial, solo restaŕıa ver
que las flechas van a morfismos de G-conjuntos.
Sean f : X Ñ X 1 P C, g P G y x P rA,Xs

f˚pgxq “ f˚px ˝ gq “ f ˝ px ˝ gq “ pf ˝ xq ˝ g “ gf˚pxq

Observación 5.1.10. El grupo G tiene una acción canónica en śı mismo dada por multiplicar
a la izquierda. Aśı, podemos considerar G P tConG donde tConG es la subcategoŕıa plena
de ConG que consiste de los G-conjuntos transitivos. G equipado con esta acción es el
G-conjunto libre con un generador e P G (e el elemento neutro). Esto significa que dado
E P ConG, hay una biyección:

x P E
ϕx : GÑ E ϕxpgq “ gx

Consideremos un objeto X P C y el G-conjunto rA,XsG. La biyección anterior toma la forma:

x : AÑ X
ϕx : GÑ rA,XsG

A partir de este momento nos interesará que esta acción Gˆ rA,Xs Ñ rA,Xs sea transitiva
para todo X P C. Aśı nuestro funtor toma la forma

C tConG
rA,´sG

//

La última biyección en este último caso nos da la pista de que A puede ser el valor en G de
algún adjunto izquierdo del funtor rA, sG. De hecho, como veremos a lo largo de esta sección,
este adjunto existe bajo ciertas condiciones y se denotará:

C tConG
AˆG´

oo

Entonces AˆG G “ A.

Observación 5.1.11. Notemos que dado H ď G, también podemos ver a H como subgrupo
de AutpAq. Para que no haya confusión con las operaciones en ambos grupos, dados h, h1 P H,
hh1 denotará la operación de H visto como subgrupo de G y h1 ˝ h denotará la operación de
H visto como subgrupo de AutpAq, además tenemos que hh1 “ h1 ˝ h.
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En la siguiente proposición identificamos a un elemento h P H con el morfismo h˚ : GÑ
G P AutConGpGq

op dado por h˚pgq “ gh.

Proposición 5.1.12. Sean E P tConG con G un grupo arbitrario y x P E. Entonces
ϕx : GÑ E vuelve a E un cociente categórico E » G

H
, donde H “ Fijpxq.

Demostración. i) Sean g P G y h P H, entonces ϕx ˝ h˚pgq “ ϕxpghq “ ghx “ gx “ ϕxpgq.
Por lo tanto, ϕx ˝ h˚ “ ϕx.

ii) Supongamos que y : G Ñ Y cumple que y ˝ h˚ “ y, @h P H. Definamos ϕ : E Ñ Y
como ϕpgxq “ ypgq, veamos que está bien definida. Supongamos que gx “ g1x, entonces
g´1g1 P H. Aśı, g´1ypg1q “ ypg´1g1q “ y ˝ pg´1g1q˚peq “ ypeq, por lo tanto ypgq “ ypg1q. Por
otro lado es clara la unicidad de ϕ.

Cabe resaltar que en tConG los cocientes categóricos G
H

se ven como clases laterales iz-
quierdas de G sobre subgrupos H (i.e la noción natural de cociente en grupos).

Retomemos la convención G “ AutpAqop

Observación 5.1.13. Del ejemplo 5.1.8, los cocientes de rA,As sobre subgrupos H ď G
existen en ConG donde identificamos a h P H con el morfismo h˚ : rA,As Ñ rA,As P
AutConGprA,Asq

op definido mediante h˚pfq “ h ˝ f . En este caso el cociente se ve como
rA,As
H

“ tfH|f P rA,Asu donde fH “ gH si y solo si existe h P H tal que f “ h ˝ g y,

q : rA,As Ñ rA,As
H

es la proyección canónica.

Usemos el axioma de elección para clases en ObptConG
q. Para cada E elegimos xE P E

con la condición de que cada vez que exista el cociente A
H

para H ď G, elegimos la proyección
canónica qH del conjunto rA, A

H
s, i.e. xrA,A

H
s “ qH , entonces, si nombramos HE a FijpxEq,

tendremos que xrA, A
HE

s “ qHE . Para facilitar la notación escribiremos qE en vez de qHE .

Teorema 5.1.14. Sean C una categoŕıa y A P C un objeto distinguido tal que @H ď G
(G “ AutpAqop) el cociente A

H
existe y los conjuntos rA,Xs son G-conjuntos transitivos con

la acción canónica de G. Entonces el funtor

C tConG
rA,´sG

//

tiene un adjunto izquierdo

C tConG
AˆG´

oo

Demostración. Definimos el funtor A ˆG ´ como sigue: para cada objeto E P tConG

A ˆG E “
A
HE

y, para cada flecha ϕ : E Ñ E 1 P tConG tal que ϕpxEq “ gxE1 , A ˆG ϕ es la
única flecha que hace conmutar el siguiente diagrama:

A
A
HE

A
A
HE1

qE //

g

��

D!AˆGϕ

��

qE1
//
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Veamos que esta definición de AˆGϕ tiene sentido. Primero veamos que no depende de la
elección de g. Supongamos que ϕpxEq “ gxE1 “ g1xE1 , entonces pg1q´1gxE1 “ xE1 , por lo tanto
pg1q´1g P HE1 , por lo tanto qE1 “ qE1 ˝ppg

1q´1gq “ qE1 ˝g ˝pg
1q´1, por lo tanto qE1 ˝g

1 “ qE1 ˝g.
Ahora veamos la existencia de AˆG ϕ. Sea h P HE, entonces

g´1hgxE1 “ g´1hϕpxEq “ g´1ϕphxEq “ g´1ϕpxEq “ g´1gxE1 “ xE1

por lo tanto g´1hg P HE1 y tenemos que

qE1 ˝ g ˝ h ˝ g
´1
“ qE1 ˝ g

´1hg “ qE1

por lo tanto pqE1 ˝ gq ˝ h “ qE1 ˝ g. Esto nos asegura la existencia de AˆG ϕ

Ahora veamos que las definiciones anteriores hacen a AˆG ´ un funtor.

Sean E1,E2,E3 P tConG y consideremos el siguiente diagrama:

E1 E2 E3

xE1 gxE2

xE2 hxE3

ϕ1

//
ϕ2

//

//

//

A
A
HE1

A
A
HE2

A
A
HE3

qE1 //

g

��

AˆGϕ1

��

qE2

//

h

��

AˆGϕ2

��

qE3

//

Como h ˝ g “ pghq y ϕ2 ˝ ϕ1pxE1q “ pghqxE3 . Por unicidad de A ˆG pϕ2 ˝ ϕ1q, se sigue que
AˆG pϕ2 ˝ ϕ1q “ AˆGϕ2 ˝AˆGϕ1. Las demás propiedades de funtor se siguen trivialmente.

Notemos que si tenemos dos G-conjuntos transitivos E y E 1 y elementos distinguidos xE
y xE1 , es fácil ver que la función ϕ : E Ñ E 1 dada por ϕpgxEq “ gxE1 está bien definida
si y solo si HE Ă HE1 y en el caso en que esté bien definida también es fácil ver que es un
G-morfismo.

Consideremos las siguientes transformaciones naturales:

idtConG rA,AˆG ´s

E rA, A
HE
s

xE qE

η
//

ηE //

//
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AˆG rA,´s idC
A

HrA,Xs X

ε //

εX //

Donde εX es la única flecha que hace conmutar el siguiente diagrama:

A
A

HrA,Xs

X

qrA,Xs
//

xrA,Xs
��

D!εX
��

la cual existe pues xrA,Xs ˝ h “ xrA,Xs para todo h P HrA,Xs por definición.
Que las flechas ηE sean G-morfismos se sigue de que HE Ă HrA, A

HE
s

Veamos que en efecto η y ε son transformaciones naturales.

Sea ϕ : E Ñ E 1 P tConG, donde ϕpxEq “ gxE1 y consideremos el siguiente diagrama:

E rA, A
HE
s

E 1 rA, A
HE1
s

ηE //

ϕ

��

pAˆGϕq˚

��

ηE1
//

ηE1ϕpxEq “ ηE1pgxE1q “ gqE1 “ qE1 ˝ g

pAˆG ϕq˚ηEpxEq “ AˆG ϕ ˝ qE “ qE1 ˝ g

Como todas las flechas son G-morfismos y dichas composiciones coinciden en un generador,
entonces el diagrama conmuta y por lo tanto, η es transformación natural.
Sea pf : X Ñ X 1q P C y consideremos los siguientes diagramas conmutativos donde g P G es
dado por la definición de AˆG f˚:

A
A

HrA,Xs

A
A

HrA,X1s

X 1

A
A

HrA,Xs

X

X 1

qrA,Xs
//

g

��

AˆGf˚

��

qrA,X1s
//

εX1

��

xrA,X1s

��

qrA,Xs
//

εX

��

xrA,Xs

��

f

��

Notemos que como xrA,X 1s ˝ g “ gxrA,X 1s “ f˚pxrA,Xsq “ f ˝ xrA,Xs, entonces por propiedad
universal de qrA,Xs, εX 1 ˝ AˆG f˚ “ f ˝ εx.
i.e. el siguiente cuadro conmuta:
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A
HrA,Xs X

A
HrA,X1s X 1

εX //

AˆGf˚

��

f

��

εX1
//

Por lo tanto, ε es transformación natural.

Veamos que en efecto AˆG ´ % rA,´s.
Para esto, veremos que ε y η satisfacen las identidades triangulares, vistas en el teorema

2.1.26.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

A
A
HE

A
A

H
rA, A

HE
s

A
HE

qE //

idA

��

AˆGηE

��

q
rA, A

HE
s

//

ε A
HE

��

qE
��

Por la propiedad universal de qE, ε A
HE

˝AˆG ηE “ id A
HE

; i.e. el siguiente diagrama conmuta:

A
HE

A
H
rA, A

HE
s

A
HE

AˆGηE //

ε A
HE

��id A
HE

��

Esto demuestra la primer identidad triangular.

Consideremos el siguiente diagrama:

A
A

HrA,Xs

X

qrA,Xs
//

εX
��

xrA,Xs
��

Tenemos que pεxq˚ ˝ ηrA,XspxrA,Xsq “ pεxq˚pqrA,Xsq “ εx ˝ qrA,Xs “ xrA,Xs, i.e, el siguiente
triángulo conmuta:

rA,Xs rA, A
HrA,Xs

s

rA,Xs

ηrA,Xs
//

pεXq˚��
idrA,Xs ��
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Esto demuestra la segunda identidad triangular. Por lo tanto, AˆG ´ % rA,´s.

5.2. Axiomas para el caso representable conexo.

Sean C una categoŕıa y A P C. A partir de aqúı ya no supondremos que los G-conjuntos
rA,Xs son transitivos. Partiremos de los siguientes axiomas:

RC0) @X P C rA,Xs ‰ ∅ y cada flecha AÑ X es epi estricto.

RC1) El cociente q : AÑ A
H

de A para cualquier H ď AutpAqop existe en C y es preser-
vado por el funtor rA,´s (véase la observación 5.1.13 y la observación 5.2.3).

RC2) Cada endomorfismo de A es un automorfismo i.e. rA,As “ AutpAq.

Observación 5.2.1. De la condición RC0) se sigue que cada flecha X Ñ Y P C es un epi
estricto.

Demostración. Sea pf : X Ñ Y q P C y sea g : X Ñ Z una flecha compatible con f .
Tomemos una flecha s : AÑ X pues por RC0) rA,Xs ‰ ∅ y además f ˝ s es epi estricto. Es
fácil ver que g ˝ s es compatible con f ˝ s, por lo tanto existe una única flecha h : Y Ñ Z tal
que h ˝ f ˝ s “ g ˝ s. Como los epis estrictos son epis podemos cancelar a s y concluir que
existe una única h : Y Ñ Z tal que h ˝ f “ g.

Proposición 5.2.2. La condición RC0) implica que el funtor rA,´s es fiel, refleja monos y
refleja isos.

Demostración. Sean f : B Ñ C y g : B Ñ C P C tales que f˚ “ g˚. Por RC0) existe
h P rA,Bs y es epi estricto, luego f ˝ h “ f˚phq “ g˚phq “ g ˝ h. Aśı f “ g, pues h es epi.
Por lo tanto rA,´s es fiel.
Supongamos que f˚ : rA,Bs Ñ rA,Cs es mono y sean a : D Ñ B, b : D Ñ B (a˚ : rA,Ds Ñ
rA,Bs, b˚ : rA,Ds Ñ rA,Bs) tales que f˝a “ f˝b, entonces f˚˝a˚ “ pf˝aq˚ “ pf˝bq˚ “ f˚˝b˚
y como f˚ es mono (cancelable a la izquierda), entonces a˚ “ b˚. Por RC0 existe k : AÑ D
y entonces a ˝ k “ a˚pkq “ b˚pkq “ b ˝ k. Como k es epi, entonces a “ b, por lo tanto f es
mono. Por lo tanto rA,´s refleja monos. Por la observación 5.1.4, como todas las flechas en
C son epis estrictos es fácil ver que rA,´s refleja isos.

Observación 5.2.3. Sobre RC1).
La función q˚ : rA,As Ñ rA, A

H
s se factoriza como q˚ “ η ˝ ρ, donde ρ es la proyección

natural.

rA,As rA,As
H

rA, A
H
s

ρ
//

η
//

q˚

''

Que el funtor rA,´s preserve cocientes significa que η es una biyección. De aqúı se desprende:
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i) Sean f, g : AÑ A. Si q ˝ f “ q ˝ g ùñ Dh P H tal que f “ h ˝ g.

ii) @x : AÑ A
H

, Df : AÑ A tal que q ˝ f “ x.

Observación 5.2.4. Sobre RC2).
En presencia de RC2), la condición i) se vuelve equivalente a:
iii) q ˝ f “ q ùñ f P H.

También, dada una flecha x : AÑ X, si consideramos la siguiente factorización x˚ “ ψ ˝ ρ:

rA,As rA,As
H

rA,Xs
ρ
//

ψ
//

x˚

''

donde H “ Fijpxq y ψ es el morfismo inducido por el cociente, resulta que ψ es inyectiva.

Demostración. Supongamos que ψpρpfqq “ ψpρpgqq, entonces x˚pfq “ x˚pgq, i.e. x ˝ f “
x ˝ g, por lo tanto f ˝ g´1 P H y aśı ρpfq “ ρpgq.

En las siguientes tres proposiciones se usan los tres axiomas.

Proposición 5.2.5. Cualquier flecha x : A Ñ X es un cociente de A por el subgrupo
H ď AutpAq, donde H “ Fijpxq.

Demostración. Consideremos la factorización.

A A
H X

q
// ε //

x

%%

Si aplicamos el funtor rA,´s a este diagrama obtenemos:

rA,As rA, A
H
s rA,Xs

rA,As
H

q˚
//

ε˚
//

x˚

''

ρ
## ψ

;;

η

OO

donde ρ, η y ψ son como en las dos figuras anteriores.
Como ψ es inyectivo y η es una biyección tenemos que ε˚ es mono. Como rA,´s refleja monos,
entonces ε es mono y como también es epi estricto, entonces ε es iso.

Proposición 5.2.6. El funtor rA,´s preserva epimorfismos estrictos.

Demostración. Por RC0) es suficiente considerar el caso x : A Ñ X y de la proposición
5.2.5 se sigue inmediato el resultado.

Proposición 5.2.7. La acción de G en rA,Xs es transitiva para toda X.
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Demostración. Como toda flecha x : A Ñ X es epi estricto, la proposición 5.2.6 nos
dice exactamente que la acción del monoide rA,Asop es transitiva, luego RC2) finaliza la
prueba.

Observación 5.2.8. Abusando de la notación, la función η en la observación 5.2.3 es la
transformación natural η descrita en la demostración del teorema 5.1.14 en la componente
rA,As
H

usando como elemento elegido a idA P rA,As, esto es fácil de ver con la descripción de
rA,As
H

en la observación 5.1.13). Además en la prueba de la proposición 5.2.5, el isomorfismo
ε corresponde a la transformación natural ε descrita en la prueba del teorema 5.1.14 en la
componente X.

Teorema 5.2.9. Sean C una categoŕıa y A P C. Si los axiomas RC0) a RC2) se cumplen,
entonces el adjunto izquierdo AˆG ´ % rA,´s existe y los morfismos:

a) η : E » rA,As
HE

Ñ rA, A
HE
s

b) ε : A
HrA,Xs

Ñ X

son isomorfismos. Aśı, ellos establecen una equivalencia de categoŕıas.

C tConG

rA,´sG

&&

AˆG´

ff

Demostración. La existencia de dicho adjunto se sigue del teorema 5.1.14. Por la observa-
ción 5.2.8 tenemos que η y ε son isomorfismos naturales.

Notemos que los ejemplos de extensiones de Galois, tanto en el caso de campos (caso
finito) como en espacios cubrientes cumplen los axiomas RC0)-RC2).

En el caso de campos, nuestra categoŕıa C es la categoŕıa opuesta de la categoŕıa de
extensiones intermedias de una extensión de Galois finita K|L y el objeto A es K|L (no es
dif́ıcil ver que los cocientes en C son precisamente los campos LH).

En el caso de espacios cubrientes, nuestra categoŕıa C es la categoŕıa de cubrientes conexos
p : Y Ñ X donde X es conexo, localmente conexo y localmente simplemente conexo y nuestro
objeto A es el cubriente universal.



Caṕıtulo 6

Acciones transitivas continuas de un
grupo profinito.

El contenido de este caṕıtulo fue extráıdo de [1].

Consideremos una categoŕıa C y un funtor F : C Ñ Con.

Definición 6.0.1. La categoŕıa de elementos de F , la cual denotamos
ş

F , es la categoŕıa
cuyos objetos son parejas pa,Aq con A P C tales que a P F pAq y cuyas flechas f : pa,Aq Ñ
pa1, A1q son flechas pf : AÑ A1q P C tales que F pfqpaq “ a1.

Tenemos un funtor (diagrama):

Γş

F op
ConC

pa,Aq rA,´s

//

//

donde Γ es el funtor que olvida seguido del funtor de Yoneda.
Recordemos que por el lema de Yoneda se tiene una biyección entre transformaciones

naturales η : rA,´s Ñ F y elementos a P F pAq (aqúı vemos a F como una pregavilla
F : pCop

qop Ñ Con). Entonces utilizaremos la notación a : rA,´s Ñ F para referirnos a la
transformación natural determinada por aApidAq “ a.

Proposición 6.0.2. F es un coĺımite del diagrama anterior.

Demostración. Veamos que pF, a : rA,´s Ñ F qpa,AqP
ş

F es coĺımite para Γ. Sea pf : pa,Aq Ñ
pb, Bqq P

ş

F , queremos ver que el siguiente diagrama conmuta:

F

rB,´s rA,´s

b

??

a

__

f˚
//

Por el lema de Yoneda basta ver que conmuta en la componente B en idB

bBpidBq “ b “ F pfqpaq “ F pfqpaApidAqq “ aBpf˚pidAqq

75
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la última igualdad se da pues a es transformación natural. Por lo tanto tenemos que
pF, a : rA,´s Ñ F qpA,aqP

ş

F es un cocono para Γ.

Supongamos que pG, pλpa,Aqqpa,AqP
ş

F q es un cocono para Γ. Queremos hallar γ : F Ñ G
tal que el siguiente diagrama conmute @C P C, @pf : pa,Aq Ñ pb, Bqq P

ş

F :

GpCq

F pCq

rB,Cs rA,Cs

bC
??

aC
__

f˚
//

γC

OO

pλpB,bqqC

::

pλpA,aqqC

dd

En particular, para idC : pc, Cq Ñ pc, Cq, con c P F pCq,

γCpcq “ γCpcCpidCqq “ pλpC,cqqCpidCq

por lo que se sigue de inmediato la unicidad de γ. Es claro que γ definido de esta forma hace
conmutar el triángulo izquierdo del diagrama anterior pues por el lema de Yoneda basta que
conmute evaluando en idB.

En el ejemplo 5.1.13 teńıamos un funtor representable. Para nuestro caso actual tenemos
un resultado similar

Observación 6.0.3. Del ejemplo 5.1.7, dados A P C y H ď AutpAqop, existe el cociente

ρ : F pAq Ñ F pAq
H

, donde al escribir F pAq
H

nos referimos a F pAq
F pHq

.

6.1. Axiomas para el caso conexo.

Consideremos los siguientes axiomas:

C-1) p
ş

F qop es filtrante.

C0) @A P C, F pAq ‰ H y cada flecha x : A Ñ B es epimorfismo estricto (En este caso,
en presencia de C-1)

ş

F es COPO, ver observación 6.1.1).

C1) Dados un objeto A y un grupo finito H actuando en A, H Ñ AutpAq, el cociente
q : A Ñ A

H
(aqúı identificamos a H con su imagen en AutpAq) existe y es preservado por F

(véase las observaciones 6.0.3 y 6.2.8).

C2) F pAq es finito para toda A y F preserva epimorfismos estrictos.

C3) La categoŕıa
ş

F tiene productos finitos.
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Observación 6.1.1. Si tenemos morfismos f, g : pa,Aq Ñ pb, Bq P
ş

F , por C-1) existe
h : pc, Cq Ñ pa,Aq P

ş

F tal que f ˝h “ g˝h, por C0) h es epimorfismo estricto (en particular
es epi) y por lo tanto f “ g. Por lo tanto

ş

F es un COPO. Además, las flechas a : rA,´s Ñ F
son monomorfismos en ConC , pues cada componente aB : rA,Bs Ñ F pBq es una función
inyectiva. Para ver esto supongamos que F pfqpaq “ aBpfq “ aBpgq “ F pgqpaq “ b, entonces
f, g : pa,Aq Ñ pb, Bq, por lo que vimos antes f “ g.

Observación 6.1.2. Notemos que la condición de tener productos finitos nos dice que dados
a : rA,´s Ñ F y b : rB,´s Ñ F existe una última pc, Cq debajo de pa,Aq y pb, Bq tal que se
tiene la siguiente factorización:

rA,´s

rB,´s

rC,´s F

x˚ ��

y˚
??

a

''

b

77
c //

Observación 6.1.3. En el axioma C1), que F preserve cocientes significa que la factorización

de F pqq a través de F pAq
H

es una biyección:

F pAq F pA
H
q

F pAq
H

F pqq
//

��

–
??

Observación 6.1.4. Notemos que la condición de ser filtrante en un COPO se reduce a ser
dirigido, pues la propiedad F2q como en la subsección de categoŕıas filtrantes se trivializa al
haber una posible única flecha entre dos objetos.

De la parte de categoŕıas filtrantes recordemos que, para una categoŕıa C, tenemos un
diagrama:

C pConCqop

PropCq

//

��

??

donde todas las flechas son fieles y plenas. En el caso de que
ş

F sea cofiltrante, F determina
un objeto en PropCq, el cual denotaremos por P (esto por pura comodidad de pensarlo como
un nuevo objeto en nuestro sistema), y cada flecha a : rA,´s Ñ F nos determina una flecha
a : P Ñ A en PropCq. Aqúı abusamos de la notación escribiendo A en vez de rA,´s, de
manera que el funtor F se vuelve representable en PropCq por el pro-objeto P . Notemos
que tautológicamente tenemos F pXq “ PropCqpP,Xq. También tautológicamente tenemos
que

ş

F se vuelve la categoŕıa de todos los objetos de C debajo de P , es decir de flechas
a : P Ñ A cuyos morfismos son flechas AÑ B que hacen conmutar el triángulo:
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P

A B

b

��

a

��
x //

Más aún, para un objeto A P C, todas las flechas a : P Ñ A son epis en PropCq, pues ya
vimos en la observación 6.1.1 que son monos en ConC .

Proposición 6.1.5. De los axiomas C-1) y C0) se sigue que el funtor F es fiel, refleja
monomorfismos y refleja isomorfismos.

Demostración. Primero veamos que es fiel. Sean f : A Ñ B, g : A Ñ B, tales que
F pfq “ F pgq. Sea a P F pAq y tomemos b “ F pfqpaq “ F pgqpaq. Tenemos nuestro diagrama
conmutativo:

P

A B

a

��

b

��f
//

g
//

Como a es un epimorfismo, se sigue que f “ g. Ahora veamos que refleja monos. Sea f : AÑ
B tal que F pfq es inyectiva y sean x : C Ñ A, y : C Ñ A, tales que f ˝ x “ f ˝ y, entonces
F pfq ˝ F pxq “ F pfq ˝ F pyq, como F pfq es inyectiva se sigue que F pxq “ F pyq y como F es
fiel x “ y. Es claro de la observación 5.1.4 que F refleja isos.

Observación 6.1.6. El axioma C2) implica que para cada A P C, EndpAq “ AutpAq, es
decir rA,As “ AutpAq.

Demostración. Dado h : A Ñ A, F phq : F pAq Ñ F pAq es suprayectiva. Como F pAq es
finito, entonces F phq es iso y como F refleja isos, entonces h es iso.

Definición 6.1.7. Un objeto a : P Ñ A es Galois si y solo si la flecha a˚ : AutpAq Ñ rP,As
es una biyección, es decir:

P

A A

@y

��

a

��

D!h
//

De nuestra observación anterior, esto es equivalente a pedir que la flecha a˚ : rA,As Ñ rP,As
sea una biyección.

Observación 6.1.8. Si a : P Ñ A es Galois, entonces b : P Ñ A es Galois para toda b.

Demostración. Se sigue inmediato del siguiente diagrama:

PA

A

A
coo

a

��

b //

D!h

??

D!h1

__
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De este modo, no hay ambigüedad en definir que A es un objeto Galois si a : P Ñ A es
Galois para alguna a.

Definición 6.1.9. Sea a : P Ñ A Galois, definimos la subcategoŕıa plena CA Ñ C como
sigue: X P CA si y solo si a˚ : rA,Xs Ñ rP,Xs “ F pXq es suprayectiva (por lo tanto una
biyección), es decir:

P

X A

a

��

@x

��

D!h
oo

Observemos que esta definición no depende de a y A P CA.

Proposición 6.1.10. Dado un morfismo de transición entre objetos Galois:

P

A B

b

��

a

��
x //

se tiene un encaje de categoŕıas CB Ñ CA.

Demostración. Sea X P CB, entonces tenemos el siguiente diagrama:

P

X B

b

��

@y

��

D!h
oo

por lo tanto se tiene el siguiente diagrama del cual ya es claro el resultado:

PX

B

A
@y
oo

b

��

a //

x
��

D!h1

__

Observación 6.1.11. La restricción del funtor F en CA es el funtor representado por A:

CA C

Con

//

rA,´s
##

rP,´s“F

��

Proposición 6.1.12. La categoŕıa CA es cerrada bajo cocientes de acciones de grupos finitos.
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Demostración. Sea q : X Ñ X
H

un cociente de X P CA por un grupo finito, consideremos
el diagrama conmutativo:

rA,Xs rP,Xs

rA, X
H
s rP, X

H
s

q˚

��

a˚ //

a˚
//

q˚

��

Por el axioma C1), rP, X
H
s –

rP,Xs
H

y por lo tanto q˚ del lado derecho es epi y como a˚ arriba es
una biyección, se sigue que a˚ : rA, X

H
s Ñ rP, X

H
s es una biyección y por lo tanto X

H
P CA.

Teorema 6.1.13. Sea A un objeto Galois. Se tiene una equivalencia de categoŕıas:

CA tConG

rA,´sG

&&

AˆG´

ff

donde G “ AutpAqop.

Demostración. Por el teorema 5.2.9 basta ver que la categoŕıa CA con el objeto A P CA

satisface los axiomas RC0) a RC2). La observación 6.1.11 junto con el axioma C0) nos da
RC0), la proposición 6.1.12 junto con el axioma C1) nos da RC1) y la observación 6.1.6 nos
da RC2).

Teorema 6.1.14. (Existencia de una cerradura Galois) Sea X P C. Existe un objeto Galois
a : P Ñ A tal que X P CA.

Demostración. Consideremos el conjunto finito rP,Xs y sea pa,Aq el ı́nfimo de la colec-
ción tpx,XquxPrP,Xs en

ş

F , el cual existe por C3), entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

P

AX

x

��

a

��

πx
oo

Veamos que A es Galois. Sea y : P Ñ A y consideremos la función φ : rP,Xs Ñ rP,Xs que
manda a x en πx ˝ y. Esta función es inyectiva (πx ˝ y “ πx1 ˝ y Ñ πx “ πx1 Ñ x “ x1) entre
conjuntos finitos, por lo tanto es una biyección. Sea x P rP,Xs, entonces existe x1 P rP,Xs
tal que x “ πx1 ˝ y. Esto nos dice que py, Aq ď px,Xq @x P rP,Xs y como pa,Aq es el ı́nfimo
de la colección tpx,XquxPrP,Xs tenemos una única b : AÑ A como en el diagrama siguiente

AP

X

A

a //

x

77

y

''

πx

??

D!b

__
πx1

OO
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Corolario 6.1.15. Los objetos Galois son cofinales en
ş

F .

Demostración. Es directo del teorema anterior y la proposición 2.1.59.

Entonces, por la proposición 2.1.50, F es un coĺımite filtrante de representables rA,´s,
con A Galois. Sea ΛF la subcategoŕıa de

ş

F que consiste de objetos Galois. En este caso,
tenemos que pP, ta : P Ñ Aupa,AqPΛF q es un ĺımite cofiltrante y entonces C se vuelve un
coĺımite filtrante de las subcategoŕıas plenas CA Ñ C en Cat.

6.2. Acciones de un grupo profinito.

Seguimos con nuestra categoŕıa C y nuestro funtor F : C Ñ Con que cumplen los
axiomas del caso conectado y nuestro pro-objeto P asociado a F .

Construcción 6.2.1. Sea px : pa,Aq Ñ pb, Bqq P ΛF . Definimos ρx : rA,As Ñ rB,Bs
mediante el siguiente diagrama conmutativo:

rP,As rP,Bs

rA,As rB,Bs

x˚
//

–a˚

OO

–b˚

OO

ρx
//

Veamos que ρx es un morfismo de grupos. Dado f P rA,As, ρxpfq : B Ñ B es la única flecha
tal que el siguiente diagrama conmuta

P A

B B

a //

b

��

x˝f

��

ρxpfq
//

Por la unicidad de la flecha de A en B que manda a en b tenemos que ρxpfq
´1 ˝ x ˝ f “ x

y por lo tanto ρxpfq es la flecha en rB,Bs que cumple ρxpfq ˝ x “ x ˝ f . Sean f, g P rA,As,
entonces

ρxpfq ˝ ρxpgq ˝ x “ ρxpfq ˝ x ˝ g “ x ˝ f ˝ g

Por lo tanto ρxpf ˝ gq “ ρxpfq ˝ ρxpgq

Definimos también πa : rP, P s Ñ rA,As mediante el siguiente diagrama conmutativo:

rP, P s rA,As

rP,As

πa //

a˚
�� a˚

–

��
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Si f P rP, P s, entonces πapfq es la flecha de rA,As tal que πapfq˝a “ a˝f y de forma análoga
a los morfismos ρx obtenemos que πa es un morfismo de grupos.

Aśı, hemos construido un cono en Gr (la categoŕıa de grupos) sobre ΛF :

rP, P s rA,As

rB,Bs

πa //

πb
��

ρx
��

Por otro lado, si consideramos un elemento pfpa,Aqq P
ś

pa,AqrA,As tal que para cada flecha

x : pa,Aq Ñ pb, Bq ρxpfpa,Aqq “ fpb,Bq, entonces para cada x : pa,Aq Ñ pb, Bq tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

P

A B

A B

a

��

b

��
x //

fpa,Aq

��

fpb,Bq

��

x
//

Por la propiedad universal de P existe una única flecha f : P Ñ P tal que para cada
x : pa,Aq Ñ pb, Bq el siguiente diagrama conmuta

P

P

A B

f

��
fpa,Aq˝a

��

fpb,Bq˝b

��

x
//

a
��

b
��

Notemos que fpa,Aq “ πapfq y claramente prP, P s, πa : rP, P s Ñ rA,Asqpa,Aq es de hecho el
ĺımite del diagrama expuesto, por lo tanto rP, P s “ AutpP q al ser grupo. Finalmente como
los morfismos x˚ : rP,As Ñ rP,Bs son suprayectivos, los morfismos de transición ρx son
suprayectivos; como veremos en la proposición 6.2.7 inciso 1, esto implica que las proyecciones
πa son suprayectivas.

Definición 6.2.2. Sea D : I Ñ Gr un diagrama cofiltrante de grupos finitos con ĺımite
pG, πI : G Ñ GIq. Decimos que G es un grupo profinito cuando lo consideramos con la
topoloǵıa producto de los grupos discretos GI .

Lema 6.2.3. De acuerdo a la definición anterior, los subgrupos KI “ kerpπIq forman una
base de vecindades abiertas de la unidad e.
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Demostración. Sea U un abierto básico de G que contenga al elemento neutro de G, e “
peIq. Entonces existen un subconjunto finito S Ă ObpIq y abiertos Us de Gs (con es P Us)
para cada s P S tales que

U “ G
č

˜

ź

sPS

Us
ź

JRS

GJ

¸

donde
ś

sPS Us
ś

JRS GJ “ tpgIqIPI P
ś

I GI | gI P UI si I P Su. Notemos que
Ş

SKs Ă U
y la condición de que I sea cofiltrante nos aseguran la existencia de un I P I tal que
KI Ă

Ş

SKs. Por lo tanto existe I P I tal que KI Ă U .

Ejemplo 6.2.4. 1) Todo grupo finito es un grupo profinito ya que lo podemos ver como el
ĺımite del diagrama trivial formado por él mismo y su identidad.

2) El grupo de Galois absoluto de un campo es un grupo profinito. En este caso si k es
un campo, entonces Galpkq es el ĺımite del diagrama sobre las extensiones de Galois finitas
de k formado por los morfismos restricción

tπL,M : GalpL|kq Ñ GalpM |kquL|M |k

3) Sea p un número primo y consideremos el siguiente diagrama en Gr sobre N,
tφi,j : Zpi Ñ Zpju0ďjďi, donde φi,j es la proyección canónica para cada 0 ď j ď i. Entonces
xZp “ t

ř8

k“0 akp
k|ak P Zu (El grupo de los enteros p-ádicos) junto con las proyecciones

canónicas es el ĺımite del diagrama descrito y por lo tanto es un grupo profinito. En la
descripción de xZp las sumas son series formales.

Proposición 6.2.5. Sea G un grupo profinito como en la definición 6.2.2. Una acción tran-
sitiva φ : G ˆ E Ñ E sobre un conjunto discreto E es continua si y solo si existen I P I y
una acción ImpπIq ˆ E Ñ E tales que se tiene la siguiente factorización:

Gˆ E

ImpπIq ˆ E

E

pπI ,idEq

��

//
;;

Demostración. ð] Es trivial, pues cada GI es discreto y composición de funciones continuas
es continua.
ñ] Sea x P E y consideremos a H “ Fijpxq Ă G. Tenemos que H es abierto porque

E es discreto y H “ G ˆ txu
Ş

φ´1pxq. Por el lema 6.2.3 existe I P I tal que KI Ă H.
Como KI es normal en G, KI Ă Fijpyq @y P E (esto ocurre pues si gy “ x, entonces
pgpaJqg

´1qgy “ gpaJqg
´1x “ x “ gy @paJq P KI , i.e. paJqy “ y @paJq P KI). Por lo tanto,

podemos definir una acción de G
KI

en E mediante rgsx “ gx para cada rgs P G
KI
– ImpπIq y

claramente con esta acción el diagrama requerido conmuta.

De la proposición anterior, observamos que si tenemos una acción continua y transitiva
de un grupo profinito G sobre un conjunto discreto E, entonces E es finito pues, si fijamos
x P E, entonces E “ tgx|g P ImpπIqu el cual es finito. Si además las proyecciones fueran
suprayectivas la factorización se daŕıa a través de algún GI .

En lo que sigue del caṕıtulo supondremos que los morfismos de transición ρx : GI Ñ GJ

son suprayectivos.
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Observación 6.2.6. Sea G un grupo profinito como en la definición 6.2.2. Entonces, las
flechas ρx : GI Ñ GJ están completamente determinadas por I y J .

Demostración. Sean ρx, ρy : GJ Ñ GI un par de flechas donde px, y : J Ñ Iq P I. Como I
es cofiltrante existe una flecha pz : K Ñ Jq P I tal que x˝z “ y˝z, por lo tanto ρx˝ρz “ ρy˝ρz
y como ρz es suprayectiva, entonces ρx “ ρy. Por lo tanto las flechas ρx están determinadas
por el dominio y codominio de x.

Definimos un orden parcial para ObpIq{ – como sigue: I ď J si y solo si HomIpJ, Iq ‰ H.
Si I ď J denotaremos como πJI : GJ Ñ GI al morfismo determinado por cualquier flecha en
HomIpJ, Iq. De esta forma nuestro grupo profinito G adquiere la siguiente descripción

G “ tpgIqI |πJIpgJq “ gI @I ă J P Iu

En la proposición siguiente, la prueba del inciso 1) fue extráıda de [14].

Proposición 6.2.7. Sea tπI : G Ñ GIuI un grupo profinito. @x : I Ñ J se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1) Las proyecciones πI : GÑ GI son suprayectivas.

2) Dado I P I, se tiene un encaje de categoŕıas:

tConGI ctConG� � //

donde ctConG denota a la categoŕıa de G-conjuntos transitivos continuos (la c se refiere a
continuo, i.e. tal que G actúa continuamente de acuerdo a la definición 2.2.10).

3) Dada una flecha px : I Ñ Jq P I, se tiene un encaje de categoŕıas:

tConGJ tConGI
� � //

4) La categoŕıa ctConG es un coĺımite filtrante en la categoŕıa Cat (indexado por Iop)
de las subcategoŕıas tConGI .

Demostración. 1) Sea a P GI para algún objeto I P I. Queremos encontrar un elemento
g P G tal que πIpgq “ a. Para cada I ď J definimos el conjunto

TJ “ tpaKqK P
ź

K

GK |aI “ a^ πJNpaJq “ aN@N ď Ju

Notemos que TJ es cerrado en
ś

K GK pues

TJ “

˜

č

NďJ,aJPJ

π´1
N pπJNpaJqq

¸

X π´1
I paq
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donde estamos abusando de la notación para referirnos por πJ a la proyección canonica
πJ :

ś

K GK Ñ GJ . Esto ocurre pues TJ es una intersección de cerrados ya que cada GJ es
Hausdorff. Además TJ es no vaćıo pues los morfismos de transición son suprayectivos.

Queremos probar que
Ş

JPI TJ ‰ H pues un elemento en la intersección tiene I-ésima coor-
denada a y además pertenece a G por construcción. Por el teorema de Tychonoff

ś

K GK es
compacto y entonces basta probar que la colección tTJuJPI tiene la propiedad de la intersec-
ción finita. Sea tTJ1 , . . . , TJnu un subconjunto finito de tTJuJPI . Como I es cofiltrante existe
J P I tal que Ji ď J para i “ 1, . . . , n. Por lo tanto H ‰ TJ Ă

Ş

i TJi .

2) A cada Y P tConGI lo dotamos de una acción de G de la siguiente manera: para cada
y P Y y g P G definimos gy “ πIpgqy. Por la proposición 6.2.5, esta definición nos genera una
acción transitiva y continua de G en Y .

3) A cada Y P tConGJ lo dotamos de una acción de GI de la siguiente manera: para cada
y P Y y g P GI definimos gy “ ρxpgqy. Como ρx es suprayectiva, esta definición nos genera
una acción transitiva de GI .

4) Es inmediato de la proposición 6.2.5 y el hecho de que las proyecciones son suprayec-
tivas.

Proposición 6.2.8. Sean A y B objetos Galois y una flecha x : pa,Aq Ñ pb, Bq. El siguiente
diagrama conmuta (salvo isomorfismo natural):

CA

CB

tConK

tConL
?�

OO

rA,´s
//

rB,´s
//
?�

OO

donde K “ AutpAqop y L “ AutpBqop (Notemos que la flecha vertical derecha está inducida
como vimos en la proposición 6.2.7 inciso 3 y la definición de ρx es la vista en la construcción
6.2.1).

Demostración. Sea X P CB y consideremos el morfismo x˚ : rB,Xs Ñ rA,Xs, el cual es
un morfismo de K-conjuntos por el siguiente cálculo: dados h P K, f P rB,Xs tenemos la
siguiente secuencia de igualdades

x˚phfq “ x˚pρxphqfq “ f ˝ ρxphq ˝ x “ f ˝ x ˝ h “ hx˚pfq

Por otro lado tenemos el diagrama conmutativo:

rA,Xs

rB,Xs

rP,Xsa˚ //

b˚

??

x˚

OO

Como a˚ y b˚ son biyecciones, entonces x˚ es una biyección.
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Proposición 6.2.9. Con las mismas hipótesis de la proposición anterior, el siguiente dia-
grama conmuta (salvo isomorfismo natural).

CA

CB

tConK

tConL
?�

OO AˆK´
oo

BˆL´
oo

?�

OO

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

CA

CA

tConK

CA tConL

tConL

rA,´s
//

idCA

??

AˆK´

OO

?�

OO

?�

OO

rB,´s
//

BˆL´

OO

id
tConL

??

x˚–

OO

ε–

OO

η–

OO

donde estamos abusando de la notación al referirnos con ε a la counidad del par adjunto
pAˆK ´, rA,´sq y con η a la unidad del par adjunto pB ˆL ´, rB,´sq. De este diagrama, es
fácil observar que el diagrama requerido conmuta salvo el siguiente isomorfismo natural

AˆK ´

AˆK prB,B ˆL ´sq AˆK prA,B ˆL ´sq

B ˆL ´

AˆK´˝η

OO

AˆK´˝x
˚˝BˆL´//

ε˝BˆL´

��
– //

Proposición 6.2.10. Sea X P C. Se tiene una acción transitiva y continua izquierda del
grupo rP, P sop “ G en el conjunto rP,Xs:

Gˆ rP,Xs rP,Xs
ph, xq hx “ x ˝ h

//

//

dado por la composición en PropCq.

Demostración. Usando el teorema 6.1.14 podemos encontrar un objeto Galois a : P Ñ A.
Sea L :“ AutpAqop. Por la proposición 5.2.7 tenemos una acción transitiva L ˆ rA,Xs Ñ
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rA,Xs. Como a : P Ñ A es Galois, la función a˚ : rA,Xs Ñ rP,Xs es biyectiva y por lo
tanto tenemos una acción de L en rP,Xs definida mediante

Lˆ rP,Xs Lˆ rA,Xs rA,Xs rP,Xs
pidL,pa

˚q´1q
// // a˚ //

Consideremos el siguiente diagrama:

Gˆ rP,Xs rP,Xs

Lˆ rP,Xs

Lˆ rA,Xs rA,Xs

//

pπa,idXq

��

pidL,pa
˚q´1q

��

//

a˚

OO

Por la proposición 6.2.5 tenemos que esta acción es continua. Como la acción de L en rA,Xs
es transitiva y las proyecciones πa son suprayectivas, entonces la acción Gˆ rP,Xs Ñ rP,Xs
es transitiva.

Por lo tanto tenemos un funtor

C ctConG
rP,´sG

//

Veremos ahora como de nuestro teorema para el caso representable y de nuestros resultados
de estructura en las proposiciones 6.1.10 y 6.2.7, el funtor rP,´sG tiene adjunto izquierdo el
cual establece una equivalencia de categoŕıas.

Teorema 6.2.11. El funtor

C ctConG
rP,´sG

//

tiene un adjunto izquierdo P ˆG ´, el cual establece una equivalencia de categoŕıas.

Demostración. Tenemos coĺımites filtrantes de subcategoŕıas plenas:

C

CA

ctConG

tConL
?�

OO

rP,´sG
//

BˆL´
oo

?�

OO

rA,´sL
//

los cuales son compatibles en el sentido de las proposiciones 6.2.8 y 6.2.9. Dado E P ctConG,
para definir PˆGE observamos que E P ConL para algún L “ rA,Asop y definimos PˆGE “
AˆLE. Que esto está bien definido y que determina un adjunto izquierdo de rP,´sG se sigue
de que estas subcategoŕıas son plenas y de las compatibilidades citadas. Finalmente, como
en cada uno de los niveles de este diagrama se tiene una equivalencia, tenemos entonces una
equivalencia en el coĺımite.
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Caṕıtulo 7

Todas las acciones continuas de un
grupo profinito.

El contenido de este caṕıtulo fue extráıdo de [1].

Convención: La palabra [finito] entre corchetes significará que la afirmación se seguirá de
dos maneras: una suponiendo finito y la otra no suponiendo finito. Cuando la palabra finito
aparezca sin corchetes tendrá el significado usual.

Ahora consideraremos los axiomas de Grothendieck como los escribió él mismo en [7] y
probaremos su teorema fundamental. Él consideró una categoŕıa que tuviera, en particular,
sumas finitas y probó que esa categoŕıa es equivalente a la categoŕıa de todas las acciones
continuas sobre conjuntos finitos de un grupo profinito. En la prueba que aqúı se muestra se
puede apreciar claramente que el argumento es válido si uno supone la existencia de sumas
arbitrarias y la conclusión es que esta categoŕıa es equivalente a la categoŕıa de todas las
acciones continuas del mismo grupo profinito. Se escribirán estos dos resultados en paralelo.

7.1. Axiomas de Grothendieck.

Sean C una categoŕıa y F : C Ñ Con un funtor. Supondremos los siguiente axiomas:

Primero introducimos el axioma G0) para tratar con el caso no finito: Un objeto X P C
es llamado finito si F pXq es finito.

G0) La subcategoŕıa plena de
ş

F que consiste de aquellos objetos px,Xq P
ş

F , con X
finito, es cofinal en

ş

F .

Axiomas en C:

G1) C tiene objeto final 1 y productos fibrados (Esto implica la existencia de ĺımites
finitos, véase la proposición 2.1.43).

G2) C tiene coproductos [finitos] y cocientes de objetos por grupos finitos.

89
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G3) C tiene factorizaciones epi estricto-mono. Esto es, dada una flecha f : X Ñ Y , hay
una factorización:

X I Y
e // i //

f

%%

donde e es un epimorfismo estricto e i es un monomorfismo. Más aún, supondremos que I es
sumando directo de Y . Esto es, existe un subobjeto J Ñ Y tal que Y – I

Ů

J .

Axiomas en F :

G4) F es exacto izquierdo. Esto es que preserva ĺımites finitos.

G5) F preserva coproductos [finitos], cocientes de acciones sobre grupos finitos y manda
epimorfismos estrictos en suprayecciones.

G6) F refleja isomorfismos.

Mostraremos que todo objeto de C es un coproducto [finito] de objetos conexos (véase
la definición 2.1.76) y que la subcategoŕıa plena de todos los objetos conexos satisface los
axiomas C-1) a C3).

Ejemplo 7.1.1. Dado un grupo profinito G, la categoŕıa cConG junto con el funtor que
olvida F : cConG

Ñ Con satisfacen los axiomas G0)-G6).

Proposición 7.1.2. 1) El objeto inicial 0 es estricto, véase la definición 2.1.70.

2) Dado X P C, F pXq “ H si y solo si X – 0.

3) Dados objetos finitos A,A1, A2 y un isomorfismo A – A1

š

A2, si F pA1q – F pAq,
entonces A2 – 0.

4) El funtor F preserva y refleja monomorfismos.

5) Los coproductos [finitos] son ajenos y estables bajo productos fibrados.

Demostración. Los incisos 1) y 2) se siguen inmediatamente de G5) y G6).
Para el inciso 3) aplicamos el funtor F y por G5) obtenemos una biyección de conjuntos
finitos, F pAq – F pA1q

š

F pA2q, como F pAq – F pA1q entonces F pA2q “ H y por G6),
A2 – 0.
4) Que F preserve monomorfismos se sigue de G4) pues en una categoŕıa, una flecha u : X Ñ

Y es un monomorfismo si y solo si el cuadrado:

X X

X Y

idX //

idX

��

u

��

u
//
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es un producto fibrado. Ahora veamos que F refleja monomorfismos. Sea pf : X Ñ Y q P C
tal que F pfq es mono. Por G3) f tiene una factorización epi estricto-mono

X I Y
e // i //

f

%%

y por G5) F peq es suprayectiva. Como F pfq “ F piq ˝F peq y F pfq es mono, entonces F peq es
mono, por lo tanto F peq es iso. Por G6) e : X Ñ I es iso y por lo tanto f : X Ñ Y es mono.
Finalmente veamos que el inciso 4) se satisface. Sea tXiui P I una familia [finita] de objetos
de C. Consideremos el coproducto

˜

ž

i

Xi, uj : Xj Ñ
ž

i

Xi

¸

el cual existe por G2). Por G5)

˜

F

˜

ž

i

Xi

¸

, F pujq : F pXjq Ñ F

˜

ž

i

Xi

¸¸

es un coproducto en Con. Sea f : A Ñ
š

iXi y para cada j P I consideremos el producto
fibrado en C el cual existe por G1)

f˚Xj A

Xj

š

iXi

gj
//

hj

��

f

��

uj
//

Por G4), el diagrama en Con

F pf˚Xjq F pAq

F pXjq F p
š

iXiq

F pgjq
//

F phjq

��

F pfq

��

F pujq
//

es un diagrama de producto fibrado. Como Con es extensiva tenemos que pF pAq, F pgjqqj es
un coproducto. Si pk :

š

i f
˚Xi Ñ Aq P C es la flecha inducida por la propiedad universal

del coproducto, entonces pF pkq : F p
š

i f
˚Xiq Ñ F pAqq P Con es la flecha inducida por la

propiedad universal del coproducto. Como pF pAq, F pgjqqj es coproducto, entonces F pkq es
un isomorfismo, por G6) k es un isomorfismo. Ver que los coproductos [finitos] son ajenos es
aún más fácil usando el inciso 2).

Del último inciso de la proposición anterior concluimos por la proposición 2.1.75 que
la categoŕıa C es extensiva. Ahora consideremos la categoŕıa de elementos

ş

F . Por G0) F
será también el coĺımite de la subcategoŕıa plena θF de

ş

F que consiste de parejas px,Xq
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tal que X es finito. Notemos que como C tiene ĺımites finitos y F los preserva, θF es una
categoŕıa cofiltrante. Por lo tanto F es un pro-objeto de la categoŕıa C y lo denotaremos por
P . Tenemos por el lema de Yoneda las siguientes biyecciones.

P X
rX,´s F
x P F pXq

x //

x //

y el funtor F es representable por P . Escribimos F pXq – rP,Xs.

Observación 7.1.3. El hecho de que F preserve coproductos [finitos] (G5) significa que P
es conexo en la categoŕıa que resulta de agregarle a C el objeto P y las flechas x : P Ñ X.

Proposición 7.1.4. Sean A un objeto no inicial y B conexo, entonces toda flecha f : AÑ B
es un epimorfismo estricto.

Demostración. Consideremos la factorización dada por G3):

A B

I

f
//

�� �� ??

??

Como A no es inicial y los iniciales son estrictos, I no es inicial. Como B es conexo e I es
sumando de B tenemos que I – B.

Proposición 7.1.5. Dado un epimorfismo estricto f : A Ñ B, si A es conexo entonces B
es conexo.

Demostración. Consideremos una factorización de B, B – B1 `B2. Como C es extensiva
A – f˚B1 ` f˚B2 donde f˚Bi es el producto fibrado sobre Bi a lo largo de f . Como A es
conexo f˚B1 – 0 o f˚B2 – 0. Supongamos que f˚B1 – 0, como F preserva ĺımites finitos
y F pfq es suprayectiva (G5), entonces F pB1q “ H y por el inciso 2 de la proposición 7.1.2
B1 – 0. Por lo tanto B es conexo.

Definición 7.1.6. Un objeto de θF , a : P Ñ A, es minimal si y solo si no admite subobjetos
propios en θF . i.e. Cada vez que tengamos un diagrama

P A

X

a //

x

�� ??

u

??

con u mono, entonces u es iso.

Proposición 7.1.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) A es un objeto conexo y finito en C.
2) Cada a : P Ñ A es minimal y rP,As ‰ H.
3) Existe a : P Ñ A minimal.
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Demostración. 1)ñ 2)] Consideremos el siguiente diagrama

P A

X

a //

x

�� ??

u

??

con u mono. Por G3) cada subobjeto de A es sumando de A y por lo tanto A – X.

2)ñ 3)] Es claro.

3)ñ 1)] Supongamos que A – A1`A2 y tomemos a : P Ñ A minimal. Como F preserva
coproductos entonces a se factoriza a través de A1 o A2. Supongamos SPG que es A1, entonces
A – A1 y por la proposición 7.1.2 A2 “ 0.

Proposición 7.1.8. Los objetos minimales son cofinales en θF .

Demostración. Sea x : P Ñ X un objeto de θF . Si x es minimal ya no hay nada que hacer.
Si no lo es, existe un subobjeto propio u1 : X1 Ñ X tal que el siguiente diagrama conmuta:

P X

X1

x //

x1

�� ??

u1

??

Si x1 : P Ñ X1 es minimal ya no hay nada que hacer. Como nuestros objetos son finitos y
en cada paso F pXiq es más pequeño que el anterior, eventualmente acabamos.

Corolario 7.1.9. La subcategoŕıa plena ΓF de θF que consiste de aquellos objetos a : P Ñ A
con A finito y conexo es cofinal en θF . (Por G0) también es cofinal en

ş

F ).

Corolario 7.1.10. Todos los objetos conexos son finitos.

Demostración. Sea x : P Ñ X un objeto conexo. Por el corolario anterior existe un objeto
conexo y finito a : P Ñ A y una flecha q : AÑ X tal que el siguiente diagrama conmuta:

P X

A

x //

a

��

q

??

Por la proposición 7.1.4, q es epi estricto. Por lo tanto F pqq es suprayectiva y F pXq es
finito.

Proposición 7.1.11. ΓF tiene productos finitos.
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Demostración. Sean pa : P Ñ Aq, pb : P Ñ Bq P ΓF y consideremos una flecha pc : P Ñ
Cq P ΓF tal que existen flechas a1 : C Ñ A, b1 : C Ñ B de manera que el siguiente diagrama
conmuta:

P

C

A B

c

��

a1
��

b1
��

a

��

b

��

Esto nos induce una única flecha pa1, b1q : C Ñ A ˆ B. Consideremos su factorización epi
estricto-mono

C AˆB

I

pa1,b1q
//

�� �� ??

??

Por la proposición 7.1.5 I es conexo. Veamos que P Ñ C Ñ I es el producto de a : P Ñ A
y b : P Ñ B en ΓF . Sea

P

Z

A B

��

x
��

y
��

a

��

b

��

con Z conexo y tomemos el producto fibrado H:

P

H

Z

I

AˆB

��

��

//

��

))

��

��

px,yq
//

Primero notemos que H no es inicial pues el elemento pa, bq se encuentra en las imágenes de
F px, yq y F pa1, b1q. Como todo subobjeto es sumando directo y C es extensiva, entonces H
es un sumando directo no inicial de Z que es conexo. Por lo tanto H – Z. Esto nos induce
la única flecha hacia I.

Teorema 7.1.12. La subcategoŕıa plena de objetos conexos ConpCq Ñ C junto con el funtor
F satisface los axiomas C-1) a C3).

Demostración. C-1) Una parte se sigue del hecho de que ΓF tiene productos finitos. Por
otro lado si tenemos dos flechas paralelas entre objetos conexos u : A Ñ B y v : A Ñ B,
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podemos encontrar el igualador de ambas w : C Ñ A y luego factorizarlo encontrando I
conexo que las iguala también.

C0) Se sigue de la proposición 7.1.4.

C1) Se sigue de G2) y G5).

C2) Se sigue del corolario 7.1.10 y que en Con las suprayecciones son epis estrictos.

C3) Se sigue de la proposición anterior.

Ahora probaremos que todo objeto [finito] de C es un coproducto [finito] de objetos
conexos.

Proposición 7.1.13. Sean A Ñ X y B Ñ X dos subobjetos ajenos de X. El morfismo
inducido A`B Ñ X es mono.

Demostración. Aplicamos el funtor F y usamos que en Con se sigue este resultado. Luego
usamos que F refleja monomorfismos.

Proposición 7.1.14. Sean X P C y f : A Ñ X, g : B Ñ X dos subobjetos conexos de
X, entonces A ˆX B “ 0 o existe un isomorfismo φ : A Ñ B tal que el siguiente diagrama
conmuta:

A B

X

φ
//

f �� g��

Demostración. Consideremos el diagrama de producto fibrado y la factorización epi estricto-
mono dada por G3) como indica el siguiente diagrama:

I

A

AˆX B

X

B

77

77

gggg

OO
// //

//
OO

OO

Como A es conexo, I “ 0 ó I – A. En el primer caso AˆXB “ 0 y en el segundo AˆXB Ñ A
es un monomorfismo y un epimorfismo estricto, por lo tanto es un isomorfismo.

Teorema 7.1.15. Cada objeto [finito] X P C es un coproducto [finito] de objetos conexos de
C.

Demostración. Sea px : P Ñ Xq P
ş

F y consideremos una factorización:

P Ax

X

ax //

x

��

θx

��
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con Ax conexo. Esta factorización siempre existe por el corolario 7.1.9. Tomemos la factori-
zación epi estricto-mono de cada θx dada por G3):

Ax X

Ix

θx //

�� �� ??

??

Por la proposición 7.1.5, los objetos Ix son conexos y por la proposición 7.1.14 podemos
tomar un subconjunto J Ă rP,Xs tal que:

i) Si l, s P J y l ‰ s entonces Il ˆX Is “ 0.
ii) @x P rP,Xs, existe l P J y un isomorfismo φx : Ix Ñ Il tal que el siguiente diagrama

conmuta:

Ix Il

X

φx
//

��

��

��

��

De i) y de la proposición 7.1.13 se sigue que el morfismo inducido λ :
š

lPJ Il Ñ X es
un monomorfismo y por lo tanto F pλq es inyectiva. Mostraremos que F pλq es suprayectiva.
Entonces por G6) se seguirá que λ es iso.

Sea x P F pXq, i.e x : P Ñ X. Tenemos la factorización dada P Ñ Ix Ñ X. De ii) se
sigue que x se factoriza a través de alguna l P F pIlq con l P J ,

P Il

X

l //

x

��

��

��

Esto completa la prueba. Notemos que si X es finito entonces este coproducto es finito.

Proposición 7.1.16. Dado X P C, el conjunto rP,Xs “ F pXq tiene una acción izquierda
continua del grupo G “ AutpP qop (la cual ahora no será transitiva si X no es conexo).

Demostración. Escribimos X –
š

iPI Xi con Xi conexo. Se sigue de la proposición 7.1.12 y
de la proposición 6.2.10 que cada conjunto rP,Xis tiene una acción izquierda continua de G.
Por otro lado como rP,´s preserva coproductos tenemos una flecha inducida por propiedad
universal del coproducto:

Gˆ rP,Xs rP,Xs

Gˆ rP,Xis rP,Xis

//

OO OO

//

donde las flechas verticales son coproyecciones en Con. Más aún, son coproyecciones en Top,
pues rP,Xs es discreto y por lo tanto la flecha inducida es continua.

Estamos en condiciones para establecer el teorema de Grothendieck.
Para cada X P C denotamos por rP,XsG al conjunto rP,Xs dotado de la acción de G

definida anteriormente.
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Teorema 7.1.17. Sean C una categoŕıa y F : C Ñ Con un funtor tales que los axiomas
G0)-G6) se cumplen. Consideremos el funtor:

C cConG
rP,´sG

//

Donde G “ AutpP qop. Entonces este funtor es una equivalencia de categoŕıas.
Sea fC la subcategoŕıa plena de C que consiste de los objetos finitos. Entonces el funtor

rP,´sG se restringe a un funtor:

fC fConG
rP,´sG

//

el cual también establece una equivalencia de categoŕıas.

Demostración. Tenemos diagramas conmutativos de categoŕıas y funtores:

C cConG

ConpCq ctConG

fC fcConG

ConpCq ctConG

rP,´sG
//

rP,´sG
//

rP,´sG
//

rP,´sG
//

?�

OO

?�

OO

?�

OO

?�

OO

Es inmediato que cada objeto en cConG (respectivamente en fcConG) es un coproducto
(respectivamente coproducto finito) de acciones transitivas. Definimos funtores:

C cConG fC fcConG

PˆGp´q
oo

PˆGp´q
oo

usando coproductos en C (respectivamente coproductos finitos en fC) y el hecho de que ya
los tenemos definidos en ctConG. Como los funtores

C cConG fC fcConGrP,´sG
//

rP,´sG
//

preservan coproductos (respectivamente coproductos finitos), entonces la prueba se sigue de
el teorema 7.1.15 y el hecho que las flechas inferiores en los diagramas son una equivalencia
de categoŕıas por los teoremas 6.2.11 y 7.1.12.

Terminamos este trabajo dando uno de los ejemplos mas emblemáticos de esta teoŕıa, el
cual es la formulación de Grothendieck del caso en campos.

7.1.1. La categoŕıa k-AlgS.

Algunos de los resultados aqúı expuestos fueron extráıdos de [13] y [6].

Definición 7.1.18. Sea k un campo. Decimos que un anillo conmutativo con 1, A, junto con
un morfismo de anillos ι : k Ñ A es una k-algebra. Esto nos dice que hay una copia de k en
A junto con una acción de k que se lleva bien con el producto del anillo.
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Decimos que una k-algebra es finita si es de dimensión finita sobre k.

Definición 7.1.19. Sean ι : k Ñ A, ι1 : k Ñ B dos k-algebras. Un morfismo de k-algebras
de A en B es un morfismo de anillos ϕ : AÑ B tal que ϕ ˝ ι “ ι1.

Dado k un campo, las k-algebras junto con los morfismos de k-algebras forman una
categoŕıa denotada k-Alg.

Definición 7.1.20. Sea A una k-algebra. Decimos que un elemento a P A es algebraico sobre
k si existe un polinomio ppxq P krxs tal que ppaq “ 0. Decimos que A es algebraica sobre k si
cada elemento en A es algebraico sobre k.

Al igual que ocurre en el caso de extensiones de campos, dado a P A algebraico, existe un
único polinomio mónico de grado mı́nimo ppxq tal que ppaq “ 0. A este polinomio se le llama
el polinomio mı́nimo de a sobre k y se denota minpk, aq. Toda k-algebra finita es algebraica.

Si tenemos una extensión de campos L|k, entonces toda L-algebra se vuelve una k-algebra
restringiendo la acción a k. Por otro lado, si tenemos una k-algebra A, entonces LbkA tiene
estructura de L-algebra definiendo para cada l P L y cada par de elementos básicos l1 b a y
s b b, lpl1 b aq “ pll1q b a y pl1 b aqps b bq “ pl1sq b pabq. Más aún, estas asignaciones son
adjuntas.

k ´Alg L´AlgK

Lb´

$$

L ldd

Definición 7.1.21. Sean L|k una extensión de campos y A una k-algebra. Decimos que L
descompone a A cuando:

1) A es algebraica sobre k.
2) El polinomio mı́nimo ppxq P krxs de cada elemento de A se factoriza en Lrxs como un

producto de factores lineales con todas sus ráıces distintas.
Decimos que la k-algebra A es separable si pk descompone a A.

Podemos notar que esta definición generaliza la noción de separabilidad de extensiones
de campos y que una extensión L|k es Galois si y solo si se descompone a si misma como
k-algebra.

A continuación se enuncian algunas de las principales caracterizaciones de la definición
anterior.

Teorema 7.1.22. Sean L|k una extensión de campos finita de dimensión m y A una k-algebra
finita de dimensión n. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) L descompone a A.
2) La siguientes función, llamada transformación de Gelfand, es un isomorfismo de L-

algebras

Lbk A LHomLpLbkA,Lq

l b a pfpl b aqqfPHomLpLbkA,Lq

Gel //

� //
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3) La siguiente función es un isomorfismo de L-algebras

Lbk A LHomkpA,Lq

l b a plgpaqqgPHomkpA,Lq

//

� //

4) HomLpLbk A,Lq “ n.
5) HomkpA,Lq “ n.
6) Lbk A es isomorfo a Ln como L-algebra.
7) Para toda x P Lbk A, x ‰ 0, existe f P HomLpLbk A,Lq tal que fpxq ‰ 0.

Demostración. Véase en [13], página 24.

Las k-algebras separables finitas junto con los morfismos de k-algebras forman una cate-
goŕıa que denotaremos k-AlgS.

Lema 7.1.23. La categoŕıa k-AlgS es estable bajo subobjetos, cocientes, productos y produc-
tos tensoriales. Más aún, si A P k-AlgS admite dos subobjetos A1 y A2, entonces el algebra
generada por A1 y A2 es separable.

Tenemos la siguiente caracterización de k-algebras separables finitas cuya demostración
se puede encontrar en [6].

Teorema 7.1.24. Sea A una k-algebra de dimensión finita. A es separable si y solo si existen
L1, . . . , Lk extensiones separables de k tales que A –

ś

Li.

Observación 7.1.25. Todo morfismo de k-algebras f :
ś

iPI Li Ñ L, con L y Li campos
separables sobre k se factoriza como

ś

iPI Li Lk L
pk //

fk //

para alguna k P I y un único morfismo de campos fk : Lk Ñ L donde pk es la proyección.

Notemos que si tenemos un morfismo pf : A Ñ Bq P k-AlgS con factorizaciones A “
ś

iPI Li, B “
ś

jPJ L
1
j, entonces tenemos una función αf : J Ñ I tal que para cada j P J

tenemos un diagrama conmutativo:

A B

Lαf pjq L1j

f
//

pαf pjq

��

qj

��

fj
//

donde pαf pjq y qj son las respectivas proyecciones

Lema 7.1.26. Dado f : AÑ B y αf : J Ñ I como anteriormente:
1) f es epi si y solo si αf es inyectiva y fj es iso @j P J .
2) f es mono si y solo si αf es suprayectiva.
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Demostración. 1) ñ] Supongamos que f es epi y que αf pjq “ αf pj
1q para algunas j, j1 P J

distintas. Sea ej P B el elemento que consta de un 1 en la coordenada j-ésima y 0’s en las
demás coordenadas. Como f es epi existe a P A tal que fpaq “ ej, por un lado qjpfpaqq “ 1 “
fjppαf pjqpaqq “ fjppαf pj1qpaqq, por lo tanto pαf pjqpaq ‰ 0 pero qj1pfpaqq “ 0 “ fj1ppαf pj1qpaqq lo
cual es una contradicción, por lo tanto α es inyectiva. Finalmente que f sea epi nos dice que
fj es epi para toda j, como los fj son morfismos de campos automáticamente son isos.
ð] Supongamos que αf es inyectiva y fj es iso @j P J . Sea b P B y sea a P A el elemento

cuya i-ésima coordenada es f´1
j pqjpbqq si i “ αf pjq para alguna j P J y 0 en otro caso. Es

claro que fpaq “ b. Por lo tanto f es epi.
2) ñ] Es claro que si f es mono entonces αf tiene que ser suprayectiva, pues si i P I

estuviera fuera de la imagen de αf , entonces la imagen de un elemento en A no dependeŕıa
de su i-ésima coordenada.
ð] Supongamos que αf es suprayectiva y fpaq “ fpbq para algunos a, b P A. Tenemos

que fj ˝ pαf pjqpaq “ qjpaq “ qj ˝ fpbq “ fj ˝ pαf pjqpbq @j P J , como cada fj es mono tenemos
que pαf pjqpaq “ pαf pjqpbq @j P J , finalmente como αf es suprayectiva, entonces a “ b.

Lema 7.1.27. Todo monomorfismo de k-algebras es un monomorfismo estricto (Recuérdese
la definición 5.1.2).

Demostración. Sea f : A Ñ B un monomorfismo de k-algebras con A “
ś

iPI Li, B “
ś

jPJ L
1
j y consideremos un morfismo de k-algebras g : C Ñ B (C “

ś

uPU L
2
u) que iguale las

mismas flechas que f . Sea l P L1jzimpfjq con j P J y consideremos el siguiente diagrama:

kS L1j B A

C

f
oo

qj
oo

sj
oo

tj
oo

g

ZZ

donde sj y tj extienden a fj y mueven de dos formas distintas a l. Como f iguala ambas
flechas, entonces g las iguala también, dado que l fue arbitrario concluimos que impgjq Ă
impfjq. Por lo tanto fj factoriza a gj a través de un único morfismo de campos hj : L2αgpjq Ñ

Lαf pjq. Supongamos que αf pjq “ αf pj
1q, notemos que como en este caso impfjq – impfj1

podemos suponer que impfjq “ impfj1q cambiando salvo isomorfismos a Lj y Lj1 . Sea B1 “
ś

lPJ L
2
l donde L2l “ L1l si l ‰ j, j1 y L2l “ L1jpL

1
j1q si l “ j o l “ j1. Consideremos el siguiente

diagrama

B1 B A

C

f
oo

moo

ι
oo

g

ZZ

donde ι es la inclusión y m es ι seguido de intercambiar la coordenada j con la j1. Notemos
que f iguala a m con ι, por lo tanto g también las iguala, pero la única forma de que ocurra
esto es que αgpjq “ αgpj

1q. Por lo tanto, existe una única flecha h : C Ñ A tal que f ˝ h “ g,
donde h esta determinada por las hj ya que αf es suprayectiva por el lema anterior.

Lema 7.1.28. Sea L|k una extensión finita separable de campos y H ď AutEpkqpLq. Entonces,
EpkqpLH , kSq – EpkqpL, kSq{H.
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Demostración. Consideremos el siguiente morfismo de Galpkq-conjuntos

EpkqpL, kSq{H EpkqpLH , kSq
f fLH

ϕ
//

� //

Claramente ϕ es suprayectiva. Como L|LH es Galois finita con grupo de Galois H, sabemos
que rL : LHs “ |H|, como L|LH es separable sabemos que

|EpkqpL, kSq| “ rL : LHs|EpkqpLH , kSq| “ |H||EpkqpL
H , kSq|

Por lo tanto |EpkqpL, kSq{H| “ |EpkqpL
H , kSq| y ϕ es un isomorfismo.

Sean A “
ś

iPI Li P k-AlgS y H ď AutpAq y consideremos el siguiente diagrama conmu-
tativo para cada h P H y pf : AÑ kSq “ pfi : Li Ñ kSq ˝ pi

A A kS

Lαhpiq Li

h //
f

//

pαhpiq

��

hi
//

pi

��

fi

??

Notemos que H actúa en I mediante

H ˆ I I
ph, iq αhpiq

//

//

Lema 7.1.29. Con la misma notación que antes, se tiene un isomorfismo de k-algebras
AH “ ta P A|hpaq “ a@h P Hu –

ś

jPJ L
Hj
j donde J Ă I es un sistema completo de

representantes de I{H y Hj es el estabilizador de j para cada j P J .

Demostración. Sea ϕ : AH Ñ
ś

jPJ L
Hj
j definida mediante ϕppaiqiPIq “ pajqjPJ . Veamos

que ϕ está bien definida. Sea a “ paiqiPI P A
H , entonces hpaq “ a para toda h P H, en

particular para cada i P I, tenemos que hipaiq “ ai para toda hi P Hi, por lo tanto ϕ está
bien definida. Además, claramente ϕ es un morfismo de k-algebras.

Veamos que ϕ es suprayectiva. Sea pajqjPJ P
ś

jPJ L
Hj
j . Para cada i P rjs existe h P H tal

que αhpiq “ j, sea ai “ hipajq. Veamos que esta elección de ai no depende de h. Supongamos

que αhpiq “ α1hpiq “ j, entonces h1´1 ˝ h P Hj, como aj P L
Hj
j tenemos que h1i

´1 ˝ hipajq “ aj,
por lo tanto h1ipajq “ hipajq. Veamos que paiqiPI P A

H . Sea h P H e i P I, sabemos que existe
h1 P H y j P J tal que αh1pαhpiqq “ j, entonces hipaαhpiqq “ hi ˝ h

1
αhpiq

pajq “ ai, por lo tanto

a P AH y ϕ es suprayectiva.
La inyectividad de ϕ se sigue directamente de que un elemento en AH está determinado

por sus coordenadas sobre J y sus extensiones a las demás coordenadas bajo H.

Teorema 7.1.30. La categoŕıa pk-AlgSqop junto con el funtor representable por la cerradura
separable de k, rkS,´s : pk-AlgSqop Ñ Con, satisface los axiomas G0)-G6).
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Demostración. G0) No hay nada que hacer pues todos los objetos son finitos.

G1) k es objeto final en k-AlgS y por lo tanto es inicial en pk-AlgSqop. Dado un diagrama
en pk-AlgSqop como el siguiente:

A

B C
��
//

Entonces tenemos el siguiente diagrama de producto fibrado:

AbC B A

B C
��
//

//

��

G2) Los coproductos corresponden a los productos usuales en k-AlgS y los cocientes a
k-algebras fijas bajos subgrupos de automorfismos.

G3) Sea f : AÑ B un morfismo de k-algebras, entonces este morfismo se factoriza como

A impfq B
f
// � � //

donde, por el lema 7.1.27 la correspondiente factorización en k-AlgS es epi estricto-mono.

G4) Por la proposición 2.1.45, el funtor rkS,´s preserva limites.

G5) Notemos que el funtor rkS,´s preserva coproductos finitos ya que el funtor represen-
table Homkp´, kSq : k-AlgS Ñ Con manda productos en coproductos pues kS es campo.
Sea A P k-AlgS y H ď AutpAq.

Veamos que el funtor rkS,´s preserva cocientes. Sea A “
ś

iPI Li y H ď AutpAq. Por

el lema 7.1.29 AH –
ś

jPJ L
Hj
j para un sistema completo de representantes de I{H, J Ă I,

entonces tenemos la siguiente secuencia de isomorfismos

HomkpA
H , kSq – Homkp

ź

jPJ

L
Hj
j , kSq –

ğ

jPJ

HomkpL
Hj
j , kSq –

ğ

jPJ

pHomkpLj, kSq{Hjq –

˜

ğ

iPI

HomkpLi, kSq

¸

{H

Este último isomorfismo se da pues la acción de H en HomkpA, kSq pega la órbitas y, si nos
restringimos a un ı́ndice, i, dos flechas f : Li Ñ kS, g : Li Ñ kS están relacionadas si y solo
si existe h P H tal que f ˝ hi “ g, i.e. cuando la clase de f es la clase de g bajo Hi.

Veamos que el funtor rkS,´s manda epimorfismos en suprayecciones o lo que es lo mismo,
el funtor Homkp´, kSq manda monomorfismos en suprayecciones. Sea pf : A Ñ Bq P k-
AlgS un monomorfismo. Queremos probar que dada una flecha h : A Ñ kS, existe otra
flecha g : B Ñ kS tal que g ˝ f “ h. Sabemos que h se descompone como h “ φ ˝ pi,
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por el lema 7.1.26 i “ αpjq para algún j P J . El resultado se sigue del siguiente diagrama
conmutativo usando que en la categoŕıa Epkq se vale el resultado

A Lαf pjq kS

B L1j

pαf pjq
//

φ
//

f

��

qj
//

fj

��

Dψ

??

G6) Sea pf : A Ñ Bq P k-AlgS tal que f˚ : HomkpB, kSq Ñ HomkpA, kSq sea un
isomorfismo. Esto nos da el siguiente diagrama conmutativo para cada h P HomkpA, kSq

A Li kS

B L1j

pi //
φ

//

f

��

D!qj
//

D!ψ

??

donde aqúı ya pusimos los respectivos morfismos factorizados, además tenemos el siguiente
diagrama conmutativo para una única φ1

A Lαf pjq kS

B L1j

pαf pjq
//

φ1
//

f

��

qj
//

fj

��

ψ

??

de aqúı deducimos que i “ αf pjq, αf : J Ñ I es una biyección y cada fj es un isomorfismo
por la unicidad de ψ, de acuerdo al lema 7.1.26 f es un isomorfismo.
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