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Capitulo 1

Introducciéon

El modelo estandar de particulas elementales es el resultado del incansable trabajo
de muchos cientificos alrededor del mundo con el afan de describir teéricamente las
interacciones fundamentales de la naturaleza y con ello, predecir nuevos fenémenos y
caracterizar con precision los ya observados. Con la ayuda de herramientas matemati-
cas como la teoria de grupos, se lograron describir las interacciones electromagnéticas,
las interacciones débiles y las fuerzas nucleares, implementadas dentro de una teoria
cuantica de campos con simetria de norma, esto que, junto con la adicién de un me-
canismo para dar masas a las particulas, constituye el modelo estdndar. Sin embargo,
esta descripcion de la naturaleza era insuficiente para empatar ciertos aspectos tedricos
con observaciones experimentales (como las masas de los neutrinos), ademés de aspec-
tos puramente tedricos (como el problema de la jerarquia), por lo que la necesidad de
extender dicho modelo de particulas a uno que explique estos fenémenos se convirtio
en una obligacién. Asi surgieron las teorfas mas alld del modelo estandar o BSM (por
sus siglas en inglés), las cuales buscan solucionar los problemas del modelo estandar
sin desecharlo, ya que en si mismo da resultados con alto grado de precisién a bajas
energias, por lo que se considera como una teoria efectiva de un modelo mucho maés
fundamental.

Una de las propuestas mas populares para modelos més alld son las teorias de
gran unificacién, las cuales consisten en teorias de campo con simetria bajo grupos de
norma que contienen al modelo estandar, y que a bajas energias por medio de algin
mecanismo recuperan el contenido del SM. Ademds de que a altas energias unifican
los acoplamientos de norma de isoespin, color e hipercarga. Este tipo de teorias suelen
introducir multipletes de particulas adicionales, ademas de nuevas interacciones, de
manera que al darse un rompimiento del grupo de norma, el contenido de materia debe
de recombinarse en los multipletes de particulas correspondientes al Ggys. El hecho de
tener nuevas interacciones puede dar lugar a predicciones extra que no se dan con otros
modelos, sin embargo se debe estar en consistencia con lo observado a bajas energias.

Otra de las posibles extensiones, es la introducciéon de supersimetria, que es una
simetria entre los grados de libertad bosénicos y fermiénicos dentro de los multipletes
de particulas, lo cual ayuda a resolver problemas como la jerarquia en las correcciones




1. INTRODUCCION

a la masa del bosén de Higgs. Sin embargo, las observaciones experimentales sugieren
que dicha simetria debe de romperse a alguna escala de energia, ya que el efecto de las
particulas supersimétricas no se ha detectado, siendo este efecto el que las particulas
extra tengan las mismas masas de las particulas del modelo estandar. La combinacién
de las teorias de gran unificacién con dicha simetria entre bosones y fermiones, da
lugar a extensiones que solucionan mas de un problema, ademas de dar correcciones
mas precisas a cantidades determinadas en los mismos modelos sin supersimetria, como
es el caso del modelo de gran unificacién basado en el grupo de norma SU(5).

El modelo de gran unificacién SU(5), bajo la introduccién de supersimetria puede
convertirse en un modelo finito, es decir, carecerd de divergencias en el ultravioleta
(esto dependiendo de la eleccién de contenido de materia), lo cual se traduce en tener
una accién efectiva finita. Ademds de que al contener un rompimiento espontineo de
simetria de norma, se recupera de manera conveniente el grupo del modelo estandar a
bajas energias, esto da un modelo que es altamente predictivo y fenomenologicamente
consistente con lo observado en el modelo de Glashow, Weinberg y Salam. También al
tener nuevas interacciones dadas por nuevas particulas, da un escenario para estimar
cotas para la vida media del proton.

Este modelo resulta de gran interés para nuestro trabajo, ya que al poder convertirse
en una teoria finita en el sentido supersimétrico, como bien describen los autores [3,
4], presenta propiedades sobre las funciones del grupo de renormalizacién que hace
que se conjeture una invarianza de escala, ademéas de una invarianza conforme en el
punto de rompimiento de norma, debido a la conservacion cuantica de las corrientes
bajo transformaciones R. Dicho comportamiento super-conforme se espera por igual
en las distintas teorfas finitas; no sélo para el modelo SU(5), siendo entonces uno
de los principales objetivos del presente trabajo el demostrar esta conformidad como
consecuencia de la finitud y de la invarianza de escala. Sin embargo, no es el tinico
motivo por el cual es de interés este modelo, ya que en analogia con las transiciones de
fase en materia condensada [5], el rompimiento del grupo de norma presenta similitudes
con los rompimientos espontaneos asociados con un cambio de fases. Dicho rompimiento
es modulado por el valor esperado del vacio de un multiplete escalar, que al igual que
en el caso del rompimiento electrodébil, genera términos de masa para cierto nimero
de particulas. Entonces, al estudiar la invarianza conforme, o lo que es lo mismo, la
existencia de una variedad conforme a la escala del rompimiento de norma [6], se espera
poder obtener informacion sobre una transicion de fase en el espacio de parametros de
acuerdo con lo trabajado por Gukov [7].

El tratar de determinar la existencia de una transicién entre fases se basara prin-
cipalmente en analizar las propiedades de escala de la teoria, que surgen como conse-
cuencia de la finitud en el sentido supersimétrico. Se espera entonces demostrar que
las condiciones de finitud en una teoria de campos resultan ser mas poderosas de lo
pensado, ya que dan informacién relevante a cerca de las propiedades criticas de la
teoria, ademads de la carencia de divergencias en su accién efectiva. Sin embargo, la des-
cripcién de elementos mas especificos de las propiedades criticas requeriran un estudio
mas detallado en el contexto de la teoria de transiciones de fase de Landau. Por lo que




no se tratan en este trabajo, sino se dejan a un estudio futuro una vez que se haya
demostrado la existencia de dicha transicién.

Por tanto, la principal motivacion para trabajar con teorias finitas de gran uni-
ficacién fue el demostrar que el rompimiento espontdneo del grupo de norma SU(5)
en dicho modelo estd en correspondencia con una transicién de fase en el espacio de
pardmetros, teniendo un paso entre una fase super-conforme y una fase no conforme.
Demostrando en el proceso que las condiciones de finitud [8] son necesarias para ga-
rantizar la invarianza super-conforme a la escala de gran unificacién.

Con el fin de motivar la utilizacién de las teorias de gran unificacion, la distribucién
de los capitulos del trabajo de tesis es la siguiente: en el préximo capitulo se realiza una
introduccién a los elementos basicos del modelo estandar, analizando principalmente
su contenido de materia y el mecanismo por el cual adquieren masa las particulas. Sin
embargo, se hace un especial énfasis en los problemas tedricos y experimentales del mo-
delo, siendo esto una referencia directa a la necesidad de buscar una teoria més alla. En
el capitulo tres se discuten las bases para la introduccién de la ya mencionada simetria
entre grados de libertad fermiénicos y bosonicos en una teoria de campos, construyen-
do los respectivos lagrangianos mediante el lenguaje de siper-campos y el concepto
del super-espacio, y haciendo una mencién a la primera extension posible del modelo
estandar agregando dicha supersimetria. El cuarto capitulo consiste en varias ideas,
primero se trata el concepto de renormalizacién y el método por el cual las cantidades
fisicas se regularizan; segundo, se discuten las condiciones de finitud en una teoria de
campos con supersimetria, lo que lleva a hablar de las condiciones para la existencia de
la variedad conforme y la postulacién de un teorema al respecto. El capitulo 5 describe
al modelo de gran unificacién con grupo de norma SU(5) carente de supersimetria,
analizando al igual que en el capitulo 2 su contenido de materia, el mecanismo de Higgs
para sus multipletes escalares, asi como los principales problemas que llevan a la imple-
mentacion del mismo con supersimetria. Por tltimo, en el capitulo sexto se hace uso de
los teoremas del capitulo 4 para demostrar la invarianza conforme de la teoria SUSY
SU(5) y probar con ello la existencia de la transicién de fase, utilizando el concepto de
operadores marginales.

Para los puntos centrales del trabajo se utilizaron diferentes fuentes de informacién,
resaltando entre todas las que se refieren a las teorias finitas y las condiciones de finitud
[3, 4, 8], asi como aquellas que clasifican a los multipletes de SCFT [6] y los que fueron
de vital ayuda al momento de postular la invarianza siper-conforme [7, 9].







Capitulo 2
El modelo estandar de particulas

elementales

Nuestra principal motivacién para trabajar con teorias de gran unificacién (GUTSs)
y modelos extendidos, es la necesidad de resolver los problemas existentes en el modelo
estandar de particulas elementales, el cual unifica las interacciones fuertes, débiles y
electromagnéticas, pero antes de hablar siquiera sobre las teorias de gran unificacién,
debemos entender un poco a cerca del modelo estandar, sus interacciones, su grupo de
simetrias, su contenido de particulas y el mecanismo por el cual los bosones de norma
y las demds particulas del modelo adquieren masa. Siendo esto ultimo un ingrediente
importante para el resto del trabajo, ya que con este mismo mecanismo se estudiaran
aspectos importantes del modelo de gran unificacién SU(5) supersimétrico.

En esta secciéon por tanto, repasaremos conceptos béasicos del modelo estandar y
enumeraremos los distintos problemas que presenta a un nivel general, haciendo prin-
cipal énfasis en aquellos problemas que motivan extensiones supersimétricas y no su-
persimétricas del mismo. Los desarrollos aqui presentados se basan principalmente en
la literatura especializada [10, 11, 12].

2.1. El grupo del modelo estandar.

El modelo estdndar (SM) es una teorfa de Yang-Mills no abeliana, encargada de
describir la interaccion electromagnética y la interaccién débil entre quarks y leptones,
que combinada con la interaccion fuerte entre quarks nos da una descripcion de tres de
las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza. Cada una de estas interacciones esta
asociada a un grupo de simetrias, de manera que el lagrangiano asociado al modelo
estandar debe ser invariante ante transformaciones locales asociadas a ellos. El grupo
de norma del modelo estandar esta conformado por el producto de tres grupos semi-
simples, tal que




2. EL. MODELO ESTANDAR DE PARTICULAS ELEMENTALES

Gsy : SU3)e x SU(2)r, x U(1)y,

donde el primero es el grupo asociado a la interaccién fuerte; SU(2) es el grupo de
isoespin, asociado a la fuerza débil; y el dltimo es el grupo de hypercarga asociado al
electromagnetismo. Donde la connotacién SU(N) se refiere a un grupo matricial de
orden N de matrices unitarias con determinante igual a la unidad.

Como Ggjps es un grupo de norma, es decir, un grupo de transformaciones locales
(con dependencia espacio-temporal explicita), al imponer la invarianza bajo Ggys al
lagrangiano asociado al SM, es necesario tomar en cuenta nuevos campos que transfor-
men de manera no trivial bajo el grupo, teniendo asi que la interacciéon asociada a cada
‘pedazo‘ del modelo estandar viene acompanado por un mediador de dicha interaccion.
Los conocidos bosones de Norma.

Uno de los ingredientes mas importantes en el modelo estandar es el mecanismo
de rompimiento espontdneo de la simetria electrodébil, el cual genera las masas de
los bosones de norma y de las particulas de la teoria, que fue propuesto en 1964 por
Englert-Higgs-Kibble y por el cual los primeros dos recibieron el premio Nobel de Fisica
[13, 14]. Con este mecanismo el grupo del modelo estdndar se rompe a un grupo de
simetrias de norma mas pequeno SU(3) x U (1), de acuerdo con el teorema de Goldstone
[10, 15] y a la aparicién de un valor esperado del vacio (vev) no nulo para un campo
interactuante en el sector escalar. Los detalles del mecanismo de Higgs se exploraran
mas a fondo en las siguientes secciones, pero cabe mencionarlo de manera superficial ya
que en las secciones siguientes distinguiremos entre el modelo antes y después de este
rompimiento electrodébil

2.2. Campos y contenido de materia en el Modelo Estandar

Debido a la estructura del grupo del modelo estdndar, la variedad en el contenido de
particulas consta de tres tipos de particulas: Bosones vectoriales, Fermiones de Dirac y
bosones escalares. Siendo los primeros los mediadores de las interacciones; los segundos
los llamados campos de materia y los dltimos los responsables del rompimiento de un
grupo de norma en otro mas pequeno.

Los bosones vectoriales (Spin 1), son los bosones de norma encargados de mediar
las interacciones. En el modelo estandar tenemos uno por cada grupo de simetria que
conforma a Ggps entonces, en el sector electrodébil hay 4, B,, asociado al generador Y
del grupo U(1) y WZL asociado a los generadores ! T% de SU(2)r; con T* generadores
de la forma

T = Qai,
donde o' son las matrices de Pauli, por lo que los generadores satisfacen las siguientes
relaciones de conmutacién

'Donde i =1,2,3




2.2 Campos y contenido de materia en el Modelo Estandar

Vi | Nimeros cuanticos (SU(3),SU(2),U(1))
B, (1,1,0)
W) (1,3,0)
G, (8,1,0)

Tabla 2.1: Numeros cudnticos de los campos de norma del SM.

Leptones QN (SU(3),5U(2),U(1)) Quarks QN (SU(3),SU(2),U(1))
v urL
LL]- = (1727_1) qr; = LL]- = (37271/3)
e dy,
€R; (171)_2) UR; (3)174/3)
de (37 1a _2/3)

Tabla 2.2: Notacién y nimeros cuanticos para los campos de materia del SM.

[T, 79] = i T 5 [Y,Y] =0,

siendo €% el sfmbolo de Levi-Civita. En el sector de interaccién fuerte tendremos 8
bosones vectoriales (GZ con a = 1,...,8), correspondientes a los generadores de dlgebra
de SU(3)¢, que satisfacen la relacién de conmutacién

[Ta’ Tb] — ifabcTc’

donde f%¢ son las constantes de estructura del dlgebra de SU(3)c y ademds, estos
generadores estdn normalizados como Tr[T%T¢] = 16,

Los campos de materia (Spin 1/2) consisten en tres generaciones de las partes
izquierdas y partes derechas de Leptones y quarks quirales, siendo las partes izquierdas
y las partes derechas dobletes y singletes de SU(2), respectivamente. En las tablas 2.1
vy 2.2 se muestran los nimeros cudnticos de los bosones de norma y de los campos de
materia.

Donde usamos la notacién estandar de la literatura para las partes derechas

UR,y 2,3 — UR,CR, tR,

dR1,2,3 =dR, SR, br

€R1,2,3 = €ER,UR, TR,
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donde i = 1,2, 3 es el indice de familia. Los nimeros cuanticos para las distintas familias
enlistados en la Tabla 2.2 corresponden con (—,a, —) la componente I? del isoespin y
con (—,—,y) la hipercarga de estos Fermiones, que se puede definir en términos de la
carga eléctrica de los mismos como [11]

Y =2(Q -1,

y sabiendo ademds que las partes izquierdas son dobletes de SU(2)r,, entonces I ;’L = :l:%;
analogamente para las partes derechas tendremos que [/ ?R = 0, obteniendo trivialmente
los valores de hipercarga que aparecen en la Tabla 2.2.

2.3. El lagrangiano del modelo estandar

Como ya se menciond, al imponer la invarianza ante transformaciones locales en el
lagrangiano, surgen términos asociados a campos no masivos de spin 1, esta necesidad
de invarianza puede ser codificada con el uso de la derivada covariante del SM, la cual
es explicitamente

a )

. A ) N . Y
D,=0,—- zgngL? — ZngZ‘? — zngNE,

con g1, g2 v g3 las constantes de acoplamiento para cada una de las interacciones, o
y A% las matrices de Pauli y las matrices de Gell-Man, respectivamente; y en donde se
tiene suma implicita sobre los indices de color a y los indices de isoespin i. Debido a
la presencia de los campos de norma en la expresién de D,,, esta derivada ademds nos
genera las interacciones entre los bosones vectoriales con los deméas campos del modelo,
siempre y cuando estos tengan nimeros cuanticos no nulos.

Ademsds, necesitamos considerar términos cinéticos para los campos de norma para
poder escribir el lagrangiano del SM, para esto definimos el tensor de fuerzas para el
campo de norma V), el cual se escribe en general para una simetria no abeliana como

a a a abey by e
VW =0,V —GZ,VM —gf VMV,,,

que en el caso abeliano, las constantes de estructura son nulas, por lo que a la expresién
anterior le sobreviven sélo dos factores. Entonces, en términos de estos V}j;, escribimos
el lagrangiano del sector de norma con la contribucién correspondiente de cada uno de
los campos de norma.

1 : .
Lgauge = _Z(GQWGZV + WHW, + BY Byy).

Utilizando la notacién empleada en la Tabla 2.2 para los campos fermidnicos, escri-
bimos el lagrangiano del modelo estdndar sin términos de masa de fermiones y bosones
como




2.4 El sector escalar y el mecanismo de Higgs

1 apv a (I va) v
Lsar = = (GGl + WH'W, + B* By

+ Ly 1Dy L, + épiDyyter, + qr, 2Dy ar, + g, 1Dy ur, + draDyy'dg;,
(2.1)

que es invariante bajo transformaciones del Ggps. Sin embargo, si agregamos términos
de masa asociados a los bosones de norma en el lagrangiano anterior, esto romperia
explicitamente la simetria bajo transformaciones de norma, afortunadamente en las
interacciones fuertes los gluones son no masivos, al igual que los fotones' en las inter-
acciones electromagnéticas. Pero esto no es asi en las interacciones débiles, ya que en
el sector electrodébil los bosones gauge si tienen masa [13, 16], por lo que términos
del tipo 1/2M2V5V““ rompen la invarianza bajo el subgrupo SU(2) x U(1); por su
parte, si adicionalmente quisiéramos agregar términos de masa de la forma m f@ZAn/) para
fermiones, estos no resultarian invariantes bajo el grupo de SU(2), debido a que si
escribimos el término de masa en funcién de las partes izquierdas y derechas como

m iy = my(Prir +Prir),

se observa que no habra tal invarianza debido a que las partes izquierdas y las partes
derechas viven en diferentes multipletes del grupo de isoespin. Lo que se tiene entonces
es un grave problema en relacién con las masas de las particulas (Bosones de gauge y
fermiones), ya que si queremos que nuestro lagrangiano sea invariante bajo transfor-
maciones locales de Ggjs todas estas particulas necesariamente deben ser no masivas,
lo cual no es verdad en general ya que es sabido que los bosones W# cargados?, los
bosones Z° y los fermiones tienen una masa asociada [16].

Para solucionar este problema es conveniente no dejarse llevar por la intuicién y
no tratar de meter términos de masa a mano, la manera de hacerlo es considerar la
idea desarrollada por Higgs y Englert ya mencionada anteriormente, y que fue incluida
en el modelo por Weinberg y Salam en el ano de 1968, dando una teoria consistente
en las masas de las particulas que surgen mediante éste mecanismo. Los detalles sobre
este mecanismo se exploran en la siguiente seccién y se basan en el andlisis del sector
escalar, mencionado en el contenido de particulas.

2.4. El sector escalar y el mecanismo de Higgs
Para abordar el mecanismo por el cual se rompe espontaneamente la simetria elec-

trodébil, nos fijamos en el sector escalar del modelo estandar, con un campo ® complejo
en un doblete de SU(2)r, con hipercarga Y, = +1 y lagrangiano

Los fotones 7 y los bosones Z° son combinaciones de los campos B* y W4'[10, 11]
2Estos bosones cargados son combinaciones de los campos W,} y Wi
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Ls = (D,®) (D'D) — 20T — \(DTD)?, (2.2)

(%)

Siendo ¢° una componente neutra. Consideremos un escenario méas simple, en el que
tenemos un modelo con una simetria local U(1) el cual consiste en un campo escalar
complejo acoplado a un bosén vectorial y a si mismo, con un lagrangiano

donde

1 % X *
£ = = FuF*" 4 D" D' — i29"6 — A(0"0)°. (2.3)
Este modelo servird para ilustrar el mecanismo de Higgs y posteriormente se reto-
mard en el contexto del SM. La ecuacién (2.3) es invariante ante una transformacién
local U(1), donde los campos cambian como

o(x) = e@p(x)  Aulz) — A, — éﬁﬂa(x).

Ademss el Lagrangiano es invariante bajo el cambio ¢ — —¢, por lo que no tenemos
interaccién cubica en el sector escalar. Lo que queremos ver ahora es la minimizacién
del potencial escalar V(¢) = u2¢* ¢+ \(¢*¢)? para poder analizar las condiciones sobre
los parametros A y p que hacen que el vacio tenga una degeneracion.

Como ya se menciond, si se rompe explicitamente la simetria bajo el grupo SU(2), x
U(1)y con la inclusién de términos de masa para los bosones de norma, esto resulta
problematico debido a que el comportamiento de la teoria a altas energias cambiaria
drasticamente, modificando asi su renormalizabilidad; como se discutird en capitulos
mas adelante. Entonces, 1o mas conveniente es el no agregar términos de manera arbi-
traria, sin embargo, alin es necesario el solucionar la ausencia de términos de masa para
los bosones W* y Z, por lo que es contemplada la idea de un rompimiento esponténeo
en la simetria electrodébil. En ese contexto de rompimiento, se tendrd una especie de
simetria ”escondida”’, tal que el Lagrangiano seguird siendo invariante ante las trans-
formaciones de norma, pero la dindmica modificard su estado base, degenerandolo. La
eleccion de alguno de estos estados base romperd la simetria, y de acuerdo al teorema
de Goldstone, implicara la existencia de bosones escalares no masivos [15].

La existencia de estos bosones de Goldstone a primera instancia no resuelve nuestro
problema de masas, sino que agrega particulas extra a la teoria. Recordando un poco
sobre la estructura general las teorias de norma, encontramos que presentan ciertas
irregularidades; como la de no contener una condicién para fijar la norma que haga
que la teorfa satisfaga todas las condiciones de una teorfa usual del campo'. Tratando

'Por ejemplo, con la imposicién de normas covariantes obtenemos estados con norma negativa y
con normas axiales se pierde covarianza de Lorentz; siendo estas dos condiciones inconsistentes con los

axiomas de las teorfas de campo usuales[17, 18].

10
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entonces como irregularidades de la teoria a los bosones vectoriales no masivos, y a los
bosones de Goldstone, estos ltimos desapareceran del contenido fisico al recombinarlos
para formar bosones vectoriales con masa, sin arruinar con ello comportamiento de la
teoria a altas energias. Es por ello que la existencia de bosones escalares extra soluciona
el problema de las masas de los bosones de norma aparentemente sin masa'.

Después de justificar un poco el por qué de buscar los minimos de V(¢), observemos

que para la ecuacién (2.3) distinguimos dos casos:

» 12 positiva y A positiva, entonces el potencial serd siempre positivo. Que presenta
un minimo global en cero (0]¢|0) = ¢y = 0, como se muestra en la Figura 2.1. En
este caso, el lagrangiano £ es el de QED para un campo complejo de masa p

= 1?2 < 0. En este caso tendremos que el potencial V adquiere un valor de expecta-
cién del vacio, con un minimo de potencial ahora distinto de cero.

12 1/2 v
ol = ~55 =%

por lo que el término p ya no puede ser interpretado como un término de masa para

Figura 2.1: Potencial de Higgs o sombrero mexicano en tres dimensiones, graficado res-

pecto a su parte real y su parte imaginaria.

el campo escalar cargado. Para poder analizar esto, realizamos una perturbacién al
rededor del valor esperado v, y reescribimos el lagrangiano en términos de dos campos
escalares sin carga ¢1 y ¢2 donde

'El primero en mostrar que las teorfas de norma resultan renormalizables incluso con un rompi-

miento espontdneo de la simetria fue 't Hooft en el afio de 1971 [19].

11
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1

T) = —
o) = 7
Con este cambio, el valor esperado del vacio (vev) se traduce en términos de los nuevos

campos como 1

(¢1(x) + ida(x) + v).

(0[¢1]0) =v , (0]¢2|0) = 0.
El Lagrangiano bajo la redefiniciéon de ¢ se escribe de manera simplificada como se
muestra a continuacion.

1
4

de donde se puede hacer la identificacion de muchos elementos dentro de la ecuacién.
Por ejemplo, el bosén de norma A, adquiere masa mediante el término 1/ 221)2AMA“,
mientras que el campo ¢; presenta una masa mg, = —242. Ademas se tendrd un bosén
escalar no masivo, que se piensa debe ser el bosén de Goldstone ¢s. Sin embargo, existe
un término que acopla a A, con el campo escalar ¢2, este término entre todos resulta
en especial problemaético, ya que no se puede interpretar de manera correcta, por lo
que es conveniente removerlo?. Para esto, se reescribe la perturbacién del campo ¢(x)
en una parametrizacién diferente

1 1 1
L=—"F,F"+ §(a,ﬁgb1)2 + 5(8,@2)2 —viNp? + §g2v2AMA“ — guA, 0t e, (2.4)

o) = \g[v + (@)@, (2.5)

que corresponde con lo que se tenia antes para el caso de oscilaciones pequenas, i.e.
&(z)/v << 1, haciendo las identificaciones n(x) — ¢1(z) y £(x) — ¢2(x). La eliminacién
del término de mezcla se realizard al fijar una norma unitaria de la siguiente forma
L 0
giv LE(x). (2.6)
Con esta eleccion de norma se eliminan del Lagrangiano los términos de acopla-
miento entre A, y & y también los términos de £. Que resulta un poco més consistente
en cuanto a los grados de libertad, ya que antes del rompimiento se tienen dos campos
escalares y un campo vectorial no masivo con dos grados de libertad y después del
rompimiento se tiene nicamente un campo escalar y ahora un bosén de norma masivo
con tres grados de libertad. Esto quiere decir que el bosén de norma A, no masivo
(fotén) absorbié al campo & para crear un bosén masivo B,,. Mediante este proceso los
bosones de norma adquieren masa al romper espontaneamente la simetria del grupo

abeliano U(1).

A, — B, =A,—

!Es posible hacer la eleccién contraria, ya que se sigue preservando la norma de ¢ y rompiendo la

simetria.

2Ya que al hacer la sustitucién de los valores de vev, el campo A, presentard un grado de libertad

adicional no fisico.
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2.5. Las masas de las particulas del SM

Ahora que se revisé a detalle el proceso de rompimiento espontineo de la simetria
para el caso de un grupo abeliano, se aplicaran estas ideas al caso del modelo estandar.
Lo que se necesita es generar términos de masa para los bosones W y Z. pero man-
teniendo al campo de norma A* no masivo. Retomando el Lagragiano de la ecuacién
(2.4), tendremos que para el parametro u? < 0, el doblete ® adquiere un vev en su
parte neutra de

o0 =5 (1)

donde v = y/—pu2/X. Al igual que en caso abeliano, realizamos una perturbacién al
rededor del vacio, ® = &' + &y, que podemos reescribir en términos de nuevos campos
escalares Z1 23 y H(z) en una parametrizacién parecida a la de la ecuacién (4.3)

L o )i 0
¢=75" v+ H(z) )

Siguiendo la analogia con el caso de U(1), realizamos una transformacién de norma
para fijarnos en la norma unitaria, tal que ® cambiard como

B(z) — d(z) = e 2EOT @/ (),

y como los tnicos términos en el sector escalar que tienen factores relacionados con los
bosones de norma son los que contienen la derivada covariante D, ®, analizamos esos
términos para ®'.

1 , 1
(Du¢ﬂ(D#¢)::g(u+zyf(gavm}+zwﬁﬁ—%mjwf-—gLBMF)+—§(@JJP. (2.7)

Ademds, si definimos nuevos campos como
1

W+ =
V2

(W £iW5) (2.8)

. QQWE - ngu

V93 + 91

estas particulas tienen términos de masa de la forma 1/ Qm%/ V,,V# dentro del Lagragiano
siendo cada una de estas masas generadas por el rompimiento de la simetria SU(2), X
U(1)y. Las masas correspondientes a cada bosén vectorial son

Z (2.9)

_ 1.2 _ 1 2 2 _
mw = 595V, Mz = 50y\/g7 +95, ma =0,

donde A, es el fotén, que corresponde al vector ortogonal a Z,,. De esta forma podemos
notar que los campos =;; presumiblemente los bosones de Goldstone, fueron absorbidos

13
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por los bosones W y Z, junto con sus grados de libertad para formar sus modos lon-
gitudinales y generar las masas. De la misma manera, como la simetria bajo el grupo
U(1) se mantiene intacta, el bosén de norma asociado permanece no masivo. En la refe-
rencia [20], se trabaja més a detalle el teorema de Goldstone, haciendo principal énfasis
en determinar el nimero de bosones escalares que surgen después de un rompimiento
espontaneo de un grupo de la forma SU(N).

Ademaés, los campos Z,, y su ortogonal pueden escribirse en términos del parametro
Ow, el cual es llamado angulo débil o angulo de mezcla y que se define como

93
g +g3

que reparametriza a los bosones de norma como

sin2 9W =

Z,, = cos Oy B,, — sin HWWj’ , Zy, = cosby B, + sin HWWE.

Esta nueva parametrizaciéon nos da relaciones relevantes para las masas de los bo-
sones en términos del angulo de mezcla

mw =mycosby , a=aqcos? by = agsin® Oy,

donde se empleé la notacién o? = g2 /4.

Cabe comentar un par de cosas mas, por ejemplo, para el sector escalar, cuando
el doblete adquiere un valor esperado del vacio, este sigue transformando ante dos
generadores de SU(2), los que son proporcionales a 01 y o2. De manera que

Ti®dy#0 , conj=1,2.

Y por el contrario, para una combinacién lineal de los otros dos generadores (T2 de
SU22)L yY de U(1))

1
Y + T3)®y = 0,

que resulta coincidir con lo que habfamos llamado la carga eléctrica, Q@ = 1/2Y + T3.
A este nivel se deja entrever por qué el vev lo adquiere la parte neutra del doblete
escalar de SU(2), ya que si la parte cargada adquiriera un valor esperado del vacio,
no se mantendria la simetria U(1)g y por tanto la carga no serfa una cantidad que se
conserva. Por la forma del operador @), se obtiene que precisamente U(1) es la simetria
residual del grupo completo.

Por otro lado, analicemos més a detalle el sector escalar, ya que al cambiar a la
norma unitaria, sobrevive un campo escalar H, el cual tiene un término cinético que
surge de la derivada covariante. Al analizar el término de potencial, obtenemos que la
parte del Lagragiano que contiene el campo H se reduce a

Ly = %(auﬂ)(aﬂﬂ) — (MW2H? + WwH? + %H“), (2.10)
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de donde podemos asociarle un término de masa a la particula H de m%l = 2\0?, el
cual nos dice que las oscilaciones del potencial al rededor del valor esperado del vacio
son masivas y corresponden a una particula bosénica H que autointeractua siempre y
cuando estas oscilaciones sean pequenas. Ademds, es posible obtener més informacién
de la expresién de Ly y de (2.4), acerca de sus interacciones y su acoplamiento con
fermiones y bosones de norma. De la expresién (2.10) obtenemos los acoplamientos para
la autointeraccion cuadrada y ctubica como

gEs = 3(\/§GF)1/2m%{ & gpa = 3\/§Gpmi,7

donde G es la constante de Fermi, el cual determina el valor del vev v a v = 1

(V2Gp)/2
Por ultimo, es conveniente mencionar que el bosén de Higgs no sélo da términos de

masa para los bosones de norma sino también para los fermiones del modelo, que son
los quarks y los leptones, en términos del vev del doblete escalar, lo cual se explora a
detalle en [11], para el sector de Yukawa.

2.6. Problemas del modelo estandar

El modelo estandar, que se presenté a grandes rasgos en la seccién anterior, unifica
las interacciones débiles y electromagnéticas, sin embargo, presenta ciertos problemas
de los cuales se infiere que tal vez se trate en realidad de la versién a baja energia de
una teoria mas fundamental. La meta es buscar una teoria que, ademas de solucionar
estos problemas, pueda unificar todas las fuerzas fundamentales de la naturaleza y sea
capaz de predecir nuevos fenémenos, las llamadas teorias de gran unificacién o GUT’s,
por sus siglas en inglés. Algunos de estos problemas tienen que ver con la arbitrariedad
de algunos aspectos en el modelo, como la forma de su grupo de simetrias o la forma de
tratar las partes izquierdas o derechas de los fermiones; y muchos otros de los problemas
son directamente cosas que no son posibles de explicar con el modelo estandar, como
son la ausencia de gravedad como fuerza fundamental del modelo o el problema de
justificar qué es la materia oscura y como encontrarla. A continuacién se enumeran
algunos de estos problemas, poniendo principal énfasis en los problemas del sector
escalar del modelo estandar, el cual es de mucho interés en este trabajo.

= No contiene a la gravedad.
Esto es porque la gravedad tratada como una teoria de norma, tiene un compor-
tamiento muy distinto al de las otras interacciones fundamentales, por lo que el
problema de incluir la gravedad en este tipo de modelos o del solo hecho de poder
cuantizarla es un problema abierto hasta la fecha.

= Parametros.
Uno de los principales problemas resulta ser el de la existencia de tantos parame-
tros libres en la teorfa, como son las masas de los fermiones, de los neutrinos, el
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bosén de Higgs, los bosones Z , el dngulo de mezcla y las constantes de acopla-
miento. Esto da un total de méas de 18 parametros libres; considerando las masas
de los neutrinos cero. Pero en el caso de considerarse no cero dichas masa, el
numero de parametros aumenta, dependiendo de si son tratados como fermiones
de Dirac o de Majorana, haciendo un total de 9 pardmetros extra [21].

= Violacién de CP fuerte.

En el modelo estandar las interacciones débiles violan las transformaciones de
carga y paridad al momento en que aparecen fases complejas en las matrices de
mezcla de quarks, las cuales son proporcionales a la amplitud de dispersién de los
procesos de decaimiento. De acuerdo a lo descrito por la cromodinamica cuantica
(QCD) [22], se esperaria la presencia de una violacién de CP en el sector de
interaccion fuerte, sin embargo esto no se ha observado experimentalmente hasta
el momento a pesar de haber indicios teéricos dados por el modelo.

= Los acoplamientos del modelo estandar.

Una de las propuestas mas populares para teorias de gran unificacion, es la idea
de introducir un grupo de simetrias de norma més grande que el del SM tal que,
por medio de un rompimiento espontaneo parecido al del mecanismo de Higgs,
se recupere el grupo Ggys a bajas energias. Como el grupo del modelo estandar
consta de un producto de 3 distintos grupos, tenemos tres acoplamientos que no
estan relacionados aparentemente. Entonces, al proponerse un grupo de norma
més grande, los subgrupos del SM resultan ser subgrupos del nuevo grupo, el cual
unifica a sus tres acoplamientos en uno solo, y que, después de su rompimiento,
se deben redefinir para cada una de las interacciones, dando los acoplamientos
del SM; si el rompimiento se hace bajo condiciones que lo favorezcan.

Si consideramos los acoplamientos del modelo estandar en funcién de la escala
de energia utilizando las ecuaciones del Grupo de Renormalizacién (RG), es po-
sible observar si a alguna escala de alta energia se da una unificacién entre estos
parametros en una sola constante de acoplamiento, tal vez parecida a la del caso
del modelo SU(5) que es el que trataremos en este trabajo. La Figura 2.2 muestra
el corrimiento de las constantes g; bajo el grupo de renormalizacién'. Y como se
puede observar, no se da la unificacién de manera completa, pero si se da por
secciones, ya que la interaccion electromagnética y débil se unifican al rededor de
~ 1013GeV y la unificacién de la fuerza fuerte con la débil se da a ~ 10'7GeV,
cerca de la escala de Plank. Observamos que el acoplamiento g; decrece de ma-
nera monoétona, a diferencia de g1 2, tal que si ese decrecimiento fuera un poco
mas lento con la escala de energia, se tendria un escenario mas cercano al de
unificaciéon completa. Concluyendo con esto que por si solo el modelo estandar no
unifica los tres acoplamientos de manera exacta a alguna escala de alta de energia,
sin embargo ese comportamiento tiende a que presenten un valor cercano entre
si, siendo una pista méas de que en una teoria extendida se complete la unifiacién

'En la imagen se usa la notacién de estructura fina para para los acoplamientos
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Figura 2.2: Evolucién energética del inverso de los acoplamientos de norma en el SM.

Imagen tomada de [1, 2]

(con o sin sipersimetria).

= Sin masas de neutrinos.

En el modelo no se tienen términos de masa para las partes izquierdas de los
neutrinos (v ), del mismo modo que ni siquiera se tienen las partes derechas (vg),
sin embargo es sabido que los neutrinos poseen una masa caracteristica debido a
evidencias experimentales asociadas a la oscilacién de los mismos. Siendo estas
relativamente pequenas comparadas con el resto de particulas del contenido de
materia del SM. Por lo que se requiere un mecanismo o un modelo para poder
justificar el origen de las masas de los neutrinos, lo que ya no cae dentro del
modelo estandar.

= Problema de la jerarquia.
La teoria descrita en esta seccién requirié de la introducciéon del mecanismo de
Higgs para dar masa a los bosones de norma (excepto al fotén) y a los fermiones,
ademas se encontré que el bosén de Higgs tiene un término de masa de la forma
mpg = 2\v?. Para que haya consistencia, la masa del bosén W debe ser del orden
de la masa del Higgs, pero si se diera el caso de que la masa del Higgs fuera mucho
mayor a la masa de los bosones W, se tendria para el acoplamiento cuértico que,
gmt = 3/2g%(mp/mw)? crece mucho, al igual que gg3, dando una autointeraccién
del Higgs fuertemente acoplada, lo cual resulta un tanto problematico ya que no se
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puede dar un tratamiento perturbativo. Lo que se hara entonces es ver cuales son
las correcciones a las masa del Higgs dadas por su acoplamiento con los bosones de
norma y los fermiones de materia, como se muestra en los diagramas de Feynman
de la Figura 2.3.

Figura 2.3: Diagramas que contribuyen a la masa del bosén de Higgs a un loop en el SM.

Para la contribucién a 1 loop de la Figura 2.3, se tiene un comportamiento
cuadraticamente divergente [17, 23]

1
K)>

A2 A
2 f 2 2 2
donde A es la escala de corte, hasta la cual es vélida la teorfa y Ay es un acopla-
miento de Yukawa. De manera analoga, se tiene que para la contribucién a 1 loop
de los diagramas de Feynman, se mantiene el comportamiento cuadraticamente
divergente.

N A2 A 1
62 Y (1-— ZZOQHS) + O(K)

Am? = N, 12;2 (—A% + 2m§logﬂ{l - Zm?) —
Si se elige la escala de corte del orden de la escala de gran unificacién (~ 1016GeV)
o de la escala de Planck (~ 10'¥GeV), se tendra que la masa del Higgs es muy
grande comparada con la escala de rompimiento electrodébil, por lo cual es ne-
cesario un contratérmino de un orden de precisién elevado (~ 103°) para llevar
la masa del higgs al rango < 1TeV. Este resulta un gran problema, ya que no es
posible hacer algo como esto de manera natural. Entonces la cuestion es j Por qué
sucede esto, por qué la masa del bosén de Higgs es mas pequeiia que la escala de
Planck si no puede existir una cancelacion fina como la que se requiere?
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2.6 Problemas del modelo estandar

Ahora se considerara que existe una relacién entre los acoplamientos del Higgs con
fermiones y con escalares, tal que A\g x )\?c, ademds de que Ny = 2N,. Teniendo
estas suposiciones, las correcciones a la masa del Higgs, considerando correcciones
a 1 lazo de fermiones y escalares se modifica porque

AN, A 1
f's 2 2 27 s
52 (logmS (m% —mg) + melogmf)) + O(A2).

2 _
AmH—

Si ademas se diera el caso de que las masas de los fermiones y los escalares tienen
la misma masa, se eliminarian todas las divergencias en las correcciones a la
masa de H. Lo que se concluye con esto es que si existiera una simetria que me
relacionara los acoplamientos del Higgs y que haga que las masas de los fermiones
sean igual que las de los escalares, entonces las correcciones a la masa del Higgs
serfan canceladas.

De acuerdo a los problemas que presenta el SM que se enumeraron en esta seccidn,
se identifican varios aspectos e ingredientes extra que debe contener una extensién
del Modelo estandar u otro modelo que quiera explicar la interaccion de las fuerzas
fundamentales.

1. Debe contener un mecanismo que genere las masas de neutrinos.

Actualmente, los modelos mas aceptados son los relacionados al mecanismo de
Seesaw, considerando masas de fermiones de Majorana, e incluso hay propuestas
considerando masas de Dirac y masas de Majorana.

2. Una solucién para el problema de ajuste fino y el problema de la jerarquia.

Existen muchos caminos para tratar de dar solucién a estos problemas, algunos de
los més conocidos son la supersimetria como simetria entre el numero de fermiones
y bosones; la introduccién de un rompimiento parecido al que se da en QCD para
la simetria quiral, introduciendo al Higgs como un condensado de fermiones; o la
inclusiéon de dimensiones extra.

La idea de la supersimetria motivada por este problema de la jerarquia y de
ajuste fino se explora a detalle en el siguiente capitulo, en el que ademés se dara
una primera aproximacién a extensiones del modelo estdndar incluyendo esta
supersimetria.
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Capitulo 3
Elementos basicos de supersimetria y las

primeras extensiones al SM

La nocién de simetria es un pilar fundamental en la fisica de particulas elementales,
ya que en este contexto se construyen distintas teorias y modelos que nos dan una des-
cripcién detallada de la fisica a altas energias, apoyandose con elementos matematicos
de la teoria de grupos. A nivel de baja energia, una simetria global presenta las regula-
ridades de un sistema en su totalidad, mientras que una simetria local (que depende de
las coordenadas) explica y unifica constituyentes fundamentales del sistema de manera
individual en cada punto. En nuestro trabajo, estamos interesados en las simetrias a un
nivel cudntico, para poder asi identificar las propiedades infrarrojas y ultravioletas de
una teoria como el modelo estandar, ademés de poder analizar su renormalizabilidad.
La supersimetria, entendida como una simetria en el sentido més general resulta ser
una simetria "maéaxima”, ya que unifica las simetrias del espacio-tiempo con simetrias
internas, asi como el nimero de particulas bosonicas con las fermiénicas, y surge de los
intentos de extender el dlgebra de Poncairé para mezclar representaciones con distintos
nimeros cuanticos en el espin. Esta supersimetria viene motivada por distintas areas,
y promete resolver algunos problemas particulares del modelo estandar y las teorias de
gran unificacién, la mayoria de estas motivaciones relacionan las ideas de unificacién
de todas las fuerzas de la naturaleza, resaltando entre todas ellas las siguientes:

= La unificacién de los acoplamientos de norma,
= Solucién del problema de la jerarquia

s Materia Oscura en el universo

Desafortunadamente no hay evidencia experimental hasta la fecha de que exista
esta supersimetria, lo cual hace que muchos cientificos duden de si se trata en reali-
dad de una simetria fundamental de la naturaleza. Desde el punto de vista tedrico;
independientemente de si la supersimetria es la teoria final o no, su estudio nos da
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3. ELEMENTOS BASICOS DE SUPERSIMETRIA Y LAS PRIMERAS
EXTENSIONES AL SM

un entendimiento mas amplio de la teoria cuantica de campos y tal vez sea un paso
importante para encontrar una teoria més fundamental.

En esta seccion se intentara dar una descripcién corta sobre el dlgebra supersimétri-
ca, el formalismo de siper-espacios y siper-campos y su uso para la construccién de
lagrangianos de interaccién quiral y de norma en este contexto, asi como nociones de
como debe ser el rompimiento de SUSY.

3.1. El algebra de supersimetria

La idea de tener una simetria entre bosones y fermiones se manifiesta en el hecho de
tener una trasformacién que pase de un estado bosénico a uno fermiénico, y viceversa.
Si @ es un generador de este tipo de transformaciones, su accién sobre estados de
particulas debe ser de la forma

Q|boson) = | fermion), Q| fermion) = |boson,), (3.1)

donde Q debe ser un espinor. Entonces Q y Q' son operadores fermiénicos, es decir,
cambian el espin de un estado a uno semi-entero, modificando asi la estadistica. Con
esto, y con el hecho de que los bosones y los fermiones conmutan y anti-conmutan
entre ellos, respectivamente, se tiene que los generadores de SUSY anticonmutan entre
si. En el caso de teorias como el Modelo Estandar, la forma de estas simetrias estd
constrenida por el teorema de Coleman-Mandula [17, 24], implicando directamente que
los generadores Q y Q' deben satisfacer un algebra con relaciones de conmutacién y
anti-conmutacion como las siguientes

{ch QL} = 2UZ7QP,M7 (32)
{Qa.Qs} = {QL.Q}} =0, (3:3)
[P*,Qu) = [P, QL] =0, (3.4)

donde el operador P, es el generador de traslaciones espacio-temporales; y o y 3 son
indices espinoriales quirales y anti-quirales, respectivamente. En principio, la aparicién
del generador de traslaciones del lado derecho de la relacién (3.2) no es de sorprender,
ya que el vector P, transforma como un objeto de espin 1, mientras que @ y Qf
transforman cada uno como objetos de espin 1/2. Pero en un sentido un poco mas fisico,
si es sorprendente que la regla de conmutacién de los operadores () dé una traslacién
en el espacio-tiempo. Las notaciones y convenciones utilizadas de ahora en adelante
se especifican mas a detalle dentro del apéndice B, junto con una breve discusién del
algebra de Grassman.

Al tratarse de una extensién del dlgebra de Poncairé, también se tienen los genera-
dores M* dentro del super-dlgebra; de forma que los estados de particulas que vivan en
las irreps (representaciones irreducibles) del stiper dlgebra de Poncairé contendran esta-
dos de fermiones y de bosones al mismo tiempo, los llamados super-multipletes. Ademéds
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3.2 El stiper-espacio

se observa que el operador P, P* conmuta con los generadores de supersimetria y con
los generadores de traslaciones y rotaciones espacio-temporales, al igual que el opera-
dor C),, CH L por lo que en analogia directa con el caso de mecénica cudntica para
el momento angular, etiquetamos a los siper-multipletes con los eigenvalores de estos
operadores. De manera que las particulas que vivan en el mismo multiplete de una irrep
tendran las mismas masas. Algo similar sucede con los generadores de los grupos de
norma, al conmutar los generadores Q y Q' con estos, tenemos que las particulas que
viven en un mismo stuper-multiplete también viviran en la misma irrep del grupo de
norma, compartiendo con ello niimeros cuanticos como son carga, isoespin débil, etc.
Como se sabe, se tendran en un mismo multiplete bosones y fermiones, siguien-
do la discusién de [1], los grados de libertad fermiénicos np tanto bosénicos np son
iguales para cada siper-multiplete. Las posibles elecciones para los multipletes que son
fenomenoldgicamente consistentes con esta afirmacion son lo siguientes:

= Quiral. Un fermién de Weyl y dos campos escalares reales, o en su defecto un
solo campo escalar, pero esta vez complejo, codificando asi esos dos grados de
libertad que se tendria con dos escalares reales.

= De norma. En el caso del modelo estandar, un bosén de norma no masivo
antes del rompimiento espontaneo del grupo de norma, que contiene dos grados
de libertad bosénicos (Np = 2) y por la simetria, debemos tener uno o varios
fermiones de Weyl igual no masivos. Debido al numero de grados de libertad del
boson, serd necesario solo un fermién. Estos fermiones de Weyl que viven en la
representacion adjunta del grupo de norma son los llamados gauginos, y tienen
la peculiaridad de que sus partes izquierdas y derechas comparten la misma regla
de transformacién bajo el grupo.

Estos dos tipos de super-multipletes son los tinicos que se tomaran en cuenta para
fines de este trabajo; sin embargo existen otras posibilidades, de acuerdo a la consis-
tencia con los numeros de grados de libertad, como el caso en el que se considera a un
gravitén y su companero el gravitino.

3.2. El super-espacio

Comencemos ahora abordando un concepto que habla de la supersimetria en un
sentido un tanto geométrico, el cual se obtiene agregando coordenadas de distinto tipo
a las coordenadas usuales del espacio-tiempo, teniendo asi una variedad constituida
por coordenadas espacio-temporales y coordenadas con grados de libertad fermidénicos.
Representados de la siguiente forma

!Este es uno de los operadores de Casimir para el dlgebra de SUSY, que difiere del Casimir pa-
ra Poncairé (definido en términos del Vector de Pauli-Lubanski) debido a que los stper-multipletes

contienen tanto grados de libertad bosénicos como fermiénicos.
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o A
$u7 9 ) 0&7

donde los términos 6% y 0 son variables de Grassman [25] que anti-conmutan entre si.
Lo que se quiere lograr es, describir al contenido de un siper-multipletes en términos de
una funcién de las coordenadas de este stuper-espacio, y que al mismo tiempo transforme
bajo el grupo extendido de Poncairé. Consideramos entonces una funcién general de
las coordenadas del stiper-espacio S(z#, 0%, 0,), la que podemos escribir como una serie
en potencias de las variables de Grassman, por lo cual solo se extenderd hasta orden
cuadrético en 0 y 6.

S(z*,0%0,) = ¢(x) + 0p(x) + Ox(x) + 00M (z) + OON ()
+ 0010V, (z) + 000X(2)000p(x) + 00(60)D(z), (3.5)

donde debe hacerse notar que S es una cantidad escalar debido a que no tiene indices
ni espacio-temporales ni espinoriales. Ahora, para ver su regla de transformacién en el
super-espacio bajo el grupo de SUSY, debemos analizar como es que transforman cada
uno de sus constituyentes; los que vienen dados por cuatro campos fermidnicos ¢, ¥,
p v A; ocho campos bosénicos, representados por cuatro campos escalares complejos
¢, M, N y D; ademéas de un campo vectorial V,,. A continuacién consideramos una
transformacion en el super-espacio para el super-campo escalar S.

S(zh, 0%, 04) — e~ wO" S(zF, 0%, 0,),

siendo esta una transformacién en general para S cuando es tratado como un vector
en un espacio de Hilbert H , donde O* es el generador del grupo y a, su pardmetro de
transformacion. Para el caso en que O son los generadores P* o M* | el pardmetro a
es una cantidad vectorial; contrario al caso en el que O es Q o Q, siendo a un escalar €
0 €, segln se el caso. Por otro lado, observemos que el siiper-campo también puede ser
tratado como un operador actuando sobre un espacio general de funciones parecido al
de mecdanica cudntica , teniendo asi una regla de transformacién como la siguiente

S(z*, 0% 0,) — e_m’"“OMS(:E“, 0, éd)ei“m“OM , (3.6)

semejante a la accién de un grupo sobre un operador. De manera que si hacemos
que O sea el generador del dlgebra de Poncairé P, tendremos que al comparar las
transformaciones de las ecuaciones (3.2-3.4), la forma del generador P, es —id,. Si
ahora se hace corresponder al generador con los generadores Q y Q, se tendra por un
lado el analogo al caso de P*

S s e QRIS = G(2F + jeottheta + ie5"0,0 + ¢, + ©),

y por otro que

S o e QTR GEIQTR) (1 — i(eQ + 7Q))S((1 +i(eQ + EQ))),
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3.2 El stiper-espacio

que al comparar ambas expresiones se obtiene

(1—i(eQ + &Q))S((1 +i(eQ + €Q))) = S(z* + ieatd + ie"0,0 + €,0 + ),

donde se puede inferir que la accién conjunta de Q y Q sobre S nos debe dar una trasla-
cién en las coordenadas x* si queremos que se cumpla la relacién de anti-conmutacion.
Por su parte, se debe tener una traslacion en las coordenadas fermiénicas debido a que
el operador @ sélo actuara sobre variables 6 y Q sélo sobre variables 6, obteniendo que
la forma de los generadores espinoriales serd !

Qf'z = _i% + (equ)dauy
Qp = ige5 — (070)50,,
y que se puede verificar facilmente utilizando propiedades de las variables de Grassman
que satisfacen la relacién de anti-conmutacién. Con esta forma de los generadores @, @
y P*, es posible encontrar la regla de transformacién para cada una de las componentes
del stiper-campo S, partiendo de que una transformacioén infinitesimal para S sera de

la forma 05 = i(eQ +€Q)S. Resultando lo qe se queria, la regla de transformacién para
cada componente del campo (3.6)

0p = €p + €X,

0 = 2eM — o"€(i0up + Vyu),
dx = 2eN + ec"(i0, — V},),
M = e\ — %8M1/10“E,
ON =ep+ %60’“6;02,

6V, = eoy A — poE — %(8”1/10“51,6 — €0,,0,0"X),

X = 2D — %(5”0“6)(9“% + o€, M,

7

op = 2eD — 5(0”6“6)8MV,, —i0"€d, N,

0D = —%8u(60“5\ + pot'e).

Se tiene finalmente una funcion S de las coordenadas del siper-espacio que transfor-
ma ante la extension del grupo de Poncairé; como se hizo la identificacién del contenido
del siper-multipletes con esta funcién S, se deben ahora establecer condiciones sobre
este super-campo para que sea consistente con los caso de multipletes que analizamos,

'La forma de estos operadores dependerd de la eleccién de coordenadas x*.
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el quiral y el vectorial; para ello es necesario hablar de una nocién de derivada en el
super-espacio.

Al construir el siper-espacio como una variedad formada por coordenadas z* y
coordenadas de Grassman !, es un tanto intuitivo pensar en la nocién de una derivada
que codifique como cambian las funciones de estas coordenadas en cada punto del super-
espacio. En este sentido, la variacién del espacio-tiempo viene dado por la derivada
usual, mientras que un intento para codificar las variaciones de la parte fermidnica es
la derivada respecto a las variables 6 ,0; sin embargo, esta eleccién ingenua resulta
ser incorrecta, debido a la estructura de las algebras gradadas. Como el objetivo final
serd escribir lagrangianos para teorias supersimétricas, debemos encontrar la forma de
codificar esta informacion en un objeto que sea stuper-covariante. Consideramos para
ello los siguientes operadores de derivada

Dy = 0y — i(0"0) 40, (3.7)

Dd = —50'4 + i(@a”)dau. (3.8)

Estos operadores anticonmutan con todos los generadores fermiénicos, y con sigo
mismos, ademéas de cumplir la regla de anti-conmutacion

{Da,Dg} = 22’056(9“.

Y como se esperaba, es siper-covariante al actuar sobre un siper-campo, es decir,
que la cantidad D,S es un stper-campo, al igual que la DgS. Teniendo esta deri-
vada covariante para el siper-campo, podemos restringir las componentes del stiper-
multipletes en términos de esta, de manera que al retirar componentes siga siendo un
super-campo. Entonces un super-campo quiral; que ya habia sido mencionado antes, se
define en términos de la constriccién

Da® =0,

y su conjugada compleja serd andlogamente

Da® =0,

siendo un campo anti-quiral el que satisface esta ultima condicién. Por otro lado, el
super-campo que cumple con la constriccién de ser real”

V=Vt

se le llama stiper-campo vectorial.

Para visualizar explicitamente el contenido de campos de un siper-campo quiral,
consideramos la siguiente transformacién z# = z* + "0, de modo que la derivada
covariante de ® cambia por

'Una definicién més precisa se da en la referencia [26].
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3.2 El stiper-espacio

_ _ ~ 0P Oz* =
Ds®(2*,0,0) = i(00)50,2 — (05P ——) = —=03® = , .
(2 ) i(00)a0u (0a® + EPT 800‘) 0 0, (3.9
de donde se infiere que el super-campo no debe de contener componentes con compo-

nentes con la variable 0. Entonces la expresion mas general de este campo es

D(aH, 0y, 04) = () + V200 (x) + 0F () + 100100, 6 ()

) = 1 -
— 5 (00)9,(x)0"D — 1(00)(0)0,0"
donde la identificacion fisica del componente de campos se aclarard més adelante en el
contexto del modelo estandar.

Precediendo de manera parecida, la forma més general de un siper-campo vectorial
es

V(z,0,0) = C(x) +i0x(x) —ifx + %QG(M(x) +iN(z)) — %éé(M(x) —iN(x)
0010V, (x) + i000(—iA(x) + %5“8@((95))

__ j 1 . 1
—i000(i\(x) — %a“@w{(:c))d&@)(@@)(D — 58,u8“0). (3.10)
Una propiedad 1til es que, si tenemos que A es un stuper-campo quiral, la combina-
cién i(A — A) serd un stper-campo vectorial. Entonces definimos una transformacién
generalizada de norma para el stiper-campo V' como

VHV—%(A—AT),

que como era de esperarse; en términos de consistencia con lo ya conocido, induce una
transformacion de norma para la componente vectorial del siper-campo

V=V, —0uo.
En términos de las componentes del super-campo quiral A, podemos restringir las
componentes del siper-campo vectorial, para definir asi la llamada ”Norma de Wess

Zumino” (WZ). El componente de campos de V' y por tanto de A en la norma de Wess
Zumino es

Vivz = (040)V, + (09)(0) + (99)(0X) + 1 (00)(09)D,

con un contenido de particulas reducido sélo a un campo vectorial, dos fermiones de
Weyl y un campo auxiliar D el cual se explicard més a detalle un poco mas a delante.
Cabe mencionar que la transformacién a la norma WZ eliminé los campos extra en
la definicién general de super-campo vectorial, ademds de hacer la conexién entre este
lenguaje y las transformaciones de norma en el lenguaje de campos en el espacio-tiempo.
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3.3. Teorias fisicas en el lenguaje de stiper-campos

En la seccién anterior se describieron algunos elementos béasicos del stiper-espacio
y de los super-campos, que son una generalizacién a los campos que conocemos de
QFT y de mecanica cudntica, y que constituyen una poderosa herramienta para poder
escribir una teoria fisica, ya que su estructura matematica hace muy sencillo el poder
escribir lagrangianos libres y de interaccién. A continuacién se explicard como es este
tratamiento en general para una teoria de campo con una supersimetria; es decir, con
dos generadores Q y @, siguiendo la discusién de P. Martin en [1].

Primero definimos una funcién de super-campos W, que debe ser holomorfa en
® (o en ®), dicha funcién nos dard informacién sobre las interacciones y las masas
del contenido de particulas de nuestra teoria de campos supersimétrica, ya que esta
informacién codificada en el super-campo quiral es la misma que esta contenida en solo
su componente escalar. La forma mas general posible de este ”super-potencial” W es

) 1 .. 1 ..
W= L'0; + S MY, + gyw’“@i@j@k. (3.11)

Esta forma del potencial se verda modificada debido a que el stiper-potencial estd res-
tringido a ser invariante ante transformaciones de norma, de modo que esto constrefiira
al conjunto de parametros de la teoria M, y y L, rescatando solo a aquellos que sean no
nulos. Los pardmetros L’ son no nulos tinicamente cuando ®; es un singlete del grupo
de norma; los acoplamientos de Yukawa y*/* se mantienen cuando el producto D, PPy,
transforma como un singlete; finalmente los parametros provenientes de la matriz de
masas M*% son no nulos siempre y cuando los stiper-campos ®; y ®; transformen en
representaciones (en general reducibles) del grupo de norma que sean conjugadas entre
si.

Ahora bien, lo que quiere es poder construir Lagrangianos y acciones supersimétricas
utilizando esta funcién potencial W y lo que ya se sabe sobre los stiper-campos. Debido a
que la accién en teoria de campos esta restringida a ser una funcién real, el stiper-campo
que debemos utilizar para esto debe ser un siper-multiplete vectorial V', entonces la
densidad Lagrangiana serd la integral del siper-campo tnicamente en las componentes
espinoriales

L(z) = /d29d29V(:c,9,9) =V (2,0,0)|4059:

que resulta ser la restriccién del stiper-campo V a sus componentes en 0006, la que
se conoce como contribucién de tipo D a la densidad Lagrangiana. Al igual que es-
ta, existen otros tipos de contribucion y se consideran de esa manera debido a que la
componente bajo una transformacién de SUSY cambia como una derivada total'. En-
tonces el Lagrangiano completo viene de la suma de las contribuciones del término D

'La componente D de un stiper-campo general transforma como una derivada total, al igual que la

componente F' de un stiper-campo quiral.
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de un stiper-campo vectorial y el término F' de un stiper-campo quiral (y su conjugada
compleja).
En general, el Lagrangiano para una teoria supersimétrica serd de la forma

L(z) = ((W(®:)]p + c.c) + [0, p, (3.12)

donde se ha usado al stiper-potencial W para la parte de los términos F', ya que es una
funciéon holomorfa de ®.

Ahora consideremos que se quiere un Lagrangiano para una teoria de norma no
abeliana supersimétrica. Es conveniente recordar que un stiper-campo real incluye un
campo vectorial A, que corresponderd al campo de norma, entonces de manera andloga
al caso de teoria cuantica de campos, se define el campo de intensidad para el stiper-
campo vectorial de la siguiente manera

1 -
W = —ZDD(e_VDaeD).

Se considera entonces una simetria en un super-campo quiral bajo transformaciones
del grupo G de norma, en una representacién R en general reducible, con generadores
Tfk, entonces ¢ transformara como

; i ((p—2iga AT Vi 2iga A*T*\J
Oft 1 @l (¢ 20 A T)E - B 1y (219aAT)] B,

siendo A% siper-campos quirales, que representan el parametro de la transformacién.
Para el caso en el ge no se tiene una simetria de norma, el término ®'® daba una
contribucién de tipo D al Lagrangiano, pero en este caso ese término deberd ser in-
variante ante el grupo de gauge; sin embargo, dada la naturaleza no abeliana de G,
resulta que no es invariante. Entonces se define la siguiente cantidad andloga a ®f®
que serd invariante ante G y ante SUSY

(@1 (29 TV @] p, (3.13)

tal que para cada generador T existe un super-campo vectorial que contiene al vector
de norma y a su compainero supersimétrico. Por tratarse de un grupo no conmutativo,
la regla de transformacién para la cantidad de la ecuacion (3.13) determina la regla de
transformacion para los super-campos vectoriales V¢, por medio de la regla de Baker-
Campbell-Hausdorff, teniendo que

Vo s Vo 4 i(A*a _ Aa) + gafabcvb(Ac* + AC) _ %ggfabchdeVde(A*e . Ae) + ..,

donde se usé que los generadores satisfacen la regla de conmutacién [T¢, T?) = if*eTe,
con constantes de estructura fo¢. Con esto se asegura asegura la invarianza ante si-
metrias del grupo de norma, y bajo supersimetria. Finalmente, para construir el La-
grangiano general para una teoria de este tipo, utilizamos la contribucién de tipo F' de
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la cantidad Tr[W*W,]r, que es invariante ante G y SUSY. ! Por tanto, considerando
los términos de contribucion F'y D antes mencionados, el lagrangiano quedara como

L= %lngTr[Wawa]F + e+ [@F (29T VN D p + ((W(R)]F +cc).  (3.14)
a
Cabe remarcar un par de cosas mas llegado a este punto, ya que el tratamiento des-
crito para construir un Lagrangiano en términos de stper-campos fue hecho para teorias
que son renormalizables. Con esto en mente, la expresién de la ecuacién (3.14) deberfa
contener en general factores extra que hacen que el lagrangiano sea o no renormalizable,
por ejemplo

_ 1
£ = [K (i, ®V)lp + ([ f(@)Tr[WWa] + W(®i)]F + c.c),
contiene a primera vista dos factores adicionales, los cuales se enumeran a continuacién.

= Potencial de Kahler K. Es una funcién de siper-campos quirales y de antiqui-
rales, donde se ha definido el siper-campo ®* = ®*¢", que muestra un factor
dependiente de un siper-campo real, el que lo dota de la propiedad de invarianza
de norma. En el caso de una teoria renormalizable, este potencial K adquiere
una forma muy sencilla, debido a que contribuciones aditivas a su término D son
derivadas totales del espacio-tiempo y no contribuyen a la accién. La forma de K
depende de la teoria o modelo en el que se esté trabajando

» Funcién cinética de Norma f. Corresponde a una funcién holomorfa de stuper-
campos quirales, que se puede escribir con indices de la representacién adjunta si
se escribe en términos de componentes matriciales del campo de intensidad W2.
Para el caso de una teoria renormalizable, la funcién cinética de norma adquiere
una forma proporcional al acoplamiento para el término cinético del siper-campo
V (f =), y proporcional a d4, en término de sus componentes.

= Adicionalmente, hay un ingrediente extra que no necesariamente se incluye si
la teoria es renormalizable o no, y que se menciona debido a que llega a estar
presente. Esta parte es la contribucion de un término asociado a una simetria
abeliana U(1), y que aparece debido a la naturaleza del campo de norma al no
tener cargas bajo el grupo mencionado. Este factor es el siguiente

1
LF[ = H[V}D = 5I€D, (3.15)
y es conocido como término de Fayet-Iliopoulos, que solo se incluye en teorias de

norma no abelianas

!Se consideré una nacionalizacién de los generadores Tr[T*T?] = kqSap, sin convencién de suma.
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Con estas herramientas, es posible escribir una teoria fisica como el modelo estandar
en este lenguaje de stuper-campos, la cual resultaria siendo la primera extension al SM
en el que se incluye una supersimetria, N = 1. La teoria resultante es conocida como el
modelo estandar minimo supersimétrico (MSSM), y se tratard con detalle en una seccién
posterior; pero ahora es conveniente hablar de un tema crucial cuando se trabaja con
teorias SUSY’s, el rompimiento de supersimetria, que es muy relevante debido a que
fenomenoldgicamente hablando, la simetria entre bosones y fermiones dentro del mismo
multiplete esta rota, lo que se sabe de acuerdo a las observaciones experimentales, siendo
un punto crucial el que no se hayan podido detectar las particulas supersimétricas.
Entonces si queremos que una teoria sea consistente con lo observado, debemos incluir
un mecanismo para romper esta simetria.

3.4. Rompimiento de la supersimetria: rompimiento suave

Existen muchos mecanismos por el cual la simetria entre bosones y fermiones se
rompe, todos ellas motivados en tener un modelo fenomenolégicamente consistente
con lo observado o lo esperado. Pero en lo correspondiente a de este trabajo, solo se
considerara uno de estos mecanismos, en el que se introducen términos al lagrangiano
que rompen explicitamente la simetria, con un acoplamiento relativamente débil. Que
estard en consistencia con la jerarquia entre la escala electrodébil y la escala de gran
unificacion.

De manera analoga al rompimiento de la simetria electrodébil en el modelo estandar,
se espera que la supersimetria se rompa espontaneamente, de manera que el vacio ya no
sea invariante ante transformaciones de SUSY y que ésta simetria permanezca oculta a
bajas energias, justificando asi el hecho de que no hayan sido observadas las particulas
supersimétricas. Siguiendo con la analogia del rompimiento electrodébil, para este caso
existe un sector que comunica al de rompimiento de SUSY con el sector de materia
(que contiene a los quarks y los leptones), el cual contiene tres tipos de interacciones
para comunicar con los sectores en cuestion. Estds son, mediacién por gravedad y por
particulas de gauge, de manera que la densidad Lagrangiana de una teoria general con
rompimiento suave de la supersimetria se termina escribiendo como

L =Lsusy + Lsoft;

siendo L,y contribuciones al sector de materia o sector observable, que explicitamente
se escriben como

1 . 1 .. ] o
Lsoft = (—EA”%WJ‘% = 5bY0id) — O M AN + hec) — (m®)] 6" ¢, (3.16)
estos pardmetros AV b7 ¢; M,y (mz)f son llamados términos de rompimiento sua-
ve. En el lenguaje de stuper-campos, ¢; seria la componente escalar del siper-campo
quiral ®; y X es el gaugino del correspondiente grupo de norma. Los otros factores
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corresponden a términos de masa para el gaugino M, término de masa para la parte
relacionada con la gravedad, y términos de interaccién para el campo escalar. Con lo
que se observa directamente que los sumandos de (3.16) inducen nuevas interacciones
y por tanto correcciones a las masas de las particulas, siendo de hecho, libres de diver-
gencias cuadréticas a todos los ordenes. Esto es la parte crucial de la elecciéon de los
términos de rompimiento suave, ya que algunas otras elecciones sobre los pardmetros
podria inducir divergencias de cuadréticas’.

3.5. Primera extension al SM: El modelo minimo super-
simétrico

Ahora que se tienen bastantes herramientas para hablar de una teoria del campo
supersimétrica, es razonable querer escribir al modelo estdndar como un teoria con una
supersimetria; esta resultaria ser una extensién al mismo modelo, ya que introduce
nuevos ingredientes y nuevas interacciones, en vigor de tratar de resolver algunos de los
problemas que se presentaron en el capitulo anterior. Para hacer esta traduccién entre
el lenguaje de supe-campos y el lenguaje del modelo estdndar, identifiquemos varios
elementos para comenzar, como son el contenido de particulas en este nuevo modelo
supersimétrico y su relacién con los multipletes de particulas en el super-espacio, asi
como la inclusién de un doblete de Higgs adicional en el modelo.

De acuerdo a lo visto en este capitulo sobre la simetria entre bosones y fermiones,
cada multiplete con grados de libertad fermiénicos debe tener de igual manera el mismo
numero de grados de libertad bosénicos; y recordando nuestra descripcion sobre el SM,
se tiene que este contiene alrededor de 90 grados fermiénicos y 28 bosénicos. Debido a
que el doblete de Higgs tiene un v.e.v. no nulo, su companero supersimétrico no puede
ser alguno de los fermiones de la teoria, ya que se violaria el nimero bariénico o el
lepténico, segin corresponda. Esto es un ejemplo claro de que no se pueden elegir los
compaineros supersimétricos entre las particulas de la teoria, sino que se deben agregar
mas particulas, es decir, para particulas ya conocidas se agregan nuevas particulas.

Volviendo al caso del bosén de Higgs, la apariciéon de su supersimetrizacién hace
que surjan anomalias quirales, que no pueden ser canceladas por si solas como en el
caso del SM entre quarks y leptones, por lo que es necesaria la inclusién de un nuevo
doblete de Higgs con ntimero cuantico de hipercarga opuesto al del Higgs del modelo
estandar?, cancelando las anomalias quirales [27]. El contenido de particulas del MSSM
viene especificado en la Tabla 3.1, siguiendo una convencién en la notacién andloga
a la de la descripcién de la Tabla 2.2, sélo que ahora los multipletes corresponden a

'Es cierto que los términos de rompimiento suave contienen divergencias, pero del tipo logaritmico,

que son un tanto mas tratables.
2El Higgs del modelo estandar tiene nimeros cudnticos Hsyr = (1,2, —1), y el doblete adicional

tendrd Ho = (1,2,1).
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S-campo Bosones Fermiones | (SU(3),SU(2),U(1))
Gauge
G g9“ 9" (8,0,0)
Vi W+, 7 otz (1,3,0)
1% B b (1,1,0)
Materia
L; Li=(0,8) | Li=(ve)rL (1,2,-1)
E; E; =én E;=ep (1,1,2)
Qi | Qi=(a.d) | Qi=(udy (3,2,1/3)
Ui T = iR U; = u$ (3,1,-4/3)
D; D; =dp D; = d5 (3,1,2/3)
Higgs
H, H, H, (1,2,—-1)
H, H, H, (1,2,1)

Tabla 3.1: Contenido de particulas del MSSM con sus respectivos niimeros cuanticos.

super-campos. Donde el indice ¢ se refiere al indice de familia, mientras que a se refiere
al indice del grupo.

El modelo MSSM es conocido asi debido a su minimo contenido de ciertos ingre-
dientes que constituyen a una teoria, como son el grupo de norma, que en este modelo
resulta ser el mismo que el del modelo estandar sin supersimetria; el contenido de
particulas (ya especificado) y el nimero de pardmetros de rompimiento suave de la
supersimetria. Estos iltimos protegen la apariciéon de divergencias cuadraticas ademas
de romper explicitamente la invarianza ante transformaciones de SUSY, y en el modelo
estandar minimo supersimétrico corresponden a diferentes tipos de acoplamientos y
particulas, tales como términos de masa para gauginos, términos de masa para sfermio-
nes, acoplamientos ciibicos para escalares en distinto multiplete (resaltando el Higgses
y sfermiones) y finalmente autointeracciones para Higgses. Todos estos términos, de
acuerdo a lo visto en (3.16) y a la Tabla 3.1 se escriben explicitamente como
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D
;Z{Li]ino = _i(Mlbb + MZwkwk + Mg’lIJa?I]a + h.C.)7

L35l = —(mgQIQi +mi LI Lim, U U + my, DID; + my, Bl Ey), (3.17)
£ol! = —(a,UQH, — agDQHs — a,ELH; + h.c.),
L3 o = —(miy H{Hy + my, H{Hy + bu(Hy Hy + h.c.)),

donde se tiene convenciéon de suma para los indices de grupo y los indices de familia.
Los parametros a corresponden directamente con los acoplamientos ciibicos de Yuka-
wa, siendo matrices de 3x3 en el espacio de familia; al igual el pardametro b que se
corresponde con un término de masa del tipo m¥. Y que por consistencia con la jerar-
quia electrodébil, los coeficientes de la forma a y M} deben ser del orden de la escala
Msope ~ 103GeV [1, 27].

Para continuar describiendo al modelo MSSM; segtin las herramientas que se tienen
de stuper-campos, debemos especificar su siper-potencial y demas elementos para es-
cribir su lagrangiano, el que resultara de la suma del lagrangiano invariante ante SUSY
y Gsur, vy el lagrangiano de los términos de rompimiento suave (3.17). El potencial K
para este caso es renormalizable y se escribe como

K = 320V 3,

Ademds, la funcién cinética de norma, por ser renormalizable la teoria cumple con
lo ya mencionado, siendo f = 7 '. Y por su parte, el stiper-potencial, en consistencia
con la notacién utilizada para los stiper-multipletes, viene dado en la siguiente ecuacién.

Wyssyu = Uy QHy — DyaQHo — EysLHg + pHiHo, (3.18)

de tal forma que se omitieron los indices de familia y del grupo de norma y donde y1, o
v y3 son los acoplamientos adimensionales de Yukawa, que corresponden a matrices de
3x3, de acuerdo al nimero de familias de fermiones. De manera general, se deberian de
agregar en principio términos extra al siper-potencial del modelo estandar supersimétri-
co; términos que relacionan partes izquierdas y partes derechas de los stiper-multipletes
de leptones y los campos de Higgs. Pero al tratarse ésta de una teoria que describe lo
observado en la naturaleza, estos términos no se mantienen en el caso aqui estudiado.
Una manera matemdtica de justificar la supresién de estos términos es la introduc-
cién del concepto de simetria R, que es una simetria global bajo el grupo U(1)r que
transforma a las coordenadas de Grassman y al super-campo como

01— 0 O TP,

!Donde su parte real es Re{r} = ‘;—72’ y su parte imaginaria estd relacionada con el angulo de

violacién de CP; Im{=}.

34



3.5 Primera extensién al SM: El modelo minimo supersimétrico

con 7 el nimero cudntico asociado a esta simetria. De manera que los términos extra
que se incluirfan en W son eliminados al no ser invariantes ante U(1)g!. Otra cosa
interesante de notar es que, si se impone esta misma simetria sobre los términos de
rompimiento suave que involucran la masa de gauginos, se tendrd una constriccién
sobre « para que sea invariante; a = =+, lo cual reduce la simetria global a una
simetria discreta tipo Zo, restringiendo a su vez los posibles valores que puede tomar
el niimero cudntico r, que segin la literatura [1, 27] son de la forma

r = (_1)2s+3B+L,

siendo s el nimero cuantico de espin y, B y L los nimeros bariénicos y lepténicos,
respectivamente. Este numero 7 es 1 si tenemos particulas del modelo estandar, y -1
si se trata de las compaieras bajo SUSY de las particulas del SM. La cancelacién de
los términos adicionales en el stuper-potencial al imponer la simetria R ademas fuerza
a la conservacién de los nimeros B y L en el modelo, trayendo adema&s consecuencias
fenomenolodgicas; siendo una de ellas la produccién en pares de las particulas super-
simétricas bajo el decaimiento de un numero impar de particulas supersimétricas [28].
Entonces el super-potencial escrito en (3.18) es el mas general posible para estd tedri-
ca, ya que resulta invariante ante la paridad R y conserva implicitamente los ntimeros
bariénicos y lepténicos.

Por tanto, el lagrangiano para el MSSM quedara de la siguiente forma, que estd en
consistencia con la descripcién de la seccion (3.3)

. - soft soft soft soft
Lyssm = Lsusy + Lpreak = Lsusy = Lggugino = Lsferm — Lovs — LHiggs

y de forma un poco maés explicita como

Lussy = [®f(e21ViT202Vo205V5) ] 4 ((Wiagssup + hec.)
( 1
Akag?

Tr[W*Wy|F + c.c.)

- ('czZ{zqino B Lz}){;tﬂm o L;(;JZ - Lg)iggs)’ (319)

Al escribir explicitamente este lagrangiano, y con lo discutido anteriormente a cerca

de la simetria R y el minimo contenido de particulas, se tendra que las interacciones en-

tre las particulas supersimetricas seran las mismas que las de las particulas del modelo

estdndar, que a nivel de diagramas de Feynman se representa en (Figura 3.1-Figura 3.2)

[1, 29]. De donde los vértices de la Figura 3.1 vienen del siper-potencial, que nos da

las interacciones Higgs-quark-quark y Higgs-lepton-lepton, pero debido a que la super-

simetrizacién de estds particulas viven en el mismo siper-multiplete, (3.18) también da
las interacciones Higgsino-squark-quark y Higgsino-slepton-lepton.

L =2, es la condicién para que el siper-potencial sea invariante ante esta simetria.
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Figura 3.1: Vértices para la interaccién entre particulas supersimétricas y particulas
del modelo esténdar. Interaccién Higgsino-quark-squark (arriba) e interaccién Higgsino-

slepton-lepton (abajo).

Los términos de autointeraccion del sector de norma proviene del término F de
Tr[W*W,], dando los vértices para los gauginos de la Figura 3.1. De la misma forma,
los vértices de interaccién entre materia y el sector de norma proviene del término F
del potencial de Khaler.

Una de las principales motivaciones para extender el modelo estandar a una teoria
del campo supersimétrica, es precisamente la de resolver el problema de ajuste fino y
el problema de la jerarquia. Lo que se esperaba lograr con la inclusién de una simetria
entre grados de libertad fermiénicos y bosoénicos es la cancelacion de las divergencias
cuadraticas en las correcciones a la masa del Higgs; teniendo con ello inicamente de-
pendencia logaritmica de la escala de corte.

Qi U, D; Qi, Li, Hy fleb fEn M

Q. Ui, D, Qi Li Hiz fieb, fein f,

Figura 3.2: Vértices para la interaccién entre el sector de norma y el sector de materia.
Donde f;(f;) hace referencia a todos los fermiones (sfermions) de la teorfa, denotando a su

vez sin 'y dob en qué multiplete de SU(2) viven.

Considerando el sector escalar del MSSM, en principio es posible calcular las co-
rrecciones a la masa del Higgs tomando en cuenta sus acoplamientos con las demas
particulas escalares del modelo, lo cual no se desarrollard a detalle al no tratarse de un
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calculo relevante para los fines de este trabajo. Sin embargo, a continuacién se muestra
la cancelacién de estas divergencias para un caso sencillo, inicamente de manera ilus-
trativa. Para lo cual se considera un siper-potencial general con acoplamiento ciibico
de la forma

m Na3
W=—-0+_'0
TR N

de manera que el lagrangiano para esta teoria supersimétrica se escribe en general como

L= [W(®)]p + hc + [ 0]p,

pero solo es de interés el lagrangiano para el sector escalar y sus interacciones, entonces
haciendo ¢ = (¢1 + i¢2)/v/2, el lagrangiano de interaccién de ¢; queda igual a

. ; 2
£3 =~ TR+ 0108) — (01 + 0+ 610h) — e,

De donde se puede hacer la identificacién de los diagramas que contribuyen a la

masa del campo escalar ¢1 a un loop, siendo Amg, o D, con T'® la suma de las
contribuciones de los diagramas a un lazo, que se muestran en la Figura 3.3.

[ ™ T
\ P \
A\ ’ N A

bmmem by —————= L ____ d

/
N

in

Figura 3.3: Contribuciones a 1 loop a la masa de ¢;.

Por orden de aparicion, cada uno tiene la siguiente expresién aditiva para la masa
[23, 26]

?1
9 dk 1
¢ —-teoo P1 = _3(i77)2/(27r)4kg_mg§ (3.20)
o2 d*k 1
7= _ 2 .
S R e e
b2
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o1
,~ _ o [ d'k 1 )
¢r ==\ _ - h = 3(mn) / @M K2 — m2[(k — p)? — m?]’ (3.22)
0p)
4 , k1
o1 Sy ®1 = _(177)2/(277)4 m? (3.23)
(0

4 i m) «(F—p+m
b1 '"O" b1 = _92/ (;ZWI;TT{ k(;f:j—mz) (]yé_p?;t m)g}v (3.24)
G

de donde se obtiene que

&k 1 d'k 1 d'k P’ —2m’
= 2"2(/ 2m) 1 k2 —m? _/ (2m)4 k2 — m2[(k — p)? — m?] +/ (2m)* (k2 —m?)((k — p)* — m?)

De manera que, las primeras dos integrales presentan una divergencia UV propor-
cional a A?, que se cancela debido a que ambas tienen la misma forma integral, y por
su parte, el dltimo sumando de (3.5) serd proporcional a InA, que se ve al hacer un
andlisis dimensional del integrando, el cual quedara proporcional a 1/K, dando asi la
dependencia logaritmica en A. Resumiendo esto anterior, se tiene que las correcciones
a la masa del bosén escalar a 1 loop no presentan divergencias en el ultravioleta; y lo
mismo se esperaria para un modelo supersimétrico como el MSSM para las correccio-
nes a la masa del Higgs, lo cual resulta una tarea un tanto més engorrosa de realizar,
pero que arroja resultados alentadores, ya que al igual que en este caso ilustrativo, las
divergencias de orden cuadrético en momento se cancelan [30], siendo una consecuencia
directa de que la teoria sea supersimétrica. Entonces, de esto tultimo se aprende que la
supersimetria en efecto soluciona el problema de la jerarquia que se tiene en el modelo
estandar, lo cual es un argumento a su favor.

Como veremos un tanto mas adelante, el hecho de que la teoria tenga esta simetria
nueva entre bosones y fermiones trae consecuencias sobre la evolucion de las constantes
de acoplamiento, pero antes de llegar a ese punto de la discusién, es necesario hablar
sobre algo que ya se mencioné anteriormente y que para virtudes del trabajo resulta
de lo mas relevante. Esto es, el proceso de renormalizacion, sus aspectos generales y su
uso en teorias de campo supersimétricas.
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Capitulo 4

El grupo de renormalizacion

De manera regular en fisica suelen aparecer cantidades que por més que se trate
de evitar, tienden a divergir en algin limite; es decir, poseen singularidades en alguna
escala, por lo que no estan bien determinadas para todos los valores de los que dependen.
Esta situacién es bastante comun en el caso en el que a nosotros interesa, por ejemplo,
en el contexto de la teoria cuantica de campos aparecen divergencias a distintos limites
energéticos en integrales de momento que, nos dan informacién sobre las correcciones
perturbativas a alguna cantidad fisica, lo que resulta un tanto desastroso en algunos
casos ya que algunas de esas cantidades se esperaria que no tiendan a infinito en alguna
escala alta o baja de energia, sino que tuvieran un valor finito determinado de acuerdo
a lo previsto por la teorfa. Entonces surgen las siguientes preguntas al momento de que
hacen su aparicion los infinitos en las cantidades fisicas: ; Tienen sentido estos infinitos
en la teoria que se estd describiendo? ;O es acaso que la teoria no es véalida para todos
los valores de energia?

Los encargados de dar respuesta a éstas interrogantes fueron C. Callan y K. Syman-
zik en 1970, argumentando que, en efecto, la validez de una teoria fisica esta restringida
por la escala de energia a la cual se esté trabajando. Siendo esto un impedimento para
poder describir una teoria que englobara todas las interacciones fundamentales de la
naturaleza, pero que a su vez dio lugar al desarrollo del modelo estandar de particulas
elementales propuesto por Weinberg y Salam en 1973 y que ya fue discutido en la sec-
cién (2.2). Lo que se requiere ahora es una solucién al problema de los infinitos en las
cantidades fisicas, que se espera se resuelva si se vive dentro del régimen de energia en
el cual la teoria es vélida, dando el valor real de dicha cantidad dentro de los estandares
de la teoria.

En las siguientes secciones se explorard de manera general los procesos de renor-
malizacién y de regularizacién para una teoria de campos, que son herramientas con
las cuales se eliminan las divergencias dentro de la teoria, restringiéndola a las escalas
de energia a la que sigue siendo vélida, siendo entonces este proceso una ventana para
explorar los modelos a distintas escalas. A su vez, se describirdn diferentes aspectos
de este proceso en teorias del campo que incluyen supersimetria, siendo constrenidas
en general al teorema de no renormalizacién. Las teorias del campo con supersimetria
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tienen una peculiaridad muy especial, y es que si sus funciones del grupo de renor-
malizacién para los acoplamientos se anulan, esta resultard en una teoria con accién
efectiva carente de divergencias ultravioletas, y por tanto finita; en el sentido mas ge-
neral de una teoria del campo. Al finalizar este capitulo, se hablara del caso particular
de teorias del campo N = 1, y un teorema que caracteriza su finitud en término de
estos invariantes del RG.

4.1. La regularizacién

Como se menciond, en la teoria cuantica de campos surgen términos divergentes en
ciertas integrales de momento; siendo el caso mas sencillo y mas estudiado el de una
teorfa con un campo escalar con autointeraccién cuarta de la forma A¢*. Un ejemplo
claro de una de éstas integrales es el caso en el que se quiere determinar la integral de
un loop proveniente de la autointeraccion del campo escalar, siendo esta integral

Jz/del (4.1)

(2m)2 p2 — m?2’

donde se ha definido la integral considerando D dimensiones. Esta integral no esta
definida para cualquier dimension, sino que solo es finita para valores D < 2; a su
vez, presenta una divergencia ultravioleta (UV) para valores D > 2 y por el contrario
divergencia del tipo infrarroja (IR) para D < 0. El proceso de regularizacién en pocas
palabras consta de hacer finitas las integrales que surgen al momento de calcular las
funciones de dos y cuatro puntos, para un valor de D en el que se esté trabajando,
siendo éste en particular D = 4 para fines de nuestro trabajo.

Existe mas de un método por el cual se hacen finitas estas integrales, en este escrito
se contemplaran sélo dos escenarios posibles, que son el de la regularizacién dimensional
y la regularizacién por corte de momento. Usualmente, durante este proceso se introduce
un parametro de regularizacién, que es el que nos va a definir la escala a la cual la
integral se vuelve finita y a su vez la teoria es valida, el cudl tiene unidades de momento.

= Regularizacion por corte de momento. Este método de regularizacién con-
siste basicamente en definir una escala de corte A, hasta la cual se hard la inte-
gracién. Esto quiere decir que, las integrales de momento estaran restringidas a
valores de momento dentro de la regién |p] < A, por lo que forzosamente la inte-
gral resultard finita si el pardmetro de regularizacién se mantiene finito, evitando
asi tener una divergencia UV de manera explicita. De esta forma, el pardmetro
de corte o cutoff determinara la escala a la cual la teoria se mantiene valida.

= Regularizacion dimensional. Este método es de los méds comunes, ya que re-
presenta una generalizacién matematica de las integrales de momento en D di-
mensiones; siendo D un nimero arbitrario y en general complejo, modificando
asi la medida de integracién, haciendo factible la utilizacién de trucos que da la
teoria de variable compleja. Por lo general es utilizada esta forma de regularizar
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debido a que el método por corte de momento falla a la hora de aplicarse a inte-
grales asociadas a una teoria de norma no abeliana. Ademas, es de las mdas usadas
debido a que preserva todas las simetrias de la teoria y da una identificacion clara
de las divergencias.

A continuacién se analizan algunos ejemplos demostrativos del procedimiento de
regularizacién utilizando el mecanismo de regularizaciéon dimensional para una teoria
escalar con término de interaccién cuarta

4.1.1. Aspectos de la regularizacion dimensional

Este método fue desarrollado por 't Hooft y Veltman en el ano de 1972, e indepen-
dientemente por Giambiagi en el mismo ano, y fue uno de los principales trabajos que
llevé a los primeros dos ser galardonados con el Premio Nobel de Fisica en 1999'. El
método consiste en proponer una dimension continua D para las integrales de momen-
to que aparecen en las cantidades fisicas y resolver asi la apariciéon de divergencias en
una teoria cuantica de campos, ya que estas integrales podran ser reescritas en térmi-
nos de funciones gamma, y garantizar asi su convergencia en un limite completamente
determinado.

Consideremos como primer ejemplo el caso de la siguiente integral de momento a
un loop en D dimensiones para una interacciéon A¢* (4.1)

D
dPp 1
27 p—m?2’
que como bien se menciond ya, sélo esta bien definida para valores de D en el intervalo

0 < D < 2. Siguiendo la discusién del apéndice 8A de [23], podemos escribir a (4.1) en
coordenadas esféricas como

1 D-2  .on X 00 1 D1
k

F(D/2)_1 /oo 1 D—1 (42)

(27)~D/2+D 2 —m2 dpp™ ",

y haciendo un cambio de variable a la coordenada adimensional p?> = ym?, se puede
escribir ésta integral de momento en términos de la funcién beta, que a su vez se escribe
en forma de producto de funciones gamma.

-1 _
i o e

'El premio del 1999 fue concedido por sus trabajos en la estructura de las teorfas de Yang-Mills y

teoria electrodébil [31]
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donde se us6 la definicién B(«a,vy) = I'(y)['(«) /T (a + 7). Esta expresién de la integral
da libertad explicita de poder extenderla para una dimensiéon continua D, en virtud de
las propiedades analiticas de I' en el plano complejo. En general, es posible hacer un
procedimiento similar para integrales que posean un numero 7 de propagadores a la n;
potencia, utilizando la generalizacion de la forma paramétrica de Fenyman descrita en
[17, 23], formula que se escribe a continuacién por completez

1 T+ +my) 1d 1d.5(1_Tl+"'+ﬂ')7{”71'E’ni_l
K K~ T(m) - T(ng) /0 (L /O T T K+ R
donde K; son los propagadores y 7; un conjunto de pardmetros adimensionales'. Esto
determina una forma paramétrica para las integrales de momento que involucran més
de un propagador en su integrando, haciéndolas convergentes si y sélo si las integra-
les paramétricas convergen para toda . La expresion final para dos propagadores se

muestra en (4.3).

(2m)P (22 + m2)m [(F - k)2 +m2Jnz (4m)P /2T (n1)T'(n2)

/1 PO ks i (4.3)
o |

m2 + k27(1 — T)]n1+n2—D/2'

/ dPp 1 1 T'(ni+n2)

Esto da una expresién 1til a la hora de querer hacer finitas las integrales de mo-
mento, ya que la expresion para ¢ propagadores de converger, se escribe en términos de
funciones gamma, la cual extrapola a un nimero D continuo.

Para ver la dependencia explicita de la escala de energia y a su vez la dimensién a
la cudl estas integrales resultan divergentes en el UV o en el IR, consideremos un par
de casos ilustrativos. Primero, el que se ha trabajado hasta ahora, representado por la
integral de (4.1), que en términos de la funcién gamma es

(m)D_2
I(D)=-A\——F

( ) (47T)D/2
siendo los polos de IT" los responsables de que la integral sea divergente para dimensiones
2,4, 6 y de la forma 2n para n > 1 entero. Si se define la constante adimensional g
como g = AP % = A\u~¢, y reemplazando en la integral en términos de g y €, se reduce
a la siguiente forma

F(l - D/2)7

T 2
1) = = s (T (e 2= 1),

'Esta férmula sigue siendo vélida si se escoge a las potencias {n;} como nimeros complejos con

Re(n;) >0
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que presenta una divergencia explicita en el IR cuando m? — 0. Haciendo una expansién
en potencias de € en el término del acoplamiento y la funcién gamma, se tendréd segin
el apéndice 8D de [23] que

m2g I'(2) 4y

I(e) ~ (4W)2[2/6+m+10g( 2 )l

donde se muestra la dependencia logaritmica del capitulo anterior (Seccién 2.6), depen-
diente de la escala de energfa p?, ademés de un polo, independiente de p y proporcional
al cuadrado de la masa m?. En general, para las integrales de loops contempladas en
este trabajo y afines a la teorfa interactuante A¢?, los polos de las integrales no depen-
den del pardmetro de masa p?; relacionado con la escala energética de la teoria, siendo
la parte finita la Uinica que depende de esta energia.

Este procedimiento descrito para un caso particular es el primer paso para analizar
la teoria a diferente escala, teniendo definida la dependencia de las integrales con el
pardmetro energético p?. Claro que el método por el cual se hacen finitas estas inte-
grales no es para nada sencillo, ya que requiere de una extensa linea de expresiones y
trucos operacionales; muchos de los cuales no se presentaron ni se presentaran dentro
del desarrollo del escrito, pero que se citardn a su debido tiempo de acuerdo a lo es-
tablecido en diversa literatura sobre el tema conforme se vayan utilizando, siguiendo
principalmente las discusiones de [11, 23, 32].

Ahora bien, es importante mencionar ciertos aspectos que se consideran al momento
de regularizar una teoria, como es el grado de divergencia superficial, que nos es de
utilidad para poder identificar las divergencias. Tomemos en consideracién el siguiente
escenario: Supongamos un diagrama de Feynman F' asociado a la teoria interactuante
¢*, que consta de I lineas internas y V vértices, el nimero de loops dentro del diagrama
puede ser escrito en términos de estas dos cantidades de la siguiente manera

L=1-V+1.

Ademsds, de acuerdo a las reglas de Feynman generales, cada loop estd asociado a una
integracién en espacio de momento, teniendo que la integral asociada al diagrama F
contendrd un total de potencias de p’ de

w(F)=DL—2[ =D(1—V)+I(D—2), (4.4)

con D la dimensién, introducida por la medida de integracién. Esta cantidad w(F')
escrita en términos del nimero de vértices y de propagadores es conocida como el
grado de divergencia superficial o SDD por sus siglas en inglés. Y es un indicador de
divergencias en los diagramas, ya que si esta cantidad resulta ser no negativa (w(F') >
0), el diagrama correspondiente exhibird divergencia superficial, siendo logaritmica si
es 0 6 cuadrdtica si es 1, y asi sucesivamente. Por su parte, que w(F’) sea negativa no
quiere decir que no existan divergencias, este caso resulta un poco més sutil y requiere
la introduccion de otro concepto analogo.

Una subdivergencia en un diagrama de Feynman se refiere a un divergencia asociada
a un subdiagrama f’, el cual consiste en una serie de lineas correspondientes a un
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diagrama de la teoria a menor orden en la expansién perturbativa. Puede llegar a darse
el caso en el que el diagrama F tenga w(F') > 0, pero no se tengan subdivergencias en f,
por lo que el diagrama puede hacer convergente si se amputa el subdiagrama. Con esto
en mente, se tendra que para el caso en el que w(F') < 0, el diagrama convergera siempre
y cuando no tenga asociado algiin subdiagrama f’ que contenga subdivergencias. Y de
manera similar, se dice que es absolutamente convergente si w(F') y w(f’) son negativos.
Esta caracterizacion resulta importante en lo que es conocido como el teorema de
convergencia de Weinberg y Dyson, cuya prueba se discute a detalle en [33].

La importancia del teorema de convergencia radica en la posibilidad de sustituir
las divergencias superficiales por términos finitos, donde cada subdiagrama quedara re-
expresado de manera proporcional al momento externo A, para momentos tendiendo a
infinito. Por lo que cada subdivergencia superficial puede re-expresarse en términos de
cantidades finitas, lo que es conocido popularmente como el método de ”power coun-
ting”, originalmente propuesto por Dyson. La cantidad w(F') se vuelve entonces una
cantidad clave a la hora de determinar la renormalizabilidad de una teoria, ya que
dependiendo de la dimension a la que se esté trabajando, se puede inferir la renormali-
zabilidad, la no-renormalizabilidad y hasta la super-renormalizabilidad, esto puede ver
de la siguiente manera. Si re-expresamos adicionalmente al SDD en términos de e patas
externas del diagrama como

W(F)=e¢(1—D/2)+ D+ V(D —4),

es facil ver que para cuatro dimensiones, las tinicas divergencias que sobreviven son para
los diagramas asociados a dos y cuatro puntos. De manera andloga, para un nimero
mayor de dimensiones, se tiene que la cantidad D — 4 resulta positiva, haciendo que
SDD presente divergencias a cada orden mayor en teoria de perturbaciones. El primer
caso corresponde; de acuerdo a las manipulaciones que se pueden realizar sobre los
términos divergentes, segiin el teorema de convergencia, con una teoria renormalizable.
Por el contrario, se dice que es no-renormalizable si estd en correspondencia con el
segundo caso enumerado. Un tercer caso importante y poco comun, es cuando sdlo
algunos diagramas, y a ordenes bajos son los que poseen los términos divergentes,
siendo conocido esto como super-renormalizabilidad. En la teoria que se estd usando
como referencia, este caso esta presente para 2 y 3 dimensiones inicamente.

El desarrollo anterior fue solo una herramienta para poder renormalizar una teoria,
una manera de poder aislar las divergencias en los diagramas de Feynman al orden
perturbativo en el que se encuentran. Lo siguiente a describir en el contexto de la
renormalizacion es el de relacionar las cantidades finitas con las cantidades desnudas,
lo que se logra por medio de las constantes y las condiciones de renormalizacién. Esto
se detalla en la siguiente seccidn.
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4.2. Condiciones de renormalizacion

Las cantidades en teoria de campos que contienen la informacién de las divergencias
superficiales de un diagrama de Feynman son las funciones de vértice I'(k) y los térmi-
nos de auto-energia (k) o "self-energy” y que, mediante un power countingés posible
mostrar que estan contenidas en los coeficientes de la expansion de Taylor de las mis-
mas. Por otro lado, es bien conocida la equivalencia en el poder trabajar con cantidades
desnudas o con cantidades ya renormalizadas (anadiendo en este ultimo factores que
den cantidades finitas) de masa y acoplamiento al momento de tratar con una teoria
renormalizable, equivalencia que es de utilidad ya que X y I' resultan ser funciones
de g y de m. Entonces un camino natural serd el pensar en escribir las condiciones de
normalizaciéon; es decir, condiciones que relacionen las cantidades desnudas con las can-
tidades ya renormalizadas, en términos de las funciones energéticas. Estas condiciones
heredaran de manera obligada una forma concreta de constriccién sobre acoplamientos
y masas, definiendo con ello las amplitudes (o constantes) de renormalizacién.

De manera explicita, se considera la separacién en sus partes finitas y divergentes
de las cantidades ya mencionadas

Tp(k) =Ty (k) +T5(0), (4.5)

S5(F) = Sy (F) + p(0) + Tp(0)k2, (4.6)

donde el subindice B hace referencia a que se trata de cantidades desnudas, mientras
que el subindice Bf se refiere a la parte convergente, teniendo entonces que la parte
divergente corresponde precisamente a los primeros términos de la expansion en se-
ries de Taylor! . Cada uno de los factores iniciales de la serie estd asociado un tipo
de divergencia distinto en integral de momento, ya que se pueden escribir en expan-
sién diagramatica en espacio de momentos, siendo de tipo cuadratico o logaritmico su
caracter divergente. Dichas integraciones pueden hacerse finitas o truncarse a cierta es-
cala mediante el proceso de regularizacién, lo cual no garantiza total convergencia, ya
que los términos finitos de la expansién (4.5-4.6) sélo resultan ser superficialmente con-
vergente y pueden presentar divergencias a otros ordenes de la expansion en forma de
subdivergencias. Para esto, conviene recordar que para cada orden de la expansion, se
encuentra solo un nimero finito de parametros libres dentro de la teoria, pero también
s6lo un numero finito de integrales que divergen; esto da pie a que sea posible el absor-
ber estas divergencias por medio de una redefinicién de la constante de acoplamiento,
la masa y el campo mismo.

Por ejemplo, para el caso que se estd tratando, se considera la funciéon de vértice
Fg). Esta se escribe en términos de la auto-energia gracias a la relacion Fg)(k:) =
k* + m% — Sp(k), donde Xp se sustituye de la expresién (4.5), con lo que se puede
factorizar de la siguiente manera

'El término primado corresponde a su derivada respecto al momento externo k.
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TO(k) = (1 = DO)R + mh 2 + S (k) Zy).

De donde se han hecho definiciones para las amplitudes de renormalizacién del
campo y de la masa en términos de las cantidades desnudas de auto-energia y de su
derivada respecto al momento externo como siguen.

Zy =

Zm2 = 1—X5(0)/m3%’

I S
137, (0)°

entonces también es posible definir las funciones de vértice y de auto-energia renorma-
lizadas en términos de estas amplitudes Z; teniendo que

S(k) = Epy(k) Zy; (4.7)
T®(k) = Z0F) (k); (4.8)
9=9pZ, " Z}; (4.9)
m® = my 2,73 (4.10)
0=2,"0p, (4.11)

(4.12)

donde se definié la amplitud de renormalizacién para el acoplamiento g. Utilizando
estas expresiones y redefiniciones, encontramos que la cantidad renormalizada para la
funcién de vértice de dos puntos se redujo como I'(k) = k% + m? — X(k), que resulta al
mismo tiempo ser finita. De esta ecuacién renormalizada, se infieren las condiciones de
normalizacién en términos de las funciones de vértice de manera trivial de la siguiente
forma.

r®(0) = m?, (4.13)
0
mF<2> (0) = 1. (4.14)

La tercera condicién surge del generalizar la obtencién de una funcién de vértice
de n puntos renormalizada, que siguiendo la idea de lo que se hizo para 2 puntos se
escribe como T'™ (k) = Z™/ 2Fg)(k). Lo que da lugar a una condicién relacionando la
definicién de la constante de acoplamiento renormalizada g.

r®(0) = g. (4.15)

Estas redefiniciones hechas para la constante de acoplamiento y la masa desnudas
fueron de utilidad para poder remover las divergencias superficiales que quedan ain
presentes en las partes finitas de la funcién de vértice y de auto-energia. Con esto,
al reescribir el funcional de energia con las cantidades renormalizadas, se obtiene la
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eliminacién de todas las divergencias superficiales en la auto-energia a todos los ordenes
en teoria de perturbaciones. El siguiente paso es poder hacer este procedimiento de
manera explicita y calcular las cantidades finitas a algunos cuantos lazos, esta tarea
resulta ser muy ilustrativa considerando la magnitud y el impacto del resultado general;
sin embargo, en virtudes de este trabajo no sera considerado para la teorfa ¢*, pero se
pueden consultar detalles de estos calculos en las referencias [17, 23].

Cabe mencionar que en general, las cantidades renormalizadas correspondientes
a las funciones de vértice de n puntos no sélo son funciones del momento y de los
acoplamientos, sino que también lo son de la masa, pero no lo son de la escala de
corte A (que depende del método de regularizacién) ya que llegado a este punto la
cantidad I' resulta ser finita para todas las escalas de energia, lo cual fue posible dada
la renormalizabilidad de la teoria.

4.2.1. Esquemas de renormalizacién

Las condiciones de normalizacién introducidas en las ecuaciones (4.13-4.15) no re-
sultan ser expresiones universales en la teoria de renormalizacién, ya que existen otros
métodos equivalentes que las emplean o no en el afan por calcular las cantidades finitas
resultantes. Claro que cualquier método que se utilice para renormalizar una teoria de
campos debe de arrojar los mismos resultados, de lo contrario puede que exista una
diferencia sustancial que deje pasar por alto algin aspecto de la teoria. Por ello es que
existen distintos esquemas de renormalizacién, que aunque son operacionalmente un
tanto distintos, arrojan los mismos resultados (es posible cambiar de un esquema a
otro), concluyendo que las cantidades fisicas son independientes del esquema de renor-
malizacién en el que se esté trabajando.

Uno de los mas conocidos y utilizados es el método de los contratérminos, que
introduce nuevas interacciones y por tanto nuevos tipos de vértices en las expansién
diagramatica. Estos nuevos términos se escogen a cierta conveniencia, de manera que se
eliminen (resten) los términos divergentes, haciendo las funciones de correlacién finitas
a todos los ordenes en teoria de perturbaciones. La eleccién de los contraterminos y
su estructura se construyen de manera inductiva y su introduccién en el funcional de
energia permite la definicién de las constantes de renormalizacion en funcién de estos,
obteniendo con ello la relacién entre las variables desnudas y las ya renormalizadas. Al
igual que en la discusién anterior, con ayuda del power counting, es posible determinar
la renormalizabilidad de la teoria, proceso que se explica en un contexto un poco més
general en la referencia [17].

Otro escenario en el cual se puede trabajar es el esquema de substraccién minima
o MS por sus siglas en inglés, el cual consiste principalmente en eliminar mediante
una substracciéon recurrente a los términos con polo en la cantidad e€; cantidad que
se refiere a una pequena desviacién en la dimension de regularizacion alrededor de la
dimension a la cual la teoria es renormalizable. Esta eliminacién de términos polares
resulta conveniente al momento de estudiar las propiedades criticas de una teoria, en
dimensiones menores a la de renormalizacién, teniendo con ello que esto no es sélo de
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utilidad para eliminar divergencias UV sino que da informacién importante sobre como
tratar divergencias de tipo IR a bajas energias. La principal ventaja de trabajar con el
esquema MS es la peculiaridad que presenta, ya que las condiciones de normalizacién se
vuelven independientes de la masa, lo que conlleva a que los contratérminos adquieran
una forma predeterminada e independiente de igual forma del término de masa m. El
emplear este esquema es més complicado que lo que se explicé sobre él, sin embargo no
se entrard en muchos mas detalles de su empleo formal, pero si se utilizarad de lleno en las
siguientes secciones, haciendo siempre referencia a todos sus detalles y peculiaridades.
Cabe mencionar que el encargado de trabajar con este formalismo en primera instancia
fue 't Hooft [19] al querer renormalizar una teoria de norma no abeliana, que es justo
el punto central de interés en nuestro trabajo.

4.3. El grupo de renormalizacion

Al estudiar la teoria de renormalizacién en el esquema MS, al igual que al hacer una
regularizacién dimensional, se encuentra una dependencia de las cantidades desnudas
como funcién de un pardmetro de masa/energia, mismo que al ser modificado induce un
cambio en las funciones de correlacion de n-puntos. Dicho comportamiento dependiente
de la escala energética fue investigado por vez primera por Callan y Symanzik en el
ano de 1970, y resulta clave al momento de querer determinar el comportamiento con
la energia de las funciones renormalizadas. Este cambio en las funciones de correlacién
sigue siendo cierta cuando se trata con una teoria con interacciones de un grupo no
abeliano de norma, ya que la dependencia con la energia proviene del proceso de regu-
larizacién, de modo que los desarrollos que se presentaran a continuacién son validos
para teorias de campo en general.

Si se considera la funcién de vértice desnuda, que depende explicitamente de la escala
de corte, masa y acoplamiento desnudo, se puede encontrar una relacién diferencial en
funcién de la masa renormalizada, que se escribe como

mif(n)(k‘ mp, 9B, \) = mim2 9

om B VY B om Basz
donde se utilizé el hecho de que la masa y la masa renormalizada estdn conectadas
por medio de una de las constantes de renormalizaciéon. De manera similar, la funcién
de vértice se concreta con su correspondiente funcién renormalizada por medio de la
relacién de la ecuacién (4.8), que resulta de ayuda al momento de inferir una relacién
andloga para la derivada respecto a la masa renormalizada de la funciéon de n—puntos
'™, imponiendo para ello una nueva constante de renormalizacién Zg

T (kiymp, g5, A), (4.16)

0
am
que a su vez requiere de una cuarta condicién de normalizacién para poder caracterizar
a Zd

n n/2 5 — 0 n
F( )(kzvmag) — Z¢/ Zd 1%F(B)(ki)mBagBaA)a
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0
5, T (0,m,g) = 1.

Con ayuda de estas relaciones y la condicién de normalizacién nueva, es posible
reescribir a (4.16) en términos de cantidades ya renormalizadas como son la masa, el/los
acoplamientos y la funcién de vértice, esta nueva ecuacién se escribe la de siguiente

forma:

(mgy + B+~ k. g) = (2= 29 5T biym,g), (417
donde se hicieron un par de consideraciones extras, como el definir a las funciones
auxiliares 8 y v, ademds de incluir la condicién de normalizacién (4.10) para poder
eliminar la dependencia del término dm%/dm. Los términos adicionales 3 y v vienen
dadas por

= dmPEE g =miL,

que son funciones del acoplamiento y de la masa renormalizada, y son muy importantes
al momento de determinar la invarianza de escala y la finitud de una teoria fisica, lo
cual se estudiard a detalle mas adelante. Ademds, son herramientas poderosas para
estudiar las propiedades criticas de una teoria, ya que la funcién (g, m)) se anulara
en los puntos criticos de la teoria, caracterizados por tener un valor particular en
el acoplamiento que deja a la teorfa invariante de escala! e incluso hasta invariante
conforme. Esta propiedad viene mediada por la funcién o pardmetro -y, que es conocida
como dimensién anémala, y que da un corrimiento en la dimensién canénica del campo
en la relacién de escalamiento de las funciones de correlacién respecto a la relacién de
escalamiento lejos del punto fijo. Esto dltimo es la clave para determinar coeficientes
o exponentes criticos andlogos a los usados en la teorfa de transiciones de fase [5, 34],
vy da la conexién entre el lenguaje de campos cudnticos con el lenguaje de materia
condensada.

La ecuacién presentada en (4.17) da valiosa informacién sobre el comportamiento
de la teoria cerca del régimen critico, sin embargo, existe una ecuaciéon que da aun
mas informacioén sobre las propiedades criticas, esta es la ecuacion del grupo de renor-
malizacién; que al igual que la ecuacién de Callan-Simanzky relaciona a las funciones
auxiliares «; y 8 con la informacién sobre los exponentes criticos [5].

Como ya sabemos por lo descrito en la literatura [17, 23], la adimensionalizacién
del acoplamiento g, da una dependencia explicita en las funciones de correlacién de
un parametro de masa/energia que llamamos pu, este pardmetro introducido de cierta
manera, de forma arbitraria heredarda su dependencia a las funciones de n—puntos
renormalizadas. Teniendo que la ecuacién para la funciéon de vértice finita se modifica
con esta dependencia en p por

'Es bueno mencionar que este valor fijo del acoplamiento se relacionan directamente con un valor

fijo en la escala, ya que g es una funcién implicita del parametro de energfa.
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4. EL GRUPO DE RENORMALIZACION

L) (ki m, g, 1) = 23 (g(u)T (ki ms. g5). (4.18)

Ahora se tiene dependencia de las variables m, g y u; pero al mismo tiempo las
amplitudes de renormalizacién contienen una dependencia del acoplamiento renorma-
lizado, por lo que una aplicaciéon directa de el operador diferencial '“a% a la ecuacion
(4.18), implica la variacién de todos los pardmetros respecto a p mediante la regla
de la cadena, con lo que la ecuacion del grupo de renormalizacion en términos de las
cantidades renormalizadas queda finalmente expresada como

o 0 9
(kg + B+ ymmge = n))D (kiym, g,1) = 0, (4.19)

donde se usé el recurso de las funciones auxiliares una vez mas, que son funciones del

parametro de masa.

_1,,0Ln(Zy) _ 9 _ud
V= b B=hge, Im= LG

que son conocidas como funciones del grupo de renormalizaciéon o RGf, por sus siglas
en inglés. De acuerdo a la teoria de campos, la ecuacién (4.19) hace referencia a la
invarianza ante reparametrizaciones de la funciéon de vértice renormalizada respecto a
u; siendo este un pardametro continuo de masa.

En general, el solucionar una ecuacion diferencial parcial como es la ecuacién del
grupo de renormalizacién, resulta una tarea complicada debido a la cantidad de va-
riables en juego, por lo que es muy conveniente el montarse en el esquema de minima
substraccién (MS) para eliminar asi la dependencia explicita de pardmetros como la
masa y la escala pu dentro de las funciones del grupo de renormalizacién, teniendo con
ello una ecuacion diferencial parcial cuyos coeficientes dependen tnicamente del aco-
plamiento, y con una solucién completamente determinada empleando el método de
caracteristicas [35]. Dicho método se especializa en este tipo de dependencias y con-
siste en resolver para las RGf, y asi caracterizar al espacio de parametros. Siendo las
funciones v y 8 interpretadas como velocidades caracteristicas.

Al hacer un escalamiento lineal del pardmetro u por &, las variaciones de la escala se
codificardn ahora en las variaciones respecto a este factor, teniendo que el acoplamien-
to, y los pardmetros de masa son ahora funciones de £, lo que da lugar para imponer
condiciones de frontera para las funciones del grupo de renormalizacién ~; y 3, obte-
niendo asi una superficie en el espacio de pardmetros, cuyas trayectorias corresponden
a teorias fisicas renormalizadas con diferentes escalas de energia.

Finalmente, el problema de encontrar la evolucién de las funciones de correlacién
a diferentes escalas de energia se traduce en solucionar la ecuacién (4.19) sujeta a las
condiciones de frontera

g

Tn(9(6) = 755 T m(1) = m
d

-

50



4.4 El grupo de renormalizacion para teorias supersimétricas

Siendo estas condiciones las que caracterizan completamente a la solucién; en caso de
existir, y dan constricciones sobre el espacio de parametros. Dependiendo de el namero
de acoplamientos en la teoria, serd la dimensién de la superficie solucién, que contendra
a su vez puntos especiales! que corresponderan a ceros en las funciones beta. Por tra-
tarse la funcién beta de una funcién de los acoplamientos, un punto fijo corresponde a
valores particulares de estos; que pueden referirse a una escala de bajas o altas energias.

Los puntos fijos caracterizan dos o mas regiones dentro de el espacio de parametros;
por ejemplo, en el caso de una teoria con rompimiento espontdneo como el modelo
estandar, las ecuaciones del grupo de renormalizacién y con ellas el flujo de renormali-
zacién distinguen entre la teoria rota a la escala electrodébil, y la teoria antes de que
se de este rompimiento. Esta caracterizacién viene dada por el valor de las funciones
beta en la escala electrodébil, que corresponderd a un valor particular del acoplamiento
go, siendo la funcion beta negativa cuando se rompe el grupo del modelo y positiva si
se estd por encima de la escala de rompimiento. Esto mismo sucedera en las teorias de
gran unificacién, ya que se espera que a alguna escala p*, su grupo de norma se rompa
al grupo del modelo estandar, teniendo entonces distintas regiones dentro de la solucién
en el espacio de parametros.

Es por esto que el flujo de renormalizacién es una ventana para estudiar el com-
portamiento de estas teorias con rompimiento cerca de los puntos criticos, lo cual; en
analogia con la teoria de Landau de transiciones de fase, se puede trabajar en escalas
de energia, de temperatura o ambas, como se argumenta en el articulo de Coleman y
Weinberg [36], en el que ademds se habla sobre el célculo del potencial efectivo como
mecanismo para determinar la accion efectiva.

4.4. El grupo de renormalizacion para teorias supersimétri-

cas

4.4.1. Teorema de no-renormalizacién

Cuando se estudia una teoria de campos que incluye transformaciones supersimétri-
cas dentro de sus generadores, es conveniente trabajar en un lenguaje matematico un
poco mas general; como ya se estudié en el capitulo anterior, que relacione funciones
de super-campos al momento de construir lagrangianos. Estas funciones son respecti-
vamente, la funcién cinética de norma f, el siper-potencial W(®) y el potencial de
Kahler(®), donde ® es el siuper-multiplete. Un resultado importante para este tipo de
teorias es el dado por el teorema de no-renormalizacién, el cual da informacién sobre el
comportamiento de las funciones f, W, K y la constante x en el contexto de la renor-
malizabilidad de la teoria. Adema&s de dar constricciones sobre las posibles correcciones

'En general se trata de variedades fijas, dependiendo de la dimensién de la superficie solucién.
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4. EL GRUPO DE RENORMALIZACION

cudnticas que presentan cada una de estas funciones.

El teorema antes mencionado, estudiado y demostrado a detalle por Seiberg en el
ano de 1993 establece lo siguiente:

Teorema 1: Para una teoria de campos con grupo de simetrias G y N = 1 super-
simetrias, cuya accién, y por tanto estructura estén completamente determinadas por
el super-potencial W (holomorfo en ®), el potencial de Kahler K, la funcién cinética
de norma f y término de FI x, se tendra que la renormalizabilidad de la teoria estd li-
gada al comportamiento bajo correcciones cudnticas de las cantidades ya mencionadas,
teniendo para esto que

» W(®) es no renormalizable en teoria de perturbaciones
= K presenta correcciones cuanticas a todos los ordenes en la expansion perturbativa
s f(®) sélo presenta correcciones a primer orden

= Al igual que W, el término de FI no es renormalizable.

La demostracion detallada de este teorema se puede encontrar en las referencias
[37, 38]. La importancia de mencionar esto, es principalmente por sus implicaciones
sobre los invariantes de grupo de renormalizacién y la constriccion que presenta para la
forma de las funciones beta, ya que en el caso del MSSM, las funciones beta adquieren
una forma particular, de modo que las ecuaciones de renormalizacién para cada uno de
los parametros de la teoria supersimétrica son proporcionales al parametro en cuestion.
Esto no sucede con las RGE para los parametros de los términos de rompimiento suave,
ya que como rompen de manera explicita la supersimetria, no son considerados por este
teorema de no-renormalizacién, por lo que su forma puede ser muy distinta y depender
a su vez de més de un parametro.

Muchos otros trabajos tratan el teorema de no renormalizacion haciendo conside-
raciones distintas a las de Seidberg, como son la presencia de anomalias quirales y
anomalias de norma, obteniendo diferentes teoremas de no-renormalizacién para todas
las teorias supersimétricas. El que se presentd, es el teorema correspondiente al caso
que nos ha interesado en todo el escrito, el de una sola supersimetria N = 1. Para otro
tipo de teorias susy se recomiendan otros trabajos de Seidberg [39].

Lo que se espera ahora es tener todas las herramientas para poder construir una
teoria que sea consistente con el contenido de materia del modelo estandar, y que esté
libre de las divergencias que lo caracterizan. Esto fue posible en la primera extension al
SM en el que se incluyé supersimetria; pero ademas de la cancelacién de las divergencias,
se espera poder hacer la introduccion de un grupo de norma que contenga a Ggys, en
el afan por unificar las fuerzas fundamentales. Entonces lo que se espera tener es un
modelo supersimétrico, que sea finito (no contenga divergencias en el UV) y que esté
basado en un grupo de norma consistente con el grupo del SM.
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4.4 El grupo de renormalizacion para teorias supersimétricas

4.4.2. Teorias finitas

El tipo de teorias que se presentan libres de divergencias en el UV a todos los
ordenes en la expansién perturbativa son conocidas como teorias finitas, cuya busqueda
e implementacién son de gran interés para los fisicos que piensan que el modelo estandar
es una versién a baja energia de una teoria més fundamental libre de divergencias;
pero que a su vez son conscientes de la utilidad y consistencia experimental de sus
predicciones, por lo que tratar de extender el SM a una teoria finita se convierte en una
obligacidn.

La definicién de finitud en el contexto de las teorias de campo con supersimetria
es un poco mas sutil que su definicién usual en teorfas carentes de supersimetria [40],
ya que en el contexto de la supersimetria es posible hacer una identificacién de estos
modelos finitos en términos de las propiedades de sus funciones del grupo de renorma-
lizacién ~y; v B;. La caracterizacion puede hacerse por calculos explicitos a uno y dos
loops, lo cual resulta en una tarea cansada y tediosa que no da informacién aparente
sobre la teoria al n-ésimo loop. Para esto existe el teorema de finitud, el cual establece
las condiciones sobre los invariantes del grupo de norma, y por tanto de las funciones
de renormalizaciéon para tener una teoria finita a todos los ordenes en la expansién
perturbativa.

Antes de enunciar el teorema explicitamente, es conveniente mencionar ciertos as-
pectos preliminares que deben considerarse para sembrar el terreno de la finitud en las
teorias supersimétricas. Como se estd trabajado con extensiones del modelo estandar,
es conveniente recordar que un modelo extendido busca dar solucién a los principales
problemas del modelo, como es la unificacién de los acoplamientos de norma, y la re-
duccién de parametros libres de la teoria. Para esto ultimo es apropiado el relacionar
el sector de Yukawa con el sector de norma; la conocida unificacion Gauge-Yukawa
(GYU), que como se verd mas adelante, estd en consistencia con las condiciones de
finitud a todos los ordenes en teoria de perturbaciones.

Un primer camino para intentar relacionar los sectores de norma y Yukawa es la su-
persimetria, ya que relaciona directamente ambos sectores en el afan de la unificacién;
sin embargo, existen otros caminos hacia la unificacién de los acoplamientos, por ejem-
plo, el método trabajado en [8, 41], el cual consiste en encontrar invariantes de grupo
de renormalizacién (RGI), que en general resultan ser relaciones de los acoplamientos
que mantienen su forma a todos los ordenes en teoria de perturbaciones. El hecho de
que sean validas a todos los ordenes resulta como consecuencia de su validez a primer
orden, lo cual senta un precedente para la finitud, ya que gracias a esto sera posible
encontrar invariantes (RGI) que garanticen al finitud de una teorfa a todo orden.

Consideremos ahora una teoria de campos supersimétrica N = 1, con simetria de
norma dada por un grupo semisimple G, y libre de anomalias. Cuyo stuper-potencial
viene dado por

1 1
W = imw(ﬁz(bj + gcijkﬁbi(bj(bk,

donde ¢; transforma en la representacién irreducible R; de G. Para este stuper-potencial,
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(

las correspondientes funciones del grupo de renormalizacién a 1 loop ’yz-; ) y ﬂél) estaran
determinadas respectivamente por

(1) 1 ilm 2 )
Y = 2 (O i — 267 Ca( )3, (4.20)
(1) g’
B = (ST () - 30(G)), (4.21)

donde T'(R;) es el indice de Dynkin de la representacién R; y a su vez, C5 es el operador
cuadratico de Casimir en la representacion R; (C2(R;)) 6 en la representaciéon adjunta
(C2(@)). Las condiciones para garantizar que esta teoria sea finita a un loop, implican
directamente que las ecuaciones (4.20) y (4.21) se deben anular, lo que da lugar a con-
diciones sobre los parametros responsables del comportamiento asintotico de la teoria,
de modo que se debe cumplir que

> T(Ri) = 3Co(G), (4.22)

CMClpy, = 297 Co(R;)0%. (4.23)

De acuerdo a lo descrito en primera instancia por Jones [4], y en trabajos posteriores
por D. Kazakov y por Piguet [3, 42], estas dos condiciones son necesarias y suficientes
para garantizar finitud a uno y dos lazos, de modo que la eleccién de irreps queda
constrenida en funcién de la eleccién del grupo de norma G.

Esta nocién de finitud a ordenes bajos y la busqueda de invariantes del grupo
de renormalizacién, son las bases del teorema de finitud a todos los ordenes, el cual
establece lo siguiente.

Teorema 2. Sea una teoria de Yang-Mills supersimétrica N = 1, con un grupo de
norma semisimple G. Si las siguientes condiciones se satisfacen

1. no hay anomalias de norma;

2. la funcién beta de norma se anula a un loop

3. existe una solucion de la forma
Cijk = dijk9, (4.24)

con ¢;j nimeros complejos. Para la condicion que anula la dimensién anémala
del campo a un loop;

4. esta solucién es tnica y no degenerada, cuando se considera como solucién de la
funcién beta de yukawa a un loop siendo anulada

Bijrk = 0.
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Entonces, la solucién dada en la condicién (3) puede ser extendida a una serie de
potencias en g, de modo que la teoria unificada de Yang-Mills dependera tunicamente
de un acoplamiento, cuya funcién beta se anula a todos los ordenes.

Analizando detalladamente las condiciones del teorema 2, resaltan ciertos aspectos,
como la necesidad de que exista una solucién como la de la ecuacién (4.24), lo cual va
de la mano con el programa de la reduccién de parametros. Ya que, para que se de la re-
duccidn, es requerido que exista una solucién tnica para la expansién de los coeficientes
de reduccién, en funcién del pardmetro principal, que en este caso es el acoplamiento
de norma. Obteniendo que la teoria resultante después de la reduccion de pardmetros
presenta el mismo flujo de renormalizacién que el de la teoria no reducida. Entonces,
si las condiciones de finitud son satisfechas, es posible la reduccién de parametros para
una teoria masiva o no masiva, segin la discusién de [41]. Por lo que estd garantizada
la existencia de la solucién en series de potencias de g de los parametros ctibicos del
siper-potencial y que se relacionan con los coeficientes de la reducciéon por medio de
()!. Esto resulta de gran utilidad al momento de construir una teorfa que sea finita y
que sea extensién del modelo estandar, ya que reduce la cantidad de parametros del
modelo. Sin embargo, las condiciones del teorema 2 reducen considerablemente la can-
tidad de grupos de norma viables para la finitud, de manera que la posibilidad de un
grupo como Ggyr queda descartada, teniendo asi que el MSSM no es una teoria finita,
como ya es sabido.

Otro aspecto a resaltar es una implicacién directa de las condiciones de finitud que
anulan las funciones *y;-(l) y B!(Jl), ya que si se satisfacen las condiciones (2) y (3) del
teorema 2, las anomalias en la corriente asociada a la simetria R y las anomalias quirales
se anulan; anomalias que estan presentes en la estructura general de la siper-corriente
de las teorias susy N = 1. Para ver esto explicitamente, consideremos un escenario
un poco mas general, en el que se tiene una teoria N = 1 con grupo de norma no
Abeliano, con un componente de k siper-campos quirales en el super-potencial. Dicha
teoria posee invarianza ante transformaciones quirales R con su respectiva corriente
de Noether, ademds de poseer invarianza de escala a nivel cldsico’, pero que a nivel
cuantico presenta anomalias asociadas con el tensor energia-momento. Finalmente, si
se considera que la teoria es no masiva, se tiene ademas que es invariante clasicamente
ante el grupo de transformaciones siper-conformes; el cual es una extensién del grupo
conforme [43, 44], y que de igual manera presenta anomalias en el caso cudntico.

La informacién correspondiente a cada una de estds simetrias y sus respectivas
corrientes andmalas estd contenida en un super-multiplete, que incluye al tensor de
energia momento, asociado con la invarianza traslacional; la corriente axial asociada a la
simetria R y la corriente de supersimetria. En el caso de una teoria general no se preserva
la invarianza a nivel clasico, por lo que la derivada anti-quiral de la stper-corriente
esta corregida por términos dependientes del super-potencial. Por su parte, a nivel
cudntico surgen anomalias de escala, las cuales hacen que la ecuacién de conservacién

!Esto quiere decir que existe una solucién en serie de potencias para las ecuaciones de reduccién.
2La teorfa no masiva presenta esta invarianza de escala, pero lo que corresponde al caso masivo,

esta invarianza se ve restringida por factores que dependen de derivadas del stper-potencial .
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4. EL GRUPO DE RENORMALIZACION

presente ademas, factores dependientes de la escala de corte p como es la amplitud
de renormalizacién de los super-campos ¢p. La ecuacién para las anomalias queda
expresada en forma general para el siper-multiplete como [9, 45]

- 1 ow D2 A%
D%J e = gDa(3W — Ek¢k£) — (STTW“WM + ?Zkfykagbke Ok, (425)
k
donde Zj, es la amplitud de renormalizacién de los super-campos, § = (3C2(G) —

YT (Ry))/3272 y 71, la dimensién anémala asociada a cada ¢,. De acuerdo a lo descrito
por Ferrara y Zumino en [46], la ecuacién (4.25) ademds de contener informacién sobre
la conservacion parcial de las corrientes del multiplete J,4, da lugar a identidades en
las trazas, que provienen precisamente del hecho de que existan las anomalias. El punto
central del trabajo [46] fue el demostrar que las anomalias presentes en el multiplete de
corrientes forman a su vez un nuevo super-multiplete, teniendo que cada una de estas
anomalias tienen el mismo coeficiente 5 que las relaciona (la funcién beta de la ecuacién
del grupo de renormalizacién). De esta forma se deja entrever que, si se satisface la
condicion (2) del teorema de finitud, se tendra la cancelacién de las anomalias de cada
componente de J,¢4, que se presentan de manera explicita en [41] 1. Sin embargo, antes
de encontrar explicitamente la cancelacion de estas, cabe mencionar un par de puntos
que son centrales en el desarrollo del trabajo.

Unos de las caracteristicas més poderosas que da el teorema de no renormalizacién
sobre el stiper-potencial; ademas de no recibir correcciones de tipo perturbativo, es su
holomorficidad en los stiper-campos ¢, que de acuerdo a [37] impone severas restric-
ciones sobre la forma de las funciones beta para los acoplamientos adimensionales del
super-potencial y de los acoplamientos de norma. De manera que el corrimiento bajo
el grupo de renormalizacion del pardametro genérico y serd proporcional al parametro
mismo y a la dimensién anémala v, asociada al campo que acopla. Entonces de manera
genérica y en términos de los invariantes del grupo de norma se pueden escribir las
funciones beta para un super-potencial W(¢;) = Xy, W% (¢;) (con W producto de d,
super-campos) como

By = f(9) (ST (R;) — 3Ca(G) — T (6:)v(94)), (4.26)

By = yl=dw + Zi(d($0) + 37(61)) (127

donde dw y d(¢;) son las dimensiones canénicas del stper-potencial y de los super-
campos, respectivamente. Cabe notar que f(g) es una funcién suave del acoplamiento
de norma, que depende de la teoria con que se trabaje y que varia de manera implicita
con la escala energética de renormalizacién p. De la misma manera el acoplamiento del
super-potencial ¥y, depende de u.

Como la teoria cerca de un punto fijo es invariante de escala, las funciones beta en
el punto fijo se anulan, lo que da una relacién entre los acoplamientos, tal que si se

!Exceptuando la anomalia de escala.
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4.4 El grupo de renormalizacion para teorias supersimétricas

tiene una teoria con k acoplamientos, se tendran el mismo nimero de condiciones. La
solucion de las ecuaciones en el punto fijo determinan una subvariedad en el espacio
de acoplamientos, cuya dimensién esta determinada por el niimero de soluciones lineal-
mente independientes, como ya se habia mencionado. Si se hace la suposicién de que
existe un punto fijo tal que la teoria es conforme (en el sentido supersimétrico), las di-
recciones del flujo estaran determinadas por un conjunto de operadores, cuya adicién al
potencial generara nuevos punto fijos, estos operadores llamados ”marginales” generan
una variedad diferenciable de puntos fijos' o variedad conforme asociada a una teorfa
CFT. En el contexto de las teorias stper-conformes, resalta la existencia de este tipo
de operadores en casos limitados, dependientes de la dimensionalidad espacio-temporal
d y la cantidad de super-multipletes presentes, siendo inicamente viables N = 1,2,4 en
d=4yN=1,2end = 3 [6], en donde se hace una caracterizacién de las representacio-
nes unitarias del stuper-dlgebra conforme, restringiendo la dimensién de escalamiento y
cargas R de acuerdo a sus reglas de recombinacion de los operadores.

Uno de los motivos por los cuales la suposicién de conformalidad supersimétrica en
el punto fijo resulta muy poderosa, es debido a que teorias de este estilo presentan una
conservacion de la simetria R a nivel cudntico, es decir, el dlgebra de las transforma-
ciones R estd contenida en el algebra super-conforme. Por lo que si se tiene un punto
fijo super-conforme, en este, la presencia de anomalias R se verd suprimida, ademés de
que los operadores de la teoria formardn una representacién del grupo stuper-conforme.
Si se define de manera consistente que los factores multiplicativos que acompafian a las
funciones beta (4.26) y (4.27), codifiquen adecuadamente la dependencia de la escala
en el corrimiento de los pardmetros/acoplamientos, entonces para una teorfa SCFT, se
tendra que estos coeficientes Sj, y Sg; que llamaremos coeficientes de escala, deben ser
necesariamente nulos.

Volviendo a la discusion en torno a la ecuacion (4.25), de acuerdo con lo descrito en
[9, 46], es posible reescribir esta relacién de conservacién en términos de las ecuaciones
de movimiento para los stuper-campos quirales, ya que resultan proporcionales a los
términos con dependencia

OW | T(Ry)
oor T 1672

tal que la anomalia se reescribe como

ow
*Da(?’W_ ¢ 7)
2%

1 0

_3D (32 2

D? TV
¢k W W = szk@ o

ow
Oy,

Da[zk: ¢’“875k(1 + %%) + MEk(T(Rk)’Wc +0) — 3W], (4.28)

WP 4 & Z% L T(ROWWP 4 ) =

3272

No confundir a la variedad solucién en un punto fijo con la variedad de puntos fijos.
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4. EL GRUPO DE RENORMALIZACION

y que en términos de los factores W del siper-potencial se escribe como

=5 1 WQWB
Joa. =~ Dl S5, 4 2y W0, ) (4.20)

donde los factores S, y Sy, son los factores de escala antes mencionados. Entonces,
para una teoria que es independiente de la escala, estos factores son nulos. Por lo que,
de acuerdo a las condiciones del teorema 2, una teoria que sea finita, al ser invariante
de escala, sus coeficientes Sy son cero y por tanto las anomalias dentro del multiplete
de corriente son canceladas. Esto en un sentido general, ya que se supuso una forma
muy genérica para el siper-potencial, considerando un producto d, de stper-campos
quirales, sin embargo, si se trata de un super-potencial cibico como el del teorema 2,
las condiciones que anulan a las anomalias son proporcionales a las condiciones que
anulan las funciones beta de norma y de Yukawa, teniendo un stuper-multiplete con
corrientes conservadas cudnticamente.

4.4.3. Relacion entre finitud e invarianza super-conforme

La finitud resulta ser una consecuencia poderosa en teorias SUSY como esta, ya que
al ser carentes de divergencias en su accién efectiva, son de gran interés al momento
de buscar teorias que unifiquen al modelo estandar a altas energias. Sin embargo, es
probable que las condiciones del teorema 2 sean mas poderosas de lo que se piensa, ya
que al ser la teoria invariante de escala en los puntos fijos, estas condiciones darian la
pauta para la existencia de una variedad conforme asociada a un punto fijo, tendiendo
asi una teoria SCF'T asociada a cada cero de la funcién beta. Las variedades conformes,
de acuerdo con la teoria CFT [7, 44, 47] son generadas por los operadores marginales
asociados a las direcciones dentro de la variedad fija, caracterizando asi la dimensiona-
lidad de la misma dentro del espacio de parametros. La presencia de estos operadores
en una teoria de campos implica la existencia de una variedad de este estilo, pero
supersimétrica, es decir, conformada por operadores que actuan en el stper-espacio. !

Teniendo en mente la construccién algebraica de las teorias stiper-conformes [6], se
enuncia el siguiente teorema/proposicion, respecto a la estructura de las teorias finitas
supersimétricas.

Teorema 3. Sea una teoria de norma supersimétrica N = 1, con grupo de norma
G y stper-potencial

W =mi;0i0; + Cijr i dr,
tal que se satisfacen las condiciones 1-4 del teorema 2. Entonces, si la dimensionalidad
de la teoria es d = 4 y existe un punto fijo asociado a una escala de energia p*, la teoria
es invariante conforme en ese punto.
Como consecuencia, si se cumple este teorema, lo operadores de la teoria super-
simétrica constituirdn una representacion unitaria del grupo super-conforme en 4d, asi

!Esto solo en el caso en el que se preserve la supersimetria en los puntos fijos.
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4.4 El grupo de renormalizacion para teorias supersimétricas

como el multiplete de corrientes correspondiente a las simetrias de la teoria. Adicio-
nalmente, la teoria CFT incluye en su variedad conjuntos de coeficientes asociados a
los operadores primarios; estos conocidos como coeficientes OPE y dimensiones de es-
calamiento \;;, y A; respectivamente. Para hablar de un operador marginal, dichos
coeficientes se ven restringidos de acuerdo a lo trabajado por [47], teniendo que
A=d Nggp =0,
siendo esto una de las herramientas primordiales para la busqueda de variedades fijas.
Demostracién.
Una teoria que sea super-conforme debe satisfacer tres condiciones en términos de
sus operadores y de los invariantes del grupo; dichas condiciones surgen del estudio
algebraico de las teorfas SCFT y de lo descrito por varios autores [6, 9, 47].

1. Debe verificarse la invarianza de escala codificada en los coeficientes S, y Scijk.

2. La corriente R debe ser conservada a nivel cuantico, por lo que las anomalias en
el multiplete J,s no son admisibles.

3. Existen operadores marginales' que generan la variedad conforme.

Como se estd interesado en la teorfa finita a la escala de energia p* en el que la
reducciéon de acoplamientos se lleva a cabo y existen las soluciones para la ecuacién
(4.24), la invarianza SCFT se busca en los puntos fijos de la teoria.

El primer punto se verifica de manera trivial para el siper-potencial en cuestién de
acuerdo con la condicién 1 y 3 del teorema de finitud, ya que los coeficientes de escala
son proporcionales a estas condiciones alrededor de u*. El apartado 2 puede verificarse
gracias a la cancelacion de las anomalias dentro del stiper-multiplete de corrientes como
consecuencia de la finitud, en particular la simetria R es conservada a nivel cudntico.

La ultima condicién resulta ser la mas sutil de probar, ya que la manera de mostrar
que existen operadores exactamente marginales y por tanto, una variedad fija conforme,
es mediante la exhibicién directa de los operadores. Para esto, se propone un operador
como candidato a marginal, siendo este el término del stuper-potencial que influye en
las propiedades criticas de la teorfa O1 = Cjj1¢;¢j¢. De acuerdo a la caracterizacién
dada en [9], este operador verifica que su factor de escala S¢ es proporcional al factor de
escala del acoplamiento de norma. Esto gracias a la condicion 2 del teorema de finitud
y al teorema de no renormalizacion, que da una forma particular para la funcién beta
de Yukawa proporcional a las dimensiones anémalas 717 , obteniendo que el coeficiente
de escala de norma es

Sy = ZiT(Ri) ks

con i los elementos diagonales de la matriz de dimensién anémala. El factor de escala
de Yukawa serd por tanto

!Los cuales son operadores locales primarios que no contienen dimensién anémala alguna.
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4. EL GRUPO DE RENORMALIZACION

3
Sc = 3k

Con esto, se prueba que el operador O; es un buen candidato a ser un operador
marginal ya que S, < Sc¢ L. Relacién que, de igual manera se puede deducir a partir de
la ecuacién (4.24) que da las soluciones de la reduccién de acoplamientos. Otro aspecto
sobre 01 es la ausencia de dimensién anémala asociada a cada uno de los super-campos
que lo componen, lo cual sucede, ya que por la condicién (3) del teorema 1, estas se
anulan para todo valor ¢ y j.

Finalmente, al tratarse de operadores quirales en una teoria de dimensiéon d = 4,
se tendré de acuerdo a [6] que existe una relacién estrecha entre la dimensién candnica
del campo y su carga bajo la simetria R, siendo esta d = %rk. Y como ya se menciond,
la condicién sobre los operadores marginales es que su dimensiéon candnica coincida
con su dimension anémala; es decir dp = Ay, teniendo entonces que Ay = %rk. Esto
hace que los operadores de la teoria finita sean buenos candidatos para vivir en un
super-multiplete conforme, de acuerdo a la clasificacion explicita dada por Cérdova
y Dimitrescu [6] , y en particular, como los operadores que constituyen al marginal
carecen de dimensién anémala, cumpliran la relacién entre r y A (ya que en términos
de la dimensién anémala, la relacién se escribe 3/2rp = 1 + 1/24;). Por tanto, Oy
tiene elementos suficientes para vivir en un multiplete conforme de acuerdo a lo visto
anteriormente, y se concluye entonces que es un operador marginal de la teoria finita,
en el punto fijo p*.

Esto prueba que se tiene asociada una variedad conforme en el punto fijo, en la cual
la accion efectiva se mantiene finita. En donde los operadores de la teoria forman una
representacion unitaria del grupo stuper-conforme. B

Una consecuencia directa de lo mostrado, es la posibilidad de caracterizar a la teoria
en el punto fijo, de acuerdo a un multiplete siper-conforme como el que se encuentra
en la referencia [6, 7]. La discusién que se ha dado sobre las teorfas finitas da el ultimo
ingrediente que se requiere para la construccién de una teoria de gran unificacién a
altas energias, supersimétrica, carente de divergencias UV y que contenga al modelo
estandar. El modelo que se trabajara y se describira a detalle en el siguiente capitulo,
es el que consiste en un grupo de norma SU(5) con minimo contenido en los siper-
multipletes de Higgs. Dicho grupo de norma, al tener el mismo rango que el grupo Ggpy,
no es complicado construir un patrén de rompimiento de la forma SU(5) — Ggp. Esto
y méas detalles fenomenoldgicos se especifican a continuacion.

'Para todos los valores de 4, j v k.
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Capitulo 5

Teoria SU(5) de Gran Unificacion

Las teorias de Gran Unificacién (GUTSs) surgieron con el afan de tratar de unificar
las fuerzas fundamentales descritas mediante el Modelo Estdandar a alguna escala alta
de energia. Pero al mismo tiempo, tratar de solucionar algunos (si no es que todos) de
los problemas asociados al mismo, previamente enumerados en la seccién 2.6, resaltando
de entre todos ellos el problema de jerarquia en la estabilizacién de la masa del Higgs,
que se soluciona por medio de teorias con supersimetrias y mediante ajustes finos. La
base para la unificacién de los acoplamientos de norma es la introduccién de un grupo
no-abeliano que contenga al grupo del modelo estdndar, de forma que en la escala de
gran unificacién Mqayr; determinada por la teoria, los acoplamientos g; correspondan
al acoplamiento de norma del nuevo grupo g'.

Como era de esperarse, durante la historia ha existido mas de una propuesta para
unificar los acoplamientos, entre las primeras propuestas resaltan los modelos propues-
tos por Pati y Salam, con un grupo con dos acoplamientos de norma SU(2) x SU(4).;
y la unificacién mediante un grupo simple SU (V) con un tnico acoplamiento asociado.
En el contexto de una unificacién mediante un grupo SU(N), S. Glashow y H. Georgi
propusieron en el ano de 1974 un modelo basado en el grupo SU(5), cuyas propiedades
matematicas hacen viable el contener como subgrupo al Ggys del modelo estandar, y
que a su vez constituye uno de los ejemplos méas sencillos de tratar en términos de
un modelo predictivo en la unificacién a alta energia. En este capitulo se estudiaran a
detalle las propiedades de la teorfa de gran unificacién SU(5) con un minimo contenido
de particulas en el sector de Higgs, sus representaciones, su contenido de particulas, asi
como aspectos fenomenoldgicos y los principales problemas que presenta este modelo
como candidato para GUT. Por su parte se estudiard el rompimiento espontaneo del
grupo de norma via el mecanismo de Higgs, al grupo del SM, analizando el patrén de
rompimiento y relaciondandolo con las restricciones fenomenolégicas para asi descartar
patrones de rompimiento no fisicos. A su vez, se describird un modelo con el mismo
grupo de norma, pero en su versién supersimétrica N = 1 en 4D, la cual resulta ser
finita a todos los ordenes en teoria de perturbaciones (dependiendo de su contenido
de particulas), de acuerdo al criterio del Teorema 2 del capitulo anterior, consecuencia

1 .
Salvo factores de normalizacién.
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5. TEORIA SU(5) DE GRAN UNIFICACION

que resulta de mucho interés debido a sus propiedades recién encontradas a la escala
de gran unificacién (Teorema 3).

Parte de los desarrollos realizados en la subseccién 5.1.1 que trata al modelo no
supersimétrico, se basan en lo encontrado en diferentes fuentes sobre teoria de campos
[10, 11, 48, 49, 50] y lo trabajado por [51, 52].

5.1. SU(5) con minimo contenido de materia

5.1.1. Unificacién via SU(N)

Uno de los candidatos méas naturales para la unificacién de los acoplamientos de
norma es aquella que consiste en un grupo de norma simple (o semi-simple, con suti-
lezas) mas grande que el Ggps, y que posea un dnico acoplamiento g. Ademés de que
mediante un rompimiento espontdneo se recupere el grupo SU(3). x SU(2)r x U(1) a
una escala de energia yu < Mgyr. Al proponer un grupo especial unitario SU(N), se
requiere que el contenido de particulas del modelo estdndar sea reproducible después
del rompimiento espontdneo de la simetria. Como el grupo del SM tiene rango 4!, la
eleccién més sencilla de grupo candidato a GUT tiene tres posibilidades: SU(5), SU(2)*
y SU(3)?, siendo descartados los tiltimos dos al no contener a SU(3) como subgrupo y
al resultar imposible el definir un generador asociado con la carga eléctrica, respectiva-
mente. El reto para el modelo restante es el poder reproducir el contenido de materia
del modelo estandar.

Al tratarse de un grupo de la forma SU(N), los generadores del grupo son matri-
ces unitarias con constricciones en su determinante (det(T) = 1), ademés de poseer
eigenvalores reales ayy = az,, por lo que el nimero de generadores viene determinado
por n?2 — 1. Que para el caso particular de SU(5), son un total de 24 generadores,
a diferencia de los 12 del modelo estdandar. Dichos generadores suelen asociarse a los
bosones de norma de la teoria, que se incluyen de dentro de la derivada covariante D*.
Estos bosones de norma transforman por medio a la representacién adjunta del grupo;
representaciéon que de acuerdo a la teoria matemética [53, 54], se construye en general
mediante el producto de las representaciones n @ i = 1 @ n% — 1, siendo para el caso
SU(5) representada por 24. Esto es fdcil de identificar mediante un producto de Young,
de acuerdo con la referencia [50, 55].

Como se quiere poder codificar el contenido de materia del modelo estandar a
bajas energias en el modelo extendido, es necesario tener diferentes representaciones
irreducibles del grupo SU(5), de modo que los multipletes asociados a Ggps vivan alli.
Un primer intento para lograr esto, motivados por evitar la mezcla entre los multipletes
de SU(3) y los de SU(2), es el considerar la representacién fundamental de SU(5) como
la suma directa de las fundamentales del grupo de QCD y del grupo de isoespin, tal que
5 = 3® 2, teniendo que los niimeros de hipercarga se asignaran con su correspondiente

'El rango es el nimero de generadores independientes que conmutan entre si.
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5.1 SU(5) con minimo contenido de materia

multiplete del modelo estandar.

Como el grupo Gy resulta ser un subgrupo maximal de SU(5) !, es posible hacer la
extension de los generadores de SU(3) y SU(2) a cinco dimensiones, convirtiéndose asi
en generadores del grupo Gr. Al combinar las representaciones mediante la extensién
dada por la maximalidad [53, 55|, se tendrdn generadores asociados a las matrices de
Pauli dentro de una matriz 5-dimensional

e (0 0
m=(55)

con la misma normalizacién dada en la seccién 2.2. Ademas, 8 generadores asociados con
las matrices de Gell-Mann de SU(3) insertadas en las primeras 3 columnas y renglones
de matrices de dimensién cinco
e A0
0o o0)’

con @' los indices de color. Utilizando la normalizacién impuesta para los T% de SU (3),
y el hecho de que los generadores T° y T conmutan con el generador B,,, se encuentra
un generador de SU(5) que es diagonal

1
V15
Por dltimo, los 12 generadores restantes surgen de la mezcla de los generadores
de SU(3) y SU(2), y que no estan presentes en el modelo estdndar usual. Por tanto,
inducen nuevas interacciones en el modelo, ajenas a las ya conocidas. Dichos generadores
son de la siguiente forma general

Ji3+k _ 0323  j13+F
- (j13+k)T )

7% Diag(2,2,2,-3,-3).

0222

134k

donde las matrices j son de la forma

10 i 0 0 0 00
jB=(oo0o |, sM={0oo0 |, =10, O=(io0],
00 00 0 0 00
00 00 01 0 —i
=100 |, j¥=100|, =100}, =[0 0
10 i 0 0 0 0 0
00 0 0 00 0 0
=101, 2=[0-1], /2={00], /=0 0
00 0 0 0 1 0 -1

Entonces, estos 12 generadores corresponden directamente con nuevos bosones vectoria-
les, que interactuardan directamente con las particulas del modelo estandar. De manera

1Véase la prueba de esto en las referencias mateméticas de teorfa de representaciones [53, 54]
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5. TEORIA SU(5) DE GRAN UNIFICACION

similar a como se definieron los bosones W cargados en la ecuacién (2.8), se definen los
bosones X y Y, responsables de las nuevas interacciones

V13 _ iVl4

Xp1 = %7 (5.1)
V.S +iv,)?

Y= R (5.2)

V2
y de manera analoga se definen X, Yo, X3y X3. Con esto iltimo, es posible escribir una
matriz general de 5 X 5 que englobe a todos los bosones de norma, la cual nombraremos
como V),

G — 3% G12 Gis X1 el
Ga G — \2/% Gas el Yy
V= G G2 Gaz — 3% el Yy
X X Xy ME43E wt
Yi Y5 Vs wo o Wy sk

Sin embargo, ain no se cuenta con todo el contenido de particulas del modelo
estandar, para incluir todo el contenido es necesario considerar representaciones irre-
ducibles de SU(5) de dimensionalidad mayor. Para esto, es ttil recurrir a las reglas
de Young, o directamente al formalismo matematico de teoria de representaciones [54].
Las representaciones requeridas para englobar al SM, de acuerdo a [56] son': la fun-
damental 5; la anti-fundamental o conjugada 5, la 10 y finalmente la representacién
adjunta 24, responsable del rompimiento espontédneo de la simetria de norma.

Por como fueron construidos los generadores del grupo (bosones de norma), las pri-
meras entradas de la representacién vectorial contienen los elementos del grupo SU(3);
es decir, viven en un triplete de color, mientras que las ultimas dos entradas viven
dentro de un isodoblete, por lo que la representacién 5 tiene la forma

5" = (dy,da,ds, e, V)R,

que estd en consistencia con la descripcion del contenido de fermiones dado por la
tabla 2.2 de la seccién 2.6, respecto a la representaciéon de Ggps en la que viven. En
consistencia con el contenido de la representacién fundamental, su conjugada 5 incluird
los anti-quarks dy, asf como los leptones L

L

'Las mismas son requeridas para el caso supersimétrico.
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5.2 Carga eléctrica y cancelacién de anomalias.

El decuplete de SU(5) se construye a partir de la representacién estandar; es de-
cir, mediante el producto de dos copias de la representacién vectorial se obtienen dos
representaciones, una simétrica y otra anti-simétrica, la parte anti-simétrica es la que
corresponde con 10. Adema4s, incluye el contenido restante de particulas de materia
para tener en su totalidad el modelo estdandar. Por su parte, la porcion simétrica del
producto no se incluye en el modelo con minimo contenido de particulas, ya que de a
cuerdo al producto de Young, contiene un sextuplete de SU(3) que no estd en el SM,
por lo que no serd considerado para fines de este escrito. La representacién 10 se escribe
entonces como

0 Uus —U2 U1 dy
- 1 —Uus 0 u1 uo do
10Y = \ﬁ Uy  —Up 0 us ds ,

—u; —us —uz 0 et

*dl *dQ *dg *6+ 0 L

donde el contenido de fermiones dentro de la matriz se determina en funcién de los
nimeros cuanticos bajo el modelo estandar de los elementos de 5, al ser combinados
consigo mismos. Por 1dltimo, la representacion adjunta se construye de la misma manera
que se construy6 la matriz de bosones de norma V), teniendo que 24 = X, VT, que
adicionalmente se puede descomponer de acuerdo al producto 5 ® 5 y a sus nimeros
cudnticos de (SU(3)., SU(2)r,U(1)y) como?

5%5=(8,1,0)®(1,3,0)® (3,2,5/3) ® (3,2,-5/3) & (1,1,0) ® (1,1,0),
siendo asi
24 = (8,1,0)® (1,3,0) & (3,2,5/3) & (3,2,-5/3) @ (1,1,0).

De la expresién anterior, queda clara la contencién de la representacion de los gluo-
nes, de los bosones Z y W, asf como de B, dentro del multiplete de la representacién
adjunta. Ademds de los bosones extra X, y Y, todo esto al analizar sus ntimeros
cuanticos. Entonces ya se tiene todo el contenido minimo de particulas para poder
reproducir el modelo estandar a bajas energias. En la siguiente seccién se analizaran
algunas propiedades y caracteristicas del modelo.

5.2. Carga eléctrica y cancelacion de anomalias.

El generador 712 del grupo SU(5) resulta de gran importancia, esto debido a que se
le relaciona directamente con el generador de hipercarga Y de U(1), ya que en el SM el
generador Y es diagonal y conmuta con cada uno de los generadores de SU(3) y SU(2),

'Que es posible ver de acuerdo con los productos de Young.
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5. TEORIA SU(5) DE GRAN UNIFICACION

propiedad que satisface la matriz T'2. Como el acoplamiento de U(1) tiene diferente
normalizacién que los acoplamientos de SU(3) y de SU(2), es necesario normalizar el
generador T2 para que esté en verdadera correspondencia con los ntimeros cuanticos
de hipercarga!, y sea igual que el acoplamiento de norma de SU(5). La normalizacién
considerada para las constantes de acoplamiento es la siguiente

9gGuT = klgl i = 1’2737

y de forma mds explicita como (5/3, 1, 1). Entonces el generador de hipercarga se escribe

3

en términos del generador T2 como Y/2 = ¢T'2, con ¢ = — £, relacionando asi las

normas del SM y de la teoria.

Una de las consecuencias para el modelo GUT SU(5) méas inmediatas de obtener,
es la cuantizacién de la carga eléctrica, observada experimentalmente y no descrita por
otros modelos?. Para ejemplificar esto, se define el operador de carga @ en funcién
de los operadores de la base de SU(5) que conmutan con todos los generadores de
SU(3). x SU(2)r, para tener con esto un operador diagonal, que sea aditivo en los
eigenvalores.

1 1 5
=Ty+-Y =-T3—/=T"
Q=15+ 5 5 5T
y con representacion matricial explicita
Q" = Diag(—1/3,-1/3,-1/3,1,0). (5.3)

En realidad, la forma de la ecuacién (5.3) depende de la representacién; méas especifi-
camente, de como transforma el multiplete de SU(5) al que se le quiere asociar carga
eléctrica. Con esta consideracién, de acuerdo a lo descrito por Li y Cheng [11], se tiene
que las cargas para las diferentes representaciones son de la forma

Q(?) = Qiéij
Q(5) = —Qi04j
Q(¢ij) = Qi + Q;

Q) = Q) - Qs

con esta asignacién es evidente que para el caso de la representacién estdndar (que se
escribe explicitamente en términos de los quarks d; y los leptones derechos), los quarks
tienen carga en términos de la carga de los leptones, en consistencia con la condicién
de tener traza nula para los generadores, siendo Qg = 1/3Q.+.

La construccién del operador de carga eléctrica resulta de utilidad al momento de
comprobar la consistencia de la asignacién de multipletes y su correcta equivalencia con
el contenido de materia del modelo estandar. Para reproducir las familias de fermiones

'Esto serd valido a la escala de Gran Unificacién.
2La cuantizacién de la carga eléctrica suele asumirse como inmediata por la eleccién de un grupo

de norma simple, debido al espectro discreto asociado a los grupos no abelianos.
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5.3 Sector escalar y rompimiento espontaneo de SU(5)

izquierdos del SM en el modelo aqui presentado, son necesarias tres copias de la repre-
sentacién reducible 5 @ 10 que, para que sea consistente en términos fenomenolégicos,
debe carecer de anomalias en sus acoplamientos con los bosones de norma V};'. Dicha
informacién sobre las anomalias estd contenida en la traza de los generadores en la
representaciéon dada T%(R), con R =5 @ 10, siendo

Tr({T*(R),T"(R)}T*(R)) « A(R),

siendo A(R) el término de anomalias. Como este ultimo solo depende de las representa-
cion que se esté utilizando y no de los generadores del grupo, consideramos el operador
de carga eléctrica () tres veces, para asi tener

277(Q°(8)) = CA(B)
2Tr(Q3(10)) = CA(10),

con C' un factor dependiente de los invariantes del algebra. Tomando el cociente entre
las dos expresiones y desarrollando los términos de la traza en funcién de las cargas de
cada representacién', se obtiene

AB) 3Q3% +(Q.)° .
A(10) ~ 2Q3+ Qs +3Q3+2-Qup

De donde se concluye que la representacién 5 @ 10 est4 libre de anomalias quirales,
debido a la cancelacién de los coeficientes A(R;). Esto es importante, ya que los diagra-
mas asociados a la interaccién entre bosones de norma y fermiones via los acoplamientos
de Yukawa, no presentan términos que rompan la simetria quiral de SU(2)y.

Una consecuencia importante y sorprendente de las teorias GUT, es el hecho de que
la la carga eléctrica asociada a fermiones esté cuantizada; que a pesar de ser una con-
secuencia inmediata de la estructura del grupo de norma, resulta un logro importante
de la hipétesis de gran unificacién.

5.3. Sector escalar y rompimiento espontaneo de SU(5)

5.3.1. Sector de Higgs

Una caracteristica vital que debe poseer una teoria de gran unificacién, ademads
de describir las interacciones fundamentales mediante un tnico acoplamiento a alta
energia y el solucionar los problemas del SM, es el recuperar el grupo y contenido de
particulas del mismo a una escala de baja energia (baja comparada con la escala de
gran unificacién Mgpr). De la misma manera en la que se da el rompimiento de la
simetria electrodébil a la escala Myyeqk, en el modelo SU(5) es posible tener un patrén
de rompimiento espontaneo al adquirir un vev en el sector escalar. Dicho patrén de

!Tomando la carga de e™ =1
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rompimiento estarda en funciéon de la representacién adjunta del grupo, pero antes de
detallar dicho rompimiento, es necesario describir el sector de Higgs o sector escalar.

El contenido de escalares en el modelo viene dado por un multiplete viviendo en la
representacién adjunta 24, y un quintete, dentro de la representacion estandar (55),
siendo la segunda la encargada de romper la simetria del modelo estandar a SU(3). x
U(1)4, ya que contendra un doblete escalar de SU(2) en modelo estdndar, ademés de
incluir un triplete de color. Por lo tanto el multiplete dentro de la adjunta sera el
que rompa la simetria de norma, ya que tiene la peculiaridad de no romper el rango
del grupo. Por el momento no es de mayor interés el describir de manera completa el
lagrangiano del modelo en su totalidad, por lo que solo se centrard en el contenido del
sector escalar.

Fl sector escalar es descrito por la densidad Lagrangiana que involucra a los mul-
tipletes de Higgs, teniendo asociado cada uno de estos términos cinéticos y términos
potenciales de interaccién y auto-interaccién. Los términos cinéticos asocian la derivada
covariante de los campos, de modo que dichos términos corresponderan a interacciones
entre los bosones de norma y los multipletes de Higgs. El término cinético es

1

o = 5Tr{(DM24H)T(D“24H) + (D,51) (D55}, (5.4)

donde la expresién de la derivada covariante cambia dependiendo de la representacién
en la que esté actuando. Los términos del potencial consisten en productos de los campos
escalares, en analogia con el potencial de Higgs del sector escalar del modelo estandar.

V(5u) = _2“%5;,5;1 + 2(5}{5@2, (5.5)
—pu? 94 k 242 « 4 B 3
V(24y) = TTT{24H}ZT7“{24H} + ZTT‘{24H} + gTT{24H}. (5.6)
Finalmente, los términos de potencial mezclados son de la forma
V(245,55) = abl,5uTr{24%} + 51,2435 + 5,245y, (5.7)

con lo que el sector escalar estd compuesto por la suma de las cantidades definidas en
las ecuaciones (5.4-5.7)

=gl V() +V(24y) +V(24y,55).

5.3.2. Sector de Yukawa

De manera similar, el sector de Yukawa se construye con relativa facilidad, recor-
dando las identificaciones entre los multipletes, las representaciones de SU(5), y las
particulas del modelo estandar. Entonces es claro que los campos requeridos para des-
cribir el sector de Yukawa son 55, 5 y 10, ya que contienen a los quarks y leptones.
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—_ 1
Ly = 5Y3105} + £10Y10105p + h.c., (5.8)

con Ys y Yig los acoplamientos de Yukawa usuales para cada familia de fermiones. En
el modelo SU(5) no se permite la mezcla entre los multipletes 245 y 10 para que al
momento del rompimiento de la simetria de norma, no surjan términos de masa asocia-
dos a fermiones ya que no estarian en consistencia con lo observado experimentalmente
a esas escalas de energia. El primer término de (5.8), se puede escribir explicitamente
en funcién del contenido del SM de acuerdo a lo encontrado en la seccién (2.2) como
el siguiente producto matricial

gT 7T €kl q H

5 %105;{ = (duLz)L( _qT eabe+ > < H(i )
donde se usaron indices de sabor para el simbolo de Levi-Civita €;;; e indices genéricos
para €4,. Donde se nota que la primera entrada de la matriz en realidad corresponde
con una submatriz de dimensién 3, y Y la matriz de acoplamientos de Yukawa. Sim-
plificando la relacién anterior en términos del doblete H y el tripléte H., se obtiene!

qd;Ys H* + eqpe™ H* + €;j3d; Ysur HY — L;Ysq" H, (5.9)

que al analizar los términos que involucran a H, se pueden hacer la siguientes identifi-
caciones

eaLiYse"H* — kL Yse b H*  qd;Ys H* — (qrdrYsH)
Y5 — }/e Y5 — YdT)

concluyendo de esto que YdT = T,. Poniendo asi una restriccién sobre los acoplamien-
tos de Yukawa en el modelo. De manera andloga para el segundo término de (5.8), se
obtiene una segunda constriccién sobre los acoplamientos de Yukawa Y, = Y,/ 2. Cabe
mencionar que este par de constricciones son vélidas para cada generacién y que tni-
camente son ciertas a la escala en la que este modelo de gran unificaciéon describe a las
fuerzas (Gaur).

5.3.3. Rompimiento espontianeo SU(5) — SU(3). x SU(2), x U(1)y

Mediante el mecanismo de Higgs analizado en la seccién (2.4), es como se da el rom-
pimiento de la simetria electrodébil, y por tanto los bosones de norma y los fermiones
del modelo estandar adquieren masa. De la misma manera a como se da ese rompi-
miento espontaneo, es posible codificar el rompimiento del grupo SU(5) por medio del
mecanismo de Higgs. Al tener un sector de Higgs poblado por escalares en la repre-
sentacion adjunta y en la representacion vectorial; uno responsable del rompimiento

No utilizando explicitamente fndices de SU(5).
2Esta segunda constriccién presenta sutilezas en su deduccién, ya que involucra el manejar todos

los indices de SU(5) del término de Yukawa.
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al Ggyr v el segundo del rompimiento electrodébil, es 16gico pensar que se tienen dos
escalas de energia asociadas en el modelo para obtener estos patrones de rompimiento,
haciendo que este se de en dos etapas independientes.

Para la primera etapa del rompimiento, se considera inicamente el potencial V' (247),
el cual adquirird un vev no nulo que lo minimiza. En la segunda etapa, es considerado
uinicamente el escalar en la fundamental, que del mismo modo adquiere un valor minimo
en el potencial. En este escrito sélo se estd interesado en la etapa inicial de rompimiento,
por lo que se considera el potencial de la ecuacién (5.6), el cual es el potencial renor-
malizable mas general. Ademéds de la constriccién en la traza Tr{24x} = 0, se puede
imponer una simetria adicional de la forma 24y — —24p, reduciendo asi la forma del
potencial de la 24 por

— 2 k
V(24y) = T“Tr{m%[} + T Tr{245) + %Tr{24}1{}.

Como ya se menciond, al ser el grupo del modelo estandar un subgrupo maximal
de SU(5), tras romper la simetria con el multiplete 24, el rango del grupo se mantiene
intacto. Caso contrario al rompimiento de SU(3). x SU(2)r x U(1)y, ya que el rango
del grupo se rompe por un factor con los escalares en la irrep vectorial. En la primera
etapa, el campo 24y adquiere un vev distinto de cero H = (24y) a cierta escala de
energia. Como en la teoria de grupos siempre es posible diagonalizar a una matriz en
la adjunta, es acertado escribir el valor esperado del vacio como una matriz diagonal

H. = nol,, (5.10)

con | y m indices de SU(5). Expresando a la traza como Tr{H} = 3> hy,, el potencial
se reduce a lo siguiente

2
V(H) = _2“2 > hl+ g (Z hfn) + % > h (5.11)

Como se quiere encontrar el valor del vev que minimiza al potencial de Higgs (5.6),
=0,

es necesario extremizar la expresién (5.11) para esto, se realiza la derivacién gTV
n

obteniendo

— 2y + k <Z h%) hn + bh3 =0,

de esta expresion general, si se toman tres valores para la matriz hq, ho y hg, la ecuacién
anterior se escribe como un sistema de ecuaciones de manera explicita

—u’hy -k (Z h%) hi 4 bh3 =0, (5.12)

- ,u2h2 +k <Z h3n> ha + bh% =0, (5.13)
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—u?hs + k (Z h%) hs + bh3 = 0. (5.14)

Tomando la resta entre (5.12)-(5.13) y (5.12)-(5.14), las ecuaciones resultantes son
— +k<2h2>+bh2+h1h2+h2) 0, (5.15)

— 1 +k<2h2>+bh1+h1h3+h3)_0 (5.16)

y volviendo a hacer una resta entre (5.15) y (5.16) la ecuacién resultante dard una
constriccién sobre los elementos de matriz

b(h3 + hihy — hihs — h3) =0,
de donde se obtiene

Como la matriz buscada H serd de la forma Diag(nihy) (i = 1,2,3,4,5), con n; la
multiplicidad de cada elemento !, otras constricciones légicas son

n1 + no +n3z = 9, (518)
nlhl =0. (519)

De las expresiones anteriores (5.17-5.19), se reescribe el potencial V' en términos de
un solo parametro ¢ como

V(g) = —\1¢? + Aao?,

con las correspondientes identificaciones

hi =@, hy=73=11¢, hy=12=11¢.

Este potencial V' (¢) tiene un minimo en ¢ = /5 )\ , donde queda claro que A1 y Ao
son funciones de las multiplicidades ni, na y ns. Sustituyendo este valor del campo ¢
en la expresion del potencial, el extremo V;, tendra la forma

)\2

_ M 2
Vin 2)\2 (n1,n2,n3), (5.20)

con F'(ny,ng,ng) una nueva funcién de las multiplicidades. De a cuerdo con la referencia
[57], la funcién F' es suave en los enteros positivos, por lo cual encontrar extremos de
F equivale a encontrarlos para el potencial V,,. Al tener F' la forma especifica

1S0lo seran tres elementos distintos h; dentro de la matriz. Ya que al suponer més de estos, la

ecuacién (5.17) arrojard resultados contradictorios.
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2 2 2 2
_p 1 . _ (n1—n2)*+(n1—n3)*+(n3—na)
4 k+ag(ni,ne,ng)’ g(nl’ n2, n?’) T 2{n1(n3—n2)?+n2(n1—n3)2+n3(n1—n2)?}2’

F(nh na, n3) =

tendra dos soluciones cuando k£ > 0 y o > 0. Haciendo méximo a V,,, cuando n; = 4,
ng = 1y n3 =0y minimo cuando ny; = 3, no = 2 y ng = 0. Esto da dos posibles valores
para el vev, que se traducen en dos distintos patrones de rompimiento de SU(5). Uno
que corresponde al rompimiento SU(5) — SU(4) x U(1) con vev

H =vyDiag(1,1,1,1,—4),
y el patrén SU(5) — SU(3) x SU(2) x U(1) con correspondiente valor de expectacién

v

V15

H = ——Diag(2,2,2,-3,-3),

donde 1% = 301155704'

Como lo que nos interesa es el reproducir el grupo del modelo estandar, escogemos
la segunda expresién para el valor de expectacién del vacio (vev). Expresion que si se
observa, con cuidado, correspondera a un rompimiento en la direccién de T2. Esto no
es de sorprender, ya que al vivir el campo de Higgs en la representacion adjunta, su
transformacion se da en funcién de los generadores del grupo, por lo que al orientarse
en una direccién particular (andlogo al rompimiento electrodébil), la simetria asociada
al grupo se verd rota. Como sucede en el caso del rompimiento electrodébil, los bosones
de norma adquieren masas asociadas. En este caso particular sucede exactamente lo
mismo, de forma que para evaluar dichas masas Mx y My, es requerida la expresién
explicita de la derivada covariante para la representacion adjunta, la cual se escribe de
la siguiente manera

Du = 6# —I—ig[V#, _]a

con g el acoplamiento de norma. Los términos de masa de bosones se obtienen al
evaluar el valor de expectacién del vacio en el término cinético del campo 24, mas
especificamente, el término

G Tr{[Ay, H|[A*, H]} = ¢*Tr{(Au) (A7 (e — b = n) (b — hyy),

sin convencién de suma. Como el factor multiplicativo de la parte izquierda de la

ecuacion anterior son los elementos diagonales de H, al ser estos h; = \/%—51/2 y ho =
_ 1

\/ﬁl/?), la cantidad (hy — h;) para cualquier valor de [ y k sélo puede ser £5 o cero.
Por tanto la masa de los bosones A, = X,,,Y), es M)QQY =5/3g%V2.

De manera parecida, del la expresién del potencial de mezcla entre multipletes
V(24p,55), al evaluar en el vev H surgen términos de masa para las componentes de
55, que consisten en un triplete de SU(3) H. y un doblete de H de SU(2). Evaluando
en la expresién de los potenciales estas masa, se obtienen'

! Se supuso una simetria Z, para el escalar 24.
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2
4
m%{C —% + 2a1? + 1—51)1/2,
143 3
mi = —?5 + 2a1? + 5()1/2

Que al momento de estar en la segunda parte del rompimiento (M ~ 250GeV),
la masa asociada al doblete escalar serd muy pequena comparada con la masa de los
bosones X,,. De modo que se da un desacoplo entre los multipletes a bajas energias,
haciendo necesaria la diferencia sustancial entre el valor v? y el vev que adquiera el
campo 5 para el rompimiento electrodébil V22, requiriendo que v > 10215, obteniendo
con ello un valor pequeno de m%[.

5.4. Problemas del modelo SU(5)

Al igual que el modelo estdndar, los modelos de gran unificacién presentan una
serie de problemas e inconsistencias al momento de comparar con el experimento. La
repetida aparicién de problemas en los modelos hace que estos sean descartados o que
sigan siendo validos y aceptados bajo ciertas condiciones. Este es el caso del modelo de
gran unificacién basado en el grupo SU(5), ya que presenta problemas que pueden ser
rescatados implementando nuevos multipletes en representaciones de dimensionalidad
mayor o inclusive el uso de simetrias adicionales. A continuacién se enumeran algunos de
los problemas del modelo aqui presentado, haciendo énfasis en aquellos que se solucionan
y que no descartan el modelo.

1. El angulo de mezcla electrodébil 0y . Este valor del angulo de mezcla depende
de la escala energética a la cual se esta trabajando, por lo que su magnitud en la
escala de gran unificacién trabajada, tendrd un valor determinado en funcién de
los acoplamientos y demas elementos del grupo, que de acuerdo con lo descrito
por Greiner [50], estd dado por

o1 (1)
as(p) +on(p)’
donde se usa la notacién de estructura fina para los acoplamientos a; = 91-2 /4.

De aqui se llega a que la cantidad sin? Oy a la escala uw= Mgyt con ag = 5/3a1
y g = Qg es

sin? Oy (1) =

Sin embargo, este resultado es sélo vélido para una escala de energia. Por lo que
para hacer una comparacion con lo medido en los experimentos y lo predicho
por el modelo, es necesario encontrar una expresion para el dngulo de mezcla en
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funcién de la evolucién de los acoplamientos via el grupo de renormalizacion. Esta
expresion buscada surge de las ecuaciones del RG para los acoplamientos g; del
modelo estdndar, que de acuerdo a la literatura [1, 12] resulta en

1 1 Bz‘j /,L2

— - —— =" (5

a;(p) () 4m Méyr

donde B;; son funciones del nimero de multipletes fermiénicos y de Higgs en la
teoria; que para nuestro modelo, por tener contenido minimo es np =3y ny = 1.

La ecuacion 5.21 se puede escribir inicamente en términos de a3

) (5.21)

QBM 3 Bas

.2 _ a3 5 Bio
sin® Oy (M) = 14_7&37231‘

Con informacién tomada del PDG [16] (agp (Myz) ~ 7.8121073, az(Mz) ~ 0.118,
By = —7.266), resulta que la prediccién del modelo SU(5) con minimo contenido
de particulas es de sin? fyy ~ 0.207. Dicho valor difiere en forma considerable del
valor medido experimentalmente, ya que no se hizo la consideracién del gran valor
de incertidumbre de la constante as.

. Unificacion de los acoplamientos B—test. De la expresion funcional para
apy/as en términos de la escala de energia, es posible despejar el término que
involucra al nimero de multipletes B = Bas/Bi2, quedando una ecuacién de la
forma

5(sin® Ow (1) — apr/as)

B =
3 — 8sin? Oy (p)

Al tratarse a B por un lado como una funcién del contenido de particulas, y por
otro como funcién de la escala de energia, es viable el hacer una comparacién para
valores conocidos en el SM. Esta cantidad conocida como B-test, es una medida
de qué tan buena es la unificacién de los acoplamientos de norma para un modelo
con contenido fermidnico y bosénico ng y ng, respectivamente.

Para las energias del modelo estdndar (u ~ My) se tiene que
» Para el contenido minimo del modelo SU(5), B es

Bag
B = —"=0.528.
Bia
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= Con los valores de sin? 8y, agar v a3 dados en PDG, B resulta ser

B ~0.717

De donde se observa una diferencia sustancial entre un valor y otro. Si se abandona
la idea del contenido minimo de particulas, es posible ajustar este valor para que
coincida con lo observado, sin embargo esto conlleva problemas al momento de
definir la escala de gran unificacién, ademas de introducir nuevas interacciones.

Se concluye del B-test que la unificacién mediante SU(5) no es exacta, por lo que
es requerido un modelo con una contribucién distinta de particulas en Bis y Bos.

Unificacion de Yukawa. De la discusién sobre el sector de Yukawa, se obtu-
vieron constricciones sobre los acoplamientos de los fermiones; relacionando asi
a Y. y Yy. Sin embargo, de acuerdo a la descripcién del modelo estandar, tras el
rompimiento de la simetria, los fermiones adquieren una masa proporcional a su
acoplamiento de Yukawa (y; o< m;).

Ademis, como la relacién Yy = Y. es valida para las tres familias, las siguientes
expresiones son ciertas a la escala de gran unificacion

Me = Mg; My = Mgy My = Ny,

Teniendo estas expresiones, es posible construir cantidades que resultan ser in-
variantes del grupo de renormalizacién; es decir, son validas para toda escala de
energia p. Tomando el cociente entre la primera y la segunda, se obtiene

Me mq

my Mg

)

y analogamente cualquier combinacién de cocientes. Al ser invariante del RG, debe
coincidir con los valores de las masas a la escala conocida del modelo estandar,
que para las masa de los fermiones se obtienen los siguientes resultados numéricos

e ~ -3 ~ -2
% ~ 4.82107°, %‘: ~ 72x107~,

que difieren por un orden de magnitud. Por tanto, no resulta certero (una vez
més), que a las escalas conocidas, el modelo unificado reproduzca el sector de
Yukawa del modelo estandar en su totalidad.

Sin embargo, la unificacién de Yukawa es una condicién extra a la unificacién de
norma, ya que se impone de manera independiente a la unificacién via el grupo

SU(5).

Decaimiento del protén. Como el lagrangiano general de la teoria SU(5) debe
de contener términos cinéticos para los fermiones en la representacién 53¢ 10 = U,
mediante la implementacién de la derivada covariante D,~#, se inducen términos
de acoplamiento entre las familias de fermiones y los bosones de norma de la

75



5. TEORIA SU(5) DE GRAN UNIFICACION

teorfa. Denotando a ¥ = (¢’,x"), la derivada covariante actuando sobre cada
representacion se escribe de la siguiente manera

12 24
Dup=0up —ig» ViT'¢p—ig > XuT%,
=1 a=13

Dux = 0ux +ig{Vu, x}-
Siendo el término de interaccién — gTr{)Zvuvux}+<57“VE ¢, que en términos de la

primera familia de fermiones introduce nuevos vértices, distintos a los del modelo
estandar, para X, y Y,

aXydyte®, eX,uytu,
esY uytet, esY,vevtd,

con €, factores de acoplamiento, que corresponden con los diagramas de Feynman
de la Figura 5.1.

€1 X

Figura 5.1: Vértices de interaccién entre bosones X, y Y, con los fermiones de la primera

familia.

Debido a la estructura de los protones (uud) y los piones, es posible construir un
escenario para que el proton decaiga via un Bosén X o Y a nivel arbol. De acuerdo
con la literatura del tema [16, 48], para el escenario de decaimiento p — e*7?, la
taza I', es
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que para valor de la escala de gran unificacién p ~ Mgyr!, su inverso que corres-
ponde con la vida media es 7, ~ 3.72103! anos. Resultado que de manera desafor-
tunada esta descartado por los resultados experimentales de Super-Kamiokande
[58], v que da suficientes motivos para descartar el modelo aqui presentado.

5. Jerarquia de norma. En la seccién anterior se encontré una masa asociada
al doblete escalar de SU(2), dependiente del valor de expectacién del vacio v.
Sin embargo, como en la segunda etapa de rompimiento, la masa del doblete my
debe ser proporcional al vev asociado a 5, es necesario que dicha masa sea muy
pequeiia, para poder satisfacer la condicién v > 102wy,

El problema con esta suposicion radica en el hecho de que las correcciones radia-
tivas a uno o més loops para la masa del isodoblete, traen consigo divergencias
del tipo cuadratico y/o logaritmico, como ya se mencioné en la seccién 2.6. Por
tanto, al ser el vev v de gran magnitud, las correcciones de la forma Amfl x v no
seran consistentes con la constriccién dada, por lo que se requerird un ajuste fino
o bien, la implementacion de simetria entre bosones y fermiones. Este problema

es conocido como jerarquia de norma.

Como puede verse, existen muchos problemas asociados al modelo de gran unifica-
cién SU(5), de modo que en la mayoria de ellos reflejan las inconsistencia al reconciliar
con el modelo estdndar a bajas energias. Dichas inconsistencias se deben al contenido
minimo de particulas, siendo una via para dar solucion a algunos de ellos el introducir
una cantidad mayor de multipletes en representaciones de dimensién superior. Sin em-
bargo, esta introducciéon de particulas no resuelve el problema de la jerarquia también
presente en el modelo estdandar, por lo que un modelo con supersimetria basado en el
mismo grupo de norma estd dentro de las posibilidades para dar mejor informacién
y tratar de solucionar las inconsistencia. Este candidato a GUT se introducira en la
siguiente seccidn.

5.5. Modelo SU(5) supersimétrico de gran unificacién

La propuesta del modelo SU(5) de gran unificacién en su versién supersimétrica
resulta conveniente para tratar de solucionar el problema de la jerarquia de norma
introducido por los términos divergentes asociados a las particulas escalares dentro
del sector de Higgs. Ya que en virtud del teorema de no-renormalizacién [37, 38], los
parametros del super-potencial asociado no reciben renormalizaciones finitas a ordenes
altos en teoria de perturbaciones. Esto tiene una consecuencia directa en la cancelacién
de las divergencias cuadraticas, al considerar fermiones dentro de los multipletes del
sector escalar, de manera idéntica a como se hizo para el caso del modelo MSSM.

'La escala de gran unificacién asociada con la teorfa puede determinarse mediante la evolucién
de los acoplamientos via el grupo de renormalizacién, despejando directamente de la ecuacién (5.21),

obteniendo un valor Mgyt ~ 7.682104GeV .
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Entonces, con este supuesto de simetria entre bosones y fermiones, la construccién
del modelo sera muy similar a la versién no supersimétrica. La diferencia radicard uni-
camente en que los objetos matematicos asociados a los multipletes tendréan diferente
estructura matematica, siendo operadores en el siiper-espacio. Sin embargo, seguiran
viviendo dentro de representaciones del grupo de norma con la dimensionalidad que se
utilizé en el modelo con contenido minimo. Entonces, para el modelo susy son requeri-
dos: dos stiper-campos quirales viviendo en las representaciones 5 y 10, para reproducir
las familias de fermiones; dos stiper-campos de Higgs en 55 y 55 para el rompimiento
electrodébil; y finalmente un stuper-campo quiral en la representacién adjunta 24y, en-
cargado de romper la simetria de norma de SU(5). Cabe mencionar que, en contraste
con el modelo anterior, se requiere de un multiplete adicional en el sector escalar para
completar el rompimiento SU(3). x SU(2)r, x U(1l)y — SU(3). x U(1) en el modelo
minimo supersimétrico.

La forma del stper-potencial asociado mas general para este modelo viene dado por
la siguiente expresién

W(5,5,24,10) = Y (h#10,10;H;" + h{10,5;H) + aTr{24}

7
+bTr{24°} + cTr{24%} + > g(Hj'24H + mH!H}'), (5.22)
l

donde los elementos H* y H¢ son los multipletes de Higgs asociados con 5y v Bx,
respectivamente, y los términos h*, h® hacen referencia a constantes de acoplamiento.
Este potencial codifica la informacién de las dos etapas del rompimiento de la simetria
discutido en la seccién (5.3.3), recuperando asi el modelo minimo supersimétrico, en
lugar del modelo estdndar usual.

El stiper-potencial de la ecuacién (5.22) puede simplificarse de acuerdo a las con-
sideraciones con el modelo, y dependiendo de la multiplicidad con la que se tomen los
multipletes. Para el caso de una teoria finita, el modelo reduce su potencial bajo las
consideraciones de [41].

Las ventajas de la introduccién de la supersimetria se reflejan a su vez en las cotas
para la vida media del protén, asi como para la unificacién de los acoplamientos. Todas
estas generalidades son discutidas a detalle en los trabajos de la referencia [59]. Sin
embargo, la introduccién de la supersimetria en la teorfa SU(5) hace que se tenga
que considerar una nueva escala energética, la escala a la que se rompe supersimetria
(se sabe que debe de estar rota), determinada en funcién del método empleado para
romper la supersimetria. Por su parte, esta nueva escala esté relacionada directamente
con la escala del rompimiento electrodébil (M), por medio de algo conocido como
rompimiento radiativo de simetria (radiative symmetry breaking), lo cual consiste en
un rompimiento espontaneo inducido por el flujo de renormalizacién de los pardmetros
de rompimiento suave asociados con las masas de los dobletes de Higgs dentro del
MSSM. Este rompimiento surge debido a que las contribuciones a las masas de los
dobletes escalares dadas por la tercera familia de fermiones producen un decremento
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en los términos del potencial, lo que genera un valor minimo no trivial en el potencial
de Higgs, dando con ello un valor de expectacién del vacio de manera natural. Esto
justifica el rompimiento de la simetria electrodébil al correr los parametros de Mgy a
My. Algunas generalidades extra de este fendmeno se tratan en las referencias [1, 27]

El modelo SU(5) supersimétrico, bajo un andlisis similar al introducido para el
modelo sin supersimetria, arroja resultados para el dngulo de mezcla 6y y la escala de
gran unificacién Mgy de

sin? Oy (Mz) 2 0.370; My ~ 2.244x10'6 |

por lo que la introduccion de esta nueva simetria no afecta de manera inconsistente
el valor de estos parametros. Una discusién mas detallada sobre el stper-potencial y
sus términos escalares y de Yukawa, asi como el mecanismo empleado para romper
supersimetria, se tratard en el siguiente capitulo, el cual trata a la teoria susy-SU(5)
como una teoria finita, en el sentido del teorema 2.
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Capitulo 6

Rompimiento de SUSY-SU(5) y finitud.

Al haber descrito el modelo de gran unificacién SU(5) en sus versiones supersimétri-
ca y no supersimétrica, se esperaba dar un panorama general del tipo de teorias que se
utilizan para describir las fuerzas fundamentales a grandes escalas de energia, asi como
los principales problemas que conllevan y como identificarlos, ademas de ciertas predic-
ciones que se pueden realizar con ellos. Sin embargo, al tratar el caso supersimétrico,
es natural llegado a este punto el preguntar si es posible obtener informacion adicional
del modelo SU(5) cerca de la escala de rompimiento de norma en términos del stper-
potencial y la evolucién de sus parametros. La respuesta a esta interrogante es un tanto
incierta, sin embargo, el camino para tratar esta pregunta es el manejar el modelo de
gran unificacién via SU(5) en el contexto del teorema 2 o teorema de finitud.

El uso de este teorema para nuestro modelo; cuya finitud estd demostrada a un loop
en teorfa perturbativa [60, 61], estard enfocado a buscar una variedad conforme en el
punto de rompimiento de la simetria de norma. La existencia de una variedad conforme
de dimensionalidad k£ da informacién sobre la estructura de fase de la teoria, y al pre-
sentarse un rompimiento (o méas de uno) esponténeo de simetria gauge, sera posible el
identificar si es que se dan las condiciones propicias para relacionar dicho rompimiento
con una transicién de fase en el espacio de pardmetros. Al tener a disposicién el teo-
rema enunciado para la existencia de las variedades conformes (teorema 3), se podra
confirmar dicha suposicién tras recuperar el modelo estdndar minimo supersimétrico
via el rompimiento de SU(5), ya que a ese nivel las cargas asociadas a la simetria R
ya no seran conservadas, por lo que la teoria a baja energia no tendra una variedad
conforme asociada, excepto tal vez en el punto donde se rompe la simetria electrodébil.

En este capitulo se tratard a la teorfa SU(5) con una forma especifica del super-
potencial, de manera que la sea finita en el sentido supersimétrico a todos los ordenes
en teoria de perturbaciones, encontrando los operadores que generan la variedad fija
donde la accién efectiva carece de divergencias en el UV. Con esto, se tratard de dar
algun tipo de informacién sobre si el rompimiento de norma se trata de una transicién
de fase y en su caso, de qué tipo de transicién se trata.
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6.1. Finitud en el modelo SU(5)

De acuerdo con la clasificacién para las teorfas finitas supersimétricas (N = 1)
descrito en la seccién anterior y trabajado en [8, 41], la condicién sobre las funciones
beta a un loop garantiza que esta finitud se mantenga a dos loops y de manera sucesiva
para todo orden en teoria de perturbaciones. Al poseer el modelo SU(5) supersimétrico
un super-potencial con campos quirales en las representaciones fundamentales (anti-
fundamental), 10 y en la adjunta, su forma completa es de la forma del potencial
(5.22) donde los super-campos ¢; corresponden con cada uno de los ya enumerados.

Como es requerido reproducir el contenido del modelo estandar, cada representacion
aparecera con una multiplicidad fija, dependiendo del numero de familias de fermiones
que se requieran. Para este caso, se pide que los stiper-multipletes 5, 5, 10 y 24 tengan
multiplicidad (4, 3,7, 1), respectivamente. Con esto, es posible calcular el coeficiente de
la funcion beta de norma, el cual depende de los indices de Dynkin de cada representa-
cién y del operador de Casimir en la representacion adjunta (>, T(R;) — 3C2(G)), que
de acuerdo a la tabla 1 de la referencia [62] se tiene que

D T(R;) — 3Co(G) = AT(5) + 3T(10) + 7T(5) + T(24) — 3C(G)
Z =4(1/2) +3(3/2) +7(1/2) + 5 —3(5) =30/2 —15=0, (6.1)

y de la misma manera, se obtiene para los coeficientes de anomalias que
> ARy =4(1) + 3(1) + 7(—1) + 1(0) = 0.
i

Por tanto, la funcién 3, a un loop se anula, asi como la suma de los coeficientes
anémalos. Esto quiere decir que las condiciones 1 y 2 del teorema 2 se cumplen para el
modelo SU(5) con este contenido de materia.

Por otro lado, de acuerdo a la clasificacién de candidatos a teorias finitas descrito
por Rajpoot y Taylor [62] para las teorias SU(N), y al desarrollo encontrado en [63],
se requiere analizar los términos del siper-potencial para analizar las condiciones 3 y 4
del teorema de finitud. El stuper-potencial mas general que contempla al contenido de
particulas descrito anteriormente es el siguiente (con acoplamientos ctibicos)

1 _ - 1. R 1 _
W = §g%a10i10jHa + g%a10i5jHa + §g7jjk10i5j5k + QpiabloiIOiHaHa

_ 1 _
+gl H,24H, + gg)‘(24)3 + hig5;24H,, (6.2)
con los indices 1, j, k, indices de familia y a indice escalar. Como se quiere que las

condiciones (3) y (4) se cumplan para este modelo, de acuerdo con la referencia [41], el
introducir una simetria discreta Zy; x Zs X Z restringe mas el potencial, de forma que la
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6.1 Finitud en el modelo SU(5)

solucién de la ecuacién (4.24) para el nuevo potencial tenga soluciones no degeneradas.
Bajo esta simetria, el potencial invariante es

1 _ 1 f
W = 2i510:10:H; + 9%:10,5,H; + g H,24H, + gA(24)5. (6.3)

Por tanto, las relaciones sobre los acoplamientos impuestos por la ecuacién (4.23)
son

24 - 24
A gk + S (e])? = 2025+ 5)g” = To” (6.4)
24 _ 24
a}:wm2+gxdfzncx5+5m%zgg% (6.5)
u \2 ) 2 242
4(2%@‘) =2C5(5)g 5 (6.6)
. 36
203" g% + 303 gik)? = 2Ca(10)g = 2o (6.7)
7y\2 E N2 _ 9c 2 _ 2
(91)” + —8(97)" = 2C2(24)g” = 109, (6.8)

3

y resolviendo el sistema se encuentra la solucién'

(9%11)2 = (952%)2 = (ggs?))z = %QQa (9?11)2 = (9g33)2 = (9322)2 = %92,
(94)2 = 92> (gA)Z = %gza

que por construccién es no degenerada y unica. Por lo que se concluye que la teoria de
gran unificacién con grupo de norma SU(5) es finita a todos los ordenes; es decir, su
accién efectiva carece de divergencias en el ultravioleta.

La manera en que se reprodujo es contenido del SM fue tomando 4 copias de 535, 3
copias de 5@ 10 para las familias de fermiones y un 24, siendo este tiltimo el encargado
de romper el grupo de norma al Ggjs. Las condiciones de finitud dejan de ser validas
después del rompimiento de la simetria de norma, por lo que teoria resultante no es
finita. Ademds, como el contenido de siper-campos contiene los multipletes del SM,
asi como a sus comparneros supersimétricos, se recupera el MSSM a baja energia (Es
decir, a escalas en las que no se ha roto supersimetria) tras el rompimiento espontaneo

de SU(5).

6.1.1. Rompimiento de SUSY en un modelo finito

Una de las restricciones que ponen las condiciones de finitud sobre la supersimetria
es precisamente sobre el mecanismo por el cual ésta se rompe. Siendo el tinico escenario

1Los Casimir de cada representacién se calcularon utilizando la expresién dada por teoria de grupos

T(R;)d(Adj) = C2(R;)d(R;) descrita en [56, 64].
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viable el de rompimiento suave descrito en la seccién (3.4), empleado mediante la adicién
de términos en el lagrangiano (ecuacién (3.16)). El rompimiento espontaneo de SUSY
mediante términos D o términos F' queda descartado, porque es incompatible con las
condiciones (2) y (3) del teorema de finitud; ya que excluye la posibilidad de tener
singletes de norma (tipo F) o bien, requiere de la existencia de un grupo de norma
U(1) (tipo D) que no es consistente con la segunda condicién.

Sin embargo, la finitud sigue restringiendo el sector de rompimiento suave, haciendo
que las funciones beta asociadas a sus acoplamientos se anulen a un loop y dos loop
para mantener la finitud en la teorfa con N =1 [65].

6.1.2. Variedad conforme de SU(5)

Como se discutié anteriormente, las condiciones de finitud son de las principales
causas para que a la escala de rompimiento espontaneo de la simetria de norma, exista
una variedad conforme en el que los operadores de la teoria forman una representacién
unitaria del grupo super-conforme, asi como el multiplete de corrientes conservadas.
Esto fue probado en el teorema 3, aprovechando la simetria R cerca del punto fijo, y
buscando operadores marginales.

Para el caso del modelo de gran unificacién SU(5), se argument6 el por qué con el
contenido de particulas que describe al modelo estandar, este resulta finito. Por tanto,
existird una variedad fija conforme generada por los operadores marginales incluidos
en el siper-potencial (6.3). Como el multiplete asociado a la representacién estandar
del grupo es el encargado de romper la simetria de norma (preservando el rango del
grupo), el candidato a ser operador marginal es el mismo stiper-potencial; sin embargo,
los 1nicos términos que no se mantienen invariantes ante el rompimiento son los que
se acoplan a 24. Cabe notar que ningiin otro puede ser candidato, ya que al introducir
las simetria discreta para el super-potencial (6.2), se eliminaron los términos de mezcla
entre 24 y las 3 familias de fermiones, lo cual es consistente con lo observado tras
romper el grupo de norma, ya que no adquieren masa los fermiones tras el rompimiento
SU(5) — G- Por tanto, el operador que genera la variedad de puntos fijos es

O =W(5,5,10,24, H, H), (6.9)

de manera que si se calculan los coeficientes de escala Sy, , asociados a los acoplamientos
del potencial, se tiene que la combinacién Syu + Sga — 4Sg s — 28, serd proporcional al
4

factor de escala del acoplamiento de norma S, = —%(3710 + 4y +v5) — 2y — 10724,
Donde se hizo el supuesto de que las 7’s para H y H son las mismas. Por tanto, existe
una variedad fija generada por el operador marginal (6.9). Y que estd parametrizada
por los acoplamientos, siendo finita la teorfa cuando la curva y(g) = 0, que s6lo depende
de un parametro, ya que en el punto donde se genera la variedad conforme, es a la escala
de gran unificacion Mgy, y donde los acoplamientos se relacionan con el acoplamiento
de norma.
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6.2. Teorema de Morse para el flujo de renormalizacion y
el indice i

Lo descrito en esta seccion estd basado ampliamente en el articulo de Sergei Gukov
[7], en el cual da un método para reconstruir el espacio de teorias conectadas por un
flujo de renormalizacidn, sin recurrir explicitamente a solucionar las ecuaciones del RG.
Esto en el contexto de teorias supersimétricas conformes, se aprovecha de la relacién
entre la dimensién anémala y la conservacién de la simetria R (asi como la dimension
conforme Ap). Sin embargo, en su estudio se hace mucha referencia a elementos de
topologia algebraica, los cuales para fines de nuestro trabajo, quedaran en segundo
plano para un posible estudio a futuro.

La importancia de que exista una variedad conforme para nuestra teoria super-
simétrica es la clave para poder aplicar el procedimiento de Gokov, ya que el flujo de
renormalizacién se analiza inicamente en los puntos fijos de la teoria conforme, a di-
ferentes escalas energéticas. Entonces, un punto fijo M* corresponde con alguna teoria
conforme dentro del espacio de teorias T, siendo el flujo bajo el parametro ¢t = Inp el
que conecta diferentes teorias dentro de este espacio.

9 __pig) 2,

dt ag*
interpretando a 8 como velocidades en T. De modo que para una teoria N = 1 en 4d, si
la supersimetria se preserva a lo largo del flujo, este va a conectar a diferentes teorias
con propiedades similares. Siendo los acoplamientos ¢’ los que caracterizan a . En el
caso particular en el que se estd interesado es en el que se trunca el espacio de teorias,
restringiéndose unicamente a la regién que conecta a las SCFT’s correspondientes a
Myv y Mig.

Para analizar el comportamiento en los puntos fijos, se requiere la implementacién
de una funcién auxiliar, generalmente referida a la funcién C' de Zamolodchikov [66, 67],
la cual mapea elementos de las teorfas a los nimeros reales (T :— R) y que decrece
mondtonamente con el flujo de renormalizacién. Coincidiendo con el valor de las cargas
centrales en los puntos fijos, ademas de ser estacionaria % = 0. En ciertos casos,
se requiere que dicha funcién C(T') cumpla otras propiedades, por lo que comtinmente
se recurre a la funcién de Morse-Bott, la cual es usada para conocer informacién sobre
la topologia de T con la informacién obtenida en los puntos fijos.

El método descrito por [7] enuncia diferentes versiones del teorema C, en funcién
de un indice que cuenta el nimero de operadores relevantes en la teoria cerca del punto
fijo'. Estas diferentes versiones se enumeran de la mas débil a la més fuerte, resaltando
las primeras dos, ya que no dependen explicitamente de la funcién C' de Morse-Bott,
sino de un indice fi, definida de la siguiente manera

d

!Para las teorfas supersimétricas, esta condicién se vuelve menos restrictiva, considerando también

las deformaciones marginales.
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A(M*) = #(0), (6.10)

tal que O es un operador relevante en el punto fijo. Las 3 versiones para el teorema C
se enumeran a continuacién

1. La cantidad (6.10) cuenta los grados de libertad en el punto fijo, y al igual que
la funcién C, es decreciente a lo largo del flujo (4(Myv) > a(Mrr)).

2. Silos puntos M;r v Myy estan conectados por medio del flujo de renormalizacién,
el espacio generado entre dichos flujos tiene una dimensionalidad

dimM(Myvy, Mir) = pf(Myv) — f(MiR).

3. Para la versién fuerte, es requerida la forma explicita de C'(M), siendo el indice
[ en le punto fijo

a(M™*) = #(eigenvalores negativos de H(C')| pr=pr+),

con H(C) la matriz Hessiana de la funcién C. Entonces la versién fuerte es una
copia de las formas (1) y (2) utilizando esta nueva definicién de fi.

Estas conjeturas son vélidas para variedades conformes no triviales. Una sutileza
ocurre cuando a la escala Mpyy algunos de los operadores irrelevantes (y9 > d) se
convierten en relevantes (y9 < d) a la escala Mg, de modo que (Mrg) > a(Myy).
Esto se explica sugiriendo que el flujo de renormalizacién no es gradiente de la funcién
C, indicando una especie de transicién de fase al hacer que las dimensiones anémalas de
los operadores irrelevantes se vuelvan marginales. Ademds, de que el espacio de teorias
M no serd una variedad. Este tipo de casos se contemplan en el siguiente teorema.

Teorema /i (teorema 4)

Sea un flujo de renormalizacién que es gradiente de la funcién C' de Morse-Bott.
En el punto donde los operadores irrelevantes cruzan la brecha de la marginalidad,
este flujo se "rompe”, indicando una transicién de fase. Si esta transiciéon de fase no se
presenta, las diferentes versiones del teorema C se mantienen fijas.

Como se esta interesado en el caso en el que se tiene una invarianza conforme en
la teoria supersimétrica, la caracterizacion de los operadores relevantes en los puntos
super-conformes se puede realizar por medio de su dimensién de escalamiento o bien,
por su carga asociada a la simetria R, ya que viven en el mismo super-multiplete.
Cumpliendo un operador marginal y relevante que A < 3 o equivalentemente que
r < 2. Sin embargo, esta clasificacién se vuelve invéalida al momento de que se rompe la
invarianza conforme (en nuestro caso, esta se da después de un rompimiento espontaneo
del grupo de norma), teniendo que la informacién de la relevancia de los operadores ya
no esta codificada por las cargas r, sino por las dimensiones andémalas a la nueva escala
de energfia.
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6.2.1. Indice de Morse en el flujo SU(5) — SU(3), x SU(2), x U(1)y

Con ayuda del método descrito anteriormente y en el articulo [7], solo basta con con-
tar el nimero de operadores relevantes y marginales a las diferentes escalas de energia
para conocer informacién sobre todo el flujo. Para nuestro modelo, las escalas energéti-
cas corresponden con la escala de gran unificacién Mgy, v la escala de rompimiento
de supersimetria en el modelo MSSM My, siendo esta ultima alrededor de 2TeV.

Para la escala de gran unificacién, el grupo de norma del modelo supersimétrico
SU(5) se rompe al grupo del modelo estandar, ya que el stiper-multiplete de Higgs que
transforma de acuerdo a la representacion irreducible 24 adquiere un valor esperado del
vacio no nulo ((24) # 0), que de acuerdo a lo discutido por R. Mohapatra [48], requiere
que su término Fb4 sea idénticamente cero, para obtener asi el patrén de rompimiento
adecuado en la direccién B,,. Por otro lado, como la condicién de vev no nulo implica
en general la existencia de un vev en todas las componentes del multiplete (pa4, 124),
esto no es del todo cierto en un modelo fisico, ya que la existencia de un valor de
expectacién fermiénico no cero, violaria explicitamente la invarianza bajo el grupo de
Lorentz, rompiéndolo espontdneamente. Por tanto, la condicién (24) # 0 sélo se refiere
a la componente escalar del super-multiplete, lo cual provoca que tras el rompimiento,
los nuevos campos transformen de acuerdo al Ggps como

Adj > Adjx Adjx 1 @03 x Oy x1@Osx Oy x 1@ 1 x1x1.

A esta escala de energia, al ser la teorfa invariante ante el grupo stiper-conforme
(SCFT), el nimero de operadores marginales y relevantes se puede contar por medio
de la relacién 3/2r = A = 1+ /2 (relacién totalmente valida a este limite, ya que los
generadores de dilataciones y los generadores de transformaciones R viven en el mismo
multiplete conforme), caracterizandolos de acuerdo a v < 4, o bien r < 2. El conjunto
de operadores en el modelo SU(5) con supersimetria que cumplen esta condicién sobre
sus cargas 7 son los siguientes

Zi 10;10;H;,
>, 10,5, H;,
H424H,,
(24)?,

siendo un total de 9 operadores, contando la suma de todos ellos!. No es posible tener
mas operadores, ya que las combinaciones descritas en términos de productos entre
ellos tienen una carga r asociada mayor a la dada por la cota de marginalidad; ademas,
la eleccién de combinaciones con productos de dos siper-campos rompe la simetria R
y con ello la invarianza conforme, por lo que no son considerados. Por tanto, el indice
fi definido en (6.10) a esta escala de energia es (SU(5)) = 9.

1 s . . .
La suma se tomé como el operador marginal en el punto fijo encargado de generar la variedad

conforme.
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En el momento en que el multiplete en la adjunta adquiere un valor esperado del
vacio, el siper-potencial se ve modificado, obteniendo a escalas de energia yu < Mgyr
el super-potencial del modelo estdndar minimo supersimétrico. Siendo entonces el rom-
pimiento de norma el que conecta a ambos flujos de renormalizaciéon de una forma no
necesariamente continua. Como (24) = vT}s, el stiper-potencial (6.3) se reduce a

1 - _

Wu=3 > (910,10, H; + g{10;5;H;) + pn HyHi, (6.11)
i

con fi, = gjf v. Como ya se mencioné en la seccién (5.3.2), los términos de Yukawa en

el SU(5) corresponden en el SM con

10;10,H; — qY,uH, 10,5,H; — LY eH + qYydH, (6.12)
que al ser promovidos a stuper-campos, se obtiene el siper-potencial Wysgsar,

Wyssy = UqYyQH, + DY;QHy+ EY,LHy + p,H,Hy,

que es el stiper-potencial del modelo estandar minimo supersimétrico, previamente men-
cionado en el capitulo 3. En este punto, es preciso el determinar el valor del indice i a
esta nueva escala de energia. Sin embargo, al momento que la simetria de norma se rom-
pe, también se pierde la simetria conforme, haciendo que la relaciéon de caracterizacién
para operadores relevantes (r < 2) sea ahora invélida.

El método para determinar y caracterizar a los operadores relevantes se dara en
términos de la dimensién de escala A;, que se relaciona con la dimensién anémala de
cada uno de los campos (en ausencia de la invarianza stuper-conforme) por medio de la
expresion A = di + Y, con di la dimensiéon de masa de cada ¢y, super-campo. Para
los multipletes del MSSM, los valores de 7 vienen dados a un loop en las notas de
supersimetria de Martin [1], teniendo que

Vi, = ﬁ[?@? - 295 - 1%9%]7 (6.13)
Vi, = 1617# [By7 + 2 — ggg - 1%9%]7 (6.14)
Q= 161”2 i + v — 29% - ggg - %gﬂ, (6.15)
b = 1617T2 297 — 293 - %g?], (6.16)
o = 16;2[ y7 295 %gﬂ (6.17)
VL = Flﬂg[y? — ggg — 1%93], (6.18)
18 = 1520 — ) (6.19)
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de donde se observa que se requiere el valor de cada uno de los acoplamientos de norma
del Ggpr a la escala de rompimiento de supersimetria (Mg, ~ 2TeV).

El problema de trabajar con dimensiones Aj radica en que, de manera general,
no son cantidades aditivas respecto al producto de n operadores distintos, por lo que
su calculo no estd del todo claro ni determinado. Para inferir de manera aproximada
el valor de Ay para n = 3 operadores, se recurre a herramientas empleadas en la
expansién del producto de operadores u OPE (por sus siglas en inglés), para las teorias
supersimétricas. Siguiendo la discusién de Osborn [43] y los rusos Aneva, Mikhov y
Stoyanov [68], se tiene que la funcién de correlacién de tres puntos para siper-campos
quirales tiene una forma genérica como la siguiente

3

F;
z z z3)) = R 6.20
(@1(21)P2(22)¢3(23)) zi:ngXlgngg (6.20)
donde f;, g; y h; son funciones de las dimensiones de escala A1, Ay v As de cada uno de
los stiper-campos quirales'. Por otro lado, la dimensién de escalamiento de un operador
genérico O estd determinada por

1

(0) ~ <2a5 (6.21)

de donde se observa que Ag viene acompanada por un factor de [L]_z. Entonces,
considerando un operador de la forma O ~ ¢1¢2¢3, la dimensién de escala del operador
debe de poder relacionarse con la de cada uno de los super-multipletes (Ay). Para inferir
dicha relacién, se propone un conteo de potencias, tal que codifique la informacién de las
ecuaciones (6.20) y (6.21). Escribiendo a (6.20) como una descomposicién en fracciones
parciales de (6.21), se tendréd

daBo A N B
X280 (XUNI (XY (X ) (Xa0) (X709 (X )2
C
- (6.22)
(XTI (X749 (X3

con A, B y C constantes de la descomposicién y d4pc un parametro dependiente de
ellas. De la expresién anterior se obtiene una relacién de potencias como

1 1
“ M
X240 (X122/3)(f1+91+h1) (X12§3)(f2+92+h2) (X;ég)(ﬁ-ﬁ-gg-l-hg)

(6.23)
y haciendo las siguientes redefiniciones F' = f1 + g1 + h1, G = fo+ g2+ hoy H =
f3+ g3+ hs, la relacién entre las unidades de longitud queda entonces determinada por

1
([L]2)(1/3F+1/3G+1/3H)”

([L]7%)% o

Las cantidades X;; contienen informacion sobre las diferencias z; — z2 en el siper-espacio.
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que tras el computo detallado del exponente del término de la izquierda (1/3{9(2A; +
2A3 — Ao —2)}), se conjetura que para la teoria a la escala p < Mgy, la dimensién de
escala del operador O es aproximadamente de la forma Ay ~ 3(2A1 + 2A3 — Ay — 2).
Para el caso limite en el que se estd a energias cercanas a la de gran unificacién (p ~
Megur), donde la simetria stiper-conforme es valida, la dimensién A para los operadores
del stiper-potencial, calculada con la relacién obtenida es Agys) = 3, que esta en
consistencia con la condicion A = 3/2r para el modelo SUSY SU(5). Por lo que se
sospecha que es una buena aproximacién para energias menores, en los que la invarianza
de escala es aproximada.

Bajo este supuesto, se calculan las «; para la escala de rompimiento de SUSY
haciendo uso de las ecuaciones del grupo de renormalizacién para los acoplamientos de
norma del MSSM, obteniendo para g? los valores (g3, g3, 97) = (1.402,0.4322,0.2199).
Entonces, las dimensiones anémalas son

Vi, ~ —4.523210% ~ vy, (6.24)
Yo ~ —0.0278, (6.25)
vp ~ —0.0238, (6.26)
vg =~ 0.0244, (6.27)
vr &~ —4.5221073, (6.28)
g~ —1,6721073, (6.29)
y por tanto las dimensiones de escala seran
Ap, =0.9954 = Ap,, (6.30)
Ag = 0.9722, (6.31)
Ay = 0.9756, (6.32)
Ap =0.9762, (6.33)
Ap = 0.9983, (6.34)
Ay = 0.9954. (6.35)

Con lo anterior, se evalia la dimensiéon andémala para los términos del potencial
Whissm

UqY,QH, : Ay =2.909, DY ;QH;: Ay = 20913,
EY,LHy: As = 2.976, pnHyHy e Ay = 1.

En términos de éstos Ag, la condicién de relevancia de operadores se reduce a
Ap < 7, haciendo que los términos del super-potencial sean claramente relevantes. Sin
embargo, operadores de la forma O ~ (H,Hy)", que en caso de SU(5) son irrelevan-
tes, en el MSSM se vuelven relevantes!. Estando dentro del espectro de operadores

! La dimensién A para el operador ¢i¢; se determina de manera andloga al caso de tres campos,

obteniendo como resultado A; = Az = A para este caso particular.
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relevantes los casos para n = 1,2,3, ademés de combinaciones entre los términos del
super-potencial, ya que el valor alto de la cota de relevancia permite al menos una
combinacién con cada uno de los términos ciibicos.

Entonces, se tienen més de nueve operadores que satisfacen la condicién A < 7.
Por tanto, aunque no sea bien sabido el tamano del espectro de operadores, si se sabe
que se cumple la relacién i(Mg,) > f(Mgur), lo que contradice el teorema p (Teorema
4) y con lo que al versién (1) del teorema C' se viola[7], a pesar de que el espacio que
conecta a las teorias mediante el flujo no sea vacio. Esto dltimo se justifica considerando
que el flujo de renormalizacion entre Mgyr y Mg no es gradiente de una funcién C
bien comportada, por lo que presentard una discontinuidad en el paso de la barrera
©> Maur a p < Mgur, lo cual se puede asociar con la discontinuidad caracteristica
de las cantidades fisicas al momento de una transicién entre fases.

Otro aspecto sobresaliente es el efecto de la disminucién en la dimensién de escala,
comparada con el caso totalmente conforme, ya que provoca que operadores en la escala
del UV que son irrelevantes se vuelvan relevantes al IR, teniendo como consecuencia
que el indice de Morse crezca con el flujo. Esto puede ser un indicador de la posibilidad
de caracterizar a la transicién de fase haciendo el computo de sus exponentes criticos,
como se suele hacer en la literatura especializada [5, 23, 34], con ciertas modificaciones,
ya que se esta trabajando con campos actuando dentro del siper-espacio.
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Capitulo 7

Conclusiones

Durante los capitulos anteriores, se describieron los distintos elementos que requiere
un modelo que aspire a ser un candidato para teoria de gran unificaciéon. Teniendo como
requerimiento primordial el reproducir el contenido e interacciones del modelo estandar
usual a bajas energias y el unificar los acoplamientos de norma a energias cercanas al
UV.

Entre todas las consideraciones tedricas y fenomenoldgicas descritas, resaltan aque-
llas que eliminan las divergencias ultra-violeta en la accion efectiva; ya que gracias a
esto, la descripcién a ciertos aspectos de la teoria se vuelven un poco menos complica-
dos de tratar, ademéas de que se carece de infinitos dentro de las cantidades fisicas que
no se puedan regularizar.

El objetivo central del trabajo fue analizar las condiciones bajo las cuales una teoria
de gran unificaciéon supersimétrica va a verse libre de divergencias UV a todos los
ordenes en teoria de perturbaciones, y al mismo tiempo determinar si estas condiciones
son suficientes para describir una invarianza bajo el grupo super-conforme a la escala
de energia a la que la finitud es vélida. Al mismo tiempo fue preciso el aplicar lo
encontrado para caracterizar la simetria de escala en el modelo de gran unificacién
SU(5) supersimétrico, y de la misma forma la existencia de una variedad conforme.
Dicha variedad se mostré que existe inicamente en el punto cercano a donde se da
el rompimiento del grupo de norma SU(5) al grupo del modelo estandar SU(3)¢c X
SU(2)p x U(l)y, y que gracias a ello, se puede utilizar el teorema de Morse para
encontrar informacion sobre el flujo de renormalizacion entre dos escalas e inferir si hay
una transicion de fase.

Como fue tratado en la seccién (4.4.2), las condiciones para finitud se imponen sobre
las velocidades caracteristicas del flujo de renormalizaciéna un loop (funciones 3 y 7;);
funciones que determinan las direcciones dentro de la superficie solucién de las ecua-
ciones del grupo de renormalizacién en el espacio de parametros. Siendo una condicién
necesaria y suficiente que las velocidades se anulen a primer orden en teoria de pertur-
baciones, para tener una accion efectiva finita. De acuerdo con la estructura matemaética
de las teorias finitas supersimétricas, dichas condiciones restringen significativamente
el espacio de pardmetros, haciendo de la finitud un hecho, siempre y cuando la solucién
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a Bz(jl,z =0y Bél) = ( sea Unica y no degenerada. Estds son las distintas restricciones
previamente enumerados en el teorema de finitud (teorema 2).

La clave de la demostracién del teorema 2 es la cancelaciéon de las anomalias en
el multiplete de corrientes, ya que a nivel cuantico, no se satisface la condicién de
conservacion. Sin embargo, al pedir que la funcién beta de norma se anule ( 5(]1) =0),
los términos andmalos dentro de las corrientes asociadas a las simetrias se anulan,
ya que todas las anomalias comparten el parametro Bgl) ademas de que no reciben
contribuciones a ordenes mas altos en teoria de perturbaciones. Lo mismo se da al caso
inverso, ya que si no se tienen anomalias en el multiplete de corrientes, la funcién beta
se anula, y por tanto se tiene finitud. Lo que deja ver que una teoria finita en el sentido
supersimétrico, no tendra anomalias en sus corrientes de Noether.

Al ser el siper-multiplete de corrientes una representacién de supersimetria, y te-
niendo ademas que la teoria en un punto fijo es invariante de escala, se infirié la po-
sibilidad de que cerca del punto p*!, la teorfa manifieste una invarianza ante el grupo
super-conforme al cumplirse las condiciones de finitud (teorema 2). La suposicién de
simetria conforme se ve codificada por la existencia de una variedad conforme en el
punto fijo; dicha variedad es generada por operadores locales que cumplen la propiedad
de marginalidad. Con ayuda de la estructura matematica dada por la finitud y utilizan-
do la caracterizacién de multipletes siper-conformes, se probé que las condiciones para
finitud con un stiper-potencial cibico (W = Cyj,¢i¢;¢x), implican la existencia de una
variedad fija conforme, dentro de la cual la accién efectiva asociada con la teoria carece
de divergencias UV. Este resultado es importante debido a que a la fecha no existia una
demostracién que tratara la invariancia conforme para teorias finitas supersimétricas
con N =12,

Gracias a este teorema de conformidad para teorias finitas (teorema 3), para el mo-
delo de gran unificacién SU(5); el cual da un patrén de rompimiento consistente con el
modelo estandar, se encontrd que el flujo de renormalizacién entre dos escalas energéti-
cas correspondientes al rompimiento de supersimetria en el MSSM y al rompimiento de
la simetria de norma My, y MgyT, respectivamente, se presenta un comportamiento
similar, si no es que idéntico al observado para una transicién de fase en el espacio de
pardametros, dado por el pardmetro de orden (24y) = H (en analogia con el caso de
la transicién de fase electrodébil o incluso la transicién de un sélido paramagnético).
Esto se pudo inferir gracias al trabajo de Sergei Gukov, para lo que fue necesaria la
existencia de la variedad conforme a la escala = Mgyr. El trabajo [7] relata este tipo
de flujos, ya sean continuos o concatenados, sin hacer uso explicito de las ecuaciones
para el grupo de renormalizacion, sino haciendo referencia al teorema fi, que relaciona
a la funcion C para el flujo mencionado. Con esto se caracteriza a su vez la continui-
dad de C' y del flujo en términos de un indice [i, que cuenta el niimero de direcciones
relevantes y marginales dentro del espacio de pardmetros reales; en analogia al valor de
carga central, que cuenta los grados de libertad no masivos.

Para el calculo explicito de dicho indice a distintas escalas, fue necesario contar el

1Un punto fijo.
2Existen demostraciones para N = 2,4 dadas por D. Kazakov [69]
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nimero de operadores que generan direcciones relevantes mediante su dimensién de
escala A. Pardmetro sencillo de calcular a la escala Mgy, ya que se tiene una relacién
directa con las cargas r dada por la invarianza conforme (A = 3/2r); sin embargo,
lejos de esta escala (u < Maur), el computo se realizé haciendo consideraciones de una
invarianza de escala aproximada, y al hacer un conteo de potencias en las funciones
de correlacién se determina el valor aproximado para la dimensién de escala. Teniendo
como resultado la condiciéon que viola el teorema fi, y por tanto, asocia al flujo de
renormalizacién entre yu < Mayr v 1 > Mgyt con una transicion de fase en el espacio
de parametros. Con esto se observa que fue de vital importancia el tener la variedad
conforme para asi inferir la existencia de la transicién de fase.

El siguiente paso a seguir seria el caracterizar a la transicién, determinando el
orden de la misma. Para esto, es necesaria la expresion concreta de la funcién C' de
Morse-Bottt [7, 67], ademas del célculo explicito de los exponentes criticos asociados
al comportamiento asintético de las cantidades fisicas. Para este trabajo a futuro, se
propone un funcional de energia libre F, andlogo a la energia libre usada en la teoria de
Landau para transiciones de fase, que codifica la informacién de los exponentes criticos
en el formalismo de la integral de trayectoria [70, 71]. Ademads, en términos de la funcién
de Morse-Bott (funcién C'), poder construir el espacio fase para la transicién, siguiendo
el razonamiento y trabajos de Liitken en el articulo [72].

Si es posible desarrollar todas estas propiedades para el espacio de parametros del
modelo SU(5) supersimétrico, se espera poder dar una generalizacién del tratamiento
para distintos modelos de gran unificacién consistentes con el modelo estandar a bajas
energias. Sin embargo, se espera poder tomar en cuenta primero el efecto de la adicién
de los términos de rompimiento suave en la transicién para el modelo SU(5) y ver como
esto afecta a la finitud y por tanto a la existencia de la variedad fija conforme; que al ser
aplicado al modelo SU(5), se espera que dé un panorama general para otros modelos.
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