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Caṕıtulo 1

Introducción

El modelo estándar de part́ıculas elementales es el resultado del incansable trabajo
de muchos cient́ıficos alrededor del mundo con el afán de describir teóricamente las
interacciones fundamentales de la naturaleza y con ello, predecir nuevos fenómenos y
caracterizar con precisión los ya observados. Con la ayuda de herramientas matemáti-
cas como la teoŕıa de grupos, se lograron describir las interacciones electromagnéticas,
las interacciones débiles y las fuerzas nucleares, implementadas dentro de una teoŕıa
cuántica de campos con simetŕıa de norma, esto que, junto con la adición de un me-
canismo para dar masas a las part́ıculas, constituye el modelo estándar. Sin embargo,
esta descripción de la naturaleza era insuficiente para empatar ciertos aspectos teóricos
con observaciones experimentales (como las masas de los neutrinos), además de aspec-
tos puramente teóricos (como el problema de la jerarqúıa), por lo que la necesidad de
extender dicho modelo de part́ıculas a uno que explique estos fenómenos se convirtió
en una obligación. Aśı surgieron las teoŕıas más allá del modelo estándar o BSM (por
sus siglas en inglés), las cuales buscan solucionar los problemas del modelo estándar
sin desecharlo, ya que en śı mismo da resultados con alto grado de precisión a bajas
enerǵıas, por lo que se considera como una teoŕıa efectiva de un modelo mucho más
fundamental.

Una de las propuestas más populares para modelos más allá son las teoŕıas de
gran unificación, las cuales consisten en teoŕıas de campo con simetŕıa bajo grupos de
norma que contienen al modelo estándar, y que a bajas enerǵıas por medio de algún
mecanismo recuperan el contenido del SM. Además de que a altas enerǵıas unifican
los acoplamientos de norma de isoesṕın, color e hipercarga. Este tipo de teoŕıas suelen
introducir multipletes de part́ıculas adicionales, además de nuevas interacciones, de
manera que al darse un rompimiento del grupo de norma, el contenido de materia debe
de recombinarse en los multipletes de part́ıculas correspondientes al GSM . El hecho de
tener nuevas interacciones puede dar lugar a predicciones extra que no se dan con otros
modelos, sin embargo se debe estar en consistencia con lo observado a bajas enerǵıas.

Otra de las posibles extensiones, es la introducción de supersimetŕıa, que es una
simetŕıa entre los grados de libertad bosónicos y fermiónicos dentro de los multipletes
de part́ıculas, lo cual ayuda a resolver problemas como la jerarqúıa en las correcciones
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1. INTRODUCCIÓN

a la masa del bosón de Higgs. Sin embargo, las observaciones experimentales sugieren
que dicha simetŕıa debe de romperse a alguna escala de enerǵıa, ya que el efecto de las
part́ıculas supersimétricas no se ha detectado, siendo este efecto el que las part́ıculas
extra tengan las mismas masas de las part́ıculas del modelo estándar. La combinación
de las teoŕıas de gran unificación con dicha simetŕıa entre bosones y fermiones, da
lugar a extensiones que solucionan más de un problema, además de dar correcciones
más precisas a cantidades determinadas en los mismos modelos sin supersimetŕıa, como
es el caso del modelo de gran unificación basado en el grupo de norma SU(5).

El modelo de gran unificación SU(5), bajo la introducción de supersimetŕıa puede
convertirse en un modelo finito, es decir, carecerá de divergencias en el ultravioleta
(esto dependiendo de la elección de contenido de materia), lo cual se traduce en tener
una acción efectiva finita. Además de que al contener un rompimiento espontáneo de
simetŕıa de norma, se recupera de manera conveniente el grupo del modelo estándar a
bajas enerǵıas, esto da un modelo que es altamente predictivo y fenomenológicamente
consistente con lo observado en el modelo de Glashow, Weinberg y Salam. También al
tener nuevas interacciones dadas por nuevas part́ıculas, da un escenario para estimar
cotas para la vida media del protón.

Este modelo resulta de gran interés para nuestro trabajo, ya que al poder convertirse
en una teoŕıa finita en el sentido supersimétrico, como bien describen los autores [3,
4], presenta propiedades sobre las funciones del grupo de renormalización que hace
que se conjeture una invarianza de escala, además de una invarianza conforme en el
punto de rompimiento de norma, debido a la conservación cuántica de las corrientes
bajo transformaciones R. Dicho comportamiento súper-conforme se espera por igual
en las distintas teoŕıas finitas; no sólo para el modelo SU(5), siendo entonces uno
de los principales objetivos del presente trabajo el demostrar esta conformidad como
consecuencia de la finitud y de la invarianza de escala. Sin embargo, no es el único
motivo por el cual es de interés este modelo, ya que en analoǵıa con las transiciones de
fase en materia condensada [5], el rompimiento del grupo de norma presenta similitudes
con los rompimientos espontáneos asociados con un cambio de fases. Dicho rompimiento
es modulado por el valor esperado del vaćıo de un multiplete escalar, que al igual que
en el caso del rompimiento electrodébil, genera términos de masa para cierto número
de part́ıculas. Entonces, al estudiar la invarianza conforme, o lo que es lo mismo, la
existencia de una variedad conforme a la escala del rompimiento de norma [6], se espera
poder obtener información sobre una transición de fase en el espacio de parámetros de
acuerdo con lo trabajado por Gukov [7].

El tratar de determinar la existencia de una transición entre fases se basará prin-
cipalmente en analizar las propiedades de escala de la teoŕıa, que surgen como conse-
cuencia de la finitud en el sentido supersimétrico. Se espera entonces demostrar que
las condiciones de finitud en una teoŕıa de campos resultan ser más poderosas de lo
pensado, ya que dan información relevante a cerca de las propiedades cŕıticas de la
teoŕıa, además de la carencia de divergencias en su acción efectiva. Sin embargo, la des-
cripción de elementos más espećıficos de las propiedades cŕıticas requerirán un estudio
más detallado en el contexto de la teoŕıa de transiciones de fase de Landau. Por lo que
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no se tratan en este trabajo, sino se dejan a un estudio futuro una vez que se haya
demostrado la existencia de dicha transición.

Por tanto, la principal motivación para trabajar con teoŕıas finitas de gran uni-
ficación fue el demostrar que el rompimiento espontáneo del grupo de norma SU(5)
en dicho modelo está en correspondencia con una transición de fase en el espacio de
parámetros, teniendo un paso entre una fase súper-conforme y una fase no conforme.
Demostrando en el proceso que las condiciones de finitud [8] son necesarias para ga-
rantizar la invarianza súper-conforme a la escala de gran unificación.

Con el fin de motivar la utilización de las teoŕıas de gran unificación, la distribución
de los caṕıtulos del trabajo de tesis es la siguiente: en el próximo capitulo se realiza una
introducción a los elementos básicos del modelo estándar, analizando principalmente
su contenido de materia y el mecanismo por el cual adquieren masa las part́ıculas. Sin
embargo, se hace un especial énfasis en los problemas teóricos y experimentales del mo-
delo, siendo esto una referencia directa a la necesidad de buscar una teoŕıa más allá. En
el capitulo tres se discuten las bases para la introducción de la ya mencionada simetŕıa
entre grados de libertad fermiónicos y bosónicos en una teoŕıa de campos, construyen-
do los respectivos lagrangianos mediante el lenguaje de súper-campos y el concepto
del súper-espacio, y haciendo una mención a la primera extensión posible del modelo
estándar agregando dicha supersimetŕıa. El cuarto capitulo consiste en varias ideas,
primero se trata el concepto de renormalización y el método por el cual las cantidades
f́ısicas se regularizan; segundo, se discuten las condiciones de finitud en una teoŕıa de
campos con supersimetŕıa, lo que lleva a hablar de las condiciones para la existencia de
la variedad conforme y la postulación de un teorema al respecto. El capitulo 5 describe
al modelo de gran unificación con grupo de norma SU(5) carente de supersimetŕıa,
analizando al igual que en el capitulo 2 su contenido de materia, el mecanismo de Higgs
para sus multipletes escalares, aśı como los principales problemas que llevan a la imple-
mentación del mismo con supersimetŕıa. Por último, en el capitulo sexto se hace uso de
los teoremas del capitulo 4 para demostrar la invarianza conforme de la teoŕıa SUSY
SU(5) y probar con ello la existencia de la transición de fase, utilizando el concepto de
operadores marginales.

Para los puntos centrales del trabajo se utilizaron diferentes fuentes de información,
resaltando entre todas las que se refieren a las teoŕıas finitas y las condiciones de finitud
[3, 4, 8], aśı como aquellas que clasifican a los multipletes de SCFT [6] y los que fueron
de vital ayuda al momento de postular la invarianza súper-conforme [7, 9].
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Caṕıtulo 2

El modelo estándar de part́ıculas

elementales

Nuestra principal motivación para trabajar con teoŕıas de gran unificación (GUTs)
y modelos extendidos, es la necesidad de resolver los problemas existentes en el modelo
estándar de part́ıculas elementales, el cual unifica las interacciones fuertes, débiles y
electromagnéticas, pero antes de hablar siquiera sobre las teoŕıas de gran unificación,
debemos entender un poco a cerca del modelo estándar, sus interacciones, su grupo de
simetŕıas, su contenido de part́ıculas y el mecanismo por el cual los bosones de norma
y las demás part́ıculas del modelo adquieren masa. Siendo esto último un ingrediente
importante para el resto del trabajo, ya que con este mismo mecanismo se estudiarán
aspectos importantes del modelo de gran unificación SU(5) supersimétrico.

En esta sección por tanto, repasaremos conceptos básicos del modelo estándar y
enumeraremos los distintos problemas que presenta a un nivel general, haciendo prin-
cipal énfasis en aquellos problemas que motivan extensiones supersimétricas y no su-
persimétricas del mismo. Los desarrollos aqúı presentados se basan principalmente en
la literatura especializada [10, 11, 12].

2.1. El grupo del modelo estándar.

El modelo estándar (SM) es una teoŕıa de Yang-Mills no abeliana, encargada de
describir la interacción electromagnética y la interacción débil entre quarks y leptones,
que combinada con la interacción fuerte entre quarks nos da una descripción de tres de
las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza. Cada una de estas interacciones está
asociada a un grupo de simetŕıas, de manera que el lagrangiano asociado al modelo
estándar debe ser invariante ante transformaciones locales asociadas a ellos. El grupo
de norma del modelo estándar está conformado por el producto de tres grupos semi-
simples, tal que
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2. EL MODELO ESTÁNDAR DE PARTÍCULAS ELEMENTALES

GSM : SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y ,

donde el primero es el grupo asociado a la interacción fuerte; SU(2) es el grupo de
isoesṕın, asociado a la fuerza débil; y el último es el grupo de hypercarga asociado al
electromagnetismo. Donde la connotación SU(N) se refiere a un grupo matricial de
orden N de matrices unitarias con determinante igual a la unidad.

Como GSM es un grupo de norma, es decir, un grupo de transformaciones locales
(con dependencia espacio-temporal explicita), al imponer la invarianza bajo GSM al
lagrangiano asociado al SM, es necesario tomar en cuenta nuevos campos que transfor-
men de manera no trivial bajo el grupo, teniendo aśı que la interacción asociada a cada
‘pedazo‘ del modelo estándar viene acompañado por un mediador de dicha interacción.
Los conocidos bosones de Norma.

Uno de los ingredientes más importantes en el modelo estándar es el mecanismo
de rompimiento espontáneo de la simetŕıa electrodébil, el cual genera las masas de
los bosones de norma y de las part́ıculas de la teoŕıa, que fue propuesto en 1964 por
Englert-Higgs-Kibble y por el cual los primeros dos recibieron el premio Nobel de F́ısica
[13, 14]. Con este mecanismo el grupo del modelo estándar se rompe a un grupo de
simetŕıas de norma más pequeño SU(3)×U(1), de acuerdo con el teorema de Goldstone
[10, 15] y a la aparición de un valor esperado del vaćıo (vev) no nulo para un campo
interactuante en el sector escalar. Los detalles del mecanismo de Higgs se explorarán
más a fondo en las siguientes secciones, pero cabe mencionarlo de manera superficial ya
que en las secciones siguientes distinguiremos entre el modelo antes y después de este
rompimiento electrodébil

2.2. Campos y contenido de materia en el Modelo Estándar

Debido a la estructura del grupo del modelo estándar, la variedad en el contenido de
part́ıculas consta de tres tipos de part́ıculas: Bosones vectoriales, Fermiones de Dirac y
bosones escalares. Siendo los primeros los mediadores de las interacciones; los segundos
los llamados campos de materia y los últimos los responsables del rompimiento de un
grupo de norma en otro más pequeño.

Los bosones vectoriales (Spin 1), son los bosones de norma encargados de mediar
las interacciones. En el modelo estándar tenemos uno por cada grupo de simetŕıa que
conforma a GSM entonces, en el sector electrodébil hay 4, Bµ asociado al generador Y
del grupo U(1) y W i

µ asociado a los generadores 1 T i de SU(2)L; con T i generadores
de la forma

T i =
1

2
σi,

donde σi son las matrices de Pauli, por lo que los generadores satisfacen las siguientes
relaciones de conmutación

1Donde i = 1, 2, 3
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2.2 Campos y contenido de materia en el Modelo Estándar

Vmu Números cuánticos (SU(3), SU(2), U(1))

Bµ (1,1, 0)

W i
µ (1,3, 0)

Gaµ (8,1, 0)

Tabla 2.1: Números cuánticos de los campos de norma del SM.

Leptones QN (SU(3), SU(2), U(1)) Quarks QN (SU(3), SU(2), U(1))

LLj =

 ν

e−

 (1,2,−1) qLj = LLj =

 uL

dL

 (3,2, 1/3)

eRj (1,1,−2) uRj (3,1, 4/3)

dRj (3,1,−2/3)

Tabla 2.2: Notación y números cuánticos para los campos de materia del SM.

[T i, T j ] = iεijkT k ; [Y, Y ] = 0,

siendo εijk el śımbolo de Levi-Civita. En el sector de interacción fuerte tendremos 8
bosones vectoriales (Gaµ con a = 1, ..., 8), correspondientes a los generadores de álgebra
de SU(3)C , que satisfacen la relación de conmutación

[T a, T b] = ifabcT c,

donde fabc son las constantes de estructura del álgebra de SU(3)C y además, estos
generadores están normalizados como Tr[T aT c] = 1

2δac.
Los campos de materia (Spin 1/2) consisten en tres generaciones de las partes

izquierdas y partes derechas de Leptones y quarks quirales, siendo las partes izquierdas
y las partes derechas dobletes y singletes de SU(2)L, respectivamente. En las tablas 2.1
y 2.2 se muestran los números cuánticos de los bosones de norma y de los campos de
materia.

Donde usamos la notación estándar de la literatura para las partes derechas

uR1,2,3 = uR, cR, tR,

dR1,2,3 = dR, sR, bR

y
eR1,2,3 = eR, µR, τR,

7



2. EL MODELO ESTÁNDAR DE PARTÍCULAS ELEMENTALES

donde i = 1, 2, 3 es el ı́ndice de familia. Los números cuánticos para las distintas familias
enlistados en la Tabla 2.2 corresponden con (−, a,−) la componente I3 del isoesṕın y
con (−,−, y) la hipercarga de estos Fermiones, que se puede definir en términos de la
carga eléctrica de los mismos como [11]

Y = 2(Q− I3),

y sabiendo además que las partes izquierdas son dobletes de SU(2)L, entonces I3
fL

= ±1
2 ;

análogamente para las partes derechas tendremos que I3
fR

= 0, obteniendo trivialmente
los valores de hipercarga que aparecen en la Tabla 2.2.

2.3. El lagrangiano del modelo estándar

Como ya se mencionó, al imponer la invarianza ante transformaciones locales en el
lagrangiano, surgen términos asociados a campos no masivos de spin 1, esta necesidad
de invarianza puede ser codificada con el uso de la derivada covariante del SM, la cual
es expĺıcitamente

Dµ = ∂µ − ig3G
a
µ

λa

2
− ig2W

i
µ

σi

2
− ig1Bµ

Y

2
,

con g1, g2 y g3 las constantes de acoplamiento para cada una de las interacciones, σi

y λa las matrices de Pauli y las matrices de Gell-Man, respectivamente; y en donde se
tiene suma impĺıcita sobre los ı́ndices de color a y los ı́ndices de isoesṕın i. Debido a
la presencia de los campos de norma en la expresión de Dµ, esta derivada además nos
genera las interacciones entre los bosones vectoriales con los demás campos del modelo,
siempre y cuando estos tengan números cuánticos no nulos.

Además, necesitamos considerar términos cinéticos para los campos de norma para
poder escribir el lagrangiano del SM, para esto definimos el tensor de fuerzas para el
campo de norma Vµ el cual se escribe en general para una simetŕıa no abeliana como

V a
µν = ∂µV

a
ν − ∂νV a

µ − gfabcV b
µV

c
ν ,

que en el caso abeliano, las constantes de estructura son nulas, por lo que a la expresión
anterior le sobreviven sólo dos factores. Entonces, en términos de estos V a

µν escribimos
el lagrangiano del sector de norma con la contribución correspondiente de cada uno de
los campos de norma.

Lgauge = −1

4
(GaµνGaµν +W iµνW i

µν +BµνBµν).

Utilizando la notación empleada en la Tabla 2.2 para los campos fermiónicos, escri-
bimos el lagrangiano del modelo estándar sin términos de masa de fermiones y bosones
como

8



2.4 El sector escalar y el mecanismo de Higgs

LSM = −1

4
(GaµνGaµν +W iµνW i

µν +BµνBµν)

+ L̄Lj ıDµγ
µLLj + ēRj ıDµγ

µeRj + q̄Lj ıDµγ
µqLj + ūRj ıDµγ

µuRj + d̄Rj ıDµγ
µdRj ,

(2.1)

que es invariante bajo transformaciones del GSM . Sin embargo, si agregamos términos
de masa asociados a los bosones de norma en el lagrangiano anterior, esto rompeŕıa
expĺıcitamente la simetŕıa bajo transformaciones de norma, afortunadamente en las
interacciones fuertes los gluones son no masivos, al igual que los fotones1 en las inter-
acciones electromagnéticas. Pero esto no es aśı en las interacciones débiles, ya que en
el sector electrodébil los bosones gauge śı tienen masa [13, 16], por lo que términos
del tipo 1/2M2V a

µ V
aµ rompen la invarianza bajo el subgrupo SU(2) × U(1); por su

parte, si adicionalmente quisiéramos agregar términos de masa de la forma mf ψ̂ψ para
fermiones, estos no resultaŕıan invariantes bajo el grupo de SU(2)L, debido a que si
escribimos el término de masa en función de las partes izquierdas y derechas como

mf ψ̂ψ = mf (ψ̂RψL + ψ̂LψR),

se observa que no habrá tal invarianza debido a que las partes izquierdas y las partes
derechas viven en diferentes multipletes del grupo de isoesṕın. Lo que se tiene entonces
es un grave problema en relación con las masas de las part́ıculas (Bosones de gauge y
fermiones), ya que si queremos que nuestro lagrangiano sea invariante bajo transfor-
maciones locales de GSM todas estas part́ıculas necesariamente deben ser no masivas,
lo cual no es verdad en general ya que es sabido que los bosones W± cargados2, los
bosones Z0 y los fermiones tienen una masa asociada [16].

Para solucionar este problema es conveniente no dejarse llevar por la intuición y
no tratar de meter términos de masa a mano, la manera de hacerlo es considerar la
idea desarrollada por Higgs y Englert ya mencionada anteriormente, y que fue incluida
en el modelo por Weinberg y Salam en el año de 1968, dando una teoŕıa consistente
en las masas de las part́ıculas que surgen mediante éste mecanismo. Los detalles sobre
este mecanismo se exploran en la siguiente sección y se basan en el análisis del sector
escalar, mencionado en el contenido de part́ıculas.

2.4. El sector escalar y el mecanismo de Higgs

Para abordar el mecanismo por el cual se rompe espontáneamente la simetŕıa elec-
trodébil, nos fijamos en el sector escalar del modelo estándar, con un campo Φ complejo
en un doblete de SU(2)L, con hipercarga Yφ = +1 y lagrangiano

1Los fotones γ y los bosones Z0 son combinaciones de los campos Bµ y Wµ
3 [10, 11]

2Estos bosones cargados son combinaciones de los campos W 1
µ y W 2

µ

9



2. EL MODELO ESTÁNDAR DE PARTÍCULAS ELEMENTALES

LS = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2, (2.2)

donde

Φ =

(
φ+

φ0

)
.

Siendo φ0 una componente neutra. Consideremos un escenario más simple, en el que
tenemos un modelo con una simetŕıa local U(1) el cual consiste en un campo escalar
complejo acoplado a un bosón vectorial y a śı mismo, con un lagrangiano

L = −1

4
FµνF

µν +Dµφ
∗Dµφ− µ2φ∗φ− λ(φ∗φ)2. (2.3)

Este modelo servirá para ilustrar el mecanismo de Higgs y posteriormente se reto-
mará en el contexto del SM. La ecuación (2.3) es invariante ante una transformación
local U(1), donde los campos cambian como

φ(x)→ eiα(x)φ(x) Aµ(x)→ Aµ − 1
g∂µα(x).

Además el Lagrangiano es invariante bajo el cambio φ→ −φ, por lo que no tenemos
interacción cúbica en el sector escalar. Lo que queremos ver ahora es la minimización
del potencial escalar V (φ) = µ2φ∗φ+λ(φ∗φ)2 para poder analizar las condiciones sobre
los parámetros λ y µ que hacen que el vaćıo tenga una degeneración.

Como ya se mencionó, si se rompe expĺıcitamente la simetŕıa bajo el grupo SU(2)L×
U(1)Y con la inclusión de términos de masa para los bosones de norma, esto resulta
problemático debido a que el comportamiento de la teoŕıa a altas enerǵıas cambiaŕıa
drásticamente, modificando aśı su renormalizabilidad; como se discutirá en caṕıtulos
más adelante. Entonces, lo más conveniente es el no agregar términos de manera arbi-
traria, sin embargo, aún es necesario el solucionar la ausencia de términos de masa para
los bosones W± y Z, por lo que es contemplada la idea de un rompimiento espontáneo
en la simetŕıa electrodébil. En ese contexto de rompimiento, se tendrá una especie de
simetŕıa ”escondida”, tal que el Lagrangiano seguirá siendo invariante ante las trans-
formaciones de norma, pero la dinámica modificará su estado base, degenerandolo. La
elección de alguno de estos estados base romperá la simetŕıa, y de acuerdo al teorema
de Goldstone, implicará la existencia de bosones escalares no masivos [15].

La existencia de estos bosones de Goldstone a primera instancia no resuelve nuestro
problema de masas, sino que agrega part́ıculas extra a la teoŕıa. Recordando un poco
sobre la estructura general las teoŕıas de norma, encontramos que presentan ciertas
irregularidades; como la de no contener una condición para fijar la norma que haga
que la teoŕıa satisfaga todas las condiciones de una teoŕıa usual del campo1. Tratando

1Por ejemplo, con la imposición de normas covariantes obtenemos estados con norma negativa y

con normas axiales se pierde covarianza de Lorentz; siendo estas dos condiciones inconsistentes con los

axiomas de las teoŕıas de campo usuales[17, 18].
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2.4 El sector escalar y el mecanismo de Higgs

entonces como irregularidades de la teoŕıa a los bosones vectoriales no masivos, y a los
bosones de Goldstone, estos últimos desaparecerán del contenido f́ısico al recombinarlos
para formar bosones vectoriales con masa, sin arruinar con ello comportamiento de la
teoŕıa a altas enerǵıas. Es por ello que la existencia de bosones escalares extra soluciona
el problema de las masas de los bosones de norma aparentemente sin masa1.

Después de justificar un poco el por qué de buscar los mı́nimos de V (φ), observemos
que para la ecuación (2.3) distinguimos dos casos:

µ2 positiva y λ positiva, entonces el potencial será siempre positivo. Que presenta
un mı́nimo global en cero 〈0|φ|0〉 ≡ φ0 = 0, como se muestra en la Figura 2.1. En
este caso, el lagrangiano L es el de QED para un campo complejo de masa µ

µ2 < 0. En este caso tendremos que el potencial V adquiere un valor de expecta-
ción del vaćıo, con un mı́nimo de potencial ahora distinto de cero.

〈0|φ|0〉 = −µ
2

2λ

1/2

=
v√
2
,

por lo que el término µ ya no puede ser interpretado como un término de masa para

Figura 2.1: Potencial de Higgs o sombrero mexicano en tres dimensiones, graficado res-

pecto a su parte real y su parte imaginaria.

el campo escalar cargado. Para poder analizar esto, realizamos una perturbación al
rededor del valor esperado v, y reescribimos el lagrangiano en términos de dos campos
escalares sin carga φ1 y φ2 donde

1El primero en mostrar que las teoŕıas de norma resultan renormalizables incluso con un rompi-

miento espontáneo de la simetŕıa fue ’t Hooft en el año de 1971 [19].
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2. EL MODELO ESTÁNDAR DE PARTÍCULAS ELEMENTALES

φ(x) =
1√
2

(φ1(x) + iφ2(x) + v).

Con este cambio, el valor esperado del vaćıo (vev) se traduce en términos de los nuevos
campos como 1

〈0|φ1|0〉 = v , 〈0|φ2|0〉 = 0.

El Lagrangiano bajo la redefinición de φ se escribe de manera simplificada como se
muestra a continuación.

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
(∂µφ1)2 +

1

2
(∂µφ2)2 − v2λφ2

1 +
1

2
g2v2AµA

µ − gvAµ∂µφ2, (2.4)

de donde se puede hacer la identificación de muchos elementos dentro de la ecuación.
Por ejemplo, el bosón de norma Aµ adquiere masa mediante el término 1/22v2AµA

µ,
mientras que el campo φ1 presenta una masa mφ1 = −2µ2. Además se tendrá un bosón
escalar no masivo, que se piensa debe ser el bosón de Goldstone φ2. Sin embargo, existe
un término que acopla a Aµ con el campo escalar φ2, este término entre todos resulta
en especial problemático, ya que no se puede interpretar de manera correcta, por lo
que es conveniente removerlo2. Para esto, se reescribe la perturbación del campo φ(x)
en una parametrización diferente

φ(x) =
1√
2

[v + η(x)]eiξ(x)/v, (2.5)

que corresponde con lo que se teńıa antes para el caso de oscilaciones pequeñas, i.e.
ξ(x)/v << 1, haciendo las identificaciones η(x)→ φ1(x) y ξ(x)→ φ2(x). La eliminación
del término de mezcla se realizará al fijar una norma unitaria de la siguiente forma

Aµ → Bµ = Aµ −
1

gv
∂µξ(x). (2.6)

Con esta elección de norma se eliminan del Lagrangiano los términos de acopla-
miento entre Aµ y ξ y también los términos de ξ. Que resulta un poco más consistente
en cuanto a los grados de libertad, ya que antes del rompimiento se tienen dos campos
escalares y un campo vectorial no masivo con dos grados de libertad y después del
rompimiento se tiene únicamente un campo escalar y ahora un bosón de norma masivo
con tres grados de libertad. Esto quiere decir que el bosón de norma Aµ no masivo
(fotón) absorbió al campo ξ para crear un bosón masivo Bµ. Mediante este proceso los
bosones de norma adquieren masa al romper espontáneamente la simetŕıa del grupo
abeliano U(1).

1Es posible hacer la elección contraŕıa, ya que se sigue preservando la norma de φ y rompiendo la

simetŕıa.
2Ya que al hacer la sustitución de los valores de vev, el campo Aµ presentará un grado de libertad

adicional no f́ısico.
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2.5 Las masas de las part́ıculas del SM

2.5. Las masas de las part́ıculas del SM

Ahora que se revisó a detalle el proceso de rompimiento espontáneo de la simetŕıa
para el caso de un grupo abeliano, se aplicarán estas ideas al caso del modelo estándar.
Lo que se necesita es generar términos de masa para los bosones W± y Z, pero man-
teniendo al campo de norma Aµ no masivo. Retomando el Lagragiano de la ecuación
(2.4), tendremos que para el parámetro µ2 < 0, el doblete Φ adquiere un vev en su
parte neutra de

〈0|Φ|0〉 =
1√
2

(
0
v

)
,

donde v =
√
−µ2/λ. Al igual que en caso abeliano, realizamos una perturbación al

rededor del vaćıo, Φ = Φ′ + Φ0, que podemos reescribir en términos de nuevos campos
escalares Ξ1,2,3 y H(x) en una parametrización parecida a la de la ecuación (4.3)

Φ =
1√
2
e2iΞj(x)T j(x)/v

(
0

v +H(x)

)
.

Siguiendo la analoǵıa con el caso de U(1), realizamos una transformación de norma
para fijarnos en la norma unitaria, tal que Φ cambiará como

Φ(x)→ Φ̂(x) = e−2iΞj(x)T j(x)/vΦ(x),

y como los únicos términos en el sector escalar que tienen factores relacionados con los
bosones de norma son los que contienen la derivada covariante DµΦ, analizamos esos
términos para Φ′.

(DµΦ)†(DµΦ) =
1

8
(v +H)2 (g2

2|W 1
µ + iW 2

µ |2 + |g2W
3
µ − g1Bµ|2

)
+

1

2
(∂µH)2 . (2.7)

Además, si definimos nuevos campos como

W± = − 1√
2

(W 1
µ ± iW 2

µ) (2.8)

y

Zµ =
g2W

3
µ − g1Bµ√
g2

2 + g2
1

, (2.9)

estas part́ıculas tienen términos de masa de la forma 1/2m2
V VµV

µ dentro del Lagragiano
siendo cada una de estas masas generadas por el rompimiento de la simetŕıa SU(2)L×
U(1)Y . Las masas correspondientes a cada bosón vectorial son

mW = 1
2g

2
2v, mZ = 1

2v
√
g2

1 + g2
2, mA = 0,

donde Aµ es el fotón, que corresponde al vector ortogonal a Zµ. De esta forma podemos
notar que los campos Ξj ; presumiblemente los bosones de Goldstone, fueron absorbidos
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2. EL MODELO ESTÁNDAR DE PARTÍCULAS ELEMENTALES

por los bosones W y Z, junto con sus grados de libertad para formar sus modos lon-
gitudinales y generar las masas. De la misma manera, como la simetŕıa bajo el grupo
U(1) se mantiene intacta, el bosón de norma asociado permanece no masivo. En la refe-
rencia [20], se trabaja más a detalle el teorema de Goldstone, haciendo principal énfasis
en determinar el número de bosones escalares que surgen después de un rompimiento
espontáneo de un grupo de la forma SU(N).

Además, los campos Zµ y su ortogonal pueden escribirse en términos del parámetro
θW , el cuál es llamado ángulo débil o ángulo de mezcla y que se define como

sin2 θW =
g2

1

g2
1 + g2

2

,

que reparametriza a los bosones de norma como

Zµ = cos θWBµ − sin θWW
3
µ , Zµ = cos θWBµ + sin θWW

3
µ .

Esta nueva parametrización nos da relaciones relevantes para las masas de los bo-
sones en términos del ángulo de mezcla

mW = mZ cos θW , α = α1 cos2 θW = α2 sin2 θW ,

donde se empleó la notación α2
i = g2

i /4π.
Cabe comentar un par de cosas más, por ejemplo, para el sector escalar, cuando

el doblete adquiere un valor esperado del vaćıo, este sigue transformando ante dos
generadores de SU(2)L, los que son proporcionales a σ1 y σ2. De manera que

T jΦ0 6= 0 , con j = 1, 2.

Y por el contrario, para una combinación lineal de los otros dos generadores (T 3 de
SU(2)L y Y de U(1))

(
1

2
Y + T 3)Φ0 = 0,

que resulta coincidir con lo que hab́ıamos llamado la carga eléctrica, Q = 1/2Y + T 3.
A este nivel se deja entrever por qué el vev lo adquiere la parte neutra del doblete
escalar de SU(2), ya que si la parte cargada adquiriera un valor esperado del vaćıo,
no se mantendŕıa la simetŕıa U(1)Q y por tanto la carga no seŕıa una cantidad que se
conserva. Por la forma del operador Q, se obtiene que precisamente U(1) es la simetŕıa
residual del grupo completo.

Por otro lado, analicemos más a detalle el sector escalar, ya que al cambiar a la
norma unitaria, sobrevive un campo escalar H, el cual tiene un término cinético que
surge de la derivada covariante. Al analizar el término de potencial, obtenemos que la
parte del Lagragiano que contiene el campo H se reduce a

LH =
1

2
(∂µH)(∂µH)− (λv2H2 + λvH3 +

λ

4
H4), (2.10)
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de donde podemos asociarle un término de masa a la part́ıcula H de m2
H = 2λv2, el

cual nos dice que las oscilaciones del potencial al rededor del valor esperado del vaćıo
son masivas y corresponden a una part́ıcula bosónica H que autointeractua siempre y
cuando estas oscilaciones sean pequeñas. Además, es posible obtener más información
de la expresión de LH y de (2.4), acerca de sus interacciones y su acoplamiento con
fermiones y bosones de norma. De la expresión (2.10) obtenemos los acoplamientos para
la autointeracción cuadrada y cúbica como

gH3 = 3(
√

2GF )1/2m2
H & gH4 = 3

√
2GFm

2
H ,

donde GF es la constante de Fermi, el cual determina el valor del vev v a v = 1
(
√

2GF )1/2 .

Por último, es conveniente mencionar que el bosón de Higgs no sólo da términos de
masa para los bosones de norma sino también para los fermiones del modelo, que son
los quarks y los leptones, en términos del vev del doblete escalar, lo cual se explora a
detalle en [11], para el sector de Yukawa.

2.6. Problemas del modelo estándar

El modelo estándar, que se presentó a grandes rasgos en la sección anterior, unifica
las interacciones débiles y electromagnéticas, sin embargo, presenta ciertos problemas
de los cuales se infiere que tal vez se trate en realidad de la versión a baja enerǵıa de
una teoŕıa más fundamental. La meta es buscar una teoŕıa que, además de solucionar
estos problemas, pueda unificar todas las fuerzas fundamentales de la naturaleza y sea
capaz de predecir nuevos fenómenos, las llamadas teoŕıas de gran unificación o GUT’s,
por sus siglas en inglés. Algunos de estos problemas tienen que ver con la arbitrariedad
de algunos aspectos en el modelo, como la forma de su grupo de simetŕıas o la forma de
tratar las partes izquierdas o derechas de los fermiones; y muchos otros de los problemas
son directamente cosas que no son posibles de explicar con el modelo estándar, como
son la ausencia de gravedad como fuerza fundamental del modelo o el problema de
justificar qué es la materia oscura y como encontrarla. A continuación se enumeran
algunos de estos problemas, poniendo principal énfasis en los problemas del sector
escalar del modelo estándar, el cual es de mucho interés en este trabajo.

No contiene a la gravedad.
Esto es porque la gravedad tratada como una teoŕıa de norma, tiene un compor-
tamiento muy distinto al de las otras interacciones fundamentales, por lo que el
problema de incluir la gravedad en este tipo de modelos o del solo hecho de poder
cuantizarla es un problema abierto hasta la fecha.

Parámetros.
Uno de los principales problemas resulta ser el de la existencia de tantos paráme-
tros libres en la teoŕıa, como son las masas de los fermiones, de los neutrinos, el
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bosón de Higgs, los bosones Z , el ángulo de mezcla y las constantes de acopla-
miento. Esto da un total de más de 18 parámetros libres; considerando las masas
de los neutrinos cero. Pero en el caso de considerarse no cero dichas masa, el
número de parámetros aumenta, dependiendo de si son tratados como fermiones
de Dirac o de Majorana, haciendo un total de 9 parámetros extra [21].

Violación de CP fuerte.
En el modelo estándar las interacciones débiles violan las transformaciones de
carga y paridad al momento en que aparecen fases complejas en las matrices de
mezcla de quarks, las cuales son proporcionales a la amplitud de dispersión de los
procesos de decaimiento. De acuerdo a lo descrito por la cromodinámica cuántica
(QCD) [22], se esperaŕıa la presencia de una violación de CP en el sector de
interacción fuerte, sin embargo esto no se ha observado experimentalmente hasta
el momento a pesar de haber indicios teóricos dados por el modelo.

Los acoplamientos del modelo estándar.
Una de las propuestas más populares para teoŕıas de gran unificación, es la idea
de introducir un grupo de simetŕıas de norma más grande que el del SM tal que,
por medio de un rompimiento espontáneo parecido al del mecanismo de Higgs,
se recupere el grupo GSM a bajas enerǵıas. Como el grupo del modelo estándar
consta de un producto de 3 distintos grupos, tenemos tres acoplamientos que no
están relacionados aparentemente. Entonces, al proponerse un grupo de norma
más grande, los subgrupos del SM resultan ser subgrupos del nuevo grupo, el cual
unifica a sus tres acoplamientos en uno solo, y que, después de su rompimiento,
se deben redefinir para cada una de las interacciones, dando los acoplamientos
del SM; si el rompimiento se hace bajo condiciones que lo favorezcan.

Si consideramos los acoplamientos del modelo estándar en función de la escala
de enerǵıa utilizando las ecuaciones del Grupo de Renormalización (RG), es po-
sible observar si a alguna escala de alta enerǵıa se da una unificación entre estos
parámetros en una sola constante de acoplamiento, tal vez parecida a la del caso
del modelo SU(5) que es el que trataremos en este trabajo. La Figura 2.2 muestra
el corrimiento de las constantes gi bajo el grupo de renormalización1. Y como se
puede observar, no se da la unificación de manera completa, pero śı se da por
secciones, ya que la interacción electromagnética y débil se unifican al rededor de
∼ 1013GeV y la unificación de la fuerza fuerte con la débil se da a ∼ 1017GeV ,
cerca de la escala de Plank. Observamos que el acoplamiento g1 decrece de ma-
nera monótona, a diferencia de g1,2, tal que si ese decrecimiento fuera un poco
más lento con la escala de enerǵıa, se tendŕıa un escenario más cercano al de
unificación completa. Concluyendo con esto que por si solo el modelo estándar no
unifica los tres acoplamientos de manera exacta a alguna escala de alta de enerǵıa,
sin embargo ese comportamiento tiende a que presenten un valor cercano entre
śı, siendo una pista más de que en una teoŕıa extendida se complete la unifiación

1En la imagen se usa la notación de estructura fina para para los acoplamientos
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Figura 2.2: Evolución energética del inverso de los acoplamientos de norma en el SM.

Imagen tomada de [1, 2]

(con o sin sipersimetŕıa).

Sin masas de neutrinos.
En el modelo no se tienen términos de masa para las partes izquierdas de los
neutrinos (νL), del mismo modo que ni siquiera se tienen las partes derechas (νR),
sin embargo es sabido que los neutrinos poseen una masa caracteŕıstica debido a
evidencias experimentales asociadas a la oscilación de los mismos. Siendo estas
relativamente pequeñas comparadas con el resto de part́ıculas del contenido de
materia del SM. Por lo que se requiere un mecanismo o un modelo para poder
justificar el origen de las masas de los neutrinos, lo que ya no cae dentro del
modelo estándar.

Problema de la jerarqúıa.
La teoŕıa descrita en esta sección requirió de la introducción del mecanismo de
Higgs para dar masa a los bosones de norma (excepto al fotón) y a los fermiones,
además se encontró que el bosón de Higgs tiene un término de masa de la forma
mH = 2λv2. Para que haya consistencia, la masa del bosón W debe ser del orden
de la masa del Higgs, pero si se diera el caso de que la masa del Higgs fuera mucho
mayor a la masa de los bosones W , se tendŕıa para el acoplamiento cuártico que,
gH4 = 3/2g2(mH/mW )2 crece mucho, al igual que gH3 , dando una autointeracción
del Higgs fuertemente acoplada, lo cual resulta un tanto problemático ya que no se
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puede dar un tratamiento perturbativo. Lo que se hará entonces es ver cuales son
las correcciones a las masa del Higgs dadas por su acoplamiento con los bosones de
norma y los fermiones de materia, como se muestra en los diagramas de Feynman
de la Figura 2.3.

Figura 2.3: Diagramas que contribuyen a la masa del bosón de Higgs a un loop en el SM.

Para la contribución a 1 loop de la Figura 2.3, se tiene un comportamiento
cuadráticamente divergente [17, 23]

∆m2
H = Nf

λ2
f

8π2
(−Λ2 + 6m2

f log
Λ

mf
− 2m2

f ) +O(
1

Λ
),

donde Λ es la escala de corte, hasta la cual es válida la teoŕıa y λf es un acopla-
miento de Yukawa. De manera análoga, se tiene que para la contribución a 1 loop
de los diagramas de Feynman, se mantiene el comportamiento cuadráticamente
divergente.

∆m2
H = Ns

λs
16π2

(−Λ2 + 2m2
slog

Λ

ms
− 2m2

f )− Nsλ
2
s

16π2
v2(1− 2log

Λ

ms
) +O(

1

Λ
).

Si se elige la escala de corte del orden de la escala de gran unificación (∼ 1016GeV )
o de la escala de Planck (∼ 1018GeV ), se tendrá que la masa del Higgs es muy
grande comparada con la escala de rompimiento electrodébil, por lo cual es ne-
cesario un contratérmino de un orden de precisión elevado (∼ 1030) para llevar
la masa del higgs al rango ≤ 1TeV . Este resulta un gran problema, ya que no es
posible hacer algo como esto de manera natural. Entonces la cuestión es ¿Por qué
sucede esto, por qué la masa del bosón de Higgs es más pequeña que la escala de
Planck si no puede existir una cancelación fina como la que se requiere?
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Ahora se considerará que existe una relación entre los acoplamientos del Higgs con
fermiones y con escalares, tal que λS ∝ λ2

f , además de que Nf = 2Ns. Teniendo
estas suposiciones, las correcciones a la masa del Higgs, considerando correcciones
a 1 lazo de fermiones y escalares se modifica porque

∆m2
H =

λ2
fNs

2π2
(log

Λ

ms
(m2

f −m2
s) + 2m2

f log
ms

mf
)) +O(

1

Λ2
).

Si además se diera el caso de que las masas de los fermiones y los escalares tienen
la misma masa, se eliminaŕıan todas las divergencias en las correcciones a la
masa de H. Lo que se concluye con esto es que si existiera una simetŕıa que me
relacionara los acoplamientos del Higgs y que haga que las masas de los fermiones
sean igual que las de los escalares, entonces las correcciones a la masa del Higgs
seŕıan canceladas.

De acuerdo a los problemas que presenta el SM que se enumeraron en esta sección,
se identifican varios aspectos e ingredientes extra que debe contener una extensión
del Modelo estándar u otro modelo que quiera explicar la interacción de las fuerzas
fundamentales.

1. Debe contener un mecanismo que genere las masas de neutrinos.

Actualmente, los modelos mas aceptados son los relacionados al mecanismo de
Seesaw, considerando masas de fermiones de Majorana, e incluso hay propuestas
considerando masas de Dirac y masas de Majorana.

2. Una solución para el problema de ajuste fino y el problema de la jerarqúıa.

Existen muchos caminos para tratar de dar solución a estos problemas, algunos de
los más conocidos son la supersimetŕıa como simetŕıa entre el numero de fermiones
y bosones; la introducción de un rompimiento parecido al que se da en QCD para
la simetŕıa quiral, introduciendo al Higgs como un condensado de fermiones; o la
inclusión de dimensiones extra.

La idea de la supersimetŕıa motivada por este problema de la jerarqúıa y de
ajuste fino se explora a detalle en el siguiente caṕıtulo, en el que además se dará
una primera aproximación a extensiones del modelo estándar incluyendo esta
supersimetŕıa.
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Caṕıtulo 3

Elementos básicos de supersimetŕıa y las

primeras extensiones al SM

La noción de simetŕıa es un pilar fundamental en la f́ısica de part́ıculas elementales,
ya que en este contexto se construyen distintas teoŕıas y modelos que nos dan una des-
cripción detallada de la f́ısica a altas enerǵıas, apoyándose con elementos matemáticos
de la teoŕıa de grupos. A nivel de baja enerǵıa, una simetŕıa global presenta las regula-
ridades de un sistema en su totalidad, mientras que una simetŕıa local (que depende de
las coordenadas) explica y unifica constituyentes fundamentales del sistema de manera
individual en cada punto. En nuestro trabajo, estamos interesados en las simetŕıas a un
nivel cuántico, para poder aśı identificar las propiedades infrarrojas y ultravioletas de
una teoŕıa como el modelo estándar, además de poder analizar su renormalizabilidad.
La supersimetŕıa, entendida como una simetŕıa en el sentido más general resulta ser
una simetŕıa ”máxima”, ya que unifica las simetŕıas del espacio-tiempo con simetŕıas
internas, aśı como el número de part́ıculas bosónicas con las fermiónicas, y surge de los
intentos de extender el álgebra de Poncairé para mezclar representaciones con distintos
números cuánticos en el esṕın. Esta supersimetŕıa viene motivada por distintas áreas,
y promete resolver algunos problemas particulares del modelo estándar y las teoŕıas de
gran unificación, la mayoŕıa de estas motivaciones relacionan las ideas de unificación
de todas las fuerzas de la naturaleza, resaltando entre todas ellas las siguientes:

La unificación de los acoplamientos de norma

Solución del problema de la jerarqúıa

Materia Oscura en el universo

Desafortunadamente no hay evidencia experimental hasta la fecha de que exista
esta supersimetŕıa, lo cual hace que muchos cient́ıficos duden de si se trata en reali-
dad de una simetŕıa fundamental de la naturaleza. Desde el punto de vista teórico;
independientemente de si la supersimetŕıa es la teoŕıa final o no, su estudio nos da
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un entendimiento más amplio de la teoŕıa cuántica de campos y tal vez sea un paso
importante para encontrar una teoŕıa más fundamental.

En esta sección se intentará dar una descripción corta sobre el álgebra supersimétri-
ca, el formalismo de súper-espacios y súper-campos y su uso para la construcción de
lagrangianos de interacción quiral y de norma en este contexto, aśı como nociones de
como debe ser el rompimiento de SUSY.

3.1. El álgebra de supersimetŕıa

La idea de tener una simetŕıa entre bosones y fermiones se manifiesta en el hecho de
tener una trasformación que pase de un estado bosónico a uno fermiónico, y viceversa.
Si Q es un generador de este tipo de transformaciones, su acción sobre estados de
part́ıculas debe ser de la forma

Q|boson〉 = |fermion〉, Q|fermion〉 = |boson〉, (3.1)

donde Q debe ser un espinor. Entonces Q y Q† son operadores fermiónicos, es decir,
cambian el esṕın de un estado a uno semi-entero, modificando aśı la estad́ıstica. Con
esto, y con el hecho de que los bosones y los fermiones conmutan y anti-conmutan
entre ellos, respectivamente, se tiene que los generadores de SUSY anticonmutan entre
śı. En el caso de teoŕıas como el Modelo Estándar, la forma de estas simetŕıas está
constreñida por el teorema de Coleman-Mandula [17, 24], implicando directamente que
los generadores Q y Q† deben satisfacer un álgebra con relaciones de conmutación y
anti-conmutación como las siguientes

{Qα, Q†α̇} = 2σµα,α̇Pµ, (3.2)

{Qα, Qβ} = {Q†α̇, Q
†
β̇
} = 0, (3.3)

[Pµ, Qα] = [Pµ, Q†α̇] = 0, (3.4)

donde el operador Pµ es el generador de traslaciones espacio-temporales; y α y β̇ son
ı́ndices espinoriales quirales y anti-quirales, respectivamente. En principio, la aparición
del generador de traslaciones del lado derecho de la relación (3.2) no es de sorprender,
ya que el vector Pµ transforma como un objeto de esṕın 1, mientras que Q y Q†

transforman cada uno como objetos de esṕın 1/2. Pero en un sentido un poco más f́ısico,
śı es sorprendente que la regla de conmutación de los operadores Q dé una traslación
en el espacio-tiempo. Las notaciones y convenciones utilizadas de ahora en adelante
se especifican mas a detalle dentro del apéndice B, junto con una breve discusión del
álgebra de Grassman.

Al tratarse de una extensión del álgebra de Poncairé, también se tienen los genera-
dores Mµν dentro del súper-álgebra; de forma que los estados de part́ıculas que vivan en
las irreps (representaciones irreducibles) del súper álgebra de Poncairé contendrán esta-
dos de fermiones y de bosones al mismo tiempo, los llamados súper-multipletes. Además
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se observa que el operador PµP
µ conmuta con los generadores de supersimetŕıa y con

los generadores de traslaciones y rotaciones espacio-temporales, al igual que el opera-
dor CµνC

µν 1, por lo que en analoǵıa directa con el caso de mecánica cuántica para
el momento angular, etiquetamos a los súper-multipletes con los eigenvalores de estos
operadores. De manera que las part́ıculas que vivan en el mismo multiplete de una irrep
tendrán las mismas masas. Algo similar sucede con los generadores de los grupos de
norma, al conmutar los generadores Q y Q† con estos, tenemos que las part́ıculas que
viven en un mismo súper-multiplete también vivirán en la misma irrep del grupo de
norma, compartiendo con ello números cuánticos como son carga, isoesṕın débil, etc.

Como se sabe, se tendrán en un mismo multiplete bosones y fermiones, siguien-
do la discusión de [1], los grados de libertad fermiónicos nF tanto bosónicos nB son
iguales para cada súper-multiplete. Las posibles elecciones para los multipletes que son
fenomenológicamente consistentes con esta afirmación son lo siguientes:

Quiral. Un fermión de Weyl y dos campos escalares reales, o en su defecto un
solo campo escalar, pero esta vez complejo, codificando aśı esos dos grados de
libertad que se tendŕıa con dos escalares reales.

De norma. En el caso del modelo estándar, un bosón de norma no masivo
antes del rompimiento espontáneo del grupo de norma, que contiene dos grados
de libertad bosónicos (NB = 2) y por la simetŕıa, debemos tener uno o varios
fermiones de Weyl igual no masivos. Debido al numero de grados de libertad del
bosón, será necesario solo un fermión. Estos fermiones de Weyl que viven en la
representación adjunta del grupo de norma son los llamados gauginos, y tienen
la peculiaridad de que sus partes izquierdas y derechas comparten la misma regla
de transformación bajo el grupo.

Estos dos tipos de súper-multipletes son los únicos que se tomarán en cuenta para
fines de este trabajo; sin embargo existen otras posibilidades, de acuerdo a la consis-
tencia con los números de grados de libertad, como el caso en el que se considera a un
gravitón y su compañero el gravitino.

3.2. El súper-espacio

Comencemos ahora abordando un concepto que habla de la supersimetŕıa en un
sentido un tanto geométrico, el cual se obtiene agregando coordenadas de distinto tipo
a las coordenadas usuales del espacio-tiempo, teniendo aśı una variedad constituida
por coordenadas espacio-temporales y coordenadas con grados de libertad fermiónicos.
Representados de la siguiente forma

1Este es uno de los operadores de Casimir para el álgebra de SUSY, que difiere del Casimir pa-

ra Poncairé (definido en términos del Vector de Pauli-Lubanski) debido a que los súper-multipletes

contienen tanto grados de libertad bosónicos como fermiónicos.
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xµ, θα, θ̄α̇,

donde los términos θα y θ̄α̇ son variables de Grassman [25] que anti-conmutan entre si.
Lo que se quiere lograr es, describir al contenido de un súper-multipletes en términos de
una función de las coordenadas de este súper-espacio, y que al mismo tiempo transforme
bajo el grupo extendido de Poncairé. Consideramos entonces una función general de
las coordenadas del súper-espacio S(xµ, θα, θ̄α̇), la que podemos escribir como una serie
en potencias de las variables de Grassman, por lo cual solo se extenderá hasta orden
cuadrático en θ y θ̄.

S(xµ, θα, θ̄α̇) = φ(x) + θψ(x) + θ̄χ̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄N(x)

+ θσµθ̄Vµ(x) + θθθ̄λ̄(x)θ̄θ̄θρ(x) + θθ(θ̄θ̄)D(x), (3.5)

donde debe hacerse notar que S es una cantidad escalar debido a que no tiene ı́ndices
ni espacio-temporales ni espinoriales. Ahora, para ver su regla de transformación en el
súper-espacio bajo el grupo de SUSY, debemos analizar como es que transforman cada
uno de sus constituyentes; los que vienen dados por cuatro campos fermiónicos φ, χ̄,
ρ y λ̄; ocho campos bosónicos, representados por cuatro campos escalares complejos
φ, M , N y D; además de un campo vectorial Vµ. A continuación consideramos una
transformación en el súper-espacio para el súper-campo escalar S.

S(xµ, θα, θ̄α̇) 7→ e−iaµO
µ
S(xµ, θα, θ̄α̇),

siendo esta una transformación en general para S cuando es tratado como un vector
en un espacio de Hilbert H , donde Oµ es el generador del grupo y aµ su parámetro de
transformación. Para el caso en que Oµ son los generadores Pµ o Mµν , el parámetro a
es una cantidad vectorial; contrario al caso en el que O es Q o Q̄, siendo a un escalar ε
o ε̄, según se el caso. Por otro lado, observemos que el súper-campo también puede ser
tratado como un operador actuando sobre un espacio general de funciones parecido al
de mecánica cuántica , teniendo aśı una regla de transformación como la siguiente

S(xµ, θα, θ̄α̇) 7→ e−iamuO
µ
S(xµ, θα, θ̄α̇)eiamuO

µ
, (3.6)

semejante a la acción de un grupo sobre un operador. De manera que si hacemos
que O sea el generador del álgebra de Poncairé Pµ, tendremos que al comparar las
transformaciones de las ecuaciones (3.2-3.4), la forma del generador Pµ es −i∂µ. Si
ahora se hace corresponder al generador con los generadores Q y Q†, se tendrá por un
lado el análogo al caso de Pµ

S 7→ e−i(εQ+ε̄Q̄)S = S(xµ + iεσµ ¯theta+ iε̄σ̄µθ, θ + ε, θ̄ + ε̄),

y por otro que

S 7→ e−i(εQ)+ε̄Q̄)Sei(εQ)+ε̄Q̄) ∼ (1− i(εQ+ ε̄Q̄))S((1 + i(εQ+ ε̄Q̄))),
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que al comparar ambas expresiones se obtiene

(1− i(εQ+ ε̄Q̄))S((1 + i(εQ+ ε̄Q̄))) = S(xµ + iεσµθ̄ + iε̄σ̄µθ, θ + ε, θ̄ + ε̄),

donde se puede inferir que la acción conjunta de Q y Q̄ sobre S nos debe dar una trasla-
ción en las coordenadas xµ si queremos que se cumpla la relación de anti-conmutación.
Por su parte, se debe tener una traslación en las coordenadas fermiónicas debido a que
el operador Q sólo actuará sobre variables θ y Q̄ sólo sobre variables θ̄, obteniendo que
la forma de los generadores espinoriales será 1

Q̄α̇ = −i ∂
∂θ̄α̇

+ (θσµ)α̇∂µ,

Q̄β = i ∂
∂θβ
− (σµθ̄)β∂µ,

y que se puede verificar fácilmente utilizando propiedades de las variables de Grassman
que satisfacen la relación de anti-conmutación. Con esta forma de los generadores Q, Q̄
y Pµ, es posible encontrar la regla de transformación para cada una de las componentes
del súper-campo S, partiendo de que una transformación infinitesimal para S será de
la forma δS = i(εQ+ ε̄Q̄)S. Resultando lo qe se queŕıa, la regla de transformación para
cada componente del campo (3.6)

δφ = εφ+ ε̄χ̄,

δψ = 2εM − σµε̄(i∂µφ+ Vµ),

δχ̄ = 2ε̄N + εσµ(i∂µ − Vµ),

δM = ε̄λ̄− i

2
∂µψσ

µε̄,

δN = ερ+
i

2
εσµ∂µχ̄,

δVµ = εσµλ̄− ρσµε̄−
i

2
(∂νψσµσ̄νε− ε̄σ̄νσµ∂νχ̄),

δλ̄ = 2ε̄D − i

2
(σ̄νσµε̄)∂µVν + iσ̄µε∂µM,

δρ = 2εD − i

2
(σν σ̄µε)∂µVν − iσµε̄∂µN,

δD = − i
2
∂µ(εσµλ̄+ ρσµε̄).

Se tiene finalmente una función S de las coordenadas del súper-espacio que transfor-
ma ante la extensión del grupo de Poncairé; como se hizo la identificación del contenido
del súper-multipletes con esta función S, se deben ahora establecer condiciones sobre
este súper-campo para que sea consistente con los caso de multipletes que analizamos,

1La forma de estos operadores dependerá de la elección de coordenadas xµ.
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el quiral y el vectorial; para ello es necesario hablar de una noción de derivada en el
súper-espacio.

Al construir el súper-espacio como una variedad formada por coordenadas xµ y
coordenadas de Grassman 1, es un tanto intuitivo pensar en la noción de una derivada
que codifique como cambian las funciones de estas coordenadas en cada punto del súper-
espacio. En este sentido, la variación del espacio-tiempo viene dado por la derivada
usual, mientras que un intento para codificar las variaciones de la parte fermiónica es
la derivada respecto a las variables θ ,θ̄; sin embargo, esta elección ingenua resulta
ser incorrecta, debido a la estructura de las álgebras gradadas. Como el objetivo final
será escribir lagrangianos para teoŕıas supersimétricas, debemos encontrar la forma de
codificar esta información en un objeto que sea súper-covariante. Consideramos para
ello los siguientes operadores de derivada

Dα = ∂α − i(σµθ̄)α∂µ, (3.7)

D̄α̇ = −∂̄α̇ + i(θσµ)α̇∂µ. (3.8)

Estos operadores anticonmutan con todos los generadores fermiónicos, y con sigo
mismos, además de cumplir la regla de anti-conmutación

{Dα, D̄β̇} = 2iσµ
αβ̇
∂µ.

Y como se esperaba, es súper-covariante al actuar sobre un súper-campo, es decir,
que la cantidad DαS es un súper-campo, al igual que la D̄α̇S. Teniendo esta deri-
vada covariante para el súper-campo, podemos restringir las componentes del súper-
multipletes en términos de esta, de manera que al retirar componentes siga siendo un
súper-campo. Entonces un súper-campo quiral; que ya hab́ıa sido mencionado antes, se
define en términos de la constricción

D̄α̇Φ = 0,

y su conjugada compleja será análogamente

DαΦ̄ = 0,

siendo un campo anti-quiral el que satisface esta última condición. Por otro lado, el
súper-campo que cumple con la constricción de ser real”

V = V †,

se le llama súper-campo vectorial.
Para visualizar expĺıcitamente el contenido de campos de un súper-campo quiral,

consideramos la siguiente transformación zµ = xµ + iθσµθ̄, de modo que la derivada
covariante de Φ cambia por

1Una definición más precisa se da en la referencia [26].
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D̄α̇Φ(zµ, θ, θ̄) = i(θσ)α̇∂µΦ − (∂̄α̇Φ +
∂Φ

∂zµ
∂zµ

∂θ̄α̇
) = −∂̄α̇Φ = 0, (3.9)

de donde se infiere que el súper-campo no debe de contener componentes con compo-
nentes con la variable θ̄. Entonces la expresión más general de este campo es

Φ(xµ, θα, θ̄α̇) = φ(x) +
√

2θψ(x) + θθF (x) + iθσµθ̄∂µφ(x)

− i√
2

(θθ)∂µψ(x)σµθ̄ − 1

4
(θθ)(θ̄θ̄)∂µ∂

µφ,

donde la identificación f́ısica del componente de campos se aclarará más adelante en el
contexto del modelo estándar.

Precediendo de manera parecida, la forma más general de un súper-campo vectorial
es

V (x, θ, θ̄) = C(x) + iθχ(x)− iθ̄χ̄+
i

2
θθ(M(x) + iN(x))− i

2
θ̄θ̄(M(x)− iN(x)

+ θσµθ̄Vµ(x) + iθθθ̄(−iλ̄(x) +
i

2
σ̄µ∂µχ(x))

− iθ̄θ̄θ(iλ(x)− i

2
σµ∂µχ̄(x))

1

2
(θθ)(θ̄θ̄)(D − 1

2
∂µ∂µC). (3.10)

Una propiedad útil es que, si tenemos que Λ es un súper-campo quiral, la combina-
ción i(Λ− Λ†) será un súper-campo vectorial. Entonces definimos una transformación
generalizada de norma para el súper-campo V como

V 7→ V − i

2
(Λ− Λ†),

que como era de esperarse; en términos de consistencia con lo ya conocido, induce una
transformación de norma para la componente vectorial del súper-campo

Vµ 7→ Vµ − ∂µα.
En términos de las componentes del súper-campo quiral Λ, podemos restringir las

componentes del súper-campo vectorial, para definir aśı la llamada ”Norma de Wess
Zumino”(WZ). El componente de campos de V y por tanto de Λ en la norma de Wess
Zumino es

VWZ = (θσµθ̄)Vµ + (θθ)(θ̄λ̄) + (θ̄θ̄)(θλ) +
1

2
(θθ)(θ̄θ̄)D,

con un contenido de part́ıculas reducido sólo a un campo vectorial, dos fermiones de
Weyl y un campo auxiliar D el cual se explicará más a detalle un poco más a delante.
Cabe mencionar que la transformación a la norma WZ eliminó los campos extra en
la definición general de súper-campo vectorial, además de hacer la conexión entre este
lenguaje y las transformaciones de norma en el lenguaje de campos en el espacio-tiempo.
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3.3. Teoŕıas f́ısicas en el lenguaje de súper-campos

En la sección anterior se describieron algunos elementos básicos del súper-espacio
y de los súper-campos, que son una generalización a los campos que conocemos de
QFT y de mecánica cuántica, y que constituyen una poderosa herramienta para poder
escribir una teoŕıa f́ısica, ya que su estructura matemática hace muy sencillo el poder
escribir lagrangianos libres y de interacción. A continuación se explicará como es este
tratamiento en general para una teoŕıa de campo con una supersimetŕıa; es decir, con
dos generadores Q y Q̄, siguiendo la discusión de P. Martin en [1].

Primero definimos una función de súper-campos W , que debe ser holomorfa en
Φ (o en Φ̄), dicha función nos dará información sobre las interacciones y las masas
del contenido de part́ıculas de nuestra teoŕıa de campos supersimétrica, ya que esta
información codificada en el súper-campo quiral es la misma que está contenida en sólo
su componente escalar. La forma más general posible de este ”súper-potencial”W es

W = LiΦi +
1

2
M ijΦiΦj +

1

6
yijkΦiΦjΦk. (3.11)

Esta forma del potencial se verá modificada debido a que el súper-potencial está res-
tringido a ser invariante ante transformaciones de norma, de modo que esto constreñirá
al conjunto de parámetros de la teoŕıa M , y y L, rescatando sólo a aquellos que sean no
nulos. Los parámetros Li son no nulos únicamente cuando Φi es un singlete del grupo
de norma; los acoplamientos de Yukawa yijk se mantienen cuando el producto ΦiΦjΦk

transforma como un singlete; finalmente los parámetros provenientes de la matriz de
masas M ij son no nulos siempre y cuando los súper-campos Φi y Φj transformen en
representaciones (en general reducibles) del grupo de norma que sean conjugadas entre
śı.

Ahora bien, lo que quiere es poder construir Lagrangianos y acciones supersimétricas
utilizando esta función potencial W y lo que ya se sabe sobre los súper-campos. Debido a
que la acción en teoŕıa de campos esta restringida a ser una función real, el súper-campo
que debemos utilizar para esto debe ser un súper-multiplete vectorial V , entonces la
densidad Lagrangiana será la integral del súper-campo únicamente en las componentes
espinoriales

L(x) =

∫
d2θd2θ̄V (x, θ, θ̄) = V (x, θ, θ̄)|θθθ̄θ̄,

que resulta ser la restricción del súper-campo V a sus componentes en θθθ̄θ̄, la que
se conoce como contribución de tipo D a la densidad Lagrangiana. Al igual que es-
ta, existen otros tipos de contribución y se consideran de esa manera debido a que la
componente bajo una transformación de SUSY cambia como una derivada total1. En-
tonces el Lagrangiano completo viene de la suma de las contribuciones del término D

1La componente D de un súper-campo general transforma como una derivada total, al igual que la

componente F de un súper-campo quiral.
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de un súper-campo vectorial y el término F de un súper-campo quiral (y su conjugada
compleja).

En general, el Lagrangiano para una teoŕıa supersimétrica será de la forma

L(x) = ([W (Φi)]F + c.c) + [Φ†iΦi]D, (3.12)

donde se ha usado al súper-potencial W para la parte de los términos F , ya que es una
función holomorfa de Φ.

Ahora consideremos que se quiere un Lagrangiano para una teoŕıa de norma no
abeliana supersimétrica. Es conveniente recordar que un súper-campo real incluye un
campo vectorial Aµ que corresponderá al campo de norma, entonces de manera análoga
al caso de teoŕıa cuántica de campos, se define el campo de intensidad para el súper-
campo vectorial de la siguiente manera

Wα = −1

4
D̄D(e−VDαe

D).

Se considera entonces una simetŕıa en un súper-campo quiral bajo transformaciones
del grupo G de norma, en una representación R en general reducible, con generadores
T aki , entonces Φ transformará como

Φ†i 7→ Φ†j(e−2igaΛaTa)ij , Φi 7→ (e2igaΛaTa)jiΦj ,

siendo Λa súper-campos quirales, que representan el parámetro de la transformación.
Para el caso en el qe no se tiene una simetŕıa de norma, el término Φ†Φ daba una
contribución de tipo D al Lagrangiano, pero en este caso ese término deberá ser in-
variante ante el grupo de gauge; sin embargo, dada la naturaleza no abeliana de G,
resulta que no es invariante. Entonces se define la siguiente cantidad análoga a Φ†Φ
que será invariante ante G y ante SUSY

[Φ†i(e2gaTaV a)jiΦj ]D, (3.13)

tal que para cada generador T existe un súper-campo vectorial que contiene al vector
de norma y a su compañero supersimétrico. Por tratarse de un grupo no conmutativo,
la regla de transformación para la cantidad de la ecuación (3.13) determina la regla de
transformación para los súper-campos vectoriales V a, por medio de la regla de Baker-
Campbell-Hausdorff, teniendo que

V a 7→ V a + i(Λ∗a − Λa) + gaf
abcV b(Λc∗ + Λc)− i

3
g2
af

abcf cdeV bV d(Λ∗e − Λe) + ...,

donde se usó que los generadores satisfacen la regla de conmutación [T a, T b] = ifabcT c,
con constantes de estructura fabc. Con esto se asegura asegura la invarianza ante si-
metŕıas del grupo de norma, y bajo supersimetŕıa. Finalmente, para construir el La-
grangiano general para una teoŕıa de este tipo, utilizamos la contribución de tipo F de
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la cantidad Tr[WαWα]F , que es invariante ante G y SUSY. 1 Por tanto, considerando
los términos de contribución F y D antes mencionados, el lagrangiano quedará como

L =
1

4kag2
a

Tr[WαWα]F + c.c.+ [Φ†i(e2gaTaV a)jiΦj ]D + ([W (Φ)]F + c.c). (3.14)

Cabe remarcar un par de cosas más llegado a este punto, ya que el tratamiento des-
crito para construir un Lagrangiano en términos de súper-campos fue hecho para teoŕıas
que son renormalizables. Con esto en mente, la expresión de la ecuación (3.14) debeŕıa
contener en general factores extra que hacen que el lagrangiano sea o no renormalizable,
por ejemplo

L = [K(Φi, Φ̃
∗j)]D + ([

1

4
f(Φi)Tr[W

αWα] +W (Φi)]F + c.c),

contiene a primera vista dos factores adicionales, los cuales se enumeran a continuación.

Potencial de Kähler K. Es una función de súper-campos quirales y de antiqui-
rales, donde se ha definido el súper-campo Φ̃∗ = Φ∗eV , que muestra un factor
dependiente de un súper-campo real, el que lo dota de la propiedad de invarianza
de norma. En el caso de una teoŕıa renormalizable, este potencial K adquiere
una forma muy sencilla, debido a que contribuciones aditivas a su término D son
derivadas totales del espacio-tiempo y no contribuyen a la acción. La forma de K
depende de la teoŕıa o modelo en el que se esté trabajando

Función cinética de Norma f . Corresponde a una función holomorfa de súper-
campos quirales, que se puede escribir con ı́ndices de la representación adjunta si
se escribe en términos de componentes matriciales del campo de intensidad W a

α .
Para el caso de una teoŕıa renormalizable, la función cinética de norma adquiere
una forma proporcional al acoplamiento para el término cinético del súper-campo
V (f = τ), y proporcional a δab en término de sus componentes.

Adicionalmente, hay un ingrediente extra que no necesariamente se incluye si
la teoŕıa es renormalizable o no, y que se menciona debido a que llega a estar
presente. Esta parte es la contribución de un término asociado a una simetŕıa
abeliana U(1), y que aparece debido a la naturaleza del campo de norma al no
tener cargas bajo el grupo mencionado. Este factor es el siguiente

LFI = κ[V ]D =
1

2
κD, (3.15)

y es conocido como término de Fayet-Iliopoulos, que solo se incluye en teoŕıas de
norma no abelianas

1Se consideró una nacionalización de los generadores Tr[T aT b] = kaδab, sin convención de suma.
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Con estas herramientas, es posible escribir una teoŕıa f́ısica como el modelo estándar
en este lenguaje de súper-campos, la cual resultaŕıa siendo la primera extensión al SM
en el que se incluye una supersimetŕıa, N = 1. La teoŕıa resultante es conocida como el
modelo estándar mı́nimo supersimétrico (MSSM), y se tratará con detalle en una sección
posterior; pero ahora es conveniente hablar de un tema crucial cuando se trabaja con
teoŕıas SUSY’s, el rompimiento de supersimetŕıa, que es muy relevante debido a que
fenomenológicamente hablando, la simetŕıa entre bosones y fermiones dentro del mismo
multiplete está rota, lo que se sabe de acuerdo a las observaciones experimentales, siendo
un punto crucial el que no se hayan podido detectar las part́ıculas supersimétricas.
Entonces si queremos que una teoŕıa sea consistente con lo observado, debemos incluir
un mecanismo para romper esta simetŕıa.

3.4. Rompimiento de la supersimetŕıa: rompimiento suave

Existen muchos mecanismos por el cual la simetŕıa entre bosones y fermiones se
rompe, todos ellas motivados en tener un modelo fenomenológicamente consistente
con lo observado o lo esperado. Pero en lo correspondiente a de este trabajo, solo se
considerará uno de estos mecanismos, en el que se introducen términos al lagrangiano
que rompen expĺıcitamente la simetŕıa, con un acoplamiento relativamente débil. Que
estará en consistencia con la jerarqúıa entre la escala electrodébil y la escala de gran
unificación.

De manera análoga al rompimiento de la simetŕıa electrodébil en el modelo estándar,
se espera que la supersimetŕıa se rompa espontáneamente, de manera que el vaćıo ya no
sea invariante ante transformaciones de SUSY y que ésta simetŕıa permanezca oculta a
bajas enerǵıas, justificando aśı el hecho de que no hayan sido observadas las part́ıculas
supersimétricas. Siguiendo con la analoǵıa del rompimiento electrodébil, para este caso
existe un sector que comunica al de rompimiento de SUSY con el sector de materia
(que contiene a los quarks y los leptones), el cual contiene tres tipos de interacciones
para comunicar con los sectores en cuestión. Estás son, mediación por gravedad y por
part́ıculas de gauge, de manera que la densidad Lagrangiana de una teoŕıa general con
rompimiento suave de la supersimetŕıa se termina escribiendo como

L = LSUSY + Lsoft,

siendo Lsoft contribuciones al sector de materia o sector observable, que expĺıcitamente
se escriben como

Lsoft = (−1

6
Aijkφiφjφk −

1

2
bijφiφj − ciφi

1

2
Maλ

aλa + h.c.)− (m2)jiφ
i∗φj , (3.16)

estos parámetros Aijk, bij , ci, Ma y (m2)ji son llamados términos de rompimiento sua-
ve. En el lenguaje de súper-campos, φi seŕıa la componente escalar del súper-campo
quiral Φi y λ es el gaugino del correspondiente grupo de norma. Los otros factores
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corresponden a términos de masa para el gaugino Ma, término de masa para la parte
relacionada con la gravedad, y términos de interacción para el campo escalar. Con lo
que se observa directamente que los sumandos de (3.16) inducen nuevas interacciones
y por tanto correcciones a las masas de las part́ıculas, siendo de hecho, libres de diver-
gencias cuadráticas a todos los ordenes. Esto es la parte crucial de la elección de los
términos de rompimiento suave, ya que algunas otras elecciones sobre los parámetros
podŕıa inducir divergencias de cuadráticas1.

3.5. Primera extensión al SM: El modelo mı́nimo super-

simétrico

Ahora que se tienen bastantes herramientas para hablar de una teoŕıa del campo
supersimétrica, es razonable querer escribir al modelo estándar como un teoŕıa con una
supersimetŕıa; esta resultaŕıa ser una extensión al mismo modelo, ya que introduce
nuevos ingredientes y nuevas interacciones, en vigor de tratar de resolver algunos de los
problemas que se presentaron en el capitulo anterior. Para hacer esta traducción entre
el lenguaje de supe-campos y el lenguaje del modelo estándar, identifiquemos varios
elementos para comenzar, como son el contenido de part́ıculas en este nuevo modelo
supersimétrico y su relación con los multipletes de part́ıculas en el súper-espacio, aśı
como la inclusión de un doblete de Higgs adicional en el modelo.

De acuerdo a lo visto en este capitulo sobre la simetŕıa entre bosones y fermiones,
cada multiplete con grados de libertad fermiónicos debe tener de igual manera el mismo
numero de grados de libertad bosónicos; y recordando nuestra descripción sobre el SM,
se tiene que este contiene alrededor de 90 grados fermiónicos y 28 bosónicos. Debido a
que el doblete de Higgs tiene un v.e.v. no nulo, su compañero supersimétrico no puede
ser alguno de los fermiones de la teoŕıa, ya que se violaŕıa el número bariónico o el
leptónico, según corresponda. Esto es un ejemplo claro de que no se pueden elegir los
compañeros supersimétricos entre las part́ıculas de la teoŕıa, sino que se deben agregar
más part́ıculas, es decir, para part́ıculas ya conocidas se agregan nuevas part́ıculas.

Volviendo al caso del bosón de Higgs, la aparición de su supersimetrización hace
que surjan anomaĺıas quirales, que no pueden ser canceladas por si solas como en el
caso del SM entre quarks y leptones, por lo que es necesaria la inclusión de un nuevo
doblete de Higgs con número cuántico de hipercarga opuesto al del Higgs del modelo
estándar2, cancelando las anomaĺıas quirales [27]. El contenido de part́ıculas del MSSM
viene especificado en la Tabla 3.1, siguiendo una convención en la notación análoga
a la de la descripción de la Tabla 2.2, sólo que ahora los multipletes corresponden a

1Es cierto que los términos de rompimiento suave contienen divergencias, pero del tipo logaŕıtmico,

que son un tanto más tratables.
2El Higgs del modelo estándar tiene números cuánticos HSM = (1, 2,−1), y el doblete adicional

tendrá H2 = (1, 2, 1).
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S-campo Bosones Fermiones (SU(3), SU(2), U(1))

Gauge

Ga ga g̃a (8, 0, 0)

V i W±, Z w̃±, z̃ (1, 3, 0)

V B b̃ (1, 1, 0)

Materia

Li L̃i = (ν̃, ẽ)L Li = (ν, e)L (1, 2,−1)

Ei Ẽi = ẽR Ei = eR (1, 1, 2)

Qi Q̃i = (ũ, d̃)L Qi = (u, d)L (3, 2, 1/3)

Ui Ũi = ũR Ui = ucR (3̄, 1,−4/3)

Di D̃i = d̃R Di = dcR (3̄, 1, 2/3)

Higgs

H1 H1 H̃1 (1, 2,−1)

H2 H2 H̃2 (1, 2, 1)

Tabla 3.1: Contenido de part́ıculas del MSSM con sus respectivos números cuánticos.

súper-campos. Donde el ı́ndice i se refiere al ı́ndice de familia, mientras que a se refiere
al ı́ndice del grupo.

El modelo MSSM es conocido aśı debido a su mı́nimo contenido de ciertos ingre-
dientes que constituyen a una teoŕıa, como son el grupo de norma, que en este modelo
resulta ser el mismo que el del modelo estándar sin supersimetŕıa; el contenido de
part́ıculas (ya especificado) y el número de parámetros de rompimiento suave de la
supersimetŕıa. Estos últimos protegen la aparición de divergencias cuadráticas además
de romper expĺıcitamente la invarianza ante transformaciones de SUSY, y en el modelo
estándar mı́nimo supersimétrico corresponden a diferentes tipos de acoplamientos y
part́ıculas, tales como términos de masa para gauginos, términos de masa para sfermio-
nes, acoplamientos cúbicos para escalares en distinto multiplete (resaltando el Higgses
y sfermiones) y finalmente autointeracciones para Higgses. Todos estos términos, de
acuerdo a lo visto en (3.16) y a la Tabla 3.1 se escriben expĺıcitamente como
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L
soft
gaugino = −1

2
(M1b̃b̃+M2w̃

kw̃k +M3w̃
aw̃a + h.c.),

L
soft
sferm = −(m2

QQ̃
†
i Q̃i +m2

LL̃
†
i L̃im

2
U Ũ
†
i Ũi +m2

DD̃
†
i D̃i +m2

EẼ
†
i Ẽi),

L
soft
φφφ = −(auŨQ̃H1 − adD̃Q̃H2 − aeẼL̃H2 + h.c.),

L
soft
Higgs = −(m2

H1
H†1H1 +m2

H1
H†1H1 + bµ(H2H1 + h.c.)),

(3.17)

donde se tiene convención de suma para los ı́ndices de grupo y los ı́ndices de familia.
Los parámetros a corresponden directamente con los acoplamientos cúbicos de Yuka-
wa, siendo matrices de 3x3 en el espacio de familia; al igual el parámetro b que se
corresponde con un término de masa del tipo mij . Y que por consistencia con la jerar-
qúıa electrodébil, los coeficientes de la forma a y Mk deben ser del orden de la escala
msoft ∼ 103GeV [1, 27].

Para continuar describiendo al modelo MSSM; según las herramientas que se tienen
de súper-campos, debemos especificar su súper-potencial y demás elementos para es-
cribir su lagrangiano, el que resultará de la suma del lagrangiano invariante ante SUSY
y GSM , y el lagrangiano de los términos de rompimiento suave (3.17). El potencial K
para este caso es renormalizable y se escribe como

K = Φ̄e2gaV aΦ.

Además, la función cinética de norma, por ser renormalizable la teoŕıa cumple con
lo ya mencionado, siendo f = τ 1. Y por su parte, el súper-potencial, en consistencia
con la notación utilizada para los súper-multipletes, viene dado en la siguiente ecuación.

WMSSM = Uy1QH1 −Dy2QH2 − Ey3LHd + µH1H2, (3.18)

de tal forma que se omitieron los ı́ndices de familia y del grupo de norma y donde y1, y2

y y3 son los acoplamientos adimensionales de Yukawa, que corresponden a matrices de
3x3, de acuerdo al número de familias de fermiones. De manera general, se debeŕıan de
agregar en principio términos extra al súper-potencial del modelo estándar supersimétri-
co; términos que relacionan partes izquierdas y partes derechas de los súper-multipletes
de leptones y los campos de Higgs. Pero al tratarse ésta de una teoŕıa que describe lo
observado en la naturaleza, estos términos no se mantienen en el caso aqúı estudiado.
Una manera matemática de justificar la supresión de estos términos es la introduc-
ción del concepto de simetŕıa R, que es una simetŕıa global bajo el grupo U(1)R que
transforma a las coordenadas de Grassman y al súper-campo como

θ 7→ eiαθ Φ 7→ eirαΦ,

1Donde su parte real es Re{τ} = 4π
g2

y su parte imaginaria está relacionada con el ángulo de

violación de CP; Im{ Θ
2π
}.
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con r el número cuántico asociado a esta simetŕıa. De manera que los términos extra
que se incluiŕıan en W son eliminados al no ser invariantes ante U(1)R

1. Otra cosa
interesante de notar es que, si se impone esta misma simetŕıa sobre los términos de
rompimiento suave que involucran la masa de gauginos, se tendrá una constricción
sobre α para que sea invariante; α = ±π, lo cual reduce la simetŕıa global a una
simetŕıa discreta tipo Z2, restringiendo a su vez los posibles valores que puede tomar
el número cuántico r, que según la literatura [1, 27] son de la forma

r = (−1)2s+3B+L,

siendo s el número cuántico de esṕın y, B y L los números bariónicos y leptónicos,
respectivamente. Este numero r es 1 si tenemos part́ıculas del modelo estándar, y -1
si se trata de las compañeras bajo SUSY de las part́ıculas del SM. La cancelación de
los términos adicionales en el súper-potencial al imponer la simetŕıa R además fuerza
a la conservación de los números B y L en el modelo, trayendo además consecuencias
fenomenológicas; siendo una de ellas la producción en pares de las part́ıculas super-
simétricas bajo el decaimiento de un numero impar de part́ıculas supersimétricas [28].
Entonces el súper-potencial escrito en (3.18) es el más general posible para está teóri-
ca, ya que resulta invariante ante la paridad R y conserva impĺıcitamente los números
bariónicos y leptónicos.

Por tanto, el lagrangiano para el MSSM quedará de la siguiente forma, que está en
consistencia con la descripción de la sección (3.3)

LMSSM = LSUSY + LBreak = LSUSY − L
soft
gaugino − L

soft
sferm − L

soft
φφφ − L

soft
Higgs,

y de forma un poco más explicita como

LMSSM = [Φ†i (e
2g1V1+2g2V2+2g3V3)Φi]D + ([WMSSM ]F + h.c.)

(
1

4kag2
a

Tr[WαWα]F + c.c.)

− (Lsoftgaugino − L
soft
sferm − L

soft
φφφ − L

soft
Higgs). (3.19)

Al escribir expĺıcitamente este lagrangiano, y con lo discutido anteriormente a cerca
de la simetŕıa R y el mı́nimo contenido de part́ıculas, se tendrá que las interacciones en-
tre las part́ıculas supersimetŕıcas serán las mismas que las de las part́ıculas del modelo
estándar, que a nivel de diagramas de Feynman se representa en (Figura 3.1-Figura 3.2)
[1, 29]. De donde los vértices de la Figura 3.1 vienen del súper-potencial, que nos da
las interacciones Higgs-quark-quark y Higgs-lepton-lepton, pero debido a que la super-
simetrización de estás part́ıculas viven en el mismo súper-multiplete, (3.18) también da
las interacciones Higgsino-squark-quark y Higgsino-slepton-lepton.

1r = 2, es la condición para que el súper-potencial sea invariante ante esta simetŕıa.
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Figura 3.1: Vértices para la interacción entre part́ıculas supersimétricas y part́ıculas

del modelo estándar. Interacción Higgsino-quark-squark (arriba) e interacción Higgsino-

slepton-lepton (abajo).

Los términos de autointeracción del sector de norma proviene del término F de
Tr[WαWα], dando los vértices para los gauginos de la Figura 3.1. De la misma forma,
los vértices de interacción entre materia y el sector de norma proviene del término F
del potencial de Khäler.

Una de las principales motivaciones para extender el modelo estándar a una teoŕıa
del campo supersimétrica, es precisamente la de resolver el problema de ajuste fino y
el problema de la jerarqúıa. Lo que se esperaba lograr con la inclusión de una simetŕıa
entre grados de libertad fermiónicos y bosónicos es la cancelación de las divergencias
cuadráticas en las correcciones a la masa del Higgs; teniendo con ello únicamente de-
pendencia logaŕıtmica de la escala de corte.

Figura 3.2: Vértices para la interacción entre el sector de norma y el sector de materia.

Donde fi(f̃i) hace referencia a todos los fermiones (sfermions) de la teoŕıa, denotando a su

vez sin y dob en qué multiplete de SU(2) viven.

Considerando el sector escalar del MSSM, en principio es posible calcular las co-
rrecciones a la masa del Higgs tomando en cuenta sus acoplamientos con las demás
part́ıculas escalares del modelo, lo cual no se desarrollará a detalle al no tratarse de un
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cálculo relevante para los fines de este trabajo. Sin embargo, a continuación se muestra
la cancelación de estas divergencias para un caso sencillo, únicamente de manera ilus-
trativa. Para lo cual se considera un súper-potencial general con acoplamiento cúbico
de la forma

W =
m

2
Φ2 +

η

3
Φ3,

de manera que el lagrangiano para esta teoŕıa supersimétrica se escribe en general como

L = [W (Φ)]F + h.c.+ [Φ†Φ]D,

pero sólo es de interés el lagrangiano para el sector escalar y sus interacciones, entonces
haciendo φ = (φ1 + iφ2)/

√
2, el lagrangiano de interacción de φ1 queda igual a

Lintφ1
= −mη√

2
(φ3

1 + φ1φ
2
2)− η2

4
(φ4

1 + φ4
2 + φ2

1φ
2
2)− η√

2
ψφ1ψ.

De donde se puede hacer la identificación de los diagramas que contribuyen a la
masa del campo escalar φ1 a un loop, siendo ∆mφ1 ∝ Γ(1), con Γ(1) la suma de las
contribuciones de los diagramas a un lazo, que se muestran en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Contribuciones a 1 loop a la masa de φ1.

Por orden de aparición, cada uno tiene la siguiente expresión aditiva para la masa
[23, 26]

�

φ1

φ1 φ1 = −3(iη)2

∫
d4k

(2π)4

1

k2 −m2
; (3.20)

�φ2

φ2

φ1 φ1 = (mη)2

∫
d4k

(2π)4

1

k2 −m2[(k − p)2 −m2]
; (3.21)
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�

φ1

φ1 φ1 = 3(mη)2

∫
d4k

(2π)4

1

k2 −m2[(k − p)2 −m2]
; (3.22)

�

φ2

φ1 φ1 = −(iη)2

∫
d4k

(2π)4

1

k2 −m2
; (3.23)

�ψ

ψ

φ1 φ1 = −g2

∫
d4k

(2π)4
Tr{ i(

/k +m)

k2 −m2

i(/k − /p+m)

(k − p)2 −m2
}, (3.24)

de donde se obtiene que

Γ(1) = 2η2(

∫
d4k

(2π)4

1

k2 −m2
−
∫

d4k

(2π)4

1

k2 −m2[(k − p)2 −m2]
+

∫
d4k

(2π)4

p2 − 2m2

(k2 −m2)((k − p)2 −m2)
).

De manera que, las primeras dos integrales presentan una divergencia UV propor-
cional a Λ2, que se cancela debido a que ambas tienen la misma forma integral, y por
su parte, el último sumando de (3.5) será proporcional a lnΛ, que se ve al hacer un
análisis dimensional del integrando, el cual quedará proporcional a 1/K, dando aśı la
dependencia logaŕıtmica en Λ. Resumiendo esto anterior, se tiene que las correcciones
a la masa del bosón escalar a 1 loop no presentan divergencias en el ultravioleta; y lo
mismo se esperaŕıa para un modelo supersimétrico como el MSSM para las correccio-
nes a la masa del Higgs, lo cual resulta una tarea un tanto más engorrosa de realizar,
pero que arroja resultados alentadores, ya que al igual que en este caso ilustrativo, las
divergencias de orden cuadrático en momento se cancelan [30], siendo una consecuencia
directa de que la teoŕıa sea supersimétrica. Entonces, de esto último se aprende que la
supersimetŕıa en efecto soluciona el problema de la jerarqúıa que se tiene en el modelo
estándar, lo cual es un argumento a su favor.

Como veremos un tanto más adelante, el hecho de que la teoŕıa tenga está simetŕıa
nueva entre bosones y fermiones trae consecuencias sobre la evolución de las constantes
de acoplamiento, pero antes de llegar a ese punto de la discusión, es necesario hablar
sobre algo que ya se mencionó anteriormente y que para virtudes del trabajo resulta
de lo mas relevante. Esto es, el proceso de renormalización, sus aspectos generales y su
uso en teoŕıas de campo supersimétricas.
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Caṕıtulo 4

El grupo de renormalización

De manera regular en f́ısica suelen aparecer cantidades que por más que se trate
de evitar, tienden a divergir en algún ĺımite; es decir, poseen singularidades en alguna
escala, por lo que no están bien determinadas para todos los valores de los que dependen.
Esta situación es bastante común en el caso en el que a nosotros interesa, por ejemplo,
en el contexto de la teoŕıa cuántica de campos aparecen divergencias a distintos ĺımites
energéticos en integrales de momento que, nos dan información sobre las correcciones
perturbativas a alguna cantidad f́ısica, lo que resulta un tanto desastroso en algunos
casos ya que algunas de esas cantidades se esperaŕıa que no tiendan a infinito en alguna
escala alta o baja de enerǵıa, sino que tuvieran un valor finito determinado de acuerdo
a lo previsto por la teoŕıa. Entonces surgen las siguientes preguntas al momento de que
hacen su aparición los infinitos en las cantidades f́ısicas: ¿Tienen sentido estos infinitos
en la teoŕıa que se está describiendo? ¿O es acaso que la teoŕıa no es válida para todos
los valores de enerǵıa?

Los encargados de dar respuesta a éstas interrogantes fueron C. Callan y K. Syman-
zik en 1970, argumentando que, en efecto, la validez de una teoŕıa f́ısica está restringida
por la escala de enerǵıa a la cual se esté trabajando. Siendo esto un impedimento para
poder describir una teoŕıa que englobara todas las interacciones fundamentales de la
naturaleza, pero que a su vez dio lugar al desarrollo del modelo estándar de part́ıculas
elementales propuesto por Weinberg y Salam en 1973 y que ya fue discutido en la sec-
ción (2.2). Lo que se requiere ahora es una solución al problema de los infinitos en las
cantidades f́ısicas, que se espera se resuelva si se vive dentro del régimen de enerǵıa en
el cual la teoŕıa es válida, dando el valor real de dicha cantidad dentro de los estándares
de la teoŕıa.

En las siguientes secciones se explorará de manera general los procesos de renor-
malización y de regularización para una teoŕıa de campos, que son herramientas con
las cuales se eliminan las divergencias dentro de la teoŕıa, restringiéndola a las escalas
de enerǵıa a la que sigue siendo válida, siendo entonces este proceso una ventana para
explorar los modelos a distintas escalas. A su vez, se describirán diferentes aspectos
de este proceso en teoŕıas del campo que incluyen supersimetŕıa, siendo constreñidas
en general al teorema de no renormalización. Las teoŕıas del campo con supersimetŕıa
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4. EL GRUPO DE RENORMALIZACIÓN

tienen una peculiaridad muy especial, y es que si sus funciones del grupo de renor-
malización para los acoplamientos se anulan, esta resultará en una teoŕıa con acción
efectiva carente de divergencias ultravioletas, y por tanto finita; en el sentido más ge-
neral de una teoŕıa del campo. Al finalizar este capitulo, se hablará del caso particular
de teoŕıas del campo N = 1, y un teorema que caracteriza su finitud en término de
estos invariantes del RG.

4.1. La regularización

Como se mencionó, en la teoŕıa cuántica de campos surgen términos divergentes en
ciertas integrales de momento; siendo el caso más sencillo y más estudiado el de una
teoŕıa con un campo escalar con autointeracción cuarta de la forma λφ4. Un ejemplo
claro de una de éstas integrales es el caso en el que se quiere determinar la integral de
un loop proveniente de la autointeracción del campo escalar, siendo esta integral

I =

∫
dDp

(2π)2

1

p2 −m2
, (4.1)

donde se ha definido la integral considerando D dimensiones. Esta integral no está
definida para cualquier dimensión, sino que solo es finita para valores D < 2; a su
vez, presenta una divergencia ultravioleta (UV) para valores D ≥ 2 y por el contrario
divergencia del tipo infrarroja (IR) para D ≤ 0. El proceso de regularización en pocas
palabras consta de hacer finitas las integrales que surgen al momento de calcular las
funciones de dos y cuatro puntos, para un valor de D en el que se esté trabajando,
siendo éste en particular D = 4 para fines de nuestro trabajo.

Existe más de un método por el cual se hacen finitas estas integrales, en este escrito
se contemplarán sólo dos escenarios posibles, que son el de la regularización dimensional
y la regularización por corte de momento. Usualmente, durante este proceso se introduce
un parámetro de regularización, que es el que nos va a definir la escala a la cual la
integral se vuelve finita y a su vez la teoŕıa es válida, el cuál tiene unidades de momento.

Regularización por corte de momento. Este método de regularización con-
siste básicamente en definir una escala de corte Λ, hasta la cual se hará la inte-
gración. Esto quiere decir que, las integrales de momento estarán restringidas a
valores de momento dentro de la región |~p| ≤ Λ, por lo que forzosamente la inte-
gral resultará finita si el parámetro de regularización se mantiene finito, evitando
aśı tener una divergencia UV de manera expĺıcita. De esta forma, el parámetro
de corte o cutoff determinará la escala a la cual la teoŕıa se mantiene válida.

Regularización dimensional. Este método es de los más comunes, ya que re-
presenta una generalización matemática de las integrales de momento en D di-
mensiones; siendo D un número arbitrario y en general complejo, modificando
aśı la medida de integración, haciendo factible la utilización de trucos que da la
teoŕıa de variable compleja. Por lo general es utilizada esta forma de regularizar
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debido a que el método por corte de momento falla a la hora de aplicarse a inte-
grales asociadas a una teoŕıa de norma no abeliana. Además, es de las más usadas
debido a que preserva todas las simetŕıas de la teoŕıa y da una identificación clara
de las divergencias.

A continuación se analizan algunos ejemplos demostrativos del procedimiento de
regularización utilizando el mecanismo de regularización dimensional para una teoŕıa
escalar con término de interacción cuarta

4.1.1. Aspectos de la regularización dimensional

Este método fue desarrollado por ’t Hooft y Veltman en el año de 1972, e indepen-
dientemente por Giambiagi en el mismo año, y fue uno de los principales trabajos que
llevó a los primeros dos ser galardonados con el Premio Nobel de F́ısica en 19991. El
método consiste en proponer una dimensión continua D para las integrales de momen-
to que aparecen en las cantidades f́ısicas y resolver aśı la aparición de divergencias en
una teoŕıa cuántica de campos, ya que estas integrales podrán ser reescritas en térmi-
nos de funciones gamma, y garantizar aśı su convergencia en un ĺımite completamente
determinado.

Consideremos como primer ejemplo el caso de la siguiente integral de momento a
un loop en D dimensiones para una interacción λφ4 (4.1)∫

dDp

2π

D
1

~p−m2
,

que como bien se mencionó ya, sólo está bien definida para valores de D en el intervalo
0 < D ≤ 2. Siguiendo la discusión del apéndice 8A de [23], podemos escribir a (4.1) en
coordenadas esféricas como

1

(2π)1−D

D−2∏
k

∫ 2π

0
sink θkdθk

∫ ∞
0

1

p2 −m2
dppD−1 =

Γ(D/2)−1

(2π)−D/2+D

∫ ∞
0

1

p2 −m2
dppD−1, (4.2)

y haciendo un cambio de variable a la coordenada adimensional p2 = ym2, se puede
escribir ésta integral de momento en términos de la función beta, que a su vez se escribe
en forma de producto de funciones gamma.

Γ(D/2)−1

2(2π)D/2
mD−2

∫
(y − 1)−1yD/2−1dy =

Γ(1−D/2)

2 · (2π)D/2
mD−2,

1El premio del 1999 fue concedido por sus trabajos en la estructura de las teoŕıas de Yang-Mills y

teoŕıa electrodébil [31]
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donde se usó la definición B(α, γ) = Γ(γ)Γ(α)/Γ(α+ γ). Esta expresión de la integral
da libertad explicita de poder extenderla para una dimensión continua D, en virtud de
las propiedades anaĺıticas de Γ en el plano complejo. En general, es posible hacer un
procedimiento similar para integrales que posean un numero i de propagadores a la ni
potencia, utilizando la generalización de la forma paramétrica de Fenyman descrita en
[17, 23], formula que se escribe a continuación por completez

1

Kn1
1 · · ·K

ni
i

=
Γ(n1 + · · ·+ ni)

Γ(n1) · · ·Γ(ni)

∫ 1

0
dτ1 · · ·

∫ 1

0
dτi,

δ(1− τ1 + · · ·+ τi)τ
n1−1
1 · τni−1

i

(τ1K1 + · · ·+ τiKi)n1+···+ni
,

donde Ki son los propagadores y τi un conjunto de parámetros adimensionales1. Esto
determina una forma paramétrica para las integrales de momento que involucran más
de un propagador en su integrando, haciéndolas convergentes si y sólo si las integra-
les paramétricas convergen para toda i. La expresión final para dos propagadores se
muestra en (4.3).

∫
dDp

(2π)D
1

(~p2 +m2)n1 [(~p− ~k)2 +m2]n2
=

1

(4π)D/2

Γ(ni + n2)

Γ(n1)Γ(n2)
×∫ 1

0
dτ

(1− τ)n1−1τn2−1

[m2 + ~k2τ(1− τ)]n1+n2−D/2
. (4.3)

Esto da una expresión útil a la hora de querer hacer finitas las integrales de mo-
mento, ya que la expresión para i propagadores de converger, se escribe en términos de
funciones gamma, la cual extrapola a un número D continuo.

Para ver la dependencia explicita de la escala de enerǵıa y a su vez la dimensión a
la cuál estas integrales resultan divergentes en el UV o en el IR, consideremos un par
de casos ilustrativos. Primero, el que se ha trabajado hasta ahora, representado por la
integral de (4.1), que en términos de la función gamma es

I(D) = −λ(m)D−2

(4π)D/2
Γ(1−D/2),

siendo los polos de Γ los responsables de que la integral sea divergente para dimensiones
2, 4, 6 y de la forma 2n para n > 1 entero. Si se define la constante adimensional g
como g ≡ λµD−4 = λµ−ε, y reemplazando en la integral en términos de g y ε, se reduce
a la siguiente forma

I(ε) = −m2 g

(2π)2
(
4πµ2

m2
)ε/2Γ(ε/2− 1),

1Esta fórmula sigue siendo válida si se escoge a las potencias {ni} como números complejos con

Re(ni) > 0
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que presenta una divergencia explicita en el IR cuandom2 → 0. Haciendo una expansión
en potencias de ε en el término del acoplamiento y la función gamma, se tendrá según
el apéndice 8D de [23] que

I(ε) ' m2g

(4π)2
[2/ε+

Γ′(2)

Γ(2)
+ log(

4πµ2

m2
)],

donde se muestra la dependencia logaŕıtmica del capitulo anterior (Sección 2.6), depen-
diente de la escala de enerǵıa µ2, además de un polo, independiente de µ y proporcional
al cuadrado de la masa m2. En general, para las integrales de loops contempladas en
este trabajo y afines a la teoŕıa interactuante λφ4, los polos de las integrales no depen-
den del parámetro de masa µ2; relacionado con la escala energética de la teoŕıa, siendo
la parte finita la única que depende de esta enerǵıa.

Este procedimiento descrito para un caso particular es el primer paso para analizar
la teoŕıa a diferente escala, teniendo definida la dependencia de las integrales con el
parámetro energético µ2. Claro que el método por el cual se hacen finitas estas inte-
grales no es para nada sencillo, ya que requiere de una extensa linea de expresiones y
trucos operacionales; muchos de los cuales no se presentaron ni se presentarán dentro
del desarrollo del escrito, pero que se citarán a su debido tiempo de acuerdo a lo es-
tablecido en diversa literatura sobre el tema conforme se vayan utilizando, siguiendo
principalmente las discusiones de [11, 23, 32].

Ahora bien, es importante mencionar ciertos aspectos que se consideran al momento
de regularizar una teoŕıa, como es el grado de divergencia superficial, que nos es de
utilidad para poder identificar las divergencias. Tomemos en consideración el siguiente
escenario: Supongamos un diagrama de Feynman F asociado a la teoŕıa interactuante
φ4, que consta de I ĺıneas internas y V vértices, el número de loops dentro del diagrama
puede ser escrito en términos de estas dos cantidades de la siguiente manera

L = I − V + 1.

Además, de acuerdo a las reglas de Feynman generales, cada loop está asociado a una
integración en espacio de momento, teniendo que la integral asociada al diagrama F
contendrá un total de potencias de ~p de

ω(F ) = DL− 2I = D(1− V ) + I(D − 2), (4.4)

con D la dimensión, introducida por la medida de integración. Esta cantidad ω(F )
escrita en términos del número de vértices y de propagadores es conocida como el
grado de divergencia superficial o SDD por sus siglas en inglés. Y es un indicador de
divergencias en los diagramas, ya que si esta cantidad resulta ser no negativa (ω(F ) ≥
0), el diagrama correspondiente exhibirá divergencia superficial, siendo logaŕıtmica si
es 0 ó cuadrática si es 1, y aśı sucesivamente. Por su parte, que ω(F ) sea negativa no
quiere decir que no existan divergencias, este caso resulta un poco más sutil y requiere
la introducción de otro concepto análogo.

Una subdivergencia en un diagrama de Feynman se refiere a un divergencia asociada
a un subdiagrama f ′, el cual consiste en una serie de lineas correspondientes a un

43



4. EL GRUPO DE RENORMALIZACIÓN

diagrama de la teoŕıa a menor orden en la expansión perturbativa. Puede llegar a darse
el caso en el que el diagrama F tenga ω(F ) ≥ 0, pero no se tengan subdivergencias en f ′,
por lo que el diagrama puede hacer convergente si se amputa el subdiagrama. Con esto
en mente, se tendrá que para el caso en el que ω(F ) < 0, el diagrama convergerá siempre
y cuando no tenga asociado algún subdiagrama f ′ que contenga subdivergencias. Y de
manera similar, se dice que es absolutamente convergente si ω(F ) y ω(f ′) son negativos.
Esta caracterización resulta importante en lo que es conocido como el teorema de
convergencia de Weinberg y Dyson, cuya prueba se discute a detalle en [33].

La importancia del teorema de convergencia radica en la posibilidad de sustituir
las divergencias superficiales por términos finitos, donde cada subdiagrama quedará re-
expresado de manera proporcional al momento externo λ, para momentos tendiendo a
infinito. Por lo que cada subdivergencia superficial puede re-expresarse en términos de
cantidades finitas, lo que es conocido popularmente como el método de ”power coun-
ting”, originalmente propuesto por Dyson. La cantidad ω(F ) se vuelve entonces una
cantidad clave a la hora de determinar la renormalizabilidad de una teoŕıa, ya que
dependiendo de la dimensión a la que se esté trabajando, se puede inferir la renormali-
zabilidad, la no-renormalizabilidad y hasta la super-renormalizabilidad, esto puede ver
de la siguiente manera. Si re-expresamos adicionalmente al SDD en términos de e patas
externas del diagrama como

ω(F ) = e(1−D/2) +D + V (D − 4),

es fácil ver que para cuatro dimensiones, las únicas divergencias que sobreviven son para
los diagramas asociados a dos y cuatro puntos. De manera análoga, para un número
mayor de dimensiones, se tiene que la cantidad D − 4 resulta positiva, haciendo que
SDD presente divergencias a cada orden mayor en teoŕıa de perturbaciones. El primer
caso corresponde; de acuerdo a las manipulaciones que se pueden realizar sobre los
términos divergentes, según el teorema de convergencia, con una teoŕıa renormalizable.
Por el contrario, se dice que es no-renormalizable si está en correspondencia con el
segundo caso enumerado. Un tercer caso importante y poco común, es cuando sólo
algunos diagramas, y a ordenes bajos son los que poseen los términos divergentes,
siendo conocido esto como super-renormalizabilidad. En la teoŕıa que se está usando
como referencia, este caso está presente para 2 y 3 dimensiones únicamente.

El desarrollo anterior fue solo una herramienta para poder renormalizar una teoŕıa,
una manera de poder aislar las divergencias en los diagramas de Feynman al orden
perturbativo en el que se encuentran. Lo siguiente a describir en el contexto de la
renormalización es el de relacionar las cantidades finitas con las cantidades desnudas,
lo que se logra por medio de las constantes y las condiciones de renormalización. Esto
se detalla en la siguiente sección.
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4.2. Condiciones de renormalización

Las cantidades en teoŕıa de campos que contienen la información de las divergencias
superficiales de un diagrama de Feynman son las funciones de vértice Γ(k) y los térmi-
nos de auto-enerǵıa Σ(k) o ”self-energy” y que, mediante un p̈ower countingës posible
mostrar que están contenidas en los coeficientes de la expansión de Taylor de las mis-
mas. Por otro lado, es bien conocida la equivalencia en el poder trabajar con cantidades
desnudas o con cantidades ya renormalizadas (añadiendo en este último factores que
den cantidades finitas) de masa y acoplamiento al momento de tratar con una teoŕıa
renormalizable, equivalencia que es de utilidad ya que Σ y Γ resultan ser funciones
de g y de m. Entonces un camino natural será el pensar en escribir las condiciones de
normalización; es decir, condiciones que relacionen las cantidades desnudas con las can-
tidades ya renormalizadas, en términos de las funciones energéticas. Estas condiciones
heredarán de manera obligada una forma concreta de constricción sobre acoplamientos
y masas, definiendo con ello las amplitudes (o constantes) de renormalización.

De manera explicita, se considera la separación en sus partes finitas y divergentes
de las cantidades ya mencionadas

ΓB(~k) = ΓBf (~k) + ΓB(0), (4.5)

ΣB(~k) = ΣBf (~k) + ΣB(0) + Σ′B(0)k2, (4.6)

donde el sub́ındice B hace referencia a que se trata de cantidades desnudas, mientras
que el sub́ındice Bf se refiere a la parte convergente, teniendo entonces que la parte
divergente corresponde precisamente a los primeros términos de la expansión en se-
ries de Taylor1 . Cada uno de los factores iniciales de la serie está asociado un tipo
de divergencia distinto en integral de momento, ya que se pueden escribir en expan-
sión diagramática en espacio de momentos, siendo de tipo cuadrático o logaŕıtmico su
carácter divergente. Dichas integraciones pueden hacerse finitas o truncarse a cierta es-
cala mediante el proceso de regularización, lo cual no garantiza total convergencia, ya
que los términos finitos de la expansión (4.5-4.6) sólo resultan ser superficialmente con-
vergente y pueden presentar divergencias a otros ordenes de la expansión en forma de
subdivergencias. Para esto, conviene recordar que para cada orden de la expansión, se
encuentra sólo un número finito de parámetros libres dentro de la teoŕıa, pero también
sólo un número finito de integrales que divergen; esto da pie a que sea posible el absor-
ber estas divergencias por medio de una redefinición de la constante de acoplamiento,
la masa y el campo mismo.

Por ejemplo, para el caso que se está tratando, se considera la función de vértice

Γ
(2)
B . Esta se escribe en términos de la auto-enerǵıa gracias a la relación Γ

(2)
B (k) =

k2 + m2
B − ΣB(k), donde ΣB se sustituye de la expresión (4.5), con lo que se puede

factorizar de la siguiente manera

1El término primado corresponde a su derivada respecto al momento externo k.
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Γ
(2)
B (k) = (1− Σ′(0))(k2 +m2

B

Zφ
Zm2

+ ΣBf (k)Zφ).

De donde se han hecho definiciones para las amplitudes de renormalización del
campo y de la masa en términos de las cantidades desnudas de auto-enerǵıa y de su
derivada respecto al momento externo como siguen.

Zφ = 1
1−Σ′B(0)

,

Zm2 = 1
1−ΣB(0)/m2

B
,

entonces también es posible definir las funciones de vértice y de auto-enerǵıa renorma-
lizadas en términos de estas amplitudes Zi teniendo que

Σ(k) = ΣBf (k)Zφ; (4.7)

Γ(2)(k) = ZφΓ
(2)
B (k); (4.8)

g = gBZ
−1
g Z2

φ; (4.9)

m2 = m2
BZφZ

−1
m2 ; (4.10)

φ = Z
−1/2
φ φB, (4.11)

(4.12)

donde se definió la amplitud de renormalización para el acoplamiento g. Utilizando
estas expresiones y redefiniciones, encontramos que la cantidad renormalizada para la
función de vértice de dos puntos se redujo como Γ(k) = k2 +m2 −Σ(k), que resulta al
mismo tiempo ser finita. De esta ecuación renormalizada, se infieren las condiciones de
normalización en términos de las funciones de vértice de manera trivial de la siguiente
forma.

Γ(2)(0) = m2, (4.13)

∂

∂k2
Γ(2)(0) = 1. (4.14)

La tercera condición surge del generalizar la obtención de una función de vértice
de n puntos renormalizada, que siguiendo la idea de lo que se hizo para 2 puntos se

escribe como Γ(n)(k) = Zn/2Γ
(n)
B (k). Lo que da lugar a una condición relacionando la

definición de la constante de acoplamiento renormalizada g.

Γ(4)(0) = g. (4.15)

Estas redefiniciones hechas para la constante de acoplamiento y la masa desnudas
fueron de utilidad para poder remover las divergencias superficiales que quedan aún
presentes en las partes finitas de la función de vértice y de auto-enerǵıa. Con esto,
al reescribir el funcional de enerǵıa con las cantidades renormalizadas, se obtiene la
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eliminación de todas las divergencias superficiales en la auto-enerǵıa a todos los ordenes
en teoŕıa de perturbaciones. El siguiente paso es poder hacer este procedimiento de
manera explicita y calcular las cantidades finitas a algunos cuantos lazos, esta tarea
resulta ser muy ilustrativa considerando la magnitud y el impacto del resultado general;
sin embargo, en virtudes de este trabajo no será considerado para la teoŕıa φ4, pero se
pueden consultar detalles de estos cálculos en las referencias [17, 23].

Cabe mencionar que en general, las cantidades renormalizadas correspondientes
a las funciones de vértice de n puntos no sólo son funciones del momento y de los
acoplamientos, sino que también lo son de la masa, pero no lo son de la escala de
corte Λ (que depende del método de regularización) ya que llegado a este punto la
cantidad Γ resulta ser finita para todas las escalas de enerǵıa, lo cual fue posible dada
la renormalizabilidad de la teoŕıa.

4.2.1. Esquemas de renormalización

Las condiciones de normalización introducidas en las ecuaciones (4.13-4.15) no re-
sultan ser expresiones universales en la teoŕıa de renormalización, ya que existen otros
métodos equivalentes que las emplean o no en el afán por calcular las cantidades finitas
resultantes. Claro que cualquier método que se utilice para renormalizar una teoŕıa de
campos debe de arrojar los mismos resultados, de lo contrario puede que exista una
diferencia sustancial que deje pasar por alto algún aspecto de la teoŕıa. Por ello es que
existen distintos esquemas de renormalización, que aunque son operacionalmente un
tanto distintos, arrojan los mismos resultados (es posible cambiar de un esquema a
otro), concluyendo que las cantidades f́ısicas son independientes del esquema de renor-
malización en el que se esté trabajando.

Uno de los más conocidos y utilizados es el método de los contratérminos, que
introduce nuevas interacciones y por tanto nuevos tipos de vértices en las expansión
diagramática. Estos nuevos términos se escogen a cierta conveniencia, de manera que se
eliminen (resten) los términos divergentes, haciendo las funciones de correlación finitas
a todos los ordenes en teoŕıa de perturbaciones. La elección de los contraterminos y
su estructura se construyen de manera inductiva y su introducción en el funcional de
enerǵıa permite la definición de las constantes de renormalización en función de estos,
obteniendo con ello la relación entre las variables desnudas y las ya renormalizadas. Al
igual que en la discusión anterior, con ayuda del power counting, es posible determinar
la renormalizabilidad de la teoŕıa, proceso que se explica en un contexto un poco más
general en la referencia [17].

Otro escenario en el cual se puede trabajar es el esquema de substracción mı́nima
o MS por sus siglas en inglés, el cual consiste principalmente en eliminar mediante
una substracción recurrente a los términos con polo en la cantidad ε; cantidad que
se refiere a una pequeña desviación en la dimensión de regularización alrededor de la
dimensión a la cual la teoŕıa es renormalizable. Esta eliminación de términos polares
resulta conveniente al momento de estudiar las propiedades cŕıticas de una teoŕıa, en
dimensiones menores a la de renormalización, teniendo con ello que esto no es sólo de
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utilidad para eliminar divergencias UV sino que da información importante sobre como
tratar divergencias de tipo IR a bajas enerǵıas. La principal ventaja de trabajar con el
esquema MS es la peculiaridad que presenta, ya que las condiciones de normalización se
vuelven independientes de la masa, lo que conlleva a que los contratérminos adquieran
una forma predeterminada e independiente de igual forma del término de masa m. El
emplear este esquema es más complicado que lo que se explicó sobre él, sin embargo no
se entrará en muchos más detalles de su empleo formal, pero śı se utilizará de lleno en las
siguientes secciones, haciendo siempre referencia a todos sus detalles y peculiaridades.
Cabe mencionar que el encargado de trabajar con este formalismo en primera instancia
fue ’t Hooft [19] al querer renormalizar una teoŕıa de norma no abeliana, que es justo
el punto central de interés en nuestro trabajo.

4.3. El grupo de renormalización

Al estudiar la teoŕıa de renormalización en el esquema MS, al igual que al hacer una
regularización dimensional, se encuentra una dependencia de las cantidades desnudas
como función de un parámetro de masa/enerǵıa, mismo que al ser modificado induce un
cambio en las funciones de correlación de n-puntos. Dicho comportamiento dependiente
de la escala energética fue investigado por vez primera por Callan y Symanzik en el
año de 1970, y resulta clave al momento de querer determinar el comportamiento con
la enerǵıa de las funciones renormalizadas. Este cambio en las funciones de correlación
sigue siendo cierta cuando se trata con una teoŕıa con interacciones de un grupo no
abeliano de norma, ya que la dependencia con la enerǵıa proviene del proceso de regu-
larización, de modo que los desarrollos que se presentarán a continuación son válidos
para teoŕıas de campo en general.

Si se considera la función de vértice desnuda, que depende expĺıcitamente de la escala
de corte, masa y acoplamiento desnudo, se puede encontrar una relación diferencial en
función de la masa renormalizada, que se escribe como

m
∂

∂m
Γ

(n)
B (ki,mB, gB,Λ) = m

∂

∂m
m2
B

∂

∂m2
B

Γ
(n)
B (ki,mB, gB,Λ), (4.16)

donde se utilizó el hecho de que la masa y la masa renormalizada están conectadas
por medio de una de las constantes de renormalización. De manera similar, la función
de vértice se concreta con su correspondiente función renormalizada por medio de la
relación de la ecuación (4.8), que resulta de ayuda al momento de inferir una relación
análoga para la derivada respecto a la masa renormalizada de la función de n−puntos
Γ(n), imponiendo para ello una nueva constante de renormalización Zd

∂

∂m
Γ(n)(ki,m, g) = Z

n/2
φ Z−1

d

∂

∂m
Γ

(n)
B (ki,mB, gB,Λ),

que a su vez requiere de una cuarta condición de normalización para poder caracterizar
a Zd
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∂

∂m
Γ(n)(0,m, g) = 1.

Con ayuda de estas relaciones y la condición de normalización nueva, es posible
reescribir a (4.16) en términos de cantidades ya renormalizadas como son la masa, el/los
acoplamientos y la función de vértice, esta nueva ecuación se escribe la de siguiente
forma:

(m
∂

∂m
+ β

∂

∂g
+−nγ)Γ(n)(ki,m, g) = (2− 2γ)m2 ∂

∂m
Γ(n)(ki,m, g), (4.17)

donde se hicieron un par de consideraciones extras, como el definir a las funciones
auxiliares β y γ, además de incluir la condición de normalización (4.10) para poder
eliminar la dependencia del término ∂m2

B/∂m. Los términos adicionales β y γ vienen
dadas por

γ = 1
2m

∂Ln(Zφ)
∂m , β = m ∂g

∂m ,

que son funciones del acoplamiento y de la masa renormalizada, y son muy importantes
al momento de determinar la invarianza de escala y la finitud de una teoŕıa f́ısica, lo
cual se estudiará a detalle más adelante. Además, son herramientas poderosas para
estudiar las propiedades cŕıticas de una teoŕıa, ya que la función β(g,m)) se anulará
en los puntos cŕıticos de la teoŕıa, caracterizados por tener un valor particular en
el acoplamiento que deja a la teoŕıa invariante de escala1 e incluso hasta invariante
conforme. Ésta propiedad viene mediada por la función o parámetro γ, que es conocida
como dimensión anómala, y que da un corrimiento en la dimensión canónica del campo
en la relación de escalamiento de las funciones de correlación respecto a la relación de
escalamiento lejos del punto fijo. Esto último es la clave para determinar coeficientes
o exponentes cŕıticos análogos a los usados en la teoŕıa de transiciones de fase [5, 34],
y da la conexión entre el lenguaje de campos cuánticos con el lenguaje de materia
condensada.

La ecuación presentada en (4.17) da valiosa información sobre el comportamiento
de la teoŕıa cerca del régimen cŕıtico, sin embargo, existe una ecuación que da aún
más información sobre las propiedades cŕıticas, esta es la ecuación del grupo de renor-
malización; que al igual que la ecuación de Callan-Simanzky relaciona a las funciones
auxiliares γi y β con la información sobre los exponentes cŕıticos [5].

Como ya sabemos por lo descrito en la literatura [17, 23], la adimensionalización
del acoplamiento g, da una dependencia expĺıcita en las funciones de correlación de
un parámetro de masa/enerǵıa que llamamos µ, este parámetro introducido de cierta
manera, de forma arbitraria heredará su dependencia a las funciones de n−puntos
renormalizadas. Teniendo que la ecuación para la función de vértice finita se modifica
con esta dependencia en µ por

1Es bueno mencionar que este valor fijo del acoplamiento se relacionan directamente con un valor

fijo en la escala, ya que g es una función impĺıcita del parámetro de enerǵıa.
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Γ(n)(ki,m, g, µ) = Z
n/2
φ (g(µ))Γ

(n)
B (ki,mB, gB). (4.18)

Ahora se tiene dependencia de las variables m, g y µ; pero al mismo tiempo las
amplitudes de renormalización contienen una dependencia del acoplamiento renorma-
lizado, por lo que una aplicación directa de el operador diferencial µ ∂

∂µ a la ecuación
(4.18), implica la variación de todos los parámetros respecto a µ mediante la regla
de la cadena, con lo que la ecuación del grupo de renormalización en términos de las
cantidades renormalizadas queda finalmente expresada como

(µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂g
+ γmm

∂

∂m
− nγ)Γ(n)(ki,m, g, µ) = 0, (4.19)

donde se usó el recurso de las funciones auxiliares una vez más, que son funciones del
parámetro de masa.

γ = 1
2µ

∂Ln(Zφ)
∂µ , β = µ ∂g∂µ , γm = µ

m
∂m
∂µ ,

que son conocidas como funciones del grupo de renormalización o RGf, por sus siglas
en inglés. De acuerdo a la teoŕıa de campos, la ecuación (4.19) hace referencia a la
invarianza ante reparametrizaciones de la función de vértice renormalizada respecto a
µ; siendo este un parámetro continuo de masa.

En general, el solucionar una ecuación diferencial parcial como es la ecuación del
grupo de renormalización, resulta una tarea complicada debido a la cantidad de va-
riables en juego, por lo que es muy conveniente el montarse en el esquema de mı́nima
substracción (MS) para eliminar aśı la dependencia explicita de parámetros como la
masa y la escala µ dentro de las funciones del grupo de renormalización, teniendo con
ello una ecuación diferencial parcial cuyos coeficientes dependen únicamente del aco-
plamiento, y con una solución completamente determinada empleando el método de
caracteŕısticas [35]. Dicho método se especializa en este tipo de dependencias y con-
siste en resolver para las RGf, y aśı caracterizar al espacio de parámetros. Siendo las
funciones γ y β interpretadas como velocidades caracteŕısticas.

Al hacer un escalamiento lineal del parámetro µ por ξ, las variaciones de la escala se
codificarán ahora en las variaciones respecto a este factor, teniendo que el acoplamien-
to, y los parámetros de masa son ahora funciones de ξ, lo que da lugar para imponer
condiciones de frontera para las funciones del grupo de renormalización γi y β, obte-
niendo aśı una superficie en el espacio de parámetros, cuyas trayectorias corresponden
a teoŕıas f́ısicas renormalizadas con diferentes escalas de enerǵıa.

Finalmente, el problema de encontrar la evolución de las funciones de correlación
a diferentes escalas de enerǵıa se traduce en solucionar la ecuación (4.19) sujeta a las
condiciones de frontera

β(g(ξ)) = ξ dg(ξ)dξ , g(1) = g

γm(g(ξ)) = ξ
m(ξ)

dm(ξ)
dξ , m(1) = m

µ(ξ) = ξ dµ(ξ)
dξ , µ(1) = µ.
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Siendo estas condiciones las que caracterizan completamente a la solución; en caso de
existir, y dan constricciones sobre el espacio de parámetros. Dependiendo de el número
de acoplamientos en la teoŕıa, será la dimensión de la superficie solución, que contendrá
a su vez puntos especiales1 que corresponderán a ceros en las funciones beta. Por tra-
tarse la función beta de una función de los acoplamientos, un punto fijo corresponde a
valores particulares de estos; que pueden referirse a una escala de bajas o altas enerǵıas.

Los puntos fijos caracterizan dos o más regiones dentro de el espacio de parámetros;
por ejemplo, en el caso de una teoŕıa con rompimiento espontáneo como el modelo
estándar, las ecuaciones del grupo de renormalización y con ellas el flujo de renormali-
zación distinguen entre la teoŕıa rota a la escala electrodébil, y la teoŕıa antes de que
se de este rompimiento. Esta caracterización viene dada por el valor de las funciones
beta en la escala electrodébil, que corresponderá a un valor particular del acoplamiento
g2, siendo la función beta negativa cuando se rompe el grupo del modelo y positiva si
se está por encima de la escala de rompimiento. Esto mismo sucederá en las teoŕıas de
gran unificación, ya que se espera que a alguna escala µ∗, su grupo de norma se rompa
al grupo del modelo estándar, teniendo entonces distintas regiones dentro de la solución
en el espacio de parámetros.

Es por esto que el flujo de renormalización es una ventana para estudiar el com-
portamiento de estas teoŕıas con rompimiento cerca de los puntos cŕıticos, lo cual; en
analoǵıa con la teoŕıa de Landau de transiciones de fase, se puede trabajar en escalas
de enerǵıa, de temperatura o ambas, como se argumenta en el art́ıculo de Coleman y
Weinberg [36], en el que además se habla sobre el cálculo del potencial efectivo como
mecanismo para determinar la acción efectiva.

4.4. El grupo de renormalización para teoŕıas supersimétri-

cas

4.4.1. Teorema de no-renormalización

Cuando se estudia una teoŕıa de campos que incluye transformaciones supersimétri-
cas dentro de sus generadores, es conveniente trabajar en un lenguaje matemático un
poco más general; como ya se estudió en el capitulo anterior, que relacione funciones
de súper-campos al momento de construir lagrangianos. Estás funciones son respecti-
vamente, la función cinética de norma f , el súper-potencial W (Φ) y el potencial de
Kahler(Φ), donde Φ es el súper-multiplete. Un resultado importante para este tipo de
teoŕıas es el dado por el teorema de no-renormalización, el cual da información sobre el
comportamiento de las funciones f , W , K y la constante χ en el contexto de la renor-
malizabilidad de la teoŕıa. Además de dar constricciones sobre las posibles correcciones

1En general se trata de variedades fijas, dependiendo de la dimensión de la superficie solución.
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cuánticas que presentan cada una de estas funciones.
El teorema antes mencionado, estudiado y demostrado a detalle por Seiberg en el

año de 1993 establece lo siguiente:
Teorema 1: Para una teoŕıa de campos con grupo de simetŕıas G y N = 1 super-

simetŕıas, cuya acción, y por tanto estructura estén completamente determinadas por
el súper-potencial W (holomorfo en Φ), el potencial de Kahler K, la función cinética
de norma f y término de FI χ, se tendrá que la renormalizabilidad de la teoŕıa está li-
gada al comportamiento bajo correcciones cuánticas de las cantidades ya mencionadas,
teniendo para esto que

W (Φ) es no renormalizable en teoŕıa de perturbaciones

K presenta correcciones cuánticas a todos los ordenes en la expansión perturbativa

f(Φ) sólo presenta correcciones a primer orden

Al igual que W , el término de FI no es renormalizable.

La demostración detallada de este teorema se puede encontrar en las referencias
[37, 38]. La importancia de mencionar esto, es principalmente por sus implicaciones
sobre los invariantes de grupo de renormalización y la constricción que presenta para la
forma de las funciones beta, ya que en el caso del MSSM, las funciones beta adquieren
una forma particular, de modo que las ecuaciones de renormalización para cada uno de
los parámetros de la teoŕıa supersimétrica son proporcionales al parámetro en cuestión.
Esto no sucede con las RGE para los parámetros de los términos de rompimiento suave,
ya que como rompen de manera explicita la supersimetŕıa, no son considerados por este
teorema de no-renormalización, por lo que su forma puede ser muy distinta y depender
a su vez de más de un parámetro.

Muchos otros trabajos tratan el teorema de no renormalización haciendo conside-
raciones distintas a las de Seidberg, como son la presencia de anomaĺıas quirales y
anomaĺıas de norma, obteniendo diferentes teoremas de no-renormalización para todas
las teoŕıas supersimétricas. El que se presentó, es el teorema correspondiente al caso
que nos ha interesado en todo el escrito, el de una sola supersimetŕıa N = 1. Para otro
tipo de teoŕıas susy se recomiendan otros trabajos de Seidberg [39].

Lo que se espera ahora es tener todas las herramientas para poder construir una
teoŕıa que sea consistente con el contenido de materia del modelo estándar, y que esté
libre de las divergencias que lo caracterizan. Esto fue posible en la primera extensión al
SM en el que se incluyó supersimetŕıa; pero además de la cancelación de las divergencias,
se espera poder hacer la introducción de un grupo de norma que contenga a GSM , en
el afán por unificar las fuerzas fundamentales. Entonces lo que se espera tener es un
modelo supersimétrico, que sea finito (no contenga divergencias en el UV) y que esté
basado en un grupo de norma consistente con el grupo del SM.
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4.4.2. Teoŕıas finitas

El tipo de teoŕıas que se presentan libres de divergencias en el UV a todos los
ordenes en la expansión perturbativa son conocidas como teoŕıas finitas, cuya búsqueda
e implementación son de gran interés para los f́ısicos que piensan que el modelo estándar
es una versión a baja enerǵıa de una teoŕıa más fundamental libre de divergencias;
pero que a su vez son conscientes de la utilidad y consistencia experimental de sus
predicciones, por lo que tratar de extender el SM a una teoŕıa finita se convierte en una
obligación.

La definición de finitud en el contexto de las teoŕıas de campo con supersimetŕıa
es un poco más sutil que su definición usual en teoŕıas carentes de supersimetŕıa [40],
ya que en el contexto de la supersimetŕıa es posible hacer una identificación de estos
modelos finitos en términos de las propiedades de sus funciones del grupo de renorma-
lización γi y βi. La caracterización puede hacerse por cálculos expĺıcitos a uno y dos
loops, lo cual resulta en una tarea cansada y tediosa que no da información aparente
sobre la teoŕıa al n-ésimo loop. Para esto existe el teorema de finitud, el cual establece
las condiciones sobre los invariantes del grupo de norma, y por tanto de las funciones
de renormalización para tener una teoŕıa finita a todos los ordenes en la expansión
perturbativa.

Antes de enunciar el teorema expĺıcitamente, es conveniente mencionar ciertos as-
pectos preliminares que deben considerarse para sembrar el terreno de la finitud en las
teoŕıas supersimétricas. Como se está trabajado con extensiones del modelo estándar,
es conveniente recordar que un modelo extendido busca dar solución a los principales
problemas del modelo, como es la unificación de los acoplamientos de norma, y la re-
ducción de parámetros libres de la teoŕıa. Para esto último es apropiado el relacionar
el sector de Yukawa con el sector de norma; la conocida unificación Gauge-Yukawa
(GYU), que como se verá más adelante, está en consistencia con las condiciones de
finitud a todos los ordenes en teoŕıa de perturbaciones.

Un primer camino para intentar relacionar los sectores de norma y Yukawa es la su-
persimetŕıa, ya que relaciona directamente ambos sectores en el afán de la unificación;
sin embargo, existen otros caminos hacia la unificación de los acoplamientos, por ejem-
plo, el método trabajado en [8, 41], el cual consiste en encontrar invariantes de grupo
de renormalización (RGI), que en general resultan ser relaciones de los acoplamientos
que mantienen su forma a todos los ordenes en teoŕıa de perturbaciones. El hecho de
que sean válidas a todos los ordenes resulta como consecuencia de su validez a primer
orden, lo cual senta un precedente para la finitud, ya que gracias a esto será posible
encontrar invariantes (RGI) que garanticen al finitud de una teoŕıa a todo orden.

Consideremos ahora una teoŕıa de campos supersimétrica N = 1, con simetŕıa de
norma dada por un grupo semisimple G, y libre de anomaĺıas. Cuyo súper-potencial
viene dado por

W =
1

2
mijφiφj +

1

6
Cijkφiφjφk,

donde φi transforma en la representación irreducible Ri de G. Para este súper-potencial,
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las correspondientes funciones del grupo de renormalización a 1 loop γ
(1)
ij y β

(1)
g estarán

determinadas respectivamente por

γ
i(1)
j =

1

32π2
(CilmCjlm − 2g2C2(Ri)δ

i
j), (4.20)

β(1)
g =

g3

16π2
(ΣiT (Ri)− 3C2(G)), (4.21)

donde T (Ri) es el ı́ndice de Dynkin de la representación Ri y a su vez, C2 es el operador
cuadrático de Casimir en la representación Ri (C2(Ri)) ó en la representación adjunta
(C2(G)). Las condiciones para garantizar que esta teoŕıa sea finita a un loop, implican
directamente que las ecuaciones (4.20) y (4.21) se deben anular, lo que da lugar a con-
diciones sobre los parámetros responsables del comportamiento asintótico de la teoŕıa,
de modo que se debe cumplir que∑

i

T (Ri) = 3C2(G), (4.22)

CilmCjlm = 2g2C2(Ri)δ
i
j . (4.23)

De acuerdo a lo descrito en primera instancia por Jones [4], y en trabajos posteriores
por D. Kazakov y por Piguet [3, 42], estas dos condiciones son necesarias y suficientes
para garantizar finitud a uno y dos lazos, de modo que la elección de irreps queda
constreñida en función de la elección del grupo de norma G.

Esta noción de finitud a ordenes bajos y la búsqueda de invariantes del grupo
de renormalización, son las bases del teorema de finitud a todos los ordenes, el cual
establece lo siguiente.

Teorema 2. Sea una teoŕıa de Yang-Mills supersimétrica N = 1, con un grupo de
norma semisimple G. Si las siguientes condiciones se satisfacen

1. no hay anomaĺıas de norma;

2. la función beta de norma se anula a un loop

β(1)
g = 0 = ΣiT (Ri)− 3C2(G);

3. existe una solución de la forma

Cijk = φijkg, (4.24)

con φijk números complejos. Para la condición que anula la dimensión anómala
del campo a un loop;

4. esta solución es única y no degenerada, cuando se considera como solución de la
función beta de yukawa a un loop siendo anulada

βijk = 0.
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Entonces, la solución dada en la condición (3) puede ser extendida a una serie de
potencias en g, de modo que la teoŕıa unificada de Yang-Mills dependerá únicamente
de un acoplamiento, cuya función beta se anula a todos los ordenes.

Analizando detalladamente las condiciones del teorema 2, resaltan ciertos aspectos,
como la necesidad de que exista una solución como la de la ecuación (4.24), lo cual va
de la mano con el programa de la reducción de parámetros. Ya que, para que se de la re-
ducción, es requerido que exista una solución única para la expansión de los coeficientes
de reducción, en función del parámetro principal, que en este caso es el acoplamiento
de norma. Obteniendo que la teoŕıa resultante después de la reducción de parámetros
presenta el mismo flujo de renormalización que el de la teoŕıa no reducida. Entonces,
si las condiciones de finitud son satisfechas, es posible la reducción de parámetros para
una teoŕıa masiva o no masiva, según la discusión de [41]. Por lo que está garantizada
la existencia de la solución en series de potencias de g de los parámetros cúbicos del
súper-potencial y que se relacionan con los coeficientes de la reducción por medio de
()1. Esto resulta de gran utilidad al momento de construir una teoŕıa que sea finita y
que sea extensión del modelo estándar, ya que reduce la cantidad de parámetros del
modelo. Sin embargo, las condiciones del teorema 2 reducen considerablemente la can-
tidad de grupos de norma viables para la finitud, de manera que la posibilidad de un
grupo como GSM queda descartada, teniendo aśı que el MSSM no es una teoŕıa finita,
como ya es sabido.

Otro aspecto a resaltar es una implicación directa de las condiciones de finitud que

anulan las funciones γ
i(1)
j y β

(1)
g , ya que si se satisfacen las condiciones (2) y (3) del

teorema 2, las anomaĺıas en la corriente asociada a la simetŕıa R y las anomaĺıas quirales
se anulan; anomaĺıas que están presentes en la estructura general de la súper-corriente
de las teoŕıas susy N = 1. Para ver esto expĺıcitamente, consideremos un escenario
un poco más general, en el que se tiene una teoŕıa N = 1 con grupo de norma no
Abeliano, con un componente de k súper-campos quirales en el súper-potencial. Dicha
teoŕıa posee invarianza ante transformaciones quirales R con su respectiva corriente
de Noether, además de poseer invarianza de escala a nivel clásico2, pero que a nivel
cuántico presenta anomaĺıas asociadas con el tensor enerǵıa-momento. Finalmente, si
se considera que la teoŕıa es no masiva, se tiene además que es invariante clásicamente
ante el grupo de transformaciones súper-conformes; el cual es una extensión del grupo
conforme [43, 44], y que de igual manera presenta anomaĺıas en el caso cuántico.

La información correspondiente a cada una de estás simetŕıas y sus respectivas
corrientes anómalas está contenida en un súper-multiplete, que incluye al tensor de
enerǵıa momento, asociado con la invarianza traslacional; la corriente axial asociada a la
simetŕıaR y la corriente de supersimetŕıa. En el caso de una teoŕıa general no se preserva
la invarianza a nivel clásico, por lo que la derivada anti-quiral de la súper-corriente
está corregida por términos dependientes del súper-potencial. Por su parte, a nivel
cuántico surgen anomaĺıas de escala, las cuales hacen que la ecuación de conservación

1Esto quiere decir que existe una solución en serie de potencias para las ecuaciones de reducción.
2La teoŕıa no masiva presenta esta invarianza de escala, pero lo que corresponde al caso masivo,

esta invarianza se ve restringida por factores que dependen de derivadas del súper-potencial .
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presente además, factores dependientes de la escala de corte µ como es la amplitud
de renormalización de los súper-campos φk. La ecuación para las anomaĺıas queda
expresada en forma general para el súper-multiplete como [9, 45]

D̄α̇Jαα̇ =
1

3
Dα(3W − Σkφk

∂W

∂φk
)− δTrWµW

µ +
D̄2

8
ΣkγkZkφ

†
ke
V φk, (4.25)

donde Zk es la amplitud de renormalización de los súper-campos, δ = (3C2(G) −
ΣT (Rk))/32π2 y γk la dimensión anómala asociada a cada φk. De acuerdo a lo descrito
por Ferrara y Zumino en [46], la ecuación (4.25) además de contener información sobre
la conservación parcial de las corrientes del multiplete Jαα̇, da lugar a identidades en
las trazas, que provienen precisamente del hecho de que existan las anomaĺıas. El punto
central del trabajo [46] fue el demostrar que las anomaĺıas presentes en el multiplete de
corrientes forman a su vez un nuevo súper-multiplete, teniendo que cada una de estas
anomaĺıas tienen el mismo coeficiente β que las relaciona (la función beta de la ecuación
del grupo de renormalización). De esta forma se deja entrever que, si se satisface la
condición (2) del teorema de finitud, se tendrá la cancelación de las anomaĺıas de cada
componente de Jαα̇, que se presentan de manera explicita en [41] 1. Sin embargo, antes
de encontrar expĺıcitamente la cancelación de estas, cabe mencionar un par de puntos
que son centrales en el desarrollo del trabajo.

Unos de las caracteŕısticas más poderosas que da el teorema de no renormalización
sobre el súper-potencial; además de no recibir correcciones de tipo perturbativo, es su
holomorficidad en los súper-campos φ, que de acuerdo a [37] impone severas restric-
ciones sobre la forma de las funciones beta para los acoplamientos adimensionales del
súper-potencial y de los acoplamientos de norma. De manera que el corrimiento bajo
el grupo de renormalización del parámetro genérico y será proporcional al parámetro
mismo y a la dimensión anómala γ, asociada al campo que acopla. Entonces de manera
genérica y en términos de los invariantes del grupo de norma se pueden escribir las
funciones beta para un súper-potencial W (φi) = ΣayaW

a(φi) (con W a producto de da
súper-campos) como

βg = f(g)(ΣiT (Ri)− 3C2(G)− ΣiT (φi)γ(φi)), (4.26)

βy = y[−dW + Σi(d(φi) +
1

2
γ(φi))], (4.27)

donde dW y d(φi) son las dimensiones canónicas del súper-potencial y de los súper-
campos, respectivamente. Cabe notar que f(g) es una función suave del acoplamiento
de norma, que depende de la teoŕıa con que se trabaje y que vaŕıa de manera impĺıcita
con la escala energética de renormalización µ. De la misma manera el acoplamiento del
súper-potencial ya depende de µ.

Como la teoŕıa cerca de un punto fijo es invariante de escala, las funciones beta en
el punto fijo se anulan, lo que da una relación entre los acoplamientos, tal que si se

1Exceptuando la anomaĺıa de escala.
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tiene una teoŕıa con k acoplamientos, se tendrán el mismo número de condiciones. La
solución de las ecuaciones en el punto fijo determinan una subvariedad en el espacio
de acoplamientos, cuya dimensión está determinada por el número de soluciones lineal-
mente independientes, como ya se hab́ıa mencionado. Si se hace la suposición de que
existe un punto fijo tal que la teoŕıa es conforme (en el sentido supersimétrico), las di-
recciones del flujo estarán determinadas por un conjunto de operadores, cuya adición al
potencial generará nuevos punto fijos, estos operadores llamados ”marginales”generan
una variedad diferenciable de puntos fijos1 o variedad conforme asociada a una teoŕıa
CFT. En el contexto de las teoŕıas súper-conformes, resalta la existencia de este tipo
de operadores en casos limitados, dependientes de la dimensionalidad espacio-temporal
d y la cantidad de súper-multipletes presentes, siendo únicamente viables N = 1, 2, 4 en
d = 4 y N = 1, 2 en d = 3 [6], en donde se hace una caracterización de las representacio-
nes unitarias del súper-álgebra conforme, restringiendo la dimensión de escalamiento y
cargas R de acuerdo a sus reglas de recombinación de los operadores.

Uno de los motivos por los cuales la suposición de conformalidad supersimétrica en
el punto fijo resulta muy poderosa, es debido a que teoŕıas de este estilo presentan una
conservación de la simetŕıa R a nivel cuántico, es decir, el álgebra de las transforma-
ciones R está contenida en el álgebra súper-conforme. Por lo que si se tiene un punto
fijo súper-conforme, en este, la presencia de anomaĺıas R se verá suprimida, además de
que los operadores de la teoŕıa formarán una representación del grupo súper-conforme.
Si se define de manera consistente que los factores multiplicativos que acompañan a las
funciones beta (4.26) y (4.27), codifiquen adecuadamente la dependencia de la escala
en el corrimiento de los parámetros/acoplamientos, entonces para una teoŕıa SCFT, se
tendrá que estos coeficientes Sh y Sg; que llamaremos coeficientes de escala, deben ser
necesariamente nulos.

Volviendo a la discusión en torno a la ecuación (4.25), de acuerdo con lo descrito en
[9, 46], es posible reescribir esta relación de conservación en términos de las ecuaciones
de movimiento para los súper-campos quirales, ya que resultan proporcionales a los
términos con dependencia µ

φk
∂W

∂φk
+
T (Rk)

16π2
WαW

α =
D̄2

4
Zkφ

†
ke
V φk,

tal que la anomaĺıa se reescribe como

1

3
Dα(3W −

∑
k

φk
∂W

∂φk
)

− 1

3
Dα(

δ

32π2
)WβW

β +
1

2

∑
k

γk(
1

16π2
T (Rk)WβW

β + φk
∂W

∂φk
) =

− 1

3
Dα[

∑
k

φk
∂W

∂φk
(1 +

1

2
γk) +

WαW
α

32π2
Σk(T (Rk)γk + δ)− 3W ], (4.28)

1No confundir a la variedad solución en un punto fijo con la variedad de puntos fijos.
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y que en términos de los factores W a del súper-potencial se escribe como

D̄α̇Jαα̇ = −1

3
Dα[

WβW
β

32π2
Sg + ΣkyaW

(a)Sya ], (4.29)

donde los factores Sg y Sya son los factores de escala antes mencionados. Entonces,
para una teoŕıa que es independiente de la escala, estos factores son nulos. Por lo que,
de acuerdo a las condiciones del teorema 2, una teoŕıa que sea finita, al ser invariante
de escala, sus coeficientes Sk son cero y por tanto las anomaĺıas dentro del multiplete
de corriente son canceladas. Esto en un sentido general, ya que se supuso una forma
muy genérica para el súper-potencial, considerando un producto da de súper-campos
quirales, sin embargo, si se trata de un súper-potencial cúbico como el del teorema 2,
las condiciones que anulan a las anomaĺıas son proporcionales a las condiciones que
anulan las funciones beta de norma y de Yukawa, teniendo un súper-multiplete con
corrientes conservadas cuánticamente.

4.4.3. Relación entre finitud e invarianza súper-conforme

La finitud resulta ser una consecuencia poderosa en teoŕıas SUSY como esta, ya que
al ser carentes de divergencias en su acción efectiva, son de gran interés al momento
de buscar teoŕıas que unifiquen al modelo estándar a altas enerǵıas. Sin embargo, es
probable que las condiciones del teorema 2 sean más poderosas de lo que se piensa, ya
que al ser la teoŕıa invariante de escala en los puntos fijos, estas condiciones daŕıan la
pauta para la existencia de una variedad conforme asociada a un punto fijo, tendiendo
aśı una teoŕıa SCFT asociada a cada cero de la función beta. Las variedades conformes,
de acuerdo con la teoŕıa CFT [7, 44, 47] son generadas por los operadores marginales
asociados a las direcciones dentro de la variedad fija, caracterizando aśı la dimensiona-
lidad de la misma dentro del espacio de parámetros. La presencia de estos operadores
en una teoŕıa de campos implica la existencia de una variedad de este estilo, pero
supersimétrica, es decir, conformada por operadores que actuan en el súper-espacio. 1

Teniendo en mente la construcción algebraica de las teoŕıas súper-conformes [6], se
enuncia el siguiente teorema/proposición, respecto a la estructura de las teoŕıas finitas
supersimétricas.

Teorema 3. Sea una teoŕıa de norma supersimétrica N = 1, con grupo de norma
Gs y súper-potencial

W = mijφiφj + Cijkφiφjφk,

tal que se satisfacen las condiciones 1-4 del teorema 2. Entonces, si la dimensionalidad
de la teoŕıa es d = 4 y existe un punto fijo asociado a una escala de enerǵıa µ∗, la teoŕıa
es invariante conforme en ese punto.

Como consecuencia, si se cumple este teorema, lo operadores de la teoŕıa super-
simétrica constituirán una representación unitaria del grupo súper-conforme en 4d, aśı

1Esto solo en el caso en el que se preserve la supersimetŕıa en los puntos fijos.
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como el multiplete de corrientes correspondiente a las simetŕıas de la teoŕıa. Adicio-
nalmente, la teoŕıa CFT incluye en su variedad conjuntos de coeficientes asociados a
los operadores primarios; estos conocidos como coeficientes OPE y dimensiones de es-
calamiento λijk y ∆i respectivamente. Para hablar de un operador marginal, dichos
coeficientes se ven restringidos de acuerdo a lo trabajado por [47], teniendo que

∆̂ = d λ
ÔÔÔ

= 0,

siendo esto una de las herramientas primordiales para la búsqueda de variedades fijas.
Demostración.
Una teoŕıa que sea súper-conforme debe satisfacer tres condiciones en términos de
sus operadores y de los invariantes del grupo; dichas condiciones surgen del estudio
algebraico de las teoŕıas SCFT y de lo descrito por varios autores [6, 9, 47].

1. Debe verificarse la invarianza de escala codificada en los coeficientes Sg y SCijk.

2. La corriente R debe ser conservada a nivel cuántico, por lo que las anomaĺıas en
el multiplete Jαα̇ no son admisibles.

3. Existen operadores marginales1 que generan la variedad conforme.

Como se está interesado en la teoŕıa finita a la escala de enerǵıa µ∗ en el que la
reducción de acoplamientos se lleva a cabo y existen las soluciones para la ecuación
(4.24), la invarianza SCFT se busca en los puntos fijos de la teoŕıa.

El primer punto se verifica de manera trivial para el súper-potencial en cuestión de
acuerdo con la condición 1 y 3 del teorema de finitud, ya que los coeficientes de escala
son proporcionales a estas condiciones alrededor de µ∗. El apartado 2 puede verificarse
gracias a la cancelación de las anomaĺıas dentro del súper-multiplete de corrientes como
consecuencia de la finitud, en particular la simetŕıa R es conservada a nivel cuántico.

La última condición resulta ser la más sutil de probar, ya que la manera de mostrar
que existen operadores exactamente marginales y por tanto, una variedad fija conforme,
es mediante la exhibición directa de los operadores. Para esto, se propone un operador
como candidato a marginal, siendo este el término del súper-potencial que influye en
las propiedades criticas de la teoŕıa O1 = Cijkφiφjφk. De acuerdo a la caracterización
dada en [9], este operador verifica que su factor de escala SC es proporcional al factor de
escala del acoplamiento de norma. Esto gracias a la condición 2 del teorema de finitud
y al teorema de no renormalización, que da una forma particular para la función beta
de Yukawa proporcional a las dimensiones anómalas γji , obteniendo que el coeficiente
de escala de norma es

Sg = ΣkT (Rk)γk,

con γk los elementos diagonales de la matriz de dimensión anómala. El factor de escala
de Yukawa será por tanto

1Los cuales son operadores locales primarios que no contienen dimensión anómala alguna.
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SC =
3

2
γk.

Con esto, se prueba que el operador O1 es un buen candidato a ser un operador
marginal ya que Sg ∝ SC 1. Relación que, de igual manera se puede deducir a partir de
la ecuación (4.24) que da las soluciones de la reducción de acoplamientos. Otro aspecto
sobre O1 es la ausencia de dimensión anómala asociada a cada uno de los súper-campos
que lo componen, lo cual sucede, ya que por la condición (3) del teorema 1, estas se
anulan para todo valor i y j.

Finalmente, al tratarse de operadores quirales en una teoŕıa de dimensión d = 4,
se tendrá de acuerdo a [6] que existe una relación estrecha entre la dimensión canónica
del campo y su carga bajo la simetŕıa R, siendo esta dk = 3

2rk. Y como ya se mencionó,
la condición sobre los operadores marginales es que su dimensión canónica coincida
con su dimensión anómala; es decir dk = ∆k, teniendo entonces que ∆k = 3

2rk. Esto
hace que los operadores de la teoŕıa finita sean buenos candidatos para vivir en un
súper-multiplete conforme, de acuerdo a la clasificación explicita dada por Córdova
y Dimitrescu [6] , y en particular, como los operadores que constituyen al marginal
carecen de dimensión anómala, cumplirán la relación entre rk y ∆k (ya que en términos
de la dimensión anómala, la relación se escribe 3/2rk = 1 + 1/2γk). Por tanto, O1

tiene elementos suficientes para vivir en un multiplete conforme de acuerdo a lo visto
anteriormente, y se concluye entonces que es un operador marginal de la teoŕıa finita,
en el punto fijo µ∗.

Esto prueba que se tiene asociada una variedad conforme en el punto fijo, en la cual
la acción efectiva se mantiene finita. En donde los operadores de la teoŕıa forman una
representación unitaria del grupo súper-conforme. �

Una consecuencia directa de lo mostrado, es la posibilidad de caracterizar a la teoŕıa
en el punto fijo, de acuerdo a un multiplete súper-conforme como el que se encuentra
en la referencia [6, 7]. La discusión que se ha dado sobre las teoŕıas finitas da el último
ingrediente que se requiere para la construcción de una teoŕıa de gran unificación a
altas enerǵıas, supersimétrica, carente de divergencias UV y que contenga al modelo
estándar. El modelo que se trabajará y se describirá a detalle en el siguiente capitulo,
es el que consiste en un grupo de norma SU(5) con mı́nimo contenido en los súper-
multipletes de Higgs. Dicho grupo de norma, al tener el mismo rango que el grupo GSM ,
no es complicado construir un patrón de rompimiento de la forma SU(5)→ GSM . Esto
y más detalles fenomenológicos se especifican a continuación.

1Para todos los valores de i, j y k.
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Caṕıtulo 5

Teoŕıa SU(5) de Gran Unificación

Las teoŕıas de Gran Unificación (GUTs) surgieron con el afán de tratar de unificar
las fuerzas fundamentales descritas mediante el Modelo Estándar a alguna escala alta
de enerǵıa. Pero al mismo tiempo, tratar de solucionar algunos (si no es que todos) de
los problemas asociados al mismo, previamente enumerados en la sección 2.6, resaltando
de entre todos ellos el problema de jerarqúıa en la estabilización de la masa del Higgs,
que se soluciona por medio de teoŕıas con supersimetŕıas y mediante ajustes finos. La
base para la unificación de los acoplamientos de norma es la introducción de un grupo
no-abeliano que contenga al grupo del modelo estándar, de forma que en la escala de
gran unificación MGUT ; determinada por la teoŕıa, los acoplamientos gi correspondan
al acoplamiento de norma del nuevo grupo g1.

Como era de esperarse, durante la historia ha existido más de una propuesta para
unificar los acoplamientos, entre las primeras propuestas resaltan los modelos propues-
tos por Pati y Salam, con un grupo con dos acoplamientos de norma SU(2)× SU(4)c;
y la unificación mediante un grupo simple SU(N) con un único acoplamiento asociado.
En el contexto de una unificación mediante un grupo SU(N), S. Glashow y H. Georgi
propusieron en el año de 1974 un modelo basado en el grupo SU(5), cuyas propiedades
matemáticas hacen viable el contener como subgrupo al GSM del modelo estándar, y
que a su vez constituye uno de los ejemplos más sencillos de tratar en términos de
un modelo predictivo en la unificación a alta enerǵıa. En este caṕıtulo se estudiarán a
detalle las propiedades de la teoŕıa de gran unificación SU(5) con un mı́nimo contenido
de part́ıculas en el sector de Higgs, sus representaciones, su contenido de part́ıculas, aśı
como aspectos fenomenológicos y los principales problemas que presenta este modelo
como candidato para GUT. Por su parte se estudiará el rompimiento espontáneo del
grupo de norma v́ıa el mecanismo de Higgs, al grupo del SM, analizando el patrón de
rompimiento y relacionándolo con las restricciones fenomenológicas para aśı descartar
patrones de rompimiento no f́ısicos. A su vez, se describirá un modelo con el mismo
grupo de norma, pero en su versión supersimétrica N = 1 en 4D, la cual resulta ser
finita a todos los ordenes en teoŕıa de perturbaciones (dependiendo de su contenido
de part́ıculas), de acuerdo al criterio del Teorema 2 del capitulo anterior, consecuencia

1Salvo factores de normalización.
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5. TEORÍA SU(5) DE GRAN UNIFICACIÓN

que resulta de mucho interés debido a sus propiedades recién encontradas a la escala
de gran unificación (Teorema 3).

Parte de los desarrollos realizados en la subsección 5.1.1 que trata al modelo no
supersimétrico, se basan en lo encontrado en diferentes fuentes sobre teoŕıa de campos
[10, 11, 48, 49, 50] y lo trabajado por [51, 52].

5.1. SU(5) con mı́nimo contenido de materia

5.1.1. Unificación v́ıa SU(N)

Uno de los candidatos más naturales para la unificación de los acoplamientos de
norma es aquella que consiste en un grupo de norma simple (o semi-simple, con suti-
lezas) más grande que el GSM , y que posea un único acoplamiento g. Además de que
mediante un rompimiento espontáneo se recupere el grupo SU(3)c × SU(2)L × U(1) a
una escala de enerǵıa µ < MGUT . Al proponer un grupo especial unitario SU(N), se
requiere que el contenido de part́ıculas del modelo estándar sea reproducible después
del rompimiento espontáneo de la simetŕıa. Como el grupo del SM tiene rango 41, la
elección más sencilla de grupo candidato a GUT tiene tres posibilidades: SU(5), SU(2)4

y SU(3)2, siendo descartados los últimos dos al no contener a SU(3) como subgrupo y
al resultar imposible el definir un generador asociado con la carga eléctrica, respectiva-
mente. El reto para el modelo restante es el poder reproducir el contenido de materia
del modelo estándar.

Al tratarse de un grupo de la forma SU(N), los generadores del grupo son matri-
ces unitarias con constricciones en su determinante (det(T̂ ) = 1), además de poseer
eigenvalores reales akk = a∗kk, por lo que el número de generadores viene determinado
por n2 − 1. Que para el caso particular de SU(5), son un total de 24 generadores,
a diferencia de los 12 del modelo estándar. Dichos generadores suelen asociarse a los
bosones de norma de la teoŕıa, que se incluyen de dentro de la derivada covariante Dµ.
Estos bosones de norma transforman por medio a la representación adjunta del grupo;
representación que de acuerdo a la teoŕıa matemática [53, 54], se construye en general
mediante el producto de las representaciones n ⊗ n̄ = 1 ⊕ n2 − 1, siendo para el caso
SU(5) representada por 24. Esto es fácil de identificar mediante un producto de Young,
de acuerdo con la referencia [50, 55].

Como se quiere poder codificar el contenido de materia del modelo estándar a
bajas enerǵıas en el modelo extendido, es necesario tener diferentes representaciones
irreducibles del grupo SU(5), de modo que los multipletes asociados a GSM vivan alĺı.
Un primer intento para lograr esto, motivados por evitar la mezcla entre los multipletes
de SU(3) y los de SU(2), es el considerar la representación fundamental de SU(5) como
la suma directa de las fundamentales del grupo de QCD y del grupo de isoesṕın, tal que
5 = 3⊕2, teniendo que los números de hipercarga se asignarán con su correspondiente

1El rango es el número de generadores independientes que conmutan entre śı.
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5.1 SU(5) con mı́nimo contenido de materia

multiplete del modelo estándar.
Como el grupo GSM resulta ser un subgrupo maximal de SU(5) 1, es posible hacer la

extensión de los generadores de SU(3) y SU(2) a cinco dimensiones, convirtiéndose aśı
en generadores del grupo GU . Al combinar las representaciones mediante la extensión
dada por la maximalidad [53, 55], se tendrán generadores asociados a las matrices de
Pauli dentro de una matriz 5-dimensional

T a =

(
0 0
0 σa

)
,

con la misma normalización dada en la sección 2.2. Además, 8 generadores asociados con
las matrices de Gell-Mann de SU(3) insertadas en las primeras 3 columnas y renglones
de matrices de dimensión cinco

T a
′

=

(
λa
′

0
0 0

)
,

con a′ los ı́ndices de color. Utilizando la normalización impuesta para los T a
′

de SU(3),
y el hecho de que los generadores T a y T a

′
conmutan con el generador Bµ, se encuentra

un generador de SU(5) que es diagonal

T 24 =
1√
15
Diag(2, 2, 2,−3,−3).

Por último, los 12 generadores restantes surgen de la mezcla de los generadores
de SU(3) y SU(2), y que no están presentes en el modelo estándar usual. Por tanto,
inducen nuevas interacciones en el modelo, ajenas a las ya conocidas. Dichos generadores
son de la siguiente forma general

J13+k =

(
03x3 j13+k

(j13+k)† 02x2

)
,

donde las matrices j13+k son de la forma

j13 =

 1 0
0 0
0 0

 , j14 =

 i 0
0 0
0 0

 , j15 =

 0 0
1 0
0 0

 , j16 =

 0 0
i 0
0 0

 ,

j17 =

 0 0
0 0
1 0

 , j18 =

 0 0
0 0
i 0

 , j19 =

 0 1
0 0
0 0

 , j20 =

 0 −i
0 0
0 0


j21 =

 0 0
0 1
0 0

 , j22 =

 0 0
0 −1
0 0

 , j23 =

 0 0
0 0
0 1

 , j24 =

 0 0
0 0
0 −1

 .

Entonces, estos 12 generadores corresponden directamente con nuevos bosones vectoria-
les, que interactuarán directamente con las part́ıculas del modelo estándar. De manera

1Véase la prueba de esto en las referencias matemáticas de teoŕıa de representaciones [53, 54]
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similar a como se definieron los bosones W cargados en la ecuación (2.8), se definen los
bosones X y Y , responsables de las nuevas interacciones

Xµ1 =
V 13
µ − iV 14

µ√
2

, (5.1)

Yµ1 =
V 18
µ + iV 19

µ√
2

(5.2)

y de manera análoga se definen X2, Y2, X3 y X3. Con esto último, es posible escribir una
matriz general de 5×5 que englobe a todos los bosones de norma, la cual nombraremos
como Vµ

Vµ =



G11 − 2B√
30

G12 G13 X†1 Y †1

G21 G22 − 2B√
30

G23 X†2 Y †2

G31 G32 G22 − 2B√
30

X†3 Y †3

X1 X2 X3
W 3
√

2
+ 3B√

30
W+

Y1 Y2 Y3 W− −W 3
√

2
+ 3B√

30


.

Sin embargo, aún no se cuenta con todo el contenido de part́ıculas del modelo
estándar, para incluir todo el contenido es necesario considerar representaciones irre-
ducibles de SU(5) de dimensionalidad mayor. Para esto, es útil recurrir a las reglas
de Young, o directamente al formalismo matemático de teoŕıa de representaciones [54].
Las representaciones requeridas para englobar al SM, de acuerdo a [56] son1: la fun-
damental 5; la anti-fundamental o conjugada 5̄, la 10 y finalmente la representación
adjunta 24, responsable del rompimiento espontáneo de la simetŕıa de norma.

Por como fueron construidos los generadores del grupo (bosones de norma), las pri-
meras entradas de la representación vectorial contienen los elementos del grupo SU(3);
es decir, viven en un triplete de color, mientras que las ultimas dos entradas viven
dentro de un isodoblete, por lo que la representación 5 tiene la forma

5i = (d1, d2, d3, e
+, ν)R,

que está en consistencia con la descripción del contenido de fermiones dado por la
tabla 2.2 de la sección 2.6, respecto a la representación de GSM en la que viven. En
consistencia con el contenido de la representación fundamental, su conjugada 5̄ incluirá
los anti-quarks d̄L aśı como los leptones L̄

5̄i =


d̄1

d̄2

d̄3

e−

−ν


L

.

1Las mismas son requeridas para el caso supersimétrico.
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5.2 Carga eléctrica y cancelación de anomaĺıas.

El decuplete de SU(5) se construye a partir de la representación estándar; es de-
cir, mediante el producto de dos copias de la representación vectorial se obtienen dos
representaciones, una simétrica y otra anti-simétrica, la parte anti-simétrica es la que
corresponde con 10. Además, incluye el contenido restante de part́ıculas de materia
para tener en su totalidad el modelo estándar. Por su parte, la porción simétrica del
producto no se incluye en el modelo con mı́nimo contenido de part́ıculas, ya que de a
cuerdo al producto de Young, contiene un sextuplete de SU(3) que no está en el SM,
por lo que no será considerado para fines de este escrito. La representación 10 se escribe
entonces como

10ij =
1√
2


0 ū3 −ū2 u1 d1

−ū3 0 ū1 u2 d2

ū2 −ū1 0 u3 d3

−u1 −u2 −u3 0 e+

−d1 −d2 −d3 −e+ 0


L

,

donde el contenido de fermiones dentro de la matriz se determina en función de los
números cuánticos bajo el modelo estándar de los elementos de 5, al ser combinados
consigo mismos. Por último, la representación adjunta se construye de la misma manera
que se construyó la matriz de bosones de norma Vµ, teniendo que 24 = ΣaV

a
µ T

a, que
adicionalmente se puede descomponer de acuerdo al producto 5 ⊗ 5̄ y a sus números
cuánticos de (SU(3)c, SU(2)L, U(1)Y ) como1

5⊗ 5̄ = (8,1, 0)⊕ (1,3, 0)⊕ (3,2, 5/3)⊕ (3̄,2,−5/3)⊕ (1,1, 0)⊕ (1,1, 0),

siendo aśı

24 = (8,1, 0)⊕ (1,3, 0)⊕ (3,2, 5/3)⊕ (3̄,2,−5/3)⊕ (1,1, 0).

De la expresión anterior, queda clara la contención de la representación de los gluo-
nes, de los bosones Z y W , aśı como de Bµ dentro del multiplete de la representación
adjunta. Además de los bosones extra Xµ y Yµ, todo esto al analizar sus números
cuánticos. Entonces ya se tiene todo el contenido mı́nimo de part́ıculas para poder
reproducir el modelo estándar a bajas enerǵıas. En la siguiente sección se analizarán
algunas propiedades y caracteŕısticas del modelo.

5.2. Carga eléctrica y cancelación de anomaĺıas.

El generador T 12 del grupo SU(5) resulta de gran importancia, esto debido a que se
le relaciona directamente con el generador de hipercarga Y de U(1), ya que en el SM el
generador Y es diagonal y conmuta con cada uno de los generadores de SU(3) y SU(2),

1Que es posible ver de acuerdo con los productos de Young.
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5. TEORÍA SU(5) DE GRAN UNIFICACIÓN

propiedad que satisface la matriz T 12. Como el acoplamiento de U(1) tiene diferente
normalización que los acoplamientos de SU(3) y de SU(2), es necesario normalizar el
generador T 12 para que esté en verdadera correspondencia con los números cuánticos
de hipercarga1, y sea igual que el acoplamiento de norma de SU(5). La normalización
considerada para las constantes de acoplamiento es la siguiente

gGUT = kigi i = 1, 2, 3,

y de forma más explicita como (5/3, 1, 1). Entonces el generador de hipercarga se escribe

en términos del generador T 12 como Y/2 = cT 12, con c = −
√

3
5 , relacionando aśı las

normas del SM y de la teoŕıa.
Una de las consecuencias para el modelo GUT SU(5) más inmediatas de obtener,

es la cuantización de la carga eléctrica, observada experimentalmente y no descrita por
otros modelos2. Para ejemplificar esto, se define el operador de carga Q en función
de los operadores de la base de SU(5) que conmutan con todos los generadores de
SU(3)c × SU(2)L, para tener con esto un operador diagonal, que sea aditivo en los
eigenvalores.

Q ≡ T3 +
1

2
Y =

1

2
T 3 −

√
5

3
T 12,

y con representación matricial explicita

Qij = Diag(−1/3,−1/3,−1/3, 1, 0). (5.3)

En realidad, la forma de la ecuación (5.3) depende de la representación; más espećıfi-
camente, de como transforma el multiplete de SU(5) al que se le quiere asociar carga
eléctrica. Con esta consideración, de acuerdo a lo descrito por Li y Cheng [11], se tiene
que las cargas para las diferentes representaciones son de la forma

Q(5) = Qiδij
Q(5̄) = −Qiδij
Q(φij) = Qi +Qj
Q(φij) = Qj −Qi,

con esta asignación es evidente que para el caso de la representación estándar (que se
escribe expĺıcitamente en términos de los quarks di y los leptones derechos), los quarks
tienen carga en términos de la carga de los leptones, en consistencia con la condición
de tener traza nula para los generadores, siendo Qd = 1/3Qe+ .

La construcción del operador de carga eléctrica resulta de utilidad al momento de
comprobar la consistencia de la asignación de multipletes y su correcta equivalencia con
el contenido de materia del modelo estándar. Para reproducir las familias de fermiones

1Esto será valido a la escala de Gran Unificación.
2La cuantización de la carga eléctrica suele asumirse como inmediata por la elección de un grupo

de norma simple, debido al espectro discreto asociado a los grupos no abelianos.
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5.3 Sector escalar y rompimiento espontáneo de SU(5)

izquierdos del SM en el modelo aqúı presentado, son necesarias tres copias de la repre-
sentación reducible 5̄⊕ 10 que, para que sea consistente en términos fenomenológicos,
debe carecer de anomaĺıas en sus acoplamientos con los bosones de norma V a

µ . Dicha
información sobre las anomaĺıas está contenida en la traza de los generadores en la
representación dada T a(R), con R = 5̄⊕ 10, siendo

Tr({T a(R), T b(R)}T c(R)) ∝ A(R),

siendo A(R) el término de anomaĺıas. Como este último solo depende de las representa-
ción que se esté utilizando y no de los generadores del grupo, consideramos el operador
de carga eléctrica Q tres veces, para aśı tener

2Tr(Q3(5̄)) = CA(5̄)
2Tr(Q3(10)) = CA(10),

con C un factor dependiente de los invariantes del álgebra. Tomando el cociente entre
las dos expresiones y desarrollando los términos de la traza en función de las cargas de
cada representación1, se obtiene

A(5̄)

A(10)
=

3Q3
d + (Qe−)3

2Q3
u +Qe+ + 3Q3

d + 2(−Qu)3
= −1.

De donde se concluye que la representación 5̄⊕10 está libre de anomaĺıas quirales,
debido a la cancelación de los coeficientes A(Ri). Esto es importante, ya que los diagra-
mas asociados a la interacción entre bosones de norma y fermiones v́ıa los acoplamientos
de Yukawa, no presentan términos que rompan la simetŕıa quiral de SU(2)L.

Una consecuencia importante y sorprendente de las teoŕıas GUT, es el hecho de que
la la carga eléctrica asociada a fermiones esté cuantizada; que a pesar de ser una con-
secuencia inmediata de la estructura del grupo de norma, resulta un logro importante
de la hipótesis de gran unificación.

5.3. Sector escalar y rompimiento espontáneo de SU(5)

5.3.1. Sector de Higgs

Una caracteŕıstica vital que debe poseer una teoŕıa de gran unificación, además
de describir las interacciones fundamentales mediante un único acoplamiento a alta
enerǵıa y el solucionar los problemas del SM, es el recuperar el grupo y contenido de
part́ıculas del mismo a una escala de baja enerǵıa (baja comparada con la escala de
gran unificación MGUT ). De la misma manera en la que se da el rompimiento de la
simetŕıa electrodébil a la escala MWeak, en el modelo SU(5) es posible tener un patrón
de rompimiento espontáneo al adquirir un vev en el sector escalar. Dicho patrón de

1Tomando la carga de e+ = 1
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rompimiento estará en función de la representación adjunta del grupo, pero antes de
detallar dicho rompimiento, es necesario describir el sector de Higgs o sector escalar.

El contenido de escalares en el modelo viene dado por un multiplete viviendo en la
representación adjunta 24, y un quintete, dentro de la representación estándar (5H),
siendo la segunda la encargada de romper la simetŕıa del modelo estándar a SU(3)c ×
U(1)q, ya que contendrá un doblete escalar de SU(2) en modelo estándar, además de
incluir un triplete de color. Por lo tanto el multiplete dentro de la adjunta será el
que rompa la simetŕıa de norma, ya que tiene la peculiaridad de no romper el rango
del grupo. Por el momento no es de mayor interés el describir de manera completa el
lagrangiano del modelo en su totalidad, por lo que solo se centrará en el contenido del
sector escalar.

El sector escalar es descrito por la densidad Lagrangiana que involucra a los mul-
tipletes de Higgs, teniendo asociado cada uno de estos términos cinéticos y términos
potenciales de interacción y auto-interacción. Los términos cinéticos asocian la derivada
covariante de los campos, de modo que dichos términos corresponderán a interacciones
entre los bosones de norma y los multipletes de Higgs. El término cinético es

LHKin =
1

2
Tr{(Dµ24H)†(Dµ24H) + (Dµ5H)†(Dµ5H)}, (5.4)

donde la expresión de la derivada covariante cambia dependiendo de la representación
en la que esté actuando. Los términos del potencial consisten en productos de los campos
escalares, en analoǵıa con el potencial de Higgs del sector escalar del modelo estándar.

V (5H) =
−µ2

5

2
5†H5H +

λ

4
(5†H5H)2, (5.5)

V (24H) =
−µ2

2
Tr{242

H}
k

4
Tr{242

H}2 +
α

4
Tr{244

H}+
β

3
Tr{243

H}. (5.6)

Finalmente, los términos de potencial mezclados son de la forma

V (24H ,5H) = a5†H5HTr{242
H}+ b5†H242

H5H + c5†H24H5H , (5.7)

con lo que el sector escalar está compuesto por la suma de las cantidades definidas en
las ecuaciones (5.4-5.7)

LH = LHKin + V (5H) + V (24H) + V (24H ,5H).

5.3.2. Sector de Yukawa

De manera similar, el sector de Yukawa se construye con relativa facilidad, recor-
dando las identificaciones entre los multipletes, las representaciones de SU(5), y las
part́ıculas del modelo estándar. Entonces es claro que los campos requeridos para des-
cribir el sector de Yukawa son 5H , 5̄ y 10, ya que contienen a los quarks y leptones.
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LY uk = 5̄Y5105∗H +
1

8
10Y10105H + h.c., (5.8)

con Y5 y Y10 los acoplamientos de Yukawa usuales para cada familia de fermiones. En
el modelo SU(5) no se permite la mezcla entre los multipletes 24H y 10 para que al
momento del rompimiento de la simetŕıa de norma, no surjan términos de masa asocia-
dos a fermiones ya que no estaŕıan en consistencia con lo observado experimentalmente
a esas escalas de enerǵıa. El primer término de (5.8), se puede escribir expĺıcitamente
en función del contenido del SM de acuerdo a lo encontrado en la sección (2.2) como
el siguiente producto matricial

5̄TY5105∗H = (d̄i, Li)L

(
εijkūk q
−qT εabe

+

)(
H∗c
H∗

)
,

donde se usaron ı́ndices de sabor para el śımbolo de Levi-Civita εijk e ı́ndices genéricos
para εab. Donde se nota que la primera entrada de la matriz en realidad corresponde
con una submatriz de dimensión 3, y Y5 la matriz de acoplamientos de Yukawa. Sim-
plificando la relación anterior en términos del doblete H y el tripléte Hc, se obtiene1

qd̄iY5H
∗ + εabe

+H∗ + εijkd̄iY5ūkH
∗
c − LiY5q

TH∗c , (5.9)

que al analizar los términos que involucran a H, se pueden hacer la siguientes identifi-
caciones

εabLiY5e
+H∗ → kLLY5e

+
RH

∗ qd̄iY5H
∗ → (q̄LdRY5H)

Y5 → Ye Y5 → Y T
d ,

concluyendo de esto que Y T
d = Te. Poniendo aśı una restricción sobre los acoplamien-

tos de Yukawa en el modelo. De manera análoga para el segundo término de (5.8), se
obtiene una segunda constricción sobre los acoplamientos de Yukawa Yu = Y T

u
2. Cabe

mencionar que este par de constricciones son válidas para cada generación y que úni-
camente son ciertas a la escala en la que este modelo de gran unificación describe a las
fuerzas (GGUT ).

5.3.3. Rompimiento espontáneo SU(5)→ SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y

Mediante el mecanismo de Higgs analizado en la sección (2.4), es como se da el rom-
pimiento de la simetŕıa electrodébil, y por tanto los bosones de norma y los fermiones
del modelo estándar adquieren masa. De la misma manera a como se da ese rompi-
miento espontáneo, es posible codificar el rompimiento del grupo SU(5) por medio del
mecanismo de Higgs. Al tener un sector de Higgs poblado por escalares en la repre-
sentación adjunta y en la representación vectorial; uno responsable del rompimiento

1No utilizando expĺıcitamente ı́ndices de SU(5).
2Esta segunda constricción presenta sutilezas en su deducción, ya que involucra el manejar todos

los ı́ndices de SU(5) del término de Yukawa.
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al GSM y el segundo del rompimiento electrodébil, es lógico pensar que se tienen dos
escalas de enerǵıa asociadas en el modelo para obtener estos patrones de rompimiento,
haciendo que este se de en dos etapas independientes.

Para la primera etapa del rompimiento, se considera únicamente el potencial V (24H),
el cual adquirirá un vev no nulo que lo minimiza. En la segunda etapa, es considerado
únicamente el escalar en la fundamental, que del mismo modo adquiere un valor mı́nimo
en el potencial. En este escrito sólo se está interesado en la etapa inicial de rompimiento,
por lo que se considera el potencial de la ecuación (5.6), el cual es el potencial renor-
malizable más general. Además de la constricción en la traza Tr{24H} = 0, se puede
imponer una simetŕıa adicional de la forma 24H → −24H , reduciendo aśı la forma del
potencial de la 24 por

V (24H) =
−µ2

2
Tr{242

H}+
k

4
Tr{242

H}2 +
α

4
Tr{244

H}.

Como ya se mencionó, al ser el grupo del modelo estándar un subgrupo maximal
de SU(5), tras romper la simetŕıa con el multiplete 24, el rango del grupo se mantiene
intacto. Caso contrario al rompimiento de SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y , ya que el rango
del grupo se rompe por un factor con los escalares en la irrep vectorial. En la primera
etapa, el campo 24H adquiere un vev distinto de cero H ≡ 〈24H〉 a cierta escala de
enerǵıa. Como en la teoŕıa de grupos siempre es posible diagonalizar a una matriz en
la adjunta, es acertado escribir el valor esperado del vaćıo como una matriz diagonal

H l
m = hlδ

l
m, (5.10)

con l y m ı́ndices de SU(5). Expresando a la traza como Tr{H} =
∑5

n hn, el potencial
se reduce a lo siguiente

V (H) =
−µ2

2

∑
n

h2
n +

k

4

(∑
m

h2
m

)2

+
α

4

∑
n

h4
n. (5.11)

Como se quiere encontrar el valor del vev que minimiza al potencial de Higgs (5.6),
es necesario extremizar la expresión (5.11) para esto, se realiza la derivación ∂V

∂hn
= 0,

obteniendo

−µ2hn + k

(∑
m

h2
m

)
hn + bh3

n = 0,

de esta expresión general, si se toman tres valores para la matriz h1, h2 y h3, la ecuación
anterior se escribe como un sistema de ecuaciones de manera explicita

− µ2h1 + k

(∑
m

h2
m

)
h1 + bh3

1 = 0, (5.12)

− µ2h2 + k

(∑
m

h2
m

)
h2 + bh3

2 = 0, (5.13)
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− µ2h3 + k

(∑
m

h2
m

)
h3 + bh3

3 = 0. (5.14)

Tomando la resta entre (5.12)-(5.13) y (5.12)-(5.14), las ecuaciones resultantes son

− µ2 + k

(∑
m

h2
m

)
+ b(h2

1 + h1h2 + h2
2) = 0, (5.15)

− µ2 + k

(∑
m

h2
m

)
+ b(h2

1 + h1h3 + h2
3) = 0, (5.16)

y volviendo a hacer una resta entre (5.15) y (5.16) la ecuación resultante dará una
constricción sobre los elementos de matriz

b(h2
2 + h1h2 − h1h3 − h2

3) = 0,

de donde se obtiene
h1 + h2 + h3 = 0. (5.17)

Como la matriz buscada H será de la forma Diag(nlhl) (i = 1, 2, 3, 4, 5), con ni la
multiplicidad de cada elemento 1, otras constricciones lógicas son

n1 + n2 + n3 = 5, (5.18)

nlhl = 0. (5.19)

De las expresiones anteriores (5.17-5.19), se reescribe el potencial V en términos de
un solo parámetro φ como

V (φ) = −λ1φ
2 + λ2φ

4,

con las correspondientes identificaciones

h1 = φ, h2 = n3−n1
n2−n3

φ, h3 = n2−n1
n3−n2

φ.

Este potencial V (φ) tiene un mı́nimo en φ =
√

λ1
2λ2

, donde queda claro que λ1 y λ2

son funciones de las multiplicidades n1, n2 y n3. Sustituyendo este valor del campo φ
en la expresión del potencial, el extremo Vm tendrá la forma

Vm = − λ2
1

2λ2
≡ F (n1, n2, n3), (5.20)

con F (n1, n2, n3) una nueva función de las multiplicidades. De a cuerdo con la referencia
[57], la función F es suave en los enteros positivos, por lo cual encontrar extremos de
F equivale a encontrarlos para el potencial Vm. Al tener F la forma especifica

1Solo serán tres elementos distintos hi dentro de la matriz. Ya que al suponer más de estos, la

ecuación (5.17) arrojará resultados contradictorios.
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5. TEORÍA SU(5) DE GRAN UNIFICACIÓN

F (n1, n2, n3) = −µ2

4
1

k+αg(n1,n2,n3) ; g(n1, n2, n3) = (n1−n2)2+(n1−n3)2+(n3−n2)2

2{n1(n3−n2)2+n2(n1−n3)2+n3(n1−n2)2}2 ,

tendrá dos soluciones cuando k > 0 y α > 0. Haciendo máximo a Vm cuando n1 = 4,
n2 = 1 y n3 = 0 y mı́nimo cuando n1 = 3, n2 = 2 y n3 = 0. Esto da dos posibles valores
para el vev, que se traducen en dos distintos patrones de rompimiento de SU(5). Uno
que corresponde al rompimiento SU(5)→ SU(4)× U(1) con vev

H = ν4Diag(1, 1, 1, 1,−4),

y el patrón SU(5)→ SU(3)× SU(2)× U(1) con correspondiente valor de expectación

H =
ν√
15
Diag(2, 2, 2,−3,−3),

donde ν2 = 15µ2

30k+7α .
Como lo que nos interesa es el reproducir el grupo del modelo estándar, escogemos

la segunda expresión para el valor de expectación del vaćıo (vev). Expresión que si se
observa con cuidado, corresponderá a un rompimiento en la dirección de T 12. Esto no
es de sorprender, ya que al vivir el campo de Higgs en la representación adjunta, su
transformación se da en función de los generadores del grupo, por lo que al orientarse
en una dirección particular (análogo al rompimiento electrodébil), la simetŕıa asociada
al grupo se verá rota. Como sucede en el caso del rompimiento electrodébil, los bosones
de norma adquieren masas asociadas. En este caso particular sucede exactamente lo
mismo, de forma que para evaluar dichas masas MX y MY , es requerida la expresión
explicita de la derivada covariante para la representación adjunta, la cual se escribe de
la siguiente manera

Dµ = ∂µ + ig[Vµ,−],

con g el acoplamiento de norma. Los términos de masa de bosones se obtienen al
evaluar el valor de expectación del vaćıo en el término cinético del campo 24, más
espećıficamente, el término

g2Tr{[Aµ, H][Aµ, H]} = g2Tr{(Aµ)lm(A
′mu)mn }(hl − h− n)(hm − hk),

sin convención de suma. Como el factor multiplicativo de la parte izquierda de la
ecuación anterior son los elementos diagonales de H, al ser estos h1 = 1√

15
ν2 y h2 =

− 1√
15
ν3, la cantidad (hk − hl) para cualquier valor de l y k sólo puede ser ±5 o cero.

Por tanto la masa de los bosones Aµ = Xµ, Yµ es M2
X,Y = 5/3g2ν2.

De manera parecida, del la expresión del potencial de mezcla entre multipletes
V (24H ,5H), al evaluar en el vev H surgen términos de masa para las componentes de
5H , que consisten en un triplete de SU(3) Hc y un doblete de H de SU(2). Evaluando
en la expresión de los potenciales estas masa, se obtienen1

1 Se supuso una simetŕıa Z2 para el escalar 24.
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m2
Hc = −µ

2
5

2
+ 2aν2 +

4

15
vν2,

m2
H = −µ

2
5

2
+ 2aν2 +

3

5
bν2.

Que al momento de estar en la segunda parte del rompimiento (M ∼ 250GeV ),
la masa asociada al doblete escalar será muy pequeña comparada con la masa de los
bosones Xµ. De modo que se da un desacoplo entre los multipletes a bajas enerǵıas,
haciendo necesaria la diferencia sustancial entre el valor ν2 y el vev que adquiera el
campo 5 para el rompimiento electrodébil ν2

2 , requiriendo que ν & 1012ν2, obteniendo
con ello un valor pequeño de m2

H .

5.4. Problemas del modelo SU(5)

Al igual que el modelo estándar, los modelos de gran unificación presentan una
serie de problemas e inconsistencias al momento de comparar con el experimento. La
repetida aparición de problemas en los modelos hace que estos sean descartados o que
sigan siendo válidos y aceptados bajo ciertas condiciones. Este es el caso del modelo de
gran unificación basado en el grupo SU(5), ya que presenta problemas que pueden ser
rescatados implementando nuevos multipletes en representaciones de dimensionalidad
mayor o inclusive el uso de simetŕıas adicionales. A continuación se enumeran algunos de
los problemas del modelo aqúı presentado, haciendo énfasis en aquellos que se solucionan
y que no descartan el modelo.

1. El ángulo de mezcla electrodébil θW . Este valor del ángulo de mezcla depende
de la escala energética a la cual se está trabajando, por lo que su magnitud en la
escala de gran unificación trabajada, tendrá un valor determinado en función de
los acoplamientos y demás elementos del grupo, que de acuerdo con lo descrito
por Greiner [50], está dado por

sin2 θW (µ) =
α1(µ)

α3(µ) + α1(µ)
,

donde se usa la notación de estructura fina para los acoplamientos αi = g2
i /4π.

De aqúı se llega a que la cantidad sin2 θW a la escala µ = MGUT con αG = 5/3α1

y αG = α3 es

sin2 θW =
3

8
' 0.37.

Sin embargo, este resultado es sólo válido para una escala de enerǵıa. Por lo que
para hacer una comparación con lo medido en los experimentos y lo predicho
por el modelo, es necesario encontrar una expresión para el ángulo de mezcla en
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función de la evolución de los acoplamientos v́ıa el grupo de renormalización. Esta
expresión buscada surge de las ecuaciones del RG para los acoplamientos gi del
modelo estándar, que de acuerdo a la literatura [1, 12] resulta en

1

αi(µ)
− 1

αj(µ)
=
Bij
4π

ln(
µ2

M2
GUT

), (5.21)

donde Bij son funciones del número de multipletes fermiónicos y de Higgs en la
teoŕıa; que para nuestro modelo, por tener contenido mı́nimo es nF = 3 y nH = 1.
La ecuación 5.21 se puede escribir únicamente en términos de α3

αEM
α3

= [(1 +
8

5

B23

B12
) sin2 θW (µ)

3

5

B23

B12
],

y que al despejar sin2 θW , a la escala µ = MZ será

sin2 θW (Mz) =

αEM
α3

+ 3
5
B23
B12

1 + 8
5
B23
B12

.

Con información tomada del PDG [16] (αEM (MZ) ' 7.81x10−3, α3(MZ) ' 0.118,
B12 = −7.266), resulta que la predicción del modelo SU(5) con mı́nimo contenido
de part́ıculas es de sin2 θW ∼ 0.207. Dicho valor difiere en forma considerable del
valor medido experimentalmente, ya que no se hizo la consideración del gran valor
de incertidumbre de la constante α3.

2. Unificación de los acoplamientos B−test. De la expresión funcional para
αEM/α3 en términos de la escala de enerǵıa, es posible despejar el término que
involucra al número de multipletes B ≡ B23/B12, quedando una ecuación de la
forma

B =
5(sin2 θW (µ)− αEM/α3)

3− 8 sin2 θW (µ)
.

Al tratarse a B por un lado como una función del contenido de part́ıculas, y por
otro como función de la escala de enerǵıa, es viable el hacer una comparación para
valores conocidos en el SM. Esta cantidad conocida como B-test, es una medida
de qué tan buena es la unificación de los acoplamientos de norma para un modelo
con contenido fermiónico y bosónico nF y nH , respectivamente.

Para las enerǵıas del modelo estándar (µ ∼MZ) se tiene que

Para el contenido mı́nimo del modelo SU(5), B es

B =
B23

B12
= 0.528.
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Con los valores de sin2 θW , αEM y α3 dados en PDG, B resulta ser

B ' 0.717

De donde se observa una diferencia sustancial entre un valor y otro. Si se abandona
la idea del contenido mı́nimo de part́ıculas, es posible ajustar este valor para que
coincida con lo observado, sin embargo esto conlleva problemas al momento de
definir la escala de gran unificación, además de introducir nuevas interacciones.

Se concluye del B-test que la unificación mediante SU(5) no es exacta, por lo que
es requerido un modelo con una contribución distinta de part́ıculas en B12 y B23.

3. Unificación de Yukawa. De la discusión sobre el sector de Yukawa, se obtu-
vieron constricciones sobre los acoplamientos de los fermiones; relacionando aśı
a Ye y Yd. Sin embargo, de acuerdo a la descripción del modelo estándar, tras el
rompimiento de la simetŕıa, los fermiones adquieren una masa proporcional a su
acoplamiento de Yukawa (yi ∝ mi).

Además, como la relación Yd = Y T
e es válida para las tres familias, las siguientes

expresiones son ciertas a la escala de gran unificación

me = md; mµ = ms; mτ = mb.

Teniendo estas expresiones, es posible construir cantidades que resultan ser in-
variantes del grupo de renormalización; es decir, son válidas para toda escala de
enerǵıa µ. Tomando el cociente entre la primera y la segunda, se obtiene

me

mµ
=
md

ms
,

y análogamente cualquier combinación de cocientes. Al ser invariante del RG, debe
coincidir con los valores de las masas a la escala conocida del modelo estándar,
que para las masa de los fermiones se obtienen los siguientes resultados numéricos

me
mµ
' 4.8x10−3, md

ms
' .7x10−2,

que difieren por un orden de magnitud. Por tanto, no resulta certero (una vez
más), que a las escalas conocidas, el modelo unificado reproduzca el sector de
Yukawa del modelo estándar en su totalidad.

Sin embargo, la unificación de Yukawa es una condición extra a la unificación de
norma, ya que se impone de manera independiente a la unificación v́ıa el grupo
SU(5).

4. Decaimiento del protón. Como el lagrangiano general de la teoŕıa SU(5) debe
de contener términos cinéticos para los fermiones en la representación 5̄⊕10 = Ψ,
mediante la implementación de la derivada covariante Dµγ

µ, se inducen términos
de acoplamiento entre las familias de fermiones y los bosones de norma de la
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teoŕıa. Denotando a Ψ = (φi, χij), la derivada covariante actuando sobre cada
representación se escribe de la siguiente manera

Dµφ = ∂µφ− ig
12∑
l=1

V l
µT

lφ− ig
24∑

a=13

Xa
µT

aφ,

Dµχ = ∂µχ+ ig{Vµ, χ}.

Siendo el término de interacción −gTr{χ̄γµVµχ}+φ̄γµV T
µ φ, que en términos de la

primera familia de fermiones introduce nuevos vértices, distintos a los del modelo
estándar, para Xµ y Yµ

ε1Xµdγ
µe+, ε2Xµūγ

µu,
ε3Yµuγ

µe+, ε4Yµνeγ
µd,

con εk factores de acoplamiento, que corresponden con los diagramas de Feynman
de la Figura 5.1.

Figura 5.1: Vértices de interacción entre bosones Xµ y Yµ con los fermiones de la primera

familia.

Debido a la estructura de los protones (uud) y los piones, es posible construir un
escenario para que el protón decaiga v́ıa un Bosón X o Y a nivel árbol. De acuerdo
con la literatura del tema [16, 48], para el escenario de decaimiento p→ e+π0, la
taza Γµ es

Γµ ∝
α2

2m
5
µ

m4
W

,
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que para valor de la escala de gran unificación µ 'MGUT
1, su inverso que corres-

ponde con la vida media es τp ' 3.7x1031 años. Resultado que de manera desafor-
tunada está descartado por los resultados experimentales de Super-Kamiokande
[58], y que da suficientes motivos para descartar el modelo aqúı presentado.

5. Jerarqúıa de norma. En la sección anterior se encontró una masa asociada
al doblete escalar de SU(2), dependiente del valor de expectación del vaćıo ν.
Sin embargo, como en la segunda etapa de rompimiento, la masa del doblete md

debe ser proporcional al vev asociado a 5, es necesario que dicha masa sea muy
pequeña, para poder satisfacer la condición ν > 1012ν2.

El problema con esta suposición radica en el hecho de que las correcciones radia-
tivas a uno o más loops para la masa del isodoblete, traen consigo divergencias
del tipo cuadrático y/o logaŕıtmico, como ya se mencionó en la sección 2.6. Por
tanto, al ser el vev ν de gran magnitud, las correcciones de la forma ∆m2

d ∝ ν2 no
serán consistentes con la constricción dada, por lo que se requerirá un ajuste fino
o bien, la implementación de simetŕıa entre bosones y fermiones. Este problema
es conocido como jerarqúıa de norma.

Como puede verse, existen muchos problemas asociados al modelo de gran unifica-
ción SU(5), de modo que en la mayoŕıa de ellos reflejan las inconsistencia al reconciliar
con el modelo estándar a bajas enerǵıas. Dichas inconsistencias se deben al contenido
mı́nimo de part́ıculas, siendo una v́ıa para dar solución a algunos de ellos el introducir
una cantidad mayor de multipletes en representaciones de dimensión superior. Sin em-
bargo, esta introducción de part́ıculas no resuelve el problema de la jerarqúıa también
presente en el modelo estándar, por lo que un modelo con supersimetŕıa basado en el
mismo grupo de norma está dentro de las posibilidades para dar mejor información
y tratar de solucionar las inconsistencia. Este candidato a GUT se introducirá en la
siguiente sección.

5.5. Modelo SU(5) supersimétrico de gran unificación

La propuesta del modelo SU(5) de gran unificación en su versión supersimétrica
resulta conveniente para tratar de solucionar el problema de la jerarqúıa de norma
introducido por los términos divergentes asociados a las part́ıculas escalares dentro
del sector de Higgs. Ya que en virtud del teorema de no-renormalización [37, 38], los
parámetros del súper-potencial asociado no reciben renormalizaciones finitas a ordenes
altos en teoŕıa de perturbaciones. Esto tiene una consecuencia directa en la cancelación
de las divergencias cuadráticas, al considerar fermiones dentro de los multipletes del
sector escalar, de manera idéntica a como se hizo para el caso del modelo MSSM.

1La escala de gran unificación asociada con la teoŕıa puede determinarse mediante la evolución

de los acoplamientos via el grupo de renormalización, despejando directamente de la ecuación (5.21),

obteniendo un valor MGUT ' 7.68x1014GeV .
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Entonces, con este supuesto de simetŕıa entre bosones y fermiones, la construcción
del modelo será muy similar a la versión no supersimétrica. La diferencia radicará uni-
camente en que los objetos matemáticos asociados a los multipletes tendrán diferente
estructura matemática, siendo operadores en el súper-espacio. Sin embargo, seguirán
viviendo dentro de representaciones del grupo de norma con la dimensionalidad que se
utilizó en el modelo con contenido mı́nimo. Entonces, para el modelo susy son requeri-
dos: dos súper-campos quirales viviendo en las representaciones 5̄ y 10, para reproducir
las familias de fermiones; dos súper-campos de Higgs en 5H y 5̄H para el rompimiento
electrodébil; y finalmente un súper-campo quiral en la representación adjunta 24H , en-
cargado de romper la simetŕıa de norma de SU(5). Cabe mencionar que, en contraste
con el modelo anterior, se requiere de un multiplete adicional en el sector escalar para
completar el rompimiento SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y → SU(3)c × U(1) en el modelo
mı́nimo supersimétrico.

La forma del súper-potencial asociado más general para este modelo viene dado por
la siguiente expresión

W (5, 5̄,24,10) =
∑
i

(hui 10i10iH
u
i + hdi 10i5̄iH̄

d
i ) + aTr{24}

+ bTr{242}+ cTr{243}+
∑
l

gl(H
u
l 24H̄d

l +mHu
l H

d
l ), (5.22)

donde los elementos Hu y Hd son los multipletes de Higgs asociados con 5H y 5̄H ,
respectivamente, y los términos hu, hd hacen referencia a constantes de acoplamiento.
Este potencial codifica la información de las dos etapas del rompimiento de la simetŕıa
discutido en la sección (5.3.3), recuperando aśı el modelo mı́nimo supersimétrico, en
lugar del modelo estándar usual.

El súper-potencial de la ecuación (5.22) puede simplificarse de acuerdo a las con-
sideraciones con el modelo, y dependiendo de la multiplicidad con la que se tomen los
multipletes. Para el caso de una teoŕıa finita, el modelo reduce su potencial bajo las
consideraciones de [41].

Las ventajas de la introducción de la supersimetŕıa se reflejan a su vez en las cotas
para la vida media del protón, aśı como para la unificación de los acoplamientos. Todas
estas generalidades son discutidas a detalle en los trabajos de la referencia [59]. Sin
embargo, la introducción de la supersimetŕıa en la teoŕıa SU(5) hace que se tenga
que considerar una nueva escala energética, la escala a la que se rompe supersimetŕıa
(se sabe que debe de estar rota), determinada en función del método empleado para
romper la supersimetŕıa. Por su parte, esta nueva escala está relacionada directamente
con la escala del rompimiento electrodébil (MZ), por medio de algo conocido como
rompimiento radiativo de simetŕıa (radiative symmetry breaking), lo cual consiste en
un rompimiento espontáneo inducido por el flujo de renormalización de los parámetros
de rompimiento suave asociados con las masas de los dobletes de Higgs dentro del
MSSM. Este rompimiento surge debido a que las contribuciones a las masas de los
dobletes escalares dadas por la tercera familia de fermiones producen un decremento
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en los términos del potencial, lo que genera un valor mı́nimo no trivial en el potencial
de Higgs, dando con ello un valor de expectación del vaćıo de manera natural. Esto
justifica el rompimiento de la simetŕıa electrodébil al correr los parámetros de MGUT a
MZ . Algunas generalidades extra de este fenómeno se tratan en las referencias [1, 27]

El modelo SU(5) supersimétrico, bajo un análisis similar al introducido para el
modelo sin supersimetŕıa, arroja resultados para el ángulo de mezcla θW y la escala de
gran unificación MGUT de

sin2 θW (MZ) & 0.370; MX ' 2.244x1016 ,

por lo que la introducción de esta nueva simetŕıa no afecta de manera inconsistente
el valor de estos parámetros. Una discusión más detallada sobre el súper-potencial y
sus términos escalares y de Yukawa, aśı como el mecanismo empleado para romper
supersimetŕıa, se tratará en el siguiente capitulo, el cual trata a la teoŕıa susy-SU(5)
como una teoŕıa finita, en el sentido del teorema 2.
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Caṕıtulo 6

Rompimiento de SUSY-SU(5) y finitud.

Al haber descrito el modelo de gran unificación SU(5) en sus versiones supersimétri-
ca y no supersimétrica, se esperaba dar un panorama general del tipo de teoŕıas que se
utilizan para describir las fuerzas fundamentales a grandes escalas de enerǵıa, aśı como
los principales problemas que conllevan y como identificarlos, además de ciertas predic-
ciones que se pueden realizar con ellos. Sin embargo, al tratar el caso supersimétrico,
es natural llegado a este punto el preguntar si es posible obtener información adicional
del modelo SU(5) cerca de la escala de rompimiento de norma en términos del súper-
potencial y la evolución de sus parámetros. La respuesta a esta interrogante es un tanto
incierta, sin embargo, el camino para tratar esta pregunta es el manejar el modelo de
gran unificación v́ıa SU(5) en el contexto del teorema 2 o teorema de finitud.

El uso de este teorema para nuestro modelo; cuya finitud está demostrada a un loop
en teoŕıa perturbativa [60, 61], estará enfocado a buscar una variedad conforme en el
punto de rompimiento de la simetŕıa de norma. La existencia de una variedad conforme
de dimensionalidad k da información sobre la estructura de fase de la teoŕıa, y al pre-
sentarse un rompimiento (o más de uno) espontáneo de simetŕıa gauge, será posible el
identificar si es que se dan las condiciones propicias para relacionar dicho rompimiento
con una transición de fase en el espacio de parámetros. Al tener a disposición el teo-
rema enunciado para la existencia de las variedades conformes (teorema 3), se podrá
confirmar dicha suposición tras recuperar el modelo estándar mı́nimo supersimétrico
v́ıa el rompimiento de SU(5), ya que a ese nivel las cargas asociadas a la simetŕıa R
ya no serán conservadas, por lo que la teoŕıa a baja enerǵıa no tendrá una variedad
conforme asociada, excepto tal vez en el punto donde se rompe la simetŕıa electrodébil.

En este capitulo se tratará a la teoŕıa SU(5) con una forma espećıfica del súper-
potencial, de manera que la sea finita en el sentido supersimétrico a todos los ordenes
en teoŕıa de perturbaciones, encontrando los operadores que generan la variedad fija
donde la acción efectiva carece de divergencias en el UV. Con esto, se tratará de dar
algún tipo de información sobre si el rompimiento de norma se trata de una transición
de fase y en su caso, de qué tipo de transición se trata.
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6.1. Finitud en el modelo SU(5)

De acuerdo con la clasificación para las teoŕıas finitas supersimétricas (N = 1)
descrito en la sección anterior y trabajado en [8, 41], la condición sobre las funciones
beta a un loop garantiza que esta finitud se mantenga a dos loops y de manera sucesiva
para todo orden en teoŕıa de perturbaciones. Al poseer el modelo SU(5) supersimétrico
un súper-potencial con campos quirales en las representaciones fundamentales (anti-
fundamental), 10 y en la adjunta, su forma completa es de la forma del potencial
(5.22) donde los súper-campos φi corresponden con cada uno de los ya enumerados.

Como es requerido reproducir el contenido del modelo estándar, cada representación
aparecerá con una multiplicidad fija, dependiendo del numero de familias de fermiones
que se requieran. Para este caso, se pide que los súper-multipletes 5, 5̄, 10 y 24 tengan
multiplicidad (4, 3, 7, 1), respectivamente. Con esto, es posible calcular el coeficiente de
la función beta de norma, el cual depende de los ı́ndices de Dynkin de cada representa-
ción y del operador de Casimir en la representación adjunta (

∑
i T (Ri)− 3C2(G)), que

de acuerdo a la tabla 1 de la referencia [62] se tiene que

∑
i

T (Ri)− 3C2(G) = 4T (5) + 3T (10) + 7T (5̄) + T (24)− 3C(G)

= 4(1/2) + 3(3/2) + 7(1/2) + 5− 3(5) = 30/2− 15 = 0, (6.1)

y de la misma manera, se obtiene para los coeficientes de anomaĺıas que∑
i

A(Ri) = 4(1) + 3(1) + 7(−1) + 1(0) = 0.

Por tanto, la función βg a un loop se anula, aśı como la suma de los coeficientes
anómalos. Esto quiere decir que las condiciones 1 y 2 del teorema 2 se cumplen para el
modelo SU(5) con este contenido de materia.

Por otro lado, de acuerdo a la clasificación de candidatos a teoŕıas finitas descrito
por Rajpoot y Taylor [62] para las teoŕıas SU(N), y al desarrollo encontrado en [63],
se requiere analizar los términos del súper-potencial para analizar las condiciones 3 y 4
del teorema de finitud. El súper-potencial más general que contempla al contenido de
part́ıculas descrito anteriormente es el siguiente (con acoplamientos cúbicos)

W =
1

2
guija10i10jHa + gdija10i5̄jH̄a +

1

2
g
′
ijk10i5̄j 5̄k +

1

2
piab10i10iH̄aH̄a

+ gfabHa24H̄a +
1

3
gλ(24)3 + hia5̄i24Ha, (6.2)

con los ı́ndices i, j, k, ı́ndices de familia y a ı́ndice escalar. Como se quiere que las
condiciones (3) y (4) se cumplan para este modelo, de acuerdo con la referencia [41], el
introducir una simetŕıa discreta Z7×Z3×Z2 restringe más el potencial, de forma que la
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solución de la ecuación (4.24) para el nuevo potencial tenga soluciones no degeneradas.
Bajo esta simetŕıa, el potencial invariante es

W =
1

3
guiii10i10iHi + gdiii10i5̄iH̄i + gf4Ha24H̄a +

1

3
λ(24)3. (6.3)

Por tanto, las relaciones sobre los acoplamientos impuestos por la ecuación (4.23)
son

4(
∑
i

gdiii)
2 +

24

5
(gf4 )2 = 2C2(5 + 5̄)g2 =

24

5
g2, (6.4)

3(
∑
i

uiii)
2 +

24

5
(gf4 )2 = 2C2(5 + 5̄)g2 =

24

5
g2, (6.5)

4(
∑
i

guiii)
2 = 2C2(5̄)g2 =

24

5

2

, (6.6)

2(
∑
i

guiii)
2 + 3(

∑
i

gdiii)
2 = 2C2(10)g2 =

36

5
g2, (6.7)

(gf4 )2 +
21

3
8(gλ)2 = 2C2(24)g2 = 10g2, (6.8)

y resolviendo el sistema se encuentra la solución1

(gu111)2 = (gu222)2 = (gu333)2 = 8
5g

2, (gd111)2 = (gd333)2 = (gd222)2 = 6
5g

2,

(gf4 )2 = g2, (gλ)2 = 15
7 g

2,

que por construcción es no degenerada y única. Por lo que se concluye que la teoŕıa de
gran unificación con grupo de norma SU(5) es finita a todos los ordenes; es decir, su
acción efectiva carece de divergencias en el ultravioleta.

La manera en que se reprodujo es contenido del SM fue tomando 4 copias de 5⊕5̄, 3
copias de 5̄⊕10 para las familias de fermiones y un 24, siendo este último el encargado
de romper el grupo de norma al GSM . Las condiciones de finitud dejan de ser válidas
después del rompimiento de la simetŕıa de norma, por lo que teoŕıa resultante no es
finita. Además, como el contenido de súper-campos contiene los multipletes del SM,
aśı como a sus compañeros supersimétricos, se recupera el MSSM a baja enerǵıa (Es
decir, a escalas en las que no se ha roto supersimetŕıa) tras el rompimiento espontáneo
de SU(5).

6.1.1. Rompimiento de SUSY en un modelo finito

Una de las restricciones que ponen las condiciones de finitud sobre la supersimetŕıa
es precisamente sobre el mecanismo por el cual ésta se rompe. Siendo el único escenario

1Los Casimir de cada representación se calcularon utilizando la expresión dada por teoŕıa de grupos

T (Ri)d(Adj) = C2(Ri)d(Ri) descrita en [56, 64].
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viable el de rompimiento suave descrito en la sección (3.4), empleado mediante la adición
de términos en el lagrangiano (ecuación (3.16)). El rompimiento espontáneo de SUSY
mediante términos D o términos F queda descartado, porque es incompatible con las
condiciones (2) y (3) del teorema de finitud; ya que excluye la posibilidad de tener
singletes de norma (tipo F) o bien, requiere de la existencia de un grupo de norma
U(1) (tipo D) que no es consistente con la segunda condición.

Sin embargo, la finitud sigue restringiendo el sector de rompimiento suave, haciendo
que las funciones beta asociadas a sus acoplamientos se anulen a un loop y dos loop
para mantener la finitud en la teoŕıa con N = 1 [65].

6.1.2. Variedad conforme de SU(5)

Como se discutió anteriormente, las condiciones de finitud son de las principales
causas para que a la escala de rompimiento espontáneo de la simetŕıa de norma, exista
una variedad conforme en el que los operadores de la teoŕıa forman una representación
unitaria del grupo súper-conforme, aśı como el multiplete de corrientes conservadas.
Esto fue probado en el teorema 3, aprovechando la simetŕıa R cerca del punto fijo, y
buscando operadores marginales.

Para el caso del modelo de gran unificación SU(5), se argumentó el por qué con el
contenido de part́ıculas que describe al modelo estándar, este resulta finito. Por tanto,
existirá una variedad fija conforme generada por los operadores marginales incluidos
en el súper-potencial (6.3). Como el multiplete asociado a la representación estándar
del grupo es el encargado de romper la simetŕıa de norma (preservando el rango del
grupo), el candidato a ser operador marginal es el mismo súper-potencial; sin embargo,
los únicos términos que no se mantienen invariantes ante el rompimiento son los que
se acoplan a 24. Cabe notar que ningún otro puede ser candidato, ya que al introducir
las simetŕıa discreta para el súper-potencial (6.2), se eliminaron los términos de mezcla
entre 24 y las 3 familias de fermiones, lo cual es consistente con lo observado tras
romper el grupo de norma, ya que no adquieren masa los fermiones tras el rompimiento
SU(5)→ GSM . Por tanto, el operador que genera la variedad de puntos fijos es

O = W (5, 5̄,10,24, H, H̄), (6.9)

de manera que si se calculan los coeficientes de escala Sgi , asociados a los acoplamientos
del potencial, se tiene que la combinación Sgu +Sgd − 4S

gf4
− 2Sgλ será proporcional al

factor de escala del acoplamiento de norma Sg = −3
2(3γ10 + 4γH + γ5̄)− 2γH − 10γ24.

Donde se hizo el supuesto de que las γ’s para H y H̄ son las mismas. Por tanto, existe
una variedad fija generada por el operador marginal (6.9). Y que está parametrizada
por los acoplamientos, siendo finita la teoŕıa cuando la curva γ(g) = 0, que sólo depende
de un parámetro, ya que en el punto donde se genera la variedad conforme, es a la escala
de gran unificación MGUT , y donde los acoplamientos se relacionan con el acoplamiento
de norma.
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6.2. Teorema de Morse para el flujo de renormalización y

el ı́ndice µ̂

Lo descrito en esta sección está basado ampliamente en el articulo de Sergei Gukov
[7], en el cual da un método para reconstruir el espacio de teoŕıas conectadas por un
flujo de renormalización, sin recurrir expĺıcitamente a solucionar las ecuaciones del RG.
Esto en el contexto de teoŕıas supersimétricas conformes, se aprovecha de la relación
entre la dimensión anómala y la conservación de la simetŕıa R (aśı como la dimensión
conforme ∆k). Sin embargo, en su estudio se hace mucha referencia a elementos de
topoloǵıa algebraica, los cuales para fines de nuestro trabajo, quedarán en segundo
plano para un posible estudio a futuro.

La importancia de que exista una variedad conforme para nuestra teoŕıa super-
simétrica es la clave para poder aplicar el procedimiento de Gokov, ya que el flujo de
renormalización se analiza únicamente en los puntos fijos de la teoŕıa conforme, a di-
ferentes escalas energéticas. Entonces, un punto fijo M∗ corresponde con alguna teoŕıa
conforme dentro del espacio de teoŕıas T, siendo el flujo bajo el parámetro t = lnµ el
que conecta diferentes teoŕıas dentro de este espacio.

d

dt
= −βi(g)

∂

∂gi
,

interpretando a β como velocidades en T. De modo que para una teoŕıa N = 1 en 4d, si
la supersimetŕıa se preserva a lo largo del flujo, este va a conectar a diferentes teoŕıas
con propiedades similares. Siendo los acoplamientos gi los que caracterizan a T. En el
caso particular en el que se está interesado es en el que se trunca el espacio de teoŕıas,
restringiéndose unicamente a la región que conecta a las SCFT’s correspondientes a
MUV y MIR.

Para analizar el comportamiento en los puntos fijos, se requiere la implementación
de una función auxiliar, generalmente referida a la función C de Zamolodchikov [66, 67],
la cual mapea elementos de las teoŕıas a los números reales (T :→ R) y que decrece
monótonamente con el flujo de renormalización. Coincidiendo con el valor de las cargas
centrales en los puntos fijos, además de ser estacionaria dC(T (µ∗))

dt = 0. En ciertos casos,
se requiere que dicha función C(T ) cumpla otras propiedades, por lo que comúnmente
se recurre a la función de Morse-Bott, la cual es usada para conocer información sobre
la topoloǵıa de T con la información obtenida en los puntos fijos.

El método descrito por [7] enuncia diferentes versiones del teorema C, en función
de un ı́ndice que cuenta el número de operadores relevantes en la teoŕıa cerca del punto
fijo1. Estas diferentes versiones se enumeran de la más débil a la más fuerte, resaltando
las primeras dos, ya que no dependen expĺıcitamente de la función C de Morse-Bott,
sino de un ı́ndice µ̂, definida de la siguiente manera

1Para las teoŕıas supersimétricas, esta condición se vuelve menos restrictiva, considerando también

las deformaciones marginales.
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µ̂(M∗) = #(O), (6.10)

tal que O es un operador relevante en el punto fijo. Las 3 versiones para el teorema C
se enumeran a continuación

1. La cantidad (6.10) cuenta los grados de libertad en el punto fijo, y al igual que
la función C, es decreciente a lo largo del flujo (µ̂(MUV ) > µ̂(MIR)).

2. Si los puntosMIR yMUV están conectados por medio del flujo de renormalización,
el espacio generado entre dichos flujos tiene una dimensionalidad

dimM(MUV ,MIR) = µ̂(MUV )− µ̂(MIR).

3. Para la versión fuerte, es requerida la forma explicita de C(M), siendo el ı́ndice
µ̂ en le punto fijo

µ̂(M∗) = #(eigenvalores negativos deH(C)|M=M∗),

con H(C) la matriz Hessiana de la función C. Entonces la versión fuerte es una
copia de las formas (1) y (2) utilizando esta nueva definición de µ̂.

Estas conjeturas son válidas para variedades conformes no triviales. Una sutileza
ocurre cuando a la escala MUV algunos de los operadores irrelevantes (γO > d) se
convierten en relevantes (γO < d) a la escala MIR, de modo que µ̂(MIR) > µ̂(MUV ).
Esto se explica sugiriendo que el flujo de renormalización no es gradiente de la función
C, indicando una especie de transición de fase al hacer que las dimensiones anómalas de
los operadores irrelevantes se vuelvan marginales. Además, de que el espacio de teoŕıas
M no será una variedad. Este tipo de casos se contemplan en el siguiente teorema.

Teorema µ̂ (teorema 4)
Sea un flujo de renormalización que es gradiente de la función C de Morse-Bott.

En el punto donde los operadores irrelevantes cruzan la brecha de la marginalidad,
este flujo se ”rompe”, indicando una transición de fase. Si esta transición de fase no se
presenta, las diferentes versiones del teorema C se mantienen fijas.

Como se está interesado en el caso en el que se tiene una invarianza conforme en
la teoŕıa supersimétrica, la caracterización de los operadores relevantes en los puntos
súper-conformes se puede realizar por medio de su dimensión de escalamiento o bien,
por su carga asociada a la simetŕıa R, ya que viven en el mismo súper-multiplete.
Cumpliendo un operador marginal y relevante que ∆ ≤ 3 o equivalentemente que
r ≤ 2. Sin embargo, esta clasificación se vuelve inválida al momento de que se rompe la
invarianza conforme (en nuestro caso, esta se da después de un rompimiento espontáneo
del grupo de norma), teniendo que la información de la relevancia de los operadores ya
no está codificada por las cargas r, sino por las dimensiones anómalas a la nueva escala
de enerǵıa.
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6.2.1. Índice de Morse en el flujo SU(5)→ SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y

Con ayuda del método descrito anteriormente y en el art́ıculo [7], solo basta con con-
tar el número de operadores relevantes y marginales a las diferentes escalas de enerǵıa
para conocer información sobre todo el flujo. Para nuestro modelo, las escalas energéti-
cas corresponden con la escala de gran unificación MGUT , y la escala de rompimiento
de supersimetŕıa en el modelo MSSM Msb, siendo esta última alrededor de 2TeV .

Para la escala de gran unificación, el grupo de norma del modelo supersimétrico
SU(5) se rompe al grupo del modelo estándar, ya que el súper-multiplete de Higgs que
transforma de acuerdo a la representación irreducible 24 adquiere un valor esperado del
vaćıo no nulo (〈24〉 6= 0), que de acuerdo a lo discutido por R. Mohapatra [48], requiere
que su término F24 sea idénticamente cero, para obtener aśı el patrón de rompimiento
adecuado en la dirección Bµ. Por otro lado, como la condición de vev no nulo implica
en general la existencia de un vev en todas las componentes del multiplete (φ24, ψ24),
esto no es del todo cierto en un modelo f́ısico, ya que la existencia de un valor de
expectación fermiónico no cero, violaŕıa expĺıcitamente la invarianza bajo el grupo de
Lorentz, rompiéndolo espontáneamente. Por tanto, la condición 〈24〉 6= 0 sólo se refiere
a la componente escalar del súper-multiplete, lo cual provoca que tras el rompimiento,
los nuevos campos transformen de acuerdo al GSM como

Adj→ Adj×Adj× 1⊕�3 ×�2 × 1⊕ �̄3 × �̄2 × 1⊕ 1× 1× 1.

A esta escala de enerǵıa, al ser la teoŕıa invariante ante el grupo súper-conforme
(SCFT), el número de operadores marginales y relevantes se puede contar por medio
de la relación 3/2r = ∆ = 1 + γ/2 (relación totalmente válida a este ĺımite, ya que los
generadores de dilataciones y los generadores de transformaciones R viven en el mismo
multiplete conforme), caracterizandolos de acuerdo a γ ≤ 4, o bien r ≤ 2. El conjunto
de operadores en el modelo SU(5) con supersimetŕıa que cumplen esta condición sobre
sus cargas r son los siguientes ∑

i 10i10iHi,∑
i 10i5̄iH̄i,
H424H̄4,

(24)3,

siendo un total de 9 operadores, contando la suma de todos ellos1. No es posible tener
más operadores, ya que las combinaciones descritas en términos de productos entre
ellos tienen una carga r asociada mayor a la dada por la cota de marginalidad; además,
la elección de combinaciones con productos de dos súper-campos rompe la simetŕıa R
y con ello la invarianza conforme, por lo que no son considerados. Por tanto, el ı́ndice
µ̂ definido en (6.10) a esta escala de enerǵıa es µ̂(SU(5)) = 9.

1La suma se tomó como el operador marginal en el punto fijo encargado de generar la variedad

conforme.
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En el momento en que el multiplete en la adjunta adquiere un valor esperado del
vaćıo, el súper-potencial se ve modificado, obteniendo a escalas de enerǵıa µ < MGUT

el súper-potencial del modelo estándar mı́nimo supersimétrico. Siendo entonces el rom-
pimiento de norma el que conecta a ambos flujos de renormalización de una forma no
necesariamente continua. Como 〈24〉 = νT12, el súper-potencial (6.3) se reduce a

Wµ =
1

2

∑
i

(gui 10i10iHi + gdi 10i5̄iH̄i) + µnH4H̄4, (6.11)

con µn = gf4ν. Como ya se mencionó en la sección (5.3.2), los términos de Yukawa en
el SU(5) corresponden en el SM con

10i10iHi → qYuūH, 10i5̄iH̄i → LYdēH + qYdd̄H, (6.12)

que al ser promovidos a súper-campos, se obtiene el súper-potencial WMSSM ,

WMSSM = ŪqYuQHu + D̄YdQHd + ĒYeLHd + µnHuHd,

que es el súper-potencial del modelo estándar mı́nimo supersimétrico, previamente men-
cionado en el capitulo 3. En este punto, es preciso el determinar el valor del ı́ndice µ̂ a
esta nueva escala de enerǵıa. Sin embargo, al momento que la simetŕıa de norma se rom-
pe, también se pierde la simetŕıa conforme, haciendo que la relación de caracterización
para operadores relevantes (r ≤ 2) sea ahora inválida.

El método para determinar y caracterizar a los operadores relevantes se dará en
términos de la dimensión de escala ∆i, que se relaciona con la dimensión anómala de
cada uno de los campos (en ausencia de la invarianza súper-conforme) por medio de la
expresión ∆k = dk + γk, con dk la dimensión de masa de cada φk, súper-campo. Para
los multipletes del MSSM, los valores de γk vienen dados a un loop en las notas de
supersimetŕıa de Martin [1], teniendo que

γHu =
1

16π2
[3y2

t −
3

2
g2

2 −
3

10
g2

1], (6.13)

γHd =
1

16π2
[3y2

t + y2
τ −

3

2
g2

2 −
3

10
g2

1], (6.14)

γQ =
1

16π2
[y2
t + y2

b −
8

3
g2

3 −
3

2
g2

2 −
1

30
g2

1], (6.15)

γD̄ =
1

16π2
[2y2

b −
8

3
g2

3 −
2

15
g2

1], (6.16)

γŪ =
1

16π2
[2y2

t −
8

3
g2

3 −
8

15
g2

1], (6.17)

γL =
1

16π2
[y2
τ −

3

2
g2

2 −
3

10
g2
i ], (6.18)

γĒ =
1

16π2
[2y2

τ −
6

5
g2
i ], (6.19)
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de donde se observa que se requiere el valor de cada uno de los acoplamientos de norma
del GSM a la escala de rompimiento de supersimetŕıa (Msb ∼ 2TeV ).

El problema de trabajar con dimensiones ∆k radica en que, de manera general,
no son cantidades aditivas respecto al producto de n operadores distintos, por lo que
su cálculo no está del todo claro ni determinado. Para inferir de manera aproximada
el valor de ∆k para n = 3 operadores, se recurre a herramientas empleadas en la
expansión del producto de operadores u OPE (por sus siglas en inglés), para las teoŕıas
supersimétricas. Siguiendo la discusión de Osborn [43] y los rusos Aneva, Mikhov y
Stoyanov [68], se tiene que la función de correlación de tres puntos para súper-campos
quirales tiene una forma genérica como la siguiente

〈φ1(z1)φ2(z2)φ3(z3)〉 =
3∑
i

Fi

Xfi
12X

gi
13X

hi
23

, (6.20)

donde fi, gi y hi son funciones de las dimensiones de escala ∆1, ∆2 y ∆3 de cada uno de
los súper-campos quirales1. Por otro lado, la dimensión de escalamiento de un operador
genérico O está determinada por

〈O〉 ∼ 1

X2∆O
, (6.21)

de donde se observa que ∆O viene acompañada por un factor de [L]−2. Entonces,
considerando un operador de la forma O ∼ φ1φ2φ3, la dimensión de escala del operador
debe de poder relacionarse con la de cada uno de los súper-multipletes (∆k). Para inferir
dicha relación, se propone un conteo de potencias, tal que codifique la información de las
ecuaciones (6.20) y (6.21). Escribiendo a (6.20) como una descomposición en fracciones
parciales de (6.21), se tendrá

δABC
X2∆O

∼ A

(X
2/9
12 )f1(X

2/9
13 )g1(X

2/9
23 )h1

+
B

(X
2/9
12 )f2(X

2/9
13 )g2(X

2/9
23 )h2

+
C

(X
2/9
12 )f3(X

2/9
13 )g3(X

2/9
23 )h3

, (6.22)

con A, B y C constantes de la descomposición y δABC un parámetro dependiente de
ellas. De la expresión anterior se obtiene una relación de potencias como

1

X2∆O
∝ 1

(X
2/3
12 )(f1+g1+h1)(X

2/3
13 )(f2+g2+h2)(X

2/3
23 )(f3+g3+h3)

, (6.23)

y haciendo las siguientes redefiniciones F = f1 + g1 + h1, G = f2 + g2 + h2 y H =
f3 + g3 +h3, la relación entre las unidades de longitud queda entonces determinada por

([L]−2)∆ ∝ 1

([L]2)(1/3F+1/3G+1/3H)
,

1Las cantidades Xij contienen información sobre las diferencias z1 − z2 en el súper-espacio.
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que tras el cómputo detallado del exponente del término de la izquierda (1/3{9(2∆1 +
2∆3−∆2−2)}), se conjetura que para la teoŕıa a la escala µ < MGUT , la dimensión de
escala del operador O es aproximadamente de la forma ∆O ' 3(2∆1 + 2∆3 −∆2 − 2).
Para el caso ĺımite en el que se está a enerǵıas cercanas a la de gran unificación (µ ∼
MGUT ), donde la simetŕıa súper-conforme es válida, la dimensión ∆ para los operadores
del súper-potencial, calculada con la relación obtenida es ∆SU(5) = 3, que está en
consistencia con la condición ∆ = 3/2r para el modelo SUSY SU(5). Por lo que se
sospecha que es una buena aproximación para enerǵıas menores, en los que la invarianza
de escala es aproximada.

Bajo este supuesto, se calculan las γk para la escala de rompimiento de SUSY
haciendo uso de las ecuaciones del grupo de renormalización para los acoplamientos de
norma del MSSM, obteniendo para g2

i los valores (g2
3, g

2
2, g

2
1) = (1.402, 0.4322, 0.2199).

Entonces, las dimensiones anómalas son

γHu ' −4.523x103 ' γHd , (6.24)

γQ ' −0.0278, (6.25)

γD̄ ' −0.0238, (6.26)

γŪ ' 0.0244, (6.27)

γL ' −4.52x10−3, (6.28)

γĒ ' −1, 67x10−3, (6.29)

y por tanto las dimensiones de escala serán

∆Hu = 0.9954 = ∆Hd , (6.30)

∆Q = 0.9722, (6.31)

∆Ū = 0.9756, (6.32)

∆D̄ = 0.9762, (6.33)

∆Ē = 0.9983, (6.34)

∆L = 0.9954. (6.35)

Con lo anterior, se evalúa la dimensión anómala para los términos del potencial
WMSSM

ŪqYuQHu : ∆1 = 2.909, D̄YdQHd : ∆2 = 2.913,
ĒYeLHd : ∆3 = 2.976, µnHuHd : ∆4 = 1.

En términos de éstos ∆k, la condición de relevancia de operadores se reduce a
∆O < 7, haciendo que los términos del súper-potencial sean claramente relevantes. Sin
embargo, operadores de la forma O ∼ (HuHd)

n, que en caso de SU(5) son irrelevan-
tes, en el MSSM se vuelven relevantes1. Estando dentro del espectro de operadores

1 La dimensión ∆ para el operador φiφj se determina de manera análoga al caso de tres campos,

obteniendo como resultado ∆1 = ∆2 = ∆O para este caso particular.
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relevantes los casos para n = 1, 2, 3, además de combinaciones entre los términos del
súper-potencial, ya que el valor alto de la cota de relevancia permite al menos una
combinación con cada uno de los términos cúbicos.

Entonces, se tienen más de nueve operadores que satisfacen la condición ∆ < 7.
Por tanto, aunque no sea bien sabido el tamaño del espectro de operadores, śı se sabe
que se cumple la relación µ̂(Msb) > µ̂(MGUT ), lo que contradice el teorema µ (Teorema
4) y con lo que al versión (1) del teorema C se viola[7], a pesar de que el espacio que
conecta a las teoŕıas mediante el flujo no sea vaćıo. Esto último se justifica considerando
que el flujo de renormalización entre MGUT y Msb no es gradiente de una función C
bien comportada, por lo que presentará una discontinuidad en el paso de la barrera
µ > MGUT a µ < MGUT , lo cual se puede asociar con la discontinuidad caracteristica
de las cantidades f́ısicas al momento de una transición entre fases.

Otro aspecto sobresaliente es el efecto de la disminución en la dimensión de escala,
comparada con el caso totalmente conforme, ya que provoca que operadores en la escala
del UV que son irrelevantes se vuelvan relevantes al IR, teniendo como consecuencia
que el ı́ndice de Morse crezca con el flujo. Esto puede ser un indicador de la posibilidad
de caracterizar a la transición de fase haciendo el computo de sus exponentes cŕıticos,
como se suele hacer en la literatura especializada [5, 23, 34], con ciertas modificaciones,
ya que se está trabajando con campos actuando dentro del súper-espacio.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Durante los caṕıtulos anteriores, se describieron los distintos elementos que requiere
un modelo que aspire a ser un candidato para teoŕıa de gran unificación. Teniendo como
requerimiento primordial el reproducir el contenido e interacciones del modelo estándar
usual a bajas enerǵıas y el unificar los acoplamientos de norma a enerǵıas cercanas al
UV.

Entre todas las consideraciones teóricas y fenomenológicas descritas, resaltan aque-
llas que eliminan las divergencias ultra-violeta en la acción efectiva; ya que gracias a
esto, la descripción a ciertos aspectos de la teoŕıa se vuelven un poco menos complica-
dos de tratar, además de que se carece de infinitos dentro de las cantidades f́ısicas que
no se puedan regularizar.

El objetivo central del trabajo fue analizar las condiciones bajo las cuales una teoŕıa
de gran unificación supersimétrica va a verse libre de divergencias UV a todos los
ordenes en teoŕıa de perturbaciones, y al mismo tiempo determinar si estas condiciones
son suficientes para describir una invarianza bajo el grupo súper-conforme a la escala
de enerǵıa a la que la finitud es válida. Al mismo tiempo fue preciso el aplicar lo
encontrado para caracterizar la simetŕıa de escala en el modelo de gran unificación
SU(5) supersimétrico, y de la misma forma la existencia de una variedad conforme.
Dicha variedad se mostró que existe únicamente en el punto cercano a donde se da
el rompimiento del grupo de norma SU(5) al grupo del modelo estándar SU(3)C ×
SU(2)L × U(1)Y , y que gracias a ello, se puede utilizar el teorema de Morse para
encontrar información sobre el flujo de renormalización entre dos escalas e inferir si hay
una transición de fase.

Como fue tratado en la sección (4.4.2), las condiciones para finitud se imponen sobre
las velocidades caracteŕısticas del flujo de renormalizacióna un loop (funciones β y γi);
funciones que determinan las direcciones dentro de la superficie solución de las ecua-
ciones del grupo de renormalización en el espacio de parámetros. Siendo una condición
necesaria y suficiente que las velocidades se anulen a primer orden en teoŕıa de pertur-
baciones, para tener una acción efectiva finita. De acuerdo con la estructura matemática
de las teoŕıas finitas supersimétricas, dichas condiciones restringen significativamente
el espacio de parámetros, haciendo de la finitud un hecho, siempre y cuando la solución
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a β
(1)
ijk = 0 y β

(1)
g = 0 sea única y no degenerada. Estás son las distintas restricciones

previamente enumerados en el teorema de finitud (teorema 2).
La clave de la demostración del teorema 2 es la cancelación de las anomaĺıas en

el multiplete de corrientes, ya que a nivel cuántico, no se satisface la condición de

conservación. Sin embargo, al pedir que la función beta de norma se anule (β
(1)
g = 0),

los términos anómalos dentro de las corrientes asociadas a las simetŕıas se anulan,

ya que todas las anomaĺıas comparten el parámetro β
(1)
g además de que no reciben

contribuciones a ordenes más altos en teoŕıa de perturbaciones. Lo mismo se da al caso
inverso, ya que si no se tienen anomaĺıas en el multiplete de corrientes, la función beta
se anula, y por tanto se tiene finitud. Lo que deja ver que una teoŕıa finita en el sentido
supersimétrico, no tendrá anomaĺıas en sus corrientes de Noether.

Al ser el súper-multiplete de corrientes una representación de supersimetŕıa, y te-
niendo además que la teoŕıa en un punto fijo es invariante de escala, se infirió la po-
sibilidad de que cerca del punto µ∗1, la teoŕıa manifieste una invarianza ante el grupo
súper-conforme al cumplirse las condiciones de finitud (teorema 2). La suposición de
simetŕıa conforme se ve codificada por la existencia de una variedad conforme en el
punto fijo; dicha variedad es generada por operadores locales que cumplen la propiedad
de marginalidad. Con ayuda de la estructura matemática dada por la finitud y utilizan-
do la caracterización de multipletes súper-conformes, se probó que las condiciones para
finitud con un súper-potencial cúbico (W = Cijkφiφjφk), implican la existencia de una
variedad fija conforme, dentro de la cual la acción efectiva asociada con la teoŕıa carece
de divergencias UV. Este resultado es importante debido a que a la fecha no exist́ıa una
demostración que tratara la invariancia conforme para teoŕıas finitas supersimétricas
con N = 1 2.

Gracias a este teorema de conformidad para teoŕıas finitas (teorema 3), para el mo-
delo de gran unificación SU(5); el cual da un patrón de rompimiento consistente con el
modelo estándar, se encontró que el flujo de renormalización entre dos escalas energéti-
cas correspondientes al rompimiento de supersimetŕıa en el MSSM y al rompimiento de
la simetŕıa de norma Msb y MGUT , respectivamente, se presenta un comportamiento
similar, si no es que idéntico al observado para una transición de fase en el espacio de
parámetros, dado por el parámetro de orden 〈24H〉 = H (en analoǵıa con el caso de
la transición de fase electrodébil o incluso la transición de un sólido paramagnético).
Esto se pudo inferir gracias al trabajo de Sergei Gukov, para lo que fue necesaria la
existencia de la variedad conforme a la escala µ = MGUT . El trabajo [7] relata este tipo
de flujos, ya sean continuos o concatenados, sin hacer uso expĺıcito de las ecuaciones
para el grupo de renormalización, sino haciendo referencia al teorema µ̂, que relaciona
a la función C para el flujo mencionado. Con esto se caracteriza a su vez la continui-
dad de C y del flujo en términos de un ı́ndice µ̂, que cuenta el número de direcciones
relevantes y marginales dentro del espacio de parámetros reales; en analoǵıa al valor de
carga central, que cuenta los grados de libertad no masivos.

Para el cálculo explicito de dicho ı́ndice a distintas escalas, fue necesario contar el

1Un punto fijo.
2Existen demostraciones para N = 2, 4 dadas por D. Kazakov [69]
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número de operadores que generan direcciones relevantes mediante su dimensión de
escala ∆. Parámetro sencillo de calcular a la escala MGUT , ya que se tiene una relación
directa con las cargas r dada por la invarianza conforme (∆ = 3/2r); sin embargo,
lejos de esta escala (µ < MGUT ), el cómputo se realizó haciendo consideraciones de una
invarianza de escala aproximada, y al hacer un conteo de potencias en las funciones
de correlación se determina el valor aproximado para la dimensión de escala. Teniendo
como resultado la condición que viola el teorema µ̂, y por tanto, asocia al flujo de
renormalización entre µ < MGUT y µ > MGUT con una transición de fase en el espacio
de parámetros. Con esto se observa que fue de vital importancia el tener la variedad
conforme para aśı inferir la existencia de la transición de fase.

El siguiente paso a seguir seŕıa el caracterizar a la transición, determinando el
orden de la misma. Para esto, es necesaria la expresión concreta de la función C de
Morse-Bottt [7, 67], además del cálculo explicito de los exponentes cŕıticos asociados
al comportamiento asintótico de las cantidades f́ısicas. Para este trabajo a futuro, se
propone un funcional de enerǵıa libre F, análogo a la enerǵıa libre usada en la teoŕıa de
Landau para transiciones de fase, que codifica la información de los exponentes cŕıticos
en el formalismo de la integral de trayectoria [70, 71]. Además, en términos de la función
de Morse-Bott (función C), poder construir el espacio fase para la transición, siguiendo
el razonamiento y trabajos de Lütken en el art́ıculo [72].

Si es posible desarrollar todas estas propiedades para el espacio de parámetros del
modelo SU(5) supersimétrico, se espera poder dar una generalización del tratamiento
para distintos modelos de gran unificación consistentes con el modelo estándar a bajas
enerǵıas. Sin embargo, se espera poder tomar en cuenta primero el efecto de la adición
de los términos de rompimiento suave en la transición para el modelo SU(5) y ver como
esto afecta a la finitud y por tanto a la existencia de la variedad fija conforme; que al ser
aplicado al modelo SU(5), se espera que dé un panorama general para otros modelos.
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[11] T.-P. Cheng, L.-F. Li, and T.-P. Cheng, “Gauge theory of elementary particle
physics,” 1984. 5, 8, 9, 15, 43, 62, 66

[12] A. Djouadi, “The Anatomy of electro-weak symmetry breaking. I: The Higgs boson
in the standard model,” Phys. Rept., vol. 457, pp. 1–216, 2008. 5, 74

[13] P. W. Higgs, “Broken symmetries and the masses of gauge bosons,” Physical Re-
view Letters, vol. 13, no. 16, p. 508, 1964. 6, 9

[14] F. Englert and R. Brout, “Broken symmetry and the mass of gauge vector mesons,”
Physical Review Letters, vol. 13, no. 9, p. 321, 1964. 6

[15] J. Goldstone, A. Salam, and S. Weinberg, “Broken symmetries,” Physical Review,
vol. 127, no. 3, p. 965, 1962. 6, 10

[16] K. A. Olive et al., “Review of Particle Physics,” Chin. Phys., vol. C38, p. 090001,
2014. 9, 74, 76

[17] M. Peskin, “An introduction to quantum field theory, by michael edward peskin
and daniel v. schroeder. isbn 13 978-0-201-50397-5, isbn-10 0-201-50397-2,” 1995.
10, 18, 22, 42, 47, 49

[18] W. Greiner and J. Reinhardt, Field quantization. Springer Science & Business
Media, 2013. 10

[19] G. Hooft, “Dimensional regularization and the renormalization group,” Nuclear
Physics: B, vol. 61, pp. 455–468, 1973. 11, 48

[20] M. Einhorn, The Standard Model Higgs Boson: Selections and Comments, vol. 8.
Elsevier, 2012. 14

[21] H. Päs and W. Rodejohann, “Neutrinoless Double Beta Decay,” New J. Phys.,
vol. 17, no. 11, p. 115010, 2015. 16

[22] T. Mannel, “Theory and phenomenology of cp violation,” Nuclear Physics B -
Proceedings Supplements, vol. 167, pp. 170 – 174, 2007. Proceedings of the 7th
International Conference on Hyperons, Charm and Beauty Hadrons. 16

[23] H. Kleinert and V. Schulte-Frohlinde, Critical Properties of [Greek Letter Phi]
4-theories. World Scientific, 2001. 18, 37, 41, 42, 43, 47, 49, 91

[24] S. Coleman and J. Mandula, “All possible symmetries of the s matrix,” Physical
Review, vol. 159, no. 5, p. 1251, 1967. 22

[25] S. Weinberg, The quantum theory of fields. Supersymmetry, vol. Volume 3. Cam-
bridge University Press, 2000. 24

[26] F. Quevedo, S. Krippendorf, and O. Schlotterer, “Cambridge lectures on supersym-
metry and extra dimensions,” tech. rep., 2010. 26, 37

98



BIBLIOGRAFÍA
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