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Introduccion

El estudio de ecuaciones diferenciales comienza con la invencién del célculo
por I. Newton (1642-1726/27) y G. Leibniz (1646-1716). En el capitulo 2 del tra-
bajo Método de las fluxiones y series infinitas (Methodus fluxionum et serierum
infinitorum, publicado de manera pdéstuma en 1736) Newton enlista ecuaciones
diferenciales de la forma g—z = f(x), % = f(z,y) y las resuelve usando series

infinitas.

La importancia de resolver ecuaciones diferenciales esta marcada por la filo-
sofia de predecir el comportamiento de un fenémeno dadas ciertas condiciones
iniciales. Con ello se planted el problema de encontrar una expresion analitica
de todas las soluciones dada una ecuacién diferencial, sin embargo como obser-
va J. Liouville (1809-1882), este problema as{ planteado es imposible de resolver.

Béasicamente la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales se encarga de
derivar propiedades geométricas de las soluciones directamente de las ecuaciones
que las definen. Esta idea fue propuesta por H. Poincaré (1854-1912), pensando
en el problema de los n-cuerpos que consiste en especificar el comportamiento
del movimiento de n cuerpos que se atraen de acuerdo a las leyes de Newton.

Consideremos una ecuacién diferencial holomorfa definida en un dominio
abierto V de C2

t=F(z), zeV. (0.0.1)

El teorema de existencia y unicidad nos dice que alrededor de cada punto x € V'
existe una vecindad donde las soluciones existen y son unicas. El teorema de
rectificacién nos dice que alrededor de puntos p € V tales que F(p) # 0 las
soluciones se ven como rectas pararelas. A este tipo de estructuras se les conoce
como foliaciones, objeto de estudio en esta tesis.

Para estudiar como se comportan las soluciones de la ecuacion diferencial
(0.0.1) alrededor de puntos p € V tales que F(p) = 0, primero podemos pre-
guntarnos si es posible llevar estas soluciones a las soluciones de otra ecuacién,
& = G(x), més sencilla en algin sentido, con una transformacién H invertible
que preserve alguna estructura (analitica , topologica, formal). En el caso en
el que la parte lineal de F'(x) tiene al menos un valor propio distinto de 0, es

A%
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posible encontrar una serie formal H que simplifique la ecuacion, gracias a los
teoremas de Poincaré-Dulac 1.44 y al teorema de linealizacion de Poincaré 1.42,
y una transformacioén analitica H gracias al teorema de normalizacién de Poin-
caré 1.45.

Sin embargo, aunque en general la parte lineal del campo vectorial F(z)
alrededor de p € V digamos p = 0, no necesariamente tiene parte lineal con
algun valor propio distinto de 0, es posible encontrar una variedad compleja M
con una curva analitica irreducible S en ella y una transformacién holomorfa 7
que cumpla ser un biholomorfismo entre M\S y (C2,0)\{0}, de forma que la
parte lineal del campo vectorial que define las singularidades en S de la folia-
cién inducida 7*F = F alrededor de cada singularidad tiene parte lineal con
algun valor propio distinto de 0. A este teorema se le conoce como el teorema
de desingularizaciéon de Bendixon 2.17 y serd probado en el capitulo 4.

Dada una hoja L de una foliacién F definida en (C?,0), decimos que L es
una separatriz de F alrededor de 0 si LU {0} es una curva analitica irreducible.
El problema local de Poincaré nos pregunta cuantas separatrices pueden estar
asociadas a 0. Si el punto 0 no es singular, tiene asociada sélo una separatriz
(la tnica solucién que pasa por el punto). En el caso en el que el punto 0 es
un punto singular C. Camacho y P. Sad prueban que F tiene al menos una
separatriz en ese punto [CS] y también prueban que en el caso en el que F tiene
un numero finito de separatrices es posible acotar el nimero con el orden de la
foliacion. Este segundo hecho es probado al final del capitulo 5.

En el capitulo 1 se introducen los conceptos que seran utilizados a lo largo
de este trabajo, como son las nociones de campo vectorial analitico, ecuacion
diferencial y sus soluciones, foliaciones singulares (y cémo generarlas tanto con
1 — formas holomorfas como con campo vectoriales), equivalencia analitica y
formal ademads de construir la transformacion de holonomia definida en una hoja
de la foliacién.

En el capitulo 2 comenzamos con la construccién de una 2 — variedad com-
pleja M y una curva E que cumpla que M\E sea biholomorfa a C?\{0} mediante
una transformaciéon o : M — (C2,0) tal que o(E) = 0. Esto nos permitird cons-
truir foliaciones F en M tal que su proyeccién defina foliaciones singulares F
definidas en (C2%,0). A F se le llama la explosién de F alrededor de 0. De igual
forma se definira la explosién de curvas. Al final del capitulo se dan algunas
aplicaciones de este proceso de explosién como son el teorema de desingulari-
zacién de Bendixon, la eliminacién de nodos resonantes y un criterio para ver
cuando una foliacién no es integrable.

En el capitulo 3 se introducen las herramientas algebraicas y topoldgicas pa-
ra probar el teorema de Bendixon definiendo un invariante formal de la foliacién
en un punto, la multiplicidad del punto singular, y viendo cémo se comporta
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con el proceso de explosion.

En el capitulo 4 se introduce el problema local de Poincaré y se dan crite-
rios acerca de la existencia de separatrices definiendo pesos a las componentes
del divisor evanescente a través y un orden evanescente; al final se da una cota
al niimero de separatrices comparando una suma de 6rdenes evanescentes con
pesos de la foliacién F con la explosion de una foliacién integrable H que tenga
las mismas separatrices que F.

Finalmente se incluye un apéndice con teoremas y definiciones que usamos
a lo largo del texto citando dénde es posible consultar la prueba de algunos de
estos resultados, o bien probandolos para hacer un trabajo lo mas autocontenido
posible.
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Capitulo 1

Foliaciones

En términos generales, una foliacién es una particién de una variedad com-
pleja en subconjuntos ajenos que localmente se ven como la uniéon de discos
paralelos. En este capitulo veremos que hay una manera natural de definir lo-
calmente una foliacién de codimensiéon n — 1 haciendo uso de las soluciones no
singulares de ecuaciones diferenciales.

Para ello, primero definimos lo que es una ecuacion diferencial y vemos que
las soluciones forman una particién del espacio. Alrededor de cualquier punto
no singular esta particién es, por el teorema de rectificacién, equivalente local-
mente a la unién de discos paralelos.

Después vemos que en el caso de variedades complejas de dimensién 2 un
campo vectorial define una foliacién de manera natural cuando no tiene puntos
singulares, dando ademas condiciones necesarias y suficientes para que 2 campos
vectoriales definan a la misma foliaciéon. Posteriormente extendemos la defini-
cion de foliacién para que admita singularidades, resulta que cualquier foliacién
se puede construir localmente con un campo vectorial.

Construimos el grupo de holonomia y vemos que es un invariante de la fo-
liacién bajo homeomorfismos, en el sentido de que si F y G son 2 foliaciones
analiticamente equivalentes por un holomorfismo H, y £ es una hoja de F en-
tonces el grupo de holonomia de £ y el de H(L) son conjugados.

Finalmente se menciona el teorema de Poincaré-Dulac que nos da condiciones
para reducir el campo vectorial de manera formal cuando la parte lineal tiene
al menos un valor propio distinto de cero.



2 CAPITULO 1. FOLIACIONES

1.1. Ecuaciones diferenciales y sus soluciones

Definicién 1.1 (Ecuacién diferencial ordinaria analitica). Sea U C CxC"
un dominio abiertoy F' : U — C™ una funcién vectorial holomorfa. Una ecuacion
diferencial ordinaria analitica definida por F' en U es una ecuacién vectorial o
sistema de n ecuaciones escalares

6$i
ot
Decimos que la transformacién holomorfa ¢ = (1, ..., ¢, ) : V. — C™, definida

en un subconjunto abierto V' C C™, cuya grafica {(t,#(t))|t € V} pertenece a
U, es una solucion de (1.1.1) si en cada punto t € V se satisface

2 _ 061 0on
ot ot ot
Oz ;

Denotamos por & al vector (i1, 42,...,o,), donde &; = 7.

= F;(t,x) (t,z), eUCCxC™ (1.1.1)

) = F(t, 8(t)) (11.2)

Figura 1.1: Soluciones de una ecuacién diferencial lineal en R?

Se dice que la ecuacién es autdnoma, si F' es independiente de ¢, en este caso
F' puede ser pensada como una funcién que toma puntos en C" y los envia a
vectores en C™ visto como espacio vectorial sobre C.

Observacion 1.2. Cualquier ecuacién diferencial se puede considerar auténo-

ma agregando la variable ficticia z € C dada por ‘g—j =1.

Trabajaremos con ecuaciones diferenciales auténomas de dimensién 2.

Dada una ecuacién diferencial (1.1.1) podemos preguntarnos si existen so-
luciones de ésta y, en caso de existir, cudntas soluciones pueden pasar por un
punto especifico (tg,xo) € U. El problema del valor inicial, también llamado el
problema de Cauchy nos pide encontrar una solucién ¢ : V'— C" a la ecuacién
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diferencial, que satisfaga ¢(tog) = xo.

El teorema local de existencia y unicidad nos da una respuesta parcial al
problema.

Teorema 1.3 (Teorema de existencia y unicidad). Para cualquier ecuacion
diferencial holomorfa como en la definicion 1.1 y cada punto (to,xo) € U, existe
un polidisco lo suficientemente pequeno

D. = {|t_t0| <e, |1'ja(x0)j| < E,j = 17~'~7n} C U7

tal que la solucion del problema inicial existe y es unica en este polidisco.

Mads ain la solucién depende de manera holomorfa de la condicion inicial,
y si F' depende de manera holomorfa de algunos otros pardametros, la solucion
también depende de manera holomorfa de estos parametros.

Demostracién. Ver [[IY], Pdgs. 2-5]. O

Lema 1.4. Sea & = F(x) una ecuacién diferencial holomorfa definida en un
abierto de C?. Consideremos dos soluciones ¢ -V — C2 y ¢ : W — C? de la
ecuacion & = F(x), donde V. y W son abiertos conezxos de C.

Si existe to € VNW, de forma que se satisfaga la igualdad ¢(to) = p(to),
entonces ¢(x) = p(x) para x € VW,

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que to = 0.

Para xz € VNW consideremos el intervalo I = {tz | t € [0,1]}. I es compacto
y por tanto su imagen ¢(I) es compacta al ser ¢ continua.

Para cada punto (tz, ¢(tzx)), t € [0,1], por el teorema de existencia y unici-
dad existe una vecindad de (tz, ¢(tx)) en VN W x C? de la forma Uy, X Vi,
con Uy, vecindad de tz y Vi, vecindad de ¢(tx), donde la solucién del problema
inicial existe y es tnica en esta vecindad.

Tomamos una subcubierta finita {V;}7; de ¢(I) tal que V; N V;11 # 0 para
i=1,...,n—1y ¢(0) € Vo, ¢(x) € V,,. En estas vecindades si ¢(y) = ¢(y) para
algin y € U;, entonces ¢(y) = ¢(y) para todo y € U; (como consecuencia del
teorema de existencia y unicidad).

Finalmente, como V; N Viy1 # 0y ¢(0) = ¢(0) tenemos que ¢(z) = p(z), lo
que prueba el resultado. O

Como consecuencia de este lema podemos extender las soluciones de la ecua-
cién diferencial en el siguiente sentido, si a: V' — C2 y 8 : W — C? son solucio-
nes de una ecuacién diferencial holomorfa & = F(z), con a(ty) = B(to) entonces
podemos construir una solucién ¢(t) que contenga a o'y a 3.

En efecto, consideremos ¢ : VU W — C™ dada por
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Ja(t), teV,
w(t)—{ﬁ(t% - (1.1.3)

Esta solucién estd bien definida pues por el lema «(t) = S(t) en VN W,
Ademas ¢ es solucién de la ecuacion diferencial pues

L Jat), teV,
W)_{B(t), P (1.1.4)

Observacion 1.5. Lo anterior nos dice que si hay una solucién que pasa por
los puntos x y p y otra solucién que pasa por x y z entonces hay una solucién
que pasa por z, p y z. Esto nos permite separar el espacio en curvas ajenas.

Ejemplo 1.6 (Ecuacién diferencial lineal). Consideremos la ecuacién dife-
rencial

i = Ax, zeC", Ae Mat(n,C). (1.1.5)

La solucién con valor inicial 2(0) = v estd dada por la matriz exponencial,

A

za(t,v) = ey, teC,veCh (1.1.6)

donde la exponencial de una matriz B € Mat(n,C) estd dada por

B Lo Lok

e?=Id+B+—=B*+..+—=B"+ ...

2! k!

Observacién 1.7. Si tenemos 2 matrices A y B en Mat(n, C) semejantes (esto
es existe una matriz P € Mat(n, C) invertible tal que A = P~!BP) y conside-
ramos las ecuaciones diferenciales

&= Az, xeC" 1.1.7)

i = Bux, xzeCn,
entonces las soluciones x4 (¢,v) para (1.1.7) y (¢, p) para (1.1.8) satisfacen

za(t,v) =etv

1
:(Id+At+§(At)2+-~~)v

1
=(P'P+P Y(Bt)P+ P Y (Bt)’P + - --
( FPBOP 4 PBTP (1.1.9)
1
=(P~Y(Id + Bt + 5(Bt)2 + )P
=P 1eBtpy .
=P zp(t, Pv).

Por tanto, para conocer las soluciones de una ecuacién basta conocer las
soluciones de la otra y la matriz invertible P. Dicho de otra forma, para describir
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el comportamiento de las soluciones de toda una familia de ecuaciones definidas
por matrices semejantes basta con describir las soluciones de un representante
de esa familia. Con ello motivamos la siguiente definicién.

Definicién 1.8 (Equivalencia analitica de ecuaciones diferenciales). De-
cimos que dos ecuaciones diferenciales holomorfas, © = V(z) y ¢ = W(x), de-
finidas en abiertos U, U’ C C", son analiticamente equivalentes, si existe un
biholomorfismo H : U — U’ tal que para soluciones xv (t,p) v zw (¢t,v), dadas
por el teorema de existencia y unicidad, se satisface

Houxy(t,p) =zw(t, H(p)). (1.1.10)
Derivando respecto a t tenemos que la igualdad (1.1.10) es equivalente a
OH
(%)V(x) =W(H(x)). (1.1.11)

Figura 1.2: H lleva soluciones de una ecuacién a soluciones de otra ecuacién de
forma analitica.

Teorema 1.9 (Teorema de rectificacién). Sea © = V(z), una ecuacion
diferencial holomorfa definida en U C C%. Tenemos que para cada punto p € U
con V(p) # (0,0) existe una vecindad U, de p tal que la ecuacion & =V (x) es
analiticamente equivalente a la ecuacion @ = (1,0).

Demostraciéon. Tomemos p tal que V(p) = (Vi(p), Va(p)) # (0,0). Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que Vi(p) # 0, ya que & = (Vi(p), Va(p)) v
& = (Va(p), Vi(p)) son analiticamente equivalentes con H(x,y)=(y,x).

Por el teorema de existencia y unicidad tenemos que existe una vecindad
D. = {|t| < ¢]z; —pj| < 6,5 = 1,2} C V x U y una funcién holomorfa
é(t,z) : D — C? tal que si fijamos v € U, la curva ¢(t,v) es la solucién de la
ecuacion diferencial © = V(z) que pasa por v.

Definamos H(z1,22) = ¢(x1, (p1,22)) en {|z1| < ¢, |x2 — p2| < €}. Notemos
que H satisface
Ho @(ta (07 xQ)) :H(tv xQ)

o(t, (p1,72))
o(t, H(0,x2))
¢(t7 (07x2>>'

(1.1.12)
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Como ¢(t, (r1,72)) = (w1 + t,22) es solucién de & = (1,0) en C? pues
W = (1,0) tenemos que H envia soluciones parametrizadas de & = (1,0)
(que pasan por {z; = 0} en una vecindad de (0,p2)) a soluciones de & = V(z)
que pasan por {x1 = p1} en una vecindad de (p1, p2).

Ahora veamos que H es invertible en una vecindad de (0, p2). Viendo que es
invertible habremos terminado pues todas las soluciones de ¢ = (1, 0) intersecan

a {1’1 = 0}7 ya que Qp(_xla (xla x2)) = (0,%2).

Para ver que es invertible alrededor de (0, p2) notemos que al derivar H, que
es la restriccién de @(t, (x1,22)) a {1 = p1}, donde

Bt (e1,22)) = (@0,22) + 422 (00, 22) + . (1.113)
tenemos
¢ 91
D(O,m)H: & gé§‘|
ot 922 1 (0,p1.p2) (1.1.14)
{VI(PLPQ) 0]
- Va(pr,p2) 17

Como Vi(p1,p2) # 0 se sigue que DH(0,p3) es invertible y por el teorema de
la funcién inversa, H es invertible y con inversa holomorfa en una vecindad de
(0,p2). En esta vecindad ¢ = v(X) y ¢ = (1,0) son analiticamente equivalentes.

O

1.2. Foliaciones

Consideremos una transformacién holomorfa F' definida en un abierto conexo
U de C? y i = F(z) la ecuacién diferencial asociada a F. Por el teorema de
existencia y unicidad U puede ser visto como la unién de curvas ajenas conexas
que son soluciones de la ecuacién diferencial & = F(z).

El teorema de rectificacion nos dice que alrededor de puntos no singulares
de la ecuacién diferencial, las soluciones se ven como una familia de curvas
(complejas) paralelas.

Este tipo de particiones dan lugar a lo que se conoce como una foliacién de
U.

Definicién 1.10 (Foliacién estdndar). Una foliacion estindar de dimensién
n (respectivamente, de codimensién m) de un polidisco

B={(x,y) €eC"xC™ : |x| < 1,|y| <1}
es una representacién de B como la unién de n-discos ajenos
Ly = {[z] <1} x{y},
B =<1 Ly-
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Definicién 1.11 (Foliacién). Una foliacidn holomorfa F en una variedad
compleja U de dimensién n + m es una particion U = | |, Lo en subconjuntos
ajenos L, llamados hojas, que son biholomorfamente equivalentes localmente
a la foliacién estandar de dimension n.

En otras palabras, para cada punto a € U tenemos una vecindad B’ C U,
a € B’ y un biholomorfismo H : B’ — B en el polidisco estdandar B que manda
las componentes conexas de las intersecciones L, N B’, a los n — discos de la
foliacién estandar.

e

Figura 1.3: Una foliacién localmente se ve como hojas paralelas

1.2.1. Campos vectoriales

Definicién 1.12 (Campo vectorial holomorfo). Sea M una variedad com-
pleja de dimensién n y T M su espacio tangente. Un campo vectorial holomorfo
es una transformacién holomorfa V' : M — TM tal que V(x) es un vector
tangente a M en el punto x.

TM

Figura 1.4: Un campo vectorial es una funcién que lleva a x € M a un vector
en el plano tangente a M en x

Veamos que un campo vectorial holomorfo nunca nulo definido en una va-
riedad compleja de dimensién 2 (en el sentido que V(z) no es el vector cero de
TM,) define una foliacién holomorfa, pensemos en el conjunto de curvas de M

que satisfacen a%gf) = V(a(t)) y tomemos un punto x € M representado por

ey
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la carta (U, ) con ¢(z) = 0. Si tomamos la carta inducida (TU, ¢) de TM por
(U, ¢) tenemos que para y € U se cumple:

po Vo Hy) = (y,v(y)).

Ahora consideremos la ecuacién diferencial § = v(y) definida en un abierto
U', y = (y1,y2). Como V es nunca nulo, v(0) # 0. Por el teorema de recti-
ficacién tenemos que existe una vecindad de 0 donde la ecuacién y = v(y) es
analiticamente equivalente a la ecuacién ¢ = (1,0). Sin pérdida de generalidad
supongamos que desde un principio U’ era esta vecindad. Notemos que en esta
vecindad también tenemos el teorema de existencia y unicidad pues § = (1,0)
cumple con que en cada punto hay una tnica solucién que pasa por el punto.

El hecho de que y = v(y) sea analiticamente equivalente a ¢ = (1,0) nos
dice que hay un biholomorfismo H : U’ — U’ tal que envia las soluciones de
y = (1,0) (las imdgenes de estas soluciones forman la foliacién estdndar) a so-
luciones de § = v(y) y que una solucién S(t) de y = v(y) induce, bajo ¢, una
curva a(t) = ¢ o B(t) tal que agit) = V(a(t)).

Finalmente consideremos L, la unién de las imédgenes de las curvas en M
a:D — M con D un dominio de C tales que aggt) =V (a(t). {Ly} forma una
particién ajena de M (si LN L, # () entonces L, = L), Fy, tal que localmente
alrededor de cada punto x de M esta particién es ajena y es biholomorficamente

equivalente a las hojas de la foliacién estandar.

Lo anterior prueba la siguiente proposicién

Proposicion 1.13. Sea F' un campo vectorial holomorfo nunca nulo, definido
en una variedad M, entonces las soluciones de la ecuacion diferencial & = F(x)
constituyen una foliacion no singular por curvas Fr de M.

O

Podemos preguntarnos cuando dos campos vectoriales F' y G nunca nulos
definen la misma foliaciéon F de una variedad compleja M de dimension 2. Para
resolver esta pregunta consideremos una carta (U, ¢) de M y la carta asociada
(TU,¢) de TM. En estas coordenadas el campo vectorial F' tiene la forma

pokFo 5071(39) = (z, f(x)),

y el campo vectorial G tiene la forma

poGop (x) = (x,9(x)).

El problema se reduce a ver cudndo las soluciones de la ecuacién & = f(x)
parametrizan a las curvas solucién de & = g(z) en U.

Proposicién 1.14. Sea U un abierto de C%, f, g : U — C? funciones holo-
morfas nunca nulas. Las curvas solucion de & = f(x) parametrizan a las curvas
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solucion de & = g(x) en U si y sdlo si existe una funcidn holomorfa p: U — C
nunca nula tal que g(x) = p(x) f(x).

Demostracién. Primero supongamos que Fy = F, las foliaciénes asociadas a
& = f(z) y @ = g(x) respectivamente. Tenemos que para cada = € U, f(x) es
vector tangente a la hoja que pasa por p, de esta forma f(x) y g(z) son colinea-
les y por consiguiente existe una funciéon complejo valuada p : U — C tal que
g = pf. Para ver que esta funcién es holomorfa, tomemos z € U, como f(z) # 0
entonces fi(z) #0 parai=10¢ =2,y de esta forma p = fc— en una vecindad
de z, lo que implica que p es holomorfa y nunca nula.

Para el regreso, supongamos que g = pf con p : U — C nunca nula. Para
@(t) : (C,0) — U solucién de & = g(z) tenemos que la composicién pop(t) es una
funcién holomorfa nunca nula de una variable, por tanto podemos considerar
una funcién holomorfa s(t) que satisfaga s'(t) = p o ¢(t). Por el teorema de la
funcién inversa tenemos que s(t) es invertible en una vecindad de 0. Sea r(t) la
inversa holomorfa de s(t) en una vecindad de 0. Veamos que ¢(t) = ¢(r(t)) es
solucién de & = f(z). En efecto, tenemos

Dolr(t) _dp, . Orll)
o ot ") g
—o((rt)) 2

0
= F(elrOletr(t) 22D (1.21)
Os or(t)
—f(@(r(t))T
=[(p(r(t))
De esta forma, ¢(t) = ¢(r(t)) cumple que a(git) = f(¢(t)), y por tanto las
soluciones de & = g(x) parametrizan a las curvas solucién de & = f(z). O

Definicién 1.15. Dos campos vectoriales holomorfos

G:M—->TM vy
F:N—>TM,

con M y N variedades complejas de la misma dimension, se dicen analiticamente
equivalentes si existe una transformacién biholomorfa H : M — N tal que

Oy = FH@). (122)

Definicién 1.16. Dos foliaciones holomorfas F y F' definidas respectivamente
en las variedades complejas M y M’ se dicen analiticamente equivalentes si
existe un biholomorfismo H : M — M’ que transforma las hojas de F en hojas
de F'.
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Definicién 1.17 (Foliacién singular). Una foliacion holomorfa singular en
un dominio U (o una variedad compleja) es una foliacién holomorfa F cuyas
hojas 1-dimensionales estdn en el complemento U\X, donde ¥ es un conjunto
analitico de codimensiéon mayor o igual que 2, llamado el conjunto de singulari-
dades de F.

Asumiremos usualmente que ¥ es maximal, en el sentido de que la foliacién
no puede ser extendida analiticamente en algin abierto que contenga propia-
mente a U\X.

Proposicién 1.18. Consideremos F € D(M) y G € D(M') dos campos vecto-
riales holomorfos nunca nulos en M, M’ respectivamente. Tenemos las siguien-
tes afirmaciones:

a) Si F' y G son analiticamente equivalentes entonces F y G generan 2 fo-
liaciones Fr, Fg analiticamente equivalentes.

b) Si las foliaciones Fr y Fa que generan son analiticamente equivalentes
por un biholomorfismo H : M — M’, entonces existe una funciéon holomorfa
nunca nula p € O(U) tal que

p() I (F()) = G(H (). (1.23)

Demostracién. Se sigue de la definicién de equivalencia analitica y de la pro-
posicion 1.14. -

Definicién 1.19 (Singularidad). Consideremos M una variedad compleja y
F : M — TM un campo vectorial holomorfo. Un punto p € M es un punto
singular (singularidad) de un campo vectorial F' si F(p) es el vector 0 en T'M,,.

Al conjunto de puntos singulares lo denotamos por Xz o ¥ cuando queda
implicito quién es el campo vectorial.

Un campo vectorial holomorfo F' € D(U) define una foliacién holomorfa
no singular en U\Xr = {p € U|F(p) # 0}. El conjunto de singularidades ¥p
puede ser un subconjunto analitico arbitrario de U. Sin embargo la foliacién
puede extenderse de U a un subconjunto abierto mas grande conteniendo una
parte de X en el siguiente sentido: si U y U’ son dos dominios, U C U', y F’ es
una foliacién en U’, entonces F’' puede ser restringida en U. Las hojas de esta
nueva foliacién son las componentes conexas de las intersecciones L/, N U para
todas las hojas L, € F'.

Teorema 1.20. Sea U un abierto conexo en C™ y F € D(U) un campo vectorial
holomorfo, no idénticamente cero, con conjunto de singularidades 3 € U.

Entonces existe un subconjunto analitico X' C 3 de dimensidn compleja mayor
o0 igual que 2 en U y una foliacidn F' de U\X' cuya restriccion en U\X coincide
con la foliacion generada por el campo vectorial inicial F.



1.2. FOLIACIONES 11

Demostracion. Ver [[IY], Pdgs. 22-25]. O

Gracias a este teorema podemos asumir que Xz tiene codimensién mayor o
igual a 2; en particular, podemos asumir que las singularidades de foliaciones
holomorfas en abiertos de C2 son puntos aislados.

Teorema 1.21. Sea X C C™ un subconjunto analitico de codimension mayor o
igual que dos y F una foliacién holomorfa no singular 1-dimensional de U\X
que no se extiende a ninguna parte de Y. Entonces cerca del punto a € ¥ la
foliacion F es generada por un campo vectorial holomorfo F con conjunto de
singularidades 3.

Demostracién. Ver [[GM-O], Pdgs. 10-12]. O

Definicién 1.22 (Equivalencia orbital de campos vectoriales ). Dos cam-
pos vectoriales holomorfos F' € D(U), F’ € D(U’) con conjuntos de singularida-
des X, ¥’ de codimensién mayor o igual que 2 son orbitalmente holomorfamente
equivalentes si las foliaciones singulares F, F’ que generan son holomorfamente
equivalentes, i.e., si existe un biholomorfismo H : U — U’ que transforma X en

3, es biholomorfa fuera de ¥ y ¥’ y transforma las hojas de F en las hojas de
F'.

1.2.2. Foliaciones generadas por formas holomorfas

Sea I'= I aa_z + Fga% un campo vectorial holomorfo definido en un abierto

U de C? y consideremos la 1-forma w = Fhdx — Fidy. Veamos que el campo
vectorial F' anula a w en el siguiente sentido.

Para un punto z tal que w; # 0y (1, u) € T, M\{0} tenemos

wz (n, p) =Fa(z)dz(n, p) — Fi(x)dy(n, 1)

—Fy(2)y— Fi()u. (124

Asi, wg(n, u) = 0 siy sélo si Fa(x)n — Fi(x)p = 0; esto pasa cuando y = cFy(x)
y n = cFi(z) para cualquier valor de ¢ complejo.

Como todos los campos vectoriales pF' con p : U — C holomorfa nunca nula
generan la misma foliacién F, podemos hablar de la foliacién generada por la
ecuacién {w = 0} como la foliacién generada por F, Fr. A la ecuaciéon {w = 0}
se le conoce como la ecuacion de Pfaff.

Una de las ventajas de pensar en foliaciones como objetos geométricos gene-
rados localmente por formas holomorfas es que, dada una transformacién holo-
morfa H : M — N entre dos variedades complejas M y N, tenemos el operador
H* que envia formas en N a formas en M.

Definicién 1.23. Consideremos H : M — N , M y N dos variedades complejas
y F una foliacién holomorfa en N definida por la ecuacién w = 0 con w una
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1-forma holomorfa en N.

Definimos la foliacion inducida por F a través de H, H*(F), como la folia-
cién definida por la ecuacién H*w = 0.

Definicién 1.24. Sea w = fdx+gdy una 1-forma holomorfa definida en (C2, 0).
Decimos que w tiene una singularidad aislada de orden n en el origen, ordyw si
al momento de escribir a f y g como suma de polinomios homogéneos se tiene
que

w= fdr+ gdy = (fn + fog1+ - )d‘r + (gn + Gny1+ - )dya (1'2‘5)

donde los polinomios f,, g, son los primeros polinomios homogéneos de menor
grado n que no se anulan idénticamente f,dx + g,dy # 0.

Definicién 1.25. El orden de una foliacién holomorfa F en (C?,0) en 0, ordyF
estd definido como el orden de la 1-forma holomorfa w que define a F en una
vecindad de 0

ordoF = ordpw.

El orden también puede ser definido como el orden del campo vectorial ho-
lomorfo que define a F localmente. Este estd bien definido pues si dos campos
vectoriales definen a la misma foliacion, entonces hay una transformacién nunca
nula tal que un campo es miltiplo del otro por tal transformacion.

Proposicién 1.26. Si F es analiticamente equivalente a F' entonces
ordg(F) = ordy(F').

Demostracién. Supongamos que F y G son dos foliaciones singulares en (C2,0),
con 0 una singularidad aislada, analiticamente equivalentes. Sea {w = 0} la
ecuacion de Pfaff que define a F. Como F y G son analiticamente equivalentes,
tenemos que existe una transformacién biholomorfa H : (C%,0) — (C2,0) tal
que {H*w = 0} define a G. Al ser H invertible se tiene que

ordy (F) =ordow
=ordg H*w
=ordy(G).

1.2.3. Holonomia

Definicién 1.27. Una seccidn transversal (parametrizada) a la hoja L de una
foliacién F de codimension m en U en un punto a € U es una transformacién
holomorfa 7 : (C™,0) — (U, a) transversal a L.

Identificamos a la seccién transversal con la imagen de la transformacion 7.
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Si F es la foliacién estdndar y 7, 7/ cualesquiera dos secciones transversales
en puntos a, ¢’ de la hoja, digamos Lo = {y = 0}, entonces cualquier otra hoja
L., suficientemente cercana, interseca a cada seccion transversal exactamente
una vez. Esto define de manera dnica una transformacién A. ;- : (1,a) — (7', a’)
tal que a cada punto b € (7, a) asocia el punto b’ que esté en la misma hoja que b
y en (7,a’). Esta transformacién es biholomorfa; més atn, viendo 7, 7 definidos
por sus parametrizaciones, A, . puede ser visto como una transformacién en el
germen de transformaciones holomorfas en Dif f(C,0).

Por construccion, la transformacién de correspondencia satisface
AT, 7" = A7, 7" o AT, T’ (1.2.6)
para cualesquiera 3 secciones transversales lo suficientemente cercanas.
Ahora consideremos una foliacion F y una hoja L, la transformacién anterior

se puede extender no sélo a secciones transversales 7, 7/ en puntos suficiente cer-
canos, si no también a caminos S : [0, 1] — L que conecten a a con o', 3(0) = a,

B(1) = d'.

Figura 1.5: Transformacién de holonomia

Como [0,1] es compacto, 5([0,1]) es compacto. Consideremos una cubierta
abierta {U;}, tal que F es analiticamente equivalente a la foliacién estandar
con U; NU;p1 # 0y tomemos a=a; € Uy, aa € U1 NU2N B, a3 € Uy NU3N B,
s G = @' € U,, tomamos transversales 7, que pasen por a; para construir
Ar, ., - Definimos

Ag=Ar 7. 00, . ,0..0AL 1. (1.2.7)
La construccién de Ag no depende de la eleccién de las transversales 7; gra-
cias a la ecuacién (1.2.6).

Maés atn Ag depende sélo de la clase de homotopia de 8 en el siguiente
sentido:
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Proposicién 1.28. Si 8,8’ : [0,1] — L son homotdpicas en L, entonces se
cumple Ag = Apr.

Demostracién. Basta probar que para dos curvas 3, 8" : [0,1] — L, que satis-
fagan 3(0) = 8'(0), B(1) = B'(1) lo suficientemente cercanas, se tiene Ag = Aj.
Observamos que si 3 y ' son homotdpicas podemos encontrar una sucesion
de curvas By = B, S1y-., Bn = Bn tan cercanas como queramos (gracias a la
homotopia) que conecte a 3 con 3.

Tomemos 19 = 7, transversal a 3(0), 7 transversal a B(1), 71,72, ..., Th—1
transversales a la foliacién que pasen por Sy 71,73, ...,T4_, transversales a la
foliacién que pasen por 3’ tales que

AB :ATk—lek o ATk—?»Tk—l ©...0 ATO,Tl
Ap =Arr 50 Ay 0..0A

’
k—2"Tk—1

(1.2.8)

T, T,
y sean lo suficientemente cercanas para que se satisfagan las igualdades

A‘Fi,‘ri+1 :AT’L',Ti+1 oA, i=1.,k-1

) (1.2.9)
A, =A oA i=1,..,k—1

’ ’ ’
T it+1 Ti+1,T i+1 T i3 Tit1

De esta forma,

Ag=Ar_ 1 ©Ar gm0 0 Ag 0 Ay
=(Arrp 1 0 Dr i) 0 (B s © B irriy)
-0 (AT’O,Tl ° ATOJ”O)
=Ari 1m0 (Br_y iy © Brrypmesy) (1.2.10)
00 (A7177/1 ° A7”0,‘1'1) ° A‘1'07‘1"0
oA

’ / O---0 e
Th—2Th—1 A‘ro,‘r1 A‘ro,‘r’o

O
Observacién 1.29. Para §8,v : [0,1] = L con 8(1) = v(0) se tiene que f *
con
B(2t te (0,1,
oo [0 1ot

v(2t—1) tel3,

se tiene
Agey = Ay 0 Ag. (1.2.11)

Definicién 1.30. Dada L una hoja de una foliacién F y a un punto en L,
definimos la transformacion de holonomia A, : (1,a) — (7,a) como la transfor-
macién holomorfa de correspondencia asociada al camino cerrado v € m1(L, a).

El grupo de holonomia de la foliacién F a lo largo de la hoja L € F es la
imagen del grupo fundamental 71 (L, a) en el grupo de gérmenes de transforma-
ciones holomorfas en s{ mismas Diff(7, a).
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Proposicion 1.31. Sean F, F' dos foliaciones holomorfas conjugadas por un
biholomorfismo H. Sea L una hoja de F y sea L' = H(L) la hoja correspon-
diente de F', entonces para cualquier eleccién de puntos a € L, ' € L' y las
correspondientes secciones transversales T, 7', los grupos de holonomia corres-
pondientes G C Dif f(r,a) y G C Dif f(7',a’) son analiticamente conjugados:
existe un germen de una transformacion holomorfa h : (t,a) — (7', a’), tal que
h conjuga a cada elemento de g € G con algin elemento ¢’ € G' y respeta la
operacion de grupo, hogoh™t € G'.

Demostracién. Sea 7 una seccién transversal a Ly a en 7/ = H(7). Definimos
h = H|,. La funcién h asi definida realiza la conjugacién requerida entre G y
G/

Cualquier otra eleccién de a’ y 7 resulta en reemplazar G’ con un grupo holo-
morfamente conjugado. O

Definicién 1.32. Sea F una foliacién holomorfa con conjunto de singularidades
3. Una separatriz compleja de la foliacion F en un punto singular a € ¥ es una
hoja local L C (U,a)\X cuya cerradura L U {a} es el germen de una curva
analitica.

Como las hojas son por definiciéon conexas, la cerradura es irreducible como
germen en cualquiera de sus puntos, por tanto una separatriz compleja es to-
polégicamente un disco agujerado cerca de la singularidad, por tanto el grupo
fundamental de la separatriz no es trivial y es infinitamente ciclico. La transfor-
macion que genera el grupo local de holonomia es un invariante de la foliacién
singular y éste no es necesariamente infinitamente ciclico. En otras palabras,
cada punto singular que admite una separatriz compleja, produce al menos un
germen holomorfo de una transformacion que es invariante de la foliacién.
Ejemplo 1.33. Consideremos la foliacién generada por la ecuacién lineal

o= (1.2.12)
Y= Ay

La foliacién tiene una singularidad aislada en el origen y {z = 0}, {y = 0} son
sus separatrices complejas.

Consideremos la separatriz Ly = {y = 0}\{(0,0}. El lazo v = {|z| = 1,y =
0} parametrizado por v : [0,1] — L, v(t) = (e*%,0) genera a 7 (L1). Escoja-
mos el hiperplano affn 7 = {z = 1} C C? como la seccién transversal a L en el
punto (1,0).

La solucién de (1.33) que pasa por el punto (1,b) € 7 estd dada por
(1) = (eM?, bet2t) (1.2.13)

Notemos que para b = 0 tenemos xo(%\ilit) = ~(t) para t € [0, 1], de esta forma
tenemos A, : (7,(1,0)) — (7,(1,0)) (aqui (7, (1,0)) denota la transversal local
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basada en el punto (0,1))

AL((1,5)) = (1,be3 2™, (1.2.14)

A .
que podemos ver como transformacién lineal de (C, 0) a (C,0), A, (b) = bexi 2™

El grupo de holonomia de L; esta generado por la funcién A,. Para ésta se
satisface N
2

AT (b) =3t <R b

n

Ao Ao
= a4+ 22D
exp()\l + Al) (1.2.15)
N——
n
—e3Enp,

De esta forma el grupo de holonomia queda determinado por el cociente i—f Si

i—f es irracional, el grupo de holonomia es isomorfo a Z; si es racional i—’;‘ = %

con p y g primos relativos, entonces el grupo de holonomia es isomorfo a Zj,.

El teorema de Hadamard-Perron, enunciado a continuacion nos da un criterio
para asegurar la existencia de separatrices a partir de la parte lineal del campo
vectorial.

Definicién 1.34. Sea V un campo vectorial holomorfo definido en una variedad
M. Decimos que una subvariedad W C M es invariante para el campo vectorial
V si para cada x € W, el vector V(x) es tangente a W.

Teorema 1.35 (de Hadamard-Perron). Sea V(x) un campo vectorial holo-
morfo en O(C™,0) con parte lineal Az, tal que Ax tiene dos subespacios inva-
riantes L1, Lo transversales. Si el conjunto de valores propios de A restringido
a Ly puede ser separado por una linea real que pasa por el origen de C del
conjunto de valores propios de A restringido a Lo, entonces el campo vectorial
tiene dos subvarieadades invariantes Wy, Wy tangentes a los subespacios Ly, Lo
respectivamente.

Demostracién. Ver [[IY], Pdgs. 106-109]. O

Observacion 1.36. Para n = 2, consideremos el campo vectorial holomorfo
V(z) = Az +--- en O(C™,0). Si la parte lineal Az tiene dos valores propios
distintos, A1 y A2, el teorema de Hadamard-Perron nos asegura la existencia de
dos separatrices transversales de V().

1.3. Equivalencia formal

A cualquier funcién vectorial formal F' = (Fy, ..., F,) (n-tupla de elementos
en C[[z]]) podemos asociarle una derivacién F = > " | Fi%j € DerCl[z]] del
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algebra C[[z]]; esto es, una aplicacién C - lineal que satisfaga la regla de Leibnitz
F : Cl[z]] = C[[]] F(gh) = g(Ff) + h(Fg). (1.3.1)

Por otro lado, cualquier derivacién F € DerC[[z]] es dela forma F = 37" | Fj 52—

J
con las componentes F; = Fx;. Por campos vectoriales formales nos referimos
a ambas realizaciones, F' € Cl[[z]]™ o F € DerC[[z]].

Definicién 1.37. Decimos que el campo vectorial formal F, tiene una singu-
laridad (en el origen), si todas las series satisfacen F;(0) =0,7=1,...,n. En
otras palabras que satisfagan F; € m, donde m es el ideal mazimal de C[[z]].

Definicién 1.38. Dos campos vectoriales formales F', F' son formalmente equi-
valentes, si existe una transformacion formal invertible H tal que se satisfaga

la identidad
OH

o

en el nivel de series formales.

VF(z) = F'(H(z)) (1.3.2)

Notemos que dos campos vectoriales holomorfos analiticamente equivalentes
son formalmente equivalentes por definicion y por ello cualquier invariante for-
mal serd un invariante holomorfo.

El regreso en general no es cierto, si tenemos campos vectoriales formalmente
equivalentes, no necesariamente seran analiticamente equivalentes pues podemos
perder la convergencia.

Proposicion 1.39. Dos campos vectoriales formales

F(z) =Az +---,

~ (1.3.3)
F(z)=Bx+---
(con los puntos representando términos no lineales) formalmente equivalentes
satisfacen que A y B son matrices similares (existe una matriz invertible P tal
que A= P~1BP).
Por tanto los valores propios de la matriz de linealizacion son un invariante
de la equivalencia formal.

Demostracién. Sea H(xz) = Pz + --- la transformacién formal invertible H
tal que se satisfaga la identidad 1.38. Considerando sélo los términos lineales
tenemos

(P+...)(A3;+...) :B(P$+...)+...)

1.3.4
PAz +---=BPx+--- (1:34)

Por tanto PA = BP y como H es invertible tenemos que P es invertible y por
tanto A = P~'BP. O

La clasificacion formal de campos vectoriales formales depende principal-

mente de propiedades de la matriz de linealizaciéon (%—5)(0) cuando es no cero.
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Definicién 1.40. Sea F' = (Fy, Fy) un campo vectorial formal (u holomorfo
definido en una vecindad de a) tal que a es una singularidad aislada.

La singularidad a es elemental si la matriz de linealizacién (ang))(a) tiene

al menos un valor propio distinto de 0

Decimos que una singularidad elemental es un nodo resonante si el cocien-
te de sus valores propios es un ntimero natural o el inverso de un ntimero natural.

La singularidad es una silla resonante, si ambos valores propios son reales y
su cociente es un nimero racional negativo.

La singularidad es eliptica si A 2 = +iw,w > 0.

Finalmente, la singularidad es una silla-nodo, si tiene exactamente un valor
propio 0.

Definicién 1.41. Una n-ada de ntimeros complejos A = (Aq,...,\,) € C" es
llamada resonante si existen enteros no negativos (a,...,a,) € Z7 tales que
o] = a1 + -+ 4+ @, > 2 y la identidad de resonancia ocurre

)\j =< a, A > (135)

Con < a, A >= a1 A1 + - + ap,.

Una matriz cuadrada es resonante, si la coleccién de valores propios (con repe-
ticién si son multiples) es resonante. Un campo vectorial F' = (Fy,..., F,) enel
origen es resonante si su matriz de linealizacién (%—5)(0) es resonante.
Teorema 1.42 (Teorema de linealizacién de Poincaré). Un campo vec-
torial formal no resonante F(x) = Ax + --- es formalmente equivalente a su
linealizacion F'(x) = Ax.

Demostracion. Ver [[IY], Pdgs. 41-44]. |

Definicién 1.43. Un vector monomial resonante correspondiente a la resonan-

cla Az— < A\, o >= 0 es el campo vectorial monomial Fj, , = xaaim.

Teorema 1.44 (Teorema de Poincaré-Dulac). Un campo vectorial es for-
malmente equivalente a un campo vectorial con parte lineal en su forma canonica
de Jordan y sélo monomios resonantes en su parte no lineal.

Demostracién. Ver [[IY], Pdgs. 44-45]. O

El teorema de Poincaré-Dulac nos aporta informacién sobre un campo vec-
torial formal cuando algtin valor propio de la parte lineal sea distinto de 0, en
cambio cuando todos los valores propios de la parte lineal son 0 todos los mono-
mios seran resonantes. Si le pedimos una condicién extra a los valores propios
tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 1.45 (Teorema de normalizacién de Poincaré). Un campo vec-
torial F' en (C2,0) con parte lineal tal que 0 no es combinacion convexa de los
valores propios A1, Aa de la parte lineal de F' es analiticamente equivalente a el
campo vectorial dado por el Teorema de Poincaré-Dulac.

Demostracién. Ver [[IY], Pdgs. 62-69]. O

En C? tenemos que los campos vectoriales con parte lineal nilpotente distinta
de 0 tienen una forma particular.

Teorema 1.46. Un campo vectorial formal definido en C? con parte lineal
J = y% es formalmente equivalente al campo vectorial

0

T+ lyala) + b)), ala),bla) € Cla]] (1.3.6)

Donde el orden de a(x) y b(x) es al menos uno y dos respectivamente.
Demostracién. Ver [[IY], Pdg. 54]. O

El analisis de campos vectoriales sin parte lineal es posible gracias a la técnica
de explosién de singularidades.
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Capitulo 2

Resolucién de
singularidades

Un analisis razonable de singularidades es posible bajo la hipétesis de que la
parte lineal del campo vectorial que los define no es muy degenerada. Los casos
degenerados pueden ser tratados con transformaciones que alteren la parte lineal
del campo vectorial. La idea en estos 1ltimos, es considerar una transformacién
holomorfa 7 : M — (C2%,0) de una variedad compleja M que transforme una
curva compleja D C M en el punto 0 € C?, mientras que sea un biholomorfis-
mo entre M\D y (C%,0)\{0}. Una transformacién 7 asf definida nos permite
jalar objetos locales (foliaciones, funciones, curvas, 1 — formas, etc.) defini-
dos en (C2,0) a objetos definidos en M. Estas transformaciones son llamadas
desingularizaciones o explosiones.

2.1. Explosion simple

Construyamos una 2-variedad holomorfa M y una transformacién holomorfa
o: M — C? tal que

i) La preimagen del origen sea una curva holomorfa irreducible y compacta
SCcMy

ii) La transformacién o entre M\ S y C?\{0} sea biholomorfa.

Consideremos la transformacién canénica de C?\{0} a la linea proyectiva
P (C) que asocia a cada punto (z,y) # (0,0) diferente de el origen, la linea
{(tz,ty) : t € C} que pasa por este punto.

La gréafica de esta transformacion es una superficie 2-dimensional en la 3-variedad
C? x P1(C). La grafica no es cerrada; para construir la cerradura, tenemos que
agregar la curva excepcional E = {(0,0)} x P;(C) Cc C? x P{(C). El resultado
es una superficie no singular a la que denotaremos por M; por construccién

21
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estd encajada en el espacio 3-dimensional complejo C2? x P1(C) y carga la curva
compacta E = P;(C) =2 §? en ella.

La proyeccién C? x P1(C) — C? restringida a M se convierte en una trans-
formacién

oM — C? o(E) = {0} € C? (2.1.1)
que por construccién es inyectiva entre M\E y C?\{0}.

Definicién 2.1. La transformacién o : M — C? es llamada la transformacion
monoidal (estanddr). La curva analitica E C M serd referida como el divisor
excepcional (estidndar). La transformacién inversa o~ : C*\{0} — M\E es
llamada la transformacion explosion, o simplemente la explosion.

- ~
/’ \\
’ \
/ \
g I 1
f 1
/,_“‘ ‘ )
\
(N ° ”
\""'-....-"
U

Figura 2.1: La transformacién monoidal canénica -

Veamos que M es una variedad no singular. Sean z(z,y) = J, w(z,y) = J
dos cartas afines en la esfera de Riemann P!. Por construccién, w = i

Estas cartas inducen dos cartas afines en los dominios respectivos Vi, V5 en
el producto cartesiano C2 x P'. En estas cartas la gréafica de la transformacién
candnica estd dada por las ecuaciones

y—xz=0 x#0,

r—wy=0 y#O0.
Las superficies definidas por estas ecuaciones se mantienen no singulares
después de la extensién a la linea {x = 0,y = 0} C C3, m4s atin; las funciones

(,7) en la carta Vi y (y, ;) en la carta V3 se convierten en dos cartas de M
definidas en los dominios U; = MINV;, 1 =1,2.

Las transformaciones de transicion entre estas cartas estan dadas por
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z #0,
w # 0.

Por lo tanto M es una variedad holomorfa 2 dimensional no singular.

Y =2T, W=
(2.1.2)
T =Wy, 2 =

S|+

Observamos que la transformacién o : M — C2 en estas cartas es polinomial
y por tanto holomorfa globalmente o |y,= 0; ¢ = 1,2 donde

o1(z, z) =(x,xz2),

(2.1.3)
o2 (y, w) =(yw, y).
El divisor excepcional en estas cartas estd dado por las ecuaciones
ENU; = {x =0},
1= =0 (2.1.4)

EnNU; = {y =0}.

Proposicion 2.2. Sea M una superficie compleja y X C M un conjunto finito
de puntos en ella. Entonces existe una superficie holomorfa M’ y una transfor-
macion holomorfa w: M' — M tal que la preimagen de cualquier punto de %
es una esfera de Riemann E = 7~ 1(p) = P! mientras que es inyectiva entre
M\ Upes E, y M\X.

La restriccion de m en una vecindad de cada esfera E, es equivalente a la
transformacion monoidal estindar o : (M, E) — (C2,0).

Demostracién. Consideremos {U,} un atlas de cartas en M. Usando que M
es Hausdorff pedimos que, para cadap € ¥, p esté en s6lo una carta U, = (C2,0).

Tenemos que M = ||, Us/ ~. Para construir M’ reemplazamos U, con
U, = (M,E), y consideramos U/, = U, cuando la carta U, no interseca a .
La relacién de equivalencia ~ induce una relacién de equivalencia ~', todos los
puntos que no estdn en X tienen preimdgenes unicas en U/,. Por construccién
M'=|],U.,/ ~" es una variedad.

Existen transformaciones naturales 7 : U — U, que coinciden con la trans-
formacién monoidal o, si Uy, N'Y # @ y la identidad si U, N X = (. Estas
transformaciones definen a la transformacién 7 : M’ — M con las propiedades
locales requeridas. U

La transformacién 7=! : M\Y — M’ es llamada la explosién simple del
conjunto finito de puntos 3.

2.1.1. Explosion de curvas analiticas y puntos singulares

Intuitivamente la desingularizacién (explosién) de un objeto en (C2,0) serd
llevarlo de C2\{0} a M\E con o~ ! y luego extenderlo de forma natural en E.
Restringimos los objetos a C2\{0} debido a que ¢ no es inyectiva en E y esto
degenerd los objetos que pasan por el 0.
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Definicién 2.3 (Explosién de curvas analiticas). La explosidn simple de
una curva analitica v = {f = 0} C (C2,0) es la cerradura (en M) de la preima-
gen de la curva « sin el cero,

7 =0 1(v\{0}). (2.1.5)

Proposicién 2.4. Sea vy una curva analitica en (C2,0) y 7 la explosion simple
de la curva 7. Tenemos que 7 es una curva analitica en (M, E) intersecando
al divisor E sélo en puntos aislados. Mds atn, si f es un germen de funcion
analitica de orden n libre de cuadrados en O(C?,0) que describe localmente a
v ={f(x,y) = 0}, entonces la curva 5 es descrita de la siguiente forma en una
vecindad del divisor excepcional:

En la carta (Uy, (z,u)), u = ¥, la curva ¥ es descrita en una vecindad de
E por los ceros de xl (z,uz) y en la carta (Us, (v,y), v = % la curva v es

descrita en una vecindad de E por los ceros de zi (vy, ).

Demostracién. Consideremos la explosién simple o : (M, E) — (C2,0). Como
o~! es un biholomorfismo fuera del origen de (C2,0), basta considerar el caso
cuando 7y cumpla la igualdad v = {f = 0} donde f es una funcién holomorfa de
orden n en 0 y libre de cuadrados, vista como germen de funcién holomorfa en
O(C?,0). Escribamos a f como suma de polinomios homogéneos que aparecen

en la expansion en serie de potencias de f alrededor de 0.

f(zay) = fn(zay) +fﬂ+1(x7y) +fn+2(l'7y) )

donde f,, es el polinomio homogéneo de grado m que aparece en la expansion
en series de potencias de la funcién holomorfa f alrededor de 0.
Fuera del divisor excepional E la preimagen de « sin el 0, 0~ (7\{0}) es igual

ao '({f=0}={foo=0NE.
En la carta (Uy, (7,u)), u = £ tenemos que la funcién holomorfa f oo tiene
la forma
foo(x,u) =f(z,ur)
=fn(@,uz) + foir (@, uz) +- -
:xnfn(]-vu) + mn+1fn+1(1vu) +o
=" (fu(L,u) +2(---)).

Gracias a que tenemos que la interseccién del divisor excepcional E = {z = 0}
con la preimagen o~ 1(v\{0}) es vacia, entonces:

(2.1.6)

_ 1
o O} = (oo =ONE={—f(w,ur) =ONE.  (2.17)
Dado que la funcién I% f(z,uz) es holomorfa en una vecindad de E, en

particular es continua, tenemos que el conjunto {win f(z,ux) = 0} es cerrado y
contiene a la preimagen o1 (7\{0}). Como consecuencia de ello tenemos

FTEVOD) C - (e u) = 0.
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Finalmente, como la interseccién de {-% f(z, uz) = 0} con el divisor excepcional
E = {z = 0} consiste de un ndmero finito de puntos, a saber los puntos (0, t)
donde t es raiz del polinomio f(1,t) = f,(1,t) + 0 (por la ecuacién (2.1.6)),
junto con el hecho de que una funcién holomorfa de dos variables no tiene ceros
aislados, tenemos que o~ 1(y\{0}) = {5 f (=, uz) = 0}.

De forma andloga, en la carta (Us, (v,y)), v = 4 tenemos que o1 (y\{0}) es
descrita por {y%f(vy, y) = 0}. O

Ejemplo 2.5. Consideremos f(z,y) = 2% —y* = (x + y)(x — y) en O(C?,0)
y sea v = {f = 0} la unién de las dos rectas {x = y} U {z = —y}. Tenemos
que en la carta (Uy, (z,u)), u = ¥ el pull-back ¢* f = f o o satisface la igualdad
o f(x,u) = f(z,ur) = 2% — (ux)?. Por tanto la explosién de v, ¥ estd definida
por ¥ = {(1 —u)(1 + u) = 0} en la carta (U, (z,u)). Esto nos dice que 7 es la
unién de 2 rectas paralelas que cumplen ser transversales a E = {x = 0}.

- —

’ ~
’ \
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\ 0 I
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Figura 2.2: La explosion de rectas con distintas pendientes que pasan por el
0 corresponden a lineas paralelas que intersecan transversalmente al divisor
excepcional.

Observacién 2.6. Del ejemplo anterior tenemos que, aunque 7 en (C2,0) es
conexa, la explosion 7 no es conexa en general y més atin la explosién envia rectas
con distintas pendientes que pasan por el origen de (C?,0) a rectas paralelas
transversales al divisor excepcional.

Proposicion 2.7. Consideremos un punto a € E y un germen de un conjunto
analitico en una vecindad de a, {g = 0} donde g € OM, a) libre de cuadrados.
Sila curva {g = 0} interseca transversalmente al divisor excepcional E, entonces
la proyeccion de {g = 0}, o({g = 0}) es el germen de un conjunto analitico
en (C2,0), tal que la explosion simple de v es igual a {g = 0}.

Mds ain, si {g = 0} es irreducible como conjunto analitico en (M, a), en-
tonces v es irreducible como conjunto analitico en (C2,0).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad tomemos coordenadas (z,y) de
forma que @ = (0,0) en la carta (Uy, (z,u)), v = ¥ y g sea un polinomio de
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Weierstrass en la variable u (ver teorema de preparacién de Weierstrass A.16).
En estas coordenadas la condicién de que E N {g = 0} = {a} se traduce en que
z no divida al germen holomorfo g en O(M, 0).

Si g tiene orden k alrededor de 0 podemos escribir a g como

glz,u) = u* — ay ()uf 1 — ag(z)uF % — - ap(x)
con a;(0) #0,a; € C<x>i=1,...,k al ser un polinomio de Weierstrass.
Consideremos f € O(C?,0) dada por
fla,y) = 9" —ar(@)ay* ™" = as(2)2®y* 2 — - ap(@)a.

Tenemos que el germen de funcién holomorfa f satisface que el polinomio ho-
mogéneo de grado k, que aparece en la expansion en series de potencias del
germen holomorfo f, cumple fi(z,y) = y* y ademds f satisface la igualdad
fla,ux) = 2¥g(x,u).

Consideremos la curva v = {f = 0}. Tenemos que la explosién de 7 inducida
por o es descrita por la ecuacién o*y = {f = 0} con f dada por

f(JC,’LLJC) :fk(x, UI) + fk+1(x,ux) + .-
= 2" (fu(tu) +a(-) (2.1.8)

= 2" f(z, ).

De las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.8), tenemos la igualdad f(z,u) = g(z,u), lo
que prueba que o*y = {g = 0} en una vecindad de 0 en M.

Para la segunda parte supongamos que el germen holomorfo g es irreducible
en O(M, a). Veamos que f es irreducible en O(C?,0) por contradiccién, supon-
gamos f = hg en O(C?,0), donde h y ¢q son germenes de funciones holomorfas
de orden m y n respectivamente, no unidades. Como fx(x,y) = y* tenemos que
ho(z,y) = y™ y jn(z,y) = y™ donde h; denota al polinomio de grado j en la
expansién en series de potencias de h. Consideremos {h = 0} y {G = 0} las
explosiones de {h = 0} y {g = 0} respectivamente. Como f(z,ux) = z¥g(x,u)
se tienen las siguientes igualdades:

a*g(z,u) =f(x, ux)
=h(x,ux)q(x,ux)

=(a" (h(z, u)) (2" ((q(z, )))

=" h(z, u)q(z, u).

Por lo tanto g(z,u) = h(z,u)q(z, u). Dado que el germen de funcién holomorfa
g(x,u) es irreducible, entonces alguno de h o ¢ es una unidad en O(M, a).
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Sin pérdida de generalidadad, supongamos que h es una unidad, de esta
forma tenemos h,,(1,u) = c+u(---), ¢ # 0y por tanto hy,(x,y) = ca™ + (---),
lo cual no puede pasar pues h,,(z,y) = y™. Con esto hemos probado que f es
irreducible. 0

Corolario 2.8. Sea f un germen de funcién holomorfa irreducible en O(C?,0)
y v una curve analitica tal que v = {f = 0} en una vecindad de 0. Tenemos
que la interseccion de la explosion simple de la curva v en 0, 7, con el divisor
excepcional E consiste de un punto a € E y ademds ¥ es una curva irreducible
en (M, a).

Demostracién. Consideremos 7 la explosién simple de la curva v en 0 y un
punto a en la interseccién de 7 con el divisor excepcional E. Dado que 7 es una
curva analitica de la proposicién 2.4, tenemos que existe g germen de funcién
analitica en O(M, a) de forma que ¥ = {g = 0}. Consideremos h un divisor
irreducible de g en O(M, a), en particular tenemos {h = 0} C {g = 0} y por
tanto o({h = 0}) C . De la proposicién 2.7 tenemos que como h es irreducible
existe s germen de funcién analitica irreducible en O(C?,0) tal que

o({h =0}) = {s = 0}.

Por tanto {s = 0} C {f = 0} y del lema de Study A.27 tenemos que s divide
a f. Como f es irreducible tenemos que f = su, donde u es una unidad en
O(C?,0) y por tanto {s = 0} = {f = 0}. De la proposicién 2.7 tenemos que
{h = 0} es la explosién simple de v en 0. O

Sea F una foliacién holomorfa singular en (C2,0) con 0 una singularidad
aislada definida por la forma holomorfa w. Por definicion F es una foliacién
no singular en la vecindad (C?,0)\{0}. La preimagen o~1(F) es una foliacién
no singular de M\E generada por la 1-forma o*w, por el teorema 1.20 esta
foliacién puede ser extendida a una foliacién holomorfa singular ¢*F con sélo
puntos singulares aislados en E.

Definicién 2.9 (Explosién de foliaciones). La explosion (simple) de una
foliacion singular F de (C2,0) es la foliacién holomorfa singular de (M, E) ob-
tenida extendiendo la preimagen de la foliacién F, o~!(F) en M.

Si 7 es una explosion compuesta de explosiones simples definimos la explosion
de F, 7*F de forma recursiva.

Ejemplo 2.10. Sea F la foliacién definida por la 1-forma w = A\jzdy — \eydx
en (C2,0).
En la carta (Uy, (z,u)), u = £ de M, la 1 — forma o*w estd dada por
oiw(x,u) =w(z,ux)
=\ zd(uz) — Az (ux)dr
=\ zudz + M\ z2du — douxdz
=z(\ — \o)udz + A\ 22 du.
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Dividiendo entre = para extender la forma a {x = 0} tenemos

(:11 = ()\1 — )\2)Ud$ + )\11‘du

Andlogamente en la carta (Us, (v,y)), v = , tenemos que w en las coordenadas
esta dada por -
(:)2 = ()\1 — )\Q)Udy — /\deu

Asi la foliacién o*(F) en M estd dada por wy; = (A1 — Ag)udx + Ajzdu en la
carta (Uy, (z,u)) y por Wa = (A — A2)vdy — Aaydu en la carta (Us, (v,y)).

De este ejemplo observemos que tenemos dos puntos singulares en M y que
estos puntos singulares tienen parte lineal distinta a el punto singular inicial.

Definicién 2.11. Un punto singular de una foliacién holomorfa F en (C2,0) es
llamado no dicritico, si el divisor excepcional E = ¢71(0) es una separatriz de la
explosién o* F por la transformacion simple monoidal ¢. Un punto es llamado

dicritico en el caso contrario.

Resulta que la condicién de que una foliacién sea dicritica o no se puede leer
con el orden de la 1-forma que la define.

Proposicion 2.12. La singularidad es no dicritica si
ordo(zf +yg) =1+ ordow (2.1.9)

y es dicritica, si

ordo(zf +yg) > 1+ ordow (2.1.10)

Lema 2.13. siw = f(z,y)dz + g(x,y)dy una 1-forma holomorfa definidas en
(C%) de orden n tenemos que en la carta Uy con coordenadas (z,u), u = *, c*w

estd dado por !
*w(x‘u) 1[ “h(z,u)dx + 2?0} g(z, u)du) .
o ="lo o
1 ’ T 1 ’ 19\Z, (2.1.11)
=z"[hp1(1,u) + (- )]de + z(gn (1, w) + z(- - - )du)
y en la carta Uy con coordenadas (v,yj, u="Y, 0*w estd dado por
foer9) = [0 £ (os ) + oih(o, v
oaw(v,y) = o f(v,y)dv + o} h(v,
2 Y y Y 02 Y 1 y)ay (2.1.12)

=y" [hnt1(v, 1) +y(--)]dy + y(fn(v,1) + y(- - )dv]

con h(z,y) = zf(x,y) + yg(x,y).
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Demostracién (Del lema 2.13). Tenemos que en la carta U; con coordenadas
(z,u)

w(z, uz)

=f(z,ux)dx + g(x,uz)d(ux)

=f(z,ux)dx + g(u, ux)(ude + zdu)

=[f(z,ux) + ug(z,uz)|dz + rg(u, uzr)du

ojw(x,u) =

:l[(a;f(m7 uzx) + urg(z, uz))dz + 2°g(u, uz)du) (2.1.13)

[h(z, uz)dz + 2 g(z, ux)du]

»—la|>—l&3

w[a h(z,u)dz + 2*0* g(x, u)du)
y en la carta Uy con coordenadas (v, y)

o3w(v,y) =w(vy,y)

=f(vy,y)d(vy) + g(vy,y)dy
=f(vy,y)(vdy + ydv) + g(vy,y)dy
=yf(vy,y)dv + [vf(vy,y) + g(vy,y)ldy

%Wf (vy,y)dv + (vyf(vy,y) + yg(vy, y))dy] (2.1.14)

:i[lﬁf(v% y)dv + h(vy, y)dy]
:i[gfc’kf(v, y)dv 4+ o™ h(v, y)dy]

Escribiendo a g y a f como suma de polinomios homogéneos tenemos el resul-
tado.
O

Demostracién. [De la proposicién 2.12 | Consideremos 2 casos, cuando
ordo(xf +yg) = 14 ordow y cuando ordy(zf +yg) > 1+ ordyw, tenemos que no
puede pasar que ordp(zf + yg) < 1 + ordow pues ordow = min{ordy f, ordpg}.

Caso 1: Si ordg(zf + yg) = 1 + ordow tenemos x fr,(z,y) + ygn(z,y) # 0,
del lema 2.13 tenemos que la explosién de F en la carta (Uy, (z,u)), u = £ es
descrita por la ecuacién de Pfaff {7 = 0} donde

w1 = [hnt1(L,2) + (.. )]de + z[gn (1, u) + z(...)]du (2.1.15)

Fuera de los puntos singulares tenemos que E = {& = 0} es una hoja local
de la foliacién, pues para ¢ : C — M con ¢(t) = (0,t) tenemos que 3¢(t) =(0,1)
es paralelo a F(¢(t)) = (0, hn+1(1,t)), donde F es el campo vectorlal asociado
alal— forma w.
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El conjunto de singularidades ¥ = Sin(c*F) consiste en las raices aisladas
de la ecuacién

Y={z=0u=u;}, hpt1(l,u;)=0, (2.1.16)

junto con el punto (0,0) en la carta Us si deg,(1,u) < n + 1; esto es, que el
polinomio h,,y1(z,y) sea divisible por z. Por tanto tenemos que {z = 0}\(1, u;)
es una hoja local de la foliacién o*(F) en (M, (0, u;)).

En el caso donde el punto (0,0) en la carta Uz, (v,y)), v =7, sea un punto
singular de la foliacién, de manera andloga tenemos que {y = 0}\(0,0) es una
hoja local de la foliacién.

Caso 2: Si ordg(zf +yg) > 1 + ordow tenemos z fp,(z,y) + ygn(z,y) =0y
por tanto g, (x,y) # 0. Del lema 2.13 tenemos que la explosién de F en la carta
(U, (z,u)) es descrita por la ecuacién de Pfaff wy = 0 con

51 = [hasa(1,2) + 2l )lde + [ga(1,u) + (... )ldu. (2.1.17)

Para los puntos (0,t) con g, (1, z) # 0 tenemos que la composicién del campo
vectorial F' que describe a Wy compuesto con la curva ¢(t) = (0,t) que parame-
triza al divisor excepcional E, F'(0,t) = (gn(1,t), —hn4+2(1,%)) no es paralelo a
a‘g(t) = (0,1) por tanto la hoja que pasa por (0,t) es transversal a {x = 0}, dDe
esta forma E no puede ser separatriz local de ningtn punto singular.

Observacién 2.14. Para el caso no dicritico tenemos de la prueba anterior
que el nimero de singularidades de la resolucién F de la foliacién F en (C2,0)
definida por la 1-forma w = fdx + gdy estan dadas por la forma tangente

hn+1(l‘7y) = xfn(xa Z/) + ygn(m, y)

En efecto las singularidades en Uy estdn dadas por las raices de hy,41(1,u)
en {z = 0} y las singularidades en U, estdn dadas por las raices de hy4+1(v,1)

en {y = 0}.

Maés ain podemos contar singularidades elementales de F con la funcién
hut1(z,y) en el siguiente sentido.

Proposiciéon 2.15. Sea F una foliacion holomorfa singular no dicritica en
(C2%,0) definida por la ecuacion de Pfaff con w = fdx + gdy una 1 — forma
holomorfa . Cada factor lineal ax+by sin multiplicidad del polinomio hyq1(x,y)
corresponde a una singularidad elemental u = —{~(resp. v = —27 de la explosion

F de F en 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que y es un factor
lineal sin multiplicidad del polinomio h,11(x,y).
Para este caso tenemos h,11(1,u) = ur(u) con r(0) # 0.

Tenemos que la foliacién F alrededor del punto (0,0) en la carta (Uy, (z,u)),
u = Y es escrita por la ecuacién de Pfaff {&; = 0} con &; la 1-forma
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w1 = [hnr(Lu) +2(-- - )]de + z[gn (1, u) + (- -+ )]du (2.1.18)
Como
Olhn1(L,u) + (- )] /
+ o (0,0) =ur'(u) +r(u) +z(- - )|0,0) (2.1.19)
=r(0)
y
0x[gn (1, u) + 2(---)] (0,0) = 0 (2.1.20)

ou

Se sigue que la parte lineal de el campo vectorial F asociado a F en una vecindad
de (0,0) en la carta U; estd dado por

O—z[gn(Lu)+z(---)] O0—z[gn (1, u)+a(---)]
Doy F = (0,0) (0,0)

Ox ou
Ohn, 1,u)+ax(--- Ohy, 1,u)+x(---
e U I ONS IR

Como 7(0) # 0, D(o,0)F tiene un valor propio distinto de 0 y asi (0,0) es una
singularidad elemental. 0

Corolario 2.16. Sea F una foliacion singular definida en (C2,0) con 0 una
singularidad no dicritica aislada, si 0 es una singularidad elemental, entonces
las singularidades de la explosion de F en 0, F son de nuevo singularidades
elementales.

Demostracién. Como 0 es una singularidad elemental entonces el orden de la
foliacion F en 0 es igual a uno. Como la parte lineal de la 1 — forma que define
la foliaciéon F en 0 tiene un valor propio distinto de 0, podemos asumir, bajo
un cambio lineal de coordenadas, que la foliacién F es generada localmente en
el origen de (C2,0) por la 1 — forma

w= (ax + by)dx —xdy + - - .
Finalmente, la forma tangente hs(x,y) = (ax + by)x — 2y = x(axz + (b—1)y), se

factoriza en factores lineales y por tanto de la proposicién 2.15, las singularidades
de la explosion F en el divisor excepcional son elementales. O

2.2. Aplicaciones

2.2.1. Eliminacion de puntos singulares no elementales

Teorema 2.17 (I. Bendixon, A. Andreev, A. Seidenberg, S.Lefschetz,
F. Dumortier). Sea F una foliacién holomorfa singular en (C%,0) con 0 una
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singularidad aislada. Tenemos que existe una explosion m compuesta de explo-
siones simples © : (M, D) — (C2,0), de forma que la explosion de la foliacién
F, m*F tiene solo singularidades elementales en D.

El divisor D = 7=1(0) es la unién de un nimero finito de lineas proyectivas
que si se intersecan entre si, entonces se intersecan transversalmente.

Este resultado se probard a lo largo del capitulo tres después de introducir
un invariante holomorfo de foliaciones, la multiplicidad de interseccién y ver
cémo se comporta este invariante bajo explosiones.

Ejemplo 2.18. Sea F la foliacién generada por la 1 — forma w = y2dx — 23dy
en una vecindad de C? alrededor de 0, por la ecuacién de Pfaff w = 0, el 0 es
una singularidad de F y no es elemental pues no tiene parte lineal y por tanto
los valores propios de la parte lineal son ambos 0.

Consideremos F la explosion de F con la transformacién monoidal canénica
o: (MLE) — (C2,0).

En la carta (Uy, (z,u)), u = £ tenemos

woo(x,u) =w(x,ur)

=2%(u — ux)dr — z*du

por tanto en (U, (z,u)), F es descrita por la ecuacién de Pfaff w; = 0 con
@1 = u(1—a)dz—a2du, notamos que en esta carta F solo tiene una singularidad,
la singularidad (0, 0), veamos si es una singularidad elemental. Para ello, consi-
deremos la matriz de linealizacién en (0, 0) del campo vectorial 22 % +u(l—x) a%
dada por

73@;@(0,0) 9ul=2) (0,0) u(0,0) 1—=(0,0)

By

que tiene valores propios 1 y 0, por tanto tiene un valor propio distinto de 0 y
asi (0,0) es una singularidad elemental.

22% 0, ) %-(0,0) ]=B(O’ ! y }

En la carta (Us, (v,y)), v = % tenemos

woo(v,y) =w(vy,y)
=y*(v — yo°)dy + y’dv

y por tanto en (Us, (v,y)), F es descrita por la ecuacién de Pfaff @3 = 0 con
wy = v(1—yv?)dy+ydv, notamos que en esta carta F sélo tiene una singularidad,
la singularidad (0, 0) que no estd en Uy, veamos si es una singularidad elemental.
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Consideremos la matriz de linealizacién en (0,0) del campo vectorial v(yv? —
1)% + ya% dada por

v (yv?— Av(yv? —
el =1(0,0)  2=2(0,0)
9(0,0) 2(0,0)

0 1

il

que tiene valores propios —1y 1, y por tanto (0, 0) es una singularidad elemental.

[3yv2 ~1(0,0) 1)3(0,0)}

Veamos un caso donde no resolvemos la singularidad en la primera explosién.

Ejemplo 2.19. Sea F la foliacién generada por la ecuacion de Pffaf w = 0 con
w 1 — forma dada por

w = (y* 4+ y2*)dx — z'dy

en una vecindad de C2 alrededor del origen. Tenemos que el origen es una singu-
laridad de F y no es elemental pues no tiene parte lineal y por tanto los valores
propios de la parte lineal son ambos 0.

Counsideremos F la explosién de F con la transformacién monoidal canénica
o: (ML.E) — (C2,0).

En la carta (Ui, (z,u)), u = £ tenemos
woo(x,u) =w(x,ux)
=((uz)? + uz*)dz — z*duz
=((ux)? + ur*)de — 2°dy — urtdx
=(uz)?dr — 2°du,
por tanto en (Uy, (z,u)), F es descrita por la ecuacién de Pfaff &7 = 0 con
o1 = uw?de — 23du.

En esta carta tenemos que el (0,0) es un punto singular no elemental, sin em-
bargo después de hacer una segunda explosion en este punto tenemos dos puntos
singulares elementales por el ejemplo anterior.

En la carta (U, (v,y)), v =7 tenemos

woo(v,y) =w(vy,y)
=(y* + y(vy)*)dvy — (vy)'dy
=(y*v + (yo)")dy + (v° + y°v")dv — (vy)*
=y2udy + (y° + y°v®)dv
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y por tanto en (Us, (v,7)), F es descrita por la ecuacién de Pfaff @y = 0 con
Wy = vdy + (y + y*v®)dv.

Notamos que en esta carta F sélo tiene una singularidad, la singularidad (0, 0)
que no estd en Uy, veamos si es una singularidad elemental. Consideremos la
matriz de linealizacién en (0,0) del campo vectorial v{% —(y+ y4v3)a% dada
por

5(0:0) 5,(0.0) _[ 1 0
Qubun(0,0)  22E(0,0) | [3v%y°(0,0) 14 3y%0%(0,0)

b o)

que tiene valor propio 1 # 0, y por tanto (0,0) es una singularidad elemental.

Finalmente la foliacién .7?2 obtenida de explotar M en el punto (0,0) de la
carta U7 con una explosion simple es una foliacién tal que todas sus singulari-
dades son elementales.

2.2.2. Eliminacion de nodos resonantes

Veamos qué pasa con puntos singulares elementales al momento de explo-
tarlos.

Sea F una foliacién holomorfa singular en (C2,0) con 0 una singularidad
aislada definida por la ecuacién de Pffaf {w = 0} con

w=zdy+ Aydr +---=0 A=—— (2.2.1)

donde A1 y Az estdn en C, As # 0. Esto es, 0 es una singularidad elemental.

En la carta (Uy, (z,u)), u = ¥, la explosién simple de la foliacién F en 0, F,

queda determinada por la ecuacién de Pfaff {w7 = 0} donde w; estd dada por
la ecuacién

w1 = A+ Dudx + zdu + . ... (2.2.2)
En efecto, tenemos

ojw =zd(ux) + Auzdz + . ..
=uxdr + rdu + luzxdr + . .. (2.2.3)
=\ + Duzdr + 22du + . . ..

De forma anéloga tenemos que en la carta (U, (v,y)), v = %, la foliacién F
queda determinada por la ecuaciéon
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(A + Dvdy + Aydv + ... (2.2.4)

En efecto, tenemos

osw =vydy + Aydvy + . ..
=vydy + Myvdy + M\y*dv + . .. (2.2.5)
=(A+ Duvdy + Aydv + . ..

Si A # —1 tenemos que la singularidad definida por la ecuacién (2.2.1) es se-
parada en dos singularidades no degeneradas con respectivas razones negativas
A

de valores propios A + 1y 535 al momento de hacer la explosion simple. Esto

sucede de las ecuaciones (2.2.2) y (2.2.4).

Cuando A = —1 corresponde al nodo dicritico zdy —ydx + - - - = 0, o0 al nodo
de Jordan (z + y)dy — ydx + - -- = 0. En el primer caso, al explotar desaparece
el punto singular pues las formas que definen a F 1o son singulares (Ver las
ecuaciones (2.2.2) y (2.2.4)).

Para el caso donde la singularidad {w = 0} sea un nodo de Jordan tenemos
un tnico punto singular, pues su forma tangente es (z +vy)y — yx = y?, para ver
que este punto singular es elemental vemos que en U; @ = zdutuzdutuidz+. ..

ojw =(z + uz)dur — uxdx + . ..
=z(x + ux)du + u(x + ur)dr — uxdr + . .. (2.2.6)
=a(z + ux)du + virdr + . ..

Con estas observaciones tenemos que al explotar puntos singulares elemen-
tales obtenemos puntos singulares elementales.

Proposiciéon 2.20. Para cualquier singularidad de una foliacion holomorfa F
uno puede construir una superficie holomorfa M con una curva analitica D en
ella y una transformacion 7 : (M, D) — (C?,0) que cumplan las condiciones del
teorema 2.17 tal que ™ F tiene solo singularidades elementales en D y ademds
sin nodos resonantes, esto es, singularidades en los que el cociente de los valores
propios de la parte lineal sea un numero natural mayor que 1.

Demostracién. Primero consideremos una foliacién singular F en (C2,0) tal
que 0 es una singularidad aislada de tipo nodo resonante. Haciendo un cambio
de coordenadas podemos pensar en que F estd definida por la ecuacion de Pfaff
{w =0} con

w=zdy—nydr+---=0 neZn>1. (2.2.7)

Al momento de hacer una explosién simple vemos que el nodo es separado en
dos singularidades no degeneradas con respectivas razones negativas de valores
propios —n+ 1y — ", como — 2+ > 0 la singularidad con cociente de valores
propios ——-7 no es un nodo resonante. Haciendo n—1 explosiones con centros
en los nodos resonantes separamos a la singularidad en n — 1 sillas y un nodo
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singular dicritico.

Finalmente consideremos la superficie holomorfa M con una curva analitica
D en ella y una transformacién holomorfa 7 : (M, D) — (C2,0) dadas por el
teorema 2.17, Fy la explosion n#* F My = M.

Construimos 7y : My — Mp_1, k =1,2,..., My = M la explosiéon simple de
todos los nodos resonantes Sp_1 C Mp_; de la foliacion Fr_; obtenida en la
superficie Mj_1

Sea m el maximo de los cocientes enteros de los valores propios de los nodos
resonantes en la explosion 7* F. Este existe pues sélo hay un nimero finito de
puntos singulares. Tenemos que después de m — 1 explosiones simples

’
T =Tm—-19Tm-20"T1 0T,

la explosién de F con 7’ no tiene puntos singulares. ]

2.2.3. Foliaciones integrables

Definicién 2.21. Una foliacién singular F en (C2%,0) dada por la 1 — forma
w con la ecuacién de Pfaff {w = 0} se dice integrable si existe una funcién
holomorfa (germen de funcién holomorfa) u € O(C2,0) tal que w A du = 0.

Ejemplo 2.22. Para una funcién h € O(C?,0) tenemos que la foliacién dada
por la ecuacién de Pfaff {dh = 0} es una foliacién integrable.

A un campo vectorial W de la forma W = g—z% + g—g% se le llama hamil-

toniano.

Observacién 2.23. Una foliacién singular F en (C2,0) integrable no necesa-
riamente estd asociada a un campo vectorial hamiltoniano.

Por ejemplo consideremos la foliacién F dada por {w = 0} con w = 2ydx +
xdy, es integrable pues para f = 2%y tenemos

(2ydx + xdy) A df =(2ydzx + xdy) A (2zydx + 2*dy)
=(2yz? — 2yx?)dx A dy
=0.

Es integrable pero sin embargo como 2y _ 9 £ 1 = 92 no puede ser de la
Yy T
forma df para ninguna funcién f € O(C2,0).

Proposicion 2.24. Sea F una foliacion singular integrable definida por la ecua-
cion de Pfaff {w = 0} con w una 1 — forma en (C?,0), con f € O(C?,0) un
germen de funcion holomorfa tal que w A df = 0. Entonces las hojas de F son
constantes bajo f, esto es, las hojas de la foliacion son componentes conexas de
las curvas de nivel de f.
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Demostracién. Sea V(z,y) el campo vectorial asociado a la 1 — forma w.
Dado que w A df = 0, tenemos que V(z,y) es ortogonal al campo vectorial
gradiente Vf = (%, %). Consideremos una hoja de la foliacién parametrizada
localmente por ¢(t) (dada por el teorema de existencia y unicidad). Dado que
¢(t) parametriza a una hoja de la foliacién, tenemos que el vector V(¢(t)) es

paralelo al vector af;(tt). Junto con el hecho de el vector V(¢(t)) es ortogonal

al vector V f(¢(t), tenemos que el vector Bf;(tt) es ortogonal al vector V f(¢(1)).

Dado que la derivada de f o ¢(t) es igual a V f(¢(t)) - aggt) = 0, tenemos que
fod(t) es constante. O

Observacién 2.25. Consideremos una foliacién singular F en (C2,0) integrable
definida por la ecuacién de Pfaff {w = 0} con w una 1 — forma en (C2,0) y
una funcién holomorfa f € O(C?,0) tal que w A df = 0, tenemos que para un
biholomorfismo H : (C%,0) — (C?,0) se cumple

(H*w) Ad(H* f) = H*(w A df) = 0. (2.2.8)

Por tanto la foliacién G dada por la ecuacién de Pffafian { H*w = 0} es integra-
ble.

Con lo que probamos la siguiente proposicion:

Proposicién 2.26. Sean F y G dos foliaciones holomorfas en (C2,0) tales que
F es analiticamente equivalente a G, entonces F es integrable si y solo si G es
integrable.

Definicién 2.27. Sea w una 1 — forma formal en (C2,0), decimos que w es
formalmente integrable si existe una serie formal f tal que w A df = 0.

Observacién 2.28. Si una 1 — forma holomorfa w en (C2 0) es integrable,
entonces es integrable en el sentido formal.

De manera analoga a el caso holomorfo tenemos

Proposicién 2.29. Siw una 1 — forma formal en O(C?,0) es integrable y H
es una transformacion formal invertible entonces H*w es integrable.

Proposicién 2.30. Si F una foliacion singular en (C2,0) es tal que el 0 es una
singularidad elemental aislada entonces el 0 es una singularidad elemental de
tipo silla resonante, esto es, el cociente de los valores propios de la parte lineal
del campo vectorial que define la foliacién en el origen de (C?,0) es un racional
negativo.

Demostracion. Primero probemos que F no es una silla-nodo.
Por contradicciéon supongamos que F es integrable y con 0 una singularidad

de tipo silla-nodo. Bajo un cambio lineal de coordenadas, podemos suponer que
F estd generada por el campo vectorial

0 0
T+ a(ﬁﬁ,y)% + b(xvy)aiyv
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donde ordga, ordgb > 1. Dadoque 1 =1-14+n- OyO—O 14+n- OconneN
Entonces, por el teorema de Poincare-Dulac, 2 +a(z, y) 2 50 T0(, y) , es formal-

mente equivalente a un campo vectorial formal de la forma z f(y)-2 ot —|— yg(y) By
con f(0) # 0, g(0) = 0 pues tenemos que los monomios resonantes son de la
forma xy™ ‘9 =YY gy

Si la foliacién F fuera integrable entonces la 1 — forma yg(y)dz — x f(y)dy
serfa formalmente integrable. Veamos que yg(y)dz — z f(y)dy no es formalmente
integrable. Sea u(z,y) una serie formal de orden n, n > 0. Si suponemos que

(yg9(y)dz — xf(y)dy) Ndu =0

tendriamos
ou

ya(y )*y+ zf(y ) (2.2.9)

como ordoxf(y) =1y ordoyg(y) > 1, tenemos que ordo o> ordo , esto pasa
solo si el polinomio homogéneo de menor grado que aparece en la expansmn en
series de potencias de u(z,y) es de la forma cy™ con ¢ € C distinto de 0. Sin
embargo esto nos dirfa que x no divide a u(x,y) y por tanto tampoco a ‘3—; lo

cual es una contradiccién pues yg(y) =—zf(y )
De aqui que 0 no puede ser una sﬂla nodo.

Ahora veamos que 0 es una silla, haciendo un cambio lineal de coordenadas
si fuera necesario consideremos

w= [y +a(z,y)ldz + Az + bz, y)]dy,

donde ordya, ordgb > 1 tal que la foliaciéon asociada a la ecuacién de Pfaff
{w = 0}, F es integrable, como es integrable A # 0 pues el punto singular 0 no
es tipo silla-nodo (como acabamos de observar).

Como F es integrable existe una funcién holomorfa u € O(C2,0) que no es
una unidad tal que w A u = 0, esto implica que

ou

o (2.2.10)

ly + ale, yu% — a4 bz, y)]

a“ escribiendo a u como suma de polinomios ho-

y por tanto ordog—z = ordy 5y
mogéneos u(z,y) = un(z,y) —I— Un+1(z,y) + - -+ donde u;(x,y) es un polinomio

homogéneo de grado i tenemos que

% _)\wau"
Yoy = o

(2.2.11)

entonces y | BBL;@:E y | a{%‘, por tanto en u,(z,y) aparece un término de la
forma ax"y® con a # 0, r,s € N, r,s > 0 r + s = n, finalmente tenemos que
sax"y® = rAaz"y® y por tanto A = 2, lo que prueba que el 0 es una singularidad
elemental de tipo silla resonante. -
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Esta propiedad de las foliaciones integrables con singularidad elemental ais-
lada nos da un criterio para decidir cuando una foliacién con una singularidad
elemental aislada no es integrable. Veamos que ser integrable se preserva bajo
explosiones, con ello tendriamos que si en la resolucién de una foliacién con
una singularidad elemental aparece un punto singular que no sea de tipo silla,
entonces la foliacién original no es integrable.

Proposicién 2.31. Sea F una foliacién con singularidad aislada en (C2,0) y
T una explosion compuesta de explosiones simples m = M, OTp_10---0M, T =
o: (M,E) — (C2,0) la transformacién monoidal candnica. Si F es integrable,
entonces ]?, la explosion de F con w, es integrable.

Demostracion. Basta probarlo para cuando m = o, pues el caso general se
deriva inductivamente de este caso.

Sea w una 1 — forma tal que la ecuacién de Pfaff {w = 0} estd asociada a F.
Tenemos que si F es integrable, entonces existe u € O(C?,0) tal que wAdu = 0.
Veamos que @, la 1 — forma en (M, E) tal que {&w = 0} genera a Fla explosién
de F con o, cumple que w A dr*u = 0. Esto, por definicién, nos diria que Fes
integrable.

Sea n = ordow. En la carta (U, (z,u)), u = £, tenemos que
0 =7"(w A du)
=m*w Adr*u
=(z"W) Ndr*u

=z" (W A dr*u),

(2.2.12)

por tanto wAdr*u = 0. De forma andloga en (Us, (y, v)) tenemos que wAdrn*u =
0, por tanto @ A dn*u = 0 en (M, E). De aqui que F sea integrable. O

Ejemplo 2.32. Sea F la foliacién en (C2,0) asociada a la ecuacién de Pfaff
{w =0} con w = (y + 2?)dz + (—2x + 52%)dy, F no es integrable pues (0,0) es
un punto singular elemental que no es un punto singular de tipo silla.

Ejemplo 2.33. Sea F la foliacién en (C2,0) asociada a la ecuacién de Pfaff
{w =0} con w = yz?dr+ (y* — 2°)dy, el (0,0) no es una singularidad elemental.

Consideremos la explosiéon F con la transformacién monoidal canénica o :
(M, E) — (C2,0), en (Uy, (z,u)), u = 4, tenemos
w(z,ur) =uzddr + ((ux)? — 2°)dux
=[ux® + u((ux)* — 2°))dz + z((uz)* — 2°)du (2.2.13)
=23[(u + 2u® — ux?)dx + (2?u? — 2%)du).
La foliacién F estd asociada a la ecuacién de Pfaff {& = 0} en (U, (x,u)) con

w dada por
@ = (u+ zu® — ur?)dr + (2*u — 23)du.
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De aqui vemos que en la carta (Uy, (z,u)), el punto (0,0) es un punto de tipo
silla-nodo. Como (0,0) no es un punto silla resonante, se sigue de la proposicién
2.30 que la explosion F 1o es integrable y por tanto de la proposicién 2.31,
tenemos que la foliacién F no es integrable.



Capitulo 3

Multiplicidad de
interseccion

A lo largo del capitulo se expondrd la teoria necesaria para probar el teorema
de desingularizacién 2.17, introduciendo un invariante formal de la foliaciéon F
y viendo cémo éste se comporta bajo explosiones.

Comenzamos el capitulo definiendo la nocién de divisor en una variedad
compleja M (suma de conjuntos analiticos de codimensién 1 contados con mul-
tiplicidad) y veremos que en el caso de que la variedad compleja tenga dimensién
2, localmente podemos asociarle una funcién holomorfa. Con ello podemos defi-
nir la multiplicidad de interseccién entre divisores, de forma que esta definicién
s6lo dependa del ideal que generan los gérmenes de funciones holomorfas que
definen los divisores respectivos.

Dada una foliacién holomorfa singular en (C2,0) con 0 una singularidad
aislada asociada localmente a la 1-forma w = fdx + gdy, definimos la multi-
plicidad del punto singular 0 como la multiplicidad de interseccién entre los
divisores locales asociados a f y a g. Veremos que esta multiplicidad es un in-
variante formal de la foliacién y veremos como se comporta bajo explosiones, al
final del capitulo se prueba el teorema de desingularizacién 2.17 y se da una cota
al namero de explosiones simples para que se cumpla este teorema en términos
de la multiplicidad del punto singular.

3.1. Divisores

Definicién 3.1. [Divisor| Un divisor D en una variedad compleja M es la
unién finita de hipersuperficies analiticas irreducibles (ver A.23) a las que les
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asignamos una multiplicidad entera. Esto es
D=Y ky-7, (3.1.1)
¥

donde « es una subvariedad analitica de codimensién 1 y k, € Z es distinta
de cero una cantidad finita de veces. El divisor D se dice efectivo si ademas
satisface que para cada hipersuperficie analitica 7, tenemos que k., es mayor o
igual que 0 en la ecuacién (3.1.1).

La suma de dos divisores D y F' en una variedad compleja se puede definir
escribiendo a D y a F' como en la ecuacién (3.1.1); esto es D = Z,y ky-vy
F =3 ly-v. Definimos D + F' como

D+F:=> (Iy+ky)-7. (3.1.2)

Con esta suma podemos pensar a los divisores de M como un grupo abeliano.

Definicién 3.2. [Soporte] El soporte de un divisor D es la unién de todas las
subvariedades analiticas que estan acompanadas con un coeficiente distinto de
cero. Denotamos al soporte de D como |D], con esta notacién tenemos

D= )~ (3.1.3)

k70

Definicién 3.3 (Divisor local). Sea M una variedad compleja. Un divisor
local en un punto a en M es una clase de equivalencia; donde los divisores D y
D’ son equivalentes si existe una vecindad V- C M de a, de forma que D y D’
coinciden en V.

La suma de divisores locales se hereda de la suma de divisores.

En lo siguiente veremos que cada divisor local esta asociado al germen de
una funcién meromorfa de manera natural.

Definicién 3.4. Sea f un germen de funcién holomorfa en O(C?,0). Como
O(C2,0) es un dominio de factorizacién tnica (ver teorema A.20) podemos

escribir a f de la forma
n
f = H fiaia
i=1

donde f; € O(C2%,0) es un germen de funcién holomorfa irreducible para cada
i=1,....,ny a; € N. Definimos el divisor local asociado a f como el divisor
local

D= a;i-{fi =0}, (3.1.4)
i=1
donde { f; = 0} es el germen del conjunto analitico asociado al germen de funcién
fi en 0.
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Observacién 3.5. Se sigue de la definiciéon 3.4 que si f y g son gérmenes de
funciones holomorfas en O(C2,0), entonces el divisor local asociado al producto
fg cumple la igualdad

Dy =Dy + Dy.

Con la observacion 3.5 tenemos una forma de asociar divisores locales no
sélo a gérmenes de funciones holomorfas si no ademds, tenemos una forma de
asociar divisores locales a gérmenes de funciones meromorfas.

Definicién 3.6. Sea h un germen de funcién meromorfa definido en (C2,0).
Como h es meromorfa, podemos escribir a h de la forma h = g donde f y g son
gérmenes de funciones holomorfas en O(C?, 0) sin factores en comiin. Definimos
el divisor local asociado a h como

Dh = Df — Dg. (315)

Proposicién 3.7. Sea D un divisor local definido en (C2,0). Entonces existe
un germen de funcion meromorfa h definido en (C?,0) de forma que D = Dj,.
Mds aun si el divisor local D estd asociado a un divisor efectivo, entonces h es
un germen de funcion holomorfa.

Demostracién. Sea D un divisor en C? tal que D es el germen local asociado
a D en 0. Escribamos a D como suma de subvariedades analiticas de dimensién
compleja 1 contadas con multiplicidad

D:Zk'y'”y
5

donde 7y es una subvariedad analiticay k, € Z es distinta de 0 solo para un nime-
ro finito de subvariedades analiticas . Por definiciéon de subvariedad analitica
de dimensién compleja 1, tenemos que alrededor de 0 existe un germen de fun-
cién holomorfa f, libre de cuadrados en O(C?,0) de forma que {f, = 0} = v
como gérmenes de conjuntos.

Definamos el germen de funcién f como el producto f = II, ff”. Tenemos
que f asi definida cumple ser meromorfa pues k., era distinta de 0 s6lo un niimero
finito de veces y, mds adn, tenemos por construcciéon que D = Dy. El germen
de funcién f es holomorfo si ademds pedimos que cada k. sea mayor o igual que
0, condicién que se satisface si D es un divisor efectivo. O

Definicién 3.8. Un divisor local D definido en (C2,0) se dice irreducible si,
existe un germen de funcién holomorfa irreducible f, de forma que el divisor
asociado a f, Dy, cuample que D = Dy.

Observacién 3.9. Cada divisor local efectivo D definido en (C2,0) se puede
expresar como suma de divisores locales irreducibles. En efecto, gracias a la
proposicién 3.7 tenemos que, D = D¢ con f un germen de funcién holomorfa en
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O(C?,0), desarrollando a f como producto de gérmenes de funciones holomorfas
irreducibles en O(C2,0), f = II", f{**, obtenemos

D = Df = iaiDﬁ.
=1

O

Antes de definir la preimagen de un divisor veamos que la preimagen de
una variedad analitica de codimensién 1 sigue siendo una variedad analitica de
codimensién 1 a través de una transformacion holomorfa entre dos variedades
de la misma dimension.

Lema 3.10. Sean M y N wvariedades complejas de la misma dimension. SiV es
una variedad analitica de codimension 1 en N yxw : M — N una transformacion
suprayectiva, entonces 7~ (V) es también una variedad analitica de codimension
1.

Demostracién. El conjunto 7~1(V) es distinto del vacio al ser 7 suprayectiva.
Tomemos a € m—(V), para ver que es una variedad analitica de codimensién
1. Basta con probar que existe una funcién holomorfa g (definida en un abierto
de M) de forma que {f = 0} =V en una vecindad de a.

Como 7(a) € V y V es una variedad analitica de codimensién 1, existe una
funciéon holomorfa f definida en un abierto U de M tal que localmente V =
{f = 0}. Como 7 es holomorfa, en particular es continua y por tanto 7#~1(U)
es abierto de M y contiene a el punto a. Finalmente tenemos que localmente
g = f o satisface que localmente

T V) =7 ({(f = 0}) = {for =0} = {g =0}

Dado que el punto a € 7~ (V) se tomo de forma arbitraria, probamos que
7-1(V) es una variedad analitica de codimensién 1. O

Definicién 3.11 (Preimagen de divisores locales). Sea 7 : M — N una
transformacién holomorfa suprayectiva entre 2 variedades complejas de la misma
dimensién y ¢ un punto en N. Para un divisor local Dy en (N,a), con f un
germen de funcién holomorfa en O(N,a), definimos la preimagen del divisor
local Dy (en un punto b € 7~1(a)), denotada por 7=1(Dy), como el divisor
local Dyor en (M,b). Viendo a f om como germen de funcién holomorfa en
O(M,b).

En lo siguiente veremos cémo definir preimédgenes de divisores en el caso de
que la transformacién 7 sea un biholomorfismo o una explosién, de forma que
esta definicién coincida con la definiciéon de preimagenes de divisores locales.

Definicién 3.12. Sea 7 : M — N un biholomorfismo entre 2 variedades com-
plejas de la misma dimensién y a¢ un punto en N. Para un divisor local D en IV,
escribamos a D como suma de variedades analiticas contadas con multiplicidad

D:Zkv‘%
gl
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donde 7y es una subvariedad analitica de codimensién 1y k, € Z es distinta de
cero una cantidad finita de veces. Definimos la preimagen del divisor D con la
transformacién 7, denotada por 7~!(D), como el divisor

D) =Y ky o7 ().

77 1(y) es una subvariedad analitica de codimensién 1 gracias al lema 3.10.

Proposicion 3.13. Sea 7 : M — N una transformacion biholomorfa entre dos
variedades complejas de la misma dimension. Para D un divisor en N y un
punto a € N, sea [ el germen de funcién holomorfa en O(M,a) tal que Dy
es el divisor local asociado a el divisor D. Entonces el divisor local asociado
a (D) en (M,7=(a)) es igual al divisor local D¢or, viendo a f om como
germen de funcion holomorfa en O(M, 7w~ (a)).

Demostracién. La prueba se sigue de que los anillos O(M, 7~ (a)) y O(N, a)
son isomorfos, gracias a que 7 es un biholomorfismo. |

El siguiente lema nos permitira definir la preimagen de un divisor D a través
de una explosion.

Definicién 3.14. Sea M una variedad compleja de dimensién 2. Para un pun-
toaen M, sea o : (M’ E) — (M,a) la explosién simple con centro en a. Para
una curva analftica v, la preimagen del divisor « por o, denotado por o= (7) lo
definimos como o~1(v) := nE + 5 donde 7 es la explosién de v y n es el orden
de vy en 0.

Para un divisor D definido en M escribamos a D como suma de variedades
analiticas contadas con multiplicidad

D:Zk.y-v
v

donde 7y es una subvariedad analitica de codimensién 1y k, € Z es distinta de
cero una cantidad finita de veces. Definimos la preimagen del divisor D por o,
denotado por o~1(D) por la ecuacién

o ' (D)= ky- o7l ().

Proposicién 3.15. Con la notacion de la definicion 3.14. St Dy es el divisor
local asociado a el divisor D en (M,a), entonces el divisor local Doy es el

divisor local asociado al divisor o=1(D) en (C%,0), donde b es un punto en
o~ Ya).

Demostracién. Consideremos o : (M, E) — (C2,0) la explosién simple en el
origen de C? y una funcién holomorfa f : (C2,0) — C de orden n en 0. En
la carta (Uy, (z,u)) u = ¥ tenemos que la explosién de la curva {f = 0} es



46 CAPITULO 3. MULTIPLICIDAD DE INTERSECCION

descrita por la curva {f = 0} donde f es la funcién holomorfa en U; dada por

foo(x,u) = f(x,ux) = 2™ f(x,u). Por otro lado, de la definicién 3.11 tenemos
que la preimagen del divisor local Dy con o cumple

0" (Ds) = Doy = D, 5 = nE+ D
O

Definicién 3.16. Para 7 : (M,S) — (C%,0) una explosion compuesta de ex-
plosiones simples y D un divisor en (C%,0) definimos la preimagen del divisor
D con m aplicando la definicion 3.14 de forma recursiva gracias a que cada
explosion es un biholomorfismo fuera del centro de la explosion.

3.2. Indice de interseccion

Sean f,g € O(C?,0) dos gérmenes holomorfos y Dy, D, sus divisores locales
(efectivos) respectivamente en (C2,0).

Definicién 3.17. Decimos que la interseccién de los divisores Dy y D, es
aislada en el origen, si la interseccién de los soportes respectivos consiste solo
del origen localmente. Esto es:

|Df| N |Dy| N (C2,0) = {0}. (3.2.1)

La siguiente proposiciéon nos da un criterio para ver cuando dos divisores
locales tienen interseccion aislada.

Proposicién 3.18. La interseccion de los divisores locales Dy y Dy es aislada
en el origen si y solo si, los gérmenes de funciones holomorfas f y g que los
definen no tienen factores en comiin en el anillo O(C?,0).

Demostracién. Tenemos que V(f) = {f = 0} es el germen asociado al soporte
|Dy|. Consideremos la descomposicién en gérmenes irreducibles de V(f),

V() =V(f)u---UV(f), (3.2.2)

donde f; es un germen de funcién holomorfa irreducible en O(C2,0). Analicemos
la igualdad:

V()NnV(g) =(V(f)u---UV(f;)NV(g)
=(V(g)NV(f1))U---UV(g) NV(f;))-
Para V(g)NV(f;) tenemos dos casos dependiendo si f; divide a g o no. En el
primer caso tenemos V(¢)NV (f;) = V(f;) y en el segundo V(g)NV (f;) = (0,0).
Para probar esto tdltimo, consideramos la parametrizacién holomorfa inyectiva

local ; : (C,0) — C? de V(f;) = {f; = 0}, dada por el teorema de parametri-
zacién de Puiseux A.33 al ser f; irreducible. Localmente tenemos la igualdad

V(i) nVig) ={%t) | go(t) =0}. (3.24)

(3.2.3)
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Consideremos dos casos dependiendo de si el germen de funcién holomorfa
go;(t) en O(C,0) es constante o no.

En el primer caso tenemos que g o 7;(t) = 0 pues g o v;(0) = 0 y por tanto
V(f;) NV (g) = V(f;), lo cual sucede, si y solo si por el lema de Study A.27, f;
divide a g .

En el segundo caso tenemos que {g o v;(t) = 0} consiste de a lo méds un
nimero finito de ceros, acotados por el orden de g o «;(¢) en 0. En particular
t =0 es un cero aislado y por tanto V(f;) NV (g) = v:(0) = (0,0).

Con esto probamos que se cumple que los gérmenes de funciones holomorfas
[y g tienen factores en comin en O(C?,0), 6 bien los divisores locales D¢ y
D, tienen interseccién aislada. 0

Definicién 3.19. Sean f y g gérmenes de funciones holomorfas en O(C2,0).
Para Dy y D, sus divisores locales respectivos con interseccién aislada en 0.
Definimos la multiplicidad de interseccion de Dy y Dy en 0 como la dimensién
del cociente O(C?,0)/ < f,g > visto como espacio vectorial sobre C, donde
< f,g > denota al ideal generado por los gérmenes de funciones holomorfas f
y g

D; " D, = dimcO(C2,0)/ < f,q> . (3.2.5)

Proposicién 3.20. Sean Dy y D, divisores locales en (C?,0), definidos local-
mente por los gérmenes de funciones holomorfas f y g en O(C%,0). Si Dy y D,
tienen interseccion aislada en 0 entonces la multiplicidad de interseccion entre
ellos es finita,

D; "D, < . (3.2.6)

Demostracién. Consideremos las funciones coordenadas = y y en O(C2,0). Por
el teorema de Nullstellensatz A.37 tenemos que z* €< f.g >y 3! €< f,g >
para algunos k,l € N*| gracias a que x y y se anulan en el conjunto {(0,0)} (que
es igual a {f = 0} N {g = 0} por hipétesis). De esta forma el ideal < 2% y' >
estd contenido en el ideal < f, g > y por tanto tenemos la desigualdad

D; " D, < dimcO(C2,0)/ < aF yF > . (3.2.7)

Veamos que la dimensién dimcO(C2,0)/ < z¥,y* > es finita, para ello
notemos que el conjunto {z'y"+ < zF, ¢! >|0<i>k—-1,0<j>1-1}
forma una base de O(C2,0)/ < z*,y' >. Lo cual es inmediato del hecho de que
cualquier germen holomorfo h € O(C?,0) se puede escribir forma

oo o0 k—-11-1
h = chiyjmiyj = chiyjl‘iyj + d Ci,j S C, d e< xk,yl > (328)
=0 5=0 =0 5=0

Por tanto dimcO(C2%,0)/ < z*,y* >= kl y de la desigualdad 3.2.7 se sigue
que la multiplicidad de interseccién entre los divisores D¢ y Dy en 0 es finita,

D" D, < co. =
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Ejemplo 3.21. Tenemos que la multiplicidad de interseccién puede ser arbi-
trariamente grande, para ver ello tomemos los divisores locales D, D, con
k € N*, donde x y y son gérmenes de las funciones coordenadas. Tenemos

D, Dy =dimcO(C?,0)/ < y,a* >
=dimcO(C,0)/ < z* > (3.2.9)
=k.

Observacién 3.22. Para D y D’ divisores locales efectivos con interseccién

. T . . . 0
aislada en 0, tenemos que la multiplicidad de interseccién satisface D - D’ > 1
por definicién.

Proposicién 3.23. Para Dy y D, divisores locales efectivos con interseccion
aislada en 0, asociados a los gérmenes de funciones holomorfas f y g en O(C2,0),
se tienen que los siguientes son equivalentes:

a) D; D, =1,
b) < fog>=<uz,y>,
¢) La transformacion holomorfa (f,g) es invertible localmente.

Demostracién. Primero veamos que (a) implica (b).

Supongamos que quDg = 1. Como ¢(0) = f(0) = 0 tenemos que [ y g estan
en el ideal < z,y > (se puede ver expresando a f y g como serie de potencias),
por tanto < f,g >C< z,y >. Para probar que < x,y >C< f,g > primero vea-
mos que z €< f,g >. Argumentando por contradiccion, si x no esta contenido
en el ideal < f, g >, tenemos que {z+ < f,g >} es base de O(C%,0)/ < f,g >
(pues tiene dimensién compleja Dy ¢ Dy, = 1). En particular, para la funcién
constante 1 tenemos que existe una constante ¢ € C? y dos gérmenes de funcio-
nes holomorfas a y b en O(C?,0), de forma que 1 = cx + af + bg, sin embargo
esto no puede suceder, pues evaluando en (0,0) tendriamos que 1 = 0. Lo que
prueba que x €< f,g >. Se prueba de forma andloga que y €< f,g > y por
tanto tenemos < x,y >C< f,g >. De esta forma < f,g >=< x,y >. Lo que
prueba que (a) implica (b).

Ahora veamos que (b) implica (c).
Supongamos que < f,g >=<uz,y > por el teorema de la funcién inversa
basta ver que {(6 (0), 6—f(0)),( 1(0) 5.(0))} es una base de C? como espacio

vectorial.

Tenemos © = ayf + azg con a, az € O(C?,0) puesto que © €< f,g >.
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Derivando con respecto a x tenemos

_on

1 % (0)
~ (5L 0m© + 52050) + (§L000 + 520s0) G210
_of dg
—%(0)01(0) + %(0)02(0)
De forma andloga derivando respecto a y tenemos
_of 9g
=3y (0)ay1(0) + 3y (0)az(0). (3.2.11)
y por tanto
(1,0) = a1(0) <g£(0), gj;(())) + a2(0) <S‘Z(O), 35(0)) . (3.2.12)

De forma andloga para y = by f + bag tenemos

(0,1) = b(0) (g—i(o), %(@) + by(0) (%(0), g—z(o)) . (3.2.13)

Por tanto {(%(O)7 2—5(0)), (g—fc(O)7 g—Z(O))} es una base de C? como espacio vec-
torial y por el teorema de la funcién inversa se sigue que (f,g) es invertible

localmente. Lo que prueba que (b) implica (c).

Finalmente, que (¢) implica (a) es consecuencia directa de la proposicién
3.34. O

Ahora veamos que la multiplicidad de interseccion se distribuye con la suma.

Teorema 3.24 (Aditividad). Para cualesquiera 3 divisores locales efectivos
D,D’, D" en (C2%,0) tales que los soportes respectivos satisfacen la igualdad
|DIN(|D'|U|D"|) = {0}. Entonces la multiplicidad de interseccion en 0 cumple

D' +D0)=D"D' +D"D". (3.2.14)

Demostracion. Por la observacién 3.7 existen f,g y h gérmenes asociados a
D', D" y D respectivamente alrededor de 0. De la observacién 3.5 se sigue que
el divisor D' + D" estd asociado a Dy¢,. En lo siguiente denotaremos por O al
anillo O(C?,0)/ < h > y a las clases correspondientes los gérmenes de funciones
holomorfas f y g en O por f:: f+ < h>yg:=g+ < h > respectivamente.
Observando que el cociente < h, f > / < h > en el anillo O es generdo por f,
junto con el tercer teorema de isomorfismo tenemos

O(C?,0)/ < h, f >~(O(C*,0)) <h>)/(< h, f >/ <h>)

B/ <F> (3.2.15)
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Y por tanto la multiplicidad de interseccién entre Dy y Dy en 0 satisface la
igualdad

Dy " Dy = dimcO) < J > . (3.2.16)

De forma andloga tenemos
D" Dy =dimc0/ < [ >, (3.2.17)
Dy, " Dpg =dimc0/ < > . (3.2.18)

La transformacion

L:0/<fj>—0/<§>
kt < fGg>—k+<gG> keO

estd bien definida pues el ideal < fﬁ > estd contenido en el ideal < g >,
es una transformacién lineal sobre C y es suprayectiva. El kernel de la trans-
formacién lineal L estd dado por el cociente < g > / < fg > que es isomorfo
linealmente a O/ < g > a través de la transformacién
M:0/<f}>—<g>/<fj>
bt < G >—kf+ < f§>, keO
M:O/<f>—<g>/<fi>
k+ < G >—k+ < § >, keO
Aplicando el teorema de la dimensién de transformaciones lineales en espa-
cios vectoriales de dimension finita a la transformacién L tenemos
dimcO/ < f§ >=dimcKer(L) + dimcImg(L) (3.2.19)
dimcKer(L) + dimc + O/ < g > o

O

Definicién 3.25. Sean D y D’ divisores locales con interseccién aislada en 0,
D’ efectivo. Como D puede ser representado como la diferencia de 2 divisores
efectivos D1, Do tales que la interseccion de D’ con D; es aislada para i = 1,2.
D = D1 — Ds. Definimos la multiplicidad de interseccion de los divisores D vy
D’ en 0 con la ecuacién

p’p :=Dp"D, - D"D, (3.2.20)
Veamos que esta definicion no depende de la eleccién de Dy, Ds.

Escribamos al divisor local D de la forma D = Dy — Dy = D3 — Dy, para
D; divisor efectivo local con interseccion aislada con D, i = 1,2,3,4. De esta
forma,

Dy + Dy = D3+ Ds. (3.2.21)
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Por la proposicion 3.24 tenemos que

DY (Dy+Dy)=D"D,+D" Dy (3.2.22)

DY (Dy+ Do) =D D3+ D" Dy (3.2.23)
de las igualdades (3.2.22) y (3.2.23) se sigue que

D'Di+D"Dy=D"Ds+ D" D, (3.2.24)

y de esta forma
D'D,-D"Dy=D"Ds— D" D, (3.2.25)
=

A lo largo del capitulo 5 del libro Singularities of Differentiable Maps, Volu-
me 1 [AGV] se prueba que esta definicién algebraica de multiplicidad es equi-
valente a las siguientes dos definiciones que, ademas de dar una interpretacién
geométrica y topoldgica de la multiplicidad de interseccién, nos da una forma
de calcularla:

Definicién 3.26. El grado topoldgico de una transformacion suave h entre dos
variedades reales, se define como

topdeg(h) = Z sign dh,
z€h~1(y)

con sign dh, = £1 dependiendo de si dh, preserva o mo la orientacion, y un
valor regular de h (Entendiendo como valor regular a € B de una funcion dife-
renciable f : A — B, si cada punto de f = a es tal que su derivada en ese punto
tiene rango mdzimo como matriz).

Definicién 3.27. El indice ind,[f] de una transformacién f : (C™,a) — (C™,0)
en el punto a es el grado topdlogico de la transformacién

-
1£1]

donde Sﬁ”’l = {z|||lz — a|| = p} vista como transformacién suave entre dos
variedades reales. Si existe una vecindad de a en la cual no hay imagen inversa
del 0 aparte posiblemente del punto a, entonces el indice estd bien definido (Ver
[[Arn89], P&g. 86]).

: Sg“fl(a) — S?”_l(O)

Proposicion 3.28. El indice en a de una transformacion holomorfa
f:(C"a) = (C",0)

es itgual al numero de preimdgenes de un valor regular arbitrario suficientemente
chico.
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Demostracién. Ver [[Arn89], P4g. 90]. O

Definicién 3.29 (topologia de la multiplicidad de interseccién). Sean f
y g funciones holomorfas definidas en (C2,0), consideremos f y g los germenes
asociados a f y a g respectivamente en O(C2,0), tenemos que si los divisores
locales respectivos Dy y Dg tienen interseccion aislada, entonces la multiplicidad
de interseccion entre De y Dg en 0 cumple,

D¢ Dy = indy|(f, 9)]. (3.2.26)
donde (f,g) : (C?,0) — (C2,0).

Como consecuencia de la defincién topoldgica de multiplicidad de intersec-
cién y la proposicién 3.28 obtenemos una forma geométrica de interpretar la
multiplicidad de interseccion.

Definicién 3.30 (geometria de la multiplicidad de interseccién). Con
la notacion de la definicion 3.29 tenemos que la multiplicidad de interseccion
de D¢ con Dg en 0 satisface

Dy " Dy = #{(f.9) = (a,b)} = £{f = a} N {g = b}, (3.2.27)

donde (a,b) cualquier valor reqular de la transformacion (f, g) en una vecindad
conexa alrededor del 0. Podemos tomar un valor reqular gracias al lema de Sard
que implica que el conjunto de valores regulares es denso.

Una consecuencia inmediata de los teoremas 3.30 y 3.29 es la siguiente.

Proposicién 3.31. Para f(z) € O(C,0) de orden p > 1 y para valores lo
suficientemente cercanos a # 0 a 0, se cumple que el nimero de preimagenes de

a es igual a pu, p=t{f(z) = a}.

Demostracién. En efecto consideremos f(z,y) € O(C2,0) por un lado tene-
mos que Dy y D, tienen interseccién aislada en 0 pues f sélo depende de x y
la multiplicidad de interseccién en 0 satisface

D;° D, = dimcO(C2,0)/ < f(x),y >= dimcO(C,0)/ < f(z) >= p. (3.2.28)

Por otro lado, tomemos un valor regular de la transformacién (f(x),y), (a,b)
con el lema de Sard, de forma que por el la definiciéon 3.30 tengamos

D;° Dy =t{f(x) = a,y = b}. (3.2.29)
Junto con la ecuacién (3.2.28) tenemos
Hf(@) =a,y=0b}=p. (3.2.30)
Viendo a f(z) como germen de funcién holomorfa en una variable tenemos
Hf(2) =a} = p.



3.2. INDICE DE INTERSECCION 53

Una herramienta conveniente para calcular la multiplicidad de interseccion
entre dos divisores locales efectivos asumiendo que uno de los dos divisores
locales es irreducible (por el teorema de aditividad), junto con el hecho de
que en el caso de que Dy sea irreducible, es que en este caso, {f = 0} pue-
de ser parametrizado localmente por una transformacion inyectiva no constante
7 : (C,0) — (C2,0) tal que 0 = for € O(C,0) (Ver teorema A.33), es el
siguiente lema.

Lema 3.32. Sean f y g dos gérmenes de funciones holomorfas en O(C2,0) con
f irreducible. Consideremos una parametrizacion holomorfa local inyectiva no
constante 7 : (C,0) — (C2,0) de {f =0}, i.e., 0= for1 € O(C,0)) (dada por
el teorema de parametrizacion de Puiseuz A.33).

Tenemos que los divisores locales Dy y Dy asociados a los gérmenes de fun-
ciones holomorfas f y g, respectivamente en (C2,0) tienen interseccion aislada
en 0 si y solo si, el germen de funcion holomorfa goT no es identicamente cero
en O(C,0). En este caso la multiplicidad de interseccion de Dy con Dy en 0 es
tqual al orden de el germen de funcion holomorfa go T en 0,

Dy Dy = ordo(f o 7). (3.2.31)

Demostracién. La primera parte del teorema es consecuencia directa del lema
de Study A.27 como se probo en la proposicién 3.18. Para la segunda afirmacién
supongamos que el germen de funcién holomorfa g o 7 no es identicamente cero
en O(C,0), donde 7(t) es una parametrizacién local de la curva v = {f = 0}.
Observemos que, de la proposicion 3.31 tenemos

H{f=0,g=>b} =t{goT =b} = ordpg o T, (3.2.32)

para b € C , b # 0 lo suficientemente chica. Del teorema 3.30 junto con la
ecuacidn (3.2.32) tenemos que para probar que la multiplicidad de interseccién
satisface la ecuacién (3.2.31) es suficiente probar que (0,b) es valor regular de
la transformacién (f, g). Probemos esto tltimo viendo que en una vecindad de
0, el conjunto v\{0} consiste solo de puntos regulares de la transformacién (f, g).

Sea J = g—ig—z — g—;g—g en O(C2,0). Tenemos que p € (C2,0) es un punto
regular de la transformacién (f, g) si J(p) # 0. Para ver que en una vecindad
de 0, el conjunto v\{0} consiste solo de puntos regulares de la transformacién
(f,g), consideremos el germen de funcién holomorfa h = J o 7 en O(C,0).
Probemos que h no es idénticamente 0 por contradiccién. Para ello, supongamos
que h es el germen idénticamente 0 en O(C,0). Si para t € C se cumple que
h(t) = 0, entonces los vectores Vf(7(t)) y Vg(7(t)) son paralelos, donde V f =
(%, %) y Vg = (%, g—z) los campos vectoriales gradientes correspondientes
a f y g respectivemente. Como 7(¢) es una parametrizacién local de {f = 0}
tenemos que V f(7(t)) y 7/(t) son ortogonales con el producto punto usual. Por
consiguiente si Vg(7(t)) y Vf(7(t)) son paralelos entonces Vg(7(t)) y 7'(t) son

ortogonales, lo que implica que la derivada de g o 7(t) es 0 pues d(g o 7)(t) =
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Vg(r(t)) - 7'(t), esto implica que si h es identicamente cero entonces g o 7(t) es
constante pues en cada punto su derivada es 0 y mds ain go7(t) es idénticamente
0, pues en 0 vale 0. Como 7 es parametrizacién local de {g = 0} se sigue que
{f =0} C {g = 0} lo que contradice que la interseccién de D con D, sea
aislada.

Asi, hemos probado que los puntos en el conjunto v\{0} son regulares en
una vecindad de 0, y como {f = 0,9 = b} C {f =0} =, se sigue que (0, b) es
valor regular para b lo suficientemente chico. ]

Corolario 3.33. Sea f € O(C2,0) un germen de funcion holomorfa de orden n
finito. Tenemos que para una recta genérica L que pasa por el origen se cumple
que el orden en 0 de f es igual a multiplicidad de interseccion en 0 del divisor
local asociado a f, Dy con la recta L.

Demostracién. Consideremos la recta L = {l = 0} con l(z,y) = y — ax. El
polinomio homogéneo de grado n, f,,(z,y), que aparece en la expansion en series
de potencias de f satisface que el polinomio f,,(1,y) no es idénticamente 0, pues
n = ordpf. Por lo tanto podemos tomar a € C de forma que f,(1,a) # 0.
Como ¢(t) = (t, at) es parametrizacién local de L, se sigue del lema 3.32 que la
mutiplicidad de interseccién entre los divisores locales Dy y L en 0 satisface:

Dy °L =ordy f o 7(t)
=ordy f (¢, at)
=ordy fu(t,at) + fos1(t,at) + -+ (3.2.33)
=ordo fu(1,a)t" + fry1(1,a)t" T + -

=n.
O

Notemos que si dos divisores D y D’ tienen interseccién aislada, entonces la
preimagen de ellos bajo un biholomorfismo también tendra interseccién aislada
al ser una correspondencia biyectiva. Mas atin, tenemos que la interseccion entre
preimégenes de divisores locales es invariante bajo biholomorfismos.

Proposicién 3.34. Sea 7 : (C2,0) — (C2,0) un biholomorfismo con 7(0) = 0.
Para dos divisores locales D y D’ con interseccion aislada en 0, se cumple que
la interseccion de sus preimagenes m—1(D) y 7~ 1(D’) respectivas es aislada.
Ademds, la multiplicidad de interseccion en O satisface:

(D)’

~D)=D"D. (3.2.34)
Demostracién. Sean f y g gérmenes de funciones holomorfas en O(C?,0) aso-
ciados a los divisores D y D’ respectivamente alrededor de 0. Por la proposicién
3.15 tenemos que fom y gom son los gérmenes de funciones holomorfas en
O(C2,0) asociados a los divisores 7~1(D) y m~1(D’) respectivamente. Al ser
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biholomorfismo (en particular biyectiva) tenemos

{for=0yn{gom =0} =n""({f =0} N7~ ({g=0})
=t ({f=0}n{g=0})
=7 ({0})
={0}.

Por tanto, si Dy y D, tienen interseccién aislada en 0 entonces 7—!(Dy) y
7~1(D,) también tienen interseccién aislada en 0. Para la segunda parte to-
memos (a,b) valor regular de (f,g) en una vecindad del origen. Como 7 es un
biholomorfismo, (a, b) es también valor regular de (f, g)om = (fom, gon). Dado
que 7 es un biholomorfismo tenemos que

#{(f,9) om = (a,0)} =tr ' ({(f,9) = (a,0)})
=H{(f,9) o7 = (a,0)}

Finalmente del teorema 3.30 junto con la ecuacién (3.2.35) tenemos que la mul-
tiplicidad de interseccién entre los divisores cumple Dfor y Dgor cumple

(3.2.35)

0 0
Dfo7r . Dgow :Df . Dg.
O

Definicién 3.35. Sea M una variedad compleja, consideremos D y D’ dos divi-
sores locales con interseccion aislada alrededor de un punto a € M. Definimos la
multiplicidad de interseccion de los divisores locales D y D' en el punto a como
la multiplicidad de interseccién entre los divisores locales ¢~ (D) y ¢~1(D’) en
0 € C?, donde ¢ es la carta de M correspondiente al punto a y tal que ¢(0) = a.

En otras palabras si denotamos a la multiplicidad de interseccién entre los
divisores locales D y D’ en el punto a como D ‘D , tenemos:

0
DD :=¢ YD) ¢ (D). (3.2.36)
Definicién 3.36. Decimos que 2 divisores D y D’ definidos en una variedad
compleja M tienen interseccion aislada si la interseccién de sus soportes respec-
tivos |D| N |D’| consiste de un nimero finito de puntos.

Definicién 3.37. Sean D y D’ dos divisores con interseccién aislada definidos
en una variedad compleja M. Definimos el indice de interseccion entre los divi-
sores D y D' como la suma de la multiplicidad de interseccién en cada punto
de la interseccién |D| N |D’|, esto es

D-D'=> D"D (3.2.37)
aeM

Donde sélo los puntos de |D| N |D’| contribuyen en términos no cero.
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Proposicion 3.38. Sea w: M — N es un biholomorfismo entre dos variedades
complejas M y N. Para dos divisores D, D' en N con interseccién aislada, las
preimagenes 1 (D) y 7~1(D) tienen interseccion aislada y satisfacen.

7 Y(D)-mYD)=D-D (3.2.38)
O

Demostracién. Se sigue de la proposicion 3.34.

Consideremos o : (M,E) — (C2,0) la transformacién monoidal (estanddr).
Para D y D’ divisores en C? con interseccién aislada tenemos dos casos, si
el 0 estd o no estd en la interseccion. En el segundo caso, por la proposicién
3.38 las preiméagenes 01 (D) y o~ !(D’) tienen interseccién aislada y cumplen
tener el mismo indice de interseccién que los divisores D y D’. En el primer
caso tenemos que el divisor E esta contenido en el soporte de las preimagenes y
por tanto nos gustaria extender la definicién de indice de interseccién de forma
que las preiméagenes o~ 1(D) y o~ 1(D’) cumplan la ecuacién (3.2.38); esto es,
tenemos que definir el indice de intersecciéon de E consigo mismo. Del ejemplo
2.5 se sigue que este deberia satisfacer E-E = —1.

Lema 3.39. Sea v una variedad analitica de codimension 1 en C? y 75 su ex-
plosién en M con la transformacion monoidal estindar o : (M,E) — (CZ%,0).
Tenemos que la interseccion del divisor v con el divisor excepcional E es aisla-
da y el indice de interseccion entre los divisores v y E es igual al orden de un
germen de funcién holomorfa libre de cuadrados f en O(C2,0) que describe a
en una vecindad de 0,

v-E = ordyf.

Demostracion. Consideremos f un germen de funcién analitica de orden n
libre de cuadrados en O(C?,0). Escribamos a f como suma de polinomios ho-
mogéneos que aparecen en la serie de potencias de f,

f(x,y) = fn(x’y) +fn+1(‘r’y) +e

donde f,, denota al polinomio homogéneo de grado m que aparece en la expan-
sién en series de potencias de f en una vecindad de 0. Sea v = {f =0} y ¥
la explosién de la curva «. De la proposicion 2.4 tenemos que los puntos en la
interseccién de la curva analitica 4 con el divisor excepcional E son descritos en
la carta (U, (z,u)), u = ¥ porlos puntos (0,%) donde f(0,t) = fn(1,£) +0=10
y el punto (0,0) de la carta (Usz, (v,y)), v = § si fu(0,1) = 0. Por tanto la
interseccién del divisor excepcional E y la curva 7 es aislada y més ain, del
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lema 3.32 tenemos
E-5= Z E-5

= orda f(0,t) + ordo f(t,0)

acC

= Z O’I“dafn(].,t) + OTdOfn(tv 1)

aeC
=gradf,(1,t) + ordy fr(t,1)

=n.

(3.2.39)

O

Teorema 3.40. Sea o : (M, E) — (C2,0) la transformacién monoidal estdndar.
El indice de interseccion entre divisores con interseccion aislada en M puede
ser extendido de manera unica para parejas de divisores R y R’ que satisfagan
|R|N|R| C E, como una forma bilineal simétrica con las siguientes propiedades:

a) E-E=-1,

b) Para cada divisor D en (C2,0) se satisface que la preimagen de D con o

satisface o~*(D) - E =0,

¢) Elindice de interseccion de la preimagen de dos divisores D y D’ en (C2,0)
con interseccion aislada coincide con el indice de interseccion entre D vy
D', estoeso Y (D)-oc7Y(D')=D-D'".

Demostracion. Definamos el indice de autointerseccién del divisor excepcional
E consigo mismo en M como —1 y extendamos de forma bilineal el indice de in-
terseccion para parejas de divisores cuyo soporte contiene al divisor excepcional
de forma natural.

Veamos que sucede (b), por bilinealidad basta considerar el caso cuando D es
una curva analitica. Sea f un germen de funcién holomorfa libre de cuadrados
de orden n en O(C?,0) tal que {f = 0} coincida con D en una vecindad de 0.
Por definicién o~1(D) = D + nE donde D es la explosién simple de la curva D
en 0, por bilinealidad suponiendo que E-E = —1 y gracias al lema 3.39 tenemos

o Y(D)-E=(D+nE)-E

=D-E+nE-E
=n-—-n
=0.

Ahora veamos que sucede (c) suponiendo que sucede (b). Al ser o un biholomor-
fismo fuera de 0 basta probar que 0~ (Dy)-0~Y(Dy) = Dy - D, donde Dy y D,
son los divisores locales con interseccion aislada en 0 dados por f y g gérmenes
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de funciones holomorfas en O(C2,0), respectivamente. Mas atin, por bilineali-
dad podemos suponer que f es un germen de funcién irreducible de orden n en

O(C2,0).
De (b) tenemos
o1 (Dy) 0" (Dy) =(Dy +nE) -0~} (Dy)

=D; -0 Y (Dy) +nE- o (D) (3.2.40)
:5} : 0'71 (‘Dg)7

donde lr)\} es la explosién de Dy, del corolario 2.8 tenemos que D\} interseca a

E en un punto a y Dy = D, para s un germen de funcién analitica irreducible

en O(M,a). Por el teorema de parametrizacién de Puiseux existe 7 : (C,0) —

(M, a) holomorfa que parametriza localmente a D, alrededor de a.
Del lema 3.32 tenemos que como s es irreducible en O(M,a) y T es una

parametrizacién local de Dy = D, tenemos
D0 Y (Dy) = Dy - (Dyoy) = ordy(g o o) o 7(t) (3.2.41)

Por otro lado o o 7(t) parametriza a localmente a Dy en 0 pues 7(t) parame-

triza localmente a Dy en una vecindad de la interseccién de Dy con el divisor
excepcional E, al ser f es irreducible se sigue del lema 3.32 que

Dy - Dy = ordyg o (o o7)(t) (3.2.42)
Finalmente de las ecuaciones (3.2.40), (3.2.41) y (3.2.42) tenemos que
o Y(Dy)- o7 (D,) = Dy - D,. (3.2.43)

Por bilinealidad tenemos que para cualquier par de divisores D y D’ con
interseccién aislada en (C2,0) se cumple que 0=*(D) -0~ 1(D') =D - D'. O

Corolario 3.41. Sean f y g dos gérmenes de funciones holomorfas sin factores
en comain en O(C2,0) y sean f y g sus explosiones simples respectivamente en
(M,E). Tenemos la igualdad

Dg-Dg =Dy - Dy —ordog - ordo f. (3.2.44)
Demostracién. Por definicién tenemos que
o Y(Dy) = Dy +nlE

y
o Y(Dy) = D + mE
donde n = ordy f, m = ordpg. En virtud del teorema 3.40, tenemos
D;- Dy =(o=}(Dy) = nE) - (6= (D) — mE)
=01 (Dy) -0 Y (D,) —nE -0 Y(D,;) —mE o~ (Dy) +nmE-E
=Dy Dy — nm.
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3.3. Multiplicidad de interseccion de series for-
males

Tenemos que la definicién de multiplicidad de interseccién (3.19) entre divi-
sores locales en un punto estaba bien definida si los divisores respectivos tenian
interseccion aislada, condicidon que vimos es equivalente a ver que los gérmenes
de funciones holomorfas que definen a los divisores locales no tienen factores
en comun, una condicién meramente algebraica. Veamos que podemos exten-
der la definicién de multiplicidad de interseccién entre divisores locales a series
formales.

Definicién 3.42. Sean f y g series formales en C[[z, y]] sin factores en comun.
Definimos la multiplicidad de interseccion entre f y g como

Dy - D, = dimcCl[z,y]]/ < f,9 >F, (3.3.1)

donde < f,g >r es el ideal generado por f y g en el anillo C[[z, y]] y denotando
por dimcCl[z,y]]/ < f,g >F a la dimensién del cociente C[[z,y]]/ < f,9 >F
visto como espacio vectorial sobre los complejos.

1-forma Veamos que esta definicién realmente extiende la definicién de mul-
tiplicidad de interseccién entre divisores locales en (C2,0).

Proposicion 3.43. Sean f y g gérmenes de funciones holomorfas sin factores
en comiin en O(C2%,0) y vedmoslas como series de potencias convergentes en
C{xz,y}. Tenemos

dimcC{x,y}/ < f,g >= dimcCllz,y]]/ < f,9 >F, (3.3.2)

donde < f,g > es el ideal generado por f y g en C[[z,y]] y a < f,g > al ideal
generado por [ y g en C{z,y}.

Demostracién. Como {f = 0} N {g = 0} = {0} y ¢ no tienen factores en
comin en C{z, y}, tenemos de la proposicién 3.18 que la interseccién de {f = 0}
y {g = 0} es igual a 0. Por Nullsetellensatz tenemos que existen k, I € N* de
forma que ¥, y' €< f,g >C< f, g >F.

Desarrollando a f en serie de potencias

[e.e] oo
f(l‘, y) = Z Zci,jxlyja
=0 j=0

definimos

k 1

flay) =D cja'y.

—11
=0 j

Il
=]

De forma anéloga definimos g(z,y).
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Tenemos que fy g asi definidas cumplen

< fg>=<f,g,2" ' >,

o (3.3.3)
< fvg >p=< f:gva:kayl >F -
Consideremos la transformacion lineal sobre C
¢:C{z,y}/ < fig>—=Clla,yll/ < f,9>F (3.3.4)
ht < fog>— h+ < f,g>F, h € C{z,y} o
De las igualdades (3.3.3) tenemos que ¢ es un isomorfismo lineal. |

Proposicién 3.44. Consideremos H un biholomorfismo formal de (C%,0) en
st mismo visto como un automorfismo invertible de C[[x,y]]. Tenemos que para
f y g series de potencias sin factores en comin en Cl[x,y]], la multiplicidad de
interseccion entre ellos satisface:

Dy - Dg = Dps) - Dry)-
Demostraciéon. Como H es un isomorfismo de C[[z, y]] a C[[z,y]] tenemos

Cllz,yll/ < f,9 >=Cllz,yl]/H(< f,9 >)
~Clla, yl]/(< H(f), H(g) >).

Por tanto la multiplicidad de interseccion entre las series de potencias f y g
satisface '
Dy - Dy =dimcCllz,y]]/ < f,9 >
=dimcCl[z,y]}/(< H(f), H(g) >)

=Dr(s) - Drg)-

3.4. Multiplicidad de un punto singular

Consideremos una foliacién holomorfa singular F definida por la ecuacién
de Pfaff w = 0 con w una 1-forma holomorfa w = fdx + gdy equivalentemente
definida por el campo vectorial holomorfo —g% + f 8% en una vecindad del
punto singular aislado en el origen. Esta condicién implica que Dy y Dy tienen
interseccién aislada.

Definicién 3.45. Sea w = fdz + gdy una 1-forma formal definida en (C2,0),
tal que f y g no tienen factores en comun en C[[z,y]]. La multiplicidad po(w)

0
de w en 0 es la multiplicidad de intersecciéon Dy - Dy.

Proposicién 3.46. Sea w = fdx+ gdy una 1-forma formal definida en (C2,0),
tal que f y g no tienen factores en comin en Cllx,y]] y H = (Hy,Ha) un
biholomorfismo formal de (C?,0) en si mismo. Tenemos que la multiplicidad de
w en 0 coincide con la multiplicidad de la 1-forma inducida por w a través de
H, esto es:

o(w) = po(H*w).
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Demostracién. Tenemos

H*w=foHdH, +go HdH,
0H, 0H 0H OH,

B oH, 1 2 0Hy
=foH( 5 dx + ( oy dy)+go H( e dx + ( oy dy)

o BHl 8H2 8H1 aHQ

)dy.

Por tanto

pro(H"w)
. OH, 0H, OH,
—dsz(C[[x,yH/<f0H6x +gOH8x ,foH 9y +goH

O0Ho -
dy

Comoelideal<foH%+goH3£2,foH8£1 tgoH

(gf > esta contenido
en el ideal < fo H,go H > tenemos que

po(f o Hdx + g o Hdy) < po(H*w) (3.4.1)
De la proposicién tenemos que
wo(fdx + gdy) = po(f o Hdx + g o Hdy) (3.4.2)

De las desigualdades 3.4.1 y 3.4.2 tenemos que
po(w) < po(H"w) (3.4.3)

Finalmente de la desigualdad (3.4.3) para la forma inducida de H*w con la
transformacién H !, junto con H *(H*w) = (H o H™!)*w = w tenemos

po(H'w) < pofw) (3.4.4)
Y por tanto de las desigualdades (3.4.3) y (3.4.4) se sigue que

pro(w) = po(H w).
n

Definicién 3.47. Sea F una foliacién holomorfa singular en (C2,0) tal que el
0 es una singularidad aislada, definida por la ecuacién de Pfaff {w = 0}, donde
w es una 1-forma definida en (C2,0). Definimos la multiplicidad de la foliacién
F en 0 como la multiplicidad de la 1-forma w en 0. Denotamos la multiplicidad
de la foliacién F en 0 como po(F), con esta notacién:

Observacion 3.48. Una primera observaciéon que podemos hacer de la defini-
cién de multiplicidad es que es invariante bajo cambios de coordenadas por la
proposicién 3.46.
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Proposicién 3.49. Sean F y F' dos foliaciones singulares en (C2 0) con 0
una singularidad aislada. Si F y F' son analiticamente equivalentes entonces
las multiplicidades respectivas en 0 satisfacen:

puo(F) = po(F). (3.4.5)

Demostracién. Consideremos la ecuacién de Pfaff {w = 0} que describe a la
foliacién F en 0, donde w es una 1-forma definida en (C2,0). Como F y F’ son
foliaciones analiticamente equivalentes, existe un biholomorfismo ¢ : (C2,0) —
(C%,0) de forma que la ecuacién de Pfaff {¢*w = 0} describe a la foliacién
F’. Finalmente de la proposicién 3.46 tenemos que las multiplicidades de las
1 — formas respectivas en 0 satisfacen:

po(w) = po(¢*w)

y por definicién
po(F) = po(F).
O

Proposicién 3.50. Sea F una foliacién singular en (C2,0) con 0 una singula-
ridad aislada. St la multiplicidad de la foliacion F en 0 es igual a 1 entonces el
0 es un punto singular elemental (con un valor propio distinto de 0 en la parte
lineal del campo vectorial o de la 1-forma que la define).

Demostracién. Sea w una 1-forma que describe a la foliacién F en 0 a través
de la ecuacién de Pfaff {w = 0}, w = fdx + gdy con f y g en O(C?,0). Se
sigue de la proposicién 3.23 que la transformacién (f, g) es invertible en 0 y por
tanto ambos valores propios de la parte lineal de w son distintos de 0, ya que el
producto de los valores propios de la parte lineal de (f, g) es distinto de 0. Con
lo que probamos que el punto singular 0 es una singularidad elemental. O

Observacién 3.51. Sea F una foliacién singular en O(C?,0) con 0 una singu-
laridad aislada. Notemos que si 0 es una singularidad elemental, esto no implica
que la multiplicidad de la foliacién F en 0 sea igual a 1. Por ejemplo, conside-
remos la foliacién F asociada a la ecuacién de Pfaff {xdy + y*dz = 0}. De la
observacién 3.21 tenemos que la multiplicidad de la foliacién F en 0 es igual a
2.

Sea F una foliacién singular de codimensién 1 con sélo singularidades aisla-
das, definida en una variedad compleja M de dimensién 2. El siguiente teorema
nos ayuda a comparar la suma de todas las multiplicidades de la foliaciéon F en
los puntos singulares de ella con la suma de las de todas las multiplicidades de
una explosion simple de F en los puntos singulares respectivos.

Para hacer esto es suficiente considerar el caso donde F tiene una singula-
ridad aislada en (C2,0) y su resolucién dada por la transformacién monoidal
estdndar o : (M, E) — (C2,0).
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Teorema 3.52. Sea F una foliacion singular en (C2,0) con 0 una singularidad
aislada y F la explosion de F con la explosion simple o : (M, E) — (C2,0). Si
0 es un punto singular no dicritico de orden n, se tiene la igualdad

> pa(F) = po(F) = n® =14 n. (3.4.6)
a€k
Demostracién. En lo siguiente, para r un germen de funciéon holomorfa en
O(C?,0) denotaremos por 7, al polinomio homogéneo de grado m que aparece
en la expansién en series de potencias de r alrededor de 0. Consideremos dos
casos; dependiendo de si 0 es o no una singularidad dicritica.

Sea F una foliacién holomorfa singular en (C2,0) con 0 una singularidad
aislada no dicritica de orden n. Sea w = fdx + gdy una 1-forma holomorfa en
(C%,0) de forma que la ecuacién de Pfaff {w = 0} describa a la foliacién F
alrededor de 0. Sea F la explosién simple de la foliacién F en 0. Sin perdida
de generalidad, bajo un cambio de coordenadas lineal de (C2,0) supongamos

que el punto (0,0) de la carta (Us, (v,y)), v = % es un punto no singular de la

foliacién F , estd condicién es equivalente a pedir que x no divida al germen de
funcién holomorfa hy,+1(z,y) = zfn(2,y) + ygn(x,y) en O(C2,0).
Del lema 2.13 tenemos que la foliacién F es descrita en la carta (Uy, (x,u))

por la 1-forma:
@1 = 2~ " [(gth)dz + (0 22g)dul, (3.4.7)

Por definicién y gracias a la distributividad del indice de interseccién en M
tenemos

Z,Ua(f) = ZDQJ*("JFIUIh C'L D:p*("*l)di*g
ackE a
= D:v_("‘*'l)o'{h : Dw_“‘_l)o’i‘g
= (Dg-e+1 + Dozn) - (Dy-n-1) + Dozyg) (3.4.8)
= (~(n+ DE+ 01 (Dy)) - (~(n — DE+ 0~ 1(D,))
— (- D+ DE-E— (n+ 1)(E -0 (D,))
(= D(E- 0 (Dw) + o~ (Dy) -0 (D).
Del teorema 3.40 tenemos que E- o~ !(Dy) =E -0~ (Dy,) =0, y como z no

divide a ¢ al no dividir a g,, los gérmenes de funcién holomorfa h = fx + gy y
g no tienen factores en comiin en el anillo O(C?,0), por tanto del teorema 3.40

tenemos que o~ (D,) - o1 (Dy) = D, ® Dy. Sustituyendo en la ecuacién (3.4.8)
obtenemos:

o(F)=—(n—1)n+1)+0+0+D,"D
%:Eu( ) =—( ) ) h 5.49)
=D, D —(n—1)(n+1).

Para calcular Dy ® Dy, primero observemos que D, "D, = (Dy + Dy) ng

pues los ideales < h,g >=<xf +yg,9 >y < xf,g > son iguales.
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Calculemos D, K Dy; dado que ¢(t) = (0,t) parametriza a E = {z = 0},
tenemos del lema 3.32 que

D, (-JDg = ordpg o ¢(t) = ordyg(0,t)
Como z no divide a g, en O(C?,0) tenemos que

D, (-)Dg = ordpg(0,t) = n.

Por distributividad tenemos
0 0
Dy - Dy = (Dy + Dy) - Dy

=D;'D,+ D, D,
= po(F) +n

Junto con la ecuacién (3.4.9), tenemos

Zua(]?) =po(F)+n—(n+1)(n—1)
acE (3.4.10)

=po(F) —n® +n+1.
O

Teorema 3.53. Sea F una foliacion singular en (C2,0) con 0 una singularidad
aislada y F la explosion de F con la explosion simple o : (M, E) — (C2,0). Si
0 es un punto singular dicritico de orden n, se tiene la tgualdad

Z,ua(}:)z,uo(}")—nQ—n—i—l. (3.4.11)
ack

Demostracién. Sea w = fdx + gdy una 1-forma que describa a la foliacién F
en 0. Si 0 es una singularidad dicritica, notamos que la condicién

hn+1(x7y) = xfn(x7y) + ygn(mvy) = O’

implica tanto el orden de f como el orden de g es igual a n, pues alguno de los
germenes de funcién holomorfa f o g tiene orden n al ser 0 una singularidad
de orden n. Con esta observacién, en la carta (U, (z,u), u = £ de la variedad
compleja M, la explosién de F es descrita por la 1-forma w; donde

_ 1
&1 = =7 [(f(, uz) + ug(w, uw))da + xg(a, uz)du

:% [f(z,u) + ug(z, w)]de + Gz, u)du

con fel transformado estricto (explosién) del germen de funcién holomorfa f y
g el transformado estricto del germen de funcién holomorfa g.
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De forma andloga, en la carta (Us, (v,y)), v = 5 de la variedad M, la explo-

sién F es descrita por la 1-forma ws donde

E‘E = f(U, y)d’U + ;[U (’U, y) + §(U7y)]dy

Por tanto, tenemos la ecuacion

(07t)

2 mF) =D Diifwyiugaa) - Pitw
p€eE teC

(0,0

T Dfoy  Pilpfom+aww)

(0,t) (0,t)
= Z Dx : DE(%U) + Z Df(x,u)+u§(x,u) : Dg(m’u)
teC teC
(0,0) (0,0)

Dy+ D,y = D

(3.4.12)

-D

flvy) wf(v,)+g(v.y)]*

Para expresar de otra forma la ecuacién (3.4.12) observemos que se tiene la
igualdad
D 00 o _ D (0,0)
flow) T Tfow)+aew)] T i)

Pues los ideales < f(v,y),vf(v,y) + g(v,y) >y < f(v,y),9(v,y) > coinciden
en el anillo O(Us, (0,0)).
De forma andloga, tenemos la ecuacién

0, . ©D

D

g(v,y)

D D

Flzu)+ug(z,u) g(z,u) = f(z,u) g(w,u)-
Por otro lado, observamos que
(0,t) (0,0)
D;i-Dg=) Dj,u - Diww +Diuy - Diww
teC
Sustituyendo en la ecuacién (3.4.12), tenemos
~ (0,0) (0,t)
Y uw(F)=Dj-Dg=Dj,., + Dy—= Du - Djzuy (3.4.13)
pEE teC
Por definicién, tenemos
(0,t) (0,0)
E-Dj=> Du * Djeuy+Dy * Dy (3.4.14)

teC

Calculemos D, (Ofo)Dg(v,y) y D, (OZO)D]?(U - Para ello consideremos ¢(t) = (t,0)

una parametrizacién local de {y = 0}. En virtud del lema 3.32 tenemos que

(0,0 rs
Dy " Dy, =ordof o o(t)

ZOTdOf(t, 0) (3.4.15)
=ordy frn(t,1) +0(---)
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De forma andloga, tenemos la igualdad

0,0
Dy " Dy = ordoga(t. 1) (3.4.16)

Sustituyendo las igualdades (3.4.14), (3.4.15) y (3.4.16) en la ecuacién (3.4.13)
tenemos

ZMP(}N—) =Dy Dg —ordo fu(t,1) — E- Dg+ ordogn(t,1). (3.4.17)
pEE

Finalmente, calculemos cada término de la ecuacién (3.4.17). Por el corolario
3.41, tenemos
D};«o Dz =Dy - Dy — ordog - ordy f

=Dy - Dy —n? (3.4.18)
=po(F) —n’
Del lema 3.39, tenemos
- Dy =ordog (3.4.19)
=n

Al ser 0 un punto singular dicritico tenemos f,(z,y)x + gn(x,y)y = 0, eva-
luando en (¢,1) obtenemos la igualdad

y por tanto
ordogn(t,1) = ordo fn(t,1) + 1 (3.4.20)

Finalmente sustituyendo cada termino de la ecuacién (3.4.17) con las igual-
dades (3.4.18), (3.4.19) y (3.4.20) obtenemos la ecuacién (3.4.11).
Ll

Corolario 3.54. Sea F una foliacién holomorfa singular en (C2,0) con 0 una

singularidad aislada de orden mayor que uno y F su explosion simple en 0.
De los teoremas 3.52 y 3.53 tenemos que la suma de las multiplicidades de las
singularidades en F contadas con multiplicidad satisfacen la desigualdad

Zﬂa <,LL0 )

a€eM

Mads ain, dado que la multiplicidad de cada punto es no negativa, tenemos que
la multiplicidad de cada punto singular a € E de la foliacion F es estrictamente
menor que la multiplicidad de 0 en la foliacion F esto es:

f1a(F) < po(F).

Ahora estudiemos qué pasa con la multiplicidad de puntos singulares de
orden uno.
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Proposicién 3.55. Sea F una foliacién holomorfa singular en (C2,0) con 0 una
singularidad aislada de orden uno. Si 0 es una singularidad dicritica entonces la
multiplicidad de la foliacion F en 0 es igual a uno y ademds la explosion simple
de F es una foliacion no singular.

Demostracion. Sea w = fdr + gdy una 1-forma tal que la ecuacién de Pfaft
{w = 0} describe a la foliacién F en 0. Escribamos a f y a g como suma de
polinomios homogéneos que aparecen en la expansién en series de potencias de
f vy g alrededor de 0

fl@,y) =fi(z,y) + folz,y) + -

g(x,y) =g1(x,y) + g2z, y) + - -- (3.4.21)

donde f; es un polinomio homogéneo de grado i. Gracias a que 0 es un punto
singular dicritico tenemos que f1(z,y)z + g1(z,y)y = 0. Como consecuencia te-
nemos que los polinomios homogéneos de orden uno satisfacen simultaneamente
g1(z,y) = —cx 'y fi(z,y) = cy para alguna ¢ € C. Dado que el orden de la folia-
cién F en 0 es uno, tenemos que ¢ # 0, por tanto (f, g) es invertible localmente
y de la proposicién 3.23 se sigue que la multiplicidad de F en 0 es igual a uno,
po(F) = 0. -

Finalmente, la foliaciéon F es no singular como consecuencia del lema 2.13
yaque fi(v,1) =cy g1(1,u) = —c son polinomios constantes distintos de 0. I

Notemos que si 0 es una singularidad aislada no dicritica de orden uno en
una foliacién holomorfa no singular F en (C2,0), tenemos, del teorema 3.52,
que la suma de las multiplicidades de los puntos singulares de la explosién de F
serd uno mayor que la multiplicidad de F en 0. Por tanto no podemos asegurar
que las multiplicidades en las singularidades de la explosiéon de F sean menores
que la multiplicidad de la foliacién F en 0.

Proposicién 3.56. Sea F una foliacién holomorfa singular en (C%,0) con 0
una singularidad aislada de orden uno no elemental.

a) Si la multiplicidad de la foliacion F en 0 es igual a dos, entonces después
de tres explosiones simples consecutivas de F sobre las singularidades de
las foliaciones obtenidas en cada explosion simple obtenemos una foliacion
con solo puntos singulares elementales.

b) Si la multiplicidad de la foliacién F en 0 es mayor que dos, entonces des-
pués de dos explosiones simples consecutivas de F sobre las singularidades
de las foliaciones obtenidas en cada explosion simple obtenemos una fo-
liacion tal que la multiplicidad de cada punto singular es menor que la
multiplicidad de la foliacion F en 0.

Demostracion. Sea w una 1-forma holomorfa que describa a la foliacién F en
una vecindad de 0 a través de la ecuacién de Pfaff {w = 0}. De la proposicién
1.46 tenemos que w es formalmente equivalente a una 1-forma holomorfa v
descrita por la ecuacién:

v =ydy + [a(z) + yb(z)|dx a(x),b(x) € C[[z]], (3.4.22)
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donde el orden de b(x) es al menos uno y el orden de a(x) es al menos dos.
Notemos que la multiplicidad de la 1-forma v en 0 es igual al orden de la
serie de potencias a(x), ordpa(x) = po(v). En efecto tenemos:

I
([,

=dimcCl[z]]/ < a(z) > (3.4.23)
([z]

Como la multiplicidad es un invariante formal, se tiene que po(F) = pu(v)
(ver proposicién 3.46). Como consecuencia de ello, si desarrollamos a la serie de
potencias a(z) = azx? + -+ tenemos que la condicién de que la multiplicidad
de la foliacién F sea dos o mayor que dos es equivalente a que el término agx?
sea distinto o igual a 0.

Caso (a): puo(F) =2.

Queremos probar que después de tres explosiones consecutivas de la folia-
cién F en los puntos singulares que aparecen en cada explosion, obtenemos una
foliacion con sélo singularidades elementales en el divisor excepcional S.

Tenemos que la forma tangente de la 1-forma v es el polinomio 0z +%? = y2.
Por tanto, el inico punto singular de la explosién de la 1-forma v, U es el punto
p descrito por el punto (0,0) en la carta (Uy, (z,u)), u = £ de la variedad M (ver
observacién 2.14). En esta carta la explosién de v es descrita por la ecuacién:

v =—([a(z) + uxb(z) + v’zx]dr + uz?du)

SEE

(3.4.24)

asx + asz® + biaxu + u2)dx + zudu + - - -

—~

donde a(z) = Y2, a;x" y b(x) = Y = jibiz’, az # 0 y los puntos denotan
términos de orden mayor que dos.

La forma tangente de la 1-forma v es el polinomig asx®+0u = asx?, entonces
el inico punto singular de la explosién de U en p, v, es el punto ¢ descrito por
el punto (0,0) en la carta (Ui 2, (2,u)), 2 = ; de la explosién simple de M con
centro en p (ver observacién 2.14). En esta carta la 1-forma ¥ es descrita por la
ecuacion:

U = (agzu + u®)dz + (a22% 4 2uz)du + - -- (3.4.25)

Finalmente, tenemos que la forma tangente (azzu +u?)z + (ag2? + 2uz)u de

v en q es el polinomio zu(2asz + 3u). Por tanto la explosién de v en q tiene tres
puntos singulares elementales (Ver proposicién 2.15). Lo que termina la prueba

en el caso (a).

Caso (b): uo(F) > 2.
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Queremos probar que después de dos explosiones consecutivas sobre los pun-
tos singulares de las foliaciones correspondientes la multiplicidad de cada punto
singular sea estrictamente menor que la multiplicidad de la foliacion F en 0.

De forma andloga al caso (a), la explosién de v tiene una singularidad p
descrita por la ecuacién (3.4.24) con az = 0, en la carta (Uy, (z,u)).

v = (azx? + bizu + v?)dz + zudu + - - -

En este caso, el punto singular p tiene orden 2. Del teorema 3.52 p tiene
multiplicidad B
pp(F) =po(F) —1+1+1=po(F)+1

Y la forma tangente a v en p en estas coordenadas es igual a

(azz® + bizu + up)x + (zu)u = (azz® + bizu + 2u?)x

Como z no divide a azz?+ by xu+2u? tenemos que la explosién de 7 en p tiene al
menos dos puntos singulares (ver observacién 2.14). Del teorema 3.52, tenemos
que la multiplicidad de estos puntos singularidades satisface

> 14l F) = (P =~ 4424+ 1 = o (F).
qeSs

Finalmente, se sigue que la multiplicidad de cada punto singular de la ex-
plosién de 7 en p serd estrictamente menor que po(F). Lo que prueba que si
explotamos la foliacién F en 0 y luego explotamos los puntos singulares que
aparezcan en el divisor excepcional E, la multiplicidad de las singularidades de
estos puntos serd estrictamente menor que la multiplicidad de la foliacién F en
0. O

Demostracion. [del teorema de desingularizacién 2.17] Sea F una fo-
liacién singular holomorfa definida en (C2,0) con 0 una singularidad aislada,
construiremos una sucesién de explosiones que resuelvan una singularidad ais-
lada. Para ello consideremos Fy = F y My = (C2,0). Construimos de forma
inductiva m; : M — Myx_1, k = 1,2, ... la explosion simple de todos los puntos
singulares no elementales ¥ 1 C Mjy_1 de la foliacién Fp_; obtenida en la
superficie My_1. Sea (T, A) un arbol, el conjunto de vértices T cosiste de las
singularidades de cada foliacion singular Fj para k& = 0,1,2,.... Conectamos
cada singularidad con su descendiente en una explosion simple, esto es para una
singularidad a € Fiy1 conectamos al vértice a con el vértice mi11(a).

Sea po(F) la multiplicidad del punto singular 0 en la foliacién F, veamos
que cada singularidad a distancia 2uo(F) + 1 del vértice 0 en el &rbol (T, A) es
una singularidad elemental. Para ello consideremos una rama R que empiece en
el vértice correspondiente a 0, ag = 0,a; € X1,a2 € ¥g,.... Veamos que para
algin k < 2u0(F) + 1 ag es un punto singular elemental. En lo siguiente deno-
tamos por u; a la multiplicidad de los puntos singulares a;. Las multiplicidades
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w; satisfacen que:
(i) Si a; es de orden mayor que 1 p;+1 < p; por el corolario 3.54.

(ii) Si a; es de orden 1, no es un punto singular elemental y u; > 2, entonces
tive < p; por el inciso (b) de la proposicién 3.56.

(iii) Si a; es de orden 1, no es un punto singular elemental y u; > 2 entonces
ai+s es un punto singular elemental por el inciso (a) de la proposicién 3.56.

(iv) Si la multiplicidad p; es igual a 1 entonces a; es un punto singular ele-
mental de la proposicién 3.50.

De esta forma el punto singular elemental a menor distancia del vértice 0 en
la rama R esta a distancia menor o igual a 2(up — 1) +3 = 2o + 1. Junto con el
hecho de que un punto singular de la explosién de un punto singular elemental
vuelve a ser elemental gracias al corolario 2.16, tenemos que las singularidades
a distancia 2ug + 1 tienen que ser singularidades elementales.

Con esto probamos que después de k explosiones simples consecutivas con
k <2up + 1, la foliacién Fy, tiene solo singularidades elementales.

Seam = mpo---om : (M,D) — (C?0), la asercién sobre el divisor D =
771(0) (la preimagen del origen) se puede verificar inductivamente. Para la base
de induccién k = 1 tenemos 0~ 1(0) = E ~ P!

Para la hipétesis de induccién, supongamos que 7~ (D) es la unién de curvas
biholomorficamente equivalentes a P! con interseccién aislada.

Para el paso inductivo consideremos v C M una curva no singular biholomor-
ficamente equivalente a P! y a € v el centro de la explosién simple 7 : M’ — M.
Dado que 7 es un biholomorfismo fuera de a entonces la preimagen de v bajo
T es una curva no singular 5 biholomorficamente equivalente a 7 interseccién
7~ 1(a) ~ P! en el punto donde explotamos, lo que prueba el paso inductivo.

De todo lo anterior tenemos que para una foliacién singular holomorfa F
en (C2%,0) existe una explosién m compuesta de explosiones simples de forma
que las singularidades de explosion de la foliacién F en 0 a través de m son
singularidades elementales contenidas en una curva D = 7~1(0) que es unién
de curvas equivalentes a la linea proyectiva P! con interseccién transversal dos
a dos.

|

De la prueba del teorema, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.57. Sea F una foliacion singular definida en (C2,0) con 0 una
singularidad aislada. Si 0 tiene multiplicidad p, entonces después de 2u + 1
explosiones simples en los puntos singulares correspondientes a cada foliacidn
obtenemos una foliacion F, tal que todos los puntos singulares de la foliacién
F en el divisor evanescente S respectivo a la explosion sean elementales.



Capitulo 4

Problema local de Poincaré

Dada una foliacién holomorfa singular F en (C2,0) con singularidad aislada
en el 0 podemos preguntarnos cuantas separatrices irreducibles tiene F en 0. A
esta pregunta se le conoce como el problema local de Poincaré.

En este capitulo se introduciran las herramientas necesarias para dar una
respuesta parcial al problema local de Poincaré. En el caso en el que nimero
de separatrices de F en 0 sea finito podemos dar una cota del nimero de se-
paratrices a través del orden de la foliacién F en 0; éste es un invariante bajo
biholomorfismos siguiendo las ideas expuestas en [CS].

La siguiente proposiciéon nos da una forma de contar separatrices a través de
un criterio de divisibilidad.

Proposicién 4.1. Sea F una foliacién holomorfa singular en (C%,0) con 0
una singularidad aislada, generada localmente por el campo vectorial holomorfo
F= Fla%l + FQQ%Z, y sea f el germen de una funcion analitica irreducible, en
O(C?,0). Tenemos que la curva { f = 0} parametriza a una separatriz irreducible
de F en 0 si y solo si f divide a la derivada de Lie Lpf = Flg% + FQ% en
0O(C%,0).

Demostracién. Primero supongamos que {f = 0} parametriza a una separa-
triz de F en 0. Como f es un germen holomorfo irreducible, tenemos que probar
que la condicién de que f divida a Lz f en O(C?,0) es equivalente a probar que
{f =0} Cc {Lrf =0}, por el lema de Study.

Para probar que {f = 0} C {Lrf = 0}, consideremos ¢(t) una parametri-
zacién local inyectiva holomorfa de {f = 0} dada por el teorema de parametri-
zacién de Puiseux. Derivando f o ¢(t) = 0 con respecto a ¢ tenemos por la regla
de la cadena, que

o010 6(t)
ot
oy (4.0.1)

20
=“Lio(r)) - 5.

71
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La ecuacién (4.0.1) nos dice que el vector %(qﬁ(t)) es ortogonal al vector

aggt) en C2. Como {f = 0} parametriza a una separatriz irreducible de F y F
es un campo vectorial holomorfo que genera a F, tenemos que 8‘2(:) es un vector
paralelo a F(¢(t)) para toda ¢t en una vecindad de 0 y por tanto tenemos que

g—i(qﬁ(t)) es ortogonal a F'(¢(t)), esto es
_of
T oz

Finalmente, como ¢(t) parametriza a {f = 0} se sigue que f divide a Ly f
en el anillo de gérmenes de funciones holomorfas en 0 O(C2,0).

Lrf(o(t)) (¢(2)) - F(o(t)) = 0.

Para el regreso supongamos que f divide a Lrf en el anillo O(C?,0), y co-
mo antes ¢(t) la parametrizacién local holomorfa inyectiva de {f = 0}. Como
f divide a Lpf tenemos que Lpf(é(t)) = 0 y por tanto F(¢(t)) es ortogonal a

(1))

Por otro lado derivando la igualdad wg—‘f(t) = 0 tenemos, de la ecuacion

(4.0.1), que %(q’)(t)) es ortogonal a a%—gt). El hecho de que el vector %(c{)(t)) sea

ortogonal a los vectores aggt) y a F(¢(t)) nos dice que el vector F(¢(t)) tiene

99(t)
ot

que ser paralelo a el vector pues la dimension compleja del plano tangente

en un punto es 2.

Por tltimo que el vector F(¢(t)) sea paralelo al vector aggt) nos dice que
¢(t) parametriza a una hoja de la foliacién que define F, lo que prueba que
{f = 0} es separatriz de F en 0. |

Definicién 4.2. Si (4, ..., C, son diferentes separatrices analiticas irreducibles
con interseccién aislada en 0 de F en 0 con ecuaciones locales reducidas (sin
términos cuadréticos) {fr = 0}, fr € O(C?,0), entonces la unién C' = U Ck
es una separatriz analitica reducible cuya ecuacién local libre de cuadrados esta
dada por {f =0}, f = L fy.

Proposicion 4.3. Si C es una separatriz analitica reducible cuya ecuacion
local libre de cuadrados estd dada por C = {f = 0} con f = i fr como en
la definicion 4.0.1 entonces f divide a la derivada de Lie Lrf en el anillo de
gérmenes de funciones holomorfas alrededor de 0, O(C?,0).

Demostracién. La prueba se hace inductivamente sobre el niimero de separa-
trices irreducibles n que forman a C. Paran =1, si C = {f = 0} con f germen
de funcién holomorfa irreducible tenemos de la proposicién 4.1 que f divide a
la derivada de Lie Lrf en el anillo O(C?,0)

Para la hipotesis de induccién n = r — 1, supongamos que el germen f de
funcién holomorfa, libre de cuadrados, se escribe de la forma f = H;;i fr don-
de f; es un germen de funcién holomorfa irreducible en el anillo O(C?,0) para
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i=1,...,7—1. Supongamos que si cada f; divide a la derivada de Lie Lrf; en
el anillo O(C2,0), entonces el germen de funcién holomorfa f divide a Lrf en
el anillo O(C?,0).

Para el paso inductivo supongamos que f libre de cuadrados se escribe de
la forma f = II_, f; donde f; es un germen de funcién holomorfa irreducible
en el anillo O(C?,0) para i = 1,...,7 y tal que cada {f; = 0} es una separatriz
irreducible de F en 0. Para g = H;: fr tenemos por hipétesis de induccién que
g divide a Lrg en el anillo O(C?,0) y por tanto f = gf, divide a f.Lrg y por
la proposicién 4.1 tenemos que f,. divide a Lgf,. y por tanto f = gf, divide a
gL f.. Finalmente, por la regla de Leibniz tenemos Lrgf,. = gLrf- + frLFrg,
y como f divide a gLpf, y a f.Lpg se sigue, que f divide a F(gf,) en el anillo
O(C?,0), lo que prueba el paso inductivo. O

Proposicién 4.4. Sea F una foliacion holomorfa singular en (C2,0) con 0 una
singularidad aislada, generada localmente por el campo vectorial holomorfo F
y sea f un germen de funcion holomorfa en O(C?,0) libre de cuadrados. Si f
divide o Lrpf y g es un divisor irreducible de f en el anillo de gérmenes de
funciones holomorfas en ((CQ7 0), entonces {g = 0} parametriza a una separatriz
wrreducible de F en 0.

Demostracién. De la proposicién 4.1 tenemos que para ver que {g = 0} es
una separatriz irreducible de F en 0 basta probar que g divide a la derivada de
Lie Lrg en el anillo O(C2,0). Para ello escribamos a f como f = gh con gy h
primos relativos en el anillo O(C?,0).

Si f divide a la derivada de Lie Lpf tenemos que g divide a Lpf por
transitividad, por otro lado de la regla de Leibniz tenemos que

LFf = Lth = gLFh + hLFg

y por tanto, como g divide tanto a gLrh como a L f, se sigue que g divide a
hLrg = Lrpf — gLph. Finalmente, como ¢ y h son primos relativos, tenemos
que g divide a Lrg lo que prueba que {g = 0} es una separatriz compleja de F
en 0. 0

De lo anterior tenemos que el problema de contar el nimero de separatrices es
equivalente al problema de encontrar un germen holomorfo f libre de cuadrados
tal que su descomposicion como producto de gérmenes de funciones holomorfas

irreducibles tenga el mayor nimero de componentes irreducibles y que cumpla
que f divida a Lgf en el anillo O(C2,0).

Definicién 4.5. El orden de una curva analitica plana C' C (C?,0) en el punto
0 € C, denotado por ordyC, es el grado de la parte principal homogénea de
cualquier serie de Taylor reducida (libre de cuadrados) f que localmente define
el germen de la curva alrededor de C.

Proposicion 4.6. El orden de una union finita de gérmenes de curvas analiticas
planas con interseccion aislada dos a dos alrededor de 0, C' = |J,, Ck, es la suma
de los ordenes respectivos a las curvas Cy que la componen.
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Demostracion. Tomemos C1, ..., C), curvas analiticas con interseccion aislada
dos a dos alrededor de 0, definidas localmente alrededor de 0 por gérmenes
de funciones holomorfas f; € O(C2,0) libres de cuadrados, i = 1,...,n, con
C; = {f; = 0}. Al tener C; interseccién aislada con Cj, i # j, implica que f;
no tiene factores en comun con f; y por tanto f;--- f, es libre de cuadrados y
describe a C' alrededor de 0 pues

c=Jo=Ulfi=0y={f- fa=0}.
k k

Finalmente el orden de C' alrededor de 0 esta dado por

ordoC =ordof1 - fn

= z": ordy f;

|

Proposicién 4.7. Sea F una foliacion singular en (C%,0) con 0 una singula-
ridad no dicritica aislada. Tenemos que si la curva {y = 0} es separatriz de F,
entonces la interseccion del divisor excepcional E y la explosio’n simple (dada por
la transformacion monoidal candnica o : (M, E) — (C2,0)) de la curva {y = 0}
en 0 es una singularidad de F. Donde F es la exploszon simple de la foliacion
F.

Demostracién. Sea F = g(x,y)a% — f(a@y)% un campo vectorial holomorfo
que define a F localmente en 0. Si {y = 0} es una separatriz de _7-' tenemos de la
proposicién 4.1 que y divide a la derivada de Lie Lpy = g(z, y) Y4 f(x, y) % —
f(x,y). Ademds y | fn(x,y) la componente homogénea de grado n de f(x y)
pues el término x™ no puede aparecer en la expansién en la serie de potencias
de f(z,y) si y divide a f.

Tenemos que la interseccién de la explosién simple de la curva {y = 0} con
el divisor excepcional E se encuentra en la carta (Uy, (z,u)), v = £ de M. En
estas coordenadas la explosién de {y = 0} estd descrita por {u = 0}. En esta
carta la explosion simple de F, F , es descrita por el campo vectorial

1 0 0
) = [ w) Fugn (1) 2] )
con n el orden de la foliacién F en 0. Al ser 0 una singularidad no dicritica de F
tenemos que las singularidades de F en la carta U; estan descritas por puntos de
la forma (0, u) con u raiz del polinomio f,(1,u)+ugn(1l, ). Finalmente notamos
que la interseccién de E con {u = 0} es el punto asociado a (0,0) en Uy, y como
y divide a f,,(z,y) tenemos que f,(1,0) = 0 y por tanto f,,(1,0)+0g,(1,0) = 0.
Asi (0,0) es una singularidad de F. |
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Observacion 4.8. De la proposiciéon 4.7 notamos que en una foliacién F sin-
gular en (C?,0) con 0 una singularidad no dicritica aislada tenemos a lo mds
tantas separatrices irreducibles de orden 1 como puntos singulares de la explo-
sién F de la foliacién F dada por la transformacién monoidal canénica. Como F
tiene a lo mas ordyF + 1 singularidades, se sigue que el nimero de separatrices
irreducibles de orden 1 de F en 0 no excede ordyF + 1.

Sin embargo no todas las separatrices irreducibles de F que pasan por el 0
tienen orden 1.

Definicién 4.9. Sea F una foliacién holomorfa singular en (C2,0). Decimos que
0 es un punto singular general dicritico si tiene una infinidad de separatrices,
esto es, hay una infinidad de curvas invariantes (hojas) de la foliacién F que
tienen al origen en su cerradura.

El siguiente teorema nos da una cota superior al nimero de separatrices de
una foliacién en el origen, en el caso de que este sea un numero finito. En lo
siguiente desarrollaremos las herramientas necesarias para probarlo.

Teorema 4.10. Sea F una foliacién holomorfa singular en (C%,0). Si 0 no es
un punto general dicritico, entonces el orden de cualquier separatriz local en 0,
C, satisface la desigualdad

ordyC < ordyF + 1.

En el siguiente ejemplo se exhibe una familia de foliaciones singulares en
donde se satisface la igualdad del teorema 4.10.

Ejemplo 4.11. Sea f un germen de una funcién holomorfa libre de cuadra-
dos de orden mayor o igual que dos en O(C2,0). Consideremos la 1 — forma
df = %dw + g—gdy y sea H la foliacién dada por la ecuacién de Pfaff {df = 0}.

Tenemos que H en una vecindad de 0 es una foliacién singular holomorfa,
cuyas hojas estdn dadas por las componentes de las componentes conexas de
las curvas de nivel {f = ¢}, ¢ € C. En particular {f = 0} es separatriz de f;
ademds si {g = 0} es separatriz irreducible de H entonces g divide a f y por
tanto

ordgC = ordy f = ordgH + 1. (4.0.2)

Demostracion (del ejemplo). Primero veamos que el 0 es una singularidad
aislada de H, para ello procedamos por contradiccién, esto es supongamos que
existe un germen de funcién holomorfa irreducible u € O(C2,0) con u(0) = 0

tal que u divide simultdneamente tanto a % como a %. En este caso, para
¢(t) una parametrizacién local de {u = 0}, tenemos g—i(qﬁ(t)) = %(qﬁ(t)) =0.

Consideremos la composicién f o ¢(t). Derivando con respecto al pardmetro ¢
tenemos

AL (ot Lot ) - 250 o (1.03)
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De la ecuacién af%—(f(t) = 0 tenemos que f o ¢(t) es una funcién constante.
Como ¢(0) = 0 tenemos f o ¢(t) = 0, por tanto {u = 0} C {f = 0} que es
equivalente, por el lema de Study, a que el germen u divida al germen f en

O(C?,0). Escribiendo f = ug, donde g es un germen de funcién holomorfa y

. : s Of _ Oug __ , 0Og ou
derlvando8 J{” , tenemos de la regla de Lealbmz 83—;3 = —gz = ugl + g%, Como u
I . ) u o _ g 1
divide a 3 tenemos que u divide a g3 = 5 — ug,. Como g y u no tienen

factores en comun se sigue que u divide a g—g y por tanto u(x,y) es constante
en z. De forma analoga llegamos a que u divide a %Z y por tanto que u(z,y) es
constante en y. Como u es constante en x y en y tenemos que u es constante.
Lo que prueba que 0 es singularidad aislada de H.

Ahora veamos que las curvas de nivel de la funcién holomorfa f describen
de manera local a las hojas de la foliacién H. Para ello, consideremos ¢(t)
solucion de la ecuacion diferencial © = H (xg (dada por el teorema de existencia
y unicidad 1.3), donde H(z,y) = %% - 8—_{;% es el campo vectorial asociado
a la foliacién H. Derivado f o ¢(t) respecto al pardmetro ¢ tenemos

oreel) (ﬁwu)), a—f(sb(t))) 20

(4.0.4)
- (gi@)(t)), gi(ap(t))) : (gi«b(t)), —g£(¢(t))>

Y por tanto f o ¢(t) es constante digamos f o ¢(t) = ¢, lo que significa ¢(t)
estd contenida en {f = c}.

Para ver que {f = 0} es una separatriz de H en 0 basta con probar que
el germen de funcién holomorfa f divide a la derivada de Lie Ly f gracias a
la proposiciéon 4.4. Como Ly f = %% — %% = 0 se sigue que f divide
trivialmente a Lz f en O(C?,0). Ahora veamos que si una hoja £ de H, es tal
que £ U {0} es una curva analitica entonces £ C {f = 0}. Notemos para cada
¢ # 0 hay una vecindad de 0 que no interseca a f = ¢ ya que f(x) — ¢ es una
unidad en O(C2,0). De esta forma, si {r = 0} es una separatriz irreducible de
H, entonces {r = 0} C {f = 0} y por el lema de Study r divide a f, de aqui
que para cada separatriz C' de H se cumple

ordgC < ordy f = ordgH + 1. (4.0.5)

En particular la igualdad se cumple para C' = {f = 0}. |
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4.1. Peso de una componente del divisor evanes-
cente

Consideremos 7 : (M, S) — (C2,0) una explosién obtenida de componer una
sucesion finita de explosiones simples empezando en (C2,0), S = Uy Ly, L; =~ P;.

Definicién 4.12. Sea x € S un punto en el divisor evanescente. Decimos que
x es un punto medio, si pertenece sélo a una componente L;. En otro caso lo
llamamos punto esquina.

’
! -
/ ‘\\
I! \
[ \‘
' .

1 Punto medio Punto esqulna:
‘\ [
\ Fl
\ /
~ /

-~ /
> ’

4

-~
--'"'""'hn-—-"

Figura 4.1: Distintos puntos en el divisor evanescente.

Proposicion 4.13. Consideremos a € L; C S punto medio de L; componente
de S y sea 7 : (C%,0) — (M,a) una seccién transversal holomorfa a S en el
punto a € L;. Entonces 7 (la imagen de 7 : (C%,0) — (M, a)) es el germen de
una variedad analitica irreducible en (M,a).

Mads atn gracias a la proposicidn 2.7 tenemos que w(7) es una variedad
analitica irreducible en (C2,0).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, tomemos coordenadas locales (z, y)
en (M,a) de tal forma que L; = {x = 0} en (M,a). Si 7: (C,0) — (M,a) es
transversal a {x = 0} en 7(0) = a, entonces {(0,1), agit) (0)} deberfa ser un

conjunto linealmente independiente. Esto sucede si 8Tét(t) (0) # 0 y por tan-
to 71(t) es invertible por el teorema de la funcién inversa. Considerando una
reparametrizacién de 7(t) con 7 ' (t) tenemos que

T(r () = (t (i (1)

parametriza a {mo(7; ' (x)) —y = 0} que es irreducible pues g(z) — y, g(0) = 0
es irreducible como germen de funcién holomorfa en O(M, a).
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Para la segunda parte consideremos m = 01 0 g3 0 - - - 0 0 la descomposicion
de 7 en explosiones simples. Usando un argumento inductivo, cuando k£ =1 la
proposicién 2.7 nos da el resultado. Supongamos que es cierto para k — 1; por
la proposicién 2.7, la curva o (7) es irreducible y por hipédtesis de induccién
tenemos que 01 0 g9 o - - - 0_1(0k(7)) es irreducible. |

Lema 4.14. Para cualquier seccion transversal holomorfa 7 : (C,0) — (M, a) a
el divisor excepcional S en un punto a € L que pertenezca sélo a una componente
LCS (sia€ L,NL; entonces i = j), tenemos que el orden de la proyeccion
y=mor1:(C,0) = (C2,0) no depende de la eleccién de la seccion transversal
stempre y cuando el punto a pertenezca solo a una componente L.

Demostracién. Sean 7y 7' dos secciones transversales a la misma componente
L en dos puntos a, a’ que s6lo pertenezcan a la componente L y no a otra com-
ponente, y sean v y v’ los ordenes respectivos a las curvas y = 7(7) y ' = 7 (')
en (0 respectivamente.

Por la proposicién 4.13 tenemos que tanto 7 como ' son irreducibles co-
mo gérmenes de conjuntos analiticos en ((C2, 0), por tanto v y v/ coinciden con
el nimero de puntos en la interseccién entre las curvas v, 4’ con una linea
le = {l = €} para una funcién lineal genérica | = y — ax y cualquier ¢ lo sufi-
cientemente pequena 0 # € (ver el corolario 3.33).

Consideremos la foliacién no singular G en (C2,0) definida por la ecuacién
de Pfaff dl = 0, donde dl = 1dy — adz y a € C. Las hojas de esta foliacién
estdn descritas por las rectas {I = €} y por tanto la foliacién G sélo tiene una
separatriz alrededor de 0, {I = 0}.

La explosion G de G con 7 es una foliacién singular en M. Después de
la primera explosién simple tenemos un punto singular s € E descrito por
dl = (u — a)dx + zdu en la carta U;. Escogemos una direccién ! de tal for-
ma que s € E no sea explotado de nuevo por m, a esta condicién sobre la linea [
la llamamos condicién genérica. Las singularidades de G consisten ademads de s,
de singularidades en las intersecciones de componentes suaves del divisor excep-
cional pues al explotar un punto no singular que es no dicritico obtenemos una
singularidad elemental obtenemos una singularidad elemental no dicritica, més
aun como explotamos sélo puntos no dicriticos tenemos que las componentes de
S son hojas de la foliacién.

Tenemos que tanto 7 como 7’ son transversales a la misma hoja L € G. Por
tanto la transformacién de holonomia A, ;+ entre 7y 7" a lo largo de las hojas de
G esté bien definida. Por tanto el nimero de intersecciones entre Ce = (!
con cada una de las secciones transversales 7, 7/ es la misma para cualquier
€ # 0 lo suficientemente pequena, A, (C.N7') =Cc. N .

O

Gracias a este lema podemos asociarle un peso a cada componente.
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\
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Figura 4.2: Consideramos la interseccién de la perturbacién de una recta canéni-
ca con las proyecciones de las transversales a L.

Definicién 4.15. El peso w(L) de una componente L C S = m—1(0) con res-
pecto a la explosién 7 : (M, S) — (C2,0) es el orden de cualquier proyeccién
mo T para cualquier seccion trasversal 7 en M a L en un punto que sélo esté en
L pero no en otra componente.

Observacién 4.16. De la prueba del lema 4.14 el peso w(L) de una componente
L C 7=1(0) puede ser definido también como el orden de la restriccién de m*{
en una seccion transversal a L irreducible en cualquier punto medio a € L para
una funcién lineal genérica [ : C? — C.

Los pesos de las componentes pueden ser calculados recursivamente si 7 es
representado como una composiciéon de explosiones simples.

Asumamos que S = UL, L; es la unién de lineas proyectivas con intersec-
ciones transversales S = 7~1(0) y tomemos un punto a € S.

Después de una explosion simple ¢ con centro en a obtenemos una variedad
M’ con un nuevo divisor evanescente S’ € M’ y la cadena de transformaciones

(M,a Sla]E) 04> (Ma Sa a) L) ((CQ,O,O)

El divisor excepcional E C M’ es una nueva componente de S’ mientras que
todas las otras componentes de S’ son explosiones de viejas componentes de S.

La composicién ' = ocom : (M',S") — (C?,0) es una explosién. De-
notemos por w’(L’) a los pesos de las componentes suaves del nuevo divisor
evanescente S’, para distinguirlos a los pesos asociados con la transformacién

71 (M, 8) — (C2,0).

El centro de la explosion a puede ser un punto esquina o un punto medio, en
ambos casos tenemos que la suma de los pesos de la preimagen E = 0=1(a) es la
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suma de los pesos de las componentes. Més atin tenemos la siguiente afirmacién,

Lema 4.17. Los pesos de las componentes L;- C 8’ que son explosion de las
componentes respectivas Lj C S, se mantienen igual w'(L’;) = w(L;).

El peso w'(E) del divisor excepcional E = o~1(a) C S’ es igual a la suma de
los pesos de las componentes de S que pasan por a

WE) = > w) (4.1.1)

L:acLCS

Demostracién. Para la primera afirmacién tomemos 7/ una seccién transversal
de L, en un punto distinto de a, que sea punto medio, o(7’) es transversal a L;
pues o es un biholomorfismo fuera de a, mas atin

w(L;) = ordom o g o 7' = ordom’ o 7' = w'(L})

Para la segunda afirmacion, tomemos coordenadas locales alrededor de a de tal
forma que la componente o las 2 componentes de S que contienen a a son ejes
coordenados (z,y) € (C2,0).

Consideremos el pullback 7*1 de una funcién lineal genérica [ como en la
prueba del lema 4.14 y tal que la explosion de [ no pase por a. Veamos que en
estas coordenadas

4.1.2
z'y*h(z,y) en el caso de que a sea punto esquina. ( )

“ {y“’h(z, Y) en el caso de que a sea punto medio,
i =

h(0,0) # 0, donde v y w son los pesos de las componentes respectivas {x = 0},
{y = 0} del divisor evanescente S.

Tenemos que {x = €} es transversal a {y = 0}, y mds ain podemos tomar
€ # 0 lo suficientemente chico para que (0, €) sea un punto medio de la compo-
nente correspondiente a {y = 0} y asi w = ordom*l(2,y) |{z=e} ¥ PO tanto y*
divide a 7*I(x,y).

Andlogamente cuando {x = 0} parametriza localmente a otra componente
del divisor evanescente con peso v tenemos que zv divide a 7*l(x, y).

Falta ver que h(0,0) # 0. si 2(0,0) = 0 entonces la curva de nivel {7*] = 0}
en una vecindad de a tendra una rama tal que su proyeccién es una separatriz
compleja de la foliacién dl = 0 lo que contradice la eleccion de [.

Para completar la prueba del lema tomemos una seccién transversal 7 :
(C,0) — (M’,a’) al divisor excepcional E = o0=(a) C M’ en un punto medio
a’ € E. Sin pérdida de generalidad tomemos a’ de forma que podemos parame-
trizar una vecindad de o’ con coordenadas (z,u) de tal forma que {x =0} = E
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localmente y o(z,u) = (x,ux), en estas cartas podemos tomar la transversal

7(t) = (¢, ¢) tal que 7(0) = a ¢ # 0.
Tenemos que o(7(t)) = (¢, ct) y por tanto tenemos de la observacién 4.16
w(E) = ordy(n')*l |r= ordym*l |sor= ordom*I(t, ct)

y de 4.14 tenemos que

W(E) = {w en el caso de que a sea punto medio, (4.1.3)

v+ w en el caso de que a sea punto esquina.

]

Proposicién 4.18. Consideremos o(M,E) — (C2,0) la transformacién mo-
noidal estandar, tenemos que
wE)=1

Demostracién. Consideremos la carta (Uy, (z,u)), u = £ y sea 7 = {u = c}
transversal a {x = 0} tenemos o(7) = {y — cx = 0}, por definicién

w(E) = ordp{y — cx =0} = ordpy — cx = 1.
O

Un caso particular de curvas transversales a S son hojas de una foliacién F
cuya cerradura sea transversal a S en un punto medio pues su proyeccion es una
separatriz, del lema 4.14 tenemos la siguiente obsevacién.

Observacién 4.19. Consideremos una foliacién singular F en (C2,0) y 7 una
explosién compuesta de explosiones simples, si tenemos una hoja £ transversal
al divisor evanescente S en un punto medio de una componente L entonces su
proyeccién m(L£) es una separatriz irreducible de orden w(L), esto sucede por
ejemplo si Fla explosién de F con 7 tiene un punto singular de tipo silla en un
punto medio de S.

Con esta observacién podemos ver que una foliacién F en (C2,0) con un
punto singular dicritico 0 tiene una infinidad de separatrices en 0 (hojas de la
foliacién cuya cerradura es una curva analitica que pasa por 0).

Proposicién 4.20. Sea F una foliacion singular en (C%,0) y F su explosion
en (M, E) con la transformacion monoidal candnica o. Si 0 es una singularidad
dicritica, podemos encontrar una infinidad de puntos en el divisor excepcional
E tales que para cada punto a € I la hoja en F que pasa por a es transversal al
divisor excepcional E.

Demostracion. Consideremos una foliacion holomorfa singular dicritica en
(C2%,0) definida por la ecuacién de Pfaff {w = 0} con w = fdz + gdy una
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1-forma holomorfa. Consideremos F la explosién de F dada por la transforma-
cién monoidal canénica o : (M, E) — (C2,0).

En la carta (Uy, (x,u)) de la variedad M tenemos que F es descrita por la
1— forma w =0,

1

W[(f(a:, uz) + ug(x, ux)dr)dr + xg(x, ux)du

w(x,u) =
=(fnr1(L, ) + ugniai(L,u) + 2(-- - ))dr + (gn(1, u) + (- - - )])du

donde f; denota al polinomio homogéneo de grado ¢ que aparece en la expansion
en serie de potencias de f. Gracias a que el origen es un punto singular dicritico
de la foliacién F, tenemos que el polinomio g(1,¢) es distinto de 0 y por tanto
gn(1,a) # 0 para una infinidad de valores a complejos.

Sea ¢(t) la solucién de la ecuacién diferencial asociada a la 1 — forma @

& == (gn(Lu) +x(-)
U =(frny1(1,u) + ugng1(Lu) +2(---))

en el punto (0, a) de la carta (Uy, (z,u)) (¢(t) dada por el teorema de existencia
y unicidad). Derivado ¢(t) respecto a t tenemos

o¢

00 0.0) = Ao (L, )5+ (faa (1,0) + agaa (1))

ox %}
con A € C, distinto de cero.

Finalmente, si ¢,(1,a) # 0, tenemos que los vectores g—f(o,a) y % son
ortogonales en el plano tangente a (0,a) en la variedad M, por tanto ¢(t) es
transversal a el divisor excepcional E. ]

Corolario 4.21. Cosideremos una foliacién holomorfa singular F en (C2,0).
Si existe una explosion m : (M, S) — (C2,0) formada por explosiones simples,
tal que la explosion de F con T, f, tiene un punto singular dicritico en el
divisor evanescente S entonces 0 es un punto singular general dicritico (con

una infinidad de separatrices).

Demostracion. Para p un punto singular dicritico de la foliacién F en el divisor
evanescente S. Consideramos la explosiéon simple con centro en p

o: (M, S E)— (M,S,p).

y la explosion con centro en p de la foliacién F , o*F. En virtud de la propo-
sicién 4.20, tenemos que una infinidad de hojas de la foliaciéon o*F cortan de
manera transversal a la componente o~!(p) = E del divisor evanescente S’. La
proyeccién bajo la explosion o o de cada una de estas hojas es una separatriz
de orden w(c~!(p)) (Ver observacién 4.19). O
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4.2. Orden evanescente

Definicién 4.22. Sea F una foliacién singular en (C2,0), para una separatriz
de orden 1, v, en 0 escogemos coordenadas (z,y) de forma que v = {y = 0}
en estas coordenadas tenemos que un campo vectorial que define a F tiene la
forma

Flayy) =" Plo) + yQ(a.y) -+ yR(o,) 5

con P(0) # 0.

Definimos el orden evanescente de v en F, s0(F,7) :=n.

Para otro campo vectorial G que defina a F tenemos que G = pF con
1(0) # 0 por lo que »(F,v) no depende de la eleccién del campo que defina a
F.

Teorema 4.23. Sea F el germen de una foliacion holomorfa singular no dicriti-
ca en (C2,0) y F su explosion generada con la transformacion monoidal estdndar
o: (M,E) — (C%0). Entonces

> su(F.E) = ordo F + 1. (4.2.1)

ackE

Y si vy es una separatriz irreducible de F de orden 1 en 0 y 7 es su explosion
que interseca a E en el punto a =5 NE, entonces

a(F,7) = 30(F,7) — ordo F + 1. (4.2.2)

Demostracién. Sea F = g(z,y) 2 — f(x, y)a% un campo vectorial holomorfo
que genera a F alrededor de 0. Denotemos F, = gn(x,y)a—ar — fn(:v,y)a% a
la parte principal homogénea de orden n = ordyF del campo F. Sin pérdida
de generalidad podemos asumir que todas las singularidades de la foliaciéon F
estan descritas por la carta (Uy, (z,u)) v = ¥ de M haciendo previamente un
cambio de coordenadas de forma que g,(z,y) sea regular en y (y por tanto
fn(z,y) + ygn(z,y) sea regular en y), en esta carta el campo vectorial F' que
define a F toma la forma

P, = (L) + uga(L,) + 2 )]~ lga(L,w) ++- ]2

Como en (Uy, (z,u)) E es igual a {z = 0}, de esta forma
#(0,a) (.7-~'7 E) = orda fn(1,u) + ugn(1, u). (4.2.3)
Sumando sobre todas las a € C tenemos
Z 2(0,a) (]?7 E)= Z ordg fr (1, u) + ugn (1, u)
' :g:adfn(l, u) + ugn (1, u) (4.2.4)
=ordyF + 1.
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Para la segunda parte tomamos coordenadas (z,y) de forma que v = {y =
0}, en estas coordenadas un campo vectorial F' que defina a F alrededor de 0
tiene la forma

F(z,y) = 2™ P(z) + yQ(z, y)% + yR(z, y)(% (4.2.5)
con P(0) # 0, m = »(F,7).

En (Uy, (z,u)) tenemos ¥ = {u =0} y F es generado por el campo vectorial

(zFy (z, ux)3 + [Fo(z,ux) — uFy(x, ux)] g

1 1
o) :? Ox 5 5 o) (4.2.6)
= (@ P@) Ul Y+l )5
con n = ordyJ. Por tanto
#a(F,7) =m+1—n=3(F,7) +1— ordyF (4.2.7)
O

Definicién 4.24. Consideremos 7 : (M, S) — (C2,0) una explosién compuesta
de explosiones simples y F una foliacién en (C2,0).

Sea S = |J L; la descomposicién del divisor evanescente de la explosién 7 y
F la explosién de la foliacién F en M.

Para a € S tenemos a € L; para i, definimos:

ol Fo L) = {xa(]f, L;) s? a es un punto medilo,

#a(F,L;) —1 siaesun punto esquina.
Teorema 4.25. Sea F una foliacion singular en (C%,0) y m: (M, S) — (C2,0)
una explosion compuesta de explosiones simples, de forma que en cada explosion
simple no explotamos puntos singulares dicriticos de la foliacion obtenida en la
explosion correspondiente de F.

Entonces la suma de todos los drdenes evanescentes de F' a lo largo de todas
las componentes del divisor excepcional cumple la igualdad

SN w(Ly)kalF L) = ordg F + 1 (4.2.8)

L; a€lL;

Demostracién. Por induccién sobre el ntiimero k de explosiones simples que
componen a m = 7 O M1+ OTq.
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Base de induccién. El caso k = 1 corresponde al teorema 4.23.

Hipdétesis de inducciéon. Supongamos que para una explosién
7 (M, S) — (C?,0)

se cumple que
Z Z Vo (F',Lj) = ordgF + 1. (4.2.9)
L; acL;

Paso inductivo. Los términos que contribuyen algo a la suma son los puntos
singulares, por tanto son los tinicos puntos que estudiaremos. Tomemos un punto
singular b € S de F’ no dicritico y consideremos la explosién simple de M en b

o (M',S'E)— (M,S,b).

Consideremos F” la explosién de F con la explosiéon @ = o o ' y denotemos
por L; a la explosién simple de la componente L; a través de la explosién o,
S'=JL;UE.

Queremos probar que se cumple la igualdad

Zw Veo(F" E +ZZ (L})ka(F", L)

ackE L’ a€L)

_ZZ Lj)ka(F', Ly).

L; acL;

(4.2.10)

Tenemos dos casos para b € S; si b es un punto medio o un punto esquina
del divisor evanescente S.

Caso 1 (b es un punto medio) Si b € L; entonces E interseca a L] en un
punto esquina singular b’ € L] y tenemos w(E) = w(L;) (ver lema 4.17).

Figura 4.3: Explosion de un punto medio.

Dado que b’ es un punto esquina y el inico punto esquina en la componente
o~1(b) = E del divisor evanescente S’ tenemos las igualdades
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> ka(F'E) =" 2 (F'E) - 1. (4.2.11)

a€k ack

wyy (F") = s (F", L7) — 1. (4.2.12)

En virtud del teorema 4.23, tenemos las igualdades

> a(F'E) = ordyF' + 1. (4.2.13)
a€cR
y
ko (F, Ly) = sa(F', Li) — ordy F' + 1 (4.2.14)

De las ecuaciones (4.2.11) y (4.2.13) se sigue la ecuacién

Zﬁa(}"",E) :Z%a(}'”,]E) -1

ack a€l
=(ordyF' +1) -1
=ordyF.

(4.2.15)

De las ecuaciones (4.2.12) y (4.2.14) tenemos la igualdad

‘%27(‘7://71;/1') :%ll)(]:HvL;) -1

:(%b(-F/7Li) — OT‘db.F/ + 1) -1 (4216)
= (F', L;) — ordyF'.

Sumando las ecuaciones (4.2.16) y (4.2.16) junto con el hecho de que se

cumple la igualdad w(E) = w(L;) = w(L}) al ser b punto medio en la componente
L; (ver lema 4.17)

> kalF E)w(B) + ki (F, Li)w(L;) =56 (F', Li)w(L;)
ack (4.2.17)
:Hb(f/, Lz)w(LZ)

Finalmente gracias a que o es un biholomorfismo fuera de b, lo que prueba
el paso inductivo en el caso 1, tenemos que para los puntos a € S"/{b}, a en la
componente L; se cumple

ka(F', Lj)w(L;) = Kq(F", L;-)w(L;-) (4.2.18)
donde o’ =o' (a) € L.

Sumando sobre todos los puntos a € S’'/{b} la ecuacién (4.2.18) mads la

ecuacion (4.2.17) tenemos la ecuacién (4.2.10).
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Z ( /fa ]_—// +Z Z L/ Iia ]_-// /)

acE ’ aEL’
_Z > w(Lj)ka(F, Ly).
L; a€lL;

Lo que prueba el paso inductivo en el caso de que el punto b sea un punto
medio.

Caso 2 (b es un punto esquina) Si b € L1 N Ly entonces la componente
E interseca a la componente L] en un punto esquina by € L} e interseca a la
componente L} en un punto esquina be € L.

L,
Lo

Figura 4.4: Explosion de un punto esquina.

De forma andloga al caso 1 para probar que se cumple la ecuacién (4.2.10),
es suficiente ver que se cumple la ecuacién

> ka(F E)(B) + ki, (F, Lw(LY) + i, (F, Ly)w(Lb)
s (4.2.19)
:K)b(]:/, Ll)w(Ll) + Hb(f/, LQ)UJ(LQ).

Veamos que se cumple la eucacién (4.2.19)

En virtud del lema 4.17, los pesos correspondientes satisfacen las ecuaciones
w(E) = w(Li) + w(Lj), w(Li) = w(L}) y w(L;) = w(L}). Por tanto, tenemos la
igualdad

D Ka(F E)w(E) + ki, (F, L)w(LY) + ki, (F”, Ly)w(Lb)
acE

= RalF"E)(W(L1) + ((L2)) + ko, (F', L)w(Ln) + iy (F”, Ly)w(Lo).
a€cE

(4.2.20)
Dado que b1 y bs son los tnicos puntos esquina en la componente E tenemos
la igualdad
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> ka(FE) = sa(F'.E) - 2. (4.2.21)
a€E ack
En virtud del teorema 4.23 | tenemos la igualdad

> #a(F'E) = ordy F' + 1. (4.2.22)
a€k
Sustituyendo la igualdad (4.2.22) en la igualdad (4.2.21) tenemos la ecuacién

> ka(F"E) = ordy F' — 1. (4.2.23)
a€kE

Por otro lado, dado que b; es un punto esquina en la componente L; tenemos
por definicién

Koy (F", LY) = s, (F", L) — 1. (4.2.24)

En virtud del teorema 4.23, tenemos la ecuacién

s, (F, L) = 0(F', 1) — ordp F' + 1. (4.2.25)

Sustituyendo las ecuaciones (4.2.24) y (4.2.25) en la ecuacidn (4.2.23), tene-
mos la igualdad

Koy (F', L) = sa(F', L1) — ordy F'. (4.2.26)

De forma andloga para by tenemos

Kby (F"', Ly) = sa,(F', La) — ordyF'. (4.2.27)

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (4.2.23), (4.2.25) y (4.2.26) en la
ecuacién (4.2.20), obtenemos la ecuacién (4.2.19).

Z Ka(fllvE)w(E) + K, (fl/7 L/I)W(L/l) + Kb, (]:N’ LIQ)M(LIQ)
acE

=(ordpF" — 1)(w(L1) + w(L2)) + (36 (F', L1) — ordpF )w(L1)
+ (o (F', La) — ordy F')w(L2)

=(a(F', L1) — Yw(L1) + (3 (F', L2) — 1w(L2)

=kp(F', L1)w(L1) + kp(F', La)w(L2)

(4.2.28)

Lo que prueba el paso inductivo en el caso de que el punto b sea un punto
medio. O

Volviendo al problema local de Poincaré tenemos que si F es una foliacién
singular con un numero finito de separatrices que pasan por el 0, en cualquier
sucesién de explosiones simples no aparecen puntos dicriticos (por la proposicién
4.21) y por tanto podemos aplicar el teorema 4.25 a cualquier explosién de F.

La idea de la prueba del teorema 4.10 es comparar la ecuacién (4.2.8) con
una foliacién apropiada.
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Demostracién. [del teorema 4.10] Sea F una foliacién singular en (C2,0)
con 0 un punto singular aislado general no dicritico, esto es con un nimero fi-

nito de separatrices que pasan por 0, y C una de estas separatrices descrita por
{f =0} con f € O(C?0) libre de cuadrados.

Consideremos la foliacién #H definida por la ecuacién de Pfaff {df = 0}.

Por construccién C' es una separatriz comin de F y de H, més atn {f = 0}
es una separatriz que contiene todas las separatrices de H.

Consideremos 7 : (M,S) — (C?,0) una explosién que desingulariza a H
dada por el teorema de desingularizacién 2.17 y sean H y F las explosiones de
F y H respectivamente.

Como cada singularidad a € S de H es elemental y en una vecindad de a
la foliacién H es integrable (proposicién 2.31), tenemos que cada singularidad
a € S es una singularidad de tipo silla resonante (proposicién 2.30).

Por lo tanto, para todo punto singular a de la explosién ﬁ, en una compo-
nente L de S tenemos

sa(H,L) = 1. (4.2.29)

De esta forma

1 en el caso de que a sea punto medio,

ka(H, L) = { (4.2.30)

0 en el caso de que a sea punto esquina.

Si a es una singularidad de la explosién H en un punto medio del divisor
evanescente S entonces a es una singularidad de J, esto ya que por a pasan
dos separatrices de la explosién de H transversales entre si al ser a punto silla
resonate (ver teorema de Hadamard-Perron (1.35)). Como el divisor evanescente
S es separatriz de la explosién H en el punto a, tenemos una separatriz v de la
explosién H transversal al divisor evanescente S en el punto a. v es separatriz
de la explosién F pues cuando la proyectamos con 7 nos da una separatriz de
la foliacién H que por construccién es una separatriz de la foliacién F.

Para cada punto singular b € S de la foliacién F se cumple la desigualdad

1 en el caso de que a sea punto medio,

ro(H, L) > { (4.2.31)

0 en el caso de que a sea punto esquina.

donde L es una componente del divisor evanescente S que contiene al punto b.
Por tanto se tiene que para todo punto b € S se cumple la desigualdad

ko (F, L) > kp(H, L) (4.2.32)
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Finalmente, en virtud de que las foliaciones F y H tienen un ntimero finito
de separatrices, nunca explotamos puntos singulares dicriticos (ver corolario
4.21) y por tanto del teorema 4.25 junto con la desigualdad (4.2.32) tenemos la
desigualdad

ordoH + 1= "> w(L)ka(H, L) <D > w(L)ka(F, L) = ordF +1.

L a€cL L a€L

Con esto hemos probado que si C' es una separatriz de una foliacién F con un
namero finito de separatrices en 0, entonces se cumple la desigualdad

ordgC = ordoH + 1 < ordy F + 1. (4.2.33)
O

Lo que finaliza esta tesis.



Apéndice A

Apéndice

A.1. Gérmenes de funciones holomorfas

Definicién A.1 (Funcién analitica). Una funcién f : D — C, D C C"
un subconjunto abierto, es llamada holomorfa o analitica en D si cada punto
w € D tiene una vecindad abierta U, w € U C D tal que la funciéon f tiene
expansion en series de potencias

o0

f(z)= Z Aoy ,.ooon (21— w1) o (20 — Wy (A.1.1)

V1,025,V =0
que converge para toda z € U.

Al conjunto de todas las funciones holomorfas en D lo denotaremos O(D).

Ejemplo A.2. Los polinomios con variables z1, 23,...,2, son holomorfos en
todo C™.

Observacién A.3. Sirestringimos z; = a; para j # i, f(a1,...,%;,...,0n) €8
una funcién holomorfa en la variable z;, lo cual tiene como consecuencia que
f(2) sea continua en z;, variando i = 1,...,n tenemos que f(z) es continua.

Maés ain tenemos que la derivada de la funciéon holomorfa respecto a cada
una de las variables esta bien definida y serd denotada por dz—f,

0 . L1y, Ty — Ry, Xy
g(lj’ 7.’1}71) = llmh—>0f( ! h )

Resulta que si f(z) es holomorfa en cada una de las variables z; por separado
entonces es holomorfa

Teorema A.4 (Lema de Osgood). Si una funcion f: D — C es continua
en un conjunto abierto D C C", y holomorfa en cada variable por separado,
entonces [ es holomorfa en D.

91
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Demostracién. Ver [[GR], Pdgs. 2-5]. O

Teorema A.5 (Teorema de la composicién). Si f es una funcidn holomorfa
en D' y G: D — D' es una transformacién holomorfa entonces f o G es una
funcion holomorfa en D.

Demostracién. Ver [[GR], Pdg. J]

Teorema A.6 (Teorema de la identidad). Si f y g son funciones holomorfas
en un conjunto abierto conexo D C C™ de forma que f(z) = g(z) para todos los
puntos z en un subconjunto abierto no vacio U C D, entonces f(z) = g(z) para
todos los puntos z € D.

Demostracién. Ver [[GR], Pdgs. 6-7]. O

Definicién A.7. Dos funciones holomorfas f y g serdn llamadas equivalentes
en el punto w si existe una vecindad abierta de w W tal que w e W Cc U NV
con U dominio de f y V dominio de g y f(z) = g(z) para toda z € W

Una clase de equivalencia para tales funciones sera llamada un germen ho-
lomorfo de una funcién en el punto w.

Al conjunto de gérmenes de funciones holomorfas podemos darles la estruc-
tura de anillo de la siguiente forma.

Para cualesquiera dos gérmenes holomorfos f, g en w € C" escogemos fun-
ciones fy y gy que los representen respectivamente.

La funcién suma fy + gy y producto fy - fy estan definidos en el abierto
UNYV ; de esta forma definimos f + g como el germen asociado a fy+gy y f-g
al germen asociado a fy - fy.

Denotaremos por O(C™, w) al anillo de gérmenes de funciones holomorfas en
un punto w € C™.

Teorema A.8. FEl anillo O(C",w) es isomorfo al anillo de series convergentes
centradas en w, C{z1 — w1, ..., 2n — Wy }.

Demostracién. El isomorfismo entre los dos anillos O(C”, w) y C{z1—wx, ..., 2n—
wy, } estd dado por la transformacién

©:O(C" w) = C{z1 — w1, .eey 2n, — W }.

Donde ¢(f) es la serie convergente que representa a fyy en el punto w como
en la definicién A.1 con f un representante de f. |

Proposicién A.9. El anillo O(C™,0) es un dominio entero.

Demostraciéon. Tomemos f,g € O(C™,0) tales que f - g = 0 y sean f y
g representantes holomorfos en una vecindad U del origen, respectivamente.
Entonces f(z)g(z) = 0 en una vecindad V' € U del origen. Si f(w) # 0 para un
punto w € V entonces por continuidad f(z) # 0 en una vecindad de w y por
tanto g(z) = 0 en esa vecindad. Por el teorema de la identidad A.6 se sigue que
g(z) =0en V, y por tanto g = 0. |
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Como O(C™,0) es un dominio entero, podemos considerar su campo de frac-
ciones M(C™,0) al que llamaremos el campo de gérmenes de funciones mero-
morfas.

Proposicién A.10. Las unidades en O(C™,0) son gérmenes de funciones que
no son cero en el origen.

Demostracién. Supongamos que f € O(C™,0) tiene un representante f tal
que f(0) # 0. Por continuidad f(z) # 0 en una vecindad U del origen; f(lz) es
continua en U y es holomorfa en cada variable, por el lema de Osgood f(lz)‘es‘

holomorfa en el origen, por tanto } € O(C",0) y por tanto f es unidad.

Si f € O(C™,0) pero tiene un representante con f(0) = 0 no puede ser uni-
dad, pues para todo g € O(C™,0), tenemos f - g # id debido a que todos los
representantes h de f - g son tales que

O

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon A.11. El anillo O(C™,0) es un anillo local en el cual las no
unidades forman el ideal mdximo.

Para las siguientes construcciones denotaremos ,, O para referirnos a O(C", (%] .

Definicién A.12. Una funcién f holomorfa en una vecindad del origen se dice
reqular de orden k en z, si f(0,...,0, z,) como funcién de z, tienen un cero de
orden k en z, = 0.

Decimos que el germen f € ,O es regular de orden k en z, si existe un
representante f del germen que sea regular de orden k en z, en el origen.

Lema A.13. Si f es una funcion holomorfa de orden k < oo en el punto w,
entonces bajo un cambio de coordenadas lineal no singular en C™ la funcion serd
reqular de orden k en z, en el punto w.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que w = 0 € C". La
funcién f tiene una expansion en polinomios homogéneos de la forma

fe(z) #0

&h
—
N
~—
I
Nl
e
O

Jj=k

Tomemos un punto a = (ay,...,a,) # 0 tal que fr(ai,...,a,) # 0; como a # 0
existen constantes b;; tales que el cambio de coordenadas lineal

n—1
2 = a;iCn + Z bi; (s
i=1
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es no singular. En estas nuevas coordenadas la funcién ¢(¢) = f(2(¢)) tiene
orden k, y mas ain ¢x(0,...,0,1) = fr(a1,...,a,) # 0; entonces g es regular
de orden k en (, en el origen. [l

Observacion A.14. Cada germen f € ,O puede pensarse regular en z, bajo
un cambio lineal de coordenadas no singular en C™.

Definiciéon A.15. Un polinomio de Weierstrass de grado k > 0 en z, es un
elemento h € ,,_10[z,] de la forma

k k—1
h=z,+ai1z, + -+ ar_12n + ag

donde los coeficientes a; € ,—1O no son unidades j =1,...,k.

Teorema A.16 (Teorema de preparaciéon de Weierstrass). Si f € ,0
es regular de orden k en z, entonces existe un unico polinomio de Weierstrass
h €,,.10|z,] de grado k tal que £ = uh para alguna unided u € ,,O

Demostracién. Ver [[GR], Pdgs. 68 — 70]. O

Teorema A.17 (Teorema de la divisién de Weierstrass). Seah € ,,_10]z,]
un polinomio de Weierstrass en z, de grado k. Entonces cualquier germen de
funcion holomorfa £ € ,O puede ser representado de manera inica en la forma
f=gh+r, dondeg e ,,O yr € ,_10[z,] es un polinomio de grado menor que
k. Mds ain, sif € ,_10]z,] entonces g € ,—10[z4].

Demostracién. Ver [[GR], Pdgs. 70 — 71].

Una consecuencia directa del teorema de preparacién de Weierstrass es el
teorema de la funcién implicita.

Teorema A.18 (de la funcién implicita). Sea f € C < X5,...,X,,,Y >
con f(0) =0y g—{;(O) # 0. Existe una unica serie ¢ € C < Xy,...,X,, > tal
que $(0) =0y f(X1,..., Xn,0(X1,...,X,)) =0.

Demostracién. Como g—{j(O) # 0, tenemos que f es regular en Y de orden 1,

por tanto del teorema de preparacién de Weierstrass f = uh con u una unidad
del anillo ,,O y h de la forma

h=Y — ¢(X1,...,Xn)

con ¢(0,...,0) = 0. Dado que f = uh con u una unidad, tenemos que f = 0 si
y sélosi h =0, estoes Y = ¢(Xq,...,X,) y por tanto

F(X1, o X d(X1,. .., X)) = 0.

La unicidad de ¢ se sigue de la unicidad del teorema de preparacion de Weiers-
trass. Ll

Lema A.19. Un polinomio de Weierstrass h € ,_10]z,] es reducible sobre
O siy sdlo si es reducible sobre ,,_10[z,]. Mds atin, si h es reducible, entonces
todos sus factores son polinomios de Weierstrass, mddulo unidades de ,,—10|zy].
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Demostracion. Para la primera parte supongamos que h = g1g2 tal que
9; € nO no es una unidad para j = 1,2. Como h es un polinomio de Weierstrass,
h es regular en z, y por tanto g; y g2 son regulares en z,. Aplicando el teore-
ma de preparacién de Weierstrass podemos escribir a g; de la forma g; = u;h;
donde u; € ,O son unidades y h; son polinomios de Weierstrass para j = 1, 2.

Por tanto h = (ujusz)(hih2). Como hihs es un polinomio de Weierstrass la
unicidad del teorema de preparacién nos asegura que uijus = 1y h = hihs. Por
tanto h se descompone en polinomios de Weierstrass.

Para la otra implicacién, si h = g1g2 con g; no unidades en ,,_10[z,] para
i = 1,2. En este caso, si g1 fuera unidad en ,O, tendriamos g» = hgl_l7 por
el teorema de la division de Weierstrass se sigue que gy ' € ,_10[z,], pues
95n—10[z,] y h es un polinomio de Weierstrass, lo cual es una contradiccién.
De forma andloga g2 no es unidad en ,,O y por tanto h es reducible en ,,0. O

Teorema A.20. Los anillos locales O(C™,0) n # 0 son dominios de factoriza-
cion dnica.

Demostracién. La prueba sera por induccién sobre la dimensién n. Cuando
n = 0 el anillo jO = C es un campo y por tanto es un dominio de factorizacién
Gnica.

Asumamos que ,_10 es de factorizacién tnica. Por el teorema de Gauss
tenemos que ,_10|z,] también es de factorizacién unica.

Consideremos f € , O, haciendo un cambio lineal de coordenadas supon-
gamos que f es regular en z,. Entonces, por el teorema de preparacién de
Weierstrass, escribimos f=uh donde u € ,O es una unidad y h € ,_10[z,] es
un polinomio de Weierstrass. El polinomio A puede ser escrito de manera tinica
salvo orden y unidades en ,_10[z,] como producto de polinomios irreducibles.
Se sigue del lema A.19 que estos factores proveen de una factorizacién tinica a
f en ,,O salvo orden y unidades en ,, @, probando el teorema. o

Teorema A.21. Los anillos locales O(C™,0) n # 0 son anillos Noetherianos.

Demostracién. La prueba serd por induccién sobre la dimensién n. Cuando
n =0 el anillo ¢O = C es un campo y por tanto es anillo Noetheriano.

Asumamos que ,_10 es Noetheriano. Por el teorema de la base de Hilbert
tenemos que ,,—10[z,] también es de Noether.

Consideremos un ideal I C O, y tomemos g € I, g # 0. Después de un cam-
bio de coordenadas en C" si fuera necesario, podemos asumir que g es regular
en z,. Por el teorema de preparacién de Weierstrass se sigue que, después de
la multiplicacién por una unidad en , O podemos asumir que g € I N ,—10[z,)
es un polinomio de Weierstrass. La interseccién I N ,,—10[z,] es un ideal en el
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anillo ,,—10[z,], por hipétesis de induccién, I N ,_10]z,] es generado por un
ntmero finito de elementos digamos g1,...,gx con g; € ,_10[z,]. Afirmamos
que g,41,---,gr generan al ideal I.

Para f € I, aplicando el teorema de la divisién de Weierstrass, escribimos
f=gh+r donder €, 10[z,],r=f —gheTyportantor € I N,_10]z,],
de esta forma r = hyg1 + -+ hggr con h; € ,_10][zy], de esta forma f =
gh+ h1g1 + - - - higx 1o que prueba que I es generado por g, 91,-.., g y de esta
forma ,,O es Noetheriano. |

A.2. Gérmenes de conjuntos analiticos

Definicién A.22 (Conjunto analitico). Un subconjunto X € C™ es un sub-
conjunto analitico si en una vecindad de cada punto a € X es la interseccién
finita de conjuntos de la forma {f = 0} con f una funcién analitica. Conjuntos
analiticos son llamados también variedades analiticas.

Definicién A.23. [Subvariedad analitica/ Un conjunto es una subvariedad
analitica de codimension k si alrededor de cada punto a € X es la interseccién
de los ceros de k funciones analiticas en a con diferenciales (sobre C) linealmente
independientes.

Definicién A.24. Sea D = {& = (x1,...,2,) € C" | 0 < |2;] < €&} un
polidisco, y sea M C D. M es llamado un conjunto analitico principal si existe
feC<ux,...,z, > que converge en D y satisface

Vo(f):={z e D] f(z) =0} = M.

Como ser una unidad en C < X1,...,X,, > es equivalente a que f(0) #0y
por tanto 0 ¢ Vp(f). Esto no nos dice nada acerca de Vp(f) lejos del origen, sin
embargo en una vecindad de Vp(f) (localmente en 0) coincide con el conjunto
vacio.

Este es el primer paso para relacionar contenciones de conjuntos analiticos
con la nocién de divisibilidad de gérmenes de funciones analiticas.

Definicién A.25. Sean X, Y subconjuntos de C". Los conjuntos X y Y se
dicen equivalentes en a si existe una vecindad U de a tal que X NU =Y NU.
A una clase de equivalencia de conjuntos es llamada el germen de un conjunto.

Sea f el germen de una funcién holomorfa, denotamos por V(f) al germen
en 0 definido por el conjunto analitico {z € U | f(z) = 0} donde f es un
representante del germen f.

Como en el caso de gérmenes de funciones, la colecciéon de gérmenes de con-
juntos heredan la estructura que tienen los conjuntos en el siguiente sentido. Si
X y Y son gérmenes de conjuntos X, Y, definimos XNY y X UY como los
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gérmenes asociados a X NY y X UY respectivamente.

Decimos que X C Y si hay representantes X de X y Y de Y tales que
XcCY.

Observacién A.26. Con esta notacién tenemos que f es una unidad en O(C™, 0)
siy sélosi V(f) = 0.

Lema A.27 (Lema de Study). Sean f, g € O(C™,0). Si f es irreducible en
O(C™,0) y los gérmenes satisfacen la contencion de conjuntos V(f) C V(g)
entonces el germen de funcion holomorfa £ es un divisor de g en O(C™,0).

Demostracién. Ver [[Fis|, Pdgs. 121 — 122].

Definiciéon A.28. Un germen de un conjunto analitico es llamado reducible si
existen conjuntos V(f1) y V(f2) tales que V(f1) # V(f2), V(fi) #0,i=1,2,
que satisfagan

V(f)=V(fi)UV(fa).

Lema A.29. Sea V(f) un germen de un conjunto analitico. V(f) es irreducible
st y sdlo si existe un germen irreducible g y k € N* en O(C™,0) tal que f = g".

Demostracién. Se sigue del lema de Study. UJ

Teorema A.30. Sea V(f) un germen de un conjunto analitico principal. En-
tonces V(f) admite una descomposicion

V() =V({f)u---UV(fi)

donde cada V (f;) es irreducible. Esta descomposicion es inica salvo en el orden
en el que aparezcan los componentes llamados componentes irreducibles de V (f).

Demostracién. Ver [[GR], Pdgs. 89 — 90].

Definicién A.31. Un germen X es el germen de una variedad si existen ele-
mentos f1,..., f; € O(C",0) tales que

X=V({f)n---nV(fj).

X se dice irreducible si X = V3 UV, con Vi, V5 variedades implica V = V; o
V=".

Definiciéon A.32. Sea g € C < X,Y >y ¢1, 92 € C < T > dados. La pareja
¢ = (¢1,p2) es llamada una parametrizacion local del germen V(g) si existen
vecindades del origen V C C y U C C? tales que

1) ¢1, w2 son convergentes en V' y g es convergente en U,
2) p(V)cC:=V(g)CU,
3) ¢ : V — C es biyectiva.
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Teorema A.33. Cada germen de una curva irreducible admite una parametri-
zacion local. Cualesquiera dos parametrizaciones locales (¢1,¢2) y (11, 72) del
mismo germen V (g) son equivalentes; esto es, existe una serie B C C < T > tal
que ordB =1 y 7(B(T)) = ¢;(T) parai=1,2.

Demostracién. Ver [[Fis], Pdgs. 155 — 156].

Definiciéon A.34. Sea V un germen de una variedad analitica. El ideal de V'
estd definido por el conjunto

I(w)={f€,0]| f se anula en V}.

Para un subconjunto A C ,,O. El conjunto de ceros de A esta definido como

V(A) = (V)

feA

Proposicion A.35. Para V un germen de una variedad analitica y A un sub-
conjunto de ,O tenemos:

(i) I(V) es un ideal de ,O.

(i) V(A) es un germen de variedad bien definido.

Demostracion. (i) Si f,g € ,O se anulan en V, entonces tambén f + g y fh
para cualquier h € ,O.

(#i) Sea I el ideal generado por A. Como ,O es Noetheriano, I finitamente
generado, digamos por gi,...,g:. Afirmamos V(A) =V (g1,...,9t)-

Para cada elemento de A se anula en V(A), por tanto cada elemento de I
se anula en V(A). En particular ¢1,...,9: € I. Asi V(A) C V(g1,...,9t)-

Cada elemento del ideal I generado por g1,...,g: se anula en V(g1,...,g¢),
como ACI, V(gq,...,g¢t) CV(A). O

Definiciéon A.36. Si I es un ideal en el anillo R, definimos el radical de I como
el ideal
VI={ze€R|3necN* tal quez™ € I}

Teorema A.37. [Nullstellensatz/ Sea J un ideal del anillo ,O. J satisface
la igualdad

I(V(J)) = VJ.
Demostracién. Ver [[GR], Pdgs. 92 — 97]. O
Esto nos dice que para Fi,...,F.,G € ,0O, si G se anula donde se anulan
Fy, ..., F, entonces para algin N > 0 tenemos

GN:AlFl—‘r'-'—f—ATFT, A, e, 0i=1,...,r
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A.3. Formas en C?

Definiciéon A.38. Una I-forma es una funcién lineal w : C* — C viendo a C™
como espacio vectorial sobre C.

En virtud de que la dimensién de C™ sobre C es n, tenemos que el espacio de
1-formas de dimensién n con las operaciones de suma y producto por escalares
usuales para funciones es un espacio vectorial de dimensién n.

Notando que las proyecciones z;(n) = n;,¢ = 1,...,n,n1 = (1, ...1,) son lineal-
mente independientes tenemos que {x1, ..., ¥, } forman una base para el espacio
de 1-formas en C", de esta forma cualquier 1-forma w se puede escribir como

w= Zaixi a; = w(e;), z;(e;) = 8, (A.3.1)

Definicién A.39. Una 2-forma en C? es una funcién w? : C2 x C2 — C que es
bilineal y antisimétrica.

W?(AE +m, ) =M (&, 1) + w?(n, 1)
w?(n, ) = — w?(p,m)

Definimos el producto y suma de 2-formas con las operaciones usuales de
funciones.

Definicién A.40. Sean wi, ws dos 1-formas en C2, definimos el producto exte-
rior de wy ¥ wa, w1 Aws : C2 x C2 — C, como
w w
(w1 Awz)(n, p) = det Li(”) 2(")} , n,p € C2 (A.3.2)
Proposicién A.41. Para wi, wy I-formas definidas en C?, el producto exterior
w1 A ws es una 2-forma.

Demostracién. Tenemos que para &, 7, 1 € C2, XA € C se cumple

(w1 A wz)(AE + 1, p) =det [wﬂf 1) wa(AE + n)]

o) waln)
—de Awi(€) +wi(n)  Awa(€) + wa(n)
=det [ w1 (1) (1) }

=(Aw1 (£ )+w1( ) w2
=Alwi (§)wa(p) — w2 (§wr(p)] + [wl(n w2 (p

o Tw©) w()
=Adet [m(u) wa(p)
(
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(w1 Awa)(n, 1) =det [Zigzg :}zgnﬂ

Proposicién A.42. Para wy, wa, w3 1-formas definidas en C? se tiene
(w1 —|-WQ) N ws =wi1 A w3 + wa A ws,
w1 ANwg = — wa Awi.

Proposicién A.43. Tenemos que {x1 A xa} es una base del espacio vectorial
de 2-formas en C2.

Demostracién. Sea w? una 2-forma definida en C2, Consideremos {e1, e2} la
base candnica de C?. Para ¢ = {1eq + €aea ¥ 1 = mieq + 1m2e2 en C? se tiene
w(& ) =w?(E1e1 + Erea,mre1 + 1e2)
=Gimw?(e1, e1) + Gmaw®(e1, €2) + Lomw?(ea, €1) + Eamaw?(ea, €2)
=& — &am)w? (e, e2)
=w®(e1, ea)(x1 A w2)(€,7).
2

Por tanto la 2-forma w® es un multiplo escalar de 1 A x2, lo que prueba que
{21 A 22} es una base del espacio vectorial de 2-formas en C2. O

Definicién A.44. Sea L : C? — C? una funcién lineal, w; una 1-forma y wsy
una 2-forma definidas en C2, definimos la forma inducida por L, L*w;, i = 1,2,
como

L*wi(n) =w1(L(n)),
L*wa(p,m) =wa(L(p), L(n)).

Notemos que L*w; es una 1-forma y L*wy es una 2-forma pues al ser L lineal
L*wy preserva la linealidad y L*ws la bilinealidad.

Proposicién A.45. Sean f,g : C? — C? funciones lineales y wy, wy dos 1-
formas definidas en C%. Entonces se satisfacen las siguientes igualdades:

(gof)" =f"og", (A.3.3)
f*(wl /\CLJQ) :(f*wl) A\ (f*CUQ). (A34)

Demostracién. Para (A.3.3) tomemos una 1-forma y una 2-forma w? definidas
en C2. Tenemos para 7, u € C?

frog'w(n) =g*w(f(n) =w(g(f(n) = (go f)wn),
* 2 2

fFo g w(n, 1) =g*w?*(f(n), () = w?(g(f(n), g(f(1)) = (g o [)*w?(n, ).
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Para (A.3.4) tenemos

fH(wi Aw2)(n, p) = (w1 Aw2)(f(0), (1))

wi(F()  wa(f(n)
—d’f[m(f(m) wz(f(u))]
B [rfwi(n)  frwa(n)
=det [f*wl(u) f*wz(u)}

O

A.4. Variedades complejas y formas holomorfas

Definicién A.46. Consideremos una topologia (X, 7) Hausdorff segundo nu-
merable, decimos que (X, 7) es una variedad compleja (analitica) de dimensién
n si existe una cubierta abierta {U,} de X y homeomorfismos ¢, : U, — V, a
abiertos de C™ que sean consistentes, esto es que para cada pareja de funciones
Yo ¥ pp se satisfaga que

050 (¢a) ™"t pa(Ua o Ug) — C? (A4.1)
sea holomorfa.

Definicién A.47. Una carta de X (U, ¢) consiste de un abierto U de C™ junto
con un homeomorfismo ¢ : V.— U con V abierto de X.

Definicién A.48. Un atlas (analitico) de X es una familia de cartas {(Uq, ¢o)}
tal que {4 (U, )} sea una cubierta de X y cualesquiera 2 cartas sean consisten-
tes.

Definiciéon A.49. Una estructura de variedad analitica es una clase de equi-
valencia de atlas. Dos atlas se dicen equivalentes si su unién es de nuevo un
atlas.

Observacién A.50. Para ver que (X, 7) es una variedad analitica basta con
proponer un atlas {U,, va} @a @ Vo — U, a lo mds numerable que satisfaga
que para cada dos puntos x, y € X o bien z, y corresponden a cartas ajenas o
exista una carta en la cual z y y tengan imagen.

Demostracion. Como ser segundo numerable se preserva bajo homeomorfis-
mos y C™ es segundo numerable (tomamos como base los polidiscos centrados
en n-adas de complejos x+iy con z, y racionales de poliradio racional), tenemos
que ¢, 1 (V,,) tiene una base numerable {U,, s} 3, y por tanto variando sobre cada
abierto V,, del atlas {U,, g}3,o €s una base numerable de X.

Para ver que es Hausdorff, tomemos dos puntos z, y distintos en X. Si z
estd en V,, y y estd en Vg con V,, y Vg ajenos, ya encontramos dos abiertos que
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los separen. Si z y y estdn en V,, tenemos que @ (), ¢pn(y) € Ua, aqui podemos
encontrar dos abiertos Uy, Uy C U, ajenos tales que ¢n(z) € Uy, ¢n(y) € Us
pues U, es Hausdorff. Asi z € ¢ (Uy), y € ¢, (Usz) son 2 abiertos ajenos de X
que contienen a x y y respectivamente, por tanto X es Hausdorff. O

Ejemplo A.51. S = {(z,y,2) € C3 : 22 + y? + 2?2 = 1} con la topologia
inducida como subconjunto de C? es una 2 variedad analitica.

Demostracién. Para ver que S es una 2 variedad analitica basta con proponer
un atlas pues es Hausdorff y segundo numerable al tener la topologia inducida
como subconjunto de C3.

Para ello definamos una carta para cada punto de S y luego veamos que
cualesquiera dos cartas son consistentes.

Tomemos p = (a, b, ¢) € S bajo una traslacién ¢(z,y,z) = (x—a,y—b,z—c)
S tiene la forma

S={(z—a)P®+ @y -0+ (2 - =1}
={2® —2ax +a® ++y® — 2y + b + 22 —2cz + 2 =1} (A.4.2)
={2% — 2ax +y* — 2by + 2* — 2cz = 0}.

Si a # 0 tenemos que fy(z,y,2) = 2 — 2ax + y*> — 2by + 2% — 2cz es regular
de orden 1 en x. Por el teorema de la funcién implicita tenemos que existe una
unica funcién holomorfa ¢, : U, — W), U, una vecindad de (0,0) y W, una
vecindad de 0, tal que ¢,(0,0) =0y fp(x,y,2) =0con (x,y,2) € V, x W, siy
sélo si ¢, (y,z) = .

wp :Up = 5 op(y,2) = (¢p(y, 2), 9y, 2) es un homeomorfismo pues es con-
tinua y la inversa o' 1 ¢, (Uy) — U, esta dada por ¢, ' (z,y,2) = (y,2) es
continua.

De forma anéloga, cuando a = 0 y b # 0 tenemos que f, es regular en y
definimos gy : Up — S, (2, 2) = (2, 6y (2, 2), 2) 05 (2,1, 2) = (& 2).

Finalmente, cuando a = 0, b = 0 y ¢ # 0 tenemos que f, es regular en z
definimos ¢, : Up = S, op(,y) = (z,y, dp(2,y)) @, ' (2, y,2) = (z,y).

Veamos que la familia {(Uy, ¢, ')} es un atlas, por construccion p € ¢,(Up)
y por tanto {¢,(Up)} es una cubierta de S. Para ver que son consistentes,
supongamos que ¢,(Up) N pq(Uq) # 0, tenemos nueve casos dependiendo de
cual sea la primera entrada de izquierda a derecha distinta de 0. Escribamos
p = (a1,a2,a3) y ¢ = (b1, b2, b3). Queremos ver que

‘Pq_l o Yp: ‘Pp_l(WpﬁWq) - Sﬁ’q_l(meWq)

es holomorfa.
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Caso 1 Cuando a1 # 0 y b1 # 0 tenemos
0y o op(y,2) = o7 (dp(y,2), . 2) = (y, 2).
Caso 2 Cuando a; # 0, by =0y b; # 0 tenemos
0 o op(y,2) = 07 (6p(y, 2),, 2) = (Bp(, 2), 2).
Caso 3 Cuando a3 # 0, b1,b =2 =0y b3 # 0 tenemos
0, o wop(y,2) = o7 (dp(y, 2), 4, 2) = (dp(, 2),y).
Caso 4 Cuando a; =0, a; # 0y by # 0 tenemos
v7 o ppl(a,2) = 9t (@, dp(x, 2), 2) = (dp(, 2), 2).
Caso 5 Cuando a; =0, a; # 0y by =0, b # Otenemos
vg o pp(w,2) = 97 (3, dp(w, 2), 2) = (2, 2).
Caso 6 Cuando a; =0, a1 # 0, by = by =0y b3 # 0 tenemos
pg owp(,2) = ot (@, 6p(2,2), 2) = (2, $p(2, 2)).
Caso 7 Cuando aq,a2 =0, az # 0y by # 0 tenemos
oy o pp(,y) = oy (@, y, dp(x,y) = (U, dp(z,y)).

Caso 8 Cuando aq,a2 =0, ag # 0, by = 0y by # Otenemos

@;1 ° @P(x7y) = @q_l(xayv¢[)(xvy)) = ($,¢p($,y)).

Caso 9 Cuando ay,a2 =0, ag # 0, by = by =0y b3 # 0 tenemos

070 op(m,y) = o (@Y, dp(x,9) = (z,7).

En cada caso la funcién de transicién resulto ser holomorfa y por tanto {U,, Yy 1
es un atlas, junto con el hecho de que S es Hausdorff y segundo numerable se
sigue que S es una 2 variedad analitica. O

Observacion A.52. Consideremos una funcién holomorfa f : V.— C con V
abierto en C" podemos preguntarnos cuando {f = 0} es una n — 1 variedad
analitica, tenemos que {f = 0} con la topologia inducida por C™ es Hausdorft
y segundo numerable. Por tanto, para ver si {f = 0} es una n — 1 variedad
analitica basta con encontrar un atlas para { f = 0}, este atlas se puede construir
de manera ansloga al ejemplo anterior si en cada punto a € {f = 0} tenemos
que {f =0} es de orden 1 en O(C", a).

Ejemplo A.53. {22 + 4% = 0} no es una l-variedad analitica.
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Demostracion. Veamos que no hay ninguna vecindad del origen con la topo-
logia inducida por C? homeomorfa a una vecindad de C. Dado que tenemos la
igualdad 22 + y? = (z + iy)(x — 4iy) tenemos la igualdad en conjuntos

{2* +y* =0} ={z+iy=0}U{z —iy =0}
Por tanto,

{2 +y* = 0)\{0} = {z + iy = O\{0} U {x — iy = O}\{0}.

Si tal homeomorfismo existiera tendriamos que la imagen inversa de una ve-
cindad conexa de la imagen de 0 sin el 0 seguiria siendo conexa, sin embargo
ninguna vecindad de 0 en {22 +y? = 0} sin el 0 es conexa pues {z?+y% = 0}\{0}
no es conexo pues {z +iy = 0}\{0} y {x — iy = 0}\{0} son abiertos ajenos con
la topologia inducida por C2. O

Ejemplo A.54 (El espacio proyectivo). Consideremos el espacio C**1\{0}
digamos que dos puntos a, b € C**1\{0} son equivalentes, a ~ b, si existe o € C
tal que a = ab. En otras palabras, dos puntos son equivalentes si estdn en la
misma recta compleja que pasa por el origen.

Definimos el n-espacio proyectivo, CP"™, como el espacio topolégico inducido
por la relacién de equivalencia ~ con la topologfa de C"*1/{0}.

Tenemos que CP" es una variedad analitica de dimensién n.

Demostracién. Denotemos a la clase de (x1,22...,2,) con la relacién de
equivalencia ~ como x1 : T3 @ --- : x,, consideremos W; € CP" i = 1,...,n
dado por

Wi={xy:xo: @1 1Tt T - 2 Xy | 2 £ 0F. (A.4.3)

{W;} forma una cubierta de CP" = U, W;, veamos que cada W; es abierto
en CP". Consideremos la funcién que define la topologia de CP" (una identi-
ficacién), f : C"*1\{0} — C"*1\{0}/ ~, que envia cada punto a la clase de
equivalencia a la que pertenece.

Por definicién, V es abierto de C"*1\{0}/ ~ si y sélo si f=(V) es abierto
de C"*1\{0}. Tenemos f~1(W;) = {z € C"TL \{0} | z; # 0} = C"*1 \{z; =0}
es un abierto de C"*! y por tanto un abierto de C**1\{0} lo que prueba que
W; es un abierto de CP" para cadai=1,...,n.

Consideremos la funciones ¢; : W; — C™ dadas por
Ty T2 Ti—1 Ti41 Tn

.y 5 geeey

tpi(miwzi'“ixi—l5$i5$i+15"'1$n)=( )Ty .

Estan bien definidas, para puntos que estén sobre la misma recta

tx = (txy,txg, ..., tx,), t € C\{0},z € C"\{0}
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tenemos que

tSCl td?i_l txi+1 tl‘n
(txy - i txy) = L
902( o l’n) (t(Ei t(Ei tl‘i tl’i)
S C TR ) (Ad.4)
Z; T T; i
=@i(x1 -t Tp).

; es biyectiva con inversa dada por <pi_1 C" = W
-1 . . o1 - . . .
©; (al,...,an) =Q1 Qi1 - 1 Qi Qi1 Q.

Consideremos la funcién ¢; : f~1(W;) — C" dada por

xr1 Xo z,—1 z;+1
¢i(x1,-~->xn+1):(7773"'a ) 7"~7xn+1)7
Ti T T T
¢;es continua y abierta pues 2—1 es continua para cada j = 1,...,n 4+ 1. Dado

que ¢; es constante sobre las fibras f~1(x) x € W; y ;0 f 71, en virtud del lema
de la transgresion, se sigue que @; = ¢; o f~1 : W; — C" es continua y abierta.
Lo que prueba que ¢; es un homeomorfismo al ser invertible, continua y abierta.

Ahora veamos que {(C",¢;)}"; es un atlas. Ya probamos que ¢; son ho-
meomorfismos y {W;} es una cubierta abierta de CP", falta ver que para ¢ # j
;0 <p;1 2o (Wi NW;) — i (W; N W;) es una transformacién holomorfa.

<piO<,0j_1($17~--796n) =iy rxjor i liag e xy)

_(331 Tj—1 1 Tj+1 In

conk=1sit<jyk=1i—1si¢> j, como cada :—Z es holomorfa cuando zj # 0

) ) ) ) PR
Tk Ty T Tk Ty

se sigue que ; o <pj_1 es holomorfa con lo que concluimos que {(C", ¢;)}™ ;| es
un atlas.

Como el atlas es finito tenemos que CP" es segundo numerable, falta ver que
CP" es Hausdorff. Cuando a,b estdn en la misma preimagen de una carta que
es homeomorfa a C" terminamos pues C" es Hausdorff y es una propiedad que
se preserva bajo homeomorfismos. Cuando estdn en preimagenes de diferentes

cartas digamos a € W,\W;, b€ W\W; cona=ai:---:ant1, a0 =1,a; =0,
b="by: tbpy1, b =1,0,=0,ax, b € Ck=1,...,n+1, consideremos
VEWi,WEWjCOn
1
V:{$15-~-5$n+1 |$i:1,|$k—ak|< §,k=1,,n—|—1}
. (A4.5)
W={yo ity lyy =Llye —bel < 5 k=1,...,n+1}

Tenemos que V' y W son abiertos de CP" pues ¢;(V) y ¢;(W) son abiertos
de C™ y tenemos a € V, b € W falta ver que VN W = (). Supongamos que
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z e VNW, como xz €V podemos escribir a x como x = x1 : -+ Ty x; = 1
y como x € W escribimos ¢ = y1 : -+ : yp41 y; = 1 Tenemos que la igualdad
xl:..-:xn+1:y1:-.-:yn+l
implica que Z = % pero 2l > 9y 1l « Ly oy tanto VAW = 6. Lo que
Yi Yj vl ly;] 2 '

termina la prueba de que CP" es Hausdorff, junto con lo anterior CP" es una
variedad compleja de dimensién n. |

Proposicion A.55. Si M es una variedad compleja de dimension m y N es
una variedad compleja de dimension n tenemos que M x N con la topologia
producto es una variedad compleja de dimension m +n

Demostraciéon. M x N es Hausdorff y segundo numerable pues son propiedades
que se preservan bajo la topologia producto, falta ver que M x N admite un
atlas holomorfo. Consideremos {(W,, po)} atlas de M y {(Vs, ¢p)} atlas de N.
Un atlas de M x N estd dado naturalmente por {(Ws x V3, (¢a, ¢5)}- O

Funciones holomorfas entre variedades complejas

Definiciéon A.56. Una transformacién f : M — N entre dos variedades com-
plejas se dice holomorfa si en coordenadas locales de M y N es holomorfa. En
otras palabras, pedimos que si ¢ : V — U es una carta de M conz € V' y
¢ : W — Us es una carta de N con f(z) € W, ¢o foe ™t : U — U, sea
holomorfa.

Definiciéon A.57. Un biholomorfismo entre dos variedades complejas M y N
es una transformacién f : M — N biyectiva holomorfa y con inversa holomorfa.
Si tal biholomorfismo existe decimos que M y N son biholomor fas.

Definicién A.58. Una curva (compleja) en la variedad compleja M que pasa
por el punto x € M en el instante ty3 € C es una transformacién holomorfa
¢V — M tal que V es un abierto conexo de C con ty € I tal que ¢(tp) = .

Al conjunto de curvas complejas que pasan por un punto x € M podemos
asociarles una relaciéon de equivalencia de forma que las clases de equivalencia
tengan estructura de espacio vectorial complejo, esto nos servird para definir la
derivada de funciones holomorfas entre variedades.

Definicién A.59. Consideremos un punto xz € M con M una variedad analitica
de dimensién n, 2 curvas a, 8 : V. — M que pasan por x en el instante 0 se dicen
equivalentes si cuando tomamos una carta ¢ : W — U con x € W, tenemos que
a=poa:V>UyfB=pof:V — U satisfacen

dalt)  9B(1)
Ot =0 Ot =0 (A.4.6)

Un vector tangente ¢ a M en el punto = es una clase de equivalencia de curvas
que pasan por .
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Observacion A.60. La definicién de equivalencia de curvas es independiente de
la eleccién de la carta del atlas; equivalencia en una carta ¢; implica equivalencia
en cualquier carta ¢; pues ¢;; es un biholomorfismo.

Observacion A.61. El conjunto de vectores tangentes a una variedad comple-
ja M de dimensiéon n en un punto x € M tiene estructua de espacio vectorial
de dimensién n sobre C con la suma y producto por escalares definidos de la
siguiente forma.

Para  y p vectores tangentes M en el punto x, dados por las curvas a y
con a(0) = B(0) = x respectivamente. Tomemos una carta ¢ : M7 — U tal que

o(x) = 0. Tenemos que las curvas @ = poa y 5 = ¢ o 3 al ser holomorfas con
B(0) = @(0) = 0 pueden ser escritas de la forma

a(t) =t(a1,as,...,a,) +t2(--),

B(t) =t(b1,ba, ..., by) +13(--+)

en una vecindad de U, podemos suponer que es U si de antemano restringimos
la carta a esta vecindad.

Definimos ¢ + p como la clase de equivalencia de ¢~ !(t(ci,...,¢,)) con
c=a;+bt=1,... n.
Para A € C definimos A-¢ como la clase de equivalencia de o~ (t(Aa1, . .., Aay))

Una base para este espacio vectorial estd dada por

{le  (#(1,0...,0)], [¢ (0, 1...,0))],...¢ *(t(0,0...,1))]}.

Definicién A.62. Definimos el espacio tangente de M en x € M denotado
por T, M al conjunto de vectores tangentes a M en z € M visto como espacio
vectorial de C.

Proposicion A.63. La union de espacios tangentes de la variedad compleja
M de dimension n en todos sus puntos TM = Upep T, M tiene estructura de
variedad compleja de dimension 2n.

Demostracién. Consideremos una carta (U, ) en la variedad M. Para un
punto x € ¢~ (U) escribimos ¢(z) = (x1,...,2,). Cada vector tangente ¢ a M
en el punto x es determinado por sus componentes ((1,...,(,) en el sistema de
coordenadas dado. Esto es, si v : V — M es una curva en la direccién de ¢ con
~v(0) = z (la clase de equivalencia de v en z es (), entonces (; = Wt:o'

Por tanto, cada vector tangente ¢ en M en el dominio ¢! (U) es determinado
por un conjunto de 2n ntmeros complejos (z1,...,2,) ¥ (C1y.-.,Cn), las n-
coordenadas del punto y las componentes del vector (;. De esta forma obtenemos
una carta de una parte del conjunto T'M.

w:TW—)ch, w(C):(xlg-w7xn7C17'~'7Cn)~
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Las diferentes cartas para T'M correspondientes a las diferentes cartas del atlas
de M son consistentes.

Sea (y1,...,Yyn) otro sistema local de coordenadas en M y sea (u1,..., u,) las
componentes del vector en este sistema. Entonces

().’I;‘J, ’ ’
i J
j—l

Vi = Yi(T1, ..., Tp), fi =

son funciones analiticas de x; y (j.

Finalmente M es segundo numerable, podriamos haber empezado con un
atlas de M numerable y luego generar un atlas numerable de TM por tanto
TM es segundo numerable, para ver que T'M es Hausdorff se sigue de que si
dos vectores tangentes a M son tangentes en puntos de M podemos separarlos
usando que M era Hausdorff. Para vectores que empiezan en el mismo punto,
usamos que 7'M, es homeomorfo a C™ para separarlos.

Por tanto el conjunto T'M de todos los vectores tangentes a M es una va-
riedad analitica de dimensién 2n. ]

Definiciéon A.64. La variedad compleja T M es llamada el espacio tangente de
la variedad M.

Proposicion A.65. Las siguientes transformaciones son holomorfas:
a) p: TM — M, p((;) = x con (, vector tangente en el punto x € M.

b) iy W — TW, i,(z) = ¢~ (p(x),v) con v un vector en C", p: W — U
una carta de M y ¢ su carta inducida en TW .

Demostracién. Para probar el inciso a, tomemos z € M y una carta que lo
represente

p:W—=U, xeW.

o induce una carta ¢ en el espacio tangente, un vector tangente ( a M en x
estd en TW. Tenemos

popod 1 :UxC"=U, yeU
con 1
popod (y,a) =pop(fi,-1(y))
=pop l(y)
=y

es la proyeccion de las primeras n coordenadas y por tanto es una funcién ho-
lomorfa.
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Para probar el inciso b, tenemos que
poiyop 1 :U—=UXxC", yeU
con
poivop(y) =¢oi(p (y)
=6(¢™ (pl¢ ™ (y),v))
=¢(67 ' (y,v)) = (y,v)

! es holomorfa y por tanto i, es holomorfa. O

Por tanto ¢ o, 0~

Observacién A.66. Un vector tangente ¢ a M en un punto x con componentes
(¢1y .-+, Cn) puede ser escrito como

Crie, (T) + -+ + Cule, (7)
Demostracién. En efecto, para ¢(¢) = (z1,...,%n, (1, .., () tenemos

¢(Cli61 (x) +oeeet Cnien(z)) = (xlv s 717717(17 sy Cn)
por como definimos el producto y suma por escalares. |

Definiciéon A.67. Sea f: M — N una transformacién analitica entre dos va-
riedades complejas. Para un punto z € M podemos definir una transformacién
lineal fiy : ToM — Ty N de la siguiente forma: para un vector ¢ € T, M
consideramos una curva v : U — M con v(0) = z de forma que la clase de
equivalencia de v sea {, fo~y : U — N es una curva con f o~(0) = f(x). Por
tanto, podemos pensar en el vector asociado a f o~ en el punto f(z) digamos
w. De esta forma definimos fi,(¢) = p.

f+z es llamada la diferencial de f en el punto x € M Variando x sobre M
define una transformacion f,,

f*iTM—>TN f*

f+ es llamada la derivada de f en la variedad M.
[+« también es denotada por df, v f.« por df.

Observacion A.68. Sea f : M — C una funcién holomorfa en una variedad
compleja M. La diferencial de una funcién f en un punto x € M es una 1-forma
en el espacio tangente T, M.

Definiciéon A.69. Una I-forma holomorfa definida en M es una funcién holo-
morfa w : TM — C tal que es lineal en cada espacio tangente de M, T, M.

Ejemplo A.70. Para f : M — C una funcién holomorfa en una variedad
compleja M, df es una 1-forma analitica.
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Observacién A.71. En particular consideremos (U, ¢ = (21, 22,...,2,)) una
carta de M dx; : TU — C es una 1-forma holomorfa. Para un vector tangente a
M ¢ en un punto z € ¢~ (U) con componentes (C1, ..., (,) tenemos dz;(¢) = ;.

Demostracién. Consideremos una curva «(t) : V. — U, V abierto conexo de
C que contiene a 0, definida por a(t) = ¢(x) + ((1, . .., (n)t. El vector asociado
ala curva o loa en x es ¢, de esta forma tenemos

dis(¢) =22 (@) +1(G1. - 6)))

ot
:E)xi(cp_l(xl(x) + G, () + 1))
ot
_8%1(1’) + tCi
B ot
=G

O

Proposicion A.72. Consideremos w : TM — C una I1-forma holomorfa y
(U, = (x1,22,...,25)) una carta de M. Tenemos que restringiendo w a TU,
w tiene la forma

w = ardr1 + asdrs + -+ + andr, (A.4.8)

con a; funciones holomorfas de TU a C que dependen sdlo del punto donde esté
basado el vector tangente.

Demostracién. Tomemos ¢ un vector tangente a M en z, de las observaciones
A.66 y A.71 podemos escribir a ( como

¢ =Ciie, () + - + (e, (2)
=dr1(Q)ie, () + -+ + drn(()ie, ().

Considerando la proyeccién p : TM — M p({) = x podemos escribir a ¢ de la
forma

¢ = da1(Q)ie, (p(C)) + -+ - + dwn(Q)ie,, (P(C))

Evaluando w(¢) tenemos por linealidad

w(¢) =w(dz1(Q)ie, (P(C)) + -+ - + drn(()ie, )
=dz1(Q)w(ic, (P(C))) + -+ dan (Qw(ic, (P(C)))-

Finalmente, definiendo a; = w o i¢; o p, a; sélo depende del punto donde este
basado el vector y para j = 1,...,n tenemos que es a; es holomorfa al ser
composicion de funciones holomorfas. Escribimos a w como

w = a1dx1 + asdrs + - - + apd,.
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Definiciéon A.73. Consideremos una transformacion holomorfa g : N — M
entre dos variedades holomorfas N y M y w : TM — C una 1-forma, definimos
la 1-forma inducida por h, g*w : TN — C como g*w = w o dg.

Proposicion A.74. Para una transformacion holomorfa g : N — M entre dos
variedades holomorfas N y M yw : TM — C una 1-forma en M, tenemos que
la forma inducida g*w es una 1-forma en N.

Demostraciéon. Tenemos g*w = wodg es una transformacién holomorfa, dado
que dg y w son holomorfas. Para z € N, la restriccion de w o dg en TN, es la
composicién de la restriccion de w en T'M (), wy() con dg restringida a T'N,
dg: : TNy — T My (). Finalmente, wodg, : TN, — C es lineal pues wy(y) y dgz
son lineales. Lo que prueba que g*w es una 1-forma en V. O

Proposiciéon A.75. Para g : N — M wuna transformacion holomorfa entre dos
variedades holomorfas N y M. Si wy y wa son dos 1 — formas en M entonces
se cumple

9" (w1 +w2) = g"w1 + g wa.

Demostracion. Tomamos p € TN, tenemos

g* (w1 + w2)(p) =(w1 +w2)(dg(n))
=wi(dg(p)) + wa2(dg(p)) (A.4.9)
=g w1 (p) + g wa(p).

Lo que prueba que g* (w1 + wa) = g*w1 + g*wo. O

Proposicion A.76. Sean f: M — C yg: N — M transformaciones holomor-
fas. Tenemos la igualdad

g (df) =d(g"f) (A.4.10)
donde g*f = fog.

Demostracién. Tomemos p € TN, u € TN, para algin x € N, tenemos por
la regla de la cadena que

do(fog)=dgu)fodsg

por tanto
g (df) () =df (dg (1))
=dg(z) f(dzg(p))
=d(f o g)(n)
=d(f o g)(n)
=d(g" f)(p)-

Lo que prueba que g*f = fog. X
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Observacion A.77. Si escribimos a una forma w una 2-forma de una variedad
holomorfa M localmente en coordenadas (z1,--- ,2y) locales alrededor de un
punto y de la forma w = a;(x)dx1 + az(z)dze + - - -+ an(x)dz,, podemos escribir
a g*w en coordenadas locales de g(y),

g'w = a1(g(x))dg"x1 + az(g(x))dg"z2 + - - - + an(g(x))dg n,
en virtud de las proposiciones A.75 y A.76.

Definiciéon A.78. Sea M una variedad compleja de dimensién n. Para un punto
x € M, definimos TM2 =TM, x TM,, y TM? = UxeMTM§~

TM? es una variedad de dimensién 3n. La prueba es andloga a cuando pro-
bamos que T'M era una variedad de dimensién 2n (ver A.63). Con ello podemos
definir lo que es una 2-forma holomorfa.

Definicién A.79. Una 2-forma holomorfa w? en una variedad compleja M es
una transformaciéon holomorfa que envia parejas de vectores tangentes a M a C
de forma que w2 : TM?2 — C es una 2-forma, esto es una transformacién bilineal
antisimétrica.

Definicién A.80. Sea M y N variedades complejas, para f una funcién ho-
lomorfa de M a N, definimos la 2-forma inducida por f f*w? : TM? — C en
N de la siguiente forma, para una pareja de vectores (i, v) en TM? basados en
un punto x € M, tenemos que (df,u, df,v) es una pareja de vectores en T N2
basados en f(z), de esta forma definimos

f*W2(Ma V) = W2(dfwﬂ7 dfmy)
Proposicién A.81. En la definicion anterior, f*w? es una 2-forma en M.

Demostracién. Tenemos que f*w? es holomorfa pues w? y df lo son, veamos
que para un punto x € M ,f*w?2 : TM, — C es una 2-forma.

Es antisimétrica: Para una pareja de vectores (u,v) en TM? basados en un
punto x € M tenemos

JMWQ(M; V) :WQ(dfx/iv dfo)
= — W (df v, df o) (A.4.11)
=~ [ ).

Es bilineal: Como es antisimétrica basta probar que es lineal en una entrada,
parav, pu, y€TM, y A€ C

Fra? O+, v) =0 (dfe A+ 7, dfov)
=w?(Adfopt + dfoy, dfov)
=\ (df o, dfov) + W (df oy, dfv)
=M w?(p,v) + w?(y,v).

Por tanto f*w? es una 2-forma holomorfa en M. -

(A.4.12)
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Ejemplo A.82. Sea M una variedad compleja de dimensién 2. Consideremos
dos vectores p y v en TM basados en el mismo punto x € M y una carta
que contenga a x, (U, ¢ = (x1,z2), esta carta nos induce una carta en TM
(TU, ¢) con ¢ = (x1,x9,dx1,dzs). En la carta (TU, @), p = (a1, as, i1, o) y
ov = (a1, ag,v1,vs). Definimos dxy A dzg : ¢(TU) — C como

dxy N dzo(p,v) = det {ul M2] . (A.4.13)
vy 12
Para dos vectores en R? la expresién (A.4.13) nos da el area del paralelogra-
mo formado por esos vectores, resulta que dz; A dxs es una 2-forma holomorfa
en ¢(TU) y més atn {dry Adzs} forma una base para las 2— formas holomorfas
en ¢(TU) (ver proposicién A.43).

Definicién A.83. Consideremos dos 1 — formas w; y we, definidas en una
variedad compleja M de dimensiéon 2. Para un punto z € M tenemos que en
una vecindad de x podemos escribir wy y wo de la forma

w1 =a1dx1 + asdrs
wo =b1dx1 + badxo

con ai,as, by, by funciones holomorfas que dependen solo del punto donde
este basado el vector tangente (Ver proposicién A.72). Definimos el producto
exterior de wi y wo en una vecindad de x como la 2-forma

w1 N\ wg = (a1b2 — agbl)dxl A dzs. (A414)

Proposicién A.84. De manera andloga al caso de formas en C2, tenemos
que para wy , wa, wy 1 — formas en M y A € C una transformacion holomorfa
tenemos

(/\wl + (.UQ) Nws = )\(wl A\ w;g) + wo A ws. (A415)

Para f : N — M se cumple

frwiAws) = frfwi A frwa. (A.4.16)
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