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Capitulo 1

Introduccion

Como es bien sabido, el problema P Z NP es uno de los problemas abiertos fundamentales
de las Ciencias de la Computacién tedricas, cuya solucion podria tener implicaciones re-
volucionarias en muchas y diversas areas. Por un lado, si P = NP, por mencionar algunos
ejemplos de manera informal: la mayoria de la criptografia que actualmente usamos podria
ser rota, el esfuerzo cognitivo para encontrar una prueba formal de cualquier enunciado
matematico que tenga una prueba de longitud razonable podria ser automatizado, y po-
driamos encontrar algoritmos eficientes para resolver problemas NP-completos, los cuales
abundan en la Ciencia. (Si, ademds, la prueba de P = NP estuviera acompanada de un
algoritmo eficiente en la practica, se actualizaria la posibilidad correspondiente a cada uno
de los ejemplos mencionados). Por otro lado, si P # NP, prima facie el escenario pareceria
menos dramético ya que no habria implicaciones revolucionarias evidentes como las recién
descritas. Sin embargo, la implicaciéon més importante (también revolucionaria) de una
prueba de P # NP es precisamente que podria descartar dichas implicaciones revoluciona-

rias evidentes: podriamos seguir comprando de forma segura en Internet y los matematicos,
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cientificos e ingenieros podrian seguir recibiendo trabajos indefinidamente. Especificamen-
te, por ejemplo, P # NP podria implicar una limitacién en toda la computacién digital
clasica y permitirnos probar que muchos problemas comunes no pueden ser resueltos de

manera eficiente (véase [17] y [18]).

Aunque no se ha ofrecido una prueba que resuelva el problema P < NP, la mayoria de
los expertos han conjeturado y argumentado a favor de P # NP (véase [19]). Generalmente,
sus argumentos se han restringido a “mostrar” que las implicaciones de suponer P = NP
van en contra de nuestras intuiciones. Por ejemplo, Wigderson ([33] y [34]) y Aaronson
([5] ¥ [6]) han argumentado que tales implicaciones significan que la creatividad (al menos
matemadtica) podria ser automatizada, y que la existencia de algoritmos eficientes para pro-
blemas NP-completos es incompatible con que, después de décadas de investigacion, nadie
ha sido capaz de encontrar alguno de esos algoritmos. Aaronson ([4]) incluso ha argumen-
tado que P # NP eventualmente podria alcanzar el mismo estatus que, por ejemplo, la
imposibilidad de la sefializacién superluminica y de las maquinas de movimiento perpetuo;
es decir, el estatus de un principio (restrictivo) de la fisica. Dada esta situacion, estrategias
para argumentar a favor de P = NP han sido escasamente exploradas y gran parte de la
investigacién que involucra tales clases de complejidad ha estado sesgada en tanto que,
implicita o explicitamente, presupone P # NP (e.g., impedimentos técnicos para probar
P # NP han sido estudiados ampliamente, a diferencia de los impedimentos técnicos para
probar P = NP). En contraste, en esta tesis exploro un enfoque de traduccién entre 16gicas
(en adelante, TEL) aplicado a la légica de primer-orden con un operador de punto fijo
minimo (en adelante, LPO(OPFM)) y a la légica de segundo-orden (LSO); examinando,

primero, si estd bien motivado como una estrategia para argumentar a favor de P = NP y,
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segundo, si hay respaldo para su adecuaciéon como tal.

De acuerdo con la teoria de la complejidad descriptiva (en adelante, TCD), dado un
prototipo de maquina de computacién limitada en recursos (e.g., el prototipo de méquinas
de Turing limitadas en tiempo polinémicamente) y una légica adecuada £ (e.g., como se
muestra abajo, LPO(OPFM)), para cada maquina M de ese tipo hay una oracién ¢ de £
cuyos modelos son precisamente las estructuras aceptadas por M; y, de manera conversa,
para cada ¢ of £ hay una maquina M de ese tipo que precisamente acepta los modelos de ¢.
Por tanto, las clases de estructuras aceptables por una maquina M de ese tipo corresponden
a las clases axiomatizables en £.! De esta manera, TCD analiza la complejidad de todas las
consultas que son definibles en una légica dada; siendo su cuestiéon central la de determinar
si, dada una clase de complejidad C, hay una légica £ tal que las consultas £-definibles
son exactamente las consultas en C. En el caso afirmativo, la mayoria de las veces hay un
procedimiento efectivo para traducir cada férmula de esa légica como un programa para
la consulta correspondiente.

TCD proporciona descripciones 16gicas (independientes de las maquinas) de las clases
de complejidad y, de esa manera, también proporciona analogos légicos de los problemas de
inclusién y separacion en la teorfa de la complejidad (véase [13], VII). En particular, TCD
proporciona una manera de entender el problema P ~ NP enteramente desde un punto de
vista l6gico: P = NP syss cada consulta booleana, sobre estructuras ordenadas, finitas, ex-
presable en el lenguaje de LSO es ya expresable en el lenguaje de LPO(OPFM) (véase [24],
122). En otras palabras, a grandes rasgos, las clases de complejidad P y NP son la misma

syss la expresividad (sobre estructuras ordenadas, finitas) de un lenguaje necesario para

LComo se explica en el siguiente capitulo, dentro del presente contexto, “axiomatizibilidad en una légica”
significa lo siguiente: Sea K una clase de T-estructuras y £ una légica. K es axiomatizable en £, si hay una
oracién ¢ de £ de vocabulario 7 tal que K = Mod(¢) (la clase de modelos finitos de ¢).
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describir los problemas contenidos en ellas es la misma. Siendo asi, el siguiente argumento
muestra cémo se podria probar P = NP si fuera proporcionada una traduccién adecuada

entre LPO(OPFM) y LSO:

1. P = LPO(OPFM) ([23] y [31])

2. PH = LSO ([28])

3. P = NP <= LPO(OPFM) = LSO (de 1y 2; véase [24], 121-122)

4. LPO(OPFM) C LSO (de P C NP)

ot

. LSO C LPO(OPFM) (si un TEL adecuado fuera proporcionado; véase [25] y [9])
6. LPO(OPFM) = LSO (de 4 y 5)
7. P =NP (de 3y 6)

Sin embargo, en esta tesis no proporciono tal traduccién para el paso 5 (de lo contrario
estarfa en las puertas del Clay Mathematics Institute reclamando algunos délares), sino
unicamente exploro si un enfoque TEL aplicado a LPO(OPFM) y LSO como una estrategia
para argumentar a favor de P = NP esta bien motivado y cuenta con respaldo. Respecto a
esto, aunque mi contribucién en esta tesis es modesta, no debe subestimarse ya que, como
Terence Tao ha reiterado varias veces, las mateméticas pueden beneficiarse no sélo de
pruebas correctas, o de pruebas que requieren de algunos cambios para ser correctas, sino
también de esbozos de estrategias para una prueba, ya sea para abrir lineas de investigacion
o cerrarlas definitivamente.

La estructura de la tesis es como sigue: En el capitulo 2, explico el problema P Z NP

en términos meramente légicos, siguiendo las identidades proporcionadas por TCD. En el
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capitulo 3, introduzco un enfoque TEL con el objetivo de comparar los poderes expresivos
de LPO(OPFM) y LSO; y, en ese sentido, motivo tal enfoque como una estrategia para
argumentar a favor de P = NP. En el capitulo 4, sefialo la existencia de respaldo para el
enfoque de dos tipos; a saber, matematico-conceptual y filoséfico. Ademés, muestro a muy
grandes rasgos cémo las tres barreras conocidas en la teoria de la complejidad representan
constrenimientos para dicho enfoque y cémo éste nos permite superarlas. Finalmente, doy

algunas conclusiones.
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Capitulo 2

El problema en términos légicos !

TCD proporciona una manera de entender la complejidad de todos los problemas de compu-
tacién a través de la complejidad de sus descripciones légicas correspondientes. En otras
palabras, TCD nos permite entender la complejidad computacional de un problema a tra-
vés de la expresividad de un lenguaje necesario para describir el problema (a diferencia de
como usualmente se entiende: a través del tiempo y espacio nesarios para resolverlo). Den-
tro del contexto de la complejidad computacional, los problemas a los que nos referimos son
problemas de decisién y, de acuerdo con TCD, éstos pueden ser entendidos como consultas
booleanas expresables por medio de lenguajes de diferentes légicas. Como veremos abajo,
una consulta booleana es una consulta cuya respuesta es un inico bit: 1 o 0. En este sentido,
dado que las clases de complejidad tradicionales se definen como conjuntos de preguntas
si/no, éstas son exactamente conjuntos de consultas booleanas. Por consiguiente, TCD usa
el concepto de consulta como el paradigma fundamental de computacion: usualmente, un

programa de computadora describe precisamente un mapeo de entradas a salidas; TCD

!La mayor parte del contendio de este capitulo esta basada en los resultados de TCD como los presenta
Immerman ([24]).
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llama a tal mapeo una consulta de estructuras de entrada a estructuras de salida. Asi, para
dar la definicién formal de consulta (booleana) primero necesitamos dar la definicién de
estructura. Esta tltima es la estandar:

Una estructura es una tupla,
A= (JALR{, . RA e el 1 Y,

donde |A|, llamado el universo (de discurso), es un conjunto no vacio (usamos ||.A|| para

denotar su cardinalidad); y la tupla,
7= (R{ o, RI 1y ey sy f1Y o f19)s

llamada el wvocabulario, es una tupla de simbolos de relaciéon, simbolos de constante y
simbolos de funciéon. R; es un simbolo relacional de aridad a;, ¢; es un stmbolo de constante
v fr es un simbolo de funcién de aridad rg. Para cada R; € 7, A tiene una relacién R;‘t
de aridad a; definida sobre |A| de tal manera que R{* C |A|%. Para cada ¢; € 7, A tiene
un determinado elemento de su universo: 03»4 € |A|. Para cada f; € 7, A tiene una funcién
total de |A|" a |A.

Por motivos de simplicidad, en adelante inicamente consideraremos vocabularios rela-
cionales, i.e., vocabularios sin simbolos de funcién.? Para cualquier vocabulario 7, podemos
definir el lenguaje de primer-orden £(7) como el conjunto de férmulas constituido por los

¢

simbolos de 7, el simbolo de relacién légica ‘=’, las conectivas booleanas ‘A’ y ‘=’, varia-

bles individuales: VAR = {z,v, z, ...}, cuantificador ‘3’ y paréntesis ‘(’, *).? (La sintéxis

2Para deshacerse de los simbolos de funcién en un vocabulario 7, uno debe introducir un nuevo simbolo
de relacién (n+1)-ario F' para cada f m-aria € 7: Sea 7" el vocabulario (libre de simbolos de funcién) que
consiste en los simbolos de relacién y constantes de 7, junto con los nuevos simbolos de relaciéon. Para una
T-estructura A, sea A" la 7"-estructura obtenida de A reemplazando cada funcién n-aria f* por su grifica
FA FA = {(ao, ..., an, f(0, ..., an))|ao, ..., an € A} (véase [13], 11-12).

3, ¢7 %’ y Y pueden ser definidos de la manera estdndar. Por otro lado, en esta tesis tomo a
la identidad como un simbolo 1égico porque, en la medida en que tomo a la igualdad como una relacién
primitiva, ésta tiene su significado fijo.
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correspondiente es la estandar).

Surge una cuestién matematico-filoséfica dentro del contexto de TCD: una computacion
es inherentemente finita. Los objetos que las computadoras (y, discutiblemente, todas las
méquinas reales o idealizadas) tienen, mantienen y manipulan (tales como entradas, pro-
gramas, bases de datos, etc.), son todos finitos. Esos objetos se pueden modelar conve-
nientemente como estructuras finitas; es decir, estructuras cuyo universo es un conjunto
finito. Por un lado, las estructuras finitas se pueden codificar como palabras y, por tanto,
pueden ser objetos de computaciones. Por otro lado, tales estructuras se pueden usar para
describir ejecuciones finitas de maquinas. De hecho, las férmulas de un lenguaje légico a
menudo se pueden interpretar como programas tales que, dada una estructura finita como
entrada, ejecutan la evaluacién correspondiente. Este hecho es muy importante en, por
ejemplo, la teoria de bases de datos, donde las bases de datos relacionales se consideran es-
tructuras finitas. Siendo asi, definimos ESTRUC]7] como el conjunto de estructuras finitas
de vocabulario 7.

Por ejemplo, sea 7, = (A% f.t), con ‘A?’ siendo un sfmbolo de relacién binaria, y ‘ f* y “t’
simbolos de constante (cuya denotacién pretendida son vértices fuente y terminal especifi-
cados, respectivamente). Una gréfica (no-dirigida) es una 7y-estructura G = (|G|, A9, f9,19)

que satisface:

1. Vz—Axx

2. VaVy(Azy — Ayx)

4Vale la pena mencionar que, como serd evidente abajo, un enfoque “finitista” a los objetos légico-
matemaéticos es bastante diferente en muchos aspectos al enfoque “infinitista” correspondiente; se aplican
diferentes técnicas y se sostienen diferentes teoremas respectivamente. Por ejemplo, las propiedades que
uno puede probar sobre N a menudo son falsas o irrelevantes si se aplican a los objetos de computacién.
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Denotamos la clase de gréficas finitas como GRAF. Hablamos de una grafica dirigida

(digréfica) cuando sélo se requiere 1. Asi, la férmula

Prodir (T, y) = VaVy(-Azz A Avy — Ayx)

dice que la gréfica en cuestién es no-dirigida y no tine ciclos.® (Usualmente, los elementos
de |G| se llaman vértices o nodos, mientras que los elementos de AY se llaman aristas).
Una estructura del tipo de una grafica no necesita tener un ordenamiento en sus vér-
tices. Sin embargo, si uno usa una computadora para almacenar o manipular una grafica,
ésta debe estar codificada de alguna manera; lo cual impone un ordenamiento en sus vér-
tices. Cuando uno codifica una entrada en una computadora, lo hace como una cadena de
caracteres: el primer caracter, el segundo cardcter, y asi sucesivamente. Asi, siempre hay
un ordenamiento involucrado en tal codificacién. De hecho, el concepto mismo de ordena-
miento estd profundamente arraigado en los conceptos de cadena y computacién. En este
sentido, para discutir computacién en general, necesitamos suponer que los universos de las
estructuras consideradas estan ordenados. Como en el caso particular de las graficas, esta
suposicion parece ser natural porque, al codificar una estructura como una entrada a una
computadora, inducimos un ordenamiento en su universo.’ Por estas razones, el simbolo
de relacién binaria ‘<’ juega un papel especial in TCD: si ‘<’ € 7 y A € ESTRUC|7], A
debe interpretar < como un ordenamiento total sobre su universo. En tal caso, también

establecemos simbolos de constante ‘0’, ‘1’ ‘max’ en 7, y los interpretamos respectivamente

SEstablecemos la siguiente convencién para la precedencia de operador: ‘—’ tiene la precedencia mas

alta, después ‘A’ y ‘V’, y finalmente ‘—’ y ‘4=’; mientras que los operadores de igual precedencia se evalian
de izquierda a derecha.

5Todas las descripciones légicas de primer-orden de clases de complejidad suponen que una relacién de
ordenamiento total sobre el universo estd disponible en los lenguajes. De hecho, algunos de los mayores
problemas abiertos en TCD conciernen a la pregunta de hasta qué punto los resultados correspondientes
pueden ser generalizados a estructuras no ordenadas (véase [24], cap. 12; y [13], cap. 11).
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como el minimo, segundo y méaximo elementos bajo el ordenamiento <.” En particular, las
formulas en légica de primer-orden necesitan acceso a un ordenamiento total del universo
para expresar computacién general. Siendo asi, sea A € ESTRUC[7| una estructura orde-
nada, con n = || A, y sean los elementos de |.A| en orden creciente ag, ay, ..., an_1; entonces
hay una correspondencia uno a uno i — a;, ¢ = 0, 1, ..., n — 1. (Usualmente uno identifica
los elementos del universo con el conjunto de nimeros naturales menores que n).

Por otro lado, para descartar el caso trivial de la estructura con un tnico elemento
que satisfaria la ecuacién 0 = 1, suponemos que todas las estructuras tienen al menos dos
elementos; en particular, suponemos que tienen dos constantes desiguales denotadas por
0 v 1. Ademsds, para dar la definicién de consulta booleana, también debemos definir qué
significa tener una wvariable booleana en una férmula de primer-orden: tal variable en tal
formula es una variable que esta restringida a ser 0 o 1, donde 0 se identifica con falso y 1
con verdadero.

Ahora podemos dar las definiciones de consulta y de consulta booleana como son pre-

sentadas por Immerman:

Una consulta es cualquier mapeo I: ESTRUC[o] — ESTRUC|7] de estructuras
de un vocabulario a estructuras de otro vocabulario, el cual esta limitado poliné-
micamente. Es decir, hay un polinomio p tal que para toda A € ESTRUC|o],
II(A)]| < p(]]A]l)- Una consulta booleana es un mapeo I, : ESTRUC[o] —
{0,1}. Una consulta booleana también se puede considerar como un subcon-

junto de ESTRUC[o]— el conjunto de estructuras A para las cuales I(.A) = 1.

"Llamamos respectivamente a los simbolos ‘<’‘0’, ‘1’ y ‘max’, relacién numérica y simbolos de cons-
tante; mientras que llamamos al resto de 7 la relacién de entrada y simbolos de constante. Los primeros
dependen sélo del tamano del universo; asi, éstos no se proporcionan explicitamente en la entrada porque
son facilmente computables como funciones del tamafio de la entrada. Ademads, siempre que aparezca alguno
de ellos, se requiere que tenga su significado estandar.



El problema en términos légicos 12

([24], 17).8

Dentro del contexto, una consulta de primer-orden es el tipo mas simple de consulta;
cada una de ellas es o bien booleana o bien una consulta de primer-orden k-aria. Aunque es
facil dar una definicién general de la segunda, aqui s6lo nos concierne la primera: cualquier
oracién de primer-orden ¢ € L£(7) define una consulta booleana de primer-orden I sobre
ESTRUCI|7], donde I4(A) = 1 syss A |= ¢. Siendo asi, sea FOL el conjunto de consultas
booleanas £(7)-expresables. Ejemplos claros abundan en la teorfa de bases de datos. TCD
es de especial importancia en dicha teoria porque, como se mencioné arriba, una base de
datos relacional es exactamente una estructura relacional finita, y los lenguajes de consulta
cominmente utilizados son extensiones simples de la légica de primer-orden. Siendo asi,
TCD proporciona un fundamento natural para la teorfa de bases de datos, y muchas
cuestiones sobre la expresividad de los lenguajes de consulta y la eficiencia de su evaluacién

han sido establecidas utilizando métodos de TCD.

Por ejemplo, consideremos una base de datos D que contiene los nombres de las prin-
cipales ciudades en México y los pares (f,t) de ciudades tales que una aereolinea determi-
nada ofrece servicio desde f hasta t sin escala. Uno puede ver a D como una estructura de
primer-orden, a saber, como una digrafica G = (|G|, A9, f9,t9), donde |G| es el conjunto de
nombres de las ciudades y Aft significa que hay un vuelo desde f hasta t sin escala. Asi,
el lenguaje de la légica de primer-orden, £(7), puede ser interpretado como un lenguaje de

consulta. Como ejemplo, consideremos

8A query is any mapping I: STRUC[o] — STRUC|7] from structures of one vocabulary to structures
of another vocabulary, that is polynomially bounded. That is, there is a polynomial p such that for all A €
STRUCIo], [ I(A)] < p(|lA|]). A boolean query is a map I, : STRUC[o] — {0,1}. A boolean query may
also be thought of as a subset of STRUC[o]—the set of structures A for which I(A) = 1.

Todas las traducciones en esta tesis fueron realizadas por el autor de la misma.
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bpar(x,y) = Azy V Fz(Axz A Azy).

Cuando ¢pq, se considera como una consulta a D, la respuesta consistird en el conjunto
de pares (f,t) de ciudades tales que f se puedan alcanzar desde ¢ haciendo, a lo més, una
parada.

Aunque L(7) proporciona una clase abundante de consultas de bases de datos, existen
consultas plausibles que no son L(7)-expresables. Por ejemplo, la consulta ALCANCE,
“;Es posible volar de x a y (en uno o mas vuelos)?”, no se puede expresar mediante
una L(7)-formula de modo que obtengamos la respuesta correcta en todas las bases de
datos (digraficas) posibles de tipo D. Correspondientemente, desde un punto de vista
computacional, las respuestas a ALCANCE son méas complejas que las respuestas a ¢pqr
(véase [13], 118). En realidad, £(7) no es lo suficientemente poderoso como para expresar las
computaciones mas interesantes ya que carece de la capacidad de expresar adecuadamente
procedimientos inductivos o recursivos. Sin embargo, su expresividad se puede aumentar de
una manera Util y natural sin saltar (en principio) a la légica de segundo-orden: anadiendo
a L(7) el poder de definir nuevas relaciones por induccién, muchas de las cuales no son
L(7)-expresables.”

Por ejemplo, la relacién que formaliza la consulta ALCANCE, conocida como clausura
transitiva, no es £(7)-expresable, pero puede definirse inductivamente. Con el vocabulario
7, introducido arriba, se puede definir la clausura reflexiva y transitiva A* de A de la

siguiente manera: Consideremos la formula,

Get(R,x,y) = ¢ =y V Iz(Azz A Rzy),

9Por ejemplo, en términos de maquinas de Turing, usando la relacién de ordenamiento podemos describir
la transicién de una configuracién a la siguiente por medio de una légica “simple”; en su mayoria FOL.
Sin embargo, para averiguar si la computacién se detiene y obtener su resultado, necesitamos méas poder
expresivo (e.g., como se muestra abajo, el poder expresivo proporcionado por el operador OPFM).
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donde R es una variable de relacién binaria. Esta formula formaliza una definicién inductiva
de A*: Para cualquier estructura A con vocabulario 74, ¢+ induce un mapeo de relaciones

binarias sobre |A| a relaciones binarias sobre |A|,

¢4 = {{a,b) | A (R,a,b)}.

¢é es llamado mondtono si para todas las variables de relacién binaria R, S,

RC 5= ¢4(R) C ¢4(9).

Como R aparece s6lo de manera positiva (i.e., dentro de un nimero par de simbolos de
negacién) en ¢, ¢/ es monétono. Ahora, sea (¢4)", ¢4 iterado r veces. Por tanto, con A

siendo cualquier grafica y r > 0,

(¢ HY(B) = {(a,b) € |A]? | distancia(a,b) < 0}

(¢)2(0) = {{a,b) € |A]? | distancia(a,b) < 1},

y en general,

(D) (0) = {(a,b) € |A]? | distancia(a,b) < r— 1}.1°

Por lo tanto, para n = ||Al|, (¢4)"(0) = A*. Es decir, A* es la relacién minima 7' tal que
gzbg‘}(T) =T, i.e., el punto fijo minimo de gbé. Esta es una situacién general, como muestra

la version finita del Teorema de Knaster-Tarski:

10 baist1(v,y) = =y V Azy,
¢dist2 (-T7 y) = 3z(¢dist1 (1'7 Z) A ¢dist1(zu y))7
Gaista (T, Yy) = 2(Paist2 (T, 2) A Paist2(2,Y)),

y asi sucesivamente. Donde el significado intuitivo de cada férmula es que, respectivamente, hay un camino
de z a y de longitud maxima 1, 2, 4 y asi sucesivamente. Asi, para un par a y b de vértices del universo de
una grafica G, (G, a/z,b/y) |E ¢aist2 significa que la distancia de a a b en G es como méximo 2 (véase [24],
9).
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Sea R un nuevo simbolo de relacion de aridad k, y sea ¢p(R,x1,...,x)) una
formula de primer-orden mondtona. Entonces, para cualquier estructura finita
A, el punto fijo minimo de ¢* existe. Este es igual a (¢™) (D), donde r es
minimo y de modo que (¢™)"(0) = ()" +1(D). Ademds, siendo n = || Al

tenemos r < nF. ([24], 58).!!

El teorema nos asegura que cualquier férmula de primer-orden R-positiva, ¢(R, z1, ..., Tx)
determina una relacién de punto fijo minimo. Para denotar este punto fijo minimo usamos
(OPFMgt,, ., ¢), donde el subindice “RFz1...2;,” nos dice explicitamente a cuales relacién
y variables individuales corresponde el punto fijo (si la eleccion de las variables es clara, es-
tos subindices pueden omitirse). De esta manera, el operador de punto fijo minimo, OPFM,
formaliza el poder de definir nuevas relaciones por induccién. Por consiguiente, definimos
Loprum(7), el lenguaje de las definiciones inductivas de primer-orden, agregando OPFM a
L(7): si ¢(R, x1, ..., 1) es una formua RF-positiva en Lopras(7), enotnces (OPFMpgky, 4,
¢) se usa como un nuevo simbolo de relacién k-aria que denota el punto fijo minimo de ¢.
(Véase ([24], 59). Por tanto, sea LPO(OPFM) el conjunto de consultas booleanas expre-
sables en la clausura de la légica de primer-orden bajo el poder de definir inductivamente
nuevas relaciones; i.e., el conjunto de consultas booleanas Lo prs(7)-expresables. (Veremos
los aspectos de la sintaxis y la semantica de LPO(OPFM) relevantes para mis propésitos
en el siguiente capitulo).

Por ejemplo, (OPFMpgsy ¢c;) denota A* y, por tanto, la consulta booleana ALCANCE

HTet R be a new relation symbol of arity k, and let O(R, 1, ...,xk) be a monotone first-order formula.
Then for any finite structure A, the least fized point of ¢™ exists. It is equal to (qﬁA)T(@) where T is minimal
so that (¢™)"(0) = (¢)"1(0). Furthermore, letting n = || Al|, we have r < n*.

En el sentido de que el teorema muestra que para cualquier definiciéon inductiva de primer-orden
¢(R, z1, ..., Tk ), €l punto fijo minimo de ¢ equivale a iterar ¢ a lo mas n* veces, OPFM es un operador de
iteracién polinémica.
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se puede expresar como: (OPFMpg,y ¢ct) (f,t). La complejidad asociada con ALCANCE
(consulta definida como el conjunto de digrificas G tales que hay un camino en G de f
a t) es NL-completa. No obstante, Lopra(7) puede expresar consultas booleanas cuya
complejidad se ha probado que es P-completa. Un ejemplo es la consulta ALCANCE,,
definida como el conjunto de graficas que tienen un camino alterno de f a t:'? La propiedad

de camino alterno, P,, se puede definir como

bca(Pix,y) =x =y V(Iz(Azz A Pzy) N (Uzx — Vz(Axz — Pzy))),

y, por lo tanto,

Pa - (OPFMsz ¢ca)v

ALCANCE, = (OPFMp,, ¢ca)(a,b)

(véase [24], 59).

Basados en el hecho de que Lopras(7) puede expresar P-completud, Immerman ([23])
y Vardi ([31]) probaron independientemente que LPO(OPFM) describe exactamente el
conjunto de todas las consultas booleanas computables en tiempo-polinémico (i.e., P).

Especificamente:

12Los caminos alternos se definen inductivamente. Una gréfica alterna G = ( |G|, A9, U9, f9,t9) es una
digrafica cuyos vértices estan etiquetados universal o existencial, cuyo vocabulario es 7,4 = (AQ, UL, f,t)
y donde U C |G| es el conjunto de vértices universales. Estas graficas tienen una nocién diferente de
accesibilidad. Sea PY (z,y) la relacién méds pequenia sobre los vértices de G tal que:

1. PY(z,x).
2. Si x es existencial y PY(z,y) se sostiene para alguna arista (z, z), entonces PY (z,v).

3. Si  es universal, hay al menos una arista dejando =, y PJ(z,y) se sostiene para todas las aristas
(z,z), entonces PY (x,y).

Por lo tanto:

ALCANCE, = {G | P{(f,t)}
. (véase [24], 53-54).
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Sobre estructuras ordenadas, finitas, LPO(OPFM) = P ([24], 60).'3

De este manera, contamos con una de las dos identidades necesarias para plantear el
problema P Z NP en términos meramente légicos. Pasemos a la otra.

El lenguaje de logica de segundo-orden, llamémoslo Lo(7), es (en principio) estricta-
mente mucho mas expresivo que £(7), ya que el el primero consiste en el segundo mas el
poder de cuantificar sobre nuevas variables de relacién en el universo. Como ejemplo, la
Lo(7)-férmula VR" ¢ significa que para todas las elecciones de la relacién r-aria R, ¢ se
sostiene. Siendo asi, sea LSO el conjunto de consultas booleanas Lo(7)-expresables. (Vere-
mos los aspectos de la sintaxis y la semantica de LSO relevantes para mis propositos en el
siguiente capitulo).

Lo(7) es tan expresivo que incluso un “fragmento” de él, viz., su (sub)conjunto de Lo(7)-
féormulas existenciales (i.e., su conjunto de férmulas cuya cuantificaciéon de segundo-orden
estd restringida a ser existencial), puede expresar NP-completud. Por ejemplo, considere-

mos la férmula,

$3—color = AR1AVIIBWz((Rx V Vi V Bx) AVy(Azy —

—(Rz A Ry) N—~(Vz AVy) AN =(Bx A By))),

donde R, V y B son variables de relaciéon unaria. ¢3_.qor €s satisfecha por una grafica G
syss G es 3-coloreable. Por lo tanto, dicha £o(7)-férmula existencial expresa la consulta de
3-coloreabilidad de gréficas, cuya complejidad asociada es NP-completa. (Llamemos LSO3

al conjunto de consultas booleanas expresables en el “fragmento” existencial de La(7)).

13 Qver finite, ordered structures, FO(LFP) = P.
Immerman usa FO(LFP) para abreviar first-order logic plus a least-fized-point operator, denotando lo
mismo que LPO(OPFM).
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Fagin ([15] y [16]) prob6 que NP = LSO3 y, mas generalmente, Stockmeyer ([28]) probé
que las consultas booleanas Lo(7)-expresables son exactamente aquellas computables en la

jerarquia de tiempo-polinémico. En otras palabras, el resultado de Stockmeyer establece:

Una consulta booleana se encuentra en la jerarquia de tiempo-polinomico syss

es expresable en sequndo-orden, PH = LSO ([24], 121-122).1

La identificacién entre PH y LSO probada por Stockmeyer es una extension natural de
la identificacién entre NP y LSOd probada por Fagin; la cual, a su vez, se basa en la corres-
pondencia entre NP y espectros generalizados. Especificamente, para k > 1, consideremos
una k-formula de segundo-orden abierta ¢, que estd definida de la siguiente manera: esta
escrita en Lo(7) y en forma normal prenexa con todos los cuantificadores de segundo-orden
precediendo a todos los cuantificadores de primer-orden; ademas, tiene k-1 alternancias de
cuantificadores de segundo-orden encabezadas por cuantificador existencial, y contiene al
menos una variable de predicado libre y ninguna variable individual libre. Ahora, para
k > 1, sea GSj el conjunto de A tales que, para alguna k-férmula de segundo-orden abierta
¢, A es el conjunto de estructuras finitas (ordenadas o no ordenadas) en las cuales ¢ es ver-
dadera.'® Fagin ([15] y [16]) describié una codificacién e de conjuntos de estructuras finitas
a lenguajes, y prob6 que A € GS; syss e(A) € NP (i.e., ¥¥). Extendiendo este resultado,
Stockmeyer ([28]) mostr6 que, para cada k, A € GSy, syss e¢(A) € X (andlogamente para
las clases correspondientes II} y A}).

Del resultado de Stockmeyer junto con los de Immerman y Vardi, se sigue una ca-

racterizacion descriptiva del problema P Z NP: P = NP syss cada consulta booleana

1 A boolean query is in the polynomial-time hierarchy iff it is second-order expressible, PH = SO.

Immerman usa SO para abreviar second-order logic, denotando lo mismo que LSO.

5Notablemente, los resultados de Fagin y Stockmeyer se sostienen incluso sin la suposicién de ordena-
miento correspondiente.



El problema en términos légicos 19

Lo(7)-expresable (sobre estructuras ordenadas, finitas) es Loprar(T)-expresable (i.e., LSO

C LPO(OPFM)). En otras palabras:

Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. P=NP

2. Sobre estructuras ordenadas, finitas, LPO(OPFM) = LSO ([24], 122).1¢

Por lo tanto, si se mostrara que LPO(OPFM) y LSO tienen el mismo poder expresivo,
entonces P = NP. En el siguiente capitulo, introduzco y esbozo un enfoque TEL para
comparar la expresividad de tales légicas y, en ese sentido, motivo dicho enfoque como una
estrategia para argumentar a favor de P = NP.!7 Ademéas de eso, como se mencioné arriba,
en el capitulo 4 discutiré si hay respaldo para la adecuacion del enfoque TEL tomado como
tal estrategia.

Cierro esta seccion senalando una condicién fundamental para la plausibilidad de tomar
un enfoque TEL como tal estrategia: debe ser el caso que, sobre estructuras ordenadas,
finitas, PH = LSO se sostiene cuando LSO se toma con seméantica general. Porque, si las
semanticas estandar y general de LSO tuvieran diferencias importantes en el caso de ta-
les estructuras, no podriamos usar adecuadamente la segunda para realizar la traduccion
pertinente. Considero que tal condicién se cumple en la medida en que la identidad en-
tre PH y LSO, dentro del contexto de estructuras ordenadas, finitas, exige precisamente

expresabilidad o definibilidad por Lo(T)-férmulas.

16 The following conditions are equivalent:
1. P=NP
2. Qwver finite, ordered structures, FO(LFP) = SO.

Estoy consciente del hecho de que no hay consenso respecto a lo que cuenta como una légica; sin
embargo, en esta tesis tomo LPO(OPFM) y LSO, tal como se definieron, como légicas que tienen sintaxis
y seméntica particulares.
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Como senalé arriba, de acuerdo con el resultado de Stockmeyer (que extiende el resul-
tado de Fagin), cada propiedad PH de estructuras finitas (ordenadas o no) es definible por
una Lo(7)-oraciéon. Y, conversamente, cualquier Lo(7)-oracién define una propiedad PH.
Por lo tanto, una propiedad de estructuras finitas es una propiedad PH syss es definible
por una Lo(7)-oraciéon. Por otro lado, precisamente, la seméntica general restringe la clase
de estructuras de LSO a aquellas que contienen al menos todos los conjuntos y relaciones
definibles en la respectiva estructura mediante LSO-formulas; i.e., restringe la atencién a
las estructuras que estan cerradas bajo definibilidad. Esta situaciéon hace que un enfoque
TEL, aplicado a LPO(OPFM) y LSO y, de esa manera, tomado como una estrategia para
argumentar a favor de P = NP, sea al menos plausible. Mi objetivo en los préximos dos
capitulos es mostrar que dicho enfoque también estd bien motivado y cuenta con respaldo

como tal estrategia.



Capitulo 3

Motivacién para un enfoque TEL

LPO(OPFM) y LSO tendrian el mismo poder expresivo syss para cada LPO(OPFM)-
formula FOL hubiera una LSO-férmula con los mismos modelos y viceversa. Sabemos que
LPO(OPFM) C LSO (ya que se sigue de P C NP); entonces, la cuestiéon de un millén de
déblares (literalmente) es la de determinar si LSO C LPO(OPFM) (i.e., para cada LSO-
férmula hay una LPO(OPFM)-férmula con los mismos modelos) también es el caso. Siendo
asi, si se proporcionara una traducciéon de LSO a LPO(OPFM), entonces P = NP. Como
se ha enfatizado, aqui no proporciono dicha traducciéon; méas bien, en lo que sigue muestro
que un enfoque TEL, utilizado para traducir LSO a LPO(OPFM) y, de esa manera, para
argumentar a favor de P = NP, en primer lugar, estd bien motivado y, en segundo, cuenta
con respaldo. Comienzo esta tarea introduciendo y esbozando un enfoque TEL para com-
parar el poder expresivo de las logicas correspondientes. Tal enfoque TEL esta basado en

las técnicas proporcionadas por Manzano en [25].

Para realizar la traduccién en cuestion, uno tendria que ajustar o codificar el len-

guaje y las estructuras de LSO en el lenguaje y las estructuras de LPO(OPFM). En
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otras palabras, la traduccién tendria que realizarse en dos niveles: una codificacién sin-
tactica de LSO-expresiones en LPO(OPFM)-expresiones y una conversién semdantica de
LSO-estructuras en LPO(OPFM)-estructuras. Siendo asi, para realizar la traduccién, uno
deberia definir una funcién recursiva COD para hacer la codificacién y una conversion
directa CON de estructuras. Especificamente, querriamos que lo siguiente sea verdadero:
para cada LSO-estructura, A € EST(LSO), hay una LPO(OPFM)-estructura, CON(A) €

CON (EST(LSO)), tal que

A es un modelo de ¢ syss CON(A) es un modelo de COD(¢)

para cada LSO-oracién ¢. Llamemos a este desideratum D. Antes de esbozar cémo se
podrian definir COD y CON con el objetivo de probar D, echemos un vistazo a las
similitudes y diferencias entre LSO y LPO(OPFM), ambas extensiones de LPO.

Comencemos con los lenguajes correspondientes: los lenguajes de ambas logicas incluyen
como base al lenguaje de primer-orden £(7) como fue presentado arriba. Sin embargo, por
un lado, el lenguaje de LSO tiene tanto variables relacionales como individuales, y ambos
tipos de variables pueden ser cuantificadas. De esta manera, el lenguaje de LSO, Lo(7),
anade a £(7) variables n-arias de relacién de cualquier grado n (paran > 1, cualquier entero
positivo).! Es decir, contiene variables individuales (VAR), variables relacionales unarias
(VAR; = {X1, Y Z! ..}), variables relacionales binarias (VARg = {X2, Y2 722 .}), v
asi sucesivamente.?

Por otro lado, el LPO(OPFM)-lenguaje, Lopra(7), amplia las reglas de formacién

habituales para la L£(7)-sintdxis con un operador que forma puntos fijos minimos, viz.,

!También agrega ¢/, cuya iteracién indica la aridad de las variables relacionales y esta representada por
los niimeros enteros positivos de la manera obvia.
2Lo(7) tiene igualdad tanto para los simbolos de individuo como de relacién.
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OPFM. La Lopru(7)-sintéxis estd definida por las reglas habituales para £(7) ampliadas
con la siguiente regla de construccién de férmulas: Si ¢(R, Z) es una férmula (donde Z es
una k-tupla de variables individuales libres, R es una variable de relacién k-aria libre y ¢
es una féormula en la que R aparece s6lo de manera positiva), entonces (OPFMp z0)(¢) es
una férmula (donde t es una k-tupla de términos, todas las apariciones de R estan ligadas

y todas las apariciones de las variables en Z, excepto aquellas que aparecen en t y aquellas

libres en ¢, estén ligadas).

Ahora, echemos un vistazo a las estructuras de las logicas en cuestion: como era de
esperarse, las estructuras de ambas légicas se basan en LPO-estructuras. Por un lado, las
LSO-estructuras deben contener diferentes universos: el universo de los individuos |A| (que
es un conjunto no vacio), sobre el cual se extienden las variables individuales; el universo
de las relaciones unarias |A|;, como la extensién para las variables relacionales unarias; el
universo de las relaciones binarias |A|2, como la extensién para las variables relacionales
binarias, y asi sucesivamente. Sin embargo, aparte del universo de individuos, el resto de los
universos no son completamente nuevos ya que éstos no contienen mas que relaciones entre
individuos. En otras palabras, construimos el resto de los universos a partir de elementos
en el universo de individuos. En las LSO-estructuras, requerimos que el universo de las
relaciones m-arias sea un subconjunto del conjunto potencia del producto cartesiano del
universo de idividuos aplicado n-veces. Es decir, si A es una LSO-estructura, entonces |A|;

C P|A|, |Al2 € P|AJ?, y asf sucesivamente.

No obstante, hay dos tipos diferentes de LSO-estructuras: estandar y no-estandar. En el
caso de las LSO-estructuras estandar, tomamos |A|, = P|A|"; i.e., por ejemplo, tomamos

el significado de la férmula VX !¢ como: para todos los subconjuntos posibles de |A|, ¢ se
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sostiene. Al hacer eso, estamos tomando la nocién de subconjunto de la teoria de conjuntos
subyacente que estamos usando en el metalenguaje y, asi, tal nocién estd fijada (por tanto,
se trata como un concepto primitivo). Esta situacién nos obliga, por ejemplo, a incluir en
|A|1 todos los subconjuntos de |.A|, incluso todos aquellos que nunca podriamos describir o
definir. Por lo tanto, en las LSO-estructuras estdndar, cada |A|,, contiene todas las posibles
relaciones n-arias sobre |A|, donde “posibles” se inscribe en la teoria de conjuntos subya-
cente utilizada en el metalenguaje. Dicho de otra manera, en tales estructuras, en tanto
que conocemos |.A4|, nos basamos completamente en la teoria de conjuntos para decidir qué
se considerard como relacién n-aria: no hay indicacién en la estructura A diciendo la pro-
piedad que se ha de cumplir para ser una relacién n-aria, sino que dicha propiedad se toma
de la (meta)teoria de conjuntos. Por lo tanto, para establecer el conjunto de las oraciones

validas debemos especificar qué teoria de conjuntos serd usada en el metalenguaje.’

En cambio, aunque en las LSO-estructuras no-estandar todavia se quiere que |Al, C
P|A|" para todo n, la decisién de qué serd incluido en cada |A|, (i.e., qué posibles relaciones
estaran contenidas realmente en la estructura A) es hasta cierto punto peculiar para cada
estructura 4. Se podria considerar que las relaciones a las que nos referimos al cuantificar
en LSO no siempre tienen que ser todas las posibles; por ejemplo, a menudo queremos
cuantificar sobre ciertos conjuntos de relaciones que son faciles de controlar. Asi, en las
estructuras en cuestién, podria ser que para algunos m, |A|,;, # P|A|™. Especificamente, en
las LSO-estructuras no-estandar, la extensién de los cuantificadores de segundo orden debe
especificarse directamente; i.e., en estructuras no-estandar, la nocién de subconjunto debe

darse explicitamente dentro de cada modelo (asi, es tratada como un concepto definido en

3Esta situacién hace que LSO sea una légica no-absoluta, cuyo concepto de verdad depende de la teoria
de conjuntos subyacente.
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la estructura). En particular, hay LSO-estructuras no-estandar en las que los universos son
extensionales y cerrados bajo definibilidad, viz., LSO-estructuras generales. Dicho de otra
manera, estas son estructuras donde los universos contienen al menos todos los conjuntos y
relaciones que son definibles en la estructura correspondiente por las férmulas del lenguaje

de LSO, i.e., por Lo(7)-férmulas.

Como es bien sabido, tomada con estructuras estdndar, LSO es estrictamente mucho
més expresivo que LPO y su extensiéon LPO(OPFM). Por otro lado, como también es bien
sabido, tomada con estructuras generales, LSO no es méas expresivo que LPO; de hecho,
con estructuras generales, LSO es traducible a LPO multivariada (véase [25], 277-290). A
grandes rasgos, tomada con estructuras estandar, el conjunto de las oraciones vélidas de
LSO es tan vasto porque la clase de tales estructuras es demasiado pequena (esa clase
incluye sélo estructuras donde cada |A|,, = P|.A|"); mientras que, tomado con estructuras
generales, dicho conjunto se reduce considerablemente porque la clase de esas estructuras es
muy grande (esa clase contiene estructuras donde |A|,, C P|.A|, para todo n, pero podria ser
que para algin m, |A|,, # P|A|™). Siendo asi, la adopcién de estructuras generales implica
una gran reduccion en el poder expresivo de LSO. No obstante, como se mencioné arriba y
seglin mis propésitos, considero que, en la medida en que PH = LSO sélo exige definibilidad

mediante Lo(7)-férmulas, podemos tomar adecuadamente LSO con estructuras generales.

Ademas, podemos argumentar que las LSO-estructuras estdndar no son légicamente
adecuadas en la medida en que no permiten todas las interpretaciones légicamente posibles
de las Lo(7)-férmulas como modelos. Es decir, si no se exige alguna condicién sobre los
universos de una estructura, distinta a la de ser un subconjunto del conjunto potencia

del producto cartesiano del universo de individuos aplicado n-veces, bien puede suceder
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que la estructura falle en contener ciertas relaciones que son definibles en ella mediante
Lo(7)-férmulas. Esto, a su vez, significa que el esquema de comprehensién no se sostiene
necesariamente. Por esta razén, se vuelve evidente la necesidad de estructuras donde los
universos relacionales obedezcan ciertas condiciones de cierre: se necesitan LSO-estructuras
generales.? Siendo asi, procedamos a dar algunas caracteristicas més especificas de tales

estructuras para después compararlas con LPO(OPFM)-estructuras.

Como se mencion6 arriba, en las LSO-estructuras generales la extensién de los cuan-
tificadores de segundo-orden debe estar directamente especificada. Especificamente, una
forma prototipica de caracterizar a las SOL-estructuras generales es la siguiente: una pre-
estructura general para Lo(7) es una estructura en el sentido usual (i.e., como se describe
al inicio del capitulo 2, un universo de discurso maés interpretaciones para los simbolos
no-légicos) junto con un conjunto adicional; a saber, el universo relacional n-ario.” Este
debe ser una coleccién de relaciones n-arias sobre el universo de discurso. Como ejemplo,
en particular, el universo relacional unario debe ser una coleccién de subconjuntos del

universo; por tanto, es parte (pudiendo ser todo) del conjunto potencia del universo.

Para una pre-estructura general H, hay una manera natural de definir lo que significa
que una Lo(7)-férmula ¢ es satisfecha en H bajo una asignacién s de objetos a las variables

libres en ¢; i.e., H = ¢[s] (donde los cuantificadores de segundo-orden ahora se definen

4 Para ver por qué las LSO-estructuras estandar no incluyen todas las interpretaciones légicamente
posibles de las LSO-férmulas como modelos, tenemos que considerar férmulas, como la que expresa la
hipétesis del continuo generalizada, llamémosla ¢r.g, que son tanto expresables en LSO como independientes
de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Por ejemplo, en el caso de ¢pcq4: dentro de las LSO-estructuras
estandar, debemos ubicarnos en un universo conjunto-teérico donde la hipétesis del continuo generalizada
es o bien verdadera o bien falsa. Supongamos que es verdadera; entonces, en cada modelo estandar de LSO
Pneg 1O sblo es verdadera sino valida. No obstante, dado que la hipdtesis generalizada no es derivable de la
teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, una interpretacion Z, tal que Z ¥ ¢ncq, no se puede excluir como
légicamente imposible. Por tanto, al menos una Z, tal que Z F —¢g4cn, es 16gicamente posible; sin embargo,
dicho modelo no estd permitido en LSO-estructuras estandar.

5Como era de esperarse, el lenguaje de LSO, L2(7), permanece inalterado bajo una u otra seméntica.
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para que su extension esté dada sobre el universo correspondiente). Para una variable
relacional k-aria X*: H = VX* ¢[s] syss para cada k-relacién P en el universo relacional
k-ario, H = ¢[s'] es el caso; donde s’ difiere de s sélo en asignar la relacién P a la
variable relacional X*. (Como era de esperarse, en el caso de oraciones de segundo-orden,
la asignacion s ya no es relevante y podemos hablar sin ambigiiedad de la verdad o falsedad
de la oracién correspondiente en la pre-estructura general H.

Sin embargo, por ejemplo, realmente no deseamos que el universo relacional unario
sea una coleccion arbitraria de subconjuntos del universo. Hay algunos subconjuntos del
universo sobre los que tenemos conocimiento ya que podemos definirlos: supongamos que
¢ es una férmula donde sélo la variable u aparece libre; entonces, el conjunto que ¢ define
en H consiste en todos los miembros a de H tales que ¢ es satisfecha en H cuando a se
asigna a u. Obviamente, esta situaciéon puede ampliarse: supongamos que ¢ tiene como
Unicas variables libres u, v, w,z,Y"™. Ademads, supongamos que ¢ y d son miembros del
universo (de individuos) |H| y que P esté en el universo relacional m-ario de . Entonces,
la relacion binaria que ¢ define en H a partir de los pardmetros ¢, d y P es el conjunto
de pares (a,b) de elementos de |H| tales que ¢ esta satisfecho en H cuando a sus variables
u, v, w, ¢y Y™ se les asigna a, b, ¢, d y P, respectivamente. Dicho de otra manera, es la

relacion binaria
{{a,b) | H = ¢(u,v,w,z,Y™)[a,b,c,d, P|}

De nuevo, obviamente, esta situacién se puede generalizar al caso en que se define una
relacién k-aria a partir de cualquier niimero particular de pardmetros.
Por lo tanto, es razonable restringir nuestra atencién a las pre-estructuras generales

que estan cerradas bajo definibilidad. Asi, particularmente, en la situacion recién descrita,
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esperamos razonablemente que el universo relacional binario de H contenga la relacién
binaria que ¢ define a partir de los pardametros en la pre-estructura. En otras palabras,

esperamos que la oracién
Yuw Yy VY2 3R Yu Vv [Ruv < ¢(u,v,w, z,Y?)]

sea verdadera en H. Llamamos a este tipo de oraciones aziomas de comrehension. Asi,
una LSO-estructura general es una pre-estructura general en la que todos los axiomas
de comprehensién (para todas las férmulas) son verdaderos. Entre las LSO-estructuras
generales estan aquellas en las que, por ejemplo, el universo relacional unario es todo el
conjunto potencia del universo (de individuos), etc. A una tal LSO-estructura general la
llamamos absoluta, pero, como se ha enfatizado, puede haber otras (véase [14]).

Como es bien sabido, la caracteristica mas notable de las LSO-estructuras generales es
que, tomada con ellas, LSO no es mas que LPO (multivariada) junto con los axiomas de
comprehension: usar pre-estructuras generales equivale a tratar Lo(7) como un £(7) mul-
tivariado. Por tanto, tomada con estructuras generales, una oracién de LSO es valida syss
estd implicada légicamente (en LPO) por el conjunto de axiomas de comprehensién. (Con
mas precision, tomada con estructuras generales, LSO es reducible a la 16gica multivariada,
la cual a su vez es reducible a LPO (no-variada). Asi, las LSO-estructuras generales se pue-
den reinterpretar como LPO-estructuras multivariadas (véase [25])). Habiendo dicho esto,
procedamos con la exposiciéon de las LPO(OPFM)-estructuras para que las similitudes y
diferencias correspondientes sean evidentes.

Las LPO(OPFM)-estructuras son esencialmente las mismas que las LPO-estructuras.
Consideremos una férmula de LPO ¢(R, ), donde Z es una k-tupla de variables individuales

libres y R es una variable relacional k-aria libre. Si A es una LPO-estructura, con el universo
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|A|, interpretando todos los simbolos en ¢ diferentes a los exhibidos, consideramos a ¢ como

definiendo un mapeo ® de P|A|* a P|A|* dado por

(P) = {al(A, P,a) = ¢},

donde P C |A|* y @ es una k-tupla de elementos de .A. Como se mencioné en el capitulo
anterior, esta interpretacion de una férmula definiendo un operador sobre el espacio de
las relaciones da una formalizacién natural de definiciones inductivas: si ® es un mapeo
monotono, podemos hablar de la minima relacién R tal que R(Z) syss ¢(R, Z); llamamos a
esta relacion el punto fijo minimo del operador definido por ¢. De esta manera, la seméantica
pretendida de la regla de construccion de formulas mencionada arriba en este capitulo es
que, para cualquier LPO-estructura A (proporcionando una interpretacién de las variables
libres de ¢, excepto para z), A E(LFPOgz¢)(f) syss * (la tupla de elementos de A
definida por los términos t) est4 en el punto fijo minimo del operador monétono definido

por (R, %) sobre | A|¥. Podemos obtener el punto fijo minimo como el limite de la secuencia

de relaciones:

Ry =10
Rot1 = ®(Ra)
Ro = |J Rs

B<a

para ordinales de limite «. El ordinal de clausura de ® se define como el menor ordinal
a tal que Ry, = Ryy1. En otras palabras, cada tal operador ®(P) genera una secuencia
de etapas que se obtienen al iterar ®(P). Definimos las etapas ®™, m > 1, de ® sobre A

mediante la induccién: @' = &(()), &+ = d(®™). Intuitivamente, nos gustaria asociar
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con un operador ®(P) el “limite” de sus etapas: esto solo es posible si la secuencia de
etapas @™, m > 1, “converge”, i.e., si hay un entero mg tal que ®™0 = Mo+l — §(pmo)
y, por tanto, ®"0 = @™ para todo m > myg. Claramente, en este caso ®™° es un punto
fijo de ®(P). (Véase [12], 66-68; [1], 5; y [13], 165-171).

Una vez que dimos un vistazo a las similitudes y diferencias entre LSO y LPO(OPFM),
procedamos a esbozar cémo se podrian definir COD y CON introducidas arriba. La idea
es, por un lado, codificar las LSO-expresiones en un LPO(OPFM)-lenguaje de una sig-
natura peculiar directamente relacionada con la signatura de LSO. Es decir, nos gustaria
pasar de la LSO-signatura a una LPO(OPFM)-signatura que tenga, por asi decirlo, una
apariencia de segundo-orden. Siendo asi, denotemos LPO(OPFM) tomada con tal signatu-
ra como LPO(OPFM)*. Sin embargo, debe quedar claro que, aunque por manipulabilidad
se utilizaria una LPO(OPFM)-signatura peculiar para realizar tanto COD como CON,
los resultados obtenidos serfan validos para cualquier LPO(OPFM)-signatura.® Por otro
lado, la idea es convertir las estructuras (generales) utilizadas para interpretar LSO (lla-
memos a su clase EST(SOL)) en estructuras para LPO(OPFM)* (llamemos a su clase
EST(LPO(OPFM)*)).

Con mas detalle, por un lado, la funcién

COD: EXP(LSO) —s EXP(LPO(OPFM)*)

e +— COD(e)

tendria que definirse mediante recursién sobre la formacién de expresiones de LSO. Ademas,

deseariamos que esta funcién introdujera a lo mas un numero finito de variables libres en

5Una signatura de un lenguaje es un par (V, F), donde V es el conjunto que contiene todos los tipos
de variables cuantificables y F' es una funcién cuyo dominio es el conjunto de constantes de operacién del
lenguaje y da tipos como valores; i.e., secuencias finitas de miembros de V (véase [25], 9).
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las expresiones cerradas de LSO. Por otro lado, la funcién

CON: EST(LSO) — EST(LPO(OPFM)*)

Ar— CON(A)

tendria que ser una conversién directa de LSO-estructuras (generales) en LPO(OPFM)-
estructuras de una signatura particular elegida. El objetivo de esta conversiéon seria poder
probar el desideratum D introducido arriba; i.e., la equivalencia seméantica directa, en el
sentido de que la verdad de una oracién de LSO en una LSO-estructura (general) A es
equivalente a la verdad de su codificacién en su estructura convertida directa CON(A).

Especificamente, reformulando D, deseariamos que lo siguiente sea verdadero:

Para cada A € EST(LSO) hay una estructura CON(A) € EST(LPO(OPFM)*) tal que

1 A, %1 %] den LSO syss CON(A) " 1(COD()[1...0n]) 1 en LPO(OPFM)*

T1...-Tp

2. AE ¢ en LSO syss CON(A) es un modelo de VCOD(¢) en LPO(OPFM)*,

para cada oracién ¢ de LSO. Donde z;...x, son las variables libres que aparecen en la
codificacion (si las hay), y x;...x, son elementos adecuados tanto en la estructura original
como en la convertida. YCOD(¢) es la clausura universal de la codificacién de ¢. Final-
mente, A, [X1...Xp]= ¢ representa la verdad de la férmula ¢ con los pardmetros xi...X,,
el cual es un concepto de LSO. Si la codificacién no produce variables libres, solo 2 seria

aplicable; en algunas otras situaciones, 2 se seguiria de 1 (véase [25], 265-266)."

"En general, lo que se denomina una traduccién entre légicas exige considerablemente més que s6lo esta
equivalencia o preservacion semantica. Por ejemplo, es comtn que exija equivalencia de consecuencia y, atin
maés, preservacion de metapropiedades (véase [25] y [9]). No obstante, la equivalencia seméntica es suficiente
para mis prop0sitos; a saber, una vez méas: comparar los poderes expresivos de LSO y LPO(OPFM).
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A este respecto, también requeririamos que el objeto correspondiente que cada expresion
e de LSO define en sus propias estructuras, A € EST(LSO), sea “casi el mismo” que
el objeto que cada COD(e) define en CON(A). Es decir, también exigiriamos A(e) ~
CON(A)(COD(¢)). Esto puede lograrse forzando a las LPO(OPFM)*-estructuras a tener,
por asi decirlo, apariencia de LSO; en el sentido de que se comporten apropiadamente como
si fueran LSO-estructuras. En particular, forzariamos a los universos de las LPO(OPFM)*-

estructuras a ser extensionales y cerrados bajo definabilidad.

Espero que a estas alturas ya no parezca loco cuando afirmo que se podria argumentar a
favor de que, sobre estructuras ordenadas, finitas, todas las consultas booleanas expresables
en LSO (i.e., cada consulta booleana definible por una £o(7)-oracién) es ya expresable como
una definicién inductiva de primer-orden (i.e., como una consulta booleana definible por
una Loppa(T)-oracién). En caso de que todavia parezca una locura, en lo que resta de
este capitulo ofreceré mas motivacién para mi afirmacién, y en el préximo capitulo también

senalaré algo de respaldo para la misma.

Como he mostrado, gran parte de la motivacién que tengo para mi afirmacién pro-
viene de las técnicas TEL en si mismas, las cuales han sido meticulosamente estudiadas
y validadas (véase [25] y [9]): ademds de la traduccién ampliamente conocida entre LSO
(tomada con semdntica general) y LPO (multivariada), segin la cual esas 16gicas tienen el
mismo poder expresivo y, atin més, tienen las mismas metapropiedades;® hay otras equiva-
lencias de traduccién relevantes, como la equivalencia entre LSO3 (la cual, como mencioné
arriba, es igual a NP) y la légica de la independencia amable (LIA; e.g., [22]), v la 16gica

de la dependencia (LD; e.g., [30]), las cuales comparten metapropiedades con LPO (e.g.,

8 Asi, la traduccién en cuestién es una en el sentido fuerte mencionado en la nota anterior.
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compacidad y propiedad de Léwenheim-Skolem) y cuyas seménticas son (discutiblemente)
ambas reducibles a la seméntica para LPO.? De esta manera, todas las propiedades NP-
completas, como la 3-colorabilidad de las graficas mencionada arriba, son expresables en
LIA y en LD. A este respecto, ademas de la motivaciéon para mi afirmacién proporcionada
directamente por el desarrollo meticuloso de las técnicas TEL, hay mas motivacion, que
estd relacionada con TEL pero no proviene directamente de él: hay nociones que prima
facie son intrinsecamente de LSO, pero que pueden expresarse en (la mayoria de las veces,
extendida) LPO.

Para ilustrar, cominmente, usando el axioma de eleccién, la nocién de infinitud se

expresa en LSO3 como
Ging = IX2 (Vo Vy Va(X2zy A X2yz — X%22) A Va—-X%zz A Vo JyX3zy).

¢ins expresa que el universo de discurso es infinito diciendo que hay una relacioén transitiva
sobre el universo, tal que cada elemento del universo tiene la relacién con algo pero no
consigo mismo. Mientras tanto, cominmente, Dedekind-infinitud se expresa también en

LSO3 como
épi = If(VaVy(fz = fy + = y) AVa(Px — Pfx) A 3t(Pt AVx(fz #t))).10

¢p; dice que la extensién de un predicado P es Dedekind-infinita si hay una funcion
inyectiva no-sobreyectiva de P a P.

No obstante, Dedekind-infinitud se puede expresar en LIA como

¢a; = FV2V2(Jy/V2)(Bw/Vz)(x = 2z <> y = w) A (Pz — Py)(Pt ANy #t)).

9Con maés precisién, los poderes expresivos de LSO3, LIA y LD son los mismos con respecto a la
definibilidad de clases de modelos. Sin embargo, este no es el caso para férmulas con variables libres;
ademas, tales l6gicas se pueden extender a lo largo de lineas muy diferentes.

0Recuérdese la nota 2 del capitulo 2.
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¢g4; captura la idea de que un conjunto P es Dedekind-infinito precisamente cuando existe
una funcién inyectiva de P a su subconjunto propio (véase [22] y [29]). Ademds, como
es bien sabido, si asumimos el (altamente controvertido) axioma de eleccién, infinitud y
Dedekind-infinitud son equivalentes.!!

Controversialmente, en una serie de trabajos (e.g., [21] y [22]), Hintikka afirmé que
es posible reconstruir todo el razonamiento matemético normal en el nivel de primer-
orden. Con tal objetivo, introdujo, ademés de LIA, una extensién de la misma: ELIA;
la cual, a diferencia de LIA, estd cerrada bajo negacién contradictoria. Por un lado, LIA
puede expresar todos las Yi-oraciones; por ejemplo, aquellas que expresan la infinitud
del dominio, que una relacién no es un buen ordenamiento y la negacién del principio
de induccién aritmética. Por otro lado, ELIA puede expresar todas las II}-oraciones; por
ejemplo, finitud del dominio, que una relacién es un buen ordenamiento y el principio de
induccién aritmética. Ademés, Hintikka defendi6 (e.g., [22]) que, hablando sustancialmente,
LIA e incluso ELIA son légicas de primer-orden. Argumentd que todas las entidades sobre
las que se extienden las variables cuantificadas de esas l6gicas son individuos, y también
lo son todas las entidades con las que operan los jugadores de la seméantica juego-teérica
(con la que estan equipadas tales 16gicas).

Como Cook y Shapiro senalaron ([11]), se podria argumentar que aunque LIA y ELIA
son sin duda sintacticamente de primer-orden; se ven semanticamente de orden-superior.
En el caso de LIA, se puede argumentar que en realidad es de orden-superior ya que su
semantica juego-tedrica invoca estrategias ganadoras (las cuales son funciones). Pero un

defensor de la propuesta de Hintikka responderia que los lenguajes(-objeto) en si mismos

1T .a equivalencia no requiere toda la fuerza del axioma de eleccién; de hecho, la equivalencia es estricta-
mente més débil que el axioma de eleccién contable (véase [10]).
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no invocan funciones u otros elementos de orden-superior. Por el contrario, en el caso
de ELIA, es mas dificil sostener que no es implicitamente de orden-superior. Dado que,
segin la semantica juego-tedrica de ELIA, una oracién en la forma —¢ se entiende como
la inexistencia de una estrategia ganadora, —¢ es una cuantificacién casi explicita sobre
funciones. Sin embargo, esta tultima critica pierde fuerza respecto a la afirmacion general
de Hintikka mencionada arriba cuando se considera que él también mostré que: 1. Para
cualquier oracion de n’-orden ¢, hay una oraciéon de LSO ¢+ tal que si ¢ es satisfacible,
entonces también lo es ¢+, y ¢ es una verdad légica syss ¢+ es una verdad légica (]20]).
2. ¢+ se puede formular como una i-oracién ([22], Ch. 9). (Cf. [11]).12

Un ejemplo, quizd més adecuado, donde una nocién que es prima facie de LSO puede
expresarse en LPO (no extendida) es el principio de induccién aritmética. Tal principio se

expresa cominmente en LSO como

bra = VXH(XT0AVY(X1y — X1Sy) — VyXly).

¢ra es conocido como el axioma de induccién de segundo-orden y expresa que X! es
verdadero de todos los elementos de N, si es verdadero de 0 y su verdad en algin nimero y
asegura su verdad en el sucesor de y, sin importar cudl es el conjunto de niimeros del que

X! podria ser verdadero. Por otro lado, hay un LPO-esquema correspondiente:

bia = P(0) AVY(Y(y — P(Sy)) — Yyib(y),

donde v puede ser cualquier férmula de LPO adecuada con y como su tinica variable libre.

2Ta cuestién de por qué no estoy comparando el poder expresivo de LIA o LD (las cuales tienen el
mismo poder expresivo que LSO3) con el de LPO(OPFM) surge naturalmente. La razén es meramente
pragmadtica: es mas facil comparar el poder expresivo de LSO (tomada con semdntica general) con la de
LPO(OPFM). En la medida en la que el objetivo de esta tesis es solamente introducir un enfoque TEL para
argumentar a favor de P = NP, mostrando que estd bien motivado y cuenta con respaldo, esta situacién no
representa un problema.
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®ia €s conocido como el esquema de induccién de primer-orden y asegura que cualquier
conjunto definible que contenga 0 y esté cerrado bajo sucesor debe contener todo. No
obstante, a diferencia de los ejemplos anteriores, hay diferencias significativas entre las
dos formulaciones del principio en cuestién. Como sus nombres ya lo indican, el primero
no es un esquema, sino un unico axioma. Con mayor importantancia, si tomamos LSO
con semantica estandar, el poder expresivo de la primera formulacion es mas fuerte que el

correspondiente conjunto infinito de axiomas de induccién de primer-orden.

Es claro que en LPO uno sélo puede aplicar inducciéon a una clase numerable de con-
juntos porque uno soélo tiene una clase numerable de oraciones; mientras que en LSO con
semantica estandar, la induccién se aplica a cualquier subconjunto del universo de indivi-
duos y ese conjunto es no-numerable. Sin embargo, aqui lo importante no es la cantidad de
conjuntos a los que se puede aplicar induccion, sino la “calidad” de los mismos. Como es
bien sabido, dentro de la LPO-aritmética uno tiene modelos no-estandar; es decir, modelos
no-isomorfos a la estructura pretendida de N, cuyos universos correspondientes contienen
ndimeros no-estandar (i.e., niimeros que no son sucesores de 0). Si la cadena (o conjunto) de
los ntimeros estandar fuera definible en cualquier modelo de la LPO-aritmética, entonces
uno no tendria modelos no-estandar en dicha aritmética; sin embargo, como también es

bien sabido, esa cadena no se puede definir en LPO.

Siendo asi, la principal diferencia entre las formulaciones en LSO y LPO del principio de
induccién aritmética es que con la segunda no se puede aplicar induccién sobre los niimeros
estandar en un modelo que tiene niimeros no-estandar. Por lo tanto, la formulacién en LPO
no es capaz de detener la aparicién de nimeros no-estandar; mientras que, como también

es bien sabido, si LSO se toma con semantica estandar, la formulacién en LSO detiene
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tal aparicién dado que la LSO-aritmética, bajo tal supuesto, es categérica (i.e., cualquiera
dos modelos de la LSO-aritmética son isomorfos). Pero, ;qué pasa si tomamos LSO con

semantica general?

Aunque los significados de no-estdndar en logica de orden-superior y en aritmética no
son los mismos, estdn estrechamente relacionados: un modelo de la LSO-aritmética que
tiene ntimeros no-estandar en el universo de individuos también debe ser no-estandar res-
pecto a LSO. La LSO-aritmética es categérica solo cuando “conjunto”, tal y como aparece
en ¢ra, se interpreta con su significado estandar; i.e., cuando se toma su significado de
la metateoria usando semantica estandar. En contraste, uno puede construir un modelo
no-estandar de la LSO-aritmética, que es tal de las dos maneras descritas. Siendo asi, uno
debe abandonar el punto de vista estdndar y tomar el concepto de conjunto como adjunto

al modelo, y en consecuencia cambiar la semantica.

Cuando uno permite interpretaciones no-estandar, LSO pierde parte significativa de su
poder expresivo y la LSO-aritmética deja de ser categérica. Sin embargo, sigue siendo mas
fuerte que la LPO-aritmética ya que la consistencia de la LPO-aritmética puede ser probada
en la LSO-aritmética. Como se mencion6 arriba, la LPO-aritmética no es categorica porque
el conjunto de niimeros estandar no es definible por una férmula de LPO en una estructura
donde hay niimeros no-estandar y, por tanto, uno carece de induccién para tal conjunto. Por
otro lado, tomando LSO con seméantica estandar, la LSO-aritmética es categoérica porque
uno tiene induccién para todos los conjuntos posibles y una estructura con niimeros no-

estandar nunca seria un modelo de ¢ya.

Si en LSO uno permite estructuras con universos relacionales no totales, la cuantifi-

cacion se restringe a los conjuntos y relaciones que estan presentes en la estructura. Por
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consiguiente, muy probablemente el universo de las relaciones unarias no tendria al conjun-
to de nimeros estdndar como uno de sus miembros. Como se explico arriba, los universos
de las estructuras generales incluyen todos los conjuntos y las relaciones que son para-
métricamente definibles en la estructura correspondiente mediante férmulas de LSO. De
manera adecuada, como en el caso de LPO, el conjunto de niimeros estandar tampoco es
definible por una férmula de LSO en una estructura que tiene ntimeros no-estdndar. (Véase
[25], Ch. V).

Cierro esta seccion senalando un tipo méas de motivacion para la afirmaciéon princi-
pal de esta tesis, el cual proviene directamente de TCD y apoya la idea de que LSO C
LPO(OPFM) es posible: Existen légicas de primer-orden equipadas con ciertos operadores
que, sobre estructuras ordenadas, finitas, son al menos tan expresivas como LSO y proba-
blemente incluso mas expresivas. Por ejemplo, es un resultado bien establecido de TCD
que, sobre estructuras ordenadas, finitas, LSO C LPO(OPFP) (véase [13], 211); donde
LPO(OPFP) denota al conjunto de consultas booleanas expresables en £(7) més un ope-
rador de punto fijo parcial (OPFP). Veamos algunas de las caracteristicas de LPO(OPFP)
a grandes rasgos.

Consideremos ¢(R, z), una férmula arbitraria definiendo un operador (no necesaria-

mente monétono) @ y la secuencia de relaciones (para « finito)

Ro=10

Roy1 = P(R,)

Asi, esta secuencia no esta creciendo necesariamente. Sin embargo, sobre estructuras finitas,

tal secuencia o bien converge a un punto fijo, o se asienta en un ciclo de periodo mayor que
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1. El punto fijo parcial de ® se define como el punto fijo alcanzado en el primer caso, y la
relacion vacia en el segundo caso. Por consiguiente, obtenemos LPO(OPFP) cerrando la
légica de primer-orden simultaneamente bajo las reglas usuales de formacién de férmulas
para la £(7)-sintdxis, junto con la regla que nos permite formar la férmula (OPFPg z¢)(t)

a partir de la férmula ¢. Como era de esperarse, esto se usa para indicar que t es una tupla

que se encuentra en el punto fijo parcial de ¢(R, Z).

La importancia de LPO(OPFP) radica en el hecho (mostrado por Abiteboul y Vianu
en [2]) de que, sobre estructuras ordenadas, finitas, exactamente las consultas computables
en el espacio polinémico son expresables o definibles en LPO(OPFP); es decir, sobre tales
estructuras, LPO(OPFP) = PSPACE. Siendo asi, las relaciones de LPO(OPFP) y LSO
con las clases de complejidad correspondientes muestran que, sobre estructuras ordenadas,
finitas, LPO(OPFP) es al menos tan expresivo como LSO. Ademads, bajo el supuesto am-
pliamante aceptado de que PH C PSPACE, LPO(OPFP) es estrictamente méas expresivo.
Aunque no estoy dispuesto a abogar por que LPO(OPFM) sea més expresivo que LSO ya
que, después de todo, en esta tesis precisamente estoy desafiando supuestos ampliamente
aceptados; como se enfatizd, es un resultado bien establecido de DCT que LPO(OPFP) es

al menos tan expresivo como LSO (véase [12], 74-76; y [13], 121-122, 191-198 ).!3

Después de haber mostrado que un enfoque TEL aplicado a LSO y LPO(OPFM) estéd

13Como en todas las descripciones légicas de primer-orden de clases de complejidad, aqui el supuesto de
orden es indispensable. Sin tal supuesto, se puede probar que hay propiedades que son definibles en LSO
pero no en LPO(OPFP) (e.g., no existe una oracién de LPO(OPFP) que sea verdadera en exactamente
las estructuras finitas de tamano par). Sin embargo, como se explicé brevemente arriba, el supuesto de
orden parece muy natural dentro del contexto de computacién. Por otro lado, vale la pena mencionar que
existe otra légica de primer-orden de punto fijo, cuya expresividad, sobre estructuras ordenadas, finitas,
estd probado que es igual a la de LSO: LPO(OPFN) (la légica de primer-orden con un operador de punto
fijo no-determinista). Asi, sobre tales estructuras, LPO(OPFN) = PH. Adem4s, estd probado que, sobre
tales estructuras, la expresividad del fragmento positivo libre de alternancia de esta légica es igual a la de
LSO3; i.e., ese fragmento es igual a NP (véase [12], 76-81). Sin embargo, recordando la nota anterior, dejo
este asunto aqui.



Motivaciéon para un enfoque TEL 40

bien motivado como una estrategia para argumentar a favor de P = NP, procedo a mostrar

que también cuenta con respaldo para su adecuaciéon como tal.



Capitulo 4

Respaldo para un enfoque TEL

El tipo fundamental de respaldo con el que cuenta el enfoque TEL es su exactitud matematico-
conceptual: ni TCD ni las técnicas de traduccion correspondientes distorsionan los fené-
menos de complejidad. Para empezar, como se mostré en el capitulo 2, TCD “imita”
adecuadamente a la teorfa (estdndar) de la complejidad. Con més precisién, las descripcio-
nes logicas de las clases de complejidad que proporciona TCD son confiables y, por tanto,
también lo son los analogos légicos de los problemas de inclusién y separacién en la teoria

de la complejidad que también proporciona.

En TCD y en la teoria de la complejidad lidiamos sélo con diferentes presentaciones
de las clases de complejidad. TCD proporciona un puente sélido entre la légica y la teo-
ria de la complejidad al relacionar caracterizaciones orientadas puramente por prototipos
de méaquinas de computacién con caracterizaciones por medio de definibilidad légica. La
adecuacién de tal relacién se basa en los siguientes hechos: Por un lado, existen ciertas
légicas que pueden servir para describir las computaciones de una clase de complejidad

dada. Este hecho, a su vez, se basa en lo siguiente: en primer lugar, las estructuras finitas
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se pueden utilizar para describir ejecuciones finitas de maquinas. Ademas, la relacion de
ordenamiento sobre una estructura se puede usar para describir la transicién de una con-
figuracién a la siguiente mediante una légica “simple” (la mayoria de veces, LPO). Més
aun, el poder expresivo adicional (e.g., el operador OPFM) se puede utilizar para saber si
la computacion se detiene y para obtener su resultado. Por otro lado, la complejidad de
la relacién de satisfaccion (A ¢ ¢) de esas 1dgicas es exactamente la de las computacio-
nes que describen. Este hecho, a su vez, se basa en lo siguiente: Primero, las estructuras
finitas se pueden codificar como palabras y, por tanto, pueden ser objetos de computacién;
en particular, entradas. En segundo lugar, las férmulas de un lenguaje légico se pueden
interpretar a menudo como programas que, dada una estructura como entrada, realizan la

evaluacién correspondiente.

Al reunir ambos hechos, se obtienen las caracterizaciones descriptivas de las clases de
complejidad y, asi, una nueva medida de complejidad: la complejidad de las descripciones
logicas. La interaccion entre la teoria de la complejidad y la légica es fructifera para ambos
lados. Especificamente, las caracterizaciones de TCD son importantes en, al menos, los
siguientes aspectos: Pueden ayudar a reconocer que un cierto problema se encuentra en una
clase de complejidad dada mediante la identificacién del lenguaje necesario para expresarlo.
Ademés, permiten interpretar las légicas involucradas como lenguajes de programacion
superiores para los problemas de la clase de complejidad correspondiente. (En el sentido de
que permiten transformar una oracién ¢ en un algoritmo que acepta la clase de modelos de ¢
y que satisface las restricciones de recursos requeridas). Mas atin, también permiten que los
rasgos caracteristicos de la logica puedan ser vistos como rasgos caracteristicos de la clase

de complejidad descrita por ella, y pueden contribuir a una mejor comprensién. Todavia
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mas, permiten transformar problemas, métodos y resultados de la teoria de la complejidad
en correlatos correspondientes de la logica y viceversa; ampliando asi las posibilidades

metodolégicas para ambos lados. (Véase [13], Chs. 7 y 8).

El dltimo aspecto es particularmente importante dentro del contexto especifico de esta
tesis: Por un lado, las caracterizaciones de TCD permiten equiparar los problemas de se-
paracién e inclusién sobre clases de complejidad con problemas de separacién e inclusién
sobre el poder expresivo entre las lgicas correspondientes (sobre estructuras ordenadas,
finitas);' los segundos siendo de naturaleza puramente modelo-tedrica y, por tanto, sus-
ceptibles de ser enfrentados con técnicas TEL. Esto significa que podemos enfrentar de
manera segura problemas en la teoria de la complejidad enfrentando sus correlatos de
TCD; vy, lo que es méas, dada la naturaleza de esos correlatos, también podemos aplicar de
manera segura técnicas TEL al hacerlo (donde “de manera segura” significa sin distorsio-
nar los fenémenos de complejidad). Por otro lado, TCD es consistente con los resultados
(bien establecidos) sobre la separacién e inclusién entre clases proporcionados por la teorfa
de la complejidad; la mayoria de los cuales, como las caracterizaciones estandar de tales
clases, fueron obtenidos independientemente de TCD. Atun mas, andlogamente al caso de
los problemas, las caracterizaciones de TCD permiten obtener correlatos logicos de esos
resultados; en los que la relacién entre los poderes expresivos de logicas es lo que justifica
inclusiones y separaciones. Por tanto, en la medida en que dichos correlatos estan justifi-

cados por la relacién entre el poder expresivo de logicas, las técnicas TEL que se pueden

'En algunos casos, la equivalencia entre un problema de separacién o inclusién sobre clases de comple-
jidad y el correspondiente problema de inclusién o separacién sobre poderes expresivos de légicas, exige
solamente finitud de las estructuras; i.e., se sostiene incluso sin suposicién alguna de orden. Por ejemplo,
Abiteboul y Vianu mostraron ([3]) que los poderes expresivos de LPO(OPFI) (la légica de primer-orden
més un operador de punto fijo inflacionario) y de LPO (OPFP) son equivalentes sobre estructuras finitas
(en ausencia de orden) syss las clases de complejidad P y PSPACE coinciden.
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usar para abordarlos también son consistentes con ellos.

Correspondientemente, uno puede de manera segura, no solo aplicar técnicas TEL para
enfrentar problemas de inclusiéon y separacion en la teoria de la complejidad, sino que
también los resultados posiblemente obtenidos utilizando esas técnicas estarian justificados
de manera adecuada. En particular, un enfoque TEL aplicado a LSO y LPO(OPFM) cuenta
con este tipo de respaldo como una estrategia para argumentar a favor de P = NP. Para
empezar, recordando el final del capitulo 2, la plausibilidad de un enfoque TEL como una
estrategia para argumentar a favor de P = NP estd garantizada: dado que el resultado
de TCD segun el cual PH = LSO, dentro del contexto de estructuras ordenadas, finitas,
sOlo exige definibilidad mediante férmulas de LSO, éste se sostiene tomando LSO con
semantica general. Siendo asi, tomar LSO con tal semantica no distorsiona los fenémenos

de complejidad correspondientes dentro del caso de las estructuras ordenadas, finitas.

Ademas de eso, como se senald al final del capitulo 3, el hecho de que haya l6gicas como
LIA y LD, cuyo poder expresivo es igual al de LSOJ, asegura que los rasgos especificos de
los problemas NP no se pierden necesariamente cuando son transferidos a alguna version
de LPO. Es decir, los rasgos caracteristicos de esos problemas se pueden expresar adecua-
damente en versiones de LPO. Ademads, como también se mencion6 en ese punto, en la
medida en que existen légicas como LPO(OPFP), las cuales, sobre estructuras ordenadas,
finitas, son al menos tan expresivas como LSO, una situacion andloga se cumple respecto

a problemas cuya complejidad identificada es PH.

Maés atn, el hecho de que la desigualdad de poderes expresivos entre LPO(OCTD) (la
légica de primer-orden mas un operador de clausura transitiva determinista) y LPO(OPFP)

estd probada (por medios puramente modelo-teéricos) sobre estructuras ordenadas, finitas
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(i.e., sobre tales estructuras, LPO(OCDT) # LPO(OPFP). Véase [13], 155 y 272), sefiala
que la traduccién potencial de LSO a LPO(OPFM) seria consistente con el resultado bien
establecido de la teoria de la complejidad segtin el cual LOGSPACE # PSPACE (véase
[13], 155). Por tanto, no colapsaria la jerarquia de complejidad completa.

El otro tipo de respaldo con el que cuenta el enfoque TEL es més bien filos6fico y, por
tanto, de la misma naturaleza del tipo de argumentos que la mayoria de los expertos que
defienden P # NP ha ofrecido (e.g., [4], [5], [6], [33] ¥ [34]). En primer lugar, una identifi-
cacién de LPO(OPFM) y LSO (i.e., de P y NP) mediante TEL no implica necesariamente
la automatizaciéon de la creatividad (ya sea matemética o de otro tipo): Una prueba po-
tencial de P = NP a través del TEL en cuestion casi seguramente seria no-constructiva.
Es decir, aunque tal prueba aseguraria que hay algoritmos de tiempo polinomial para pro-
blemas NP-completos (i.e., oraciones de LPO(OPFM) que expresan adecuadamente tales
problemas), es casi seguro que no los produciria. Ademas, incluso si esa prueba fuera cons-
tructiva, es plausible que estaria acompanada de algoritmos no eficientes en la practica
ya que los limites polinémicos correspondientes podrian ser altos o incluso desconocidos
(i.e., oraciones de LPO(OPFM) cuya complejidad de satisfacibilidad es, aunque polinémi-
camente limitada, impractica). En otras palabras, es plausible que tal prueba produciria
algoritmos de tiempo polinémico que son completamente impracticos, debido a un grado
muy grande del polinomio o una constante multiplicativa muy grande; e.g., (10n)1°% (véase
[32]).2 Por lo tanto, incluso si resulta ser el caso que LSO = LPO(OPFM), ademés de que
tal resultado no implicaria necesariamente la automatizacién de la creatividad, y aunque

abriria la puerta a las implicaciones revolucionarias evidentes mencionadas al inicio del

2De manera dual, no sélo en el caso de una prueba a través de TEL sino en general, P # NP no significa
necesariamente que los problemas NP-completos sean necesariamente intratables en la practica. Después
de todo, n'°9 19 1°9 ™ g es un limite polinémico pero se comporta increiblemente bien (véase [32]).
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capitulo 1, casi seguramente no las actualizaria. Eso significa que podriamos, de acuerdo a
la situacién, continuar confiando en nuestra criptografia, contratando matematicos, cienti-
ficos e ingenieros, y todavia habria problemas comunes que no seriamos capaces de resolver

eficientemente (cf., [5] y [6], v [33] v [34]).

En segundo lugar, la plausibilidad del resultado de que P = NP (a través de un enfoque
TEL o cualquier otro), no parece en peligro por el hecho de que, después de décadas de
investigacion, nadie ha sido capaz de encontrar un algoritmo eficiente para algin problema
NP-completo. Como dice Vardi: El espacio de los algoritmos es muy grande y estamos sélo
al comienzo de su exploracién ([19], 74).® Por ejemplo, recordemos que el problema P L
NP ha estado abierto desde principios de la década de 1970; sin embargo, tomé 40 afios
probar que la Programacion Lineal estd en P. Ademds, como también senala Vardi ([32],
hay fenémenos de complejidad como SAT, donde hay claras brechas entre la teoria y la
practica: Por un lado, SAT es el problema NP-completo canénico. Por otro lado, en la
actualidad los solucionadores de SAT resuelven de forma rutinaria casos con méas de un
millén de variables y, no obstante, hay casos con algunos cientos de variables que no pueden
ser resueltos por ningin solucionador de SAT existente. Considero que las indicaciones de
Vardi significan, dentro del presente contexto, que, al menos en el estado actual de las
teorias disponibles sobre los fenémenos de complejidad, debemos ser muy cuidadosos al
apelar a hechos practicos actuales para discutir cuestiones tedricas (cf., [5] y [6], y [33] ¥
[34]).

Finalmente, de acuerdo con el respaldo filoséfico ya senalado, el argumento, contra P

= NP, de que P # NP eventualmente podria alcanzar el mismo estatus que un principio

3The space of algorithms is very large and we are only at the beginning of its exploration.
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(restrictivo) de la fisica, es mas controversial que la misma plausibilidad de P = NP. Hay
un viejo cliché que dice que los principios de la fisica y los principios de las matematicas
tienen un estatus diferente. Segtin este cliché, P # NP seria diferente a cualquier otro
principio fisico que conocemos: a diferencia de los principios fisicos que conocemos, P #
NP podria ser falsificado por descubrimientos puramente (légico-)matematicos tales como
LPO(OPFM) = LSO. Si suponemos que P # NP es un principio de la fisica, no esté claro
en qué medida éste depende de la realidad fisica y de las matemaéticas.? El cliché es mucho
mas antiguo que el mismo problema P ~ NP, y siendo lo que dice el cliché verdadero o
no, en la medida en que éste aun prevalece, el argumento en cuestién debe confrontarlo
seriamente (cf., [4]).

Por tdltimo, pero no por ello menos importante, el enfoque TEL también cuenta con
respaldo que proviene del hecho de que nos permite superar (quizd no de la manera es-
perada) las tres barreras conocidas en la teoria de la complejidad: relativizacién, pruebas
naturales y algebrizaciéon. Por tanto, en el resto de este capitulo, primero presento muy
a grandes rasgos cémo estas barreras representan restricciones para cualquier enfoque al
problema P L NP, para luego mostrar cémo el enfoque TEL nos permite superarlas.

El primer resultado sobre una barrera fue publicado por Baker, Gill y Solovay ([8])
en 1975: relativizacion. Ellos mostraron que las técnicas de la légica y la teoria de la
computabilidad, tales como diagonalizacién y simulacién, no pueden ser lo suficientemente
poderosas como para resolver el problema P L NP. Especificamente, mostraron que esas
técnicas funcionarian igual de bien en un “mundo relativizado”, donde tanto las maquinas

P como NP podrian computar alguna funciéon f en un solo paso; sin embargo, hay algunos

4 Aaronson ([4], 48) mismo sefiala esta cuestién, pero la descarta inmediatamente mediante un bosquejo
de argumento no convincente.
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mundos relativizados donde P = NP y otros donde P # NP. En otras palabras, mostraron
que hay ordculos A y B tales que PA = NP4 y PB = NPB5 Por tanto, si una prueba
candidata de P = NP sigue siendo valida cuando las maquinas correspondientes tienen
acceso a un oraculo, entonces en particular sigue siendo vélida cuando tales maquinas
tienen acceso a B. Entonces la misma prueba de P = NP también da P® = NPZ, pero
sabemos que esto es falso. (El mismo razonamiento se sostiene con una prueba candidata
de P # NP). Siendo asi, las técnicas en una prueba candidata pretendiendo resolver el
problema P ~ NP deben verse afectadas por la introduccién de oraculos en el prototipo de
maquina. Sin embargo, en ese momento, la mayoria de las técnicas de la logica y la teoria
de la computabilidad, si no todas, eran insensibles a dicha introducciéon. Por lo tanto, segin
Baker, Gill y Solovay, cualquier solucién potencial del problema P L NP requerira técnicas
no-relativizantes; asi, el lema advino como: necesitamos técnicas mas poderosas que nos
permitan analizar computaciones en lugar de simplemente simularlas.

El segundo resultado constituye una barrera para probar limites inferiores de circuitos:
pruebas naturales. Con el objetivo de analizar computaciones mas de cerca y, de ese modo,
evitar la relativizacion, el prototipo de circuito fue introducido. Sin embargo, después de
muchos afios de investigacion, no se encontraron limites inferiores significativos para los
lenguajes en las clases tales como NP, y los pocos encontrados fueron para prototipos
restringidos de circuitos. Como una explicacién potencial de por qué se habia hecho tan
poco progreso, Razborov y Rudich ([26]) mostraron en 1997 que si estas nuevas técnicas
funcionaran para probar separaciones como P # NP, podriamos darles la vuelta para

obtener formas mas rapidas de distinguir funciones aleatorias de funciones pseudoaleatorias.

®Un ordculo A es una coleccién de funciones booleanas: {A,, : {0,1}" — {0,1}|n € N}. Para una clase
de complejidad C, denotamos mediante C4 la clase de todos los lenguajes decidibles por una maquina C
que puede consultar A, para cualquier n.
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Sin embargo, en ese caso, estariamos obteniendo paralelamente algoritmos rapidos para
algunos de los problemas que querfamos probar que fueran dificiles (e.g., invertir funciones
unidireccionales). Siendo asi, ellos mostraron que el enfoque en cuestién también tiene su

propia barrera intrinseca.

El tercer resultado fue publicado por Aaronson y Wigderson ([7]) en 2009. Esta barrera
fue motivada principalmente por algunos resultados con respecto a los protocolos de prueba
interactiva que son no-relativizantes (e.g., el resultado IP = PSPACE proporcionado por
Shamir ([27]) en 1992). Estos resultados fueron basados en la idea de tratar una férmula
booleana como una expresion aritmética y afirmaciones probadas que se sabe que tienen
una relativizacién contraria precisamente como P Z NP. Ademas, se descubrieron limites
inferiores de circuitos que evitan tanto las barreras de relativizacién como de pruebas
naturales simultdneamente (e.g., que PP no tiene circuitos de tamafio lineal). Asi, ambos
tipos de resultados dieron lugar a la cuestién de si las ideas sobre las que se establecieron
serfan suficientes para resolver P ~ NP. Aaronson y Wingderson mostraron que existe una
tercera barrera para resolver dicho problema y los otros problemas centrales de la teoria
de la complejidad: algebrizacién. Ellos descubrieron esta barrera mientras exploraban el
alcance de la idea de tratar una formula booleana como una expresién aritmética. Tal idea
fue que, en lugar de tratar una férmula booleana ¢ como sélo una caja negra que mapea las
entradas a las salidas, podemos aprovechar la estructura de ¢ “ascendiendo” sus puertas
Y, O, o NO a las operaciones aritméticas sobre algin campo o anillo mas grande F. Asi,
podemos extender ¢ a un polinomio de grado bajo 6 : F" — T, el cual tiene propiedades de
correccion de errores que el caso booleano no proporciona. Para modelar esa idea, Aaronson

y Wigderson consideraron lo que llamaron “oraculos algebraicos”: ordculos capaces de
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evaluar no s6lo una funcién booleana f, sino también una extensién de grado bajo f de f
sobre un campo finito o los enteros. De esta manera, ellos definieron algebrizacién: decimos
que una inclusién entre clases de complejidad C C D algebriza si CA C DA para todos los
ordculos A y todas las extensiones de grado bajo A de A. Del mismo modo, una separacién
C ¢ D algebriza si CA ¢ DA para todo A, A ([7], 3).

Como ya se mencioné al presentar el resplado filosofico, actualmente estamos conscien-
tes del hecho de que es muy probable que una prueba potencial de P = NP (en particular,
una obtenida a través de un enfoque TEL) serfa no-constructiva y, por tanto, tendria poco
(si algo) que ver con los detalles internos de computaciones. Por consiguiente, por un lado,
la naturaleza altamente abstracta de las herramientas modelo-teéricas del enfoque TEL lo
hacen susceptible a las tres barreras. En otras palabras, el enfoque TEL relativiza, algebrai-
za y ofrece pruebas naturales; i.e., produciria traducciones bajo las cuales P = NP y otras
bajo las cuales P # NP. Sin embargo, por otra parte, esa misma naturaleza del enfoque
TEL también nos permite argumentar, precisamente desde el nivel abstracto correspon-
diente y a diferencia de otros enfoques también susceptibles a las barreras, que tenemos
fuertes razones para preferir las traducciones bajo las cuales P = NP sobre las otras. Estas
razones provienen del respaldo matematico-conceptual que podemos proporcionar para las
primeras pero no para las segundas: Aunque el respaldo filoséfico presentado arriba tam-
bién se puede proporcionar para las traducciones bajo las que P # NP (véase la nota 2 del
presente capitulo y, en general, [32]), el respaldo matemético-conceptual también presen-

tado arriba sélo se puede proporcionar para las traducciones bajo las cuales P = NP. Esto,

6[W]e say that a complexity class inclusion C C D algebrizes if C* C D* for all oracles A and all
low-degree extensions A of A. Likewise, a separation C ¢ D algebrizes if C* ¢ D for all A, A.

La idea es que, al relativizar cierta inclusiéon o separacién entre clases de complejidad, la maquina corres-
pondiente deberia tener acceso no sélo a un ordculo A, sino también a una extensiéon de grado bajo de A
sobre un campo o anillo finito.
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a su vez, es el caso porque el resultado de que PH = LSO (asi como el resultado de que
NP = LSO3), dentro del contexto de estructuras ordenadas, finitas, exige definibilidad por
LSO-(LSO3-)férmulas; es decir, exige semantica general en lugar de semantica estandar.
Por lo tanto, no podemos proporcionar respaldo matemético-conceptual (al menos en la
forma presentada arriba) para las traducciones bajo las cuales P # NP, que toman SOL

con semantica estandar.
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Capitulo 5

Conclusiones

Después de un breve resumen de los principios y métodos de TCD, los cuales producen
una caracterizacién puramente légica del problema P z NP, introduje un enfoque TEL
aplicado a LPO(OPFM) y LSO como una estrategia para argumentar a favor de P = NP.

Las conclusiones obtenidas a través del andlisis de dicho enfoque son las siguientes.

Tomar un enfoque TEL aplicado a LPO(OPFM) y LSO como una estrategia para
argumentar a favor de P = NP es plausible: sobre estructuras ordenadas, finitas, PH =
LSO se sostiene cuando LSO se toma con semantica general; por lo que la traducciéon
relevante podria ser realizada. Ademads, el enfoque en cuestion estd bien motivado como
tal estrategia. Esta motivacion no sélo proviene del desarrollo meticuloso de técnicas TEL,
sino también de al menos otras dos fuentes: 1. Hay nociones que parecen intrinsecamente
de LSO y, sin embargo, se pueden expresar en algunas versiones de LPO. 2. Existen l6gicas
de primer-orden equipadas con ciertos operadores que, sobre estructuras ordenadas, finitas,
son al menos tan expresivas como LSO. Mas aun, el enfoque TEL cuenta con respaldos

matematico-conceptual y filoséfico. Por ltimo, pero no menos importante, el enfoque nos
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permite superar las tres barreras conocidas en la teoria de la complejidad: aunque produce
traducciones bajo las que P = NP y otras bajo las que P £ NP, tenemos fuertes razones para
preferir a las primeras sobre las segundas; razones que provienen del respaldo matematico-
conceptual que podemos dar para algunas traducciones pero no para otras.

Finalmente, debo enfatizar que mi objetivo aqui no era solamente senalar que la evi-
dencia a favor de P £ NP no es tan fuerte como se cree y que no es una locura argumentar
a favor de P = NP, sino empezar a poner a prueba lo que considero que podria ser un

enfoque novedoso para el problema P ~Z NP.
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