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Resumen

La evolucién de los sistemas cuanticos abiertos, frecuentemente, son modelados con la ecuacién
maestra de Lindblad. Para un sistema de N dtomos de dos niveles, el operador de estado pertenece a
un espacio vectorial de dimensién 4V, lo que dificulta la obtencién de soluciones analiticas conforme N
aumenta. Si la ecuacién maestra es simétrica ante el intercambio de particulas, la evolucion del estado
toma lugar en el subespacio simétrico cuya dimensién crece polinomialmente con N. Usando este
hecho, obtenemos soluciones algebréicas a la ecuacién maestra de los d&tomos acoplados a un campo de
radiacién en equilibrio térmico para condiciones iniciales pertenecientes al subespacio simétrico. Para
ello, encontramos los eigenvectores y eigenvalores del superoperador de Lindblad, y reescribimos la
condicion inicial usando la base de eigenvectores. Ademads, introducimos la teoria de perturbaciones
independientes del tiempo para encontrar soluciones analiticas para el proceso de emisién colectiva
espontanea.

Abstract

The evolution of open quantum systems are often modelled with the Lindblad master equation. For
N two-level atoms, the state operator is defined in a vector space of dimension 4V, meaning that have
analytic solutions quickly become intractable. If master equation is symmetric under particle relabe-
lling, the evolution of the state take place on the symmetric subspace that grows polynomially with
N. Using this, we obtain algebraic solution of the master equation coupled to independent radiation
baths for arbitrary initial state belonging to symmetric subspace. To do so, we find the eigenvalues
and eigenvectors of the Lindblad superoperator, and then we expand the initial condition into this ei-
genvectors basis. Furthermore, we introduce the independent-time perturbation theory to find analytic
solutions for collective spontaneous emission processes.
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Introduccion

Entender la interaccién de la luz con la materia ha sido de vital importancia en el desarrollo de
la Mecédnica Cuantica. Fendémenos descritos con el formalismo matematico han sido observados en
sistemas fisicos, por ejemplo: en conjuntos de dtomos confinados en cavidades dpticas (CQED, por
sus siglas en inglés) en los cuales se han podido efectuar investigaciones sobre conceptos elementales
como las desigualdades de Bell o gatos de Schrodinger [29, 30], ademds de otras de gran interés como
el acoplamiento fuerte de sistemas de muchos cuerpos con la radiacién [8], y en la aplicaciones a la
computacién [14] e informacién cudntica [15]. De manera reciente, una alternativa a CQED se ha
dado con sistemas atémicos alrededor de nanofibras, en donde los dtomos estan acoplados a los modos
continuos del campo evanescente [2, 23].

Al tratar la interaccion radiaciéon-materia, la primera aproximacion que podemos hacer es considerar
a la materia como un sistema cudntico de estados discretos, siendo el problema més simple, un sistema
de dos niveles. Uno de los modelos tedricos para el estudio de un dtomo de dos niveles y un modo de
radiacién cuantizado se conoce como de Jaynes-Cummings[21], el cual es generalizado a un sistema de
N 4tomos por el modelo de Dicke [13]. Ambos consideran al sistema como uno cerrado. Para el estudio
y la aplicacién de sistemas cudnticos de muchos cuerpos es importante tomar en cuenta los procesos
que destruyen la coherencia cudntica de los estados, que de manera general son inevitables debido a
la interaccién de los sistemas con sus alrededores (o ambiente). En estd situacién la evolucién de los
sistemas cuanticos abiertos estan dados por ecuaciones maestras, que describen la evolucién temporal
del operador de estado. Este forma parte de un conjunto de operadores que actiian sobre los vectores
de estado. Mateméaticamente el conjunto de operadores forma un espacio de Hilbert, y recibe el nombre
de espacio de Liouville.

Si consideramos la solucién de sistemas multiparticulas rapidamente se vuelve dificil tener resulta-
dos, analiticos o numéricos, ya que el nimero de grados de libertad del sistema incrementan de manera
exponencial con el niimero de particulas. Por ejemplo, al resolver las ecuaciones maestras de un sistema
de N atomos a través de simulaciones numéricas, debemos especificar una cantidad de coeficientes,
que crece exponencial con N, para identificar al operador de estado. Al estudiar conjuntos con mayor
numero de particulas, es més complicado almacenar y manejar los ntimeros presentes en el computo.
Consecuentemente, apenas es posible tratar problemas con N ~ 10 mientras que experimentalmente
la nube de dtomos suele ser N ~ 10'° [10]. Para reducir el nimero de grados de libertad, podemos
restringirnos a estudiar las soluciones a un subespacio. En este trabajo nos enfocaremos en el subes-
pacio formado con los operadores totalmente simétricos, entre otras cosas, debido a que el operador
del estado base pertenece a él. Para ello Chase y Geremia [10] ha encontrado que la dimensién de
la base del subespacio crece de manera polinomial con N. Por otro lado, Xu et al [35] han descri-
to al subespacio simétrico para sistemas de dos niveles, con transformaciones de simetria de SU(4).
Proponen como base del subespacio combinaciones lineales de los multipletes del grupo, y reescriben
los mapeos lineales del espacio (también llamados superoperadores) en términos de los generadores de
SU(4), lo que permite realizar simulaciones nurhericas més eficientes. Haciendo uso de estos resultados,
Hartmann [18] ha encontrado algunas soluciones analiticas, as{ como algunos eigenvectores para un
superoperador que describe la disipacién individual de N atomos, i.e., el acoplamiento de cada dtomo
a un bano térmico independiente del de los demds. Otras soluciones analiticas se han dado para la



10 INDICE DE FIGURAS

disipacién de un dtomo [5], o para dos dtomos [25], y de manera general para un sistema de N dtomos
restringido a tener un &tomo excitado como condicién inicial [24].

Motivados por el estudio del problema en el subespacio simétrico del espacio de Liouville y generali-
zando los resultados de [35], en la referencia [3] se ha construido un mapeo para los superoperadores del
subespacio a superoperadores colectivos para sistemas multiparticulas de M-niveles, los cuales actian
sobre base una del subespacio simétrico llamada base de operadores simétricos. El presente trabajo
tiene como objetivo encontrar soluciones algebraicas para el estudio del decaimiento espontaneo co-
lectivo de un sistema atémico de dos niveles, inmerso en un campo de radiacién térmico. Para esto se
calcul6 una base del subespacio formado con eigenvectores del superoperador que describe la disipacién
individual (al cual denominamos base de decaimiento). Luego, se introdujo como una perturbacién al
sistema, el superoperador que describe la disipacién cuando existe acoplamiento entre dtomos mediado
por el campo de radiacién (disipacién colectiva), y mostramos la perturbacion de la base de decaimien-
to. Dada la base es posible encontrar la evoluciéon temporal del estado para el proceso de disipacién,
describiendo las condiciones iniciales en términos de los eigenvectores. Los resultados expuestos ser-
virdn al estudio de los procesos de disipacién, principalmente para sistemas de dtomos-nanofibras, en
donde la disipacién colectiva vista como una perturbacién es posible [34].

El presente escrito se estructura de la siguiente manera. En los primeros dos capitulos se presentan
los conceptos matemédticos necesarios para el desarrollo de éste trabajo. Asi, en el capitulo 1 se pre-
senta el formalismo para la evolucion de sistemas cuanticos cerrados. Se revisa algunos elementos del
estudio de sistemas de particulas idénticas donde se introducen los estados de Dicke. En el capitulo 2
describimos el formalismo de los sistemas cudnticos abiertos, introducimos el espacio de Liouville y se
resumimos algunos resultados presentados en [3]. Los tltimos dos capitulos presentan los resultados
originales del proyecto. En el capitulo 3 se reescribe el superoperador de la disipacién individual en
términos de los superoperadores colectivos. A partir de esto se resuelve la ecuacion de eigenvalores
para encontrar el conjunto de eigenvectores. Se muestra que la dimensién del conjunto corresponde
a la dimensién del subespacio y comprobamos la ortogonalidad entre eigenestados, demostrando con
esto, que el conjunto de eigenvectores es base. Finalmente mostramos la expresion algebraica de los
elementos de la base de operadores simétricos en términos de la base de decaimiento. En el capitulo
4 introducimos la disipacién colectiva, y mostramos el mapeo del superoperador de la disipaciéon en
términos de los superoperadores colectivos. Mostramos una solucion exacta para el sistema con disipa-
cién colectiva e individual, y de manera general se muestra la solucién de la disipacién colectiva como
una perturbacién a la disipacién individual. Todo esto es aplicado explicitamente para el caso N = 3.
Los resultados expuestos en los tltimos dos capitulos no han sido encontrados en la literatura.



Capitulo 1

Descripcion de sistemas cuanticos
cerrados

1.1. Repaso del formalismo en el espacio de Hilbert

El formalismo expuesto a continuacién estd basado en [12, 27], y tiene como finalidad repasar la
solucién a la ecuacién de Schrodinger mediante la base de eigenvectores del hamiltoniano, ya que la
base de decaimiento es el simil de esta idea con el formalismo del operador de densidad.

En la Mecénica Cudntica la descripcién de estados fisicos estd representado por vectores |i) perte-
necientes a un espacio de Hilbert complejo, que denotaremos por H. Aquellas cantidades que pueden
medirse (observables) estdan asociados a operadores hermitianos (autoadjuntos) que actian sobre los
elementos de H. El hecho de que A sea un operador de H sera denotado como A. Como el espacio es de
Hilbert, esta dotado de un producto interno, por tanto podemos definir el espacio dual denotado H*. Si
1 € H*, es un elemento del espacio dual, entonces serd representado como (¢)|. Hay una correspondecia
uno-a-uno entre los elementos de ambos espacios [¢)) <> (¢|. El producto interno entre |a),|8) € H
serd representado como (a|3) = (Bla)".

Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio vectorial, por lo que es posible definir una
base {|i)} en H, que sea ortogonal y completa

(il) = i 5 Z|i><il =1 (L.1)

asi todo vector perteciente al espacio puede ser representado mediante una combinacién lineal de
elementos de la base

0 =Y el (12)

Mediante el producto interno es posible encontrar los coeficientes del desarrollo, para el caso anterior
tendremos ¢; = (i|1)). Para la descripcién de estados cudnticos solo es necesario especificar la direccién
del vector |¢), esto nos permite tomar por convencién vectores normalizados

Wy=1 = D laf =1

Tambien es posible dar una representacién de los operadores usando la base del espacio

A= (il Al Gl (1.3)

,J

11



12 CAPITULO 1. DESCRIPCION DE SISTEMAS CUANTICOS CERRADOS

donde los coeficientes <z|fl\ j) forman la representacion matricial de A. Cabe resaltar que la expresién
(1.3) implica que los productos externos |i)(j| € H ® H* forman una base para el espacio de los
operadores que actiian sobre H. Con el producto interno es posible definir el valor de expectacion para
una observable A. Si nuestro sistema se encuentra en el estado [1)), el valor de expectacién para el
operador A es (A) = (Y| A|t)).

Se postula que la evolucién temporal de un estado |¢(¢)), con el cual describimos al sistema completo
a un tiempo t, estd dado por la ecuacién de Schrodinger

d i -
L) = - HOO), (1.9

siendo H(t) el operador Hamiltoniano del sistema fisico. Si tal operador no tiene una dependencia
explicita en el tiempo, la solucién de la ecuacion de Schrodinger es

[0(1) = Ult,to)[(to)), Ut tg) = e w0, (1.5)

El operador de evolucion U(t, to) es un operador unitario (que satisface UTU = UUT =1, con U el ad-
junto de U), por lo que la evolucién temporal anterior es una transformacion unitaria. Por convencion,
en este trabajo tomaremos ty = 0.

De manera particular podemos usar como base del espacio H al conjunto de eigenvectores del ha-
miltoniano H, {|E,)}, vectores que satisfacen H|E,) = E,|E,), siendo E,, un niimero real. Debido a
que el hamiltoniano es un operador autoadjunto (que satisface H=H ) tendremos que tal conjunto
forma directamente una base del espacio, a menos que halla degeneracién en el espectro, donde nece-
sitaremos ver la independencia lineal de los vectores para asegurarnos la base [17]. Si desarrollamos
el estado inicial con la base de eigenvectores, tendremos que al tiempo ¢ la solucion a la ecuacion de
Schrédinger es

() = e RIS By = 3 e T B,). (1.6)

1.2. Formalismo del operador de densidad

Nuestra finalidad es describir a un conjunto de N atomos de dos niveles inmersos en un campo de
radiacion, lo que provoca que los dtomos emitan fotones hacia el campo. Al hablar de disipacion en
este trabajo nos referimos a este fenémeno. Al tener perdida de informacién (la emisién de fotones)
estamos tratando con un sistema cuantico abierto, cuya descripcién la haremos con el formalismo del
operador de densidad p. Ademds, ya que el sistema permite emisién de fotones, estamos considerando
un conjunto de particulas distinguibles, por lo que los resultados pueden aplicarse a particulas bosénicas
o fermidnicas.

De manera general tenemos un sistema de interés S (los 4tomos) en contacto con otro sistema mucho
mé&s grande A (el ambiente, que para nuestro caso es un campo de radiacién en equilibrio térmico).
Inicialmente describimos al sistema total con el operador psa, que considera a S y a A. Debido a que
solo nos interesa obtener informacion de S, reduciremos la informacién de psa, a pg, un operador
que lidia solo con los grados de libertad del sistema de interés. Mas ain, queremos una evolucién que
involucre solo los grados de libertad de S

d 9
—pg = Lpg. 1.7
dtps pPs (1.7)

La ecuacion anterior es conocida como ecuacion maestra de Lindblad, y nos referiremos al mapeo
L como lindbladiano. Esta ecuacién es de primer grado, al igual que la de Schrodinger, y ya que el
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operador de densidad p vive en un espacio vectorial, optaremos por tener soluciones analiticas de (1.7)
encontrando una base de eigenvectores de L con el que reescribamos cualquier condicién inicial. Ya
que L 1o es un mapeo lineal hermitiano, debemos demostrar que el conjunto de eigenvectores que
propongamos forma base del espacio al que pertenece p.

Para empezar describamos un poco el formalismo del operador de densidad.

En la secciéon anterior introdujimos la descripcién del sistema cuantico mediante los vectores de
estado |¢). Dado el estado |¢) € H, el operador de densidad asociado es simplemente el proyector del
vector

p =) (1.8)

Este objeto contiene la misma informacién que |¢), y las reglas del formalismo cudntico en el
espacio de Hilbert pueden expresarse en un formulismo con el operador densidad. Por ejemplo, el valor
de expectacion de la observable A esta dado por

(A) = Tr(pA). (1.9)

De vital importancia es conocer la expresion de la evolucion temporal para los operadores de
densidad. Si el fenémeno fisico estd descrito por el hamiltoniano H(t), la evolucién del operador de
densidad puede obtenerse de la ecuaciéon de Schrodinger, y estd dado de acuerdo a la ecuacién

@ oty =~ [A0).50)] (1.10)

expresion llamada ecuacién de Liouville-von Neumann. Tal evolucién es una transformacién unitaria
de la forma

p(t) = Ult,to)p(to) U (¢, to).

Si el operador densidad estd dado por el proyector de un estado |1)) € H decimos que tenemos un
estado puro.

Pero el formalismo del operador densidad no solo nos permite describir estados puros, y su utilidad
radica en que nos permite describir ensambles estadisticos de estados puros, llamados estados miztos.
Consideremos como sistema una coleccién de estados puros [¢,,), cada uno con probabilidad p,. Para
tal sistema el operador de densidad es

Esta descripcién encaja perfectamente en el estudio de los sistemas cudnticos abiertos, debido a que al
interaccionar el sistema S con sus alrededores A tendremos una incetidumbre estadistica para conocer
el estado del sistema, y s6lo tendremos acceso a las probabilidades de que el estado se encuentre en
alguno de los vectores del ensamble.

Debido al caracter estadistico del operador de densidad, pediremos que los operadores que repre-
senten estados fisicos satisfagan las siguientes propiedades mateméticas

= El operador sea hermitico, i.e. p = p.
= El estado esté normalizado: Tr(p) = 1.
= p sea un operador definido no-negativo, i.e. para todo |¢) € H se satisface que (¢|p|¢) > 0.

= Tr(p?) < 1. La igualdad se satisface si y sélo si el estado es estado puro.
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1.2.1. Sistemas compuestos

Ya que queremos estudiar un sistema compuesto por dos subsistemas (S y A), es necesario introducir
dos conceptos que usaremos en la discusién de la ecuacién maestra en el siguiente capitulo. El primero
es el de estado enredado y el segundo definir el operador de densidad reducido. Ambos conceptos pueden
ser revisados en [28].

Sea el sistema bipartito compuesto por S y A, cado uno por separado esta descrito por los vectores
[) v |#), respectivamente. Asf el estado del sistema conjunto estd expresado por el producto

W) = [¢) @ [4), (1.12)

el cual es elemento del espacio Hg ® H 4. Cuando los subsistemas interactian, el estado total puede
tener correlacion entre sus subsistemas, por lo que de manera general el vector del sistema tiene la
forma

W) =D _ilis) @ 1ja) (1.13)
i
Si no existen [) € Hg, |¢p) € Ha tal que la expresién anterior se reduzca a (1.12) diremos que el
estado es enredado. Cabe resaltar que esta definicién aplica a estados puros.

Si queremos describir al sistema bipartito en el formalismo del operador densidad, de manera
directa tendremos para el estado puro |¥) el operador densidad |¥)(¥|. Asi, en el ejemplo en el que
|T) = |¢) ® |¢) tendremos py = [¢) (]| @ |@){¢|. Esto se puede generalizar si el subsistema S estd en
el estado pg v el subsistema A en el estado p4, el sistema conjunto es el producto ps ® pa, que no
necesariamente corresponde a un estado puro.

Las cosas se ponen mds interesantes si queremos describir estados enredados. Aunque tengamos
el estado (1.13), que puede ser muy complicado, directamente tenemos el operador densidad asociado
| ) (¥|. Pero de manera general podemos tener estados mixtos, de estados |¥;) enredados, que toman
la forma

psa = sz|‘1’z><‘1’z| (1.14)
donde 0 < p; <1y Y, p; = 1. En algunos casos el estado anterior puede reescribirse como
psa =Y Dpipsi® pai. (1.15)

Cuando esto sucede decimos que el estado es separable. Méas atin, cuando el estado es separable puede
escribirse como una descomposicién de estados puros

psa = ZPH%‘)WH ® [¢i){(Pil- (1.16)

Los coeficientes p; de (1.16) no necesariamente son los mismos de (1.15). Para estados mixtos, diremos
que el estado es enredado si no es separable. Estd definicién es a la que usaremos en futuras referencias.

Ahora revisemos el concepto de operador de densidad reducido. Aunque tengamos un sistema com-
puesto cuyo operador de densidad es pga, nosotros solo estamos interesados en obtener informacion
solo del subsistema S. Para lograr esto, es posible obtener un operador densidad para el subsistema S
al tomar la traza partial sobre A

ps =Tra(psa), (1.17)

recordando que la traza partial para un operador sobre el espacio bipartito es

Tra | > M;@N; | =Y Tr(N;)M;, (1.18)
J J
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donde los operadores Mj actuan sobre el espacio Hg mientras que los NJ— lo hacen sobre H 4. El
operador pg es llamado operador de densidad reducido para el subsistema S.

1.3. Descripcion de particulas idénticas

Debido a que el objetivo de este trabajo es describir una coleccién de N atomos es deseable hablar un
poco sobre la teoria para sistemas multiparticulas. A diferencia de la Mecdnica Clésica, en donde aunque
se tengan objetos idénticos, es posible distinguir cada componente durante la evoluciéon del sistema
ya que es posible rastrear las trayectorias, en un sistema cuantico cerrado las particulas idénticas son
fundamentalmente indistinguibles.

1.3.1. N particulas no-interactuantes

Supongamos un sistema de N particulas idénticas que se encuentra en el estado |Uq, a,.....ay) COI
energfa F, tal como lo mostrado en [27], de manera explicita

IA{|\IJ(117OZQ,---7O£N> :E|\I/0¢1,a27~--,(11\7>' (119)

Usamos las etiquetas «; para describir el estado de la particula 4. Si no hay interaccion entre particulas,
la ecuacién de Schrodinger es separable, i.e. podemos asumir

N
a = S AW,
p=1
|\Ija1,a2,..4,a1\/> = ‘¢a1>®"'®|¢a1\/> = |¢a1a---7¢a1\7>7 (120)

y donde se satisface
ﬁ(2)|¢ab> = 6i‘¢ai>'

De lo anterior, se puede describir al sistema de muchos cuerpos mediante el producto de eigenestados
de una particula |¢,). Mas ain, podemos tener como base para el espacio de Hilbert H®N = HD ®
- ®HW alos estados (1.20), ya que tales estados satisfacen completez

Z Wai,an (Yar,an| =1 (1.21)
Ay XN
y ortogonalidad
<\Ij(y’1,,ag\, ‘\Iloq,...,ouv> = 50/1,(11 e 5(13\,@1\/'

Para estados multiparticulas podemos definir el operador de intercambio, tal que

Pij|¢0¢1a" '7¢O¢i7"'7¢@j7"'7¢@N> = |¢O¢17"'7¢0¢j7" '7¢0¢m"'7¢0¢1\7>' (122)
Definiremos como estados bosdnicos o simétricos aquellos que satisfacen que Pij|¥) = |¥), Vi, j =
1,...,N. Los estados fermidnicos o antisimétricos seran aquellos que cumplan P;;|¥) = —|¥). La

importancia de estos dos tipos de estados radica en que son los 1inicos que puede tomar un sistema de
particulas indistinguibles, resultado que se conoce como Postulado de simetrizacion.
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Concentrémonos en los estados simétricos. Dado el estado (1.20), es posible obtener un vector
simétrizado de la forma

1 .
‘\Pgl)-*'ﬂaN> = ﬁzp|¢a17"'a¢a1\r>a (123)
TP

donde la suma sobre P indica tomar en cuenta todas las permutaciones de particulas posibles. El estado
construido sélo estd normalizado si los vectores |@,,) tienen distintos nimeros cudnticos ;. Por ello
es mejor introducir la representacién de los estados de ocupaciéon. Supongamos que los eigenestados
para una particula son {|1),]2),...}. Por tanto, si la particula i tiene etiqueta «; = k significa que
se encuentra en el estado |k). Ademds usaremos n; para denotar el nimero de particulas que se
encuentran en |j), y formaremos para el sistema el vector |ni,na,...) el cual consideramos simétrizado
y normalizado. La relacién de los estados en la representacién de ocupacién y los estados (1.23) es

vV 7’L1!’fl2!...‘7’t]_,’l’l,2,...> = |\IJ§17...,04N>' (124)

El hecho de que el estudio de nuestro sistema este restringido a los estados simétricos nos permite
introducir operadores bosénicos de creacién-aniquilacion. Tendremos operadores a;, que mapea estados
de N particulas a estados de N — 1 particulas, que actidan sobre estados en la representacion de
ocupaciéon como

CALI‘|7’L1,...7’I’L1‘,...> = \/ni|n1,...,ni - 1,> (125)
T

Los operadores de creacién G, mapean estados de N particulas a estados de N + 1 particulas

allng, ... ,ng, .Y = Vi +1|ng, ... ni+1,...). (1.26)

Cabe recordar que tales operadores satisfacen el dlgebra bosénica

(@ a5 = 0= [alaf],  |asal] =0 (1.27)

Esto nos permite observar que la representacion de los estados de ocupacion estd dado mediantes
productos de estados de Fock |n;). Todo lo introducido anteriormente para la descripcién del sistema
multiparticula, es posible si nos restringimos al subespacio simétrico del espacio de Hilbert, donde al
final, podemos reescribir a los operadores del sistema en términos de operadores bosénicos.

Podemos dar una descripcién semejante en el formalismo del operador densidad. El uso de mapeos
bosénicos en el espacio en el que viven los operadores densidad, asi como la descripcion de la base en
los que actiian han sido descritos en [3], y se abordaran en el siguiente capitulo.

1.3.2. Estados de Dicke

Uno de los ejemplos méas usados sobre estados multiparticula y la resolucién de problemas en el
subespacio simétrico, es el de los estados de Dicke.

Para motivar la introduccién de los estados de Dicke, introduzcamos primeramente el hamiltoniano
de Tavis-Cummings como en la referencia [22]. Este describe la interaccién de particulas idénticas de
dos niveles, interactuando con un modo cuantizado de radiacién, y el cual hace uso de la aproximacién
de onda rotante (RWA). La expresién del hamiltoniano es

N o hQ) o o
H = wods + hweata — 7(@]+ deJ_>. (1.28)
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Primeramente es posible reconocer los operadores bogonicos para el campo de radiacién af,a, los
cuales actuan sobre estados de Fock. Por otro lado tenemos los operadores colectivos en términos de
los operadores atomicos

~A(p T ]- N
Ji = Zai . B=3 S ey (1.29)
w

Recordando que para una particula del sistema tenemos el estado excitado |1) y el estado base |0),
definimos los operadores atémicos como

=0 =0l &5 =1 - [0)0l. (1.30)

En orden de solucionar el hamiltoniano de Tavis-Cummings es requerible tener la base sobre los
que actian los operadores colectivos. Estos estados son conocidos como estados de Dicke, los cuales
denotaremos como |N, k), que representa al sistema de N particulas con k particulas excitadas. Al
actuar sobre estos estados con los operadores colectivos tendremos el mapeo

JNEY = V(k+1)(N—Fk)|N, k+1),
J_INK) = VE(N—k+1)|N,k—1),

J3|N k) = (k—N> IN, k),
PN = 5 (5 1) N8,

donde ademés hemos introducido el operador de Casimir J* = J2+ (J,J_ +J_J,)/2. Es de apreciar
el hecho de que el mapeo de los operadores colectivos sobre los estados de Dicke es cerrado. En términos
de productos de estados de una particula los estados de Dicke adquieren la forma

) = RSP (1o w020, (1)

nuevamente la suma sobre P denota todas las permutaciones de atomos posibles para el estado
[1...10...0) de k 4tomos en el estado excitado y N — k en el estado base. Estos estados forman
una base para el subespacio simétrico, el cual nos ayuda a resolver la dindmica del hamiltoniano de
Tavis-Cummings cuando el estado inicial se encuentra en el subespacio citado.

En la seccién anterior vimos que al restringirnos al subespacio simétrico es posible introducir
operadores bosoénicos y reescribir los estados con vectores de Fock. Para el caso de los estados de Dicke
es posible introducir dos modos ficticios de bosones cuyos operadores de creaciéon podemos denotar
como by y by, de tal forma de que se satisface

A ATA —_ ATA ~ A ~ A A~
Js = w Jp=bbl,  J_ =blby, (1.32)

mapeo conocido como realizacidn de Schwinger [9]. Los operadores by, bo satisfacen un dlgebra igual a
(1.27). Cada uno tiene asociado un espacio de Fock, con elementos de la forma |m),, ketny respecti-
vamente. Si formamos un producto tensorial |m),|n), se tendrén las siguientes acciones

bilm),n), = Vmlm—1),[n),, b{|m>1|n>2 = vm+1im+1),|n),,
balm)[n), = Vnlm)In —1),, b;\m>1|n>2 =vn+1m);|n+1),.
Con los estados anteriores podemos reescribir los estados de Dicke como

N, k) =|N — k), |k),. (1.33)
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El uso de los estados de Dicke ha permitido encontrar fenénemos interesantes como la subrradiancia
v la superradiancia. Estos hacen referencia a efectos colectivos encontrados especialmente en sistemas
de electrodindmica cudntica de cavidades (CQED). De manera simplificada, estos fenémenos derivan
de efectos de interferencia cudntica que provocan que la amplitud de la probabilidad de la emisién de
un fotén (o la tasa de emisién de un fotén) del sistema de N dtomos sea menor o mayor que el emitido
por un sistema sin correlaciones.



Capitulo 2

Descripcion de sistemas cuanticos
abiertos

Ya comentamos que la descripcion de sistemas cudnticos abiertos estd dado con el formalismo del
operador de densidad p. Estos son elementos de un espacio llamado de Liouville, cuyo tamano crece
exponencialmente con el nimero de particulas, por lo que nos limitaremos a observar la dindmica
perteneciente a su subespacio simétrico. En este capitulo introducimos los elementos necesarios pa-
ra entender al espacio de Liouville, al subespacio simétrico y la ecuacién que gobierna la evolucion
temporal del sistema que queremos estudiar: la ecuacién maestra de Lindbland.

2.1. El espacio de Liouville

El espacio de Liouville es una espacio vectorial formado por los operadores que actian sobre el
espacio de Hilbert H del sistema, y que estd equipado con un producto escalar. De manera mas
especifica tenemos la siguiente deficién matemadtica tomada de [33]

Definicién 2.1.1. Un espacio de Liouville L es un conjunto de operadores lineales, los cuales satisfacen
las siguientes propiedades

1 L es un espacio lineal.

2 Si A, B € L, el producto escalar entre estos elementos estd definido como (A, B) = Tr(AB).

8 L es un espacio normado y completo, cuya norma para A € L es ||A|| = 1/ (4, A).

Consideremos el espacio de Hilbert H s, cuya base es {|1),]2),...,|M)}, por lo que la dimensién
de tal espacio es M. De este espacio consideramos los operadores lineales que actian sobre él, especial-
mente tendremos los operadores de densidad p, que describen estados puros o mixtos. Estos operadores
viven en un espacio de Liouville, que denotaremos L2, el cual tiene dimensién M?. Adoptaremos una
notacién semejante a la Dirac, asi, el hecho de que A e L2 serd expresado por |A). De aqui en
adelante denotaremos los operadores densidad p como |p). Débido a que L2 es un espacio vectorial,
normado y completo, tendremos asociado a él un espacio dual, £},,. Siguiendo con la notacién, si
B pertenece al espacio dual serd representado como (B|. De las definiciones previa tendremos que el
producto escalar serd expresado por (B|A) = Tr(BtA).

19



20 CAPITULO 2. DESCRIPCION DE SISTEMAS CUANTICOS ABIERTOS

Los mapeos lineales T : L2 — Ly son llamados superoperadores. Si {|a)}a, {|8)}s son bases
ortonormales de L2 podemos tener una representacién matricial para T,

T:ZTa,ﬁ|a) (ﬁ‘:
a,B

donde T, 5 := (a| T'|B) son llamados elementos de supermatriz.
Considerando la base {|é)}i=1,....m de Has, es posible inducir una base en el espacio de Liouville,
igual a {|mn) = [m)(n|}m neq,..,m}- Por tanto es posible hacer la identificacién Ly;2 = Hy @ Hj,.

2.2. El subespacio simétrico de Liouville

Sea L2 el espacio de Liouville de una particula. Para un sistema de N particulas identicas tendre-
mos el espacio E%X . Sobre este espacio podemos definir un superoperador de intercambio de particulas
Pij, el cual intercambia las etiquetas entre las particulas 4, j para el operador sobre el cual actie. Al
subespacio formado por los operadores invariantes ante los superoperadores de intercambio la llama-
remos subespacio simétrico del espacio de Liouville. Tal subespacio serd denotado como S (ﬁ%g ).

En la referencia [3] se introduce para S (C%ﬁ’ ), un conjunto de superoperadores colectivos, de ma-
nera tal que todo mapeo lineal entre elementos del subespacio, sea reescrito en términos de estos. Para
identificar la expresion de un superoperador del subespacio simétrico en términos de superoperadores
colectivos, introduciremos superoperadores de creacién/aniquilacién. Cabe resaltar que la introduccién
de estos superoperadores bosonicos es solo una herramienta algebraica que facilitara la tarea. Ejempli-
ficaremos el proceso de bosonizacién para el caso caso M = 2, i.e., particulas de dos niveles. Conside-
remos el superoperador ]IL&f actuando sobre operadores que actiian sobre Hs, el espacio de un dtomo
de dos niveles. Los superindices L, R indican que el superoperador actia a la izquierda o a la derecha
de un operador, respectivamente. El espacio £4 admite como base el conjunto {|00),|01),]10),|11)},
asi que al actuar sobre esta base, tenemos los siguientes mapeos distintos de cero

R = 111, = [10),
1“6 j01) = 10)(1]6+ = |00),
donde usamos el hecho de que ULV E |ij) = Uli)(j|V.

Ahora introduzcamos los superoperadores bésonicos b;;, bjj. El superoperador b;; aniquila al estado

|ij) mientras que el superoperador lv);r lo crea. Para hacer explicito esto, para los elementos de la base

de L4 usemos la notacién |(00)>e0 (01])‘101(10)“10(11)“11) con g, o1, @10, 11 € {0,1} . Asi
00) = |(00)"(01)°(10)°(11)°)
01) [(00)(01)*(10)°(11)%) ,
10) 1(00)°(01)"(10)*(11)%) ,
[11) = [(00)'(01)°(10)°(11)").

Para ejemplificar, veremos que bqg bl actian como
) » Y10

blo (00)° (01)° (10)* (1)) = Vg +T|(00)(01)** (10) (1))
bi0 [(00)°% (01)° (10)"0 (L)) = /g [(00)° (01)° (10)°10~ (1))

Tendremos reglas semejantes para los restantes superoperadores bosoénicos.
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Usando lo anterior nos daremos cuenta que el superoperador I” Erf admite el mapeo
1568 — bl b1y + biobor-

Todo lo dicho ha sido para una particula. Para el sistema de N particulas introduciremos los super-
operadores colectivos, los cuales definiremos como

. N
u o 1 /v v v v
§ BB § bT(“)b” AR =TS (B B . 2

Para nuestro ejemplo llegamos a

Los superoperadores colectivos introducidos actian sobre operadores que viven en S (L%X ). Para
el caso del sistema de N atomos de dos niveles podemos tener como base operadores definidos como

A T no1 ' ' ' ' ~ n n n n
Ot nit = ”00”01]\[#21: (|00)® ©01)#"" [10)®™° [11)® ) (2:2)
’ P

donde la suma sobre P corresponde a todas las posibles permutaciones entre particulas. Ya que
Tr(|11)) = 1 = Tr(]00)) y Tr(|01)) = 0 = Tr(|01)) se tiene que los estados anteriores estdn nor-
malizados solo cuando n1g = 0 = ng;. Cuando esto ocurre podemos considerar a estos operadores
como operadores de densidad, i.e., con una realidad fisica. Por otro lado, cuando nig # 0 0 ng; # 0
la traza del operador es cero, por tanto no representan un estado fisico. De ahora en adelante nos
referiremos a los operadores definidos en (2.2) como operadores simétricos, los cuales juegan un rol
semejante al de la representacion de estados de ocupacién, repasados anteriormente, y cumplen con la
constriccién N = ngg + ng1 + n1g + n11. A modo de ejemplo consideremos

0ot = ;(|00) 00) |11) + |00) [11) [00) 4 |11) [00) 00)),

que representa el estado mixto de dos dtomos en el estado base y uno en el estado excitado.
Ya que para un particula se tiene

T (i)' lmn)) Tr (1) Gl lm)nl) = SonTr () (1]) = Simiin

se desprende que
Tr (]3/ (‘00)T®"60 |01)T®"61 |10)T®"/10 |11)T®"/11> p (|00)®n00 |01)®n01 |1O)®n10 |11)®n11)> _
= (5 / 5 ! 6

N0,700 ngl no1 nm,nlo Ny PPy

donde P, P’ son superoperadores de intercambio de particulas. Asi podemos calcular el producto
interno entre operadores simétricos

”00 "01 | | | | | | |
~ ~ 100 Mo1 n n Tl n n n n n
nh, n 00-"%01+"10-"%11+ "t00-701 7410+ 11 o
(QT 10 M1 () nio 11 > = N Nl 6n60,n005n'01,n01 5n’10,n105n’11,n11 6P/7P

noo'no1' 1oy 2
o 00:101:110° 11"\ ¢
o N!

nloo >N 00 5"61 sN01 5"'10 sn10 5”'11 sM11 § 1
P

N!

B <noo!n01!n10!n11!
n00!n01!n10!n11!

N! > 5"607"005"617”015"’107%05"’117”11

noo!no1!nio!nir! 5
— _— 0./

N' "007"005n01 n015n107n105n117n11
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Vemos que tenemos una relacién de dualidad que no esta normalizada. De lo anterior, para el caso de
los estados de traza uno tendremos

114! . Moo 0 0 . 0 . 0 . 0 12
nO(}V#:TT (QT 0 n11 Qngo n11> = Tr (Q’ﬂgo ni1 Qngo n11> :TT<|:Qn80 n11] >

El valor anterior es menor a uno cuando n1; = N 6 ngg = N, por lo que los operadores simétricos
~noo O AN O ~0 0
@ 0 nu corresponden a estados mixtos, mientras que @ 0 0 y Q0 N son estados puros, y representan
el estado de todos los atomos en el estado base o todos los atomos excitados respectivamente.
ij

Si aplicamos el superoperador A _’ﬁl a un operador simétrico obtenemos a @ disminuido en uno la

etiqueta ny; y aumentado en uno la etiqueta n;;, multiplicado por el nimero n;;. Al aplicar el superope-
ij
rador A*' aumentaremos en uno la etiqueta ni; y disminuiremos en uno la etiqueta ny;, multiplicado
ij

por ng;. El superoperador Aé“l tendra como eigenvector a los operadores @’s, con eigenvalor

1

- (le - nkl) .
2 J
Como ejemplo tenemos
v 11 noo No1 ~ Moo no1
A_~1_0 an ni1 o= nlOQ nip—1 ni1+1 ,
) 11 noo No1 ~ TNoo no1
10 _ _
Al ino ni o= nHinoJrl ni—1,
¢ 11 ngo no1 1 ~ 100 Mo1
A?}Oino niy = — (nH — nlO) Qﬂlo ni

2

Finalmente cabe mencionar que la dimension del subespacio S (/.Z?N ), reportado por Sarkar y
Satchell [32] y Hartmann [18], es

N+3> Ly i)V 2V +3),

D(N):< N )6

por lo el espacio en el que describimos al sistema crece como O(N?), en vez de 4"V con el que crece
el espacio completo. Asi, lidiamos con un menor nimero de grados de libertad, por tanto es més ficil
obtener soluciones en el subespacio simétrico.

2.3. Dinamica para los sistemas cuanticos abiertos

Los operadores de densidad nos ayudaran a representar estados de sistemas cudnticos abiertos. La
evolucién de estos objetos, pertenecientes al espacio de Liouville, son descritos por mapeos lineales que
denominamos superoperados. Pero necesitamos saber las caracteristicas que queremos satisfagan tales
mapeos para que puedan modelar dindmicas fisicas, i.e. dado inicialmente un operador de densidad
|p) queremos que la transformacién T'(|p)) también sea un operador de densidad [28]. Si recordamos
las propiedades de un operador densidad, introducidos en el capitulo anterior, nuestros mapeos deben
satisfacer

» T(alp)+ B10") = aT(lp)) + BT(|p")).
« T(lp)t =T (|p)).
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. TT(T(V)))) =1

= (BT(p)|0) >0, ¥ |¢)€H.

Un ultimo requerimiento es el llamado completamente positivo. Supongamos un sistema A que
previamente interaccioné con un sistema B por lo que el sistema AB estd enredado y esta descrito por
|pap). Si sobre el sistema A actiia el superoperador TA, sobre el sistema completo actuara el mapeo
T4 R15. Asi, pediremos que el mapeo completo sea positivo

(pap|Ta @15 |pag)|dan) >0, vV |paB) € Ha ® Hp. (2.3)

Recalquemos que, con lo anterior, hemos definido las propiedades que buscamos en los mapeos lineales
que describan evoluciones fisicas, es decir, dado inicialmente un operador de densidad queremos que
la transformacién temporal dé como resultado, otro operador densidad. A estos mapeos los denomina-
remos mapeos cudnticos.

Para una operaciéon cuantica sobre un sistema S tenemos un resultado importante conocido como
representacion de suma de operadores en el cual cualquier mapeo cuantico puede ser expresado como
una suma de terminos de la forma

Tp) =Y Bilo) B, k<M (2.4
k

siendo los Ej operadores del espacio de Hilbert Hs. El ntimero de términos k solo depende de la
dimensiéon de espacio de nuestro sistema S, y es independiente del tamano del ambiente A con el
que esté interactuando. Esta representacién podemos aplicarla cuando mapeamos estados inicialmente
no enredados, o de otra forma, que al hacer el mapeo no haya enredamiento entre el sistema S y el
ambiente A. A los operadores E, presentes en la representacién se les conoce como operadores de Kraus
y cumplen la normalizacén

S BB =1, (2.5)
k

lo cual asegura que la traza del operador densidad sea preservada durante el mapeo. Cabe mencionar
que estd representacion no es tinica.

Describamos la evolucién de un sistema S en interaccién con un ambiente (reservatorio) A, en equi-
librio térmico, si inicialmente el estado es separable. Supongamos que podemos tener una ecuacién
diferencial de primer orden para la evolucién temporal de |pg). La derivada es proporcional al incre-
mento |ps(t + 7)) — |ps(t)), siendo 7 el intervalo de tiempo en el que queremos comparar. Queremos
poder usar la representacién de suma de operadores para escribir el mapeo |pg(t + 7)), veamos las
condiciones para que esto sea posible.

Aunque solo hablamos de |pg(t)), en realidad describimos un sistema S+ A en el que hemos trazado
parcialmente los grados de libertad del ambiente, pero de manera completa al iniciar la comparacién
(al tiempo t) pedimos que sea un estado separable

lpsa(t)) = lps(t)) @ |pa), (2.6)

siendo |p4) un estado estacionario debido al equilibrio térmico del reservatorio. Al dejar evolucionar
S + A un tiempo 7, de manera general no obtenemos algo separable. Si no imponemos condiciones a
nuestro sistema no podemos asegurar que |psa(t + 7)) = [ps(t + 7)) ® [pa), lo que nos hace imposible
usar la representacion con operadores de Kraus para escribir la evolucién temporal.

La condicién que necesitamos imponer es conocida como aprozimacion de Markov, que asegura que
la evolucién sea local en el tiempo, i.e., que |pg(t + 7)) este determinada solamente por |pg(t)), pues de
manera general también pueden haber contribuciones de |ps) de tiempos anteriores. Recordemos que
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al querer tratar un sistema disipativo, existe informacién del estado S que fluye hacia el ambiente A.
Esta informacién puede ser retenida por el ambiente durante cierto tiempo, pudiendo fluir nuevamente
del ambiente al sistema S. Por lo que la idea clave es que el intervalo de tiempo en el consideramos la
evolucién, el cual denotabamos por 7, sea mucho mayor al tiempo que le toma al ambiente “olvidar” la
informacion recibida del sistema. El tratamiento de la aproximacién Markoviana pueder ser encontrado
en Carmichael [7] y Breuer [4].

Si es posible usar la aproximaciéon de Markov en el caso que estudiamos, la derivada temporal del
operador de densidad S es

Sea N, el nimero de términos en la representacién de L, entonces mediante operadores de Krauss
tenemos la expresion

Np—1

Lolpst) = Y Ey(r) lps(t) BL(7). (2.8)

k=0

Tomemos 7 como un pardmetro infinitesimal. Entonces al desarrollar a primer orden tendremos
lps(t+ 7)) = |ps(t)) + 7 |dps). Por tanto tenemos la igualdad

Nj,—1
D" Eilr) lps(t) EL(T) = lps(t)) + T |0ps) (2.9)
k=0

La expresién anterior hace evidente que uno de los E), debe contener a la identidad I. Sin perdida de
generalidad hagamos

Eo(r) =1—iKT+ O(r?), (2.10)

con K un operador independiente de 7. Consideremos las partes hermiticas y anti-hermiticas de K
dados por

. K+ Kf . K- Kt . H
Aopitf o2t L g (2.11)
2 2 h
De lo anterior, hasta primer orden tendremos
N . 1T - A ~
Eo(7) Ips (1)) E§(7) = |ps (t)) - 7 Hlps@) ] =7{J,lps(®) }. (2.12)

Para los demés elementos Ej, con k # 0, la suma de Kraus son del orden de 7, por lo que hacemos la
identificacién

Ey(r) = V7B, (2.13)

con By # By(7). Usando la condicién de normalizacién (2.5) llegamos a que
I= > Ex(n)Ej(r)=1-2rJ+7> BB = J=>> BB (2.14)

Uniendo todo lo anterior en (2.7) llegamos a la forma para la ecuacién maestra, llamada de Lindblad,
es

d 7oA . . 1.4 1 R
D los) = L)) + Y (Bk 105) BL ~ L BLBios) — £ Ips) B,in). (2.15)
k20
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Esta derivacién, que puede encontrarse en [19], solo hace uso de la aproximacién de Markov y de la
representaciéon de suma de operadores de Krauss, los cuales son de caracter general y no dependen del
sistema fisica que se esté modelando. Los operadores Ek, de modo heuristico, pueden ser visualizados
como ’operadores de salto cudntico’. El primer término, que corresponde a la parte hermitca de Fy es
una contribucién del tipo hamiltoniano que vimos para sistemas cerrados. Este término desplaza los
niveles de energfa debido al acoplamiento del sistema con el ambiente. En lo futuro absorberemos este
hamiltoniano efectivo dentro del hamiltoniano del sistema S.

Para finalizar tratemos de forma heuristica la forma de la ecuacién para describir un dtomo de
dos niveles inmerso en un campo de radiacién en equilibrio térmico. Para identicar los operadores By,
debemos de ver que saltos cudnticos pueden afectar el sistema S, y directamente podemos ver que las
posibilidades son, que el atomo pase del estado base al excitado dado por &4, o que pase del estado
excitado al estado base, donde participa 6_. Debemos de introducir la evolucién unitaria dada por
el hamiltoniano del 4tomo libre. Finalmente debemos introducir coeficientes que pesen estos eventos,
y que estaran ligados con los modos del ambiente A que se encuentren en cuasi-resonancia con la
transicion entre niveles. La ecuacién maestra de Lindblad toma la forma

Tlos) =~ (55, 1os)] +2(1 4 m0) (6 ps) 5"~ 5615 Ips) 3 Ips) 1)
Mo (&+ lps) 6l — %‘ﬂ‘ﬂ lps) — % lps) &Lﬂ)
= 0 los)] 491+ o) (6 [08) 64 — 5640 los) — 3 los) 945
om0 (61 |ps) o — 5004 los) — 3 los)-51). (216)

El proceso que describimos en el segundo término del lado derecho es la emision de fotones por
parte de la desexcitacién del 4tomo. En la tasa de emisién observamos el coeficiente (1+mn,,), donde el
1 implica procesos de emisién espontanea y el n,, la emisién estimulada donde el &tomo emite modos
que contienen n,, fotones térmicos en promedio. El tercer término de la expresién corresponde a la
absorcion de modos para la excitacion del atomo.

Es posible extender lo anterior cuando consideramos un sistema N atomos de dos niveles. La
ecuacién maestra para este caso es

% )=~ [H‘ﬂ Ip)} +Y L p),
8%

m

donde tenemos los lindbladianos (definimos N := Ny + 1)

R T CA LA A DEE L (2.17)

+Nooty (6% o) o+ —
hemos etiquetado a las particulas del sistema con p, v. Dentro de la expresion tenemos la constante

1

No = Nlwo) = ey — 1

(2.18)

que corresponde al niimero promedio de fotones en el modo wy, frecuencia de transicién entre los niveles
del dtomo. Por otro lado tenemos las tasas de emision espontanea 'yfj“ los cuales corresponden a la
emisién espontanea del atomos p de manera independiente. De manera aproximada, estos términos
son los Uinicos que contribuyen si los atomos se encuentran alejados, a una distancia mucho mayor en
comparacion a la longitud de onda de la luz emitida. Ademads tenemos los coeficientes de acoplamiento
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entre dtomos, v}y con p # v, que , valiendo la redundancia, describen el acoplamiento entre los 4tomos
del sistema, mediados a través de los modos del ambiente y que conduce a efectos colectivos como la
superradiancia. En la Figura 2.1 se representa esquematicamente la emisién de los atomos de manera
independiente (disipacién individual, rayos azules), donde de manera general los fotones emitidos se
propagan en cualquier direccién, y la emisién de los dtomos de manera colectiva (disipacién colectiva,
flecha roja), donde para el caso de una cavidad, la direccién de emisién se da en el modo de resonancia
de esta.

Figura 2.1: Representacion esquematica de la disipacion individual y la disipacién colectiva.



Capitulo 3

Eigenvalores en el subespacio
simétrico

Los resultados mostrados en este capitulo y el siguiente forman la contribucién original de este
trabajo. Comenzamos calculando el conjunto de eigenvectores para el lindbladiano para disipaciéon de
N atomos de dos niveles acoplados a banos térmicos independientes. Encontrando los duales de los
eigenvectores mostraremos que el conjunto es ortogonal, y veremos que su dimensién coincide con la
del subespacio simétrico de Liouville. Finalmente presentamos la solucién analitica para la disipacién
individual.

3.1. Base de decaimiento

Empecemos describiendo la utilidad de tener una base de eigenvectores de un lindbladiano, el cual
también es denominada base de decaimiento. La discusién planteada la podemos encontrar en Briegel
[5].

Supongamos que al describir la dinamica del sistema en el esquema de interaccién la evolucién
de nuestro sistema depende sélo de la aplicacién del superoperador disipativo, es decir, |p) = L |p).
Queremos encontrar en el espacio de Liouville un operador |P) que satisfaga

L|P)=\|P), (3.1)

con A\, numero complejo, pues recordemos, L no es hermitiano. De forma més ambiciosa buscamos una
coleccién de eigenvalores A con sus respectivos eigenestados |Py) que formen una base para el espacio
de Liouville. Recordemos que el superoperador disipativo L no es un mapeo lineal hermitico, por lo
que puede no tener un conjunto de eigenvectores que forme una base del espacio. Con esto recalcamos
que la base de decaimiento no necesariamente existe o puede ser una base sobrecompleta.

En caso de que exista la base de decaimiento, podemos resolver de manera directa la evolucion del
sistema. Consideremos el estado inicial |p(0)), este se podra escribir como una combinacién lineal de
los eigenestados de la forma

0(0)) =D ex|Py), (3.2)
A

y por tanto el estado a cualquier tiempo t es

p(1) = X [p(0)) = Y exe™ |Py) . (3.3)
A

27
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Una vez obtenida la base {|Py)}, resolver la evolucién de nuestro estado se reduce a encontrar los
coeficientes ¢y de la expansién. Para ello es necesario encontrar los estados (Py], los cuales satisfacen
la relacién de dualidad

(Px|[Px) = 6ax- (3.4)
Teniendo los eigenestados y sus duales, los coeficientes de la expansiéon simplemente serdan iguales a

ex = (Palp(0)). (3-5)

Los eigenestados | Py), los cuales denominaremos eigenestados derechos, son encontramos mediante
la relacién (3.1). Ahora necesitamos un método para encontrar los estados duales. Dada la naturaleza
del superoperador L y dado un operador O del espacio de Liouville, es posible que el superoperador
actle a la izquierda del operador, LO ¢ que la accién se dé del lado derecho OL. Sea (Py|, un objeto
tal que

(PA| L = (Py| )\, (3.6)

nuevamente con A un nimero complejo. A los objetos (Py| los llamaremos eigenestados izquierdos.

Chequemos que al definir |Py) como en (3.6), llegamos a la relacién de dualidad. Si consideramos
la relacién (Py| L |Py) podemos tener dos resultados. Primeramente usando el hecho de que |Py) es
eigenestado derecho llegamos a la igualdad

(Py| L|Py) = A(Py|Py).
El otro resultado se obtiene actuando L sobre el eigenvector izquierdo, lo que nos produce
(Py|L|Py) = XN (Py|Py).

Restando ambas expresiones llegamos a que (A — X)(Py/|Py) = 0. Directamente tenemos la relacién
de ortogonalidad,

(Px|Py) =0, A#EN,

Al igual que en la espacio de Hilbert, tomamos de manera convencional la normalidad de los estados,
asi llegamos a la relaciéon de dualidad, cuando el eigenestado derecho e izquierdo tengan el mismo
eigenvalor

(P)\/|P/\) = (5)\/’)\

Cabe resaltar, que no necesariamente se satisface que (Py| = |PA)Jr debido a que el superoperador
L es no-hermitiano. Por lo mismo, no podemos asegurar que cualquier conjunto de eigenvectores forme
una base para el espacio de Liouville, esto debe demostrarse especificamente para cada caso.

La discusién planteada obedece al caso no-degenerado. Al igual que en el espacio de Hilbert, para
el caso degenerado debemos de diagonalizar el subespacio correspondiente. El como relacionar los
eigenestados derechos e izquierdos para este caso, se discutird mas adelante.

En la misma referencia [5] se muestran algunos célculos de bases de decaimiento. Se muestra el
resultado de la disipacién de un atomo de dos niveles y la disipacién de fotones, los cuales han servido
para simular, entre otras cosas, el modelo del laser de un atomo.

3.2. Descripciéon de la disipacién individual

Aunque la observacién anterior sobre la base de decaimiento se dié para todo el espacio de Liouville,
la discusién se satisface para todo subespacio del mismo, especialmente para el subespacio simétrico
sobre el cudl se centra este trabajo.
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Como hemos recalcado anteriormente, obtendremos la base de decaimiento considerando la disipa-
cién individual de los 4&tomos. Para el caso de N atomos de dos niveles el lindbladiano general involucra
la forma (2.17). Primeramente consideremos el caso 745 = 0 si u # v, i.e., no consideramos acopla-

mientos entre dtomos. Los tinicos coeficientes distintos de cero son, ¥’ = v10 para p=1,..., N. Asi,
el lindbladiano con el que trabajaremos es
> Liy =L+ No (Llo + Lfo) : (3.7)
o

donde definimos

o 1 1
Liolp) == mo Z (65 |p) ot — §6i6ﬁ lp) — 3 Ip) 65&&),
B A PP 1 s Sk
Lylp) = mz(a+ Ip)at — 5646% o) — 5 o) 6t
Simplificaremos ain m&s nuestro tratamiento al hacer Ny = 0 y, al adherirnos a un esquema de

interaccion, la evolucién temporal de nuestro estado solo estara gobernado por Lig.
L1p es un superoperador que es invariante ante intercambio de particulas, por lo que podemos

. ij
reescribirlo en términos de los superoperadores colectivos A7"™". En el Apéndice A se presenta el
mapeo de algunos superoperadores a superoperadores colectivos que nos ayudaran en la traduccion.
La expresiéon matematica de Lig es reescrita como

[ A ~ A A~ 1 A A
o[ St 100t - F a1 - 5w o]
S op

ilo |P)

I
o R 1
= 710 A+ _5 A+ +A+ —5 A+ +A+ ‘p)
[0 1/ o
= mo|Ap —Ap 2(A+ +A+> Ip)

3.3. Eigenvectores derechos para Lo

Reescrito L1y en base a superoperadores colectivos, podemos usar como base del subespacio simétri-
~ 00 MOo1
co a los operadores simétricos, ) 710 711 . Primeramente buscaremos los eigenestados derechos de la base

de decaimiento, asi que propongamos la ecuacion de eigenvalores

LlO |p5'qm) =A ‘psym) 5
donde buscamos que la parte real de A\ sea un niimero no-positivo debido al decaimiento que deseamos

modelar. Los eigenestados serdan combinacion lineal de los operadores simétricos

|Dsym) = 3 cnio nit Qnio nit | (3.8)

Nij

Sustituyamos estd forma en la ecuacién de eigenvalores

; i1 g1t L[ x10 . 401
Lio|psym) = 7wo|Af — AL — 3 AP+ AV ) psym) (3.9)
n00 101 . noot+1l mo1 A 00 101 Nn10 + No1 A ™oo no1
= cnio N1 |:n11Q nip ni1—1 — nHQ nip N11 — %Q nip N1

Nij
100 M01 A 100 N01
= A E cnio ﬂ11 nio M1,

Tij



30 CAPITULO 3. EIGENVALORES EN EL SUBESPACIO SIMETRICO
Debido a la completez de la base podemos reagrupar los términos usando los estados Q nio ni e igualar
los coeficientes a cero. Haciendo esto llegamos a la recurrencia

noo—1 no1 n1o + No1 A noo N01
(nu + 1)0 nio niut+l — (nu + f + — ] ¢niwo n1u1 = ().
710

Al usar la constriccion ng; + nig = N — ni; — ngo, la recurrencia queda reescrita como

¢ no nutl = — 4 — + cnio nit (310)

noo—1 no1 1 <N n11 — Ngo A ) 00 M01
2 2 Y10

Supongamos que la relacion de recurrencia anterior puede obtar por la forma

noo—1 mo1 ni1 — & moo no1
c nio niitl —= 117@”10 ni (311)
ni1 +1
siendo § un entero no-negativo. Nuestro plan al hacer esto es usar a § para cortar la relaciéon de
recurrencia para cierto valor de m11, asi para valores de ny1 > 9, los coeficientes son cero. Para lograr
lo anterior necesitamos que A tome el valor

N —
2

Aas = —’Ylo[ %+ 6}, (3.12)

donde « := ngg + n11, y el cual es constante dado el eigenvalor. En funcién de «, la relacién (3.11) se
reduce a la expresién
a—(n11+1) no niy — 0 a—ni no1

c n1o nii+l = - ¢ nio ni1,
ni1 +1

Recordemos que § serd un parametro que nos permita cortar la relacion de recurrencia para los valores

que pueda tomar nii, por tanto se satisface 0 < § < «. Para resolver la recurrencia tomemos como
o Mol

condicidn inicial ¢no 0 =1, con lo cual llegamos a la soluciéon

cnio N1 = ¢ Mo N1 = n1

ngo no1 a—mni1 no1 (—1)”11( J ) sing <6
0 si nyp > ) '

El eigenvalor estard fijado por o y d, por lo que habrd una degeneracién dado por los valores que
y o,

puedan tomar nig, ngp. Si designamos n = nqg, se tendrd ng; = N — a — n. Los eigenestados que

obtenemos son

5
) ~a—nj; N—a—n
a,8) = — 1) W
a0, = Y () )a

n11=0

(Cuantos estados tenemos? Observemos que para cada etiqueta a, § tenemos N — a + 1 estados.
Esto para a+ 1 valores de §, y 0 < o < N. Por tanto el nimero total de eigenestado que construimos
es

N «@
Y (N+1-a)

a=06=0 a=0

I
] =

N
(a+1)(N+1—a)=(N+1)+ Za+1 )N +1—a)

N(N+1)(N +1) N(N+1) N(N+1)(2N+1)

1) + 5 +N(N+1) -

+
(N +1)(N +2)(N +3)
6 bl

2 - 6
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que es la dimensién del subespacio simétrico (2.3). De momento tenemos un conjunto de eigenestados
derechos con la misma dimensién del espacio vectorial. Si demostramos que estos forman un conjunto
ortogonal habremos asegurado que realmente es una base para S (E?N ).

Otra interrogante sobre estos eigenestados es si representan operadores de densidad, y por tanto,
estados fisicos del sistema. Para ello, primero veamos si pueden ser normalizados. Tenemos

d 1) ~a—nij; N—a—n
TT( |o¢,5)n) = nZ;O(fl)”“ <nu>Tr <Q n ni ) .

Los operadores simétricos con nig, ng1 # 0 tiene traza cero, por lo que si en lo anterior n # 00 N # a,
la traza es cero. En caso contrario se tendra

B () Zom ()

n n
11 n11=0 11

= v (§) - (30)) =0

excepto cuando § = 0, donde tendremos que lo anterior es 1. El tinico eigenestado derecho que podemos

Tr( IN, 5)0)

adjudicarle una realidad fisica es |V,0), = Q](\J[ 8, el cual representa el estado base (todos los dtomos
desexcitados). Aun asi, si demostramos que el conjunto de los operadores |a,d), forma una base,
cualquier estado fisico |p) podrd representarse con una combinacién de estos operadores, y el resultado
de la evolucion, que también serd una combinacién de estos eigenvectores, representara un estado fisico.

Tenemos un conjunto de eigenestados con la misma cardinalidad de la base. Para que realmente
podamos demostrar que es una base del subespacio necesitamos conocer los eigenestados duales, y
calcular el producto interior entre eigenvectores.

3.4. Eigenvectores izquierdos para Ly
Antes de calcular los eigenestados izquierdos, necesitamos estudiar la accién de los superoperado-
res colectivos al actuar del lado derecho de un operador simétrico. Recordemos nuevamente, con un
o 1
ejemplo, la accién de los superoperadores colectivos atémicos A™" | al actuar del lado izquierdo

11 ngo not . noo  no1 . noo mo1 | 11 . moo  mo1
AiOan S nllan-‘rl nip—1 N QT 710 11 ATiO = nHQT niot+l ni—1 .

Si usamos la definicién de los superoperadores colectivos en términos de los superoperadores boséni-

o ij
cos podemos calcular la adjunta de A™" . Haciendo esto explicitamente veremos que

.. N . f ..

Y v v ) v v [T Y

A =S AR (D) = i, - AT
B B

pn=1
por tanto

. Moo mo1 11 noo To1

1 N 1 -1
QT nio Ni1 A-}-O _ TL11QT nio+1 ni1 )

Esto nos da la operacion por la derecha de los superoperadores colectivos sobre los operadores simétri-
cos, con los que podremos calcular los eigenestados izquierdos. Aunque lo anterior es para el caso
11

especifico A Jlro , el mismo razonamiento puede ser aplicado para encontrar la acciéon por la derecha de

]
cualquier A",
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Hecha la exposicion anterior es posible ir directo al calculo de los eigenestados izquierdos. Queremos
resolver la ecuacién

(psym| ElO = )‘L (psym‘ .
De momento no suponemos que el conjunto de los AX sea igual al de los A, 5. Propongamos

700 101

700 MO 2. neo nig
(psym| = E cnio N1 QT ,
ij

que al actuar del lado izquierdo de L1o nos dard

; S G [l 1408,
(psym‘ Lig = Y10 €10 M1 QT A+ - A+ - 5 A+ + A+
iJ
noo—1 no1 n00 M01 100 101
700 N01 A N nio + N 2
= 710 g cnio ni1 |:n00QT nig mni1+1 7n11QT nio n11 410 : 01 QT n1o 7111:|
ij
noo—1 mno1 700 101
700 101 A N +ni1 —n A
= 70 cnio M1 [nOOQT nig nii+l _ 121 00 QT nio n11:|

ij
= Af (psym| .

noo Mno1
. . . Jimion . s .
De la independencia lineal de los QT "'° "' se obtiene la ecuacién de recurrencia

noo+1 no1 N ni —n A\ ngo no1
(nOO + 1)0 nio ni1—1 — ( + 11— ed + — |Jemnio ni1
2 2 Y10

Inspirados en el caso de los eigenvectores derechos, hacemos que lo anterior tome la forma

noo+1 no1 n — 9 noo no1
¢ nio nii—1l = 1170"10 ni1 (313)
noo + 1
con lo que los eigenvalores posibles son
N —«a

2

X5 = =10 [ + 5} .

Notemos que hemos encontrado el mismo conjunto de eigenvalores para los eigenestados izquierdo y
a—9~8 no1
derechos. Considerando la solucién de (3.13) con la condicién ¢ 710 § =1, los eigenestados izquierdos

encontrados son
a—ni1 n [e]

< 04—5 2 a—6 A OX—N711 N—a—n
— TN—oz—n ni1 n n11
n(a75| Z (a_n11>Q Z (a_nll)Q )

n11:6 n11:6

donde por conveniencia tomamos n = ngi, a diferencia de los eigenestados derechos.

3.5. Relacion de dualidad para la base de decaimiento

Ahora estamos en condiciones de calcular el producto interno entre eigenvectores izquierdos y dere-
chos, pero antes recordemos nuevamente la condicién de ortogonalidad para los operadores simétricos

7 ’
~ "o Mo 01 !'m1011 !
" <QT i 25’1) _ motnomglnul

/
N' M00:100

4] ]

/ ’ ’
741,701 YN o,110 57111,7111 )
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del cual directamente calculamos

o o — 6§ ~ 0/—31’11 N—oj’—n/ 4 5 o—ni N—a—n
n,(a',é’\a,é)n = Tr Z < , , >QT n nyy Z (—1)"11< )Q n niy

n
n11=0 11

1
o o — & é . 5 . 0‘/_7‘/11 N—Oj/—n' i Neaen
= Z < ’ / ) Z (71) 11< >TT' QT " 11 Q n ni1
n! =g « _nll n11=0 ni11
o 5
a’é’) < § >(a’n’11)!n'11!n’!(Na’n’)!
- —nm FINP S S
n’llzzé/ <al - nal n;O( ) ni1 N! ) ’ 11,17y
5
0 a—0"\ (@ —ni)npIn! (N —a —n)!
= 671 n’éa o —1)n .
wlaer 3 (1) (”11)<a—5) N!

ni1=0’

Inmediatamente se desprende la ortogonalidad entre los estados para las etiquetas n y a. Noétese
que n identifica a los estados degenerados, y directamente hemos obtenido la ortogonalidad sobre el
subespacio degenerado. Falta encontrar la ortogonalidad en ¢. Lo primero que podemos concluir de la
relacién anterior es que si ¢’ > § tendremos (o, d'|c, ), = 0. Para el caso ¢’ < ¢ nos servird tener
que

a—0"\ (a—=ni)n!nl (N —a —n)! _ (=8Il (N — o —n)!
o —nNi1 N! N! (TL11 —5/)'
(= NI (N — a —n)! (nll)
N! &
 (a=0")0" (N —a—n)! al(N — ) (n11>
B a (N —a)! N! Y

N\ /N —a\ /a\]"! n11
a n & &)
asi, para el caso en que 4’ < § nuestro producto interno se reduce a

ian, = ()G E e ()

1’7,11:5/

)] et

por lo que llegamos a una relacién de dualidad entre los eigenestados izquierdos y derechos. Por
convencién normalicemos la relacién anterior redefiniendo nuestros eigenestados derechos como

5

pal = () (27 6) B ()e e

711120

con lo que
/ !
n’ (a 75 |a7 5)71 = 6”777/604/#165,5/'

De manera directa, lo primero que podriamos hacer es cdlcular la descripciéon de los operadores
simétricos en términos de la base de decaimiento. Debido al producto interno y a la forma de los
eigenvectores derechos, podemos conjeturar la relacién

~ 100 101 ~a—ni; N—a—n i
Qrionu =Q n ni1 = Z Ck |o¢7 k‘)n .
=0
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El valor de los coeficientes ¢; puede ser encontrado proyectando la relacién previa con los ,, («, 4],
asi de manera explicita

~a—nij; N—a—n
n (017 k‘ Q n n11 = Ck

!’
a a—36 a—ng Nf/afn a—n1 N—a—n
E , Tr QT n Qo on ni1

i1l (@ — ny)nl(N — a —n)! ( a—k 2
)
)

ni, =k &7
N! o — N1 -
ni!(a—np)!nl(N—a—-n)!ad(N—-a)! [ a—k _
o! (N — a)! N! o —ni

()] G

de esta manera, obtenemos el resultado

R G [(ES ) T T

3.6. Evolucion temporal de los operadores simétricos

Retomando la discusion del inicio de este capitulo, una vez obtenidos los eigenestados derechos e
izquierdos de L1y, podemos solucionar la evolucion del estado en la disipacion individual. Recordemos
que la ecuacién maestra que tenemos es

S =Luole) = 1o(1) = " p(0)).

—a—n

~oa—80 N
Consideremos como estado inicial uno de los operadores simétricos, |p(0)) = Q = § . Como
ya hemos visto, podemos escribir a los operadores simétricos como combinacién lineal de eigenestados
de LlO

~a—8 N—a—n g
Q n s :ch|a,k)n.

El estado al tiempo ¢ estard dado por

6 6
v N -« _
() = ety el k>n=exp(— 5 mt)ze oty fa, k), -

k=0 k=0

Podemos proyectar lo anterior a los operadores simétricos

. a—nij; N—a—n N —a 4 a—ni1 N—a—n
T (QT noom Iﬁ(t))> - exp(— mt)Ze"”“’%kTr(@* noom |a,k>n)
k=0

2

|

2 N!

— | _ In! _ _
= exp <— N a’Ylot> Z Ckek'mt(—l)n“< F )nn. (& =) !nl(N —a —n) )
k

= nii1
=ni1
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Esto nos permite ver la evoluciéon temporal nuevamente en la base de operadores simétricos. Tal
ecuacion es

N — (N —a-— ! u ~a—i N—a—n
Ip(t))exp< 5 amt)n( N‘;‘ n) Zdi(t)Q 2N

donde

§ .
di(t) = Z(A)icj (],>i! (o —d)le 0t (3.15)

3.7. Solucion tomando en cuenta la parte del Hamiltoniano

La evolucién dada solo por el lindbladiano Lig es posible si la descripcién del problema se hace en
el esquema de interaccion. Si no usamos tal esquema debemos de considerar la parte del hamiltoniano.
El hamiltoniano para una sola particula esta dado por

H" = EéY,
donde E = 2(E; — E;), siendo E; la energfa del nivel 7. La parte que debemos agregar a la evolucién
del operador densidad esta dado por
. N
_t [ | p)} -
h )

pn=1

Z&é‘ o) 1" =" 1" |p) 64
m

11 10 01 .00 11 01 00
{A—l%l +AJ’1_O _A_?_l —AEO AU +A10 Aﬂl +A£O 1p)

o1
Ak Al 1.

Si lo anterior actia sobre un estado simétrico tendremos

\Eiz Sﬂ@ N\N

iE ~ 100 Mo1

. N
—;; [H” ngg Zg(l)} = _f (nlo —nOl)ino ni

por tanto, ya no es necesario diagonalizar la nueva contribucién, ya que la base de decaimiento |a, 6),,
tambien es eigenestado de la parte libre del Hamiltoniano con ecuacién de eigenvalores

N

_i 71 :_@ P
=3 A" 00), | =~V —a—2m)fa,0),,

pn=1

Si no nos adherimos al esquema de interaccién, la evolucién temporal del operador densidad es

. N
d i . v
2= 2 Jil } i :
TiChd [%.1)] + Liolp)
~a—8 N—a—n
que para la condicién inicial |p(0)) = Q n s tenemos el resultado
. )
N -« ) nl(N —a—n)! A~ a—i N—a-n
o(0) = exp (= 5 %m0t = LV - 02000 HESEEE S g

donde los coeficientes d;(t) estan dados en (3.15).
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Capitulo 4

Aplicaciones de la base de
decaimiento

Una vez encontrada la base de decaimiento de Lqg podemos utilizarla para resolver la evolucién
temporal de la disipacion de atomos acoplados a banos térmicos independientes. La resolucién de este
problema no es nuevo, ya que puede ser resuelto para un atomo individual y tomar los productos
tensoriales de estos estados para el sistema multiparticula. El motivo de introducir la base de de-
caimiento es la de poder resolver el problema de la emisién espontdnea colectiva del sistema de NV
atomos, asi ademas de tomar en cuenta el canal de disipacion individual debemos incluir el canal de
la disipacién colectiva.

4.1. Disipacién colectiva

En la Figura 2.1 representamos el proceso descrito por Lo (disipacién individual) como la disipacién
de cada dtomo a cualquier direccién (rayos azules). Parte de esa disipacién se da a lo largo del modo
de la cavidad (rayo rojo), que debido al acoplamiento entre dtomos mediados por el modo, se puede
dar un cambio en la tasa de emisién, fenémeno conocido como disipacion colectiva.

Centremonos nuevamente en la forma general (2.17). Ahora al hacer que las tasas de emisién y de
acoplamiento entre dtomos sean iguales, v}y = 7. para p,v = 1,..., N, tenemos que el lindbladiano
toma la forma

. i L 1o
Lelp) = ey (% 10) 6% — 5646 p) = 5 1) 546”)

Nuevamente podemos hacer la descripcién del lindbladiano en términos de los superoperadores

37
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colectivos. En el Apéndice A se muestra el mapeo de los superoperadores j+, J_. Asi tendremos

00 01 10 00 1 10 J11 00 01
[(Alo All)(All +A01>— (AOO Aﬂl)(Alo All)
L(xio o oqo0 ) (410, x00
—5 (AL +AQ ) (AL + A )| o)
[ u01 10

Le|p)

Tratemos de encontrar eigenvectores derechos para este operador. Para ello actuemos L. sobre el
estado (3.8)

700 No1 ~ noo+1 mno1 ~ noo+2 no1—1
c |psym) = E C™1o Mt 7y, ”11(”10 + 1)Q no =l 4 nggng Qro—l nu ”11(”11 - 1) X
’ni]‘
~ Moo mno1tl ~ nootl mo1 1 ~ MO0 MO1 ~ noo—1 no1+1
XQniotlnii=2 £ nging@Q no nu-l — 5 n10(ngo + 1)Q 10 mi1 4 nqynge@) nio+l nii—1
~ moo+1 no1—1 A Moo Mo1 A MO0 MNO1
+n10m01Q M0~ m11+1 g (ngy 4+ 1)Q ™10 n11 4 nyp(nge + 1)Q ™10 m1 + ngyngg X
~ noo+1 no1—1 ~ noo—1 no1+1 ~ Moo MOL
inofl nii+l 4 nlanOQ nio+l nii—1 4 nOl(nOO + ]_)Q nip N11
700 N01 ~ oo+l mno1 . noo+2 no1—1
= 7 E cmo m Ingy(ny + nor +1)Q mo =l 4 nyong Qo= mu gy (ngg — 1) X
Nij
A moo moitl e (ngg +no1)(noo + 1) + nai(not 4+ nig +2) 4 mnoo nos A ool o+l

xino-H ni1—2 an nip — nlanOino-l-l ni1—1

2

~ Moo+l no1—1
—n1oNo1 @ no—1 n1it+l

100 01 A 100 M01
= )\ E cnio ni1 ()nio i,

Nij

Si hacemos uso de la completez de la base de operadores simétricos, agrupamos en términos de
~ Moo Mo1
@m0 nu1 e igualamos los coeficientes a cero. Ademas, al considerar la constricciéon nig + ngr = N —

ni1 — Ngo, llegaremos a la relacién de recurrencia

noo—11 n, noo—2 no1+1
(n11 + 1)(N +1—nq; —ngo)c o it 4 (n1o + 1)(no1 + 1)6”Tngl w4 (n11 +2)(n11 +1) x

noo mo1—1l (N — N1 — TLO())(’I’L()O + 1) =+ 'I”Lu(N +2—n11 — TLO()) A n00 No1

xenio—1nii+2 — + — |c™io "1 — (nll + ]-) X
2 Ye
noo+1 no1—1 noo—1 no1+1
X (ngo + 1)cnmo—1 nut+l — (nyg 4+ 1)(ney + 1)cnotl nu—1 =0, (4.1)

relacién que parece dificil de solucionar analiticamente. Aun asi, es posible tratar el problema de la
disipacién individual y colectiva si consideramos a ésta ultima como un término perturbativo.

Antes de resolver el problema de la perturbaciéon veamos como actua el superoperador L. sobre los
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elementos de la base de decaimiento |a, §),,

§
o N N —« « 1) ~a—nii+1l N—a—n
-t = —-1)° —1)m — n ni;—1
Ye Lela,d), (=1) (a)< i ><5) REZO( 1) <n11> {nn(N+1 @)Q +

~a—mni1+2 N—a—n—1 ~a—mnij1+l N—a—n—1
n

n(N —a—n) (Q n=l m —Q ol nutl ) +n11 (n11 — 1) x

. a—ni; N—a—n+1 _ \a— —a—
annrlu Jaonil (N a)(a2+1) +2n11Qa 1 Na—n s (o — mas) X

~a—nj1—1 N—a—n+1
XQ n+1 ni1—1

= (N+1l-a)fa=8+1)|a,d—1), +(a—=5+2)(a—d+1)(N—a)(N—a-1)*x

(N—a-=2)la+2,6), ;+n+1)(N-a-n+1)ja—2,6-2), ., — M
wm () Ee ()]
O 5 () 2 ity S (1))
<o~ SR B (T 2|

que de igual forma es una relaciéon complicada.

4.2. Una solucidon exacta

En trabajos sobre sistemas de N dtomos de dos niveles se hace mencién de una solucién analitica
exacta, por ejemplo [24], que es cuando se considera como condicién inicial al estado simétrico puro de
un atomo excitado y los demds en el estado base. Solucionemos este problema con el formalismo que
hemos introducido. Por facilidad consideremos como condicién inicial el estado simétrico mixto de un
atomo excitado

~AN-10 1
o0 = Q™0 T =N, 0)g + 1 1N, 1)y
Bajo el superoperador Ly el estado |N,0), tiene eigenvalor 0, y los estados [N, 1), |[N — 2,0), tienes

eigenvalor —vy19. Si a los estados anteriores les aplicamos el superoperador L., nuestros eigenestados
se transforman como

L.|N,0), = 0,
L|N,1)y, = —7|N, 1)y —7|N —2,0),,
LN —2,0), = —7(N—=1)|N,1); —7(N —1)|N —2,0), .

En el subespacio {|N,1),,|N —2,0),}, la supermatriz asociada al superoperador Le es

(1 N-1
Tel1 N-1)°
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el cual es diagonalizable y admite el eigensistema
Ae=-Nve  léo)=IN—2,0), +[N,1) (64 = %[ 1 (N =2,0 = o (N,1]],
A=0 [p)=IN=2,0), —(N=D)IN.1)y (4] =]~ (N =11 (N =2,0/+ o (V,1]]-

Usando lo anterior podemos solucionar la evolucion de nuestro estado inicial bajo la accién de
Lig + L. El estado para cualquier tiempo t estd dado por

elbotb )t Mg ) — |6.)
onlt) = N.0)p 4 S [ ]
—710t —Y10t
= [N, 0)0 + N2 (N — 14 e NVt ) £ N2 (1 - eiN%t) |V, 1)0
e—0t N 3N L e ~70t N=10
— _ _ —N7et _ —Nnr.t
[1 ~ (N 14e )]QO ~ (N 14e )Q o1

_(N%W (1 - e—N%t)QN;Q y

~N—10
Hemos resuelto el problema para el estado mixto ¢ 0 1. Ahora supongamos que el estado inicial
es el estado puro

IN,1) = \/>ZP|1 ® [0y,

El operador densidad asociado a |N, 1) es
N-21

~N-10 A 1 1
|p1):|Nv1><Na1|:Q 0 1+(N_1)Q 1 0:|N70)0+N|Na1)O+N|N_27O)1

Ya conocemos la evolucién de los primeros dos términos que también se encuentran en el estado mixto,
asi que solo necesitamos ver la evolucién de la iltima parte. Tendremos

e(i10+ic)t e(iw—i_ic)t (N — 1) |¢+) + “ﬁ—)
- N IN —2,0), = N [ N ]
e—’hot

N2 [((N —1)e Net 4 1) IN —2,0), — (N —1) (1 — e—NW> IN, 1)0} ,

Por tanto, si nuestro estado inicial es |p1), la evolucién temporal del estado es

op(8) = IN,0)+ N, 1)+ [N 2,0, |

[1 . (“/10+N%)1‘}QA NP
Q

—(’710+N"/c)t
1
8 4 e*(710+N’Yc)tQAN071 (1) + (N - 1)6*(V10+N’Yc)tQA 10

+ e~ (Mo+Nve)t |p1) ,

|:1 _ 6(710+N7c)t:| A

que es la solucién encontrada en la literatura. Para comparar con el estado mixto |p,,(t)), reescribamos
a este utilizando el estado |p;), con lo que llegamos a

—710t

N

—Y10t R
L R | LLL R (U IS

—(N —1)e —(vm-l-N%)tQN 2(1)'
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Puede resultar dificil el comparar las soluciones, del estado inicial mixto y el estado inicial puro,

solo compqrando los operadores densidad. Aunque en la evolucién del estado mixto nos aparezca el
AN—21
término @ 1 0, el cual no aparece en la evolucién del estado puro, recordemos que por si mismo

esté término no corresponde a un estado fisico pues su traza es cero, por lo que la comparacién pueda
ser mas factible mediante algunos valores esperados.

La importancia de los operadores de densidad radica en su utilizacién para calcular valores esperados
los cuales pueden constrastarse con mediciones experimentales. Uno de estos valores es el promedio de
atomos excitados en el sistema, el cual estd dado por

$10 11 <11
(ne) = <Z&£&%> — <A10 + A1l > = <A11 > . (4.2)
o
Calculando lo anterior para el estado mixto |p,,(¢)) v para el estado puro |p,(t)) obtenemos

et Nyt Nye)t
(n{m)y = ~ (N —14e N )7 (nP)) = e~ (ot N )t (4.3)

Vemos que el comportamiento de ambos resultados es significativamente diferente, ya que cuando
consideramos N — oo, (néM)> — e~ 70! mientras que (né”) — 0, con lo cual el decaimiento de los
atomos tiende ser mas rapido en el estado puro, lo cual era de esperarse ya que este, es un ejemplo
tipico de estado superradiante. En la Figura 4.1 se comparan ambos valores esperados para distintos

valores de V.

4.3. Perturbacion independiente del tiempo

Aunque haya algunos casos en los que es facil resolver de manera exacta un sistema con disipacién
individual y colectiva, de manera general podria no ser asi, por lo que una primera forma de resolver
el problema es considerando la disipacién colectiva como un término perturbativo. Es decir, de la
forma general (2.17), tendremos V{3 = v10 + Ve ¥ 715" = 7c para p # v, donde 19 > v.. Entre los
sistemas fisicos que se ajustan a estos pardmetros tenemos atomos acoplados a nanofibras, donde se
ha reportado v./v10 ~ 0,05 [34], por lo que el tratamiento que se presenta a continuacién puede ser
contrastado con métodos experimentales.

Veamos como se aplica la teoria de pertubacién independiente del tiempo para nuestro problema.

Para facilitar la discusién usaremos la etiqueta k = {«,d} y denotaremos como Leio a un super-
operador ic en donde reemplazamos . con 71, de esta forma se satisface

Em + f/c = z10 + chlo,

donde v = v./710- Este serd nuestro parametro de perturbacion.

La discusion que expondremos a continuacion es la que se encuentra para los vectores en el espacio
de Hilbert y es tratada en distintos libros como [31]. Acd la recrearemos para dejar en claro el método
a seguir e introduciremos los cambios que necesitamos para la situacién. Hasta ahora hemos resuelto
el problema

Lo k), =XV |k),, .

Queremos introducir la disipacién colectiva como una perturbacién a la disipacién individual. Al in-
troducir tal perturbacién buscaremos tener

(zllo + ’YIU/CIO) ‘Qbk,n) = )\km |¢k7n) .



42 CAPITULO 4. APLICACIONES DE LA BASE DE DECAIMIENTO

Figura 4.1: Evoluciéon temporal del promedio de dtomos excitados en el sistema tomando como condi-
cién inicial estados simétricos de un atomo excitado. La linea sélida es la solucién para el estado mixto
y la linea discontinua corresponde al estado puro. Se tomé v = 0,1.

Si v <« 1 podemos hacer la expansién

|Pkn) = ‘(bl(cozl) +7 ‘(ﬁ,(cli) + 72 ‘(b,(fi) +...

Mo = MDA AT+

n n

donde '¢§€02, ) = |k),,. Por facilidad definamos

A = VA0, 7200 + .

\n

Usando lo anterior los eigenvalores del sistema perturbado toman la forma
(Z/IO + ,YZ/C].O) |¢kz,n) = ()\53274 + Ak,n) |¢k7n) — ()\](C(,)ZL - Z’lO) |¢k,n> = (’yiclO - Ak,n) |¢k7n) .
Si lo anterior es proyectado con ,, (k|, tendremos cero del lado izquierdo, y se cumplird

0 =7n (k| z/c10 |¢k,n) —n (k| Ak,n |¢k,n) =7n (k| EClO |¢k,n) - Ak,n n(kw)k,n)a

o despejando llegamos a

o (k| L, n o (k| Le .
N (k| Leio |Prn) (K| Leto |9r,n)

- = Tn k zc n) -
’ n(klown) v o (KIE),, Yn (k] Lero | k,n)
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Sustituyendo Ay, ¥ |fk.n), ¥y agrupando en potencias de « llevamos a la siguiente relacién para los
eigenvalores perturbados

7 -1
N = (k| Eero | 62)
Ahora queremos encontrar los eigenestados perturbados. Para ello podemos resolver

<>‘1(£21 - zlo) |Pk.n) = (’Yzclo - Ak,n) |Ok.n) -

Fijemos que en la base {|k),,} el operador /\,(;)7)I — L1p no tiene inversa definida, ya que tenemos estados
degenerados.
Consideremos el eigenvalor AES)V cuyas estados degenerados son {|k"),, }. Definamos los proyectores

ch,v = Z |k/) n’ n’/ (k/| ) ]P)rc,v =I- Qm,uv

k' n’
los cuales satisfacen
2 2
PR QH,V? PH,V = Pn,ua @m,upn,u = ]P)N,VQI{,I/ Yy QN,V + ]P)n,u = H>

ademas de que ambos proyectores conmutan con Lig. Usando los proyectores tendremos

(leo + ’YIV/C10> (Qﬁ,v + ]P)I{,l/) |¢k,n) - >\k,n (QH,V + ]P)I{,l/) |¢k,n) )
— (Qn,u + ]P/{,u) le |¢k,n) + ’yzfclo (@n,u + ]P)n,u) |¢k,n) = >\k,n (Qn,v + ]P)n,u) |¢k,n) . (44)
De lo anterior podemos obtener dos ecuaciones.

1 Si multiplicamos la ecuacién (4.4) por P, , obtendremos

PrLio |6km) + YPrwLeio (Quy +Pet) [0km) = MenPrs |Okn) -
2 Si a (4.4) lo multiplicamos por Q, , llegamos a

Qe dno|dkn) + 1 Quwlc1o Quw +Pet) [rm) = AenQu [drm) .

Para un mejor manejo de las expresiones anteriores definamos |9, n) = Pr o [0k.n) ¥ [€kn) = Qr [0kn)s
asi las expresiones encontradas pueden ser reecritas como

’YIPN,Vzlc |€k,n) = ()\k:,n - qul() - rypn,uf/clopml/) W)k,n)a (45)

VQH,V-Z/C |"/}k,n) = (Ak,n - -Z/IO - ’YQH,U-Z/CIOQN,V) |£k,n) . (46)

Para este caso podemos asegurar que el operador (Akm — Em — fyIP’,.iyl,EclO]Pﬁ,y) esta bien definido, por

lo que de (4.5) podemos obtener

o o 1 o
|1/)k,n) =7 ()\k,n — Ly — ’Y]P)I{,VLcloIP)H,V) PH,IJLCIO ‘fk,n) y

que al sustituir en (4.6) nos da

o o o o o 1 o
()\k:,n - LlO - ,YQN,VLCIOQI{,V) |§k,n) = ’YQQH,VL(HO ()\k,n - LlO - VPH,VLCIOPK,V) PN,VLclo |£k,n) (47>
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Si aproximamos la ecuacién (4.7) a primer orden en 7 la ecuacién se reduce a

()‘k,n - )‘;(32/ - VQn,Vlv/clan,u) |§k,n) =0. (48)

Comentemos las implicaciones de (4.8). Buscamos un conjunto de operadores derechos {|a)}sca €
izquierdos {(a|}sca, los cuales satisfacen la condicién de dualidad

(a/|a) = 5&’,113

y de tal forma de que se cumpla

QK,VECQH,V = Z a |a) (a| P

a€cA

i.e. el conjunto {|a)}.eca diagonaliza al superoperador QH7VECQK7U. De esta forma podemos satisfacer
la ecuacién (4.8) haciendo que los eigenvalores perturbados a primer orden en A sean

Ao = A0, + ya.

Los eigenestado |a) y (a| corresponden a la correccién a orden cero de los eigenestados derechos e
izquierdos respectivamente. Cabe explicitar que los elementos de la supermatriz a diagonalizar estan
dados por (0/7 5,| QH,VECQI-C,V |Oz, 6)71

Introduzcamos un poco de la teoria de la diagonalizacién y la eigendescomposicién para los mapeos
lineales [20]. Supongamos que queremos diagonalizar la matriz A. Definamos la matriz cuadrada Q
cuyas columnas sean los eigenvectores linealmente independientes de A, {|vg) k=1, n,

Q:={lvr) fo2) ... fon)l.
Esta matriz satisface que
AQ=QA,
siendo A = diag(A1,...,A\n) ¥ A, el eigenvalor asociado a |v,,). Debido a que las columnas de Q son

linealmente independientes entonces Q es invertible y se tiene
Q 'AQ = A.

Usualmente al diagonalizar una matriz encontramos los eigenvectores derechos |v,) y formamos la
matriz Q. Los eigenvectores izquierdos de A serén los vectores fila de Q ™', que por construccién son
duales a los eigenvectores derechos.

Ahora explicitemos toda la discusién anterior para la disipacion colectiva. Al considerar la degene-
racién identificaremos dos casos:

a. El eigenvalor )\, ; es tnico. Para cada eigenvalor por defecto tenemos eigenestados degene-
rados, esta degeneracién estd etiquetada por n. El subespacio degenerado es {|a,d), }V-*. Por
tanto el proyector del subespacio es

N—«

Qa,5 = Z |a75)n n (OZ,(5|,

n=0
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con lo cual podemos formar el superoperador

N-a«a N—«
Qa,éicQa,é = Z |04a 5)71’ n’ (047 6| Ec Z |047 5)71 n (a, 6|

n’=0 n=0
N—-—a N—« 5

= Z Z |, 0), n (@,0]| Le |, 0),, n (v, ]
n’=0 n=0
N—a N—«

=YY [(N_“;(a“) +25} S |01, 8). .1 (v, ]
n’=0 n=0
= [(N—a)(a+1)

= Z e [2 + 25} |, 6),, n (o, 0],
n=0

el cual ya es diagonal. Asi hasta primer orden los eigenvalores son

= +o+7

Aagn _ N-a {(N—a)(a—kl)
710 2 2

+25}

Notemos que los eigenvalores siguen degenerados a primer orden. Los eigenestados hasta orden

cero siguen siendo los de la base de decaimiento
|pa,6n) = |, 0),, -

b. El eigenvalor )\, s no es tnico. Dado la forma de los eigenvalores se satisface que A\, s
Aa—2m,5—m con m € Z. Tal relacién es permitida si m satisface que 0 < a—2m < N y 0
d—m < a—2m. Al conjunto de las etiquetas que satisfacen lo anterior lo denotaremos por {«, §
El proyector del subespacio degenerado toma la forma

N—(a—2m)

Qus = Z Z la —2m,0 —m), » (o —2m,5 —m|
m n=0

N—a
=: Z Z |, 0),, n (e, 9]

{a,0} n=0
Asi tendremos que
) X (N = a)(a+1)
QasLeQas = —7e {(g;} nz:% {(6 +1)(a=d+1)|a+2,6+1),_, + {2

+25} |04,5)”+(n+1)(N04n+1)|a2,51)n+1} n (@, 0],

que no es diagonal, pero es un operador factible de diagonalizar.

4.4. Ejemplo: Sistema de tres atomos

Tratemos de aplicar lo expuesto con anterioridad de forma poco méas concreta. Para ello trabajare-
mos con el caso de tres dtomos, i.e., N = 3. Podemos comprobar que los eigenestados y los eigenvalores
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delvqoson
3 ~03 A0 2 A01 ~00
)\0’0:_$; 10,0) = Q00, 10,0), =3Q10, 10,0), =3Q20, 10,0); = Q30
~12 ~11 ~10
)\1,0:7’)/10: ‘1a0)0:3Q003 |170)1:6Q107 |170)2:3 20
Ma=-2m00 L)y =-3(Q00-Q81), 1), =-6(Qi0-QT1), |1,1),=-3(Q20-Q2Y)
~21 ~20
Moo= =0 [2,0,=3Q00,  [2,0), =3Q10
hoa =0 a = 6(Q8b —Qot), 21, =-6(¢f8 Qi)
5 R ) . . ) R
>\2’2:_$; \2,2)023(Q36_2Q6%+Q8%), \2,2)1:3(Q%8_2Q%?+Q?3)
Ao =0:  [3,0),=Q00
A3,1 = —"710: \3,1)02—3(6288—@%(1))
)\3’2:—2’)/102 ‘3,2)023(QA88—2Q(2)(1)—|—QA(1)3)
~30 ~20 ~10 ~00
Az = =310 ‘373)0:_(Q00_3Q01+3Q02_QOS)

Teniendo los eigenvalores, es posible calcular la perturbacion de L.. Para eigenvalores unicos ya
tenemos la perturbaciones correspondientes, por lo que es més interesante tratar el caso no-tinico. Los
eigenvalores de [vqo no unicos son: )\070 = —3’)/10/2 = /\271, )\1,0 = —7Y10 = /\3,1 y /\171 = —2’}/10 = )\372.
Calculemos de manera explicita como se perturban los eigenvalores a primer orden para el caso A =

—3’710/2.
El subespacio degenerado para el eigenvalor X es {|0,0),,[0,0),,]0,0),,[0,0)5,(2,1),,]2,1),}. El
proyector de tal subespacio tiene la expresion

Qx = 10,0),0(0,0+10,0); 1(0,0[+0,0), 2 (0,0 +{0,0)5 5(0,0] +|2,1)y 0 (2,1] +12,1); 1(2,1].

En el Apéndice B vemos la accién del superoperador L. sobre los eigenvectores de Lo para el caso
N = 3. Usando tales resultados encontraremos que

» 1

QLQy = —57[310,0)g 0 (0,0/+30,0), 1 (0,0 +3]0,0); 2 (0,0] +3]0,0), 5 (0,0] +
512,1)0 0 (0,00 +5[2,1), 1 (2,1]+2]2,1)g 1 (0,0] + 22, 1), 5(0,0] +4]0,0), o (2.1]
+410,0), 1(2,1] ],

0 en su representaciéon matricial se tiene

SO o oo w
N O O WO
O O Wwo o
O W o oo
L O O = O
O O OO

00 2 00

Ut

Los eigenvalores de tal supermatriz nos dan la perturbacion a primer orden, y los eigenvectores seran
las correcciones a orden cero. La eigendescomposicién de tal matriz es

o o %+ 0 0 2 (-3 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 -Z 0 0 0
0 % 0 0 %2 0 0o -3 0 0o -2 0 01 0 0 0 -2 o -1 o 0
0o 0 0 1 0 o 0 o -2 o 0 -2|f1 0 0o 0o -2 o|_1]o o -2 o
1 0 0 0 0 0 0 0 o -3 o 0 00 1.0 0 O0f ]o 0 0o -3
0o 0 -+ 0 0 3 0o -1 0 0o -5 o0 01 0 0 O 1 0 0 0 0
o -3 0 0 % 0 0 0 -1 0 o -5/ \1 o o0 o0 1 O 0 0 0 0

[=Nolole]

o
ol

[Nl o)

[
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De lo anterior extraemos los eigenvalores hasta primer orden y los eigenvectores izquierdos y derechos
a orden cero

20,00 = —é“ho(l + 7) |$0,0,0) = 10,0), (¢0,0,0] = 0(0,0]

20,03 = —3710(1 +7) |$0,0,3) = 10,0)4 (00,0 3| = 3(0, O|
X014+ = —35710 (1+ %7) |$0.014) =10,0); +12,1), (¢0,014+] = 51(0,0] + 2 30 (2,1
A0,0,1— = —5710 (1+§7) |$0,0,1-) = —210,0); +2,1); (do,0,1-] **%1(0 0 + 30(2 1
X002+ = =570 (1+ iﬂ) |$0,0,2+) = 10,0)5 +[2,1), (60,024 = $2(0,0] + 2 R (2,1]
Xoo2— = =570 (1+357) |doo2—)=-2]0,0), +12,1); (do0.2-|= %2 (0,0] + %1 (2,1]

Esto lo hacemos con los demas subespacios degenerados. El espectro perturbado restante es

, |#3,00) = [3,0),
, |p33,0) = 3,3),-

A3,0,0
X330 = —3v10(1 + 7

3
20,00 = —5’)’10(1 +7), |$0,00) = 10,0),
3
20,03 = —5710(1 +7), |p0,03) = 10,0)4
3 7
20,01+ = —5Mo 1+ 37 |po,0,14) = 10,0); +[2,1),
3 1
A0,0,1— = —5710 1+ 37) |po,0,1—-) = —2]0,0); +[2,1),
3 7
A0,0,24+ = 370 1+ 37) |#o,02+4) = 10,0)5+12,1),
3 1
A0,02— = 5710 1+ 37)> |$0,02-) = —2[0,0),+2,1),
A100 = —710(1 +27), |1,00) = [1,0),
Ar02 = —710(1+27), |102) = [1,0),
ALo,+ = =710 (14 37), |$1,04) = [1,0); +3,1),
AL0,— = —710s |$10~) = [1,0); —2(3,1),
3
A1,1,0 = —2710 <1 + 2’7) ) |p1,10) = [1,1),
3
At12 =270 |1+ 37) |p112) = [1,1),
M+ =270 (1+27), lp1,1,4) = [1,1); +13,2),
1
A11,— = —2710 (1 + 27) ; lp11,-) = [1,1); —2[3,2),
1
A2,0,0 = —5710(1 +37), |p2,00) = [2,0),
1
A2,01 = —5710(1 +37), |¢201) = [2,0)
5 7
A2,2,0 = —5710(1 + 57)7 |p2.20) = [2,2),
5 7
X221 = —5’710(1 + 5’7)7 |p22.1) = [2,2),
0

Teniendo el espectro es posible encontrar la evolucién temporal del sistema. Siguiendo en el caso
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N = 3 mostraremos de manera explicita la evoluciéon temporal cuando en el sistema tenemos inicial-
mente el estado de tres d&tomos excitados. A ¢ = 0, el operador densidad del sistema es

00
‘p(O)) = QO 3 = |37 0)0 + |37 1)0 + |37 2)0 + |37 3)0 .

Cuando solamente consideramos la disipacién individual descrito por Zlo, la evolucién temporal
del estado estda dado por

p(t) = b0t |p(0)) = [3,0), + e 10 [3, 1), + e 21108 |3,2) + e300 |3, 3), .

Si introducimos en nuestra descripcion a la disipacién colectiva como una perturbacién debemos
buscar como se modifica los operadores de la base de decaimiento durante la evoluciéon. Recordemos
que el estado |3,0), es estado estacionario de Lio —|—Lc, asi que solo debemos ver la evolucién de [3,1),,

13,2)y ¥ 13,3),-
Se tiene
" R
e(L10+Lc)t |37 1)0 _ e(LerLc)tg |:|¢1’07+) _ |¢170’):|
A P
~ S {e e (|1,0)1+|3,1)0)(|1,0)12|3,1)0)}
9 —37ct 1— —37ct
= ef’not% |3, 1)0 — eith% ‘L 0)1 ;
oL AN
e(LotLe)t 13,2)y = 6<L10+Lc)t§ {|¢1,1,+) - |¢1,1,—)]
672"{10t
~ [e‘w( 1,1), + |3,2)0) _ efvct(u, 1), -2 |3,2)0>}
2 —Yct —4y.t —Yet _ p—47ct
_ 6*2’Ymt% |3, 2)0 — efvlot% 1, 1)1 ,

elbotle)t|s gy~ e=80notrelt |3 3y

Usando estos cédlculos llegaremos a que la evolucién temporal del estado es

(1) = elbork)t|p0))
2 —37ct 2~ Vet —4vct
~ [3,0), + efvmt% 13,1), + 67271015% 13,2), + e~ 3(r0+7e)t 13,3),
1 — =37t —Yet _ g—47ct
—e*vwfieg 1,0, —emotE — ¢ . ), (4.9)

Vemos que ademas de tener modificaciones en los coeficientes como cabria esperar, aparecen en la
descripcion de la emisién colectiva esponténea la participacion de nuevos operadores, [1,0), y [1,1),,.
Debido a que los operadores |a, d),, carecen de realidad fisica (no representan operadores de densidad)
es mejor cambiar la descripcion de la evolucién temporal en la base de los operadores simétricos. Asi,
si reescribimos la ecuacién (4.9) en la base de los operadores simétricos obtenemos

Ip(t)) = [1 — et (24 e™31t) 4 gm0t (¢l 4 e—4'yct) _ e—g(mﬂc)t} Qgg i [e_mt( n
e*S%t) — 92710t (zef%t + 674"/ct) + 3673(W1o+%)t}Qg? + [ —2710t (26 Vel 4 g dret )
36—3(71o+70)t} Q% 8 + 6—3(71o+7c)tQ8 g + 26—71ot( — 14 e Vet p g3Vt _ gmdvet )Q (1)

—92¢ M0t (e—’th _ —4’)’c )Q

i1 (4.10)
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A3 0
De manera directa, vemos que si t — oo entonces |p(t)) — Q0 0, que corresponde al estado base.
Otras de las observables que nos pueden interesar son las intensidades de emisién en el canal
colectivo y en el canal independiente [11]. Para el canal colectivo tenemos

o 10 J11 .00 _01
Io=7.(J3J ) = ~yc<<A$° +A£l> <A}FO +A}rl>>. (4.11)

Para explicitar un poco el célculo de I.. para el estado (4.10), reescribamos al operador de densidad
de la forma

1p(t)) = 4030 + BOSY + Q0% + DOV + EQ10 + PO,
asi tendremos que
I BTT[QQ%6+Q%?}+CTr[2Q?%+2Q63}+DTT{Q8§}+ET7«{Q%6+Q%?}
+FTT{2Q(1)%+Q(1JS]
= B+2C+3D+FE+F.

Si susituimos los coeficientes acorde a la expresién (4.10) obtenemos
I, = 3ryce” (ot3ve)t, (4.12)

La intensidad del canal independiente, I1q, estd dado por

10 _11

Loy = 7o Zt&i&ﬁ = Y10 <A_~1_O + A_}_l > =y0(B+2C +3D)
n

= o (2+ e 3et) e ot (4.13)

La importancia de estas observables es que pueden ser contrastadas experimentalmente.
. A 00 MO1 .,
En la Figura 4.2 se comparan las componentes de los @nio 711 en la evolucién del estado con

disipacién individual y para el proceso colectivo de disipacion, para distintas condiciones iniciales.
Para finalizar podemos considerarla evolucién de un sistema enredado. Para ello tomemos como
condicién inicial un estado GHZ [28],

o |000) + |111)
GHz) =

El operador densidad de tal estado es
|000){000] + |000)(111| + |111)(000] + |111)(111]

IGHZ) =

I

|
O
o
oo
+
O
oo
ow
+
O
wo
oo
+ [\
QO
oo
w

~30
Como ya sabemos Q0 0 es un estado estacionario del sistema. Ademés ya hemos calculado la evolucién
A 00 A 03
del estado con tres paticulas excitadas, Q0 3, asi que solo debemos de calcular la evolucién de Q00 =
A 00
|0,0), y @30 =10,0)5, que no resultan ser complicados
e(ilo+ia)t |07 0)0 ~ e—%(’ho-‘r%)t |0’ 0)0 ,

o(Lrot+Le)t 0,0), ~ e~ 5 (rote)t 10,0), .
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Asi tenemos la evolucién del estado GHZ estd dado por la expresion

1 _ 2 4 =37t B 2e— et 4 p—47et
lpoz(®) ~ 5 [218,0)g +e M T 3, 1), 4 et 2R 30y
1 — e 37t —Yet _ g=4ct
6—3(’Ylo+’yc)t |3’ 3)0 _ e-’hﬁ% |17 0)1 _ e—’note 36 |1’ 1)1

+e‘%(“/10+’yc)t( |07 0)0 + |O’ 0)3 ) '

Aunque no mostramos de manera explicita la expresion anterior en la base de operadores simétricos,

si graficamos las componentes de la evolcion temporal en la base de operadores simétricos nuevamente
en la Figura 4.2.

a) Estado de un dtomo excitado como condicién inicial. b) Estado de dos dtomos excitados como condicién inicial.

¢) Estado de tres dtomos excitados como condicién inicial. d) Estado |GHZ) como condicién inicial.
Figura 4.2: Evolucién temporal de las componentes del operador densidad, descrito en la base de los
operadores simétricos, para distintas condiciones iniciales (estados simétricos mixtos). La linea solida
muestra la evolucién del sistema con la disipacién individual, y la linea discontinua representa la
evolucién agregando la disipacion colectiva como perturbacién. Se toma ~ = 0,08.



4.5. PERTURBACION “TERMICA” PARA LA DISIPACION INDIVIDUAL 51

4.5. Perturbacion “térmica” para la disipacion individual

Recordemos que para la disipacién individual tenemos de manera completa la expresién (3.7). La
base de disipacién se obtuvo para el caso Ny = 0. Ya que hemos descrito el método perturbativo
independiente del tiempo en el subespacio simétrico, podemos usarlo para el caso Ny < 1 de (3.7).

Chequemos la accién del superoperador ifo sobre los estados propios de Lo

)

o] N N — « 6 v ~a—nij3 N—a—n
iB — (—1) § : _1)mn s n n11
10 |a56)n ( ) (CY) ( n ) <§) nll:o( ) <n11> 1OQ
&
N N —« « ) ~a—ni1—1 N—a—n
— _1 5 E _1 ni1 _ n ni1+1
=1) 710(‘1) < n ) <5> n11:0( ) (nn) [(a )@
~a—ni1 N—a—n N — ~a—ni1 N—a—n
—(O( — nn)Q n ni1 — 2 @ n nii :|

) e () (o Yoo

n11=0 ni1+1 k=0
nii
ni1 a—k N+«
( % ) Z (Oé—n11> |Oé,k)”:| 7’)/10 2 ‘Oéﬂé)n'
ni1/ k=0

El superoperador Iv/fo mantiene a a y a n 'y solo acopla al operador |«, §),, con distintos valores de
d. Asi, a primer orden los superoperdores Qi’fo@ son diagonales, donde los elementos de la diagonal

(O 50 H )

(_1)5_1<5i1) {W(a—g:f)%)}} —%0?

N+« N -«
= 7ola=19) =70 5 _’710[5+ }

n (a7 6| qu?o ‘O‘ﬂ 6)77,

Por lo que el espectro perturbado de fw + Ny (f/l() + Efo) es

N —«

2

Aa,s,6 = —Y10(1 + 2Np) { + 5]» |ba,5n) = |a,0),, .

. ., ~ 00 Mo1 . e e .
En la Figura 4.3 mostramos la evolucién de la componentes ) 710 711 | cuando la condicién inicial

A 0
es QO

wo
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Figura 4.3: Evolucién temporal de las componentes del operador de densidad tomando como condicién
inicial un estado simétrico mixto de tres atomos excitados. La linea solida muestra la evolucién de
la disipacién individual a Ny = 0, mientras que la linea discontinua muestra la perturbacién usando
Ny = 0,05.



Conclusion

Los resultados expuestos en este trabajo tienen como finalidad obtener soluciones algebraicas al
problema de la emisién espontanea colectiva para N atomos de dos niveles, donde la evolucién del
operador de estado estd descrito por la ecuacion maestra de Lindblad. Debido a que el nimero de
grados de libertad del sistema escalan exponencialmente con IV, nos limitamos al estudio de problemas
cuya evolucién pertenezca al subespacio simétrico, el cual tiene un crecimiento polinomial. Para obtener
soluciones algebraicas de la ecuacién maestra nos enfocamos al cdlculo de una base del subespacio
simétrico, formado con eigenvectores del superoperador lindbladiano de la ecuacién de Lindblad. Cabe
resaltar que debido al proceso disipativo, tratamos con un conjunto de particulas distinguibles, por lo
que su aplicacién puede ser tanto para sistemas bosénicos y/o fermiénicos.

Inicialmente solo consideramos el canal de disipacién individual de los N &tomos, y calculamos
la base de eigenvectores del lindbladiano. Para ello, primeramente introdujimos el uso de operadores
simétricos como base del subespacio simétrico, tal como estd descrito en [3]. En la misma referencia
se introducen los superoperadores colectivos, los cuales tienen un mapeo cerrado sobre el conjunto de
los operadores simétricos. Asi, reescribimos al superoperador de la disipacién individual en términos
de los superoperadores colectivos. Esto nos permitié proponer como eigenvectores a combinaciones
lineales de operadores simétricos. Seguido a esto, se resolvié la ecuacion de eigenvalores para obtener
los eigenvectores derechos (cuando el eigenvector se sitia a la derecha del superoperador). Ya que la
evolucién temporal estd dado por un superoperador no-hermitico, para el cdlculo de los operadores
duales se encontré el conjunto de eigenvectores izquierdos (donde el superoperador actia del lado
derecho del eigenvector).

Ya que el conjunto de eigenvectores corresponde a un mapeo lineal no-hermitico, no necesariamente
forma una base completa del subespacio. Por tanto se procedié a verificar que la cardinalidad del
conjunto correspondia a la dimensién del subespacio simétrico, con lo que se verificé la validez de la base
de decaimiento. Se obtuvieron las expresiones de los operadores simétricos en términos de la base de
decaimiento, con lo cual se pudo resolver la evolucién de la disipacién invidual con condiciones iniciales
pertenecientes al subespacio simétrico. Aunque la solucién de la disipacién individual es conocida, la
base de decaimiento del sistema no se encuentra en la literatura.

Lo anterior tiene validez cuando la separacién entre atomos vecinos es mayor a la longitud de la luz
emitida. Cuando se consideran separaciones menores existe un acoplamiento entre los dtomos mediado
por el campo de radiacién, lo que conduce a que haya otro canal de disipacién en el que toman parte
los efectos colectivos.

El objetivo de este proyecto, fue la de obtener soluciones algebraicas tomando en cuenta el canal de
disipacién individual y el canal de disipacion colectiva, por tanto procedimos a trabajar con la evolucién
de la disipacion colectiva. Escribimos el superoperador de la disipacién colectiva en términos de los
superoperadores colectivos. Mostramos la ecuaciéon de recurrencia para encontrar los eigenvectores de
tal superoperador, la cual no resolvemos.

Para el caso de la disipacién colectiva e individual, se pudo obtener la solucién exacta para el caso
particular de un sistema de N atomos limitados a tener un atomo excitado en el sistema. Se pudo
corroborrar la solucion de la evolucion del operador densidad cuando inicialmente tenemos el estado
puro y simétrico de un &tomo excitado. Estd solucién es acorde a lo publicado en [24]. Ademds se

53
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mostrd la solucién cuando el estado inicial es un estado mixto. El calcular el niimero promedio de
atomos en el sistema demostré la superradiancia que se presenta en el estado puro y que aumenta
con el niimero de dtomos N, en contraposicion a la solucién con el estado mixto, en donde la tasa de
decaimiento tiende a la de un sistema donde s6lo hay disipacién individual conforme N aumenta. Esto
ayudo a confirmar el funcionamiento del método expuesto en este trabajo.

Para resolver casos mas generales, se introdujo el método perturbativo independiente del tiempo.
Con él se calculé la perturbacion de la base de decaimiento de la disipacién individual al introducir el
canal de disipacion colectiva. Por la construccion de la base de decaimiento, cada eigenvalor estd dege-
nerado. Pero ademds, aunque distintos eigenvalores tengan distintas etiquetas, los eigenvalores pueden
tener el mismo valor. Por lo que decimos que los eigenvalores son tinicos o no-tnicos. Para el subespacio
degenerado de los eigenvalores no-tinicos, mostramos la expresién analitica de las componentes de la su-
permatriz que necesitamos diagonalizar para obtener la perturbacién. Por otro lado, para el subespacio
degenerado de eigenvalor tinico se encontré la expresién analitica de la perturbacion. Asi, se encontré la
perturbacién a orden cero de los eigenvectores y a primer orden de los eigenvalores. Lo descrito en este
parrafo no estd presente en la literatura, y puede ser aplicado a sistemas atomos-nanofibras, donde el
canal colectivo de disipacién puede tratarse como una perturbacion (y./v1o ~ 0,05) [34].

Todo lo anterior se aplic6 de manera explicita para un sistema de tres dtomos.

Cabe recordar que los célculos mostrados hasta ahora corresponden a un sistema a temperatura
T = 0. Se aprovechd el método perturbativo para obtener la perturbacién de la base de decaimiento
cuando se tiene perturbaciones en el superoperador de disipacién individual débido a la temperatura.
A orden cero la base de decaimiento no se modifica y a primer orden no se rompe la degeneracién de
los eigenvalores.

El célculo de las bases de decaimiento no es un método novedoso ya que ha sido empleado para
la disipacién de fotones, y la disipacién de un sélo dtomo [5]. Pero parte del aporte original de este
trabajo consiste en la introduccién de la base de decaimiento del sistema atémico de N dtomos, con el
que se puedan simular la interaccién de fotones y sistemas multiparticulas en cavidades o nanofibras
disipativas. Es deseable para trabajos posteriores solucionar la recurrencia (4.1), y encontrar la base de
decaimiento para el superoperador de disipacién colectivo, con el cudl sera posible estudiar la disipacién
de qubits superconductores o puntos cuénticos acoplados a gufas de onda (y./v10 > 1) [1]. Ademds
de tener, en un caso mas deseable, soluciones exactas para el problema de la emisién espontdnea en
procesos colectivos, que nos permitira abarcar mayores problemas fisicos, como la disipacién de atomos
acoplados a cristales foténicos (v./v10 ~ 1) [16].

Otros aspectos que puedan motivar futuros proyectos son, primeramente la programacion de codigos
para automatizar el cdlculo de la perturbacion para subespacios degenerados de eigenvalores no-tinicos,
con lo cudl se lograria la simulacién de sistemas para distintos valores de N. Por otro lado, también
es requerible encontrar bases de decaimiento para sistemas multinivel (qudits), especialmente para
sistemas de tres niveles, los cuales pueden ser mas estables ante la decoherencia bajo ciertos ambientes
[26] y/o ser més seguros en algunos protocolos de informacién cudntica [6], entre otros.



Apéndice A

Mapeo a superoperadores colectivos

A continuacién se muestra el mapeo de algunos operadores de Kraus de & (E?N ) a superoperadores

colectivos.
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Apéndice B
Accién de la disipacién colectiva

A continuaciéon se muestra la acciéon del superoperador de disipacién colectiva sobre la base de
eigenvectores {|a, d),,} para el caso N = 3. La cardinalidad de la base es 20.

£.10.0), — ~37.10,0), L0, = |- 3100, - [21)]
L0, = f-300,-pn,] Lo, - ~700.0),

L.|1,0), = ~27.]1,0), L.|1,0), = —2%[|1,0)1+|3,1)0
Le|1,0), = —27.11,0), L.1,1), = Ye|211,0), — 311,1),
Lo|L,1), = %[2|1,0)1—3|1»1)1—2I3,2)0} Lo|1L,1), = Ye|21,0), —3[1,1),
L.|2,0), = —27.12,0), L.|2,0), = —24.12,0),

L.|2,1), = %[_20,0)1+2|2,0)0_g2,1)0] L.|2,1), = %{—20,0) +22,0), — 2,1)]
Lc[2,2), = %[4|070)1+|271>0—§|2,2>0} Le]2,2), = %[4|0,0> +12,1), - £2,2)
L.13,0), = 0 L.13,1), = —%{uo )1+ 13, 1),
Llsdy = [0y LD 22| LB, = a2, -3,

o7
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