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RESUMEN

En esta tesis se explora la posibilidad de usar el Analisis de Componentes Principales como
auxiliar en la identificacion de los espectros Raman usados en laboratorios avanzados de
materiales.

En la primera parte se presenta una revision bastante extensa del método de las
componentes principales haciendo énfasis en las caracteristicas de reducciéon de la
dimension.

A continuacidn, se revisa muy brevemente la técnica Raman.

Posteriormente presentamos un sencillo programa MATLAB para procesar los espectros.
Entre los temas discutidos se encuentran: la importaciéon de los datos a MATLAB, la
estandarizacion de los datos, el calculo de la matriz de correlacién, su diagonalizacidn, el
calculo de las varianzas y la representaciéon de los datos usando unas cuantas componentes.

En la parte final se presentan los resultados obtenidos con unos cuantos espectros y se
discuten y plantean algunas posibilidades para el futuro, tales como hacer bases de datos con
cantidades reales de datos. Todo el tiempo se usan espectros reales de diversas sustancias y
simulaciones como en otros trabajos publicados.

El resultado principal es que el analisis de componentes principales ayudan a identificar
patrones y a descubrir aquellos que, por las razones que sea, se apartan de la norma para
una sustancia dada.



CAPITULO I
INTRODUCCION

El Analisis Multivariado (AM) [1], es la parte de la estadistica y del analisis de datos que
estudia, analiza, representa e interpreta los datos que resultan de observar un ntimero p >
1 de variables estadisticas sobre una muestra de n individuos. Las variables observables son
homogéneas y correlacionadas, sin que alguna predomine sobre las demas. La informacion
estadistica en el AM es de caracter multidimensional, por lo tanto la geometria, el calculo
matricial y las distribuciones multivariadas juegan un papel fundamental en ella.

La informacién constituye una matriz de datos, pero a menudo, en el AM la informacién de
entrada consiste en matrices de distancias o similaridades, que miden el grado de
discrepancia entre los individuos.

El analisis de datos multivariados tiene por objeto el estudio estadistico de varias variables
medidas en cada elemento de una muestra. Pretende los siguientes objetivos:

1. Reducir el conjunto de variables en unas pocas variables, construidas como
transformaciones lineales de las originales, con la minima pérdida de informacion.

2. Encontrar grupos en los datos si existen.

3. Relacionar los diversos conjuntos de variables.

Disponer de indicadores tiene varias ventajas: (1) si son pocos podemos representarlos
graficamente y comparar distintos conjuntos de datos o instantes en el tiempo; (2)
simplifican el andlisis al permitir trabajar con un nimero menor de variables; (3) si las
variables indicadas pueden interpretarse, podemos mejorar nuestro conocimiento de la
realidad estudiada.

El analisis multivariante de datos proporciona métodos objetivos para conocer cuantas
variables indicadoras, que a veces se denominan factores, son necesarias para describir una
realidad compleja y determinar su estructura.

El segundo objetivo es identificar grupos si existen. En muchas situaciones los grupos son
desconocidos a priori y queremos disponer de un procedimiento objetivo para obtener los
grupos existentes y clasificar las observaciones.

Un tercer objetivo relacionado con el anterior aparece cuando los grupos estdn bien
definidos a priori y queremos clasificar nuevas observaciones.

Para alcanzar estos tres objetivos una herramienta importante es entender la estructura de
dependencia entre las variables, ya que las relaciones entre las variables son las que
permiten resumirlas en variables indicadoras, encontrar grupos no aparentes por las
variables individuales o clasificar en casos complejos. Un problema distinto es relacionar dos
conjuntos de variables (esto es correlacion candnica).



Algunos métodos del ACP consisten en obtener e interpretar combinaciones lineales
adecuadas de las variables observables. Una variable compuesta Y es una combinacidn lineal
de las variables observables con coeficientes a = (ay, ..., ap)’

Y - a1X1 + -+ apo.

SiX = [Xy, ..., Xp] es la matriz de datos, también podemos describir
Y = Xa.
SiZ = b;X; + -+ byX,, = Xb es otra variable compuesta, se verifica:

1.Y =Xa, Z=Xb.
2.var(Y) = a'Sa, wvar(Z) = b’'Sh.
3.cov(Y,Z) = a'Sh.

Donde S es la matriz simétricap X p de covarianzas muestrales.

Ciertas variables compuestas reciben diferentes nombres segin la técnica del analisis
multivariado: componentes principales, variables candnicas, funciones discriminantes, etc.
Uno de los objetivos del analisis multivariante es encontrar variables compuestas adecuadas
que expliquen aspectos relevantes de los datos.

El andlisis multivariante puede plantearse a dos niveles. En el primero, el objetivo es utilizar
s6lo los datos disponibles y extraer la informacién que contienen. Los métodos encaminados
a este objetivo se conocen como métodos de exploracion de datos, los cuales son:
descripcion de datos multivariantes, andlisis grafico y datos atipicos, componentes
principales, escalamiento multidimensional, analisis de correspondencias y andlisis de
conglomerados. A un nivel mas avanzado, se pretende obtener conclusiones sobre la
poblaciéon que ha generado los datos, lo que requiere la construccién de un modelo que
explique su generacién y permita prever los datos futuros. En este segundo nivel hemos
generado conocimiento sobre el problema que va mas alla del analisis particular de los datos
disponibles. Los métodos encaminados a este objetivo se conocen como inferencia
estadistica, y son: distribuciones multivariantes, inferencia con datos multivariantes,
métodos de inferencia avanzada multivariante, analisis de factores, analisis discriminante,
discriminacidn logistica y otros métodos de clasificacidn, clasificacién mediante mezclas de
distribuciones y correlaciéon candnica.

El problema de resumir o condensar la informacién de un conjunto de variables se aborda,
desde el punto de vista descriptivo, construyendo unas nuevas variables indicadoras que
sinteticen la informacidn contenida en las variables originales. Existen distintos métodos
exploratorios para conseguir este objetivo. Con variables continuas, el método mas utilizado
se conoce como Componentes Principales. Las componentes principales nos muestran las
dimensiones necesarias para representar adecuadamente los datos. Con ello podemos hacer
graficos de los datos en pocas dimensiones, con minima pérdida de informacion, para
entender su estructura subyacente.



El andlisis de componentes principales puede generalizarse en dos direcciones: la primera
cuando los datos disponibles no corresponden a variables sino a similitudes o semejanzas
entre elementos. La segunda generalizacion de componentes principales es para datos
cualitativos, que se presentan en una tabla de contingencia. Esta técnica permite ademas
cuantificar de forma objetiva atributos cualitativos.

OBJETIVO Y METAS

A la hora de analizar un espectro Raman de cualquier material o sustancia medido en un
determinado laboratorio, surgen distintos obstaculos relacionados tanto con la medida de
dicho espectro como con su comparacion con los espectros Raman de referencia, es por eso
que el principal objetivo a tratar a lo largo de este proyecto es disefiar un método de
identificacién automatico de espectros Raman utilizando la técnica de reduccion
dimensional basada en el Analisis de Componentes Principales.

Debido a la complicacién del proceso de identificacién por comparaciéon espectral, se
propone disefiar un sistema de reconocimiento de espectros Raman de materiales,
automatizando el proceso de identificaciéon, independizandolo, de esta forma, de la
subjetividad que pueda introducir el analista con base en su juicio y experiencia.

Para resolver dicho problema se va a disefiar un programa en Matlab, el cual necesita al
menos 2 espectros de un mismo material, lo primero que hace el programa es producir una
matriz de n X p, donde n es el nimero de observaciones y p el nimero de variables
(espectros), se le realizan todos los calculos descritos mas adelante a dicha matriz hasta
obtener las componentes principales, las cuales al graficarlas nos proporcionan los espectros
dereferencia conlos cuales el investigador va a hacer la comparacién de los espectros Raman
que esté estudiando con los obtenidos.

Una vez obtenidos dichos espectros de referencia se puede ir generando una base de datos
con los distintos materiales para asi poder comparar los espectros a estudiar y hacer mas
facil la identificacién del material presente en dicho espectro.

ESPECTROSCOPIA RAMAN

Esta técnica deriva su nombre del fisico C.V. Raman, su principal utilidad es que es una de las
técnicas que sirve para obtener la huella digital de diversas sustancias, es decir, permiten
identificar los materiales presentes en una muestra.

La idea es iluminar el material con luz laser de un solo color o longitud de onda. Como las
moléculas estan vibrando pueden absorber parte de la luz laser y luego la re-emiten pero
con un cambio en longitud de onda (o de color).

Un espectro tipico muestra los cambio en la longitud de onda en el eje horizontal. El eje
vertical nos dice qué tanta luz tuvo ese cambio. Ver la figura



Fig. 1.1. Espectro Raman nitrato. Imagen tomada de muestras de
Maricela (Compariera del Instituto de Fisica)

Un diagrama tipico (y muy simplificado) seria

sample
P [ faser

scattered
light

filter 1

Raman scattered
ight

diffraction
grating

Fig. 1.2. Diagrama de la espectroscopia laser Raman.
https://www.doitpoms.ac.uk/tiplib/raman/images/spectrometer_schematic.gif

En donde se ilustra, muy esquematicamente, cémo un laser ilumina una muestra (“simple”)
y por algin medio (aqui mediante una rejilla de difraccién) la luz que sale en la muestra se
analiza en términos de sus longitudes de onda (colores).

La dispersion esla desviacion de luz de su direccién original de incidencia. La interaccion del
vector de campo eléctrico de una onda electromagnética con los electrones del sistema con
el que interactiia da lugar a la dispersion de la luz incidente. Tales interacciones inducen
oscilaciones periddicas en los electrones del compuesto; por lo tanto, produce momentos
eléctricos oscilantes. Esto lleva a tener nuevas fuentes emisoras de radiacion, es decir,
fuentes que re-emiten radiacion en todas las direcciones (la luz dispersada).



Existen dos tipos basicos de dispersion:

Elastica. Misma frecuencia (longitud de onda) que la luz incidente, llamada
dispersion Rayleigh.

No elastica. Dentro de la inelastica existen dos tipos, una que tiene frecuencia mas
baja (longitud de onda mayor) y, la que tiene frecuencia mas alta (longitud de onda
mas corta) que la luz incidente.

Es alaluz dispersada no elasticamente a la que se le llama dispersién Raman y, por lo tanto,
existen dos tipos de ella: en uno de ellos la luz dispersada tiene menor energia que la luz
incidente (la que tiene menor frecuencia) y el efecto se llama dispersién Raman Stokes. En
el otro, la luz dispersada tiene mayor energia que la luz incidente, es decir tiene mayor
frecuencia que la luz incidente, y se le llama dispersién Raman anti-Stokes. En la dispersion
Rayleigh (misma frecuencia) no hay cambio en la energia de la luz incidente.

Y+ Ay Dispersién Raman anti-Stokes

SN NS v Dispersién Rayleigh

v
Luz incidente WW

~_ e
5t

Centro de dispersion ~

vy - A Dispersion Raman Stokes

Figura 1.3. Representacidon esquemdtica de los tres tipos de luz dispersada.

La dispersion Rayleigh es 1a mas comun y los objetos se pueden ver debido a este efecto. Se
ha demostrado que la eficiencia de dispersién es inversamente proporcional a la cuarta
potencia de la longitud de onda. La intensidad depende de la posicion desde la cual se
observe este fendmeno.

Comparada con la dispersién Rayleigh, la dispersion Raman es menos comun en la vida
diaria; sin embargo, es importante para quien esté interesado en los estados vibracionales y
rotacionales de las moléculas.

En el proceso Raman intervienen dos fotones de diferentes energias. Esta diferencia de
energia es debida a un cambio de estado, rotacional o vibracional de la molécula, causado
por lainteraccion con los fotones. En consecuencia, el analisis de los espectros Raman provee
informacion acerca de propiedades moleculares tales como los modosy tipos de vibraciones.



La intensidad de la luz dispersada depende de los siguientes factores.
1. El tamafio de la particula o molécula iluminada.
2. Laposicion de observacidn. La intensidad dispersada es una funcion del angulo con
respecto al haz incidente.
La frecuencia de la luz incidente.
4. Laintensidad de la luz incidente.

w



CAPITULO II
ANTECEDENTES

El primer método para medir la relacidn estadistica entre dos variables es debido a Francis
Galton (1822-1911), que introduce el concepto de recta de regresion y la idea de correlacion
entre variables en su libro Natural Inheritance, publicado en 1889 cuando Galton tenia 67
afios. Estos descubrimientos surgen en sus investigaciones sobre la transmision de los rasgos
hereditarios, motivadas por su interés en contrastar empiricamente la teoria de la evolucion
de las especies, propuesta por su primo Charles Darwin en 1859. El concepto de correlacién
es aplicado en las ciencias sociales por Francis Edgeworth (1845-1926), que estudia la
normal multivariada y la matriz de correlacion. Karl Pearson (1857-1936), un distinguido
estadistico britanico autor de la famosa prueba ji-cuadrada que lleva su nombre, obtuvo el
estimador del coeficiente de correlaciéon en muestras, y se enfrenté al problema de
determinar si dos grupos de personas, de los que se conocen sus medidas fisicas, pertenecen
alamismaraza. Este problema intrigé a Harold Hotelling (1885-1973), un joven matematico
y economista americano, que, atraido por la estadistica, entonces una joven disciplina
emergente, viaja en 1929 a la estacién de investigacién agricola de Rothamsted en el Reino
Unido para trabajar con el ya célebre cientifico y figura destacada de la estadistica, R. A.
Fisher (1890-1962). Hotelling se interes6 por el problema de comparar tratamientos
agricolas en funcién de varias variables, y descubri6 las semejanzas entre este problemay el
planteado por Pearson. Debemos a Hotelling (1931) el contraste que lleva su nombre, que
permite comparar si dos muestras de poblaciones multivariadas vienen de la misma
poblacién. A su regreso a la Universidad de Columbia en Nueva York, Truman Kelley,
profesor de pedagogia en Harvard, plante6 a Hotelling el problema de encontrar los factores
capaces de explicar los resultados obtenidos por un grupo de personas en un test de
inteligencia. Hotelling (1933) inventé los componentes principales, que son indicadores
capaces de resumir de forma 6ptima un conjunto amplio de varias variables y que dan lugar
posteriormente al analisis de factores. El problema de obtener el mejor indicador resumen
de un conjunto de variables habia sido abordado y resuelto desde otro punto de vista por
Karl Pearson en 1921, en su trabajo para encontrar el plano de mejor ajuste a un conjunto
de observaciones astron6micas. Posteriormente, Hotelling generaliza la idea de
componentes principales introduciendo el analisis de correlaciones candnicas, que permiten
resumir simultaneamente dos conjuntos de variables.

El problema de encontrar factores que expliquen los datos fue planteado por primera vez
por Charles Spearman (1863-1945), que observé que los nifios que obtenian buenas
puntuaciones en un test de habilidad mental también las obtenian en otros, lo que le llevé a
postular que eran debidas a un factor general de inteligencia, el factor g (Spearman, 1904).
L. Thurstone (1887-1855) estudié el modelo con varios factores y escribié uno de los
primeros textos de anadlisis de factores (Thurstone, 1947): El analisis de factores fue
considerado hasta los afios 60 como una técnica psicométrica con poca base estadistica,
hasta que los trabajos de Lawley y Maxwell (1971) establecieron formalmente la estimacion
y el contraste del modelo de factores bajo la hipotesis de normalidad.



La primera solucién al problema de la clasificacion es debida a Fisher en 1933. Fisher inventa
un método general, basado en el andlisis de la varianza, para resolver un problema de
discriminacién de craneos en antropologia. El problema era clasificar un craneo encontrado
en una excavacion arqueoldgica como perteneciente a un hominido o no. La idea de Fisher
es encontrar una variable indicadora, combinacién lineal de las variables originales de las
medidas del craneo, que consiga maxima separacion entre las dos poblaciones en
consideracion. En 1937 Fisher visita la India invitado por P. C. Mahalanobis, que habia
inventado la medida de distancia que lleva su nombre, para investigar las diferentes razas
en la India. Fisher percibe enseguida la relaciéon entre la medida de Mahalanobis y sus
resultados en andlisis discriminante y ambos consiguen unificar estas ideas y relacionarlas
con los resultados de Hotelling sobre el contraste de medidas de poblaciones multivariadas.

El Andlisis de Componentes Principales (ACP) fue iniciado por K. Pearson en 1901 y
desarrollado por H. Hotelling en 1933. Es un método referente a una poblacién, pero W.
Krzanowski y B. Flury han investigado las componentes principales comunes a varias
poblaciones.

El ACP tiene muchas aplicaciones. Una aplicacién clasica es el estudio de P. Jolicoeur y ]. E.
Mosimann sobre tamafio y forma de animales, en términos de la primera, segunda y
siguientes componentes principales. La primera componente permite ordenar los animales
de mas pequefios a mas grandes, y la segunda permite estudiar su variabilidad en cuanto a
la forma. Notese que tamafio y forma son conceptos “independientes”.

El ACP puede servir para estudiar la capacidad. Supongamos que el caparazon de una tortuga
tiene longitud L, ancho A, y altura H. La capacidad seria C = L*APHY, donde a,f,y son
parametros. Aplicando logaritmos, obtenemos

logC = alogL + BlogA + ylogH = log(L*APHY),

que podemos interpretar como la primera componente principal ¥; de las variables
logL,logA,logH, y por tanto «, 3,y serian los coeficientes de Y;. Por medio del ACP es
posible efectuar una regresion multiple de Y sobre Xj, ..., X}, considerando las primeras
componentes principales Y;,Y,, ... como variables explicativas, y realizar regresion de Y
sobre Y;,Y,, ..., evitando asi efectos de colinealidad, aunque las ultimas componentes
principales también pueden influir (Cuadras, 1993). La regresion ortogonal es una variante
interesante. Supongamos que se quieren relacionar las variables Xj, ..., X,, (todas con media
0), en el sentido de encontrar los coeficientes f, ..., B, tales que B, X; + ---+ B,X,, = 0. Se
puede plantear el problema como var(ﬁle + -+ ﬁpo) = minima, condicionando a f +
-+ B = 1. Es facil ver que la solucidn es la tltima componente principal Y,,.



METODOLOGIA

Cuando se realiza la espectroscopia Raman de un material o sustancia, éste arroja como
resultado una grafica, la cual consta de una linea continua con multiples maximos y minimos
en forma de picos, algunos muy pronunciados y otros mas pequenos. Cuando son grandes y
visibles es facil identificarlos, pero cuando no es el caso, la identificaciéon se complica mucho.

Para estos ultimos varios son los factores que afectan su identificacidn, siendo el mas
importante el ruido (existen varios tipos de ruido) generado por el propio aparato
principalmente por su detector, o por otras partes electrénicas que componen el equipo
Raman.

En este trabajo se plantea una herramienta digital que busca identificar los picos
caracteristicos de un material en particular a pesar del ruido que pueda generarse al obtener
la grafica caracteristica en este tipo de instrumentos.

Debido a que las sefiales que estan mezcladas son la sefial del material que se estd analizando
y el ruido del aparato, se utiliza el método de componentes principales, ya que es una
herramienta estadistica que permite detectar las similitudes y las diferencias entre los datos,
obteniendo una nueva expresiéon simplificada de la grafica respecto a la expresion inicial.

Basandonos en este método se hace un programa en Matlab, utilizando técnicas estadisticas
y algunas otras de algebra lineal que van ayudar a reducir los datos, lo cual al momento de
graficar nos arrojara una linea mas limpia la cual serd Unica para el material, sustancia o
elemento que se esté analizando. Con el programa graficamente podremos ver picos
pronunciados en donde no los habia antes, lo cual nos indicara en dénde esta la sustancia o
elemento presente.

Un determinado material es caracterizado por su Espectro Raman de forma tnica ya que éste
depende de la configuraciéon molecular de dicho material. Asi, en el momento de identificar
un material desconocido, su Espectro Raman permite reconocerlo de manera inequivoca.
Estaidentificacién se lleva a cabo por comparacién entre el espectro desconocido y una serie
de espectros conocidos, llamados espectros patrones. De esta forma, se hace necesario
disponer de una biblioteca espectral en la que previamente se hayan almacenado los
espectros de referencia.

Un Espectro Raman puede ser interpretado como un vector de entre 1000 y 2000
componentes, tipicamente, de manera que la biblioteca espectral puede contener
dimensiones elevadas. Ademas, puede estar formado por un gran nimero de bandas, con lo
que el reconocimiento del espectro desconocido por comparacién visual resulta ser una
tarea complicada y costosa para el analista. Por ello, el objetivo de este proyecto se basa en
implementar un sistema automatico que agilice el procedimiento de identificacion, de forma
que este sea mas rapido y objetivo, y, puesto que el reconocimiento es realizado de forma
automatica, minimice la intervencion del analista.
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Una vez seleccionados los espectros constituyentes de la biblioteca espectral de referencia,
se les aplica la técnica de reduccion dimensional establecida por el ACP, siguiendo el
procedimiento expuesto en el Capitulo IIl. No obstante, para llevar a cabo dicho analisis es
necesario que la biblioteca inicial cumpla una serie de condiciones de homogeneidad en el
formato de los datos.

Para ello, se debe asegurar que los espectros compartan un mismo margen de nimero de
onda. Asimismo, se debe independizar al maximo la intensidad de las bandas Raman de las
condiciones de medida mediante la normalizacién

Lo primero que necesitamos para poder utilizar el programa es al menos 2 espectros de un
mismo elemento, los cuales deben tener el mismo nimero de datos ya que cuando se cargan
al programa este produce una matriz de n X p donde n es el nimero de datos(variables) y p
el nimero de espectros Raman, a dicha matriz se le empieza hacer todo el calculo necesario
para limpiar los datos, lo primero es normalizar los datos, esto se hace obteniendo los
maximos y minimos de los datos luego se hace una diferencia, después una divisién y asi se
obtiene la matriz normalizada, una vez terminado se procede a estandarizar las variables
para poder realizar el calculo de la matriz de covarianzas mediante técnicas de estadistica,
ya obtenida dicha matriz se trabaja en ella, primero se diagonaliza y se calculan los vectores
y valores propios mediante calculos de algebra lineal, se pueden ordenar los valores propios
y se calculan las Componentes Principales, es importante decir que una vez obtenidas se
selecciona el nimero de Componentes Principales bajo el criterio de 100% varianza
acumulada. Ya obtenidas las Componentes Principales se grafican resultando curvas mas
faciles de comparar.
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CAPITULO 111
TEORIA

Definicion

El Analisis de Componentes Principales [3] consiste en encontrar transformaciones
ortogonales de las variables originales para conseguir un nuevo conjunto de variables no
correladas, denominadas Componentes Principales, que se obtienen en orden decreciente de
importancia.

Un problema central en el analisis de datos multivariados es la reduccion de la dimension: si
es posible describir con precision los valores de p variables por un pequefio subconjunto r <
p de ellas, se habra reducido la dimensién del problema a costa de una pequefia pérdida de
informacion.

El andlisis de componentes principales tiene este objetivo: dadas n observaciones de p
variables, se analiza si es posible representar adecuadamente esta informacién con un
numero menor de variables construidas como combinaciones lineales de las originales. Por
ejemplo, con variables con alta dependencia es frecuente que en un pequefio nimero de
nuevas variables (menos del 20% de las originales) expliquen la mayor parte (mas del 80%)
de la variabilidad original.

La técnica de componentes principales es debida a Hotelling (1933), aunque sus origenes se
encuentran en los ajustes ortogonales por minimos cuadrados introducidos por K. Pearson
(1901). Su utilidad es doble:

1. Permite representar Optimamente en un espacio de dimensiéon pequeia,
observaciones de un espacio general p —dimensional. En este sentido componentes
principales es el primer paso para identificar posibles variables “latentes” o no
observadas, que estan generando la variabilidad de los datos.

2. Permite transformar las variables originales, en general correlacionadas, en nuevas
variables no correladas, facilitando la interpretaciéon de datos.

Método de Componentes Principales

El Andlisis por Componentes Principales (ACP) es un método de andlisis multivariado [4],
que utiliza métodos matematicos y estadisticos, lo cual es una manera eficaz de suprimir
informacion redundante y concentrar, en solo una o dos imagenes compuestas, la mayor
parte de la informacién de los datos iniciales.

El ACP esta entendido sobre todo como herramienta para la reducciéon dimensional de datos.
Dado un conjunto de datos, esta técnica facilita un nuevo espacio de dimensién menor al
original, conocido como espacio de los Componentes Principales (PCs del inglés Principal
Components), donde los datos se representan de tal manera que se resalta la informacion.
Se trata, asi, de una herramienta estadistica que permite detectar las similitudes y las
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diferencias entre los datos, obteniendo una nueva expresion reducida respecto a la expresion
inicial.

Esta caracteristica convierte al ACP en una herramienta muy poderosa en los procesos de
clasificacion o reconocimiento de patrones, ya que los agiliza y optimiza el resultado. Asi,
esta técnica se ajusta y adapta a estudios donde se analizan datos espectrales, ya que
cualquier tipo de espectro esta generado por un gran numero de variables (frecuencia,
periodo, longitud de onda normalizada, etc.), de manera que pueden resultar ser sefales
dificiles de interpretar. Por ello, aplicar esta técnica de reduccion dimensional permite
obtener resultados muy satisfactorios en materia de identificaciéon espectral.

La principal motivacidn a la hora de aplicar una herramienta de reducciéon dimensional es
conseguir expresar un conjunto de datos definido por n variables como un conjunto de
menor dimension, k, con k<n, pero equivalente en cuanto a contenido informativo. Asi, el
ACP se encuadra en la categoria de métodos de transformaciéon de variables, puesto que se
basa en sustituir las n variables iniciales (Ui) que explican los datos, por otras n variables
(ui), no correlacionadas y ordenadas de tal manera que las primeras tienen mas relevancia
que las dltimas.

El principal objetivo del ACP es obtener un espacio k-dimensional, siendo éste un Espacio
Vectorial Euclideano, donde el conjunto inicial de datos se expresa conservando la estructura
y la informaciéon inicial. Normalmente existe un sistema de coordenadas 6ptimo para
representar cada conjunto de datos, considerando como éptimo aquel donde se puedan
diferenciar claramente todas las observaciones. Este sistema de coordenadas es
precisamente el que se obtiene mediante la transformaciéon implementada por el ACP. El
nuevo sistema de coordenadas es de dimensién igual al inicial, n, pero su configuracién
permite llevar a cabo a posteriori la reduccién de n a k dimensiones.

Ya que la transformacién, o cambio de base, asegura obtener un espacio ortogonal, la
variabilidad total de los datos se mantiene en ambos espacios (tanto en el original como en
el transformado). Esta transformacioén permite obtener unas nuevas variables generadas de
tal manera que las primeras (i = 1, ... ... , k) tienen mas relevancia, es decir, mayor contenido
informativo, quelas dltimas (i = k + 1, ... ... ,n). Esta propiedad permite seleccionar un valor
k, de estas nuevas variables, siendo k < n, en funcién de la cantidad de informacién que se
quiera ignorar, de forma que finalmente se consigue convertir un conjunto de datos definido
por n variables, Ui, a uno descrito por un valor inferior k, de variables, ui. EI ACP se
comporta, como una técnica de seleccion de variables, puesto que se selecciona un
subconjunto de las nuevas variables para la representacién de los datos iniciales. Esta
reducciéon debe asegurar la minima pérdida de informacién y aportar la menor distorsion
posible.

Las Componentes Principales, u;, resultan de la combinacién lineal de las variables
originales, U;, tal y como se muestra a continuacion:

u; = CliUl + -+ C]lU] + -+ CniUTL
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donde los coeficientes cj;, conocidas como loads, representan la aportacion o peso de la
variable U; a la variable u;. Es importante destacar que las variables u; son las variables, no

correlacionadas entre si, que eliminan la redundancia que pueda existir entre las variables
iniciales U;. A partir de los coeficientes se obtiene una matriz de transformacion:

€11 C12 Cin

Ca1 C22 Con
C = .

Ch1 Cn2z " Cpn

donde cj; es el peso de la variable U; respecto a la variable u;, coni =1,..,nyj=1,..,n
Esta matriz cuadrada explica la relacion lineal entre las nuevas variables, PC;, y las antiguas,
los nimeros de onda normalizados. En concreto, cada una de sus columnas define las
coordenadas de una Componente Principal en el espacio de las variables u;.

La ventaja de este nuevo sistema de coordenadas es que se conoce la porcién de la varianza
total (v¢y¢q;) qQue aporta cada uno de sus ejes (PC;), y que estos estan ordenados en funcién
de esta aportacion, de mayor a menor. También resulta posible valorar qué porcentaje de
Viotar S€ tiene en cuenta si sélo se consideran k Componentes Principales para definir los
datos. De esta forma, se puede calcular la varianza acumulada cada vez que se tiene en cuenta
un PC de mas.

Es en el momento de escoger el valor k de Componentes Principales a contemplar cuando se
produce la reducciéon dimensional, es decir, cuando se decide cuantos PCs son suficientes
para representar los datos de manera fiable. Cuando k Componentes Principales concentran
gran parte o la totalidad de la varianza original (v;,:4;), los datos tratados se pueden
expresar en el espacio definido por estas k nuevas variables sin que la pérdida de
informacion sea critica. De esta manera se considera diferenciar los datos y se consigue una
reduccion dimensional muy considerable. Una vez seleccionado el nimero de PCs a
contemplar se obtiene la matriz reducida de cambio de base:

€11 C12 Cik

C. . = €21 C22 Cak
red — :

Cn1 Cn2 " Cnk

Asi, se considera un conjunto inicial de referencia de P elementos, contemplado, por ejemplo,
el criterio de concentrar el 100% de la varianza de las variables originales, se obtienen k=P-
1 Componentes Principales.

Una vez obtenida la matriz reducida de transformacion, el conjunto inicial puede ser
expresado en el nuevo espacio generado por los PCs aplicando el cambio de base definido

por C sobre la matriz que recoge las variables originales, siendo ésta X:

S=X-C
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donde cada fila de S (S;) corresponde a una de las observaciones iniciales expresada en el
espacio de los Componentes Principales. Puesto que el objetivo a alcanzar es el de la
reduccion de dimensionalidad, la proyeccion de las variables originales en el nuevo espacio
definido por los PCs se realiza mediante:

Srea =X * Creq

de donde resulta, suponiendo un conjunto inicial formado por P observaciones:

S11 S12 S1k
_ | S21 S22 S2k

Sred - :
Sp1 Spz2 " Spk

Esta matriz, por filas, permite conocer cuales son las coordenadas (conocidas como scores)
de cada una de las observaciones en el espacio generado por las nuevas coordenadas. Es
decir, la matriz S es equivalente a la matriz X pero definida en el espacio de PCs.

Como paso previo a la proyeccion del conjunto inicial en el espacio definido por los PCs, las
variables originales deben ser pretratadas, existiendo dos posibilidades: centrar las
variables iniciales o bien estandarizarlas (o tipificarlas). La eleccién de realizar un centrado
0 una estandarizacién de variables genera dos tipos de ACPs: el ACP no normado y el ACP
normado, respectivamente.

Sea X la matriz inicial de las observaciones, consideradas por filas:

X111 X120 Xin

X21 X2 v Xop
X = : : . :

Xp1 Xpz ° Xpp

El centrado se basa en la sustraccion del valor medio de las variables originales (o columnas
de la matriz X):

Xeij = Xij = Xj

donde, para un espectro de n variables:

P

_ 1

Xj = Fz xij
i=1

obteniendo, asi, la matriz X,:
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Xc11 Xc12 0 Xein
Xc21 Xe22 0 Xeoan
X = : : . :

Xcp1 Xcp2  t Xcepn

En cambio, la estandarizacion, ademas de centrar las variables, les impone varianza unitaria:

xestij - G
]
siendo:
P — ¥)2
~ D=1 (xij — Xj)
O']:
p
generando la matriz X, :
Xest11 Xest12 " Xestin
X = Xest21 Xestzz °° Xest2n
est — : : . :
Xestp1  Xestr2 *°°  XestPn

La principal diferencia entre ambos ACPs se hace patente en el espacio de los PCs generado.
Mientras el ACP no normado pondera las variables originales a la hora de crear el espacio de
PCs, otorgando un mayor peso a ciertas variables, en los rangos donde existe mayor
dispersion, el ACP normado uniformiza el valor de todas las variables a la hora de generar
este nuevo espacio.

En el caso del proceso de Espectros Raman, el conjunto inicial a considerar es el constituido
por los espectros de referencia.

Para aplicar el ACP es necesario adaptar los datos que se requieren reducir alanomenclatura
matematica requerida. En concreto, se deben expresar los datos en forma de matriz, donde
las filas sean las expresiones de los datos en si (observaciones, espectros de las muestras
contempladas) y las columnas las variables (nimero de onda normalizados). Los Espectros
Raman, desde el punto de vista de la formulacion, son vectores de n coordenadas definidos
en lo que se conoce como “espacio de sefial de los nimeros de onda normalizados”:

Ei=[ei1,....Cijyerenr€in]

donde e son las intensidades Raman del espectro E; para un numero de onda normalizado
(desplazamiento Raman) U;.

La secuencia de pasos a seguir para realizar el ACP sobre una libreria espectral de referencia
es la siguiente:
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Escoger los P espectros patrones o de referencia (de n variables) a utilizar como
libreria espectral, creando una matriz E (de coordenadas e; ):

€11 €12 €1n

€21 €3 €2n
E = :

€p1  €p2 €pn

Con el objetivo de minimizar problemas asociados con la comparacién de espectros
de diferentes intensidades, que puedan sufrir modificaciones por distintos factores,
como por ejemplo, diferencias en el tiempo de medida, potencia laser, concentracion,
etc., los espectros son normalizados mediante la expresion:
e — .
=e”] .. =xl]
Umax Umin

€ijnorm

donde e;; = x;; eslaintensidad normalizada para cada valor, e es la intensidad
original, y por ultimo, e;; . ye;;  son las intensidades minimas y maximas de
cada espectro, respectivamente.

Asi, se hace imprescindible homogeneizar dicha libreria espectral de referencia,
obteniendo la matriz X (de coordenadas x;):

X111 X12 0 Xin

X21 X222 v Xop
X = : : . :

Xp1 Xpz * Xpp

En funcién de qué ACP se desea llevar acabo (si ACP no normado o ACP normado), en
este punto se procede a pretratar las variables iniciales, existiendo dos posibilidades:
Centrar las variables originales para el ACP no normado o bien estandarizarlas (o
tipificarlas) para el ACP normado.

Se obtiene la matriz X para el ACP no normado:

xC11 xC12 xC1n

sz1 szz xC2n
X.=| . 2z :

Xepy  Xepy 7 Xepy

En cambio, se obtiene la matriz X.;: para el ACP normado:
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Xest;;  Xesty, 0 Xestin

Xest,y, Xest,, 7 Xestyn

Xest =

X X X

estpy estpy estpn

La decision entre utilizar un ACP u otro es crucial a la hora de tratar determinadas
librerias espectrales, puesto que dependiendo de la forma de los espectros patrones,
como se vera mas adelante, un ACP se adapta mejor o peor.

4. El siguiente paso es el calculo de la matriz de covarianzas de X. o de X.s;, segun la
eleccién determinada entre centrado o estandarizacién de variables originales,
obteniendo la matriz Xcoy :

Xcop = COV (Xc/esti 'Xc/estj) =F [(Xc/esti - E(Xc/esti) (Xc/estj —E (Xc/estj)] =

E[(Xc/est1 - E(Xc/estl)(Xc/est1 - E(Xc/estl)] E[(Xc/estl - E(Xc/estl)(Xc/estn - E(Xc/estn)]\
= | E[(Xc/estz - E(Xc/estz)(Xc/est1 - E(Xc/esti)] E[(Xc/estz - E(Xc/estz)(Xc/estn - E(Xc/estn)] |
\E[(Xc/estn - E(Xc/estn)(Xc/est1 - E(Xc/esti)] E[(Xc/estn - E(Xc/estn)(Xc/estn - E(Xc/estn)]/

5. Se debe proceder a la diagonalizacion de dicha matriz de covarianzas, obteniendo sus
valores propios (vap’s) y sus vectores propios (vep’s). Puesto que la matriz X, tiene
dimensiéon n X n, se obtienen n vep’s y n vap’s. La informacién proporcionada por
cada vap es extremadamente interesante ya que dicho valor coincide con la varianza
de las variables originales que contempla su respectivo vep (convertido en PC).

6. En seguida, se ordenan de forma descendiente dichos vep’s, segun el valor de sus
respectivos vap’s, obteniendo los Componentes Principales por orden de importancia,
generando asf la matriz de cambio de base, C.

7. En este punto, se selecciona el nimero de PCs (k < n) suficiente para caracterizar los
datos de manera fiable. Para ello existen diversos criterios basados en la obtencion
de un determinado valor de varianza minima Puesto que se desea la minima pérdida
de informacidén, se selecciona como criterio que el valor minimo de varianza a
contemplar sea el del 100%, generando asi la matriz de cambio de base reducida

Cred .

8. Una vez obtenida dicha matriz de cambio de base, se expresa la libreria espectral en
el nuevo espacio obtenido, el espacio de los PCs, de dimension inferior al original,
mediante el cambio expresado por S,.q4 = X. - C,oq , 0 bien, en su caso, por S,.q =
KXest * Crea
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S11 S12 t S1k

s = S21 S22t Sak |
red — : : : -
Sp1 Sp2 " Spk
Xcjestyy  Xclesti, 7 Xc/estin €11 C12 Gk
Xcjestyy  Xcfesty; 7 Xcfestyn C21 Cop2 0 Cyp
Xcjestpy Xcjestpy 7 Xc/estpn Cn1 Cnz ° Cpg

Se pueden considerar, pues, tres tipos de coordenadas para los espectros que forman parte
de un ACP: sus coordenadas en las variables originales normalizadas (x;;), sus coordenadas

en las variables centradas o estandarizadas (xcl.]. 0 xesti].), y, por ultimo, sus coordenadas en

el nuevo sistema de referencia (S(i)). Las matrices que recogen estas coordenadas son
respectivamente X, X, 0 X5t ¥ S.

La siguiente tabla muestra las caracteristicas mas destacables de estos tres sistemas de
coordenadas para el caso espectral:

Matriz X X, Xest S
Media de las _
Xj 0 0
columnas
Varianza de o o 1 1.
las columnas 4 1 1
Correlacion
entre Corr(j,j") Corr(j,j") Corr(j,j") 0
columnas

Asi, dado un conjunto de datos, el ACP genera un sistema de coordenadas que depende de
este conjunto analizado, donde se define la direcciéon del primer eje en la direccién de la
maxima varianza de los datos, la direccion del segundo eje, perpendicular al primero, como
la que maximiza la varianza de los datos, y asi sucesivamente hasta obtener n ejes
ortogonales. Estos ejes, conocidos com Componentes Principales o PCs, definen un nuevo
espacio de dimensién n obtenido mediante una transformacion del espacio inicial.
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CAPITULO IV

METODOLOGIA

Planteamiento del problema

Supongamos que se dispone de los valores de p —variables en n elementos de una poblacién
dispuestos en una matriz X de dimensién n X p, donde las columnas contienen las variables
y las filas los elementos. Supondremos que previamente hemos restado a cada variable su
media, de manera que las variables de la matriz X tienen media cero y su matriz estimada de
covarianzas vendra dada por 1/n X'X.

El problema que se desea resolver es como encontrar un espacio de dimensién mas reducida
que represente adecuadamente los datos. El problema puede abordarse desde tres
perspectivas equivalentes.

a) Enfoque descriptivo

Se desea encontrar un subespacio de dimensién menor que p tal que al proyectar sobre
él los puntos conserven su estructura con la menor distorsion posible.

b) Enfoque estadistico:

Representar puntos p dimensionales con la minima pérdida de informacién en un
espacio de dimensién uno es equivalente a sustituir las p variables originales por una
nueva variable, z;, que resuma 6ptimamente la informacién. Esto supone que la nueva
variable debe tener globalmente maxima correlaciéon con las originales o, en otros
términos, debe permitir prever las variables originales con la maxima precisién. Esto no
sera posible si la nueva variable toma un valor semejante en todos los elementos, la
condicién para que podamos prever con la minima pérdida de informacién los datos
observados, es utilizar la variable de maxima variabilidad. En general, la componente
z,.(r < p) tendra varianza maxima entre todas las combinaciones lineales de las p
variables X originales, con la condicién de estar no correlada con las z, -, z,_;
previamente obtenidas.

c) Enfoque geométrico
El problema puede abordarse desde un punto de vista geométrico con el mismo resultado
final. En varias dimensiones tendremos elipsoides y la mejor aproximacion a los datos es

la proporcionada por el eje mayor del elipsoide. Considerar los ejes del elipsoide como
nuevas variables originales supone pasar de variables correladas a variables ortogonales.
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Obtencion de las componentes principales
La obtencion de las CP puede realizarse por varios métodos alternativos:

1. Buscando aquella combinacidn lineal de las variables que maximiza la variabilidad.
(Hottelling).

2. Buscando el subespacio de mejor ajuste por el método de los minimos cuadrados.
(Minimizando la suma de cuadrados de las distancias de cada punto al subespacio).
(Pearson).

3. Minimizando la discrepancia entre las distancias euclideanas entre los puntos
calculados en el espacio original y en el subespacio de baja dimension. (Coordenadas
principales, Gower).

4. Mediante regresiones alternadas (métodos Biplot).

Propiedades de las componentes
Los componentes principales como nuevas variables tienen las propiedades siguientes:

1. Conservan la variabilidad inicial: la suma de las varianzas de los componentes es igual
ala suma de las varianzas de las variables originales, y la varianza generalizada de los
componentes es igual a la original.

Comprobemos el primer punto. Como Var(z,) = A; y la suma de las raices
caracteristicas es la traza de la matriz:

tr(S) =Var(x;) + -+ Var(xy,) =4, + -+ 4,

por tanto ZleVar(xl-) =)A= le Var(z;) . Las nuevas variables z; tienen
conjuntamente la misma variabilidad que las variables originales, la suma de
varianzas es la misma, pero su distribucién es muy distinta en los dos conjuntos.
Para comprobar que los componentes principales también conservan la Varianza
generalizada, valor del determinante de varianzas y covarianzas de las variables,
como el determinante es el producto de las raices caracteristicas, tenemos que,
llamando S, a la matriz de covarianzas de los componentes, que es diagonal con
términos A;:

1Sel = 24 ..y =10, Var(z) = 1S,1.
2. La proporcion de variabilidad explicada por un componente es el cociente entre su

varianza, el valor propio asociado al vector propio que lo define, y la suma de los
valores propios de la matriz.

21



En efecto, como la varianza del componente h es 4, el valor propio que define el
componente, y la suma de todas las varianzas de las variables originales es Y\_; 4;,
igual como acabamos de ver a la suma de las varianzas de los componentes, la
proporcion de variabilidad total explicada por el componente h es 1,/ Y. A;.

Las covarianzas entre cada componente principal y las variables X vienen dadas por
el producto de las coordenadas del vector propio que define el componente por el
valor propio:

COU(ZL'} X1, Xp) = Al-al- = (Aiail, ...,Aiaip)

donde a; es el vector de coeficientes de la componente z;.
Para justificar este resultado, vamos a calcular la matriz p X p de covarianzas entre
los componentes y las variables originales. Esta matriz es:

Cov(z,x) =1/nZ'X

y su primera fila proporciona las covarianzas entre la primera componente y las p
variables originales. Como Z = XA, sustituyendo

Cov(z,x) =1/nA'X'X = A'S = DA,

donde A contiene en columnas los vectores propios de S y D es la matriz diagonal de
los valores propios. En consecuencia, la covarianza entre, por ejemplo, el primer
componente principal y las p variables vendra dada por la primera filade A’S, es decir
a;S o también A;a;, donde a] es el vector de coeficientes de la primera componente
principal.

Las correlaciones entre un componente principal y una variable X es proporcional al
coeficiente de esa variable en la definicién del componente, y el componente de
proporcionalidad es el cociente entre la desviacion tipica del componente y la
desviacion tipica de la variable.

Para comprobarlo:

COU(ZL'XJ') _ /L-al-j 4 \/Z
= = a;*—
JVar(z)Var(x;) J Ais? Sj

Corr(z; xj) =

Las r componentes principales (r<p) proporcionan la prediccion lineal 6ptima con r
variables del conjunto de variables X.

Esta afirmacidon puede expresarse de dos formas. La primera demostrando que la

mejor prediccion lineal con r variables de las variables originales se obtiene
utilizando las r primeras componentes principales. La segunda demostrando que la
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mejor aproximacion de la matriz de datos que puede construirse con una matriz de
rango r se obtiene construyendo esta matriz con los valores de los r primeros
componentes principales.

Si estandarizamos los componentes principales, dividiendo cada uno por su
desviacion tipica, se obtiene la estandarizaciéon multivariante de los datos originales.

Estandarizando los componentes Z por sus desviaciones tipicas, se obtienen las
nuevas variables

Y, =ZD7Y? = XAD~1/?

donde D~'/2 es la matriz que contienen las inversas de las desviaciones tipicas de las
componentes. La estandarizacion multivariante de una matriz de variables X de
media cero se define como:

1
Y, = XAD 24’

y ambas variables estan no correlacionadas y tienen matriz de covarianzas identidad.
Se diferencian en que unas pueden ser una rotacién de las otras, lo que es indiferente
al tener todas las mismas varianzas. Por tanto, la estandarizacién multivariante puede
interpretarse como:

(1) obtener los componentes principales;
(2) estandarizarlos para que tengan todos la misma varianza.

La transformacion mediante componentes principales conduce a variables no
correladas pero con distinta varianza, puede interpretarse como rotar los ejes de la
elipse que definen los puntos para que coincidan con sus ejes naturales. La
estandarizacion multivariante produce variables no correladas con varianza dnica, lo
que supone buscar los ejes naturales y luego estandarizarlos. En consecuencia, si
estandarizamos los componentes se obtiene las variables estandarizadas de forma
multivariante.

Numero de componentes principales

Presentamos algunos criterios para determinar el nimero m <p de componentes
principales.

1. Criterio del porcentaje

El nimero m de componentes principales se toma de modo que B,, sea proximo a un valor
especificado por el usuario, por ejemplo el 80%. Por otra parte, si la representacidon de
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Py, P,, ..., Py, ... con respecto de k practicamente se estabiliza a partir de un cierto m,
entonces aumentar la dimension apenas aporta mas variabilidad explicada.

2. Criterio de Kaiser

Obtener las componentes principales a partir de la matriz de correlaciones R equivale a
suponer que las variables observables tengan varianza 1. Por lo tanto una componente
principal con varianza inferior a 1 explica menos variabilidad que una variable observable.
El criterio, llamado Kaiser, es entonces:

Retenemos las m primeras componentes tales que A,, =1, donde A4; =--- = 1, son los

valores propios de R, que también son las varianzas de las componentes. Estudios de
Montecarlo prueban que es mas correcto el punto de corte 4* = 0.7, que es mas pequeio que
1.

Este criterio se puede extender a la matriz de covarianzas. Por ejemplo, m podria ser tal que
An = v, donde v =tra(S)/p es la medida de las varianzas. También es aconsejable
considerar el punto de corte 0.7 X v.

3. Test de esfericidad

Supongamos que la matriz de datos proviene de una poblacién normal multivariante
N,(u,X). Sila hipdtesis

H™: 2y > > A > Apgr = = = Ay

es cierta, no tiene sentido considerar mas de m componentes principales. En efecto, no hay
direcciones de maxima variabilidad a partir de m, es decir, la distribucién de los datos es

esférica. El test para decidir sobre Hém) esta basado en el estadistico ji-cuadrado y se aplica
secuencialmente: Si aceptamos Héo) no hay direcciones principales, pero si rechazamos Héo),
entonces repetimos el test con Hél). Si aceptamos Hél) entonces m = 1, pero si rechazamos
Hél) repetimos el test con Héz), y asi sucesivamente. Por ejemplo, si p = 4, tendriamos que
m = 2 si rechazamos Héo),H(gl) y aceptamos Héz):ll > A, > A3 = A,

4. Criterio del baston roto

Los valores propios suman V; = tr(S), que es la variabilidad total. Imaginemos un bastén de
longitud V;, que rompemos en p trozos al azar (asignando p — 1 puntos uniformemente
sobre el intervalo (0,V;)) y que los trozos ordenados son los valores propios [; > [, > -+ >
L,. Sinormalizamos a V; = 100, entonces el valor esperado de [; es
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p—j

E(L;) = 100 N L
77 ><pi=1j+i

Las m primeras componentes son significativas si el porcentaje de varianza explicada supera
claramente el valor de E(L,) + -+ + E(L,,). Por ejemplo si p = 4, los valores son:

Porcentaje E(L;) E(L,) E(L3z) E(L,)
Esperado 52.08 27.08 14.58 6.25
Acumulado 52.08 79.16 93.74 100

SiV, =93.92 pero V3 = 97.15, entonces tomaremos sélo dos componentes.

Se han sugerido distintas reglas para seleccionar el nimero de componentes a mantener:
(1) Realizar un grafico de A; frente a i. Comenzar seleccionando componentes hasta que
los restantes tengan aproximadamente el mismo valor de 4;. La idea es busca un
“codo” en el grafico, es decir, un punto a partir del cual los valores propios son
aproximadamente iguales. El criterio es quedarse con un nimero de componentes
que excluya los asociados a valores pequefios y aproximadamente del mismo tamafio.

(2) Seleccionar componentes hasta cubrir una proporciéon determinada de varianza,
como el 80% o el 90%. Esta regla es arbitraria y debe aplicarse con cierto cuidado.
Por ejemplo, es posible que un inico componente de “tamafio” recoja el 90% de la
variabilidad y sin embargo pueden existir otros componentes que sean muy
adecuados para explicar la “forma” de las variables.

(3) Desechar aquellos componentes asociados a valores propios inferiores a una cota,
que suele fijarse como la varianza media, ), A; /p. En particular, cuando se trabaja con
la matriz de correlacidn, el valor medio de los componentes es 1, y esta regla lleva a
seleccionar los valores propios mayores que la unidad. De nuevo esta regla es
arbitraria: una variable que sea independiente del resto suele llevarse un
componente principal y puede tener un valor propio mayor que la unidad. Sin
embargo, si esta incorrelada con el resto puede ser una variable poco relevante para
el analisis, y no aportar mucho a la comprension del fenémeno.

Interpretacion de las componentes

Componentes de tamario y forma

Cuando existe una alta correlacion positiva entre todas las variables, el primer componente
principal tiene todas sus coordenadas del mismo signo y puede interpretarse como un
promedio ponderado de todas las variables. Se interpreta entonces como un factor global de

“tamafo”. Los restantes componentes se interpretan como factores de “forma” y tipicamente
tienen coordenadas positivas y negativas, que implica que contraponen unos grupos de

25



variables frente a otros. Estos factores de forma pueden frecuentemente escribirse como
medias ponderadas de dos grupos de variables con distinto signo y contraponen las variables
de un signo a las del otro.

Representacién grdfica

La interpretacion de los componentes principales se favorece representando las
proyecciones de las observaciones sobre un espacio de dimension dos, definido por parejas
de los componentes principales mas importantes. La representacion habitual es tomar dos
ejes ortogonales que representen los dos componentes considerados, y situar cada punto
sobre ese plano por sus coordenadas con relacion a estos ejes, que son los valores de los dos
componentes para esa observacion. Por ejemplo, en el plano de los dos primeros
componentes, las coordenadas del punto X; son z;; = a1X; y z,; = a3X;.

La interpretacién se favorece representando en el mismo plano ademas de las observaciones
las variables originales. Esto puede hacerse utilizando como coordenadas su coeficiente de
correlacion con cada uno de los ejes. El vector de correlaciones entre el primer componente

y las variables originales viene dado por Ai/zaiD, donde D es una matriz diagonal cuyos

términos son las inversas de las desviaciones tipicas de cada variable. La matriz de

correlaciones R, entre los p componentes y las p variables tendra como filas los términos
1/2
A

, -
;'“a;D y puede escribirse

R., = AY?AD

donde A es la matriz de vectores propios, A'/? es la matriz diagonal con términos ,/A; y en el
analisis normado como las variables se estandarizan a varianza unidad las correlaciones
seran simplemente A'/2A.

Es importante recordar que las covarianzas (o correlaciones) miden Unicamente las
relaciones lineales entre las variables. Cuando entre ellas existan relaciones fuertes no

lineales el andlisis de componentes principales puede dar una informacién muy parcial de
las variables.

ANALISIS NORMALIZADO O CON CORRELACIONES

Los componentes principales se obtienen maximizando la varianza de la proyeccién. En
términos de las variables originales esto supone maximizar:
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con la restriccién a’a = 1. Si alguna de las variables, por ejemplo la primera, tiene una
varianza s?, mayor que las demds, la manera de aumentar M es hacer tan grande como
podamos la coordenada a, asociada a esta variable. En el limite si una variable tiene una
varianza mucho mayor que las demas el primer componente principal coincidira muy
aproximadamente con esta variable.

Cuando las variables tienen unidades distintas esta propiedad no es conveniente: si
disminuimos la escala de medida de una variable cualquiera, de manera que aumenten en
magnitud sus valores numéricos, el peso de esa variable en el andlisis aumentarg, ya que:

(1) su varianza serd mayor y aumentara su coeficiente en el componente, a?, ya que
contribuye mas a aumentar M;

(2) sus covarianzas con todas las variables aumentaran, con el siguiente efecto de
incrementar a;.

Cuando las escalas de medida de las variables son muy distintas, la maximizacién dependera
decisivamente de estas escalas de medida y las variables con valores mas grandes tendran
mas peso en el andlisis. Si queremos evitar esta problema, conviene estandarizar las
variables antes de calcular los componentes, de manera que las magnitudes de los valores
numéricos de las variables X sean similares.

La estandarizacion resuelve otro posible problema. Si las variabilidades de las X son muy
distintas, las variables con mayor varianza van a influir mas en la determinacién de la
primera componente. Este problema se evita al estandarizar las variables, ya que entonces
las varianzas son la unidad, y las covarianzas son los coeficientes de correlacion. La ecuacion
a maximizar se transforma en:

14 14
M,:1+ZZ Z al-ajrij
i=1 j=i+1

siendo 7;; el coeficiente de correlacion lineal entre las variables ij. En consecuencia la
solucion depende de las correlaciones y no de las varianzas.

Los componentes principales normados se obtienen calculando los vectores y valores

propios de la matriz R, de coeficientes de correlacién. Llamando A’; a las raices
caracteristicas de esa matriz, que suponemos no singular, se verifica que:

AR =traza(R) =p

TIM =
[

Las propiedades de los componentes extraidos de R son:

1. Laproporcion de variacién explicada por A3 sera:
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2. Las correlaciones entre cada componente z; y las variables X originales vienen dados
: , . _
directamente por a;,/4; siendo z; = Xa;.

Cuando las variables X originales estan en distintas unidades conviene aplicar el analisis de
la matriz de correlaciones o andlisis normado. Cuando las variables tienen las mismas
unidades, ambas alternativas son posibles. Si las diferencias entre las varianzas de las
variables son informativas y queremos tenerlas en cuenta en el andlisis no debemos
estandarizar las variables. Por el contrario, si las diferencias de variabilidad no son
relevantes podemos eliminarlas con el analisis normado. En caso de duda, conviene realizar
ambos analisis, y seleccionar aquel que conduzca a conclusiones mas informativas.
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CAPITULOV

RESULTADOS
Los espectros, tal y como salen del aparato Raman, pueden salvarse en multitud de formatos
propios del instrumento. Para nuestros propoésitos el mas relevante es el .cvs que puede

manejarse con Excel y se puede importar facilmente en matlab.

Una vez en matlab los hemos convertido en archivos .mat, que estan en un formato propio
del programa.

Supondremos, pues, que todos nuestros espectros estan en formato .mat.

El programa principal es

1. load('HH1.mat"'")

2. load('HHZ .mat"'")

3. load('HH3.mat"')

4. load('HH4 .mat')

5. load('HH5.mat"'")

6. kk=4;

7. E=[HH1';HH2';HH3';HH4';HH5"'];
8. [M,N]=size(E);

9. X=zeros (M,N) ;

10. for v=1:M

11. Imin=min(E (v, :))

12. Imax=max (E(v,:));

13. dif=Imax-Imin;

14. X(v,:)=((E(v,:)-Imin)/dif);
15. end

16. Xneu=X;

17. sumita=0;

18. for k=0:N-1

19. for i=1+(k*M) :M+ (k*M)

20. sumita=sumita+X (i) ;

21. end

22. sumita=sumita/M;

23. vAr=sqgrt(var(X(:,k+1)));
24, for i=1+(k*M) :M+ (k*M)
25. X (1)=(X(1)-sumita) /VAr;
26. end
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27. sumita=0;
28. end

29. c=cov (X);

30. [V,D]l=eig(c);

31. d2=diag (D) ;

32. [dd2,I2]=sort (d2, 'descend"') ;
33. V2=V (:,12);

34, V22red=V2(:,1:kk);

35. newmat2=Xneu*V22red;% o X?
36. plot (newmat2')

37. Varianzaporpc=dd2/sum (dd2)
38. figure

39. plot (E")

40. ET=HHo6';

41. Imin=min (ET) ;

42 . Imax=max (ET) ;

43, dif=Imax-Imin;

44, XT=(ET-Imin)/dif;

45, newmatT=XT*V22red;

46. figure
477. plot (newmatT’)

como puede verse comienza con las instrucciones para cargar los espectros a analizar, en
este caso las instrucciones relevantes son las de las primeras cinco lineas. Cuando son
muchos los archivos podemos escribir rutinas para cargarlos como la que se muestra a
continuacién:

for h=1:36
load(['"A',num2str (h)])
end

que carga los archivos A1, A2, ..., A36.
También conviene poner todos los archivos en un solo archivo E como el de la linea 7 del

programa(al contar lineas estaré ignorando lineas en blanco), ya que es necesario tener los
espectros cargados en matlab en forma de matriz para realizar el ACP.
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Uno de nuestros espectros (el HH1) tiene la apariencia

HH1

Intensidad normalizada

I I I I I I
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Desplazamiento Raman

Fig. 5.1. Espectro Raman HH1

Como podemos observar tiene picos que son muy visibles pero entre 1700 -2800 no es facil
distinguir la sefial del ruido.

En la linea 10 se procede a la normalizacién de los espectros para minimizar problemas
asociados con la comparacién de espectros de diferentes intensidades. En este paso tenemos
una matriz con los datos ya normalizados pero del mismo tamafio.

A partir de la linea 17 se estandarizan las variables, ya que ademas de centrar las variables
les impone varianza unitaria, esto se logra restando el promedio (centrado) y dividiendo
entre la varianza.

Una vez obtenida dicha matriz estandarizada procedemos al calculo de nuestra matriz de
covarianzas, este es un comando que ya estd dado en matlab es muy sencillo y nos ahorra el
tener que hacerlo manual.

A partir de la linea 30 realizamos la diagonalizacién y obtencién de los vectores propios y
valores propios de nuestra matriz de covarianzas, también es un comando muy sencillo que
esta dado en Matlab.

La matriz D tiene los valores propios de la matriz c. El comando d2=diag(D) extrae los
elementos en la diagonal de D.

A continuacidén lo que procede es ordenar los vectores propios, esto seria muy tardado si
intentaramos una ordenacion “ingenua” pero afortunadamente Matlab también cuenta con
una rutina de ordenacién rapida, se trata de sort que en la forma [dd2,I2]=sort(d2,’descend’)
ordena los valores propios en orden decreciente, la variable [2 es muy util pues nos da la
permutacion de los datos de d2 que produce dd2. Por ejemplo si en algun caso [=[3,1,4] esto
querria decir que el valor mas grande era el tercero, seguido del primero etc.
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Pero una vez ordenados los vectores propios en la linea 37 empezamos el calculo de las PCs,
una vez obtenidos hacemos la seleccion del nimero de PCs con el criterio de 100% de
varianza acumulada, como podemos ver en este caso se utilizaran las primeros cuatro PCs
porque es hasta donde se acumula toda la varianza requerida.

PC varianza por PC varianza acumulada
1 55.90% 55.90%
2 22.85% 78.75%
3 13.52% 92.27%
4 7.73% 100%

Tabla 5.1. Varianza por PCy varianza acumulada

Estos datos se calculan a partir de los valores propios ordenados, la varianza total es la suma
de todos los elementos de dd2 por lo que cada varianza estara dada por los elementos de
dd2 divididos entre la varianza total.

El meollo del método esta en que ahora es preciso re-expresar los espectros originales.
Digamos que cada espectro tiene las coordenadas en R348 de un vector, pensemos que esta
base es la canénica “can”.
Pero tras la diagonalizacion tenemos la base dada por los vectores propios “eig”. Si
representamos al espectro como un vector columna de 3458 por 1 entonces
[V] eig =Mcaneig [V] can

que nos dice que las coordenadas de un vector v en la base eig estaran dadas por la matriz
de cambio de base de can a eig multiplicando a las coordenadas de v en la base can. Pero la
matriz de cambio de base M¢i8.ay, es precisamente la V22red del programa. Como en nuestro
programa estamos usando renglones todo el tiempo tomamos la transpuesta de la ecuacion
anteriory

[V] Teig = [V] TcanMTcan eig
Y

[V] Teig = [V] TcanV22red

Asi, el ACP genera un espacio de k=4, esta reduccion permite una expresion simplificada de
los espectros patrones en un espacio donde sus variables, no correladas entre si, permiten la
deteccidn de similitudes y diferencias entre espectros de una forma considerablemente mas
sencilla, lo cual convierte al ACP en un proceso éptimo para el reconocimiento espectral. En
otros casos (a considerar mas adelante) tomaremos “cuatro” como referencia y mostraremos
cuatro componentes planteando la hipétesis heuristica (pero falsificable y cambiable) de que
con cuatro componentes podremos lograr la meta de ayudarnos a identificar y clasificar los
espectros.

Si se procede a representar la libreria de espectros patrones conjuntamente en ambos
espacios, se puede comprobar que, efectivamente, los Espectros Raman son mas faciles de
diferenciar en su representacion en el espacio de PCs que en el espacio original. Se evidencia,
asi, que la reduccion dimensional que permite el Analisis por Componentes Principales
facilita de forma considerable la inspeccion visual de los espectros.
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Libreria espectral en el espacio original
900 T T T T T

Espectro 1
Espectro 2
800 Espectro 3 [
Espectro 4
Espectro 5
700
600 -

Intensidad normalizada

%% 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Desplazamiento Raman (cm—1)
Fig. 5.2Libreria espectral en el espacio original
Libreria espectral en el espacio de PCs
4.5 T T T T T

Score

L L L
1 1.5 2 25 3 3.5 4
PC

Figura 5.3. Libreria espectral en el espacio de PCs

Ahora tomaremos otro espectro, en principio similar a los anteriores pero que visualmente
se ve un poco diferente, vea la siguiente figura:
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HH6

Intensidad

. . . . . .
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Desplazamiento Raman

Fig.5.4.Espectro Raman HH6

Si expresamos este espectro en la eigenbase obtenida para los anteriores (de la misma
substancia) y presentamos las cuatro componentes, obtenemos la figura 5.5 que, si se
superpone con las de todos los espectros, muestra claramente la diferencia. Nuestra técnica
puede, en principio, ser de ayuda para discriminar.

Libreria espectral en el espacio de PC
6 T T T

Score

2 I I I I
1 15 2 2.5 3 3.5 4
PC

Fig. 5.5. Espectros superpuesto
Como se puede observar en la figura 5.5 el espectro HH6 (verde) es claramente diferente a

los otros espectros, esto ayuda al analista a identificar visiblemente si la muestra que se
analiz6 con el Raman contiene solo un elemento o esta presente algiin otro elemento.
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APLICACION A UN CASO REAL.

Ahora corremos nuestros programas a una serie de 36 espectros de silicio.

Libreria espectral en el espacio original
1800 T T T T T T

1600 - 1

1400 - 4

1200 - -

1000 4

800 - 4

600 - 1

400 -

Intensidad normalizada

o A

—200 Il Il Il Il Il Il
(o] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Desplazamiento Raman (cm-1)

Fig. 5.6. Libreria espectral en el espacio original (silicio)

Tal y como se espera, todas las graficas son similares; pero la contribuciéon de cuatro
componentes a la varianza total ya no es del 100%, la varianza acumulada seria en 35
componentes, aunque solo vamos a considerar las cuatro primeras componentes porque se
acumula el 99% de varianza, el otro 1% graficamente no es de interés ya que no muestra
cambios visuales.

La figura 5.7 muestra los resultados obtenidos. De la naturaleza de la muestra se espera la
gran similitud que se observa.

Libreria espectral en el espacio de PCs
T

25 T T T T

208\

Score
(9]

Fig.5.7 Libreria espectral en el espacio de PCs (4 componentes)
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Como puede apreciarse hay bastante dispersion en los datos. Los investigadores y técnicos
que tomaron los espectros nos indican que, en efecto, habia en las muestras diversas zonas
con contenidos variables de silicio. Las figuras muestran dos morfologias tipicas para las
regiones de donde provienen los espectros.

ANALISIS DE COMPONENTES INDEPENDIENTES
1. El problema de la separacion de fuentes.

Consideremos el problema de la fiesta de coctel (en inglés cocktail party problem).
Supongamos que estamos en una fiesta y deseamos conversar con una persona en particular.
El problema es que al mismo tiempo hay muchas otras conversaciones e incluso musica
ruidosa. Lo que deseariamos es poder aislar la conversacién e ignorar todas las demas
sefales.

Una descripcion grafica util seria:

Fig. 5.8. Representacion del problema de la fiesta

Pensemos en dos fuentes, convencionalmente denotadas como sl y s2 (porque en inglés
fuente se escribe source ) y que usamos dos micréfonos (m1 y m2). Claro, cada micr6fono
recibira las dos sefiales, aunque con diferentes intensidades. El problema es como separar
las sefiales que se hallan mezcladas. Este es el problema del analisis de componentes
principales (ICA por sus siglas en inglés).

El siguiente diagrama muestra cémo se mezclan las sefiales, supondremos que la sefial de la

fuente s1 llega a M1 con intensidad (volumen) al y a M2 con volumen aZ en tanto que la
sefal de la fuente s2 llega a M1 con intensidad (volumen) b1 y a M2 con volumen b2.
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Fig. 5.9. Diagrama de la mezcla de sefiales
2. Planteamiento del problema

Vamos a juntar las sefiales en un vector s

donde m es el nimero de fuentes (que en los ejemplos anteriores era 2). Debemos pensar
que cada s; esasu vez un vector renglén con las n muestras de la sefial.

Se define ahora una matriz

Qi1 A1z Qim

a; Qdz; Arm
A= H . :

1 Az 0 Qg

donde a;; indicala contribucion de la fuente i al micréfono j (o, en general, el sistema fisico
que produce la mezcla), k es el nimero de micréfonos.

Se define x como
x = Ag

En otras palabras, x es la sefial ya mezclada. Conociendo x (es lo que percibimos en el sal6n
de la fiesta) si conociéramos A (pero no es el caso en general) podriamos recuperar s.

La forma habitual, en la literatura, de empezar a plantear el problema es definiendo dos
nuevas variables § y W relacionadas mediante
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§=W,
y queremos encontrar la § que mas se parezca a s (en un sentido a ser especificado luego).
Es decir, esperamos que § = s. Si A fuera invertible tendriamos que W = A™! yque s = §.
Lo mas comun es que la relacién entre A y W sea del tipo pseudoinversa (ver apéndice).
3. Primeros pasos
Pensemos ahora en la descomposicidn en valores singulares de A
A=UzVT
(ver de nuevo el apéndice).
Una consecuencia importante de esta descomposicion es que
AAT = yxvTysTyT = uxrxtuT
Y, andlogamente
ATA=vxTyyT
Como AAT y ATA son simétricas, pueden ser ortogonalmente diagonalizadas. De hecho los
las matrices diagonalizadoras de AAT y ATA son U y V respectivamente en tanto que las
matrices diagonales (que contienen a los valores caracteristicos) son XXT y XTX

respectivamente.

Si (m = k) tendriamos

2T =3Ty =532
Es por esto que
(xxT) = (AssT AT)
(aqui ¢ se refiere al proceso de calcular promedios) y tendremos que
(xxTy =(UXVTssTVETUT) = UXVT(ssT)WXTUT
Estas ecuaciones son exactas. En el andlisis de componentes independientes se postula:

(ssTy =1
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(donde I es una matriz identidad del tamafio adecuado) .
Por ello

(xxT) = UV (ssT)VETUT = UXXTUT
De hecho es mas correcto tomar como postulado toda la ecuacion anterior (es decir, que el
promedio no depende de U ni de V ). Esto se llama blanqueado y lo analizaremos

posteriormente.

Pero la dltima ecuacidn tiene precisamente la forma de una ecuacién de valor caracteristico
y vector caracteristico. Esto significa que si conocemos (xxT) podemos inferir U y Z. Pero no
podemos inferir VV todavia.

Si usamos una rutina diagonalizadora para (xxT)

[E,D] = eig({xxT))

E=U
D=2x3T
y
(xxT) = EDET
Por todo esto
1
A =ED2yT

y (supondremos que A es invertible, si no, habra que usar pseudoinversas)
SpT
W=VDZE
De la ecuacién de valores propios es facil ver que
((E"x)(Ex")T)=D
(salvo cambios en notacion, esto es lo que hicimos en las componentes principales) .

Hasta aqui todo parece componentes principales, pero ahora se normaliza todo mediante D
de modo que si definimos

-1
x, = (D2 ET)x
lograremos que

(x,xLy =1
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(a x,,) selesuele denotar con el subindice w por el blanqueo (que en inglés es white). x,, es

la  versibon blanqueada de los datos
-1
W =VDZET

S=Wx = Vx,

y lo que falta es encontrar V.

4. Una implementacion sencilla.

En la red hemos encontrado una rutina Matlab que enlistamos a continuacidn:

function[y, w] = ica(x)

% programa simple por Damasceno

n = size(x, 1);

[E, D] = eig(cov(x’));

V=E % DA(-0.5) * E" * x;

z = repmat(sqrt(sum(V+2)),n, 1). * V;
[EE, DD] = eig(cov(z));

y=EE *V;

w=EE’;

end

que hemos probado con el mismo ejemplo del autor:

clear

clc

n=1:100;

s1 =sin(3 * n);

s2 =randn(1, 100);

s = [s1; s2];
a=rand(2);
X=ax*s;

[y, w] = ica(x);

subplot(3, 2, 1); plot(s1);
subplot(3,2,2); plot(s2);
subplot(3,2,3); plot(x(1, :));
subplot(3,2,4); plot(x(2, :));
subplot(3,2,5); plot(y(1, :));
subplot(3,2,6); plot(-y(Z2, :));

Y los resultados se muestran en la siguiente figura:

ecuacion

40



Fig. 5.10. Resultados del ejemplo encontrado en red.

Pero este ejemplo sigue lineas diferentes de las anteriormente expuestas. El articulo de
Shlens discute la obtencion de V usando informaciéon mutua.

5. Raman

El algoritmo anterior se aplic6 a uno de nuestros espectros Raman con el siguiente resultado:

Fig. 5.11. Resultados de Espectros Raman mediante componentes independientes
Esto nos indica que el problema no es tan sencillo como con ejemplos prefabricados.

Aqui se ha pensado en que dos espectros juegan el papel de las sefales. Pero notese que los
espectros no son registrados simultaneamente por lo que la analogia entre el problema del
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coctel y los espectros es cuestionable. Pero esto da mucha pauta para trabajo ulterior.
Agradezco a un sinodal la sugerencia de usar componentes independientes para el
tratamiento del ruido.

CONCLUSIONES

Hemos revisado la técnica de componentes principales y escrito un programa Matlab para
analizar espectros Raman obtenidos en el laboratorio de materiales avanzados del Instituto
de Fisica, UNAM.

Se escogié Matlab por ser el mas usado entre los fisicos. Después de todo deseamos que ellos
puedan modificar nuestro programa de ser necesario.

Aunque tanto Matlab como R tienen rutinas que lo hacen todo, hemos elegido programar
nuestra propia rutina como tnico camino para entender cabalmente el proceso.

A diferencia de lo hecho en la referencia (4) en la que se usaron espectros simulados,
nosotros hemos utilizado espectros reales.

Con estos espectros se encuentra que la técnica da resultados similares para espectros
similares, pero permite discriminar cuando los espectros presentan diferencias o anomalias.
Por ejemplo, puede ocurrir que una muestra, que nominalmente tenga sélo una substancia,
tenga contaminantes accidentales.

El trabajo a futuro, en el laboratorio, incluye el disefio de una base de datos de tamafio real
teniendo no sélo muchos espectros diferentes para una misma substancia, sino datos para
muy diversas muestras.

Desde la perspectiva matematica se ha optado por usar en Matlab un proceso de
diagonalizacién en vez de una descomposicidn en valores singulares. En parte se debi6 la
eleccion a que la diagonalizacion es conceptualmente mas simple, pero sobre todo a que es
mas rapida en nuestras maquinas.

Hemos explorado también el uso de la técnica de componentes independientes y esto abre
nuevas posibilidades a explorar.
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APENDICE
1. Descomposicion en valores singulares.
Sea A una matriz real de tamafio n X k (no tiene que ser cuadrada). Entonces existen
matrices reales UX y V tales que
A=UzVT
Y donde

e Uesde mXxm vy es ortogonal, es decir, UUT = UTU =1 donde la T indica
transposicion e I es la matriz identidad de m x m

e Vesdekxky es ortogonal, es decir VVT = VTV = I donde ahora I es la matriz
identidad dek X k.

e X es una matriz de m X k, es diagonal (sus elementos o;; son cero sii # j), y sus
elementos diagonales aparecen en orden decreciente.

e el namero de elementos o;; # 0 es el rango de A.

Los elementos g; = g;; reciben el nombre de valores singulares. Las columnas de U reciben
el nombre de vectores singulares izquierdos en tanto que las columnas de V se llaman
vectores singulares derechos.

La factorizacion A = UXVT recibe el nombre de descomposicion en valores singulares.

En matlab la diagonalizacién se calcula con el comando eig en tanto que la descomposicion
en valores singulares estd dada por svd.

2. Lainversade A

Si conociéramos V podriamos tener completamente a A. En caso de que A sea invertible
podemos calcular w. Pero procedamos con cautela.

2.1. La pseudoinversa de Moore-Penrose. Para una matriz A siempre existira otra,
Unica, At llamada pseudoinversa de Moore-Penrose, y que satisface:

AAtA = A
AAAT = At
(AA")T = (AA)
(A*A)" = (A*4)
En matlab el comando es pinv.
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Cuando la matriz A tiene inversa, A® nos dara dicha inversa. Si no, A* serd una mejor
aproximacion a la inversa, en un sentido que el lector mejor hallara en la literatura. En breve,
la pseudoinversa es la opcidn iddnea, en todo caso.
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