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Introduccion

Nuestro estudio se remonta a 1944, ano en el cual J. von Neumann y O. Morgenstern
publican su libro Theory of games and economic behavior en [21]. Tal vez ellos pretendian
hallar principios matematicos los cuales modelaran el comportamiento racional de los
participantes de una economia social, o un juego, de manera tan general posible que
fuera valido aplicarlo en cualquier situacion. Fue de este estudio que surgio el concepto
de solucion que después, con una pequena redefinicién por parte de C. Berge en [2],
daria lugar al concepto de ntcleo.

De este modo, dada una digrafica D, decimos un subconjunto N de V(D) es un
ntcleo si para cada par de vértices u y v en N no existe una flecha entre ellos y para
cada vértice z en V(D) \ N existe una zN-flecha.

La importancia de la teoria de nicleos recae en sus aplicaciones, tal como se di6
cuenta de ello C. Berge en [3]. Sus aplicaciones no se hallan tinicamente en la teoria
de juegos, rama de las matematicas que la vid nacer, sino también en la logica, juegos
tipo nim, teoria de las decisiones [5], por nombrar algunas. Si bien en un inicio las
aplicaciones a la teoria de juegos motivaron las primeras investigaciones de la recién
creada teoria de niucleos, ésta adquirié mayor fuerza enfocandose més en la investigacién
de la misma. Cabe mencionar que de manera general, determinar si una digrafica tiene
o no nicleo es un problema NP-completo, tal como lo demostré V. Chvétal en [7].

Existen varias generalizaciones del concepto de ntcleo, una de ellas, introducida
por Hortensia Galeana Sénchez en [11], se define sobre digraficas cuyas flechas estan
coloreadas con m-colores (digraficas m-coloreadas). De este modo, dada una digréfica
m-coloreada D, decimos que un subconjunto N de V(D) es un nticleo por trayectorias
monocromaticas si para cada par de vértices u y v en N no existe una trayectoria
monocromatica entre ellos y para cada vértice z en V(D) \ N existe una zN-trayectoria
monocromatica.
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Un resultado clasico sobre la existencia de niucleos por trayectorias monocromaticas
fue dado por Sands, Sauer y Woodrow en [20]. En particular, ellos demostraron que
toda digrafica finita 2-coloreada tiene un ntucleo por trayectorias monocromaéticas.

A fin de relacionar el concepto de ntcleo por trayectorias monocromaticas con la
teorfa de nicleos ya existente, Hortensia Galeana Sanchez introduce en [10] una digréfica
asociada: la cerradura de una digrafica m-coloreada, la cual preserva informacion de la
digrafica misma y de las trayectorias monocromaticas entre todo par de vértices.

Otra digrafica asociada es la digrafica de clases de color, introducida por Hortensia
Galeana Sénchez en [12] con la finalidad de hallar nuevas condiciones que impliquen la
existencia de ntcleos por trayectorias monocromaticas.

Nuevos métodos han sido desarrollados recientemente para la obtencién de condicio-
nes que impliquen la existencia de ntcleos por trayectorias monocromaticas.

En [13], Hortensia Galeana Sdnchez, Guadalupe Gaytan Gémez y Rocio Rojas Monroy
consideran una particién {C}, Cy} del conjunto de colores de D y trabajan con dos sub-
digréficas generadoras de D, a saber D;, de modo que A(D;) = {a € A(D) : ¢, (a) € C;}.
Entonces, estudian condiciones sobre Dy y Ds.

En [6], Enrique Casas Bautista, Hortensia Galeana Sénchez y Rocio Rojas Mon-
roy consideran una particién £ = {C},Cy, ...,Ci} (K > 2) del conjunto de colores de
D, de modo que para cada i en {1,2,...,k} se tiene que la subdigrafica G;, definida
como G; = D[{a € A(D) : ¢(a) € C;}] es transitiva por trayectorias monocrométicas.
Posteriormente, consideran otra particion {&,&} de £, y trabajan con subdigréficas
generadoras de D, a saber D;, tales que A(D;) = {a € A(D) : ¢, (a) € C; para algin C;,
en & }. Luego, estudian condiciones sobre Dy y Ds.

Una generalizacién del concepto de ntcleo por trayectorias monocromaéticas y de
nucleo se define sobre digraficas cuyas flechas estan coloreadas con los vértices de una
digréafica H (digraficas H-coloreadas). Tal concepto es el de H-ntcleo, introducido por
Hortensia Galeana Sénchez y Pietra Delgado Escalante en [8], motivados por el trabajo
de P. Arpin y V. Linek en [1]. De este modo, dada una digréfica H-coloreada D, decimos
que un subconjunto N de V(D) es un H-ntcleo si para cada par de vértices u y v en N
no existe una H-trayectoria entre ellos y para cada vértice z en V(D) \ N existe una
zN-H-trayectoria.
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En este trabajo vamos a presentar como resultado original una extension en el
contexto de la teorfa de H-ntcleos a los resultados dados en [13] y [6].

En el primer capitulo se presentan definiciones béasicas referentes a la teoria de
digraficas. También se demuestran resultados inmediatos de las definiciones, los cuales
nos seran de utilidad en los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de nicleo de una digrafica y se
demuestran un par de condiciones necesarias para la existencia de nicleos en familias
de digraficas especificas. Comprender qué condiciones son necesarias para la existencia
de ntcleos nos sera de utilidad para los capitulos posteriores.

El tercer capitulo se divide en dos secciones. En la primera secciéon se presentan
definiciones basicas referentes a digraficas m-coloreadas, asi mismo se hacen observa-
ciones esenciales y se introducen dos digraficas asociadas: cerradura de una digrafica y
digrafica de clases de color. En la segunda seccion se introduce el concepto de niicleo por
trayectorias monocromaticas en digraficas m-coloreadas, el cual generaliza al concepto
de ntcleo de una digrafica.

El cuarto capitulo es un analisis del articulo titulado Monochromatic cycles and
monochromatic paths in arc-coloured digraphs escrito por Hortensia Galeana Sanchez,
Guadalupe Gaytan Gémez y Rocio Rojas Monroy en [13].

El quinto capitulo es un anélisis del articulo titulado Cycles and transitivity by mono-
chromatic paths in arc-coloured digraphs escrito por Enrique Casas Bautista, Hortensia
Galeana Sanchez y Rocio Rojas Monroy en [6].

El sexto capitulo se divide en cuatro secciones. En la primer seccién se presentan
definiciones basicas referentes a digraficas H-coloreadas, asi mismo se hacen observaciones
esenciales y se introduce el concepto de obstruccién de un camino el cual serd crucial
en el desarrollo del capitulo. En la segunda seccion se introducen los conceptos de
H-nticleo por caminos y H-nticleo en digraficas H-coloreadas, en particular, este ultimo
concepto generaliza a los conceptos de nicleo de una digrafica y ntcleo por trayectorias
monocromaticas en una digrafica m-coloreada. En la tercera seccion de este capitulo se
presenta un resultado original en el contexto de la teoria de H-ntucleos, tal resultado es
una extension a los resultados expuestos en los capitulos 4 y 5. En la tltima seccién se
hace una comparacién entre el resultado obtenido en la tercera seccién de este capitulo
y un par de resultados analogos sobre la existencia de H-ntucleos.






Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo se presentaran las definiciones basicas que nos serviran a lo largo
de este trabajo, también se muestran ejemplos de cada definicién con el objetivo de
facilitar el entendimiento de los conceptos al lector. De igual manera, como esta tesis es
autocontenida, se enuncian y demuestran resultados bésicos los cuales nos serviran para
demostraciones en los capitulos posteriores.

1.1. Definiciones y resultados basicos en digraficas

Una grafica dirigida (o simplemente digrafica) D consiste de un conjunto finito
no vacio V (D), cuyos elementos seran llamados vértices, y un conjunto finito A(D)
de parejas ordenadas de vértices llamadas flechas. Llamaremos a V(D) el conjunto
de vértices y a A(D) el conjunto de flechas de D. Escribiremos de manera frecuente
D = (V(D), A(D)) para referirnos a la digrafica D, con V(D) y A(D) su conjunto de
vértices y flechas, respectivamente. A cada digrafica le podemos asociar una representa-
cién en el plano como sigue: por cada vértice colocamos de forma arbitraria un punto
en el plano al cual lo etiquetamos con el respectivo vértice, y entre dos puntos u y v,
habrd una flecha de u hacia v si (u,v) estd en A(D).

En la figura 1.1 podemos observar la representacién en el plano de la digrafica
Dy = (V(Dy), A(Dy)) definida explicitamente como sigue: V' (Dy) = {uq, ug, us, ug, us},
A(Dl) — {(u47 ul)) <u27 u2>7 (U27 u3)7 (u37 Ug), (Ug, u4)7 (u47 U3)7 <u47 u4>7 (u47 U5)}

El orden de D es el nimero de vértices en D y el tamano es el nimero de flechas
en D. Si el orden de una digrafica D es uno y por consiguiente su tamano es cero,
entonces diremos que D es la digrafica trivial.
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Dy:
Uy

Us Uy

Uy

Figura 1.1: Representacion en el plano de una digrafica.

Para una flecha (u,v), el primer vértice u es su vértice inicial y el segundo vértice
v es su vértice final. Si (u,v) es una flecha diremos que v domina a v (o que v es
dominado por ). Una flecha (u,v) de D sera llamada una S;Ss-flecha siempre que u
esté en S1 y v esté en Sy, donde S; y Sy son subconjuntos de V(D). De igual modo, una
flecha (u,v) de D sera llamada una uS-flecha (respectivamente Sv-flecha) siempre que
v esté en S (u esté en S), donde S es un subconjunto de V(D).

Diremos que una flecha (u,v) es simétrica si la flecha (v,u) también pertenece
a la digréfica, de otro modo (u,v) es asimétrica. Notemos que nuestra definicién de
digraficas permite que una digréafica tenga flechas simétricas o lazos (flechas cuya
cabeza y cola coinciden), mas no permite que contenga flechas multiples (pares de
flechas con la misma cabeza y la misma cola). Cuando flechas miiltiples son permitidas
hablamos de una multidigrafica. Claramente, para una multidigrafica D, A(D) es un
multiconjunto (pues flechas miltiples resultan en elementos repetidos). De igual modo
hablaremos de una digrafica simple para referirnos a una digréafica sin lazos. En las fi-
guras 1.2 y 1.3 se ejemplifican una multidigrafica y una digrafica simple, respectivamente.

Luego, a menos que se especifique lo contrario, D = (V(D), A(D)) representard una
digrafica simple.

Para un vértice v en D, usaremos la notacién N (v) y N_ (v), donde:
NF(w) ={ueV(D): (v,u) € A(D)},

N (v) ={w € V(D) : (w,v) € A(D)}.

Los conjuntos N}(v), NJ(v) y N,(v) = N (v) UN_(v) son llamados exvecin-
dad, invecindad y vecindad de v, respectivamente. Asi, los vértices en N;L(v),
N7 (v) y N,(v) son llamados exvecinos, invecinos y vecinos de v, respectivamente.
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D
D,: L

0

X2

Vs X7

Xy

Figura 1.2: Ejemplo de una multidigrafica.  Figura 1.3: Ejemplo de una digrafica simple.

El exgrado de v, denotado por 67 (v), se define como 07 (v) = [N (v)|, de igual modo el
ingrado de v, denotado por §_(v), se define como 7 (v) = [N (v)]. Si existe un vértice
de la digréfica D, digamos v, tal que 67 (v) = 0 (v) = 0, entonces se dice que v es un
vértice aislado.

De manera andloga, para un subconjunto de V' (D), digamos W, usaremos la notacién
(W) y ' (W), donde:

Fg<W> = U N;r<w)7

weW

(W)= J N, (w).
weW
Los conjuntos I'F (W) y I'_ (W) son llamados exvecindad e invecindad de W,
respectivamente. Para exgrados, ingrados, asi como para otros parametros, usualmente
omitiremos el subindice cuando sea claro a que digrafica se refiere.

De acuerdo a estas previas definiciones, en la digrafica D3 de la figura 1.3 tenemos
que N;; (x9) = {x1, 24} y N, (x2) = {x1, 23}, por lo que 5';3 (x9) =2 = 0, (x2). Como
0 Dy (x) = 0, entonces x4 es un vertice aislado de la digréfica Ds. También se tiene que
F;3({x1,x2}) = {21, 29, 4,07} y T, ({21, 22}) = {21, 22, 73, 27}

Una digrafica H es una subdigrafica de una digréfica D si se tiene que V(H) C V(D)
y A(H) € A(D). Para un subconjunto X de V(D), la subdigradica inducida (por
vértices) por X es la digrafica D[X]| = (X, A’), donde A’ es el conjunto de flechas en
A(D) que cumplen con tener ambos extremos en X . Luego, en la figura 1.4 podemos obser-
var que la digréfica H; es una subdigréfica inducida por el conjunto Vi = {x1, z9, x3, 27}



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

en Dj (figura 1.3). Dada esta definicién, si S es un subconjunto de V' (D), se define
D — S como la subdigréfica inducida por V(D) — S. Para un subconjunto A" de A(D), la
subdigréfica inducida (por flechas) por A’ es la digréfica D[A'] = (V', A’), donde V'
es el conjunto de vértices en V(D) en los cuales inciden al menos una flecha de A’. De este
modo, en la figura 1.5 se puede observar que la digrafica Hy es una subdigrafica inducida
por el conjunto Ay = {(z2, 21), (z2, 24), (T3, 24), (x3,27)} en Dj (figura 1.3).

D3lA;] = Hy:

X1

Ds[Vl] = Hj:

X1 X,
X2

X
X7 3
X7

Xy

Figura 1.4: Ejemplo de una subdigrafica  Figura 1.5: Ejemplo de una subdigrafica
inducida por vértices. inducida por flechas.

Si V(H) = V(D) entonces diremos que H es una subdigréfica generadora de D.
Con esto, podemos definir las siguientes subdigréficas: Sim(D) es la subdigrafica ge-
neradora de D tal que A(Sim(D)) = {(z,y) € A(D) : (z,y) es una flecha simétrica} y
Asim(D) es la subdigrafica generadora de D tal que A(Asim(D)) = {(x,y) € A(D) :
(x,y) es una flecha asimétrica}. Luego, en la figura 1.6 podemos observar a las digraficas
Sim(Ds3) y Asim(Ds), las cuales son ejemplos de digréficas generadoras de la digrafica
Dy (figura 1.3), como se mencioné anteriormente.

Un camino dirigido en D es una sucesién de vértices W = (xg, 21, ..., Tx_1, Tk)
donde se cumple que (x;,z;41) € A(D) para cada i en {0,1, ...,k — 1}. De este modo,
diremos que W es un camino dirigido de xy hacia xj, o bien, escribiremos zyx;-camino
dirigido. Se define la longitud de W como el ntmero k. W es cerrado si xg = xy,
de otra manera diremos que W es abierto. Si W tiene todos sus vértices distintos,
diremos que W es una trayectoria dirigida. Si los vértices xg, x1, ..., £x_1 son distin-
tos por parejas, con k > 2,y xg = xp, entonces W es un ciclo dirigido. Ejemplos
de tales definiciones las podemos observar en la figura 1.6a: en la digrafica Sim(Ds)
(1,7, 23,7, 1) es un camino dirigido cerrado, (x7,z1,x2) es una trayectoria dirigida
(dado que no repite vértices) y (z3,x7,x3) es un ciclo dirigido.
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Sim(D3): X1 Asim(D3): *1
X5 * X2
Xz X3 X7 X3
% 2 % 2
X5 5
(a) Parte simétrica de la digrafica Ds. (b) Parte asimétrica de la digrafica Ds.

Figura 1.6: Ejemplos de subdigraficas generadoras de la digréfica Ds.

Para fines précticos, de aqui en adelante se omitira la palabra dirigido en la definicion
de camino dirigido, trayectoria dirigida y ciclo dirigido, esto se debe a que a lo largo de
este escrito se trabajard en gréficas dirigidas (digraficas).

Usaremos la siguiente notacién: dados W = (zg, 21, ..., 2x) un camino y {z;,x;}
un subconjunto de V(W), con i < j, el subcamino (z;,z;41,...,2;_1,%;) contenido
en W se denotara por (x;, W,z;). Més atn, si W es una trayectoria o un ciclo, es
facil ver que (x;, W, z;) es una trayectoria, si i < j, pues (x;, W, ;) no repite vérti-
ces (ni flechas); lo llamaremos subtrayectoria de W de x; hacia x;. Si dados tres
vértices x, y y z tenemos un xy-camino T} = (r = xg, x1,...,Tx = Y) y Un yz-camino
Ty = (y = Yo, Y1,---, Y1 = 2), la unién de dichos caminos, denotada por T} U Ty, es el
rz-camino (T = Xo, T1, ..oy Tk =Y = Yo, Y1, -, Y1 = 2)-

Proposicién 1.1. Si D es una digrafica y {x,y} es un subconjunto de V (D), entonces,

1. Todo xy-camino en D contiene una xy-trayectoria.
2. Todo camino cerrado en D contiene un ciclo.

Demostracion. 1. Sea W = (z = yo, 41, ..-,Yx = y) un camino en D. Consideremos
P = (x = xo,21,...,x = y) un zy-camino contenido en W de longitud minima,
respecto a todos los xy-caminos contenidos en W. Mostraremos que P es una
xy-trayectoria. Si z; = x; para algin {i, j} subconjunto de {0,1,...,k}, con i < j,
entonces (xg, P, z;)U(z;, P, x1) es un xy-camino contenido en W de menor longitud
que P, lo cual no es posible por la eleccién de P. Luego, todos los vértices de P
son distintos. Asi P es una zy-trayectoria contenida en W.
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2. Sea W = (2, 21, ..., 2k = 2p) un camino cerrado. Ya que D no tiene lazos, entonces
2k # zp—1. Sea C" = (29, W, zx_1). Por lo visto en el parrafo anterior tenemos que
(' contiene una zyzj,_1-trayectoria digamos 7T'. Luego, T'U (zx_1, 209) es un ciclo
contenido en W.

[]

Por otra parte, diremos que una digrafica D es aciclica si no contiene ciclos. Un
ejemplo de tal digréfica la podemos observar en la figura 1.6b. Las digraficas aciclicas
son una familia de digraficas ampliamente estudiadas, en particular, una propiedad de
este tipo de digraficas es la siguiente.

Proposicion 1.2. Toda digrdfica aciclica contiene un vértice de exgrado cero asi como
un vértice de ingrado cero.

Demostracion. Sea D una digrafica aciclica. Procediendo por contradiccién, supongamos
que todos los vértices tienen exgrado positivo. Sea x; un vértice arbitrario en D. Como
0t (z1) > 0, entonces existe un vértice xo tal que (x1,x9) € A(D). Asi también, como
0T (x2) > 0 entonces existe un vértice x3 tal que (z2,z3) € A(D).

Procediendo de esta manera, construimos un camino (z1,s,...). Como V(D) es
finito, entonces existen i y k en N, con i en {1,2,....k — 1}, tal que z; = ;. Sea
ki =min{k : z; = z), para algin i en {1,2,....k — 1}} e iy en {1,2,...k; — 1} tal que
x;, = Tr,. Notemos que i; es el tinico con esa propiedad en el conjunto {1,2,...,k; — 1},
de otro modo, si existiera i} en {1,2,...,k; — 1} tal que Ty = Xy, entonces xy = I; con
iy < k1, lo cual no es posible por la eleccién de k;. Luego, es claro que (4, iy 41, -y Ty )
es un ciclo, lo cual no es posible pues D es aciclica. De este modo, si D es aciclica
entonces existe un vértice de exgrado cero.

La demostracién de que si D es aciclica entonces existe un vértice de ingrado cero,
es analoga si consideramos a la digrafica D" que resulta de D al intercambiar la flecha
(u,v) por la flecha (v,u), para toda flecha (u,v) de D. O



Capitulo 2

Nicleos en digraficas

En este capitulo se introducira el concepto de nicleo el cual tiene mucha relevancia
histérica en la teoria de digraficas y otras areas, como se menciono en la introduccion.
Se demostraran algunos resultados relacionados a la existencia de un nticleo en algu-
nas familias de digréaficas: digraficas aciclicas, digraficas simétricas. Lo anterior para
comprender qué condiciones estructurales son elementales para la existencia de nicleos.

2.1. Definiciones y resultados basicos en nicleos

Para introducir el concepto de nicleo en una digrafica consideremos el siguiente
juego:

Dos jugadores (A y B) colocan 10 fichas sobre una superficie. Cada jugador,
en su turno, retira una o dos fichas. Gana el jugador que retire la ultima
ficha.

De este modo nos podemos preguntar si para alguno de los jugadores es posible
retirar de alguna manera especifica las fichas para asegurar su victoria.

Asociemos este problema a una digrafica: pongamos un vértice con etiqueta i por
cada nimero de fichas que puede haber sobre la mesa (0, 1, ...,10) y coloquemos una
flecha de un nimero ¢ hacia un niimero j si es posible llegar, en un turno, de ¢ fichas a j
fichas (véase figura 2.1).

Para encontrar una posible estrategia ganadora analicemos qué debié haber pasado

para que un jugador haya ganado. Claramente si alguien esta en la posicion 0 este serfa
el ganador, por lo que diremos que el 0 es una “posicién ganadora”. Por lo tanto, la

11
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8 6 4 2 0

Figura 2.1: Digrafica asociada al juego de las fichas.

pregunta es ;jcomo se puede llegar a ella? Ya sea desde la posicién 1 o 2. A tales posiciones
las llamaremos “posiciones perdedoras”, dado que desde éstas el siguiente jugador podria
ganar (de no equivocarse). Luego diremos que 3 es una posicién ganadora dado que
quien llegue a esta posicion podra ganar en el siguiente turno sin importar cuantas fichas
retire el jugador rival. De manera general podemos decir que un vértice es una “posicién
ganadora’si de llegar un jugador a esa posicién podria ganar el juego de jugar inteligente-
mente y diremos que un vértice es una “posicion perdedora’si de llegar un jugador a esa
posicién es seguro que perderd si el rival sabe jugar inteligentemente. Siguiendo con el
analisis, es facil ver que 7 sera una posicién ganadora si el siguiente jugador llegard a una
posicion perdedora sin importar como juegue y también si j es una posicién ganadora,
entonces j — 1, 7 —2 es una posicién perdedora dado que el siguiente jugador podria llegar
a una posicién ganadora. Luego, los vértices en posiciones ganadoras son X = {0, 3,6,9}.

Hay que hacer notar que tales vértices cumplen ciertas caracteristicas respecto a los
que estan en una posicion perdedora:

1. No hay flecha entre dos vértices en X.
2. Para todo vértice en una posicién perdedora hay alguna flecha a un vértice en X.

En algunos casos, en una digrafica podemos tener un conjunto de vértices con estas
caracteristicas, de modo que podemos introducir el siguiente concepto: diremos que un
subconjunto N de V(D), es un nicleo de D si cumple las siguientes condiciones:

1. A(D[N]) = 0; esto es, N es un conjunto independiente en D.
2. Para cada z en V(D) \ N existe una zN-flecha; esto es, N es absorbente en D.

Observemos la digrafica D en la figura 2.2. Afirmamos que N = {uy, us, us} es un
nucleo para D; en efecto, no hay una flecha entre dos vértices en N y para todo vértice
en V(D)\N existe alguna flecha hacia un vértice de N, a saber, (ug, uy), (ug, us), (12, us).
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D: Ug Uy

H:
Xy
Us U2
X3 X
Uy Uz
Figura 2.2: Digrafica con nicleo. Figura 2.3: Digrafica sin nicleo.

Sin embargo, no todas las digraficas tienen nicleo y en general, determinar cuédndo
una digrafica tiene o no ntcleo es un problema NP-completo, tal como lo demostro
V. Chvatal en [7]. De hecho, en la figura 2.3 se exhibe una digrafica que no tiene
nucleo; en efecto, {1, 2}, {1, 23}, {2, 23}, {1, ¥2, 23} N0 son nicleos de D pues no
son independientes y {x;}, {z2}, {z3} no son nicleos de D pues no son absorbentes.

Existen diversos resultados los cuales aseguran la existencia de un ntcleo en ciertas
familias de digréficas. Un par de estos resultados son demostrados a continuacion.

Proposicién 2.1. (Von Neumann [21]) Toda digrdfica aciclica tiene un nicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica aciclica. Procedamos por induccion sobre la cantidad
de vértices en D.

Base de induccién. Si |[V(D)| = 1, entonces es claro que V(D) es un nicleo de D.

Hipdétesis de induccién. Supongamos que toda digrafica aciclica D’ con menos de
n vértices tiene un ntcleo.

Paso inductivo. Sea D una digrafica aciclica con n vértices.

Consideremos S = {x € V(D)|6} (x) = 0}. Por proposicién 1.2, S # 0. Si V(D) =
S UT(9), entonces es claro que S es un nicleo de D (porque S es un conjunto
independiente por definicién de Sy S es absorbente por definicién de I'(S)). De otro
modo, consideremos D' = D\ (S UT'_(S)), la cual es una digrafica aciclica, pues D’ es
una subdigrafica de D; ademés |V (D')| < |V(D)| = n. Luego, por hipétesis de induccién,
D’ tiene un nicleo K (véase figura 2.4).
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Figura 2.4

Afirmamos que N = S U K es un niticleo para D.

Veamos que N = S U K es independiente en D. Por contradiccion, supongamos que
existen z y y en N tales que (z,y) € A(D). Si z estd en S, entonces 0/ (x) > 0, lo cual
no es posible por la definicién de S. Ademés, no es posible que {z,y} sea subconjunto
de K, dado que K es nicleo de D’. Entonces, x estd en K y y estd en S lo que implica
que x € I'_(S), pero esto no es posible pues K C V(D) = V(D) \ (SUT;(S)). Por
tanto, N es independiente en D.

Veamos ahora que NV es absorbente en D. Sea v en V(D) \ N. Si v estd en I'_ (),
entonces existe y en S tal que (v,y) € A(D); es decir, v es absorbido por un vértice
de N. Ahora, si v estd en V(D) \ K, al ser K nicleo de D', existe y en K tal que
(v,y) € A(D'); es decir, v es absorbido por algun vértice de N.

Como N es independiente y absorbente en D, entonces N = .S U K es nicleo de D.

En cualquier caso, D tiene un ntcleo, lo que termina el proceso de induccién. [
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Una digréfica D es llamada simétrica cuando A(Sim(D)) = A(D). Respecto a esta
familia de digraficas, tenemos el siguiente resultado el cual se le atribuye a C. Berge [4].

Proposicién 2.2. (C. Berge [4]) Toda digrdfica simétrica tiene un nicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica simétrica. Consideremos S un subconjunto inde-
pendiente maximal de V(D). Afirmamos que S es un nicleo de D. Veamos que S es
absorbente. Sea x en V(D)\ S. Como S es un conjunto independiente maximal, entonces
existe una flecha entre x y algin vértice en S (de otro modo S U {x} seria un conjunto
independiente con S C S U {z}, contradiciendo la eleccién de S). Pero al ser D una
digrafica simétrica, en particular existe una flecha que debe ir del vértice z hacia algin
vértice en S; esto es, S es absorbente en D. Por lo tanto, D tiene un nucleo. O

Una digréfica D es llamada ntcleo perfecta cuando cada subdigrafica inducida de
D tiene un ntcleo. En la figura 2.2 podemos observar una digrafica nicleo perfecta, esto
debido a que toda subdigrafica inducida propia de D es aciclica y por la proposicién 2.1,
éstas tendrian un ntcleo. A propdsito de esta definicion, tenemos el siguiente teorema el
cual se atribuye a P. Duchet [9].

Teorema 2.1. (P. Duchet [9]) Si D es una digrdfica tal que todo ciclo de D tiene al
menos una flecha simétrica, entonces D es una digrdafica nicleo perfecta.

Demostracion. Basta demostrar que la digrafica D tiene un nucleo, esto se debe a que
cualquier subdigrafica inducida de D cumple con la hipotesis del teorema 2.1. Para
probar esto procedamos por induccién sobre la cantidad de vértices en D.

Base de induccion. Sea D una digrafica que cumple la hipdtesis del teorema 2.1,
con |V(D)| = 1. En este caso es claro que V(D) es un ntcleo de D.

Hipétesis de induccién. Supongamos que toda digrafica, con menos de p vértices,
en la cual todo ciclo de D tiene una flecha simétrica, tiene un ntcleo.

Paso inductivo. Sea D una digrafica con p vértices tal que todo ciclo de D tiene
al menos una flecha simétrica. Podemos suponer que D tiene al menos un ciclo, de otro
modo por la proposicién 2.1, D tendria un nicleo.
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Consideremos S = {v € V(D) : 07 (v) = 0}. Supongamos que S = (), entonces

Asim(D)

para todo v en V(D) se tiene que el (5jsim<D) (v) > 0, y por la proposicién 1.2, existe un
ciclo v contenido en Asim(D), lo cual no es posible pues todo ciclo tiene una flecha

simétrica. Por lo tanto, S # ().

Consideremos H = D[S], la subdigrafica inducida por los vértices en S en D.
Veamos que H es subdigrafica de Sim(D). En efecto, pues V(H) =S, S C V(D) y
V(D) = V(Sim(D)). Ademés, si (x,y) estd en A(H), entonces (y,z) también estd
en A(H), de otro modo 5Lm(m () > 0, lo cual no es posible porque = € S. Asi,

A(H) C A(Sim(D)). Luego, por la proposicién 2.2, se tiene que H tiene un nicleo Nj.

Si V(D) = NoUI'; (No), entonces es claro que Ny es un nticleo para D. De otro modo,
consideremos D' = D\ (NoUI';(Ng)), la cual es una digrafica con menos de p vértices que
cumple con tener una flecha simétrica en cada ciclo de D’, pues D’ es subdigrafica de D.
Luego, por la hipétesis de induccidn, se tiene que D’ tiene un niicleo Ny (véase figura 2.5).

Afirmamos que N = Ny U N; es un nucleo de D.

[ |H =DIS]
[1D’

Figura 2.5
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1. Veamos que N es un conjunto absorbente en D. Sea v en V(D) \ N. Notemos que
{No, ', (No), N1, I' (N1)} es una particién de V(D), por lo que basta analizar
estos casos.

= Siwvestd en I'J(Ng), entonces existe u en Ny tal que (v,u) € A(D).

= Sivestden ' (N;), entonces existe u en Ny tal que (v,u) € A(D').
Como en ambos casos u €N, entonces N es un conjunto absorbente en D.

2. Veamos que N es un conjunto independiente en D.

Como Ny y N son independientes al ser nucleos de H y de D', respectivamente,
entonces basta ver que no existen NyN;-flechas ni N; Ny-flechas en D.

= No existe una N;Ny-flecha en D, de lo contrario existirian v en Ny y v en
Ni tal que (v,u) € A(D), entonces v € I'_(Ng). Pero N; estd contenido
en V(D') = V(D) \ (NoUT';(Ng)), entonces v ¢ I'_(Ny), lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, no existe una N;Ny-flecha en D.

= Supongamos que existe una Ny/Ni-flecha en D, de este modo existen u en Ny
y v en Nj tal que (u,v) € A(D). Como u estd en Ny C S = V(H), entonces
6:%-771(13) (u) = 0, por lo que (v, u) estd en A(D), pero esto no es posible por el
subcaso anterior. Por lo tanto, no existen Ny/N;-flechas en D.

Asi, N es un conjunto independiente en D.

De (1) y (2), concluimos que N = Ny U N; es un nicleo de D, lo que termina el
proceso de induccién. O






Capitulo 3

Digraficas m-coloreadas

En la primera seccion de este capitulo se dan conceptos relevantes como digrafica
m-coloreada, camino monocromatico, trayectoria monocromatica y ciclo monocromatico,
cada definicion viene acompanada de un ejemplo para su mayor comprension. Asi mismo,
se introducen dos digraficas asociadas: la cerradura de una digrafica D (C(D)) y la
digrafica de clases de color (¢¢(D)); ambas digréficas asociadas son de suma importancia
pues la primera contiene a la digrafica original como subdigrafica y la segunda exhibe
como se ligan los colores en la digrafica original.

En la segunda seccién se introduce el concepto de ntucleo por trayectorias mono-
cromédticas, el cual resulta ser una generalizacion del concepto de niicleo (véase capitulo 2)
y serd de vital importancia para los capitulos 4 y 5.

3.1. Definiciones y resultados basicos en digraficas
m-~coloreadas

Sea D una digrafica arbitraria. Una m-coloracién por flechas de D es una funciéon
c: A(D) — {1,2,...,m}, donde {1,2,...,m} es el conjunto de colores con el cual
se colorean las flechas de D, de modo que si a estd en A(D), el color de a es ¢, (a),
o bien, cuando se sobreentienda a que digrafica nos estamos refiriendo, simplemente
escribiremos c(a). Si D tiene asociada una m-coloracién por flechas diremos que D es
una digrafica m-coloreada. En la figura 3.1 podemos observar un ejemplo de una
digrafica 3-coloreada.

19
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V?‘\*
Z\z

Figura 3.1: Ejemplo de una digrafica 3-coloreada.

D:

Una trayectoria (camino, ciclo) a sera llamado trayectoria monocromatica
(camino monocromatico, ciclo monocromatico) si todas sus flechas estdn co-
loreadas con el mismo color, en cuyo caso nos referiremos por ¢, («) al Gnico color
representado en las flechas de «, o bien, cuando se sobreentienda a que digrafica nos
estamos refiriendo, simplemente escribiremos c¢(«). En la digrafica D (figura 3.1), tene-
mos que (g, Ty, T1, T, T3) €8 Un camino monocromatico en D de color 1, (z3, x5, ¢, 22)
es una trayectoria monocromatica en D de color 3 y (9, x4, 1, 22) es un ciclo mono-
cromético en D de color 1. También diremos que una trayectoria (ciclo) P en D es una
trayectoria arcoiris (ciclo arcoiris) si cada par de flechas en P tienen distinto color.
En particular si la longitud de la trayectoria arcoiris (del ciclo arcoiris) es 3 diremos que

_>
es un Ps arcoiris (tridngulo arcoiris). En la digrafica D (figura 3.1), tenemos que

(23, 5,14, 21) €s un Py arcoiris y (3, xg, T2, r3) es un tridngulo arcoiris.

De manera similar a la proposicién 1.1, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1. Si D es una digrdfica m-coloreada y {x,y} es un subconjunto de
V(D), entonces,

1. Todo xy-camino monocromdtico en D contiene una xy-trayectoria monocromdtica.

2. Todo camino cerrado monocromdtico contiene un ciclo monocromatico.

Demostracion. 1. Sea P = (x = xo,21,...,T = ¥) un zy-camino monocromatico
en D, en particular, P es un xy-camino en D, asi por la proposicion 1.1, P
contiene una zy-trayectoria 7" en D. Como A(T) C A(P) y P es un xy-camino
monocromatico, entonces 7' es una xy-trayectoria monocromatica contenida en P.

2. Sea C' = (xg, x1, ..., T, = Tp) un camino cerrado monocromético en D, en particular,
C es un camino cerrado en D, asi por la proposicion 1.1, C' contiene un ciclo v en
D. Como A(y) C A(C) y C es un camino cerrado monocromatico, entonces vy es
un ciclo monocromatico contenido en C.

]
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La cerradura de D, denotada por C(D), es la multidigrafica m-coloreada definida
como sigue: V(C(D)) = V(D) y A(C(D)) = A(D) U {(u,v) de color i : existe una uv-
trayectoria monocromética de color i en D}. Dicho concepto fue introducido inicialmente

por Hortensia Galeana Sénchez en [10]. En la figura 3.2 podemos observar la cerradura
de la digrafica D.

b: xl?— 1 = 1 % C(D): x - .
1 1/_ 3

2

’
2 \xsé 3 )

(a)
Figura 3.2: Cerradura de la digréafica D.

De la definicion de cerradura de una digrafica tenemos las siguientes observaciones.

Observacién 3.1. Para cualesquiera x yy en V(C(D)) tales que (x,y) € A(C(D)) se
tiene que existe una xy-trayectoria monocromadtica de color CC(D)(I,y) en D.

Esto se sigue de la definicion de C(D), pues si (x,y) estd en A(C(D)) es porque (z,y)
estd en A(D) (en cuyo caso (x,y) es la trayectoria monocromdtica buscada) o bien existe
una xy-trayectoria monocromdtica de color c, (z,y) en D.

Observacion 3.2. A(D) C A(C(D)).

Proposicién 3.2. (H. Galeana Sdnchez [11]) Sea D una digrdfica m-coloreada, entonces
C(C(D)) =C(D).

Demostracion. Primero notemos que por definicién V(C(C(D)) = V(C(D)). Sélo falta
probar que A(C(C(D))) = A(C(D)). De la observacién 3.2 tenemos que A(C(D)) C
A(C(C(D))), por lo que sélo resta probar que A(C(C(D))) € A(C(D)). Sea (u,v) en
A(C(C(D))) de color . De la observacién 3.1 se tiene que existe una uv-trayectoria
monocromética de color [ en C(D), digamos T = (u = zg, 21, ..., z, = v). De nuevo
por la observacién 3.1 tenemos que para cada i en {0,1,...,n — 1} existe una z;x;, -
trayectoria monocromatica 7T; de color [ en D. Luego, T' = U?;Ol T; es un wv-camino
monocromatico de color [ en D el cual contiene una uv-trayectoria monocromatica de
color [ (proposicién 3.1). Por lo tanto, (u,v) esta en A(C(D)). Asit A(C(C(D))) = A(C(D)),
lo que implica que C(C(D)) = C(D). O
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Otra digrafica asociada a una digrafica m-coloreada es la digrafica de clases de
color, la cual fue introducida por Hortensia Galeana Sanchez en [12]. Dada una digrafica
m-coloreada, se define la digrifica de clases de color, denotada por %¢(D), como sigue:

» V(%c(D)) es el conjunto de todos los colores representados en las flechas de D.

» (1,7) € A(Bc(D)) siy sélo si existen dos flechas de D, a saber (u,v) de color i y
(v,w) de color j.

Notemos que % (D) puede tener lazos. Dicha digrafica asociada es de vital impor-
tancia pues guarda informacion sobre que transiciones de colores son observadas en la
digrafica original. En la figura 3.3 podemos observar la digrafica de clases de color de
una digrafica D.

D: % Xz X3
?7 1 ﬁ 1
3
1 1 2
2\9@.‘43

(a)

(b)
Figura 3.3: Digrafica de clases de color de la digrafica D.

3.2. Definiciones y resultados basicos en nicleos en
digraficas m-coloreadas

Sea D una digréfica m-coloreada, diremos que un subconjunto N de V(D) es un
nucleo por trayectorias monocromaticas de D si se satisfacen las siguientes dos
condiciones:

1. Para cada par de vértices distintos uv y v en N, no existe una trayectoria mono-
cromatica entre ellos; esto es, N es independiente por trayectorias mono-
cromaticas en D.

2. Para cada z en V(D) \ N existe y en N tal que hay una zy-trayectoria mo-
nocromatica; esto es, N es absorbente por trayectorias monocromaticas
en D.
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En la figura 3.4 tenemos una digrafica en la cual es claro que {ys,y4} es un nicleo
por trayectorias monocromaticas de H, pues no existe una trayectoria monocromatica
entre y3 v Y1, v (Ys, Y1, Y2, y4) €s una trayectoria monocromatica (de color 2) que termina
en y, y contiene a todos los vértices en V(H) \ {ys, s}

Y1

H:
3
5 Va2
1 3
2 >’£ 2
L J
Vs 1 Ya

Figura 3.4

De esta ultima definicién notemos lo siguiente:

Observacion 3.3. Dada una digrdfica D consideremos una m-coloracion asociada a D,
de modo que cualesquiera dos flechas distintas tendran color diferente. De este modo,
las unicas trayectorias monocromdticas en D serdn las inducidas por cada flecha de D,
por lo que si un subconjunto N de V (D), es un nicleo por trayectorias monocromaticas
de D, entonces N es un nicleo de D. Luego, el concepto de nicleo por trayectorias
monocromaticas de una digrafica m-coloreada es una generalizacion del concepto de
niucleo de una digrdfica.

Mas aun, las definiciones de ntcleo de una digrafica y nicleo por trayectorias
monocromaticas de una digrafica m-coloreada se relacionan gracias al siguiente resultado.

Proposicién 3.3. (H. Galeana Sanchez [11]) Sean D una digrdfica m-coloreada y N

un subcongunto de V(D). N es un nicleo por trayectorias monocromdticas de D si y
sélo si N es nicleo de C(D).

Demostracion. Recordando la definicién de C(D) y la observacién 3.1 tenemos, respecti-
vamente, que:

» Si existe una zy-trayectoria monocroméatica en D, entonces (z,y) forma parte de

las flechas de C(D).

» Si (x,y) es una flecha de C(D), entonces existe una xy-trayectoria monocromética
en D.



24 CAPITULO 3. DIGRAFICAS M-COLOREADAS

Luego es claro que:

» N es independiente en C(D) si y sélo si N es independiente por trayectorias
monocromaticas en D.

s N es absorbente en C(D) si y sélo si N es absorbente por trayectorias mono-
cromaticas en D.

De modo que N es nucleo de C(D) si y sélo si N es un nticleo por trayectorias
monocromaticas de D. O

Un teorema clasico en cuanto a la existencia de nicleos por trayectorias monocromati-
cas fue probado en 1982 por Sands, Sauer y Woodrow [20]. Este resultado, en particular,
afirma lo siguiente:

Teorema 3.1. (Sands, Sauer y Woodrow [20]) Toda digrdfica finita 2-coloreada tiene
un niucleo por trayectorias monocromdticas.

Cabe mencionar que el teorema anterior fue demostrado para digraficas posiblemente
infinitas anadiendo la hipétesis de que la digrafica no tenga trayectorias infinitas exteriores
monocromaticas (donde una trayectoria infinita exterior en una digrafica de orden
infinito, es una sucesion (z;);eny de vértices distintos de D tal que para cada i en N,
(.lei, LUZ'Jrl) € A(D))



Capitulo 4

Ciclos monocromaticos y
trayectorias monocromaticas en
digraficas coloreadas por flechas

En este capitulo se hace un andlisis del articulo Monochromatic cycles and mo-
nochromatic paths in arc-coloured digraphs escrito por Hortensia Galeana Sanchez,
Guadalupe Gaytan Gomez y Rocio Rojas Monroy en [13]. En tal articulo, se dan
condiciones suficientes para la existencia de un nicleo por trayectorias monocromaticas
en digraficas m-coloreadas. Para esto consideran una particion {Cy, Cs} del conjunto
de colores de D y trabajan con dos subdigraficas generadoras de D, a saber D;, de mo-
do que A(D;) ={a € A(D) : ¢, (a) € C;}. Entonces, estudian condiciones sobre Dy y Ds.

De este modo, el resultado principal de este capitulo (teorema 4.2) afirma lo siguiente:
Sea D una digrafica m-coloreada. Supongamos que:

1. Para cada i en {1,2}, cada ciclo contenido en D; es monocromético.

2. C(D) no contiene ni tridngulos arcoiris ni Py arcoiris que utilicen colores
tanto de C como de C5.

Entonces D tiene un ntcleo por trayectorias monocromaticas.

Para mayor comprension de las técnicas utilizadas a lo largo de este capitulo, se
ejemplifica el proceso mediante una digrafica explicita.
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4.1. Definiciones y primeros resultados

Los siguientes lemas son sobre digraficas m-coloreadas en las cuales cada ciclo es
monocromatico. Un ejemplo de una digréfica que cumple esto lo podemos observar en la
figura 4.1 (pues tal digrafica no tiene ciclos, en particular, no tiene ciclos monocromaticos),
siendo C' = {1,2,3} el conjunto de colores de D. Esta digrafica la usaremos de ejemplo
a lo largo de este capitulo.

Bone
e

Figura 4.1: Ejemplo de una digréafica 3-coloreada en el que cada ciclo es monocromatico.

Lema 4.1. Sea D una digrdfica m-coloreada tal que cada ciclo en D es monocromdtico.
Si C' = (ug, U1, ..., U,_1) €S una sucesion de n > 2 vértices, distintos por parejas, tal
que para cada i en {0,1,...,n — 1} eziste una u;u;yq-trayectoria monocromdtica en D,
digamos T;, entonces el conjunto de trayectorias {Ty, 11, ..., T,—1} es monocromdtico, es
decir, las trayectorias T; son del mismo color por parejas (los indices de los vértices son
tomados médulo n ).

Demostracion. Procediendo por contradiccion, consideremos £ = {C) = (xg, x1, ..., 7)) :
existe [ en N de modo que Cj es una sucesion de [ > 2 vértices distintos por parejas que
cumple las hipdtesis del lema 4.1 y U LT 1o es monocromdtica} el cual es distinto del
vacio de nuestro supuesto. Sea (vg, vy, ..., v,_1) en £ de modo que £(|J7—, T;) es minima.
Como el conjunto de trayectorias {TO,T 1,--» Tn_1} Mo es monocromatico, entonces
U?:_()l T; no es un ciclo, de otro modo contradeciria la hipotesis del lema 4.1; ademas las
trayectorias 7T; no forman un ciclo por si mismas. Luego existe {i,j} subconjunto de
{0,1,....,n—1}, 1 < j, tal que V(T;) N V(T;) # 0. Seav en V(T;) NV(T;) (sij=i+1
entonces es posible elegir v # u;41). Consideremos v1 = (v, T}, V1) UTiq U ... UT; 1 U
(Uj, er, U) Y 72 = (U, ,_Tj, Uj+1) U ,-Tj—i-l U... UTn_l UTO UT1 U... Uﬂ_l U (Ui, E, U), de modo
que 1, Uy = U?:_Ol T; (véase figura 4.2). Como U?:_Ol T; no es monocromatico entonces
Y1 O Y2 no es monocromatico. Supongamos sin pérdida de generalidad que 7; no es
monocromatico, asi (v, Vi1, Vit2, ..., v;) €8 una sucesion en .Z donde ¢(7,) es menor que

WU 1) (pues Y1 es subdlgraﬁca propia de |JI—) T3), lo cual es una contradiccién por
la elecmon de (vg, V1, ..oy Un_1). O
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Como resultado directo del lema 4.1, tenemos los siguientes resultados:

Lema 4.2. Si D es una digrdfica m-coloreada tal que cada ciclo es monocromdtico,
entonces en C(D) cada ciclo es monocromdtico.

Demostracion. Consideremos vy = (g, x1, ..., Tn_1, To) un ciclo en C(D). Por la observa-
cién 3.1 tenemos que S = (xg, x1, ..., Tp—1) €s una sucesion la cual cumple las hipdtesis
del lema 4.1, siendo T; una z;x;,-trayectoria monocromatica de color Cerp) (i, Titi)
para cada i en {0,1,...,n — 1} (donde los indices son tomados médulo n). De este modo
se tiene que el conjunto de trayectorias {Tp, 11, ..., T,,—1} es monocromaético; como las
trayectorias T; eran de color c,,, (i, ;1) para cada i en {0,1,...,n — 1}, se sigue que
el ciclo v es monocromatico. El ciclo v fue elegido de forma arbitraria por lo que cada
ciclo en C(D) es monocromético. O

Lema 4.3. Si D es una digrdfica m-coloreada tal que cada ciclo es monocromdtico,
entonces en C(D) cada ciclo es simétrico.

Demostracion. Como se vié en la proposicién 3.2, C(C(D)) = C(D), este hecho nos
serd util. Sea v = (xg, 1, ..., Tn_1,%0) un ciclo en C(D), el cual es monocromatico
por el lema 4.2. Ahora, notemos que para cada ¢ en {0,1,...,n — 1} se tiene que
(i1, Tigy eey Ty Loy T1, -0y Tj) €8 UNA T; 11 2;-trayectoria monocromética (donde los indi-
ces son tomados médulo n). De este modo, para cada i en {0,1,...,n — 1} se cumple que
(it1,x;) € A(C(C(D))), pero como C(C(D)) = C(D), entonces tenemos que para cada
ien {0,1,...,n — 1} se cumple que (x;11,x;) € A(C(D)). Por lo tanto, v es simétrico
en C(D). El ciclo v fue elegido de forma arbitraria por lo que cada ciclo en C(D) es
simétrico. O
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Definicién 4.1. Sea D una digrdfica m-coloreada. Un subconjunto S de V(D) es un
seminicleo por trayectorias monocromadticas de D si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. S es un conjunto independiente por trayectorias monocromdticas.

2. Para cada z en V(D) \ S, si existe una Sz-trayectoria monocromdtica en D,
entonces existe una zS-trayectoria monocromatica en D.

Observaciéon 4.1. Si D es una digrafica m-coloreada, entonces el conjunto vacio es un
semintcleo por trayectorias monocromdticas de D.

Dada la definiciéon anterior, podemos notar que en la digrafica D de la figura 4.3,
el conjunto {z2} es un seminucleo por trayectorias monocrométicas de D, pues es
independiente por trayectorias monocromaticas al ser un conjunto con un unico vértice
y 67 (22) = 0. En general se tiene el siguiente resultado.

Bone
e

Figura 4.3

Lema 4.4. Sea D una digrdfica m-coloreada tal que cada ciclo en D es monocromdtico.
Entonces existe zo en V(D) tal que {xo} es un semindicleo por trayectorias monocromdti-
cas de D.

Demostracion. Supongamos, por contradiccién, que D es una digrafica como en la
hipétesis y que no existe un vértice xg que satisface la afirmacion del lema 4.4, es
decir, para todo = en V(D) existe y en V(D) \ {z} tal que existe una xy-trayectoria
monocromatica en D y no existe una yx-trayectoria monocromatica en D.

Sea g en V (D), entonces por la suposicién existe x; en V(D) \ {xo} tal que existe una
Toxi-trayectoria monocromatica en D y no existe una xjxo-trayectoria monocromatica
en D. De nuevo, por nuestra suposicion, existe xo en V(D) \ {z1} tal que existe una -
trayectoria monocromatica en D y no existe una xox;-trayectoria monocromética en D.
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Si ya tenemos elegidos a xg,x1, ..., T,, sabemos que existe z,41 en V(D) \ {z,}
tal que existe una x,x,i-trayectoria monocromatica en D y no existe una x, 1T,-
trayectoria monocromatica en D. Continuando de esta manera, construimos una sucesion
S = (xg, x1, T3, ...) de vértices de D tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una z;x;,1-
trayectoria monocromatica en D y no existe una x;,x;-trayectoria monocromatica en D.

Al ser D una digrafica finita, existe un subconjunto {7, j} de {0,1,2, ...}, con i < j, tal
que x; = x;. Sean jo =min{j € N: z; = x; paraalgini < j} eipen {0,1,2, ..., jo—1} tal
que z;, = x;,. Notemos que iy es unico con dicha propiedad en el conjunto {0, 1, ..., jo—1},
de otro modo, si existiera if, en {0, 1,2, ..., j0 — 1} tal que Ty = Tj,, entonces Ty = Tj,
con ig < jo, contradiciendo la minimalidad de jy. Observe, también, que para cada
subconjunto {l,1'} de {ig,i0 + 1,...,J0 — 1}, con I # I, se tiene que x; # xy; si para
algunos [y I en {ig,i0+1, ..., jo— 1}, con [ # I, sucediera que x; = xy, ésto contradeciria
nuevamente la minimalidad de jo, pues [ < jg.

Sin pérdida de generalidad supongamos que 7o = 0, jo = n. Luego, C' = (x¢, z1, T2, ...,
T,—1) es una sucesion de n vértices distintos por parejas tales que para cada i en
{0,1,2,...,n — 1} existe una z;x;,;-trayectoria monocromatica en D y no existe una
x;1x;-trayectoria monocromatica en D (donde los indices son tomados médulo n).
Por construccién, tenemos que v = (xg, z1, ..., T,_1, Zo) €s un ciclo en C(D) el cual es
asimétrico, lo cual no es posible pues en el lema 4.3 se demostré que Asim(C(D)) no
tiene ciclos.

Por lo tanto, existe xy en V(D) tal que {z(} es un semintcleo por trayectorias
monocromaticas de D. ]

4.2. Sobre la existencia de nuicleos por trayectorias
monocromaticas

Definicién 4.2. Sean D una digrdfica m-coloreada y H una subdigrdfica de D. Decimos
que un subconjunto S de V(D) es un seminicleo por trayectorias monocromdti-
cas modulo H de D si S es independiente por trayectorias monocromdaticas y para
cada z en V(D) \ S, si existe una Sz-trayectoria monocromdtica contenida en D\ H,
entonces eriste una zS-trayectoria monocromdtica contenida en D, donde D\ H es la
subdigrdfica generadora de D de modo que A(D\ H) = A(D) \ A(H)

Observacion 4.2. Si D es una digrafica m-coloreada, entonces el conjunto vacio es un
semintcleo por trayectorias monocromdticas modulo H de D.
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Dada la definicién anterior, podemos notar que en la digrafica D de la Figu-
ra 4.4, el conjunto {z3, x5} es un semintcleo por trayectorias monocromaticas médu-
lo Dy de D, pues no existe una trayectoria monocromatica entre los vértices x
y 5 en Dy 5; (x3) = 0 = 5;1 (x5), donde Dy = Do \ Dy. Méas atn, todos los
semintcleos por trayectorias monocromaticas médulo Dy de D son los siguientes:

®7 {.1'2}, {.1‘3}, {1‘5}, {x% $5}7 {$3, ‘T5}'

Dy: Dy:
T\ixﬁ?\ > iTﬁ/ . xlT %6 - ’ >x
L 41/ x50‘4/3—3—lx4 Sl o 2

(a) (b) (c)
Figura 4.4

En general, se tiene el siguiente resultado.

Lema 4.5. Sean D una digrdfica m-coloreada vy H una subdigrdfica de D de modo que
cada ciclo dirigido contenido en D\ H es monocromdtico. Entonces existe o en V(D)
el cual cumple con ser un seminicleo por trayectorias monocromdticas modulo H de D.

Demostracion. Notemos que para D\ H, subdigrafica de D, se cumple que para cada
ciclo dirigido contenido en D \ H es monocromatico. Luego, por el lema 4.4, existe
zoen V(D \ H) = V(D) tal que para cada z en V((D \ H) \ {zo}) = V(D) \ {zo} si
existe una xgz-trayectoria monocromatica contenida en D\ H, entonces existe una zxo-
trayectoria monocromadtica contenida en D\ H C D. Asi, de la definicién de seminticleo
por trayectorias monocrométicas médulo H de D, se tiene que {z(} es un seminicleo
por trayectorias monocromaticas moédulo H de D. O

Sea D una digréfica m-coloreada. De ahora en adelante, {C}, Cs} serd una particién
de ', donde C' es el conjunto de colores utilizados en las flechas de D, y D; la subdigrafi-
ca generadora de D tal que A(D;) = {a € A(D) : c¢(a) € C;}. Notemos que D;UDy = D.

Dada la digrafica D de la figura 4.4a consideremos la particion del conjunto de colores
dada por {C; = {1,3},Cy = {2}}, de este modo en las figuras 4.4b y 4.4c podemos
observar las subdigraficas generadoras respectivas Dy y Ds.



4.2. SOBRE LA EXISTENCIA DE NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONO... 31

Consideremos al conjunto & = {S C V(D) : S es un semintcleo no vacio por
trayectorias monocromdticas médulo Dy de D}.

Cuando S # (), denotaremos por Dgs a la digréfica definida como sigue: V(Ds) = S
(es decir, por cada elemento de S colocamos un vértice en Dg) y (S1,5) € A(Ds),
Sy # 9, si y solo si para cada s; en S; existe sy en S tal que s; = so 0 hay una
s189-trayectoria monocromatica contenida en D, y no hay una sss;-trayectoria mono-
cromaética contenida en D.

De lo dicho anteriormente, en la digrafica D de la figura 4.4 se tiene que, S #
0, més ain S = {{z2}, {ws}, {xs}, {22, x5}, {x3, 25} }, por lo cual existe la digrafica
Dgs. De hecho, en la figura 4.5 se exhibe tal digrafica asociada, donde notemos que
({x3, 25}, {x2, 25}) estd en A(Dg) pues existe una xzro-trayectoria monocromaética en
D5 y no existe una xaxs-trayectoria monocromética en D, ademds x5 estd en {xq, x5} v
en {x3,r5}. Asi se puede justificar con cada flecha en Dg observando directamente la
digrafica Dy de la figura 4.4.

{x2, %5}

{x2}

xs}

{x3, x5}

Figura 4.5: Digrafica asociada Dg de la digrafica D de la Figura 4.4.

Notemos que la digrafica Dg de la figura 4.5 es aciclica. Veamos que eso se cumple
en general.

Lema 4.6. Sea D una digrdfica m-coloreada. Si para cada i en {1,2}, cada ciclo
contenido en D; es monocromdtico, entonces Ds es una digrdafica aciclica.

Demostracion. Primero observemos que por el lema 4.5, existe un semintcleo por tra-
yectorias monocromaticas médulo Dy de D, asi S # ), por lo que podemos considerar
la digrafica Dg.
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Procediendo por contradiccién, supongamos que Dg contiene un ciclo, digamos
C' = (S0, St .-y Sn_1,S0) de longitud n > 2. Ya que C' es un ciclo en Dg, tenemos que
S; # S cuando i # j.

Afirmacién 1. Existe ig en {0,1,2,...,n — 1} tal que para algin z en S;,, z & S; 11
(donde los indices son tomados médulo n).

De otra manera, para cada i en {0,1,2,....,n — 1} y para cada z en S; tenemos
que z € Si1q,as1 5o € 57 C S C ... C 5,1 C 5y, de modo que para cada [ en
{0,1,2,....n — 1}, Sy C S C Sy, lo que implica que S; = S; para cada subconjunto
{i,7} de {0,1,2,...,n — 1}, con i # j. Asi, C' = (Sp), lo cual es una contradiccién pues
la longitud de un ciclo es al menos 2.

Afirmacién 2. Si existe ig en {0,1,2,...,n — 1} tal que para algtin z en S;, y
algin w en S;,11 existe una zw-trayectoria monocromatica en D, entonces existe j
en {0,1,...,n — 1} \ {io} tal que w € S, y w ¢ S;,+1 (donde los indices son tomados
modulo n).

Sin pérdida de generalidad supongamos que ig = 0. Primero observemos que w no es
elemento de S,, = Sy, de otra manera tendriamos una zw-trayectoria monocromatica en
D con {z,w} subconjunto de Sy, lo cual es una contradicciéon pues Sy es un conjunto
independiente por trayectorias monocromaticas. Como w estd en S, entonces podemos
definir jo =max{i € {1,2,...,n— 1} : w € S;}. Asi, w € S}, y w ¢ Sj,+1 (donde los
indices son tomados mdédulo n).

Ahora, de la afirmacién 1 tenemos que existen ig en {0,1,2,...,n — 1} y ¢y en
S;, tales que ty ¢ Si,+1. Pero como (S;,, Si,+1) € A(Ds), entonces existe t; en S 41
tal que hay una tyt;-trayectoria monocromatica contenida en Dy y no hay una t,ty-
trayectoria monocromatica contenida en D. De la afirmacion 2, tenemos que existe ;
en {0,1,...,n—1} tal que t; € S;, y t1 ¢ Si, 1. Ya que (S;,, S;,41) € A(Ds), tenemos
que existe to en S;, 11 tal que hay una t;¢s-trayectoria monocromatica contenida en Do
y no hay una t,t;-trayectoria monocromatica contenida en D. Si ya tenemos elegidos
to,t1, ..., tm, tenemos de la afirmacién 2 que existe un indice i,, en {0,1,...,n — 1} tal
que t, €5;,, v tnm ¢ S; 11y dado que (S;,,S;, +1) € A(Ds), se sigue que existe t,, 1
en S;, +1 tal que hay una ¢,,%,,,1-trayectoria monocromatica contenida en Dy y no hay
una t,,11t,-trayectoria monocromatica contenida en D. Continuando de esta manera
obtenemos una sucesién de vértices (o, t1, t2, ...) tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe
una t;t;11-trayectoria monocromatica contenida en Dy y no existe una t;t;-trayectoria
monocromatica en D.
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Al ser D una digrafica finita, existe un subconjunto {7, j} de {0,1,2, ...}, con i < j, tal
que t; = t;. Sean jo =min{j € N:¢; =, paraalgini < j} eig en {0,1,2, ..., jo — 1} tal
que t;, = t;,. Notemos que i es tinico con dicha propiedad en el conjunto {0, 1, ..., jo—1},
de otro modo, si existiera i; en {0,1,2,...,jo — 1} tal que t; = t;,, entonces ty = t;,,
con ig < jo, contradiciendo la minimalidad de jy. Observe, también, que para cada
subconjunto {l,1'} de {ip,ip + 1,...,50 — 1}, con [ # I', se tiene que t; # ty; si para
algunos [ y I' en {ig,i0+1,...,J0 — 1}, con [ # I, sucediera que t; = ty, ésto contradeciria
nuevamente la minimalidad de jy, pues [ < jg.

Sin pérdida de generalidad supongamos que iy = 0, jo = n. Luego, C' = (to, t1, to, ...,
t,—1) es una sucesion de n vértices distintos por parejas tales que para cada i en
{0,1,2,...,n — 1} existe una t;t;,1-trayectoria monocromatica en D y no existe una
ti11t;-trayectoria monocromatica en D (donde los indices son tomados médulo n). Por
construccién, tenemos que vy = (g, t1, ..., t,—1, to) es un ciclo en C(D) el cual es asimétrico,
lo cual no es posible pues en el lema 4.3 se demostré que Asim(C(D)) no tiene ciclos.

Por lo tanto Dgs es una digrafica aciclica. O]
El siguiente teorema es un caso particular del resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.1. Sea D una digrdfica m-coloreada tal que cada ciclo en D es monocromdti-
co, entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. Del lema 4.3 tenemos que cada ciclo en C(D) es simétrico. De este modo,
la digrafica C(D) cumple las hipdtesis del teorema 2.1, por lo que C(D) es una digrafica
nucleo perfecta. Asi, C(D) tiene un ntcleo, luego por la proposicién 3.3 la digrafica D
tiene un ntcleo por trayectorias monocromaticas. 0

Teorema 4.2. Sea D una digrdfica m-coloreada. Supongamos que:
1. Para cada i en {1,2}, cada ciclo de D contenido en D; es monocromdtico.

2. C(D) no contiene ni triangulos arcoiris ni Ps arcoiris que utilicen colores tanto de
Cy como de Cs.

Entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. Consideremos a la digrafica Dg. Ya que Dg es una digrafica finita y Dg
es aciclica (lema 4.6), entonces Dgs contiene al menos un vértice de exgrado cero (por la
proposicién 1.2). Sea S € V(Ds) tal que 65 (S) = 0.
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Probaremos por contradiccién que S es un ntcleo por trayectorias monocromaticas
de D. Supongamos que S no es un nucleo por trayectorias monocromaticas, entonces S
no es absorbente por trayectorias monocromaticas (S es independiente por trayectorias
monocromaticas, pues S € V(Dg)). Sea X = {z € V(D)\S: no existe una zS-trayectoria
monocromética en D}. De nuestro supuesto X # ().

Afirmacién 1. Existe zyp en X tal que para todo z en X \ {zo}, si existe una
xroz-trayectoria monocromatica contenida en D, entonces existe una zxg-trayectoria
monocromatica contenida en D;.

Por contradiccién supongamos que para todo z en X existe y en X \ {z} tal que existe
una xy-trayectoria monocromatica contenida en Dy C D y no existe una yx-trayectoria
monocromatica en D;.

Sea xy en X, entonces existe x; en X \ {zo} tal que existe una xyz;-trayectoria
monocromatica contenida en D; y no existe una x;xg-trayectoria monocromatica en
D;. De nuestra suposicién, existe x5 en X \ {z1} tal que existe una x;xs-trayectoria
monocromatica contenida en D; y no existe una xyx;-trayectoria monocroméatica con-
tenida en D;. Si ya tenemos elegidos xg, z1, ..., x; sabemos que existe z;,1 en X \ {z;}
tal que existe una x;x;i-trayectoria monocromatica contenida en D; y no existe una
x;117;-trayectoria monocromatica en D;. Continuando de esta manera construimos una
sucesiéon (xg, 1, xg, ...) de vértices en X tal que para cada ¢ en {0, 1,2, ...} existe una
x;T;1-trayectoria monocromatica contenida en D; y no existe una x;,x;-trayectoria
monocromatica contenida en D;.

Al ser D una digrafica finita, existe un subconjunto {7, j} de {0,1,2,...}, i < j, tal
que x; = x;. Sean jo =min{j € N: z; = z; paraalgini < j} eigen {0,1,2,..., jo—1} tal
que z;, = x;,. Notemos que iy es unico con dicha propiedad en el conjunto {0, 1, ..., jo—1},
de otro modo, si existiera iy en {0, 1,2, ..., jo — 1} tal que z;; = x;,, entonces vy = x;,,
con ig < jo, contradiciendo la minimalidad de jy. Observe, también, que para cada
subconjunto {/,!'} contenido en {ig,ig + 1,...,50 — 1}, con I # I, se tiene que x; # zy;
si para algunos [ y I' en {ig, i + 1,...,J0 — 1}, con | # I', sucediera que z; = xy, ésto
contradeciria nuevamente la minimalidad de jg, pues [ < jo.

Sin pérdida de generalidad supongamos que iy = 0, jo = n. Luego, C' = (x¢, z1, T2, ...,
T,—1) es una sucesion de n vértices distintos por parejas tales que para cada i en
{0,1,2,...,n — 1} existe una x;z,;1-trayectoria monocromatica en D; y no existe una
t;+1ti-trayectoria monocromatica en D; (donde los indices son tomados médulo n).
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Por construccién, tenemos que v = (zg, x1, ..., Tn_1, To) €s un ciclo en C(D) el cual
es asimétrico, lo cual no es posible pues en el lema 4.3 se demostré que Asim(C(D)) no
tiene ciclos.

Por lo tanto, existe o en X tal que para todo z en X \ {z¢}, si existe una zqz-
trayectoria monocromatica contenida en D;, entonces existe una zzy-trayectoria mono-
cromatica contenida en D;.

Sea T'= {z € S : no hay una zz,-trayectoria monocromatica en Ds}. De la definicién
de T, tenemos que para cada z en S\ T existe una zxg-trayectoria monocromatica en
Dy. Recordemos que cada trayectoria monocromaética esta contenida en Dy o Ds.

Afirmacién 2. TU{zy} es un conjunto independiente por trayectorias monocroméati-
cas.

= T es independiente por trayectorias monocromaticas, pues T'C Sy S € S.

= No hay Tzg-trayectorias monocromaticas contenidas en D. De otro modo, por
la definicién de T, tal trayectoria deberia estar contenida en D;. Ya que T esta
contenido en S y S es un semintcleo por trayectorias monocromaéticas no vacio
moédulo Dy de D, entonces hay una xgS-trayectoria monocromética en D, lo cual
contradice la definicién de X.

= De la definiciéon de X no hay xyS-trayectorias monocrométicas en D, en particular
no hay zy7-trayectorias monocromaticas.

Asi, T U{xo} es un conjunto independiente por trayectorias monocrométicas en D.

Afirmacién 3. Para cada z en [V(D) \ (T'U {z0})] si existe una (T' U {x})z-
trayectoria monocromatica contenida en Dy, entonces existe una z(7'U {x¢})-trayectoria
monocromatica en D.

Sea z en V(D) \ (T'U{zo}) tal que existe una (T'U{xo})z-trayectoria monocromética
contenida en D;.
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Tenemos dos casos:
Caso 1. Existe una T'z-trayectoria monocromatica contenida en D;.

Por contradiccién supongamos que no existe una z(7 U {x(})-trayectoria mono-
cromatica en D. Ya que T estd contenido en S y S en un semintcleo por trayectorias
monocromaticas no vacio médulo Dy de D, entonces existe una zS-trayectoria mo-
nocromaticas contenida en D. Asi, z ¢ S U X. Tenemos que tal trayectoria va de z
hacia S \ T pues no hay z(T U {z¢})-trayectoria monocromatica en D. Sea «; una
uz-trayectoria monocromatica contenida en D; (donde u es un vértice en T') y sea am
una zw-trayectoria monocromatica contenida en D con w en S\T. Como w esté en
S\T', entonces la definicién de T" implica que hay una wzo-trayectoria monocromética
contenida en Dy, digamos ag (véase figura 4.6).

Figura 4.6: Caso 1.

Si c(ay) = ¢(az), entonces ay estd contenido en Dy, por lo que oy U ap contiene
una uw-trayectoria monocromatica, lo cual es una contradiccién pues {u,w} C Sy S
es independiente por trayectorias monocromaticas. Entonces, ¢(ay) # c¢(as). Ademas
c(ay) # c(as), pues ay estd contenido en Dy y ag esta contenido en Ds. Podemos asumir
que c(az) # c(asz), de lo contrario s estd contenido en Dy y as U ag contiene una
zxo-trayectoria monocromatica, la cual es una z(7T' U {x¢})-trayectoria monocromatica,
lo cual no es posible.

De este modo, tenemos que (u, z,w,zg) es un P arcoiris en C(D) el cual utiliza
colores tanto de C; como de Cs, lo cual no es posible por las hipétesis del teorema.

Asi podemos concluir que hay una z(T'U {z¢})-trayectoria monocromética en D.
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Caso 2. Existe una xgz-trayectoria monocromatica contenida en D;.

Por contradiccién supongamos que no existe una z(7' U {z(})-trayectoria mono-
cromatica en D. Sea «; una zgz-trayectoria monocromaética contenida en D;. Si z
estuviera en X, entonces de la afirmacién 1 existirfa una zxy-trayectoria monocromatica
en Dy, lo cual no es posible, luego z ¢ S por definicién de X y el hecho de que zg € X.
Entonces z no estda en X U S. Luego, la definicion de X implica que existe una zS5-
trayectoria monocromatica contenida en D, digamos as. Supongamos que ap termina en
w. Si w estd en T', entonces oy es una z(7T U {xg})-trayectoria monocromadtica contenida
en D, lo cual no es posible, por lo que w estd en S\ T'. Luego, de la definicién de T
existe una wzg-trayectoria monocromatica contenida en D,, llamemos a tal trayectoria
as (véase figura 4.7).

Figura 4.7: Caso 2.

Si c(ay) = c(ag), entonces oy U ay contiene una zow-trayectoria monocrométi-
ca, lo cual contradice la definicion de X. Por lo tanto, c(ay) # c(asz). Ademaés,
c(an) # c(ag) pues ag estd contenido en D; y ag estd contenido en Dy. Podemos
asumir que c(ay) # ¢(ag), de lo contrario, ay estd contenido en Dy, por lo que as U a3
contiene una zx-trayectoria monocromética la cual es una z(7 U {zo})-trayectoria
monocromatica, lo cual no es posible.

De este modo, tenemos que (u, z,w,xy) es un tridngulo arcoiris en C(D) el cual
utiliza colores tanto de C'; como de Cs, lo cual no es posible por las hipétesis del teorema.

Asi podemos concluir que hay una z(7T' U {z(})-trayectoria monocromatica en D.

De las afirmaciones 2 y 3 tenemos que T'U {xp} es un seminticleo por trayectorias
monocroméaticas médulo Dy de D, es decir T'U {zy} estd en S = V(Dg).



38  CAPITULO 4. CICLOS MONOCROMATICOS Y TRAYECTORIAS MONO...

Ahora, como T es subconjunto de S, x estd en X y para cada s en S\ T hay una
sxg-trayectoria monocromatica contenida en Dy y no hay Sz(-trayectoria monocromatica
contenida en D. Entonces (S,T U {x¢}) estd en A(Ds), lo cual contradice el hecho que
65.(8) = 0.

S

Por lo tanto, S es un nicleo por trayectorias monocromaticas de D. O]

Cabe mencionar que la digrafica 3-coloreada D, en la figura 4.8a, utilizada a lo
largo de este capitulo para ejemplificar ciertas definiciones, cumple las hipotesis del
teorema 4.2. En efecto:

1. Se considera {&§ = {1,3},& = {2}} una particién de {1,2,3}, el conjunto de
colores, y también las subdigraficas generadoras D, y D, inducidas por esta
particién (véanse figuras 4.8b y 4.8¢).

2. Como no hay ciclos contenidos en D; o Dy, entonces esta digrafica cumple que
para cada i en {1,2}, cada ciclo contenido en D; es monocromatico.

3. Por la estructura de la digréfica es claro que C(D) no contiene ni triangulos arcoiris
ni P3 arcoiris que utilicen colores tanto de C; como de (.

D.l: Dz:

LJ/ s 1.

(a) (b) (c)

Figura 4.8: Ejemplo de una digrafica 3-coloreada que satisface las hipotesis del Teore-
ma 4.2.

Luego, el teorema 4.2 concluye que la digréfica 3-coloreada D de la figura 4.8a tiene
un nicleo por trayectorias monocromaticas. En efecto, es sencillo ver que {z, 5} es un
niicleo por trayectorias monocromaticas para D, donde 05, ({72, 25}) = 0 en la digréfica
de la figura 4.5.



Capitulo 5

Ciclos y transitividad por
trayectorias monocromaticas en
digraficas coloreadas por flechas

En este capitulo se hace un anélisis del articulo Cycles and transitivity by mono-
chromatic paths in arc-coloured digraphs escrito por Enrique Casas Bautista, Hortensia
Galeana Sénchez y Rocio Rojas Monroy en [6]. En tal articulo, se dan condiciones
suficientes para la existencia de un niicleo por trayectorias monocromaticas en digraficas
m-coloreadas. Para esto, consideran una particion ¢ = {Cy,Cy,...,Ci} (kK > 2) del
conjunto de colores de D, de modo que para cada i en {1,2,...,k} se tiene que la sub-
digrafica G;, definida como G; = D[{a € A(D) : c¢(a) € C;}] es transitiva por trayectorias
monocromaticas. Posteriormente, consideran otra particién {&;, &} de &, y trabajan con
subdigréficas generadoras de D, a saber D;, tales que A(D;) = {a € A(D) : ¢,(a) € C;
para algun C; € ;}. Entonces, estudian condiciones sobre Dy y Ds.

El resultado principal de este capitulo (teorema 5.1) afirma lo siguiente:

Sea D una digrafica m-coloreada. Supongamos que:

1. Para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido en D; existe
Cj en & tal que c(f) estd en C; para cada f en A(7y).
—>
2. D no contiene una (£, €, &)-subdivisién 3-coloreada de Cj.

3. Si existe una uz-trayectoria la cual es una (&, &, &;)-subdivisiéon 3-

%
coloreada de P para algin subconjunto {u,z} de V(D), entonces
existe una ux-trayectoria monocromatica en D.

Entonces D tiene un ntcleo por trayectorias monocromaticas.

39
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Este resultado es de suma importancia pues en particular generaliza el teorema
principal del capitulo 4 (teorema 4.2).

Para mayor comprension de las técnicas utilizadas a lo largo de este capitulo, se
ejemplifica el proceso mediante una digrafica explicita.

5.1. Definiciones y primeros resultados

De ahora en adelante, D denotard una digréfica finita m-coloreada y £ = {Cy, (s, ...,
Cr} (k > 2) serd una particién de C|, el conjunto de colores de D, tal que para cada i en
{1,2,...,k} se tiene que la subdigrafica G;, definida como G; = D[{a € A(D) : ¢(a) €
C;}] es transitiva por trayectorias monocromaticas; esto es, la existencia de una
xy-trayectoria monocromatica y una yz-trayectoria monocromatica en G;, implica la
existencia de una zz-trayectoria monocromatica en G;. Note que G; y G son ajenas
por aristas para todo i # j.

En la figura 5.1a podemos observar una digréfica 6-coloreada siendo C' = {1,2,3,4,
5,6} el conjunto de colores de la digrafica. Para tal coloracion se considera £ = {C =
{1,2},Cy = {3,4},C3 = {5,6}} una particion de C' de manera que las subdigrafi-
cas inducidas G, Gy, G3 son transitivas por trayectorias monocromaticas (véase fi-
guras 5.1b, 5.1c y 5.1d). En efecto, en la subdigrafica G; (figura 5.1b) tenemos que
(x7,21), (21, 22), (T7,2) son las unicas trayectorias monocromaticas en Gy por lo que
(51 es transitiva por trayectorias monocromaticas, asi también Gy y Gs.

Lema 5.1. Supongamos que para cada ciclo v de D existe C; en § tal que para cada f
en A(y) c(f) estd en C;. Si S = (ug, uq, ..., un—1) €s una sucesion de n vértices distintos
por parejas (n > 2) tal para cada i en {0,1,...,n — 1} existe una w;u;41-trayectoria
monocromdtica en D, digamos T;, entonces existe C; en & tal que para cada i en
{0,1,...,n =1} ¢(T;) estd en C; (los indices de los vértices son tomados mddulo n).

Demostracion. Para cada i en {0,1,...,n — 1} sea a; el color de la trayectoria T;. Proba-
remos por induccién sobre n, el nimero de vértices en la sucesién S (n > 2) que existe
C; en € tal que para cada ¢ en {0,1,...,n — 1} a; estd en Cj.

Base de induccién. Si n = 2, entonces Ty U T} es un camino cerrado, y de la
proposicion 3.1, se sigue que T U T} contiene un ciclo . Ahora, por hipétesis, existe C;
en £ tal que ¢(f) estd en C; para cada f en A(y). Notemos que v contiene flechas de Tj
y 11, pues Ty v T} no forman un ciclo por ellos mismos. Asi podemos concluir que para
cada i en {0,1} a; estd en Cj.
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D: X3 . X4
A
3 4
*2 1 Y15 *s

(a)

Gy: Gy: Gs: 5 N
7 $F N7
v \ ¥
(b) (c) (d)

Figura 5.1: Ejemplo de una digrafica 6-coloreada con sus respectivas subdigraficas
inducidas por una particién del conjunto de colores.

Hipétesis de induccién. Supongamos que si S = (ug, 1, ..., u;—1) €s una sucesién
de [ vértices distintos por parejas (n — 1 > [ > 2) tal para cada i en {0,1,...,1 — 1}
existe una wu,;u;41-trayectoria monocromética en D, digamos T;, entonces existe C; en §
tal que para cada ¢ en {0,1,....,l — 1} ¢(7;) esta en Cj,.

Paso inductivo. Sea S = (ug, uy, ..., u,—1) una sucesién de n vértices que satisface
las hipotesis del lema 5.1. Analizaremos dos casos:

Caso 1. Hay dos trayectorias consecutivas en S coloreadas del mismo color.

Sin pérdida de generalidad supongamos que ag = a1, entonces To U T} es un camino
monocromatico de wug hacia us, se sigue de la proposicion 3.1 que existe una trayectoria
monocromatica T de ug hacia uy. Consideremos S” = (ug, ug, ug, ..., u,_1), la cual es una
sucesion que satisface las hipotesis del lema 5.1, asi por la hipétesis de induccion, existe
C; en & tal que para cada i en {0,2,3...,n — 1} a; estd en C}, y como ag = a1, entonces,
para cada i en {0,1,2,...,n — 1} a; estd en C}.
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Caso 2. No existen dos trayectorias consecutivas en S que tengan el mismo color.

» Supongamos que (V(T;) — {ujr1}) NV (Tiy1) # 0 para algin i en {0,1,...,n — 1}.
Sea v en (V(T;) — {uiy1}) N V(Tiy1), entonces (v, Ty, uip1) U (w1, Tiz1,v) es
un camino cerrado el cual contiene un ciclo 7, por la proposicién 3.1. Ahora,
por hipétesis del lema, existe C; en £ tal que c(f) estd en C; para cada f
en A(v). Dado que (v, T, u;r1) v (wiv1,Ti+1,v) no son un ciclo por si mismos,
entonces vy contiene flechas de T; y T;44, lo que implica que {a;,a,41} € C; y
T; y Tiy1 estan contenidas en Gj. Luego, al ser G; transitiva por trayectorias
monocromaticas, entonces existe una u;u; o-trayectoria 7' contenida en G; de color
a;. Asi; S = (ug, Uy, ..., Ui, Uit 2, ..., Up_1) €8 Una sucesion que satisface las hipdtesis
del lema 5.1, de este modo, por la hipdtesis de induccion, existe C en £ tal que
{ag, a1, ..., a;_1,a}, air2, Gits, ..., an_1} estd contenido en Cy. Como a} estd en C; y
€ es una particion tenemos que C; = Cj. Por lo cual {a;, a;11} estd contenido en
Cj, y asi, para cada r en {0,1,2,...,n — 1} a, estd en C;.

» Supongamos que para cada ¢ en {0,1,....n — 1} (V(T;) — {uiz1}) NV (Tix1) = 0.

e Si V(T;) N V(T;) = 0 para cada subconjunto {7,j} de {1,2,...,k} tal que
n—1

|i — j| > 2, entonces |J T; es un ciclo. La hipétesis implica que existe C; en
i=0

n—1
¢ tal que ¢(f) esta en C; para cada f en A(|J T;), con lo cual para cada i
i=0
en {0,1,2,...,n — 1} a; estd en Cj.
e Asumamos que V(T;) NV (Tj) # () para algunos i y j tales que i — j| > 2.
Sin pérdida de generalidad supongamos que i < j. Sea v en V(1;) NV (1}).

Si v = w;, entonces T = (u;, Tj,v = w) y T = (v = w;, Tj,uj41)
son trayectorias de color a; tales que T; U T/ = Tj (véase figura 5.2).
: ! __ _ [/ — —
Consideremos S" = (U; = U, Uji1, Ujt, ooy Up—1, U, UL, ..., Uim1) ¥ S” = (u; =
U, Uit1, Uita, ..., Uj—1, U; ), las cuales son sucesiones que cumplen la hipétesis de
induccién, de modo que existen C, y C; en & tal que {a;, a1, ..., an_1, ag, a1,
@iy €Oy y {ai, air,...yaj1,a; € Cs. Como a; estd en C, NCy y & es
una particion, entonces C, = Cy. Por lo que podemos concluir que, para cada
len{0,1,2,....m — 1} q; estd en C,.
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Figura 5.2: Caso v = u;.

: _ ! _ " __ _
Si v = ujy1, entonces T; = (u;, Tj,v = uip1) y T} = (v = i1, Tj, uji1)

son trayectorias de color a; tales que T; U T/ = T; (véase figura 5.3).

. !/ _ " __ I
Consideremos " = (Uj41 = U, Wjt1, Ujta, ooy Un—1, U, Ui, .o, Ui) ¥ S" = (Uit =
U, Uis2, Wiy, ..., Uj—1, Uj;), las cuales son sucesiones que cumplen la hipétesis de
induccién, de modo que existen C, y C; en ¢ tal que {a;, a1, ..., an_1, ag, a1,
@} € Cry {aitt, Giga, -.yaj_1,a;} € Cs. Como a; esta en C, NCsy € es
una particion, entonces C, = Cy. Por lo que podemos concluir que, para cada
len{0,1,2,....,n — 1} a; estd en C,.

- 1 el is ;
N
Vet |
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\
; \
..\un-1 T\ Ui \ U
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» - NCAY Y .
Tj=i~g ;

Figura 5.3: Caso v = u;y1.

Si v = wj, entonces T = (u;, T;,v = u;) y I = (v = u;,T;, uiy1)
son trayectorias de color a; tales que 7] UT! = T; (véase figura 5.4).

. ! _ " __ —
Consideremos S" = (u; = v, Ujt1, Uig2, ..., Uj—1) ¥ 5" = (Uj = 0, Uj41, ..., Up_1,
Ug, U1, ..., U;), las cuales son sucesiones que cumplen la hipétesis de induc-
cién de modo que existen C, y Cs en ¢ tal que {a;,aiy1,...,a;1} € Cr y
{aj,aj41, ..., an-1,00, a1, ...,a;} C Cs. Como a; estda en C, N Cs y £ es una
particion, entonces C, = (. Por lo que podemos concluir que, para cada [
en {0,1,2,...,n — 1} q; estd en C,.
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Figura 5.4: Caso v = u;.

. ) _ " __ i
Si v = ujtq, entonces 1] = (u;, T;,v = ujp) y I} = (v = wjq1, Ti, tigr)
son trayectorias de color a; tales que 7] UT! = T; (véase figura 5.5).

. /] _ " __ J—
Consideremos S = (uj41 = v, Uis1, Uiz2, ..., ;) ¥ 5" = (Ujp1 = v, Ujpo, ...,
Up_1, Ug, U1, .-, U; ), las cuales son sucesiones que cumplen la hipdtesis de in-
duccién, de modo que existen C, y Cs en ¢ tal que {a;, ajt1,...,a;} C C, y
{aj11,052, ..., an_1,00, 01, ...,a;} T Cs. Como a; estd en C. N Cy y £ es una
particion, entonces C, = (. Por lo que podemos concluir que, para cada [
en {0,1,2,...,n — 1} q; estd en C,.
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Figura 5.5: Caso v = u;4;.

: ! 1!

Siwv ¢ {uivui—‘rhuj)uj-‘rl}) entonces 7_; = (uiaﬂ7v)7 j—; = (Uvﬂaui—f—l)?
T = (uj, Tj,v), T; = (v, T}, ujy1) son trayectorias tales que T;UT}" = Tj, cada
una de color a;, y TjUT] = T}, cada una de color a; (véase figura 5.6). Consi-

! " __

deremos S" = (v, Ujt1, Uita, ..o, uj) ¥ 5" = (U, Wjt1, UWjta, .o, Un—1, Uy, U, ..., Uy)
las cuales son sucesiones que cumplen la hipdtesis de induccién, de modo que
existen C, y Cy en § tal que {a;, a;+1,...,a;} C C, y {a;,a41, ..., an—1, ap, a1,
;) € Cs. Como {a;,a;} es subconjunto de C, N Cs y € es una parti-
cion, entonces C,. = C,. Por lo que podemos concluir que, para cada [ en
{0,1,2,...,n — 1} q; estd en C,.
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Figura 5.6: Caso v ¢ {u;, w1, wj, uji1}.

Concluimos de los casos I y 11 que existe C; en £ tal que a; estd en C; para cada ¢
en {0,1,....,n —1}. ]

Lema 5.2. Consideremosl en {1,2,....k}. Sea C' = (9,21, ..., Xy_1) una sucesion de
n vértices distintos por parejas tales que para cada i en {1,2,...n — 1} existe una
x;_1x;-trayectoria monocromdtica en G;. Entonces, para cada m en {1,2,..n — 1} existe
una Toxy,-trayectoria monocromdtica contenida en (.

Demostracion. La demostracion sera por induccion sobre n.

Base de induccién. Si n = 2, el resultado se cumple, pues por hipétesis existe una
x(z-trayectoria monocromatica contenida en Gy, si C" = (x, ) es la sucesién dada en
la hipétesis del lema 5.2.

Hipétesis de induccién. Sea n > 2. Supongamos que si C' = (Yo, Y1, -, Ym—1) €S
una sucesion de m < n vértices que satisface las hipétesis del lema 5.2, entonces exis-
te una xox,,-trayectoria monocromatica contenida en G, para cadam’ en {1,2, ..., m—1}.

Paso inductivo. Sea C' = (xg, 1, ..., ,_1) una sucesién de n vértices que satisface
las hipotesis del Lema 5.2. Por la hipdtesis de induccion, aplicada a la sucesién €7 =
(2o, T1, ..y Tp_o), €xiste una rox,,~trayectoria monocromética 7T, contenida en G, para
cada m’ en {1,2,...,n — 2}. Sea T una x,_ox, ;-trayectoria monocromética contenida
en (5;, de este modo T;,_5 y T son dos trayectorias monocromaticas contenidas en G;. Al
ser (7; transitiva por trayectorias monocromaticas entonces existe una xyx,_1-trayectoria
monocromatica en G, es decir, existe una xyx,,-trayectoria monocromatica contenida
en (; para cada m’ en {1,2,...,n — 1}, lo que termina el proceso de induccion. O
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Lema 5.3. Supongamos que para cada ciclo v de D existe C; en  tal que para cada f
en A(y) c(f) estd en C;. Entonces no existe una sucesion de vértices (xg, x1, T2, ...) tal
que para cada i en {0,1,2,...} existe una x;x;41-trayectoria monocromdtica en D y no
existe una x;1x;-trayectoria monocromdtica en D.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe una sucesion
de vértices (xg, 21, ...) tal que para cada i en {0,1,2, ...} existe una x;x;,-trayectoria
monocromatica en D y no existe una x;x;-trayectoria monocromatica en D.

Al ser D una digrafica finita, existe un subconjunto {7, j} de {0,1,2, ...}, con i < j, tal
que x; = x;. Sean jo =min{j € N: z; = x; paraalgini < j} eigen {0,1,2, ..., jo—1} tal
que z;, = x;,. Notemos que iy es unico con dicha propiedad en el conjunto {0, 1, ..., jo—1},
de otro modo, si existiera i; en {0,1,2,...,jo — 1} tal que zy = x;,, entonces zy = x;,,
con 1y < jo, contradiciendo la minimalidad de j3. Observe, también, que para cada
subconjunto {l,1'} de {ip,io + 1,...,J0 — 1}, con | # I, se tiene que x; # xy; si para
algunos [y I en {ip,i0+1, ..., jo— 1}, con [ # I, sucediera que x; = xy, ésto contradeciria
nuevamente la minimalidad de jy, pues [ < jp.

Sin pérdida de generalidad supongamos que 7o = 0, jo = n. Luego, C' = (x¢, z1, T2, ...,
T,—1) es una sucesion de n vértices distintos por parejas tales que para cada i en
{0,1,2,...,n — 1} existe una z;x;,-trayectoria monocromatica en D y no existe una
T 1x;-trayectoria monocromética en D. Para cada i en {0,1,2,...,n — 1} sea T; una
x;x;11-trayectoria monocromética en D (los indices son tomados médulo n), asi por el
lema 5.1 existe C en & tal que ¢(7;) estd en C; para cada i en {0,1,...,n — 1}.

Por el lema 5.1 existe una xyx,_i-trayectoria monocromatica contenida en Gy, la
cual es una x,x,_i-trayectoria monocromatica contenida en G, (pues los indices son
tomados médulo n), lo cual es una contradiccién.

Por tanto, no existe una sucesién de vértices (zg, x1, Z2, ...) tal que para cada ¢ en
{0,1,2,...} existe una z;x;,1-trayectoria monocromatica en D y no existe una x;;1x;-
trayectoria monocromatica en D. O]

Recordando la definicién de seminticleo por trayectorias monocromaticas de una
digrafica (definicién 4.1), podemos notar que en la digrafica D de la figura 5.1a, el
conjunto {3} es un semimicleo por trayectorias monocromaticas de D, pues es indepen-
diente por trayectorias monocromaticas al ser inicamente un vértice y 67 (x2) = 0.

Para las digraficas G, se observa lo siguiente.
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Lema 5.4. Consideremos r en {1,2,...,k}. Entonces no existe una sucesion de vértices
(20, T1, 9, ...) tal que para cada i en {0,1,2,...} existe una x;x;y1-trayectoria mono-
cromdtica en G, y no existe una x;i1x;-trayectoria monocromadtica en G,.. Ademds,
existe xo en V(G,) tal que {xo} es seminicleo por trayectorias monocromdticas de G,.

Demostracion. Sea r en {1,2,...k}. Procediendo por contradiccién, supongamos que
existe una sucesion de vértices (g, 1, 2, ...) tal que para cada i en {0,1,2,...} existe
una x;r;,1-trayectoria monocromatica en G, y no existe una x;,,x;-trayectoria mono-
cromatica en G,.

Al ser D una digrafica finita, existe un subconjunto {7, j} de {0,1,2,...}, i < j, tal
que x; = x;. Sean jo =min{j € N: z; = z; paraalgini < j} eigen {0,1,2,..., jo—1} tal
que z;, = x;,. Notemos que i es tnico con dicha propiedad en el conjunto {0, 1, ..., jo—1},
de otro modo, si existiera iy en {0, 1,2, ..., jo — 1} tal que z;; = 1, entonces vy = x;,,
con ig < jo, contradiciendo la minimalidad de jy. Observe, también, que para cada
subconjunto {l,1'} de {ip,i0 + 1,...,50 — 1}, con [ # I', se tiene que x; # xy; si para
algunos [y I en {ig,i0+1, ..., jo— 1}, con [ # I, sucediera que x; = xy, ésto contradeciria
nuevamente la minimalidad de jgy, pues [ < jg.

Sin pérdida de generalidad supongamos que 7o = 0, jo = n. Luego, C' = (x¢, z1, T2, ...,
T,—1) es una sucesion de n vértices distintos por parejas tales que para cada i en
{0,1,2,...,n — 1} existe una x;x; 1-trayectoria monocromética en GG, y no existe una
x;11x;-trayectoria monocromatica en G,. Para cada i en {0,1,2,...,n — 1} sea T; una
x;z;41-trayectoria monocromatica en G, (los indices son tomados médulo n).

Luego, por el lema 5.2 existe una xgx,,_i-trayectoria monocromatica contenida en G,
la cual es una z,z,_;-trayectoria monocromatica contenida en G, (pues los indices son
tomados médulo n), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, no existe una sucesion de
vértices (g, 1, T2, ...) tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una x;z;1-trayectoria
monocromatica en (G, y no existe una x;1x;-trayectoria monocromética en G,.

Para la segunda parte, procedamos de nuevo por contradiccién. Supongamos que
para cada = en V(G,), {x} no es un semintcleo por trayectorias monocrométicas de G,.
Entonces para cada = en V(G,) existe y en V(G,) \ {z} tal que existe una xy-trayectoria
monocromatica contenida en GG, y no existe una yz-trayectoria monocromatica en G,.

Sea zo en V(G,), entonces existe x; en V(G, rot+ tal que existe una xpxi-
?
trayectoria monocromatica en GG, y no existe una xjzo-trayectoria monocromatica en
G,. De nuevo, por nuestra suposicion, existe zo en V(G, 1}t tal que existe una
Y 7
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x1xo-trayectoria monocromatica en (G, y no existe una xox;-trayectoria monocromatica
en GG,. Si ya tenemos elegidos a xg, x1, ..., Z,, sabemos que existe x, 1 en V(G,) \ {z,}
tal que existe una x,z,,1-trayectoria monocromatica en G, y no existe una x,12,-
trayectoria monocromética en G,.. Continuando de esta manera, construimos una sucesion
S = (xg, x1, T2, ...) de vértices de G, tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una z;x;41-
trayectoria monocromatica en GG, y no existe una x;,x;-trayectoria monocromética en
G,. Esto contradice la primer parte de este lema.

Luego, existe zy en V(G,) tal que {x¢} es un semintcleo por trayectorias mono-
crométicas de G,. ]

Mas aun, tenemos que se cumple lo siguiente.

Lema 5.5. Supongamos que para cada ciclo v de D existe C; en £ tal que para cada f
en A(y) c(f) estd en C;. Entonces existe xo en V(D) tal que {xo} es un seminicleo por
trayectorias monocromdticas de D.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que para cada z en V(D), {x} no es un
semintucleo por trayectorias monocromaticas de D. Asi, para cada z en V(D) existe y
en V(D) \ {z} tal que existe una zy-trayectoria monocromatica en D y no existe una
yx-trayectoria monocromatica en D.

Sea z en V(D), de este modo existe z; en V(D) \ {zo} tal que existe una xoz;-
trayectoria monocromatica en D y no existe una x;xo-trayectoria monocromatica en
D. De nuevo, por nuestra suposicién, existe zo en V(D) \ {z1} tal que existe una
x1xo-trayectoria monocromatica en D y no existe una xoxi-trayectoria monocromatica
en D. Si ya tenemos elegidos a xg, 1, ..., T,,; sabemos que existe z,,41 en V(D) \ {z,}
tal que existe una x,x,-trayectoria monocromatica en D y no existe una x, 1T,-
trayectoria monocromatica en D. Continuando de esta manera, construimos una sucesion
S = (xg, x1, T3, ...) de vértices de D tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una z;x;,1-
trayectoria monocromatica en D y no existe una x;iz;-trayectoria monocromatica en
D, contradiciendo el lema 5.3.

Por lo tanto, existe zo en V(D) tal que {9} en un semintcleo por trayectorias
monocromaticas de D. O
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5.2. Sobre la existencia de nicleos por trayectorias
monocromaticas

Sea D una digrafica m-coloreada. De ahora en adelante, sea {£1, &>} una particién
de £ y D; serd la subdigrafica generadora de D tal que A(D;) = {a € A(D) : ¢(a) € C;
para algin C; en ¢;} para cada i en {1,2}. Note que para cada r en {1,2,....,k}, G, es
una subdigrafica de Dy o de Ds.

Dada la digrafica D de la figura 5.7a consideremos la particiéon de £ dada por

{& = {01, 0y}, & = {05} = {& = {{1,2},{3,4}},& = {{5,6}}}, de este modo en la

figura 5.7 podemos observar las subdigraficas generadoras respectivas Dy y Ds.

D: X3 X4 Dy:

D,: X3 Xy
4 2

N A,
VARV, VA AV

(a) (b) ()

Figura 5.7: Subdigréaficas generadoras de la digrafica D dada la particién {& =
{{1,2},{3,4}}, & = {{5,6}}} de la particién previa § = {{1,2},{3,4},{5,6}}.

Recordando la definicién de seminticleo por trayectorias monocromaticas modulo Do
de una digrafica (definicién 4.2), podemos notar que en la digréfica D de la figura 5.7a,
el conjunto {xs,z4} es un semintcleo por trayectorias monocromaticas médulo Dy de
D, pues no existe una trayectoria monocromatica entre los vértices xo y x4 en D y
5;“1 (x9) =0 = 5; (x4). Més atin, todos los semintcleos por trayectorias monocrométicas
moédulo Dy de D son los siguientes: 0, {2}, {z4}, {xs}, {x6}, {2, 26}, {74, w6}, {72, 25},
{xa, 24}, {x4, 25}, {72, 24, 26}, {72, x4, 25}

En general, se tiene el siguiente resultado.
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Lema 5.6. Supongamos que para cada ciclo v de D existe C; en § tal que para cada f
en A(vy) c(f) estd en C;. Entonces existe xo en V(D) tal que {xo} es una seminicleo
por trayectorias monocromadticas modulo Dy de D.

Demostracion. Si |&1] = 1, digamos & = {C,.}, entonces G, es una subdigrafica de Dy,
mas aun, D es la digrafica GG, y posiblemente algunos vértices aislados. Por el lema 5.4
existe xy en V(G,) tal que {x¢} es un seminicleo por trayectorias monocromaticas
de G,. Asi, de la definicién de semintucleo por trayectorias monocromaticas médulo
Do, se tiene que {xo} es un seminticleo por trayectorias monocrométicas médulo Dy de D,

Supongamos que |£1] > 2, entonces para Dy, subdigrafica de D, se cumple que para
cada ciclo v de Dy existe C; en & tal que para cada f en A(v) c(f) estd en C}. Luego, por
el lema 5.5 existe zg en V(D) = V(D) tal que {zo} es un seminticleo por trayectorias
monocromaticas de D;. Asi, de la definicién de semintcleo por trayectorias monocromati-
cas médulo Ds, se tiene que {xp} es un semintcleo por trayectorias monocromaéticas
moédulo Dy de D. O

De manera anédloga a lo hecho en el capitulo 4, consideremos al conjunto & = {S C
V(D) : S es un seminicleo no vacio por trayectorias monocromaticas médulo Dy de D}.

Cuando S # (), denotaremos por Dgs a la digréafica definida como sigue: V(Dg) = S
(es decir, por cada elemento de S colocamos un vértice en Dg) y para {51, S2} subcon-
junto de S, con S] # Sy, se tiene que (51, 5) € A(Dg) si y sélo si para cada s; en S;
existe sy en Sy tal que s = s5 0 hay una s;so-trayectoria monocromatica contenida en
Dy v no hay una sys;-trayectoria monocromatica contenida en D.

De lo dicho anteriormente, en la digrafica D de la figura 5.7 se tiene que, S # (), més
aun § = {{x27 Ty, xﬁ}a {1'2, Ty, 335}7 {3327 xﬁ}a {1'4, xﬁ}? {1'27 1'5}, {an x4}7 {ZE4, .’175}, {3:2}7
{z4},{x5},{x6}} por lo cual existe la digrafica Ds. De hecho, en la figura 5.8 se
exhibe tal digréfica asociada, donde notemos que ({z4, x5}, {4, z6}) estd en A(Dg)
pues existe una xsrg-trayectoria monocromatica en Dy v no existe una xgxs-trayectoria
monocromética en D, ademés x4 estd en {4, x5} y en {4, x6}. Asi se puede justificar
con cada flecha en Dg observando directamente la digrafica Dy de la figura 5.7c.

Es posible verificar que la digréfica Dg de la figura 5.8 es aciclica. Veamos que esto
se cumple en general.
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Dg: {xs} {24}

® {x2}

{2, %4, X5}

{x2,%6) @=—

%0

(o) ® L///\ / o 3}
L]

{22, %4}

{x2, x5}

Figura 5.8: Digrafica asociada Dg de la digrafica D de la figura 5.7a.

Lema 5.7. Supongamos que para cada ciclo v de D existe C; en £ tal que c(f) estd en
C; para cada f en A(y). Entonces Ds es una digrdfica aciclica.

Demostracion. Primero observemos que por el lema 5.6, existe un semintcleo por trayec-
torias monocromaticas médulo Dy de D, asi S # (), y podemos considerar la digréfica Dg.

Procediendo por contradicciéon, supongamos que Dg contiene un ciclo, digamos
C' = (So, Sty .-y Sn_1,S0) de longitud n > 2. Ya que C' es un ciclo en Dg, tenemos que
S; # S cuando i # j.

Afirmacién 1. Existe ip en {0,1,2,...,n — 1} tal que para algin z en S;,, z & S;41
(donde los indices son tomados médulo n).

De otro modo, para cada i en {0,1,2,...,n — 1} y para cada z en S; tene-
mos que z € S;jiq, asi S € 57 C€C 5 C ... € 5,1 € S5y, de modo que para [ en
{0,1,2,...,n—1} Sy C S; C Sp, lo que implica que S; = S; para cada subconjunto {1, 7}
de {0,1,2,...,n — 1}, con i # j. Asi C' = (Sp), lo cual es una contradiccién pues la
longitud de un ciclo es al menos 2.

Afirmacién 2. Si existe ig en {0,1,2,...,n — 1} tal que para algtin z en S;, y
algin w en S;,41 existe una zw-trayectoria monocromética en D, entonces existe jo en
{0,1,..,n—1}\{io} tal que w € S, y w ¢ Sjy+1 (donde los indices son tomados médulo
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Sin pérdida de generalidad supongamos que i = 0. Primero observemos que w no es
elemento de S, = Sy, de otra manera tendriamos una zw-trayectoria monocromatica en
D con {z,w} subconjunto de Sy, lo cual es una contradicciéon pues Sy es un conjunto
independiente por trayectorias monocromaticas. Como w esta en S, entonces podemos
definir jo =max{i € {1,2,...n—1} : w € S;}. As{, w € S}, y w ¢ S;,4+1 (donde los
indices son tomados médulo n).

Ahora, de la afirmacién 1 tenemos que existen ig en {0, 1,2,...,n—1} y ¢y en S;, tales
que tg & Siy+1. Pero como (S;,, Siy+1) € A(Ds), entonces existe t; en S; 41 tal que hay
una toti-trayectoria monocromatica contenida en Dy y no hay una tty-trayectoria mono-
cromdtica contenida en D. De la afirmacién 2, tenemos que existe i; en {0,1,...,n — 1}
tal que t; € S;, v t1 ¢ Si,41- Ya que (5;,,S;,41) € A(Ds), tenemos que existe ty en
Si,+1 tal que hay una t;to-trayectoria monocromética contenida en Do y no hay una tot-
trayectoria monocromatica contenida en D. Si ya tenemos elegidos tg, 1, ..., t,,; tenemos
de la afirmacién 2 que existe un indice i,, en {0, 1,...,n—1} tal que t,,, € S;,, v tin & Si,, 41
y dado que (S;,,,S;,+1) € A(Ds), se sigue que existe t,,11 en S; .1 tal que hay una
timtmi1-trayectoria monocromaética contenida en Dy y no hay una t,,.1t,,-trayectoria
monocromatica contenida en D. Continuando de esta manera obtenemos una sucesion
de vértices (to, t1,ts,...) tal que para cada i en {0,1,2,...} existe una ¢;t;,1-trayectoria
monocromatica contenida en Dy y no existe una t;,t;-trayectoria monocromaética en
D, lo cual contradice el lema 5.3 cuando |&] > 2. Si || = 1, digamos & = {C,},
entonces G, es una subdigrafica de Dy, méas ain, Dy es la digrafica G, y posiblemente
algunos vértices aislados, de modo que (to,t1,t2,...) es una sucesién de vértices de G,
tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una t;t;,1-trayectoria monocromética contenida
en (G, y no existe una t;,t;-trayectoria monocromatica en D. Ahora, por el lema 5.4
no existe una sucesiéon de vértices (g, x1, T2, ...) tal que para cada i en {0,1,2,...}
existe una x;r;, -trayectoria monocromatica en GG, y no existe una x;,1z;-trayectoria
monocromatica en G,, la existencia de la sucesién de vértices (to, t1,to, ...) contradice
este hecho.

Por lo tanto Dgs es una digrafica aciclica. O]

Sean D una digrafica m-coloreada y W = (ug, ..., Uy = Vg, ..., Uy = W, ..., Wy, = Ug)
un ciclo, decimos que W es una (&1, &, £2)-subdivisién 3-coloreada de Cj3 si T} =
(ug, W, ;) es una trayectoria monocromaética de color a contenida en Dy, Ty = (vg, W, v,,)
es una trayectoria monocromatica de color b contenida en D y T3 = (wg, W, w,,) es una
trayectoria monocromaética de color ¢ contenida en Dy, con a # b, b # ¢, y a # c.
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Sea P = (Ug, ..., U = Vg, ..., Uy, = Wy, ..., W,) Una trayectoria, decimos que P es una
(&1, &, &2)-subdivisién 3-coloreada de Ps si T} = (ug, P, u;) es una trayectoria mono-
cromética de color a contenida en Dy, Ty = (vg, P,v,,) es una trayectoria monocromatica
de color b contenida en D y T3 = (wg, P, w,) es una trayectoria monocromatica de color
¢ contenida en Dy, con a # b, b # ¢, y a # c.

En la digrafica 4-coloreada D de la figura 5.9a podemos considerar la particion
¢ = {{1},{2},{3},{4}} del conjunto de colores de D y posteriormente la particién
{& = {{1},{3}}, & = {{2}{4}}} de &. Esta ultima particién da lugar a las subdigraficas
generadoras Dy y Ds. Luego, (x4, x5, 77,21, T, Ts, T3, T4) €s una (&1, &, &)-subdivisién
3-coloreada de C3 en D, esto pues (x4 25,27, 21) es una trayectoria monocromatica de
color 3 en Dy, (x1,x2) es una trayectoria monocromética de color 1 en Dy (z2, xs, T3, T4)
es una trayectoria monocromaética de color 2 en Dy. También, (z7,x1, %2, s, x3) €s
una (&1, &, &)-subdivisién 3-coloreada de P3 en D, esto pues (z7,x1) es una trayectoria
monocromética de color 3 en Dy, (z1,x2) es una trayectoria monocromatica de color 1
en Dy (xq,xg,r3) es una trayectoria monocromética de color 2 en Ds.

D5:

& < \,\ .
\5 . vﬁ \%

(a) ()
Figura 5.9

Lema 5.8. Supongamos que para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido
en D; existe C; € & tal que para cada f € A(y) c(f) € C;. Supongamos que oy es una
uz-trayectoria monocromdtica contenida en Dy, ao es una zw-trayectoria monocromdtica
contenida en D y ag es una wx-trayectoria monocromdtica contenida en Do, de modo
que c(ay) # c(az), c(ay) # clag) y c(ay) # c(as) (note que u puede ser x). Adicional-
mente, supongamos que D no tiene uw-trayectorias monocromdticas, zx-trayectorias
monocromdticas y zu-trayectorias monocromdtz’cas._}Entonces existe una uxr-trayectoria
la cual es una (&, &, &2)-subdivision 3-coloreada de P3 o existe una (&1, &, &)-subdivision

3-coloreada de Cs5.



54 CAPITULO 5. CICLOS Y TRANSITIVIDAD POR TRAYECTORIAS MONO...

Demostracion. De las hipdtesis tenemos las siguientes observaciones:

1. u ¢ V(ag), de otra manera (u, ae, w) seria una uw-trayectoria monocromatica.
2. z ¢ V(as), de lo contario (z, as, z) serfa una zz-trayectoria monocromadtica.
3. w ¢ V(ay), de otro modo (u, ay,w) seria una uw-trayectoria monocromatica.

4. x ¢ V(ag), en otro caso (z, g, x) serfa una zz-trayectoria monocromatica.
Notemos que a estd contenido en Dy o en Dy, por lo cual tenemos los siguientes casos:

Caso 1. a9y esta contenido en Dy.

Si (V(en)NV(ag)) —{z}) # 0, entonces a; U ap contiene un ciclo  formado con
flechas de a1 y a, el cual estd contenido en D;. Por hipdtesis tenemos que existe C; en
& tal que para cada f en A(v) ¢(f) € Cj, lo que implica que a; y oo estan contenidos
en GG;. Como Gj es transitiva por trayectorias monocromaticas entonces existe una
uw-trayectoria monocroméatica contenida en GG;, lo cual es una contradicciéon pues no
existen uw-trayectorias monocromédticas. Asi podemos asumir que V(a;) NV (ag) = {z}.

Si V(ag) NV (ag) = {w}, entonces tenemos los siguientes casos:
(1.1.) V(Oél) N V(Oég) = @

Notemos que u # x, porque V(a1) NV (az) = 0. Luego tenemos que a3 U ap U a3
es una uz-trayectoria la cual es una (§,§, & )-subdivisién 3-coloreada de Pj (véase
figura 5.10).

u a, €Dy z -\ 5
e == u _ . z
- T _+9 e At wl <D, 7
el R N St P
’ \ ——— el .
\ / \ - v 1
\ ! \ e ! v
\ / N P / \
| I3 N / \
i ! f |
"a, €D / \ !
;o =L !
! ’ \ ;w, €D
I / a; € D, \ / *2 1
I 1
| / N i
1\ ! \\ Tl
! \
X e m— $ i '
[ L T ~~ x‘ \‘
w
a3 €D, w

Figura 5.10: Caso 1.1. Figura 5.11: Caso 1.2.
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(1.2.) V(a) N V(ag) # 0.

Sea y el iltimo vértice de a; que estd en ag, de las observaciones 2 y 3, tenemos que
y # 2y y # w, respectivamente, entonces (y, aq, z) U as U (w, az,y) es una (&1,&,&)-
subdivision 3-coloreada de C3, con z,w,y (véase figura 5.11).

Si (V(aa) NV (az)) — {w}) # 0 tenemos los siguientes casos:
(1.3.) V(Oél) N V(Oég) = @

Sea y el primer vértice de ay que estd en ag (de las observaciones 2 y 4, y # 2,y # x,
respectivamente), entonces a; U (2, o, y) U (y, a3, ) es una ua-trayectoria (pues u # )

la cual es una (&1, &, & )-subdivision 3-coloreada de P3 (véase figura 5.12).

u z =
eI <@ €D u @D - z
. SRR A
A - v
\\ f 1 \\f’,ﬁ
R 1'.4'"7 7 \\\',/’\\ \
i - ’
= DZ/ /” /~’””” 1’1 e // ! ﬁ‘-\"‘e._ /j
/ b ',‘ . / ‘f / -
V4 ay & Dl\ r:? ! el r’
s | i NC
T ——— - 1
x.i' ~ _‘ ¥ a3 € D, Y
- . Rl 2 i
) .. A
w
Figura 5.12: Caso 1.3. Figura 5.13: Caso 1.4(a).

(1.4) V(Odl) N V(O[g) 7& @

Sean y y e el primer vértice y el ultimo vértice de as, que estd en oy o en s,
respectivamente.

Siy € V(ap) tenemos que y # z (observacién 2) y también que y # w (obser-
Vacgn 3). Entonces (y, a1, 2) U as U (w, as,y) es una (&1, &, &)-subdivision 3-coloreada
de C5 (véase figura 5.13).
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Siy € V() y e € V(ay), asi y # e. Sean a el dltimo vértice de ag que esta
en oy, a existe porque y € V(az), y b el primer vértice de (a, az, z) que estd en oy, b
existe porque e € V(ay) y e € V((a,as,z)). Notemos que b # z y a # z (observacién
2), a # x (observacion 4), a # u (observacién 1), y b # w (observaciéon 3). También
a # b, porque estamos asumiendo que V(ag) N V(ag) = {2} ya # zy b # 2. Asi
(b,a1,2) U (z,a9,a) U (a,as,b) es una (&1, &, &)-subdivision 3-coloreada de C—>'3 (véase

figura 5.14).
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/
.. A }
- \
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w

Figura 5.14: Caso 1.4(b).

Ahora suponemos que e € V(az) (v y € V(az)). Tenemos que z # e , e # x
(por observaciones 2 y 4, respectivamente), de esto V(ay) NV ((e, a3, x)) = 0, de otro
modo existe v en V(ay) N V((e,as,x)), lo cual contradice la eleccién de e. Luego
a3 U (z,a9,€) U (e,a3,x) es una uz-trayectoria la cual es una (&,§,&)-subdivisién

3-coloreada de Pj (véase figura 5.15).
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Figura 5.15: Caso 1.4(c).
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Caso 2. ay esta contenido en Ds.

Si (V(ag)NV(ag)) —{w}) # 0, entonces as Uz contiene un ciclo v que contiene
flechas de as y ag, el cual esta contenido en Ds. Luego por hipdtesis existe C; en & tal
que para cada f en A(7) c(f) € C;, ast ap U a3 estd contenido en G;. Como G; es tran-
sitiva por trayectorias monocromaticas, entonces existe zx-trayectoria monocromatica
lo cual no es posible. Asi podemos asumir que V(az) NV (ag) = {w}.

Si V(ap) NV (ag) = {2} entonces tenemos los siguientes casos:
(2.1.) V(ag) NV (az) = 0.

Notemos u # z, porque V(ay) N V(az) = 0. Entonces a; U as U a3 es una uz-

_>
trayectoria la cual es una (&, &, &)-subdivisién 3-coloreada de P (véase figura 5.16).

u a & Dy z - 5
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. e o7 ‘nﬁ_f;_"{f_ao\
Y / N I ry \
\ \ P - 3
\ / '\ - / \
1 I (S f \
i J ! )
/a3 €Dy If’ @S D, ‘\\ ’/ s € Dy
‘r / N i
2 N
X —_——— ‘ ’J‘ \\\ 1‘
o~ T R ) 1 @
a3 € Dy w w
Figura 5.16: Caso 2.1. Figura 5.17: Caso 2.2.

(2.2.) V(a) N V(ag) # 0.

Sea y el ultimo vértice de ay que estd en az. Tenemos que y # z, y # w (por
las observaciones 2 y 3, respectivamente), entonces (y, a1, z) U as U (w, as,y) es una

(&1, &, &»)-subdivision 3-coloreada de C3 (véase figura 5.17).
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Si (V(en) NV(az)) — {z}) # 0, tenemos los siguientes casos:
(2.3.) (V(Oél) N V(Oég)) = @

Sea y el primer vértice de a; que esta en ap, note que y # z por la suposicion de este
caso, tenemos que y # u,y # w (por las observaciones 1y 3, respectivamente). Entonces
(u, a1, y) U (y, az, w) U as es una uz-trayectoria (u # = porque (V(ag) NV(az)) = 0) la
cual es una (1, &, & )-subdivisién 3-coloreada de P (véase figura 5.18).
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Figura 5.18: Caso 2.3.
(2.4.) V(ar) NV (agz) # 0.

Sea y el dltimo vértice de oy que estd en as, tenemos que y # z, y # w (por las
observaciones 1 y 3, respectivamente). Sea z’ el primer vértice de (y, aq, z) que estd en
ay (notemos que x’ puede ser z). Tenemos que 2’ # w (observacién 3) y =’ # y, porque
estamos asumiendo que V(ag) NV (as) = {w} y y # w. Ahora (y, oy, 2") U (2/, g, w) U
(w, az,y) es una (&1, &, &)-subdivisién 3-coloreada de C_>'3 (véase figura 5.19).
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Figura 5.19: Caso 2.4.
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Teorema 5.1. Sea D una digrdfica m-coloreada. Supongamos que:

1. Para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido en D; existe C; en &; tal
que para cada f en A(y) c(f) estd en C;.

ﬁ
2. D no contiene una (&, &, &)-subdivision 3-coloreada de Cs.

3. Si existe una uz-trayectoria la cual es una (&1, &, &)-subdivision 3-coloreada de

%
P3 para algin subconjunto {u,x} de V(D), entonces existe una ux-trayectoria
monocromatica en D.

Entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. Consideremos la digrafica Ds. Ya que Dgs es una digrafica finita y Dg
es aciclica (lema 5.7), asi Dg contiene al menos un vértice de exgrado cero (por la
proposicién 1.2). Sea S € V(Dgs) tal que 555(5) = 0. Probaremos, por contradiccién,
que S es un nucleo por trayectorias monocromaticas de D.

Como S € V(Dgs), entonces S es independiente por trayectorias monocromaticas.
Supongamos que S no es un nicleo por trayectorias monocromaticas en D, entonces S
no es absorbente por trayectorias monocrométicas en D. Sea X = {z € V(D) \ S : no
existe una zS-trayectoria monocromadtica en D}. De nuestro supuesto X # ().

Afirmacién 1. Existe zyp en X tal que para todo z en X \ {z¢}, si existe una
xroz-trayectoria monocromatica contenida en D, entonces existe una zxg-trayectoria
monocromatica contenida en D;.

Por contradiccién, supongamos que para todo z en X existe y en X \ {z} tal que
existe una xy-trayectoria monocromatica contenida en D; y no existe una yz-trayectoria
monocromatica en D;.

Sea xp en X, de este modo existe z1 en X \ {zo} tal que existe una xyx;-trayectoria
monocromatica contenida en D; y no existe una x;xg-trayectoria monocromatica en
D;. De nuestra suposicién, existe x5 en X \ {z;} tal que existe una x;xs-trayectoria
monocromatica contenida en D; y no existe una x,x;-trayectoria monocromaéatica con-
tenida en D;. Si ya tenemos elegidos zg, x1, ..., x; sabemos que existe z;,1 en X \ {z;}
tal que existe una z;r;,1-trayectoria monocromatica contenida en D; y no existe una
x;117-trayectoria monocromatica en D;. Continuando de esta manera construimos una
sucesiéon (xg, 1, Tg, ...) de vértices en X tal que para cada ¢ en {0, 1,2, ...} existe una
x;T;1-trayectoria monocromatica contenida en D; y no existe una x;,x;-trayectoria
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monocromatica contenida en D;. Sin embargo, por el lema 5.3 aplicado a la subdigrafica
Dy, cuando |&| > 2, sabemos que no existe una sucesién (xg, 1, Tg,...) de vértices
en V(D;) = V(D) tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una x;z;1-H-trayectoria
y no existe una x;,1x;-trayectoria monocromatica. Si |§;| = 1, digamos & = {C.},
entonces GG, es una subdigrafica de D;, méas ain, D; es la digrafica GG, y posiblemente
algunos vértices aislados; de modo que S = (zg, x1, Z2, ...) es una sucesion de vértices
en X tal que para cada i en {0,1,2,...} existe una x;x; i-trayectoria monocrométi-
ca contenida en G, y no existe una x;,x;-trayectoria monocroméatica contenida en
G,. Sin embargo, por el lema 5.4 no existe una sucesion de vértices (xg, x1, T2, ...) tal
que para cada i en {0,1,2,...} existe una x;x;,i-trayectoria monocromaética en G, y no
existe una x;1z;-trayectoria monocromatica en G.,., lo cual también es una contradiccion.

Por lo tanto existe zp en X tal que para todo z en X \ {xo}, si existe una zgz-
trayectoria monocromatica contenida en Dy, entonces existe una zxy-trayectoria mono-
cromatica contenida en D;.

Sea T'= {z € S : no hay una zz,-trayectoria monocromatica en Ds}. De la definicién
de T, tenemos que para cada z en S\ T existe una zzo-trayectoria monocromatica en
D,. Recordemos que cada trayectoria monocromaética esta contenida en Dy o Ds.

Afirmacién 2. TU{z,} es un conjunto independiente por trayectorias monocromati-
cas en D.

» T es independiente por trayectorias monocromaticas en D, pues T C Sy S € S.

= No hay Tzg-trayectorias monocromaticas contenidas en D. De otro modo, por
la definicién de T', tal trayectoria deberia estar contenida en D;. Ya que T esta
contenido en S y S es un semintcleo por trayectorias monocromaticas no vacio
médulo Dy de D, entonces hay una xgS-trayectoria monocromatica en D, lo cual
contradice la definicién de X.

= De la definicién de X no hay xyS-trayectorias monocromaticas en D, en particular
no hay zy7T-trayectorias monocromaticas.

Asi T'U {zo} es un conjunto independiente por trayectorias monocromaticas en D.
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Afirmacién 3. Para cada z en [V(D) \ (T'U {z0})] si existe una (7' U {x})z-
trayectoria monocromdtica contenida en Dy, entonces existe una z(7'U {x,})-trayectoria
monocromatica en D.

Sea z en V(D) \ (T'U{zo}) tal que existe una (7'U{xo})z-trayectoria monocromética
contenida en Dy.

Tenemos dos casos:
Caso 1. Existe una 7T'z-trayectoria monocromatica contenida en D;.

Por contradiccién, supongamos que no existe una z(7' U {zo})-trayectoria mono-
cromatica en D. Ya que T estd contenido en S y S en un seminticleo por trayectorias
monocromaticas no vacio médulo D, de D, entonces existe una zS-trayectoria mono-
cromaticas contenida en D. Asi z ¢ S U X. Tenemos que tal trayectoria va de z hacia
S\T pues no hay z(T'U{x(})-trayectoria monocromédtica en D. Sea ; una uz-trayectoria
monocromatica contenida en D con u en Ty sea as una zw-trayectoria monocromati-
ca contenida en D con w en S\T. Como w estd en S\T, entonces la definicién de
T implica que hay una wxy-trayectoria monocromatica contenida en D,, digamos ag
(véase figura 5.20).

Figura 5.20: Caso 1.

Si ¢(a1) = c(az), entonces ay C Dy, por lo que a3 U ap contiene una uw-trayectoria
monocromética, lo cual es una contradiccién pues {u,w} C Sy S es independiente por
trayectorias monocrométicas. Entonces, c(ay) # c¢(ag). Ademds c¢(ay) # c(as), pues oy
esta contenido en Dy y ag estd contenido en Dy. Podemos asumir que c¢(ay) # c¢(as), de lo
contrario as estd contenido en Dy y o U 3 contiene una zxg-trayectoria monocromatica,
la cual es una z(7T U {xo})-trayectoria, lo cual no es posible.
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Hagamos notar que:

» No existen uw-trayectorias monocrométicas en D. Esto se tiene pues {u,w} es
subconjunto de S y S es independiente por trayectorias monocromaticas.

= No existen zxg-trayectorias monocromaticas ni zu-trayectorias monocromaticas
en D, pues no existen z(T' U {x})-trayectorias monocrométicas en D.

De este modo, D, ay, as, as satisfacen las hipdtesis del lema 5.8, asi:

_>
» Existe una uxo-trayectoria la cual es una (&3, &, £3)-subdivisién 3-coloreada de P3 o

%
» Existe una (&1, &, & )-subdivision 3-coloreada de Cs.

En el primer caso, de la hipdtesis tenemos que habria una trayectoria monocromatica
de u hacia xg, lo cual contradice que T'U {x¢} sea independiente por trayectorias mono-
cromaticas. El sgg;undo caso no es posible pues D no contiene una (£, €, & )-subdivision

3-coloreada de Cj.
Asi podemos concluir que hay una z(T'U {z¢})-trayectoria monocromética en D.
Caso 2. Existe una xgz-trayectoria monocromatica contenida en D;.

Por contradiccién, supongamos que no existe una z(7' U {z(})-trayectoria mono-
cromatica en D. Sea a; una xgz-trayectoria monocromatica contenida en D;. Si z
estuviera en X entonces de la afirmacion 1 existiria una zxg-trayectoria monocromatica
en Di, lo cual no es posible, luego z ¢ S por definicién de X y el hecho de que zo € X.
Entonces z no estd en X U S. Luego, la definicion de X implica que existe una zS5-
trayectoria monocromatica contenida en D, digamos «s. Supongamos que o termina en
w. Si w estd en T, entonces oy es una z(7T' U {x})-trayectoria monocromdtica contenida
en D, lo cual no es posible, por lo que w estd en S\ T. Luego, de la definicién de T', existe
una wxg-trayectoria monocromaéatica contenida en D, llamemos a tal trayectoria ag
(véase figura 5.21).

Si ¢(aq) = c¢(ay), entonces oy U g contiene una zow-trayectoria monocromética, lo
cual contradice la definicién de X. Entonces c¢(ay) # c¢(ag). Ademads, c(aq) # c¢(asz) pues
aq estd contenido en D; y as estd contenido en Dy. Podemos asumir que ¢(aw) # ¢(ag),
de lo contrario ais estd contenido en Dy por lo que as U a3 contiene una zxg-trayectoria
monocromatica la cual es una z(T U {x¢})-trayectoria monocromaética, lo cual no es po-
sible.

Sea u = x(, notemos que:
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Figura 5.21: Caso 2.

= No hay uww-trayectorias monocromaticas en D. Lo cual se tiene de la definicién de
X.

= No hay zu-trayectorias monocromaticas en D, porque no hay z(7TU{x¢})-trayectorias
monocromaticas en D y como u = xg tampoco hay zxy-trayectorias monocromati-
cas.

De este modo, D, ay, as, as satisfacen las hipdtesis del lema 5.8, asi:
%
» Existe una uxo-trayectoria la cual es una (1, &, £;)-subdivisién 3-coloreada de P3 o

» Existe una (&, €, &)-subdivisién 3-coloreada de C_>'3

En el primer caso, de la hipdtesis tenemos que habria una uxy-trayectoria la cual
es una (&1,&, & )-subdivisién 3-coloreada de Ps, lo cual no es posible pues u = xy. El
segundo caso no es posible pues D no contiene una (&1, €, &)-subdivisién 3-coloreada de
C—’; . Asi podemos concluir que hay una z(7T U {x¢})-trayectoria monocromética en D.

De las afirmaciones 2 y 3 tenemos que T'U {zy} es un seminucleo por trayectorias
monocrométicas médulo Dy de D, es decir, T'U {xy} estd en S = V(Dg).

Ahora, ya que T es subconjunto de S, xqy estd en X y para cada s en S tal que
s no estd en T' hay una sx,-trayectoria monocromatica contenida en D, y no hay
Szo-trayectoria monocromdtica contenida en D. Entonces, (5,7 U {x¢}) € A(Ds), lo
cual contradice el hecho que 65 (S) = 0.

Por lo tanto, S es un nicleo por trayectorias monocromaticas de D.
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Figura 5.22: Ejemplo de una digréfica 6-coloreada que satisface las hipotesis del teore-

ma 5.1.

Cabe mencionar que la digrafica 6-coloreada D, en la figura 5.22a, utilizada a lo
largo de este capitulo para ejemplificar ciertas definciones, cumple las hipdtesis del

teorema 5.1. En efecto:

1. Primeramente se considera & = {C; = {1,2},Cy = {3,4},C3 = {5,6}} una

particién de {1,2,3,4,5,6}, el conjunto de colores, de manera que las subdigrafi-

cas G, G5 y G3 inducidas por esta particién son transitivas por trayectorias

monocromdticas (véanse figuras 5.22b , 5.22¢ y 5.22d).

2. Después se considera {& = {{1,2},{3,4}},& = {{5,6}}} una particién de £ y
también las subdigraficas generadoras Dy y D, inducidas por esta nueva particion

(véanse figuras 5.22e y 5.22f).
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3. Como no hay ciclos contenidos en Dy o Dy, entonces esta digrafica cumple que
para cada ¢ en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido en D; existe C; en &; tal
que ¢(f) € C; para cada f en A(y).

4. Porla estructura_gie la digrafica es claro que D no contiene una (1, €, £3)-subdivisién
3-coloreada de Cj5 (véase figura 5.22).

5. También D no contiene una (&1, &, & )-subdivisién 3-coloreada de f_’;, por lo que
cumple que si existe una wuz-trayectoria la cual es una (&1, &, & )-subdivisién 3-
coloreada de P; para algun subconjunto {u,z} de V(D), entonces existe una
uz-trayectoria monocromatica en D (véase figura 5.22).

Luego el teorema 5.1 concluye que la digrafica 6-coloreada D de la figura 5.22a tiene
un nicleo por trayectorias monocromadticas; efectivamente, es sencillo ver que {xo, 24, x4}
es un niicleo por trayectorias monocrométicas para D, donde 0}, ({x2, 74, 26}) = 0 en la
digréfica de la figura 5.8.

También podemos hacer notar lo siguiente.

Observacion 5.1. FEl teorema 5.1 es una extension del teorema de Sands, Sauer y
Woodrow (en el caso finito).

Hagamos notar que:

1. En la digrdfica 2-coloreada podemos considerar la particion § = {Cy = {1},Cy =
{2}} vy las digrdficas inducidas por esta particion Hy y Hy, respectivamente, las
cuales resultan ser transitivas por trayectorias monocromdticas pues tales digrdficas
son monocromdticas.

2. Ahora se considera {& = {{1}},& = {{2}}} una particion de & en la digrifica
2-coloreada, y las digrdficas generadoras de modo que A(Dy) = {a € A(D) :
c(a) =color 1} y A(D2) = {a € A(D) : c(a) =color 2}, notemos Dy y Dy son
monocromaticas.

3. Para cada i en {1,2} y cada ciclo v de D contenido en D; existe C; en & tal que
c(f) € C; para cada f en A(y), pues D; es monocromdtico.

Ahora, ya que D solo utiliza dos colores, tenemos que:

4. D no contiene una (&1, &, &)-subdivision 3-coloreada de C—>'3 Yy
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%
5. D no contiene una (&1,§, &)-subdivision 3-coloreada de Ps. Por lo cual cumple

. o g .
que, si (u,v,w,x) es una (&1,§, &)-subdivision 3-coloreada de P3, entonces existe
una trayectoria monocromdtica entre u y x en D.

Ya que cada digrdfica 2-coloreada D cumple las hipotesis del teorema principal,
podemos concluir que el teorema 5.1 es una extension del teorema de Sands, Sauer y
Woodrow en el caso finito.

Observacion 5.2. El teorema 5.1 es una extension del teorema 4.2.

Sea D una digrdafica la cual cumple las hipdtesis del teorema 4.2. Ahora:

1. Supongamos que el conjunto de colores de D es {ci,ca,...,cn}, sin pérdida de
generalidad supongamos que {Cy = {c1,¢a,...,c},Co = {Cha1, Chioy s Cm}} €S
la particion del conjunto de colores considerada en el teorema 4.2, con D; la
subdigrdfica generadora de D de modo que A(D;) = {a € A(D) : c(a) € B
para algin B € C;}. Ahora sea & = {{a1},{ca},...,{cm}} la primer particion
considerada para el teorema 5.1.

2. Para cada i en {1,2,....k} sucede que la grdfica H;, definida como H; = D[{a €
A(D) : c(a) € {c;}}] es transitiva por trayectorias monocromdticas pues H; es
momnocromatico.

3. Sea{& ={{ar}, s {ex}t}, & = {{crsr}, -, {em}}} una particion de € y para cada
i en {1,2} D. serd la subdigrdfica generadora de D tal que A(D}) = {a € A(D):

c(a) € {¢;} para algun c; € &}.

Note que Dy = D} y Dy = D). Por lo que:

4. Para cada i en {1,2} y para cada ciclo vy contenido en D} existe {c;} en & tal que
para cada f en A(vy) c(f) = ¢;, porque cada ciclo en D; es monocromdtico.

%
5. D no contiene una (&1, &, &) -subdivision 3-coloreada de Cy o una (&1, &, fg)-subdim’s_i)dn

3-coloreada de Ps, de otro modo C(D) contendria un tridngulo arcoiris o un Pj
arcoiris que utilice colores tanto de Cy como de Cy.

Ya que D cumple las hipotesis del teorema 5.1, tenemos que éste es una extension
del teorema 4.2.



Capitulo 6

Digraficas H-coloreadas

Este es el capitulo principal del trabajo mismo, el cual esta conformado por cuatro
secciones.

En la primera seccién se establecen definiciones bésicas, a saber: H-coloracion por fle-
chas, digrafica H-coloreada, H-camino, H-trayectoria y obstruccion de un camino. Este
ultimo concepto resulta de vital importancia dado que muchos resultados en digraficas
y digréaficas m-coloreadas no seran validos en digraficas H-coloreadas por la existencia
de obstrucciones en caminos.

En la segunda seccion se dan los conceptos de H-nticleo y H-nicleo por camino de
una digrafica H-coloreada, cuya importancia se establecié en la Introduccién. Asi mismo,
se dan observaciones pertinentes a tales definiciones, como el hecho de que el concepto
de H-nucleo en una digréafica H-coloreada generaliza al de nicleo en una digréafica y al
de ntcleo por trayectorias monocrométicas en una digrafica m-coloreada.

En la tercera seccion de este capitulo se hace una extension de los resultados prin-
cipales de los capitulos 4 y 5 (teoremas 4.2 y 5.1) de modo que se dan condiciones
suficientes para la existencia de un H-nicleo en digraficas H-coloreadas. El camino
a seguir es similar a lo realizado en los capitulos 4 y 5: primeramente se considera
una particiéon & = {C1,Cs, ..., Cy} (kK > 2) de V(H), el conjunto de colores de D, de
modo que para cada i en {1,2,....k} se tiene que la subdigréfica G;, definida como
Gi; = D[{a € A(D) : c(a) € C;}] es transitiva por H-trayectorias. Posteriormente, se
considera otra particion {&;,&} de £, y se trabaja con digraficas generadoras de D, a
saber D;, tal que A(D;) = {a € A(D) : ¢, (a) € C; para algin C; en ¢;}. Entonces, se
estudian condiciones sobre Dy y Ds.

67
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Asi, el resultado principal de este capitulo (teorema 6.1) afirma lo siguiente:

Sea D una digrafica H-coloreada. Supongamos que:

1. Para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido en D; existe
m en {1,2,....k} tal que 7 estd contenido en G,,.

2. Para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D;
existe m’ en {1,2, ..., k} tal que P esté contenido en G, .

3. Si existe una & &;-flecha o una & -flecha en A(%¢ (D)), digamos (a, b),
entonces (a,b) ¢ A(H).

ﬁ
4. D no contiene una (&1, €, &)-H-subdivisién de Cj.

5. Si existe una uz-trayectoria la cual es una (&1,&, &)-H-subdivision

%
de P3 para algin subconjunto {u,z} de V(D), entonces existe una
ux-H-trayectoria en D.

Entonces D tiene un H-ntcleo.

Para mayor comprension de las técnicas utilizadas a lo largo de esta seccion, se
ejemplifica el proceso mediante una digrafica explicita.

Para finalizar esta seccion, se exhiben ejemplos de digraficas H-coloreadas las cuales
muestran que cada una de las condiciones del teorema 6.1 son indispensables, mostrando
de esta manera que tal teorema es lo mas exacto posible.

Finalmente, en la cuarta seccion se hace una comparacion entre el resultado obtenido
en este capitulo y otros resultados similares sobre la existencia de H-nicleos en digraficas
H-coloreadas. Para comprender estos resultados analogos, se introducen las definiciones
necesarias, tales como: transitividad de una digrafica, H-ciclo, H-separacion, H-C3
fuertemente arcoiris, H-P3 fuertemente arcoiris en una digrafica H-coloreada, entre
otras.
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6.1. Definiciones y resultados basicos en digraficas
H-coloreadas

Sean H un digréafica posiblemente con lazos y D una digrafica simple finita. Una
H-coloracién por flechas de D es una funcién ¢ : A(D) — V(H), es decir, V(H)
es el conjunto de colores con el cual se colorean las flechas de D. De este modo, si
a estéd en A(D), el color de a es ¢, (a), o bien, cuando no haya confusién sobre a que
digrafica nos estamos refiriendo simplemente escribiremos c(a). Si D tiene asociada
una H-coloracién por flechas diremos que D es una digrafica H-coloreada. En la
figura 6.1 podemos observar a una digrafica H-coloreada D, donde V(H) = {1,2,3,4,5}
es el conjunto de colores.

H: D:
X Xz
2
1 5 3
1 v e
L./;l/
3 2 X5 2 Xy

Figura 6.1: Ejemplo de una digrafica H-coloreada D.

Observacion 6.1. Note que si H es la digrdfica definida por V(H) = {1,2,....m} y
A(H) un conjunto arbitrario, entonces toda H-coloracion de D es una m-coloracion
de D. Luego toda digrafica m-coloreada se puede asociar a una digrafica H-coloreada
al considerar la digrafica H definida anteriormente, de modo que la definicion de H -
coloracion de una digrdfica es una generalizacion de la definicion de m-coloracion de
una digrdfica.

Sea D una digrafica H-coloreada. Un camino (trayectoria) (vq,vg, ..., v,) en D, es un
H-camino (H-trayectoria) si y sélo si (¢, (v1,v2), ¢, (ve,v3), ..., cp(Un_1,v,)) €s un
camino en H. Si u y v son dos vértices distintos de D, denotaremos por uv-H-camino
(respectivamente uv-H-trayectoria) para referirnos a un H-camino (respectivamente
H-trayectoria) del vértice u hacia el vértice v. Un H-camino (H-trayectoria) (x =
U1, Ve, ..., vy = y) en D serd llamada una S;.5;- H-camino (5)S2-H-trayectoria) siempre
que x esté en S y y esté en Sy, donde Sy y 5o son subconjuntos de V(D). De igual modo,
un H-camino (H-trayectoria) (x = vy, vg, ..., v, = y) en D serd llamada un x.S- H-camino
(xS-H-trayectoria) siempre que y esté en S, donde S es un subconjunto de V(D). De
manera analoga se definen Sy-H-camino y Sy-H-trayectoria.
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Observacion 6.2. Notemos que la existencia de un xy-H-camino T no implica que
deba ezistir una xy-H-trayectoria contenida en T, tal como sucedia en digrdficas (pro-
posicion 1.1) y en digrdficas m-coloreadas (proposicion 3.1). De hecho, en la digrdfica
H-coloreada D de la figura 6.1, tenemos que P = (xg,xo, T3, Tq, T, T1) €S UN Tely-
H-camino en D (pues (2,3,4,5,2) es un camino en H), el cual no contiene una
xex1-H-trayectoria, dado que (xg,xa,x1) es la unica xexy-trayectoria contenida en Py
ésta no es una xexri-H-trayectoria pues (2,2) ¢ A(H).

Observaciéon 6.3. 5i T es una xy-H-trayectoria y T, es una yz-H -trayectoria, esto no
implica necesariamente que T1UTy es un xz-H -camino, tal como sucedia en digrdficas y en
digrdficas m-coloreadas (en particular cuando Ty y Ty eran trayectorias monocromdticas).
En efecto, en la digrdfica H-coloreada D de la figura 6.1, tenemos que T = (x3, x4, T2)
es una x3xo-H-trayectoria en D (pues (4,5) es un camino en H) y Ty = (z2, 5, 14) €s
una xox4-H-trayectoria en D (pues (5,2) es un camino en H ), sin embargo, Ty U Ty =
(3, T4, To, T5,T4) N0 €s un x3x4-H-camino en D, pues (5,5) ¢ A(H).

Gracias a estas observaciones, podemos notar que tales resultados no son validos en
digrafica H-coloreadas debido a la existencia de ciertos vértices, en los cuales existe una
transicion de colores no valida en la coloracién dada por la digrafica H. De este modo
tenemos la siguiente definicién la cual fue introducida por Hortensia Galeana Sanchez
[15]: Sean D una digrafica H-coloreada, W = (xg, 21, ...,2,) un camino en D e i en
{1,2,...,n — 1}, decimos que z; es una obstruccién de W si (c(x;_1,z;), c(x;, xi11)) ¢
A(H). En caso de ser W = (zg, x1, ..., £, = Zo) un camino cerrado, diremos que xy = z,
es una obstrucciéon de D si (¢(x,_1,2,), c(xg, 1)) ¢ A(H). Luego, en la digrafica H-
coloreada D de la Figura 6.1, tenemos que x5 es obstruccién del camino (z4, T2, T5)
(pues (c(xy, x2), c(xa,x5)) = (5,5) ¢ A(H)) y x5 es una obstruccién del camino cerrado

(9, 23, x4, x2) (pues (c(z4,xs),c(x2,23)) = (5,3) ¢ A(H)).

6.2. Definiciones y resultados basicos en nicleos en
digraficas H-coloreadas

Un subconjunto N de V(D) se dice que es un H-nticleo por caminos si satisface
las siguientes dos condiciones:

1. Para cada par de vértices distintos en N no existe un H-camino entre ellos en D;
esto es, N es H-independiente por caminos en D.

2. Para cada vértice x en V(D) \ N existe y en N tal que existe un zy-H-camino en
D; esto es, N es H-absorbente por caminos en D.
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Un subconjunto N de V(D) se dice que es un H-ntcleo si satisface las siguientes
dos condiciones:

1. Para cada par de vértices distintos en N no existe una H-trayectoria entre ellos
en D; esto es, N es H-independiente en D.

2. Para cada vértice x en V(D) \ N existe y en N tal que existe una xy-H-trayectoria
en D; esto es, N es H-absorbente en D.

Los respectivos ejemplos de las dos definiciones anteriores, seran dados en las obser-
vaciones 6.6 y 6.7.

Ahora, de la definicién de H-nucleo tenemos lo siguiente:

Observacion 6.4. Considerando la digrdfica H definida por V(H) = {1,2,...m} y
A(H) ={(1,1),(2,2),...,(m,m)} (véase figura 6.2a) tenemos que si un subconjunto
de V(D), digamos N, es nicleo por trayectorias monocromdaticas de D, entonces N es
un H-nicleo de D; esto debido a que todas las H-trayectorias en D son trayectorias
monocromdticas. Luego, el concepto de H-nicleo de una digrdfica H-coloreada es una
generalizacion del concepto de nicleo por trayectorias monocromdticas de una digrdfica
m-coloreada.

H: 5 H:

@ ¢

3 1 3

b d ° °
. ~ o
EQE} QS

(a) (b)
Figura 6.2

Observacién 6.5. Considerando la digrdfica H definida por V(H) = {1,2,....m} y
A(H) =0 (véase figura 6.2b) tenemos que si un subconjunto de V (D), digamos N, es un
H-niicleo de D, entonces N es un nicleo de D; esto debido a que todas las H-trayectorias
en D son unicamente flechas de D. Luego, el concepto de H-nicleo de una digrdfica
H-coloreada es una generalizacion del concepto de nicleo de una digrdfica.



72 CAPITULO 6. DIGRAFICAS H-COLOREADAS

Observacion 6.6. Si D tiene un H-nicleo por caminos, entonces D no tiene necesa-
riamente un H-nicleo. De hecho, Hortensia Galeana Sdnchez y Rocio Sdnchez Lopez en
[17], exhibieron una digrdfica H-coloreada D que ejemplifica lo dicho en esta observacion
(véase figura 6.3). En efecto, {w} es un H-micleo por caminos de D, pues (u,v, z,v,w)
es un H-camino que termina en w y contiene a todos los vértices de D. Por otro lado,
D no tiene un H-nicleo, pues todo conjunto H-independiente tiene cardinalidad 1, dado
que entre cada par de vértices es posible hallar una H-trayectoria entre ellos, y en este
caso, un conjunto de cardinalidad 1 no es H-absorbente en D.

2

Figura 6.3: Digrafica H-coloreada con H-ntcleo por caminos y sin H-ntcleo.

Observacion 6.7. Si D tiene un H-nicleo, entonces D no tiene necesariamente un
H -niicleo por caminos. De hecho, Hortensia Galeana Sanchez y Rocio Sdnchez Lopez en
[17], exhibieron una digrdfica H-coloreada D que ejemplifica lo dicho en esta observacion
(véase figura 6.4). En efecto, {u,z} es un H-nicleo de D (entre u y x no eziste una
H-trayectoria y I' ,({u, z}) = {v,w, 2} ). Ademds, D no tiene H-niicleo por caminos pues
todo conjunto H -independiente por caminos tiene cardinalidad 1, dado que (z,v,w, v, u)
es un xu-H-camino en D y N,(2) = {u,z,w,v}, y en este caso, un conjunto de
cardinalidad 1 no es H-absorbente por caminos en D.

H:

Figura 6.4: Digrafica H-coloreada con H-ntcleo y sin H-nticleo por caminos.
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6.3. Ciclos, H-caminos y transitividad por H-trayec-
torias en digraficas H-coloreadas

De ahora en adelante, D denotara una digrafica finita H-coloreada y & = {Cy, (s, ...,
Cy }(k > 2) serd una particién de V(H), de modo que para cada i en {1,2, ..., k} se tiene
que la digrafica G;, definida como G; = D[{a € A(D) : ¢(a) € C;}] es una subdigréfica
transitiva por H-trayectorias de D; esto es, la existencia de una zy-H-trayectoria y
una yz-H-trayectoria en (G;, implica la existencia de una xz-H-trayectoria en G;. Note
que G; y G son ajenas por aristas para todo i # j.

En la figura 6.5a podemos observar una digrafica H-coloreada siendo V' (H) = {1, 2, 3,
4,5,} el conjunto de colores de la digrafica D. Para tal coloraciéon consideremos
¢ = {C, = {1,2},Cy = {3,4},C5 = {5}} una particién de C' de manera que las
subdigraficas inducidas Gi,Gq, G5 son transitivas por H-trayectorias (véanse figu-
ras 6.5b, 6.5¢ y 6.5d). En efecto, en la subdigrafica G; (figura 6.5b) tenemos que
(x4, 23), (23, 2), (T4, T3, x2) son las Gnicas H-trayectorias, por lo que GGy es transitiva
por H-trayectorias, asi también G5 y Gj.

Xy
: D:
H: 1 /"\
5 3
\.2 Xz

5. T 1“-\52//2
5 3
e d
X5 4 X

(a)

4

Figura 6.5: Ejemplo de una digrafica H-coloreada con sus respectivas subdigraficas
inducidas por una particién del conjunto de colores.
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Lema 6.1. Supongamos que:
1. Para cada ciclo v de D eziste i en {1,2,...,k} tal que v estd contenido en G;.

2. Para cada H-camino P de D existe j en {1,2,...,k} tal que P estd contenido en
G;.

Si S = (ug,uy, ..., up—1) €s una sucesion de n vértices distintos por parejas (n > 2)
tal que para cada i en {0,1,...,n — 1} existe una u;u;y1-H-trayectoria en D, digamos T;,

n—1
entonces existe j en {1,2,....k} tal que \J T; estd contenido en G; (los indices de los
i=0

vértices son tomados mddulo n ).

Demostracion. Primero observemos que, como cada H-trayectoria es un H-camino, en-
tonces para cada H-trayectoria T' de D existe i en {1,2,...,k} tal que H estd contenido
en G;. Luego, para cadal en {0,1,...,n—1} seal’ en {1,2, ..., k} tal que T; esta contenido
en G por hipétesis. Probaremos por induccién sobre n, el nimero de vértices en la
n—1
sucesion S (n > 2), que existe j en {1,2,...,k} tal que |J T; estd contenido en Gj.
i=0
Base de induccion. Si n = 2, entonces Ty U 17 es un camino cerrado, y de la
proposicién 1.1, se sigue que Ty UT} contiene un ciclo . Ahora, por hipétesis, existe j en
{1,2,...,k} tal que v esta contenido en G;. Sea {ig, i1} subconjunto de {1,2,...,k}, de
modo que 7y esté contenido en G;, y T} esté contenido en G;,. Notemos que «y contiene
flechas de Ty y 17, pues Ty y 11 no forman un ciclo por ellos mismos. Asi, dado que
1o = J = 11 y dado que las digraficas GG, son ajenas en flechas, podemos concluir que
To UT estd contenido en Gj.

Hipdtesis de induccién. Supongamos que si S = (ug, uy, ..., u;_1) €s una sucesion
de [ vértices distintos por parejas (n — 1 > [ > 2) tal que para cada i en {0,1,....n — 1}
existe una u;u;,1-H-trayectoria en D, digamos T}, entonces existe j en {1,2, ..., k} tal

-1
que |J 7; esta contenido en Gj.

i=0

Paso inductivo. Sea S = (ug, u1, ..., u,_1) una sucesion de n vértices que satisface
las hipotesis del lema 6.1.

Analizaremos dos casos:
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n—1
Caso 1. Existe i en {0,1,...,n — 1} tal que u; no es obstruccién en |J T;.
=0
n—1
Sin pérdida de generalidad supongamos que u; no es obstruccién en J 7;. Entonces
=0

To U T es un H-camino de ug hacia uy. Ahora, por hipdtesis, existe m en {1,2, ..., k}
tal que Ty U T} esta contenido en G,,. Luego, al ser G, transitiva por H-trayectorias
y como Ty, T estan contenidos en G,,, se sigue que existe una H-trayectoria T de uy
hacia uy. Consideremos 5" = (ug, ug, ug, ..., u,—1), la cual es una sucesiéon que satisface
las hipétesis del lema 6.1, asf por la hipétesis de induccién, existe [ en {1, 2, ..., k} tal que
TUT,UT3U...UT, 1 esta contenido en G; y como T estd contenida en G,,, tenemos

n—1
que m = [. Asi, |J T; esta contenido en G,.

i=0

n—1

Caso 2. Para cada i en {0,1,...,n — 1}, u; es obstruccién de |J 7j.
=0

» Supongamos que (V(T;) — {ujt1}) NV (Tiy1) # 0 para algin i en {0,1,...,n — 1}.
Sea v en (V(T;) — {uiz1}) NV (Ti41), entonces (v, T;, uiv1) U (wit1, Tig1,v) €s un
camino cerrado el cual contiene un ciclo v, por el lema 1.1. Ahora, por hipédtesis,
existe m en {1,2, ..., k} tal que y estd contenido en G,,, dado que T; y T} 41 no son
un ciclo por si mismos, entonces v contiene flechas de T} y T;.1, lo que implica
que T; v T;+1 estan contenidas en G,,; es decir, i = m = (i + 1), por ser las
digraficas GG, ajenas en flechas. Luego, al ser GG, transitiva por H-trayectorias y
como T; y T;,1 estan contenidos en G,,, entonces existe una wu;u;,o- H-trayectoria
T contenida en G,,. Asi, S" = (ug, U1, ..., Ui, Uit2, ..., Up_1) €S Una sucesiéon que
satisface las hipotesis del lema 6.1, de este modo, por la hipdtesis de induccién,
existe [ en {1,2, ..., k} tal que ToUT 1 U...UT;_UTUT;;oU...UT,,_; esté contenido

n—1

en ;. Como T estéd contenido en Gy, entonces m = [. Asi, |J T; estd contenido
i=0

en G,,.

» Supongamos que (V(T;) — {uis1}) NV (Ti11) = 0 para cada i en {0,1,...,n — 1}.

e Si V(T;) N V(T;) = 0 para cada subconjunto {i,j} de {1,2,...,k} tal que
n—1

li — 7] > 2, entonces J T; es un ciclo. La hipétesis implica que existe m en
i=0

n—1
{1,2,...,k} tal que |J T; esta contenido en G,,.
i=0
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e Asumamos que V(T;) N V(Tj) # () para algunos i y j tales que |7 — j| > 2.
Sin pérdida de generalidad supongamos que i < j. Sea v en V(1;) N V(1}).

Si v = uy, entonces T = (u;, Tj,v = w;) y T = (v = u;, Tj, uj41) son
H-trayectorias tales que 77 UT}" = Tj, la cual estd contenida en G (véase
figura 6.6). Consideremos S" = (w; = U, Uj1, Ujsr2, ooy Up—1, Ug, U, ooy Ui1) Y
S" = (u; = v, Uiy1,Uita, .., Uj—1,U;), las cuales son sucesiones que cumplen
la hipdtesis de induccién, de modo que existen r y s en {1,2,...,k} tales

n—1 i—1 J—1
que T/ U( U Tm)U (mgo T,,) esta contenido en G, y (mQZ 1) UT] estd

m=j+1
contenido en G,. Notemos que r = j' = s, pues las digraficas G; son ajenas
n—1
en flechas, asi |J T, esta contenido en G.
m=0
. ".,_\ e Ty '.uaw—z . ".’__‘ e To '.u;w-a
0 Vo Ui ST e 0o oo u TR e
I 2 e S S
Ve I K T~ !
*“o T‘—y "’ T \\ ?uo T f’ \f Tiv1 ‘\
Tpoy f s’ ! S.'r T,!_I/J s’ o SH
/ (!\'D = Uy / P! V= 1Upyq
i N Y . N Y
‘Kun_l T _,’\ ‘.{uﬂ—l (e U .
— o Ui | Ty u., Ui R e Ui i T u; Wigs
s o S T " s Ve R T "
7}—?\\\\7// J_‘l\\\“-‘,/j
Figura 6.6: Caso v = u;. Figura 6.7: Caso v = w;y;.

: ! /!

Si v = ujy1, entonces T; = (u;, Tj,v = uip1) y T} = (v = uiy1, Tj, uji1)
son H-trayectorias tales que T;UT}" = Tj, la cual estd contenida en G (véase
figura 6.7). Consideremos S" = (w41 = U, Uji1, Ujs2, ooy Up—1, Ug, U1, ..., Ui) Y
S" = (uip1 = v, Uit2,...,uj_1,u;), las cuales son sucesiones que cumplen
la hipdtesis de induccién, de modo que existen r y s en {1,2,....k} tales

n—1 7 j—1
que Ty U( U Tn)U (U Tn) estd contenido en G,y (| T,,) UT] estd
m=j+1 m=0 m=i+1
n—1
contenido en Gy. Notemos que r = j' = s, asi |J T, estd contenido en Gj.
m=0
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Si v = wy, entonces 1] = (u;, T;,v = u;) y T = (v = w;,T;, uit1)
son H-trayectorias tales que T/ UT!" = T, la cual estd contenida en Gy
(véase figura 6.8). Consideramos 5" = (u; = v, Uit1, Uiy2, ..., uj—1) y S =
(Uj = U, Ujs1, ey Up—1, Up, U1, ..., U;), las cuales son sucesiones que cumplen
la hipdtesis de induccién, de modo que existen r y s en {1,2,...,k} tales

7—1 n—1 1—1
que T/ U ( |J T.) esté contenido en G, y (U Trn) U (U Ton) UT! esta

m=i+1
n—1
contenido en G. Notemos que r =i’ = s, asi |J T, estd contenido en Gj.
m=0

: ! 1
Si v = ujy1, entonces T) = (u;, T;,v = ujq1) vy T = (v = wjp1, T;, wigr)

TN =T
To___ 4, S ,r R S
I 1 ‘e T, Uiry 1
* \‘ o // :
T T
Uy o T |
i i ! | \
Tn—i/ A S S'
'_/ e v= MJI .
\ [ \
\ T. ‘\ Y, \
..\un-l u / | |],l-l u -
——— o~ Ui+ ! =1 Uj_p s~
\ - ! -2
- |l S AT ! ,'
[
~ s

Figura 6.8: Caso v = u;.

son H-trayectorias tales que 7] U T = T;, la cual esta contenida en Gy
(véase figura 6.9). Consideremos S" = (uj41 = U, Ujs1, Uiyo, ..., u;) ¥ 5" =
(Uj41 = U, Ujt2, ..., Un_1, Ug, U1, ..., U;), las cuales son sucesiones que cumplen
la hipétesis de induccién, de modo que existen 7 y s en {1,2,...,k} tales

j n—1 i—1
que T/ U ( U Tn) estd contenidoen G, y ( U Tn) U (U Tm) UT! esté
m=i+1 m=j+1 m=0

n—1
contenido en G. Notemos que r =i’ = s, asi |J T, estd contenido en Gj.

m=0
— T Uis2 _ T Uisz
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Figura 6.9: Caso v = ;1. Figura 6.10: Caso v ¢ {u;, uit1,u;, Ujt1}.
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Siv ¢ {u;,uis1,uj, ujy}, entonces T = (u;, T;,v), T = (v,T;, uit1),
T} = (uj, Tj,v), T; = (v, Tj, uj1) son H-trayectorias tales que T UT}" = T,
la cual estd contenida en Gy, y T; UT] = Tj, la cual estd contenida en
Gj (véase figura 6.10). Consideremos S' = (v, Ujy1,Uira, ..., u;) ¥ 5" =
(U, Wjs1, Wjt2, .oy Un—1, Ug, U1, ..., ;) las cuales son sucesiones que cumplen la
hipétesis de induccién, de modo que existen r y s en {1,2,...,k} tales que

7—1 n—1 i—1
T'U( U T,)UT] estd contenido en G, y T/ U( J Thn) U ( Qon) uTy;

m=i+1 m=j+1
n—1
estd contenido en Gg. Notemos que r =i’ = j' = s, asi |J T, estd contenido
m=0
en Gg.

n—1
Concluimos de los casos 1y 2 que existe j en {1,2, ..., k} tal que |J 7; estd contenido
i=0
en Gj. O

Lema 6.2. Consideremosl en {1,2,....k}. Sea C = (zg,x1, ..., Tn_1) una sucesion de n
vértices distintos por parejas tales que para cada i en {1,2,...,n—1} existe una x;_1x;-H -
trayectoria en Gy. Entonces para cada m en {1,2,..n—1} eziste una xox,,-H-trayectoria
contenida en Gj.

Demostracion. La demostracion serd por induccion sobre n.

Base de induccién. Si n = 2, el resultado se cumple, pues por hipétesis existe una
xz- H-trayectoria contenida en Gy, si C" = (xf, ) es la sucesién dada en la hipdtesis
del lema 6.2.

Hipétesis de induccién. Sea n > 2. Supongamos que si C' = (Yo, Y1, -, Ym—1) €S
una sucesion de m vértices, con m < n, que satisface las hipdtesis del lema 6.2, entonces,
para cada m’ en {1,2,...,m — 1} existe una xoz,,-H-trayectoria contenida en G.

Paso inductivo. Sea C' = (zg, x1, ..., Z,—1) una sucesién de n vértices, con n > 2,
que satisface las hipétesis del lema 6.2. Por la hipotesis de induccién, aplicada a la
sucesién C' = (xg, 1, ..., Ty_2), existe una zox,,-H-trayectoria T, contenida en G,
para cada m’ en {1,2,...,n — 2}. Sea T una x,_sx,_1-H-trayectoria contenida en Gy,
de este modo T,,_5 y T son dos H-trayectorias contenidas en ;. Al ser (5; transitiva
por H-trayectorias, entonces existe una xqx,,_1-H-trayectoria en (G; es decir, existe una
xox,-H-trayectoria contenida en G; para cada m’ en {1,2,...,n — 1}, lo que termina el
proceso de induccién. O
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Lema 6.3. Supongamos que:
1. Para cada ciclo v de D eziste i en {1,2,....k} tal que v estd contenido en G;.

2. Para cada H-camino P de D existe j en {1,2,...,k} tal que P estd contenido en
Gj.

Entonces no existe un sucesion de vértices (g, x1,x2,...) tal que para cada i en
{0,1,2,...} existe una x;x;y1-H-trayectoria en D y no existe una x;,1x;-H-trayectoria
en D.

Demostracion. Procediendo por contradicciéon, supongamos que existe una sucesion de
vértices (g, x1, ...) tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una z;x;,,-H-trayectoria en
D y no existe una z;qx,- H-trayectoria en D.

Al ser D una digrafica finita, existe un subconjunto {7, j} de {0,1,2, ...}, con i < j, tal
que x; = x;. Sean jo =min{j € N: z; = x; paraalgini < j} eigen {0,1,2,..., jo—1} tal
que z;, = x;,. Notemos que i es unico con dicha propiedad en el conjunto {0, 1, ..., jo—1},
de otro modo, si existiera iy en {0,1,2,..., jo — 1} tal que z;; = 1, entonces xy = x;,,
con 1y < jo, contradiciendo la minimalidad de j5. Observe, también, que para cada
subconjunto {l,'} de {ip,i0 + 1,...,50 — 1}, con [ # I', se tiene que x; # xy; si para
algunos [ y I en {ig,i0+1, ..., jo— 1}, con [ # I, sucediera que x; = xy, ésto contradeciria
nuevamente la minimalidad de jgy, pues [ < jg.

Sin pérdida de generalidad supongamos que iy = 0, jo = n. Luego, C' = (x¢, z1, T2, ...,
T,—1) es una sucesion de n vértices distintos por parejas tales que para cada i en
{0,1,2,...,n — 1} existe una x;x;.;-H-trayectoria en D y no existe una z;1z;-H-
trayectoria en D. Para cada i en {0,1,2,...,n — 1} sea T; una x;x;,1-H-trayectoria

en D (los indices son tomados médulo n), asi por el lema 6.1 existe [ en {1,2,...,k} tal
n—1

que |J T, estd contenido en G}, de modo que para cada i en {0,1,...,n — 1} T; esta
m=0

contenida en Gj.

Por el lema 6.2 existe una xgx,_1-H-trayectoria contenida en G, la cual es una
T, T,_1-H-trayectoria contenida en GGy, (pues los indices son tomados médulo n), lo cual
es una contradiccion.

Por lo tanto, no existe una sucesién de vértices (xo, 21, x9, ...) tal que para cada i en
{0,1,2,...} existe una x;z;1-H-trayectoria en D y no existe una x; x;- H-trayectoria
en D. O



80 CAPITULO 6. DIGRAFICAS H-COLOREADAS

Definicién 6.1. Sea D una digrdfica H-coloreada. Un subconjunto S de V(D) es un
H -semanucleo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. S es un conjunto H-independiente en D.

2. Para cada z en V(D) \ S, si existe una Sz-H-trayectoria en D, entonces existe
una zS-H-trayectoria en D.

Observacion 6.8. Si D es una digrdfica H-coloreada, entonces el conjunto vacio es un
H-seminiicleo de D.

x1
H: D:
1 A
5 3
\.2 Xy
50 X4 1\".3/2
5 3
S e
X5 4 X

Figura 6.11

Dada la definicién anterior, podemos notar que en la digrafica D de la figura 6.11, el
conjunto {z1,z5} es un H-seminicleo de D, pues es H-independiente al no existir una
H-trayectoria entre x1 y x5 en Dy 67 (21) =0 = 67 (2s5).

Para las digraficas G, se observa lo siguiente.

Lema 6.4. Consideremos r en {1,2,...,k}. Entonces no existe una sucesion de vértices
(o, 21, o, ...) tal que para cada i en {0,1,2,...} existe una x;x;y1-H-trayectoria en G,
y no existe una x;1x;-H-trayectoria en G,.. Ademds, existe xq en V(G,) tal que {xq}
es un H-seminucleo de G,.

Demostracion. Sea r en {1,2, ..., k}. Procediendo por contradiccién, supongamos que
existe una sucesion de vértices (g, 1, 2, ...) tal que para cada i en {0,1,2,...} existe
una x;r;,1-H-trayectoria en GG, y no existe una x;x;-H-trayectoria en G,..

Al ser D una digrafica finita, existe un subconjunto {7, j} de {0, 1,2, ...}, coni < j, tal
que x; = x;. Sean jo =min{j € N: z; = x; paraalgin i < j} eigen {0,1,2, ..., jo—1} tal
que z;, = x;,. Notemos que iy es tnico con dicha propiedad en el conjunto {0, 1, ..., jo—1},
de otro modo, si existiera i; en {0,1,2,...,jo — 1} tal que zy = x;,, entonces zy = x;,
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con ig < jo, contradiciendo la minimalidad de jy. Observe, también, que para cada
subconjunto {l,1'} de {ig,i0 + 1,...,Jo — 1}, con | # I, se tiene que x; # xy; si para
algunos [y I en {ig,i0+1, ..., jo— 1}, con [ # I, sucediera que x; = xy, ésto contradeciria
nuevamente la minimalidad de jgo, pues [ < jg.

Sin pérdida de generalidad supongamos que ig = 0, jo = n. Luego, C' = (zq, x1, Z2, ...,
T,—1) es una sucesion de n vértices distintos por parejas tales que para cada i en
{0,1,2,...,n — 1} existe una x;r;;1-H-trayectoria en G, y no existe una x;,2,-H-
trayectoria en G,. Para cada i en {0,1,2,...,n — 1} sea T; una z;x;,1- H-trayectoria en
G, (los indices son tomados médulo n). Luego, por el lema 6.2 existe una zoz,_1-H-
trayectoria contenida en G,, la cual es una z,x,_i-H-trayectoria contenida en G, (pues
los indices son tomados médulo n), lo cual es una contradiccién. Por tanto no existe
una sucesion de vértices (g, x1, T2, ...) tal que para cada ¢ en {0,1,2,...} existe una
x;x;11-H-trayectoria en G, y no existe una x;1x;- H-trayectoria en G,..

Para la segunda parte, procedamos de nuevo por contradiccién. Supongamos que
para cada z en V(G,), {x} no es un H-seminicleo de G,. Entonces para cada z en
V(G,) existe y en V(G,) \ {z} tal que existe una xy-H-trayectoria contenida en G, y
no existe una yx-H-trayectoria en G,.

Sea z en V(G,), de este modo existe 1 en V(G,) \ {zo} tal que existe una xyx;-
H-trayectoria en (G, y no existe una xxqo-H-trayectoria en G,. De nuevo, por nuestra
suposicién, existe xo en V(G,) \ {x1} tal que existe una zyxo- H-trayectoria en G, y no
existe una woxi- H-trayectoria en G,. Si ya tenemos elegidos a g, x1, ..., T, sabemos
que existe z,41 en V(G,) \ {z,} tal que existe una x,z, - H-trayectoria en G, y no
existe una x,,1x,-H-trayectoria en GG,. Continuando de esta manera, construimos una
sucesion S = (z, 1, 2, ...) de vértices de G, tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una
x;x;+1-H-trayectoria en G, y no existe una x;,x;-H-trayectoria en G,. Esto contradice
la primer parte de este lema.

Luego, existe xg en V(G,) tal que {zo} es un H-seminicleo de G,. O
Mas atn, tenemos que se cumple lo siguiente:

Lema 6.5. Supongamos que:
1. Para cada ciclo v de D eziste i en {1,2,...,k} tal que v estd contenido en G;.

2. Para cada H-camino P de D existe j en {1,2,...,k} tal que P estd contenido en
G;.
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Entonces existe xo en V(D) tal que {xo} es un H-seminicleo de D.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que para cada x en V(D), {z} no es un
H-semintcleo de D. Asi, para cada x en V(D) existe y en V(D) \ {z} tal que existe
una xy-H-trayectoria en D y no existe una yx-H-trayectoria en D.

Sea xy en V(D), de este modo existe x; en V(D) \ {zo} tal que existe una xyx;-
H-trayectoria en D y no existe una x;z¢-H-trayectoria en D. De nuevo, por nuestra
suposicion, existe zo en V(D) \ {21} tal que existe una x;zy- H-trayectoria en D y no
existe una xox,-H-trayectoria en D. Si ya tenemos elegidos a xg, x1, ..., ,; sabemos
que existe x,41 en V(D) \ {z,} tal que existe una z,x,1-H-trayectoria en D y no
existe una x,1x,-H-trayectoria en D. Continuando de esta manera, construimos una
sucesion S = (xg, 1, T2, ...) de vértices de D tal que para cada i en {0,1,2, ...} existe una
x;x;11-H-trayectoria en D y no existe una x;x;- H-trayectoria en D, contradiciendo el
lema 6.3. Por lo tanto, existe zo en V(D) tal que {zo} en un H-seminticleo de D. [

Sea D una digrafica H-coloreada. De ahora en adelante, sea {£1,£;} una particién
de € y D; serd la subdigrafica generadora de D tal que A(D;) = {a € A(D) : ¢(a) € C}
para algun C; en §;} para cada i en {1,2}. Note que para cada r en {1,2,...,k}, G, es
una subdigréafica de Dy o de Ds.

Dada la digrafica D de la figura 6.12a consideremos la particiéon de £ dada por
{& = {01, Cs}, & = {Co}} = {& = {{1,2},{5}}, & = {{3,4}}}, de este modo en la

figura 6.12 podemos observar las subdigraficas generadoras respectivas Dy y Ds.

x X X

: D: Dy: D,:
Hi A i . *.
5 5
2 X3 X X3
[ \. Xy 1 Xg 2 Xy 1 X3 2/'. x4. X3
5 T T L]
5 3 5
S VS .
Xs * Yo X5 .xe

(a) (b) ()

Figura 6.12: Subdigréficas generadoras de la digrafica D dada una particién {&§ =
{{1,2},{5}},& = {{3,4}}} de la particién previa ¢ = {{1, 2}, {3,4}, {5}}.

Definicién 6.2. Sea S subconjunto de V(D), S es un H-seminicleo modulo Dy de
D si S es H-independiente y para cada z en V(D) \ S, si existe una Sz-H-trayectoria
contenida en Dy, entonces existe una zS-H -trayectoria contenida en D.
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Observacion 6.9. Si D es una digrdfica H-coloreada, entonces () es un H-seminiicleo
moédulo Dy de D.

Dada la definicion anterior, podemos notar que en la digrafica D de la figura 6.5a, el
conjunto {xy, zg} es un H-seminicleo médulo Dy de D, pues no existe una H-trayectoria
entre los vértices x1 y xg en Dy (5;1 (1) =0= 5;1 (x¢). Mds atn, todos los H-seminicleos
moédulo Dy de D son los siguientes: 0, {1}, {z2}, {xs}, {x6}, {1, 23}, {71, 25}, {71, 26},
{3, x5}, {x3, 26}, {71, 23, 25}, {71, 23, 26}

En general, se tiene el siguiente resultado.

Lema 6.6. Supongamos que:

1. Para cada i en {1,2} y para cada ciclo vy de D contenido en D; existe m en
{1,2,....k} tal que ~y estd contenido en G,,.

2. Para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m/
en {1,2,...,k} tal que P estd contenido en G,.

Entonces existe xo en V(D) tal que {xo} es un H-seminicleo médulo Dy de D.

Demostracion. Si |&] = 1, digamos & = {C,}, entonces G, es una subdigréfica de
Dy, mas aun, D; es la digrafica G, y posiblemente algunos vértices aislados. Por el
lema 6.4 existe zp en V(G,) tal que {zo} es un H-semintcleo de G,. Asi, de la defini-
cién de H-seminticleo médulo Dy, se tiene que {zo} es un H-seminticleo médulo D; de D.

Supongamos que |£1] > 2, entonces para Dy, subdigrafica de D, se cumple que para
cada ciclo v de D existe men {1,2, ..., k} tal que 7y estd contenido en G,,. También, para
cada H-camino P de D, existe m en {1,2,...,k} tal que P estéd contenido en G,,. Luego,
por el lema 6.5 existe zg en V(D;) = V(D) tal que {zp} es un H-semintcleo de D;.
Asi de la definicién de H-seminticleo médulo Ds, se tiene que {xo} es un H-seminticleo
modulo Dy de D. O

Sea § = {S C V(D) :S es un H-semintcleo no vacio médulo Dy de D}.

Cuando S # (), denotaremos por Dgs a la digréafica definida como sigue: V(Dg) = S
(es decir, por cada elemento de S colocamos un vértice en Dg) y para un subconjunto
{51,552} de S, con Sy # S, se tiene que (S,S3) € A(Dg) siy sélo si para cada s; en
S1 existe sy en Sy tal que s; = so 0 hay una s;so-H-trayectoria contenida en Dy y no
hay una s,s1-H-trayectoria contenida en D.
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De lo dicho anteriormente, en la digrdfica D de la Figura 6.12 tenemos que, S # (), més
aun, S = {{x1,z3, 25}, {x1, 23,26}, {71, 23}, {71, 25}, {21, 26}, {23, x5}, {23, 26}, {21},
{z2}, {5}, {w6}}, por lo cual existe la digrafica Dgsg; de hecho, en la figura 6.13 se
exhibe tal digréfica asociada, donde notemos que ({x1,x¢}, {x1,25}) estd en A(Dg) pues
existe una wgxrs-H-trayectoria en Dy y no existe una xsxg-H-trayectoria en D, ademds x;
estd en {xy, x5} v en {1, x6}. Asi se puede justificar con cada flecha en Dg observando
directamente la digrafica D, de la figura 6.12c.

Figura 6.13: Digrafica asociada Dg de la digrafica D de la figura 6.12a.

Es posible verificar que la digrafica Dgs de la figura 6.13 es aciclica. Veamos que esto
se cumple en general.

Lema 6.7. Supongamos que:

1. Para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido en D; existe m en
{1,2,....k} tal que 7y estd contenido en G,y,.

2. Para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m/
en {1,2,...,k} tal que P estd contenido en Gp,.

Entonces Dg es una digrdfica aciclica.
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Demostracion. Primero observemos que por el lema 6.6, existe un H-semintcleo modulo
Dy de D, asi S # (), y podemos considerar la digréfica Dg.

Procediendo por contradicciéon, supongamos que Dg contiene un ciclo, digamos
C = (So, 51, .-y Sn_1,50) de longitud n > 2. Ya que C es un ciclo en Dg, tenemos que
S; #S; cuando @ # j.

Afirmacién 1. Existe ig en {0,1,2,...,n — 1} tal que para algin z en S;,, z ¢ S; 11
(donde los indices son tomados médulo n).

De otro modo, para cada i en {0,1,2,....,n — 1} y para cada z en S; tenemos
que z € Siiq, as1 S5 € 51 € Sy € ... € 5,1 € 8, de modo que para [ en
{0,1,2,..,n — 1} Sy € S5, C Sy, lo que implica que S; = S; para cada subconjun-
to {i,7} de {0,1,2,....,n—1}, con i # j. Asi C' = (Sp), lo cual es una contradiccién pues
la longitud de un ciclo es al menos 2.

Afirmacién 2. Si existe iy en {0, 1,2,...,n — 1} tal que para algin z en .S;, y algin
w en S;,11 existe una zw-H-trayectoria en D, entonces existe jo en {0,1,..,n—1}\ {io}
tal que w € S;, y w ¢ Sj,+1 (donde los indices son tomados médulo n).

Sin pérdida de generalidad supongamos que ig = 0. Primero observemos que w no es
elemento de S,, = Sy, de otro modo tendriamos una zw-H-trayectoria en D con {z,w}
subconjunto de Sy, lo cual es una contradiccion pues Sy es un conjunto H-independiente.
Como w esté en S, entonces podemos definir jo =méax{i € {1,2,....,n — 1} : w € S;}.
Asi, we Sj, y w ¢ Sj,4+1 (donde los indices son tomados médulo n).

Ahora, de la afirmacién 1 tenemos que existen ig en {0,1,2,....,n — 1} y ty en S;,
tales que to ¢ Si,+1. Pero como (S;,, Siy+1) € A(Ds), entonces existe ¢; en Sy 41 tal que
hay una tyt;- H-trayectoria contenida en Dy y no hay una t,ty- H-trayectoria contenida
en D. De la afirmacién 2, tenemos que existe i; en {0,1,...,n — 1} tal que t; € S;; y
t1 & Si,11.- Ya que (S;,, Si,41) € A(Ds), tenemos que existe ¢y en S;, 41 tal que hay una
t to- H-trayectoria contenida en Dy y no hay una tot,- H-trayectoria contenida en D.
Si ya tenemos elegidos tg, t1, ..., t,,; tenemos de la afirmacién 2 que existe un indice 7,,
en {0,1,....,n — 1} tal que t,, € S;,, v tm & Si,+1 v dado que (S;,,,S;, +1) € A(Ds),
se sigue que existe ¢,,11 en ;41 tal que hay una t,,t,,1-H-trayectoria contenida en
Ds y no hay una t,,,1t,,- H-trayectoria contenida en D. Continuando de esta manera
obtenemos una sucesién de vértices (o, t1, t2, ...) tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe
una t;t;1-H-trayectoria contenida en D, y no existe una t;,t;- H-trayectoria en D, lo
cual contradice el lema 6.3 cuando [&| > 2. Si |&| = 1, digamos & = {C,}, entonces G,
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es subdigrafica de D,, mas aun, Ds es la digrafica G, y posiblemente algunos vértices
aislados, de modo que (tg,t1,ts,...) es una sucesién de vértices de G, tal que para
cada i en {0,1,2,...} existe una t;t;;1- H-trayectoria contenida en G, y no existe una
t;v1ti-H-trayectoria en D. Ahora, por el lema 6.4 no existe una sucesion de vértices
(xo, 1, xa, ...) tal que para cada i en {0,1,2,...} existe una z;x;,-H-trayectoria en G,
y no existe una x;ix;-H-trayectoria en G, la existencia de la sucesiéon de vértices
(to, t1,ta, ...) contradice este hecho.

Por lo tanto Dg es una digrafica aciclica. O]
Lema 6.8. Supongamos que:

1. Para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m’
en {1,2,...,k} tal que P estd contenido en G, .

2. Si existe una & &a-flecha o una & -flecha en A(6c(D)), digamos (a,b), entonces
(a,0) ¢ A(H).

Entonces cada H-camino de D, estd contenido en D1 o en Dy. Mds aun, para cada
H-camino T de D existe l en {1,2,....,k} tal que T estd contenido en Gj.

Demostracion. Sea T = (vg, vy, ..., v,) un H-camino en D. Supongamos que T' no esté
contenido en D; ni en Ds.

Si (v, v1) € A(Dy), consideremos j =min{i € {0,1,...,n — 1} : (v;,vi41) € A(D2)},
dicha j existe porque T" no esta contenida en Dy, de este modo (vj_1,v;) ¢ A(D1), lo
que implica que (c(vj_1,v;), c(v;,vj11)) es una & &o-flecha en A(6 (D)) la cual estd en
A(H) pues T es un H-camino, lo cual no es posible por la hipétesis (3) (véase figura 6.14).

Si (v, v1) € A(Ds), consideremos j =min{i € {0,1,...,n — 1} : (v;,vi41) € A(D1)},
dicha j existe porque T" no esta contenida en D,, de este modo (vj_1,v;) ¢ A(Ds), lo
que implica que (c(vj_1,v;), c(v;,vj11)) es una &6 -flecha en A(6 (D)) la cual estd en
A(H) pues T es un H-camino, lo cual no es posible por la hipdtesis (3).

Asi, cada H-camino T en D esta contenido en D o en D,. Luego, de la hipdtesis,
para cada H-camino T en D existe [ en {1,2,...,k} tal que T estd contenido en G;. [

Sean D una digrafica H-coloreada y W = (uq, ..., u; = Ug, ..., Uy = Wo, -.o, Wy, = Ug)
un ciclo, decimos que W es una (&1, &, &2)-H-subdivisién de Cjs si 11 = (ug, W, ;)
es una H-trayectoria contenida en Dy, Ty = (vo, W, v,,) es una H-trayectoria conteni-
daen Dy T3 = (wy, W, w,) es una H-trayectoria contenida en Dy, con ug, vy, wy obs-
trucciones de W.
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Figura 6.14

Sea P = (ug,...,u = Vg, ..., Uy = Wy, ..., W,) Una trayectoria, decimos que P es una
(&1, &, €2)-H-subdivisién de 13; si Ty = (ug, P, u;) es una H-trayectoria contenida en
Dy, Ty = (vo, P,v,,) es una H-trayectoria contenida en Dy T3 = (wp, P,w,) es una
H-trayectoria contenida en Dy, con vy, wy obstrucciones de P.

En la digrafica H-coloreada D de la figura 6.15a podemos considerar la par-
ticion ¢ = {{1},{2},{3},{4},{5}} de V(H) = {1,2,3,4,5}, el conjunto de colo-
res de D y posteriormente la particion {&; = {{1},{3},{5}}.& = {{2}{4}}} de
¢, Esta dltima particién da lugar a las subdigraficas generadoras Dy y Ds. Luego,
W = (x4, 25, 27,21, T2, T, T3, 24) €s una (&1,§,&)-H-subdivision de C3 en D, esto
pues (x4 x5, 27,71) es una H-trayectoria en Dy, (z1,22) es una H-trayectoria en D
y (we, s, x3,74) es una H-trayectoria en Do, donde xy, x5 y x4 son obstrucciones de W
(pues (5,1),(1,2) y (4,3) no son flechas de H). También, P = (z7, 21, X2, Ts, T3, T4) €8
una (1, &, &)-H-subdivision de ]3; en D, esto pues (r7,x1) es una H-trayectoria 3 en
Dy, (x1,22) es una H-trayectoria en D y (z9, s, x3,z4) es una H-trayectoria en Dsy,
donde z1 y x5 son obstrucciones de P (pues (5,1) y (1,2) no son flechas de H).

Lema 6.9. Supongamos que:

1. Para cada i en {1,2} y para cada ciclo vy de D contenido en D; eziste m en
{1,2,....k} tal que ~y estd contenido en G,y,.

2. Para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m/
en {1,2,...,k} tal que P estd contenido en Gp,.
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Figura 6.15

X1

También, aq es una uz-H-trayectoria contenida en Dy, as es una zw-H-trayectoria
contenida en D y as es una wx-H-trayectoria contenida en Do, de modo que z y w son
obstrucciones de ay U ag U ag (note que u puede ser x). Adicionalmente, supongamos
que D no tiene uww-H -trayectorias, zx-H -trayectorias, zu-H -trayectorias, y que si existe
una & 1&a-flecha o una &€ -flecha en A(6c(D)), digamos (a,b), entonces (a,b) ¢ A(H).
Entonces existe una ux-trayectoria la cual es una (&1,&, &)-H -subdivision de F; o existe
una (&1,€, &)-H-subdivision de C_g

Demostracion. De las hipdtesis tenemos las siguientes observaciones, las cuales las
estaremos citando a lo largo de esta demostracion.

1. u ¢ V(ay), de otra manera (u, as,w) seria una uw-H-trayectoria.
2. z ¢ V(as), de lo contrario (z, g, x) serfa una zz-H-trayectoria.
3. w ¢ V(ay), de otro modo (u, ay,w) serfa una uw-H-trayectoria.
4. © ¢ V(ag), en otro caso (z, ag, x) serfa una zz-H-trayectoria.

5. Si B es un ab-H-camino contenido en D; y B2 es un be-H-camino contenido en D,
con {i,j} C {1,2}, i # j, entonces b es una obstruccién de 5; U fs, de otro modo
1 U By es un H-camino que no estd contenido en D; o en Ds, lo cual contradice
el lema 6.8.

Por el lema 6.8, ay estda contenido en Dy o en D,. Tenemos los siguientes casos:
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Caso 1. ay esta contenido en D;.

Si (V(en)NV(ag)) —{z}) # 0, entonces oy U ay contiene un ciclo  formado con
flechas de a1 y as, el cual esta contenido en D;. Por hipdtesis tenemos que existe j en
{1,2,...,k} tal que 7y estd contenido en G}, lo que implica que a; y as estdn contenidos
en GGj. Como G es transitiva por H-trayectorias entonces existe una uw-H-trayectoria
contenida en (5;, lo cual es una contradiccién pues no existen uw-H-trayectorias. Asi po-

demos asumir que V(aq) NV (ae) = {2}.

Si V(ag) NV (a3) = {w}, entonces tenemos los siguientes casos:

(1.1) V(al) N V(Oég) = @

Notemos que u # z, porque V(a;) NV (az) = 0. Luego tenemos que oy U g U vz es
una ux-trayectoria la cual es una (&1, £, &)-H-subdivisién de Ps, con z y w obstrucciones
de oy U g U g, por hipétesis (véase figura 6.16).

o a; S Dy z
[ S 5“‘-\__7“__,,*
A
\
|
|
!
I
/oy €Dy
!
!
|
1
1
\
x S b
& P -
az; €D, w

Figura 6.16: Caso 1.1.

(1.2) V(an) NV (ag) # 0.

Sea y el dltimo vértice de a; que estd en ag, de las observaciones 2 y 3, tenemos que
y # z, y # w, respectivamente, entonces (y, oy, 2) U as U (w, ag, y) es una (£1,€,&)-H-
subdivisién de C3, con z,w y y obstrucciones de (y, oy, 2) U ag U (w, aig, y), por hipdtesis
y la observacién 5, respectivamente (véase figura 6.17).
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Figura 6.17: Caso 1.2.

Si (V(aw) NV (az) — {w}) # 0 tenemos los siguientes casos:
(1.3) V(Oél) M V(Oég) = @

Sea y el primer vértice de ay que esta en ag (de las observaciones 2 y 4, y # z,y # «,
respectivamente), entonces a; U (z, ao, y) U (y, g, ) es una uz-trayectoria (u # x porque
V() NV(az) = 0) la cual es una (&1, &, &)-H-subdivisién de P, con z y y obstruc-
ciones de ay U (z, a,y) U (y, as, z), por hipdtesis y la observacién 5, respectivamente

(véase figura 6.18).
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Figura 6.18: Caso 1.3.

(1.4) V(Oél) N V(ag) 7é (Z)

Sean y y e el primer vértice y el ultimo vértice de as, que estd en oy o en s,

respectivamente.
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Siy € V(ay) tenemos que y # z (observacién 2) y también que y # w (observacién

3). Entonces (y, a1, 2) U as U (w, as,y) es una (&, &, &)-H-subdivision de Cs, con z,w y
y obstrucciones de (y, aq, 2) Uas U (w, az,y) por hipdtesis y la observacién 5, respectiva-

mente (véase figura 6.19).

u al_%?lﬁ_ , S z
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Figura 6.19: Caso 1.4(a).

Siy € V(iag) y e € V(a), asi y # e. Sean a el ultimo vértice de a3 que esté en
ay (a existe porque y € V(ag)), y b el primer vértice de (a, as, z) que estd en aq, (b
existe porque e € V(ay) y e € V((a,as,x))). Notemos que b # z y a # z (obser-
vacion 2), a # x (observacién 4), a # u (observacién 1), y b # w (observacién 3).
También a # b, porque estamos asumiendo que V(ay) NV(ag) ={z} ya# 2y b # z.
Asi, (b,aq,2) U (z,a0,a) U (a,as,b) es una (&1,&, &)-H-subdivision de 5>’3, con z,a'y
b obstrucciones de (b, a1, 2) U (z,a9,a) U (a, as,b), por hipdtesis y la observacién 5,
respectivamente (véase figura 6.20).
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Figura 6.20: Caso 1.4(b).
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Ahora suponemos que e € V(as) (y y € V(az)). Tenemos que z # e , e # x
(por las observaciones 2 y 4, respectivamente), de esto V(ay) NV ((e,az,2)) = 0, de
otro modo existe u en V(ay) NV ((e, as,x)), lo cual contradice la eleccién de e. Luego
ap U (z, a9, €) U (e, a, ) es una uz-trayectoria la cual es una (&1, €, &)-H-subdivision de
.?3, con z y e obstrucciones de oy U (z, ag, €) U (e, a, x), por hipétesis y la observacién
5, respectivamente (véase figura 6.21).

Caso 2. a5 esta contenido en Ds.

Si (V(a)NV (ag)—{w}) # 0, entonces oy Uaz contiene un ciclo v que contiene flechas
de as y ag, el cual estd contenido en Dy. Luego por hipétesis existe ¢ en {1,2,---  k}
tal que 7 estd contenido en Gy, asi as U a3 esta contenido en G;. Como G; es transitiva
por H-trayectorias entonces existe zz- H-trayectoria lo cual no es posible. Asi podemos
asumir que V(az) NV (az) = {w}.

Si V(ap) NV (ag) = {z} entonces tenemos los siguientes casos:
(2.1) V(Oél) N V(Oég) = @

Notemos u # z, porque V(ai) N V(az) = (. Entonces a; U ap U a3 es una ux-

trayectoria la cual es una (&1, &, &>)-H-subdivisién de P3, con z y w obstrucciones de
ay U ag U ag, por hipdtesis (véase figura 6.22).
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Figura 6.21: Caso 1.4(c). Figura 6.22: Caso 2.1.
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(2.2) V(Ckl) N V(Oég) 7é @

Sea y el ultimo vértice de a; que estd en az. Tenemos que y # z, y # w (por
las observaciones 2 y 3, respectivamente), entonces (y, aq,z) U as U (w, as,y) es una
(&1,&, &2)-H-subdivision de C3, con z,w y y obstrucciones de (y, ay, z) U as U (w, as, y),
por hipétesis y la observacién 5, respectivamente (véase figura 6.23).
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Figura 6.23: Caso 2.2.

Si (V(ap) NV () —{z}) # 0, tenemos los siguientes casos:

2.3. (V(a1) N V(ay)) = 0.

Sea y el primer vértice de a; que esta en ap, note que y # z por la suposicion de este
caso, tenemos que y # u,y # w (por las observaciones 1y 3, respectivamente). Entonces
(u, a1, y)U(y, az, w)Uag es una uz-trayectoria (u # x porque (V(aq)NV (a3)) = 0) la cual
es una (&1, €, &)-H-subdivisién de Ps, con w y y obstrucciones de (u, aq, y)U(y, e, w)Uasg,
por hipétesis y la observacién 5, respectivamente (véase figura 6.24).
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Figura 6.24: Caso 2.3.
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(2.4.) V(a) N V(ag) # 0.

Sea y el dltimo vértice de oy que estd en as, tenemos que y # z, y # w (por las
observaciones 1 y 3, respectivamente). Sea x’ el primer vértice de (y, aq, z) que esta
en as (notemos que z’ puede ser z). Tenemos que ' # w (observacién 3) y x’ # v,
porque estamos asumiendo que V(az) NV (az) = {w}_y) y # w. Ahora (y,aq,2") U

(', o, w) U (w, az,y) es una (&1, &, &)-H-subdivisién de C3, con w,z’ y y obstrucciones
de (y,aq,2") U (2/, ag, w) U (w, asz,y), por hipdtesis y la observacién 5, respectivamente
(véase figura 6.25).

Figura 6.25: Caso 2.4.

Teorema 6.1. Sea D una digrdfica H-coloreada. Supongamos que:

1. Para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido en D; existe m en
{1,2,...,k} tal que v estd contenido en G,,.

2. Para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m’
en {1,2,...,k} tal que P estd contenido en Gp,.

3. Si existe una £1&a-flecha o una &€, -flecha en A(6c(D)), digamos (a,b), entonces
(a,b) & A(H).

%
4. D no contiene una (&1,&, &)-H -subdivision de Cs.

%
5. Si eziste una uz-trayectoria la cual es una (&1,§,&)-H-subdivision de Ps para
algin subconjunto {u,z} de V (D), entonces existe una ux-H-trayectoria en D.

Entonces D tiene un H-nicleo.



6.3. CICLOS, H-CAMINOS Y TRANSITIVIDAD POR H-TRAYECTORIAS... 95

Demostracion. Consideremos la digrafica Ds. Ya que Dgs es una digrafica finita y Dg
es aciclica (lema 6.7), asi Dg contiene al menos un vértice de exgrado cero (por la
proposicién 1.2). Sea S en V(Ds) tal que §},_(S) = 0. Probaremos, por contradiccién
que S es un H-nucleo de D.

Como S € V(Dg) entonces S es H-independiente en D. Supongamos que S no es
un H-ntucleo en D, entonces S no es H-absorbente en D. Sea X = {z € V(D) \ S : no
existe una zS-H-trayectoria en D}. De nuestro supuesto X # ().

Afirmacién 1. Existe zyp en X tal que para todo z en X \ {zo}, si existe una
xoz-H-trayectoria contenida en D;, entonces existe una zxo-H-trayectoria contenida

en Dl.

Por contradiccién, supongamos que para todo = en X existe y en X \ {z} tal que
existe una xy-H-trayectoria contenida en D; y no existe una yx-H-trayectoria en D;.

Sea g en X, de este modo existe z; en X \ {z} tal que existe una xoz,-H-trayectoria
contenida en D; y no existe una xxo-H-trayectoria en D;. De nuestra suposicion, existe
x9 en X \ {1} tal que existe una x;xo- H-trayectoria contenida en D; y no existe una
xow1-H-trayectoria contenida en D;. Si ya tenemos elegidos g, x1, ..., z; sabemos que
existe ;11 en X \ {z;} tal que existe una x;z; - H-trayectoria contenida en D; y no
existe una x;, ;- H-trayectoria en D;. Continuando de esta manera construimos una
sucesién (xg, 21, Ta, ...) de vértices en X tal que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una
x;T;4+1-H-trayectoria contenida en D; y no existe una z;,x;- H-trayectoria contenida
en D;. Sin embargo, por el lema 6.3 aplicado a la subdigrafica Dy, cuando [&| > 2,
sabemos que no existe una sucesion (xg, 21, xs, ...) de vértices en V(D;) = V(D) tal
que para cada ¢ en {0, 1,2, ...} existe una z;x;,1-H-trayectoria y no existe una x;,12;-
H-trayectoria. Si |&| = 1, digamos & = {C.}, entonces G, es subdigrafica de Dy,
mas aun, D; es la digrafica GG, y posiblemente algunos vértices aislados; de modo que
(x0, 21, Tg, ...) es una sucesion de vértices en X tal que para cada i en {0,1,2,...} existe
una x;x;,1- H-trayectoria contenida en GG, y no existe una x;, ;- H-trayectoria contenida
en G,. Sin embargo, por el lema 6.4 no existe una sucesién de vértices (g, 1, 2, ...) tal
que para cada i en {0, 1,2, ...} existe una x;r;,-H-trayectoria en G, y no existe una
x;17;-H-trayectoria en G, lo cual también es una contradiccion.

Por lo tanto existe xy en X tal que para todo z en X \ {zo}, si existe una xoz-H-
trayectoria contenida en Dy, entonces existe una zxy- H-trayectoria contenida en D;.
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Sea T' = {z € S : no hay una zz,-H-trayectoria en Ds}. De la definicién de T,
tenemos que para cada z en S\ T existe una zxo-H-trayectoria en Dy. Recordemos del
lema 6.8 que cada H-trayectoria estd contenida en Dy o Ds.

Afirmacién 2. T'U {z} es un conjunto H-independiente en D.

» T es H-independiente, pues T C Sy S €S.

= No hay T'zo-H-trayectorias contenidas en D. De otro modo, por la definicién de T,
tal trayectoria deberia estar contenida en D;. Ya que T esta contenido en S y .S es
un H semintcleo no vacio médulo Dy de D, entonces hay una xzyS-H-trayectoria
en D, lo cual contradice la definicién de X.

= De la definicién de X no hay x,S-H-trayectorias en D, en particular no hay
xoT-H-trayectorias.

Asi T'U {zo} es un conjunto H-independiente en D.

Afirmacién 3. Para cada z € [V(D) \ (T U {xo})] si existe una (7' U {zo})z-H-
trayectoria contenido en Dy, entonces existe una z(7'U {x¢})-H-trayectoria en D.

Sea z en V(D) \ (T'U {x}) tal que existe una (7'U {zo})z- H-trayectoria contenida
en Dl-

Tenemos dos casos:
Caso 1. Existe una T'z- H-trayectoria contenida en D;.

Por contradiccién supongamos que no existe una z(7'U {x})-H-trayectoria en D.
Ya que T estd contenido en S y S en un H semintcleo no vacio médulo Dy de D,
entonces existe una zS-H-trayectoria contenida en D. Asi z ¢ S U X. Tenemos que tal
trayectoria va de z hacia S\ T pues no hay z(7'U {x¢})-H-trayectoria en D. Sea «; una
uz-H-trayectoria contenida en Dy con u en Ty sea o una zw-H-trayectoria contenida
en D con w en S\T. Como w esta en S\T', entonces la definicién de 7" implica que hay
una wxo-H-trayectoria contenida en Dy, digamos a3 (véase figura 6.26).

Si z no es una obstruccién de oy U ay entonces a; U oy es un uw-H-camino en
D, luego del lema 6.8 existe i en {1,2,--- , k} tal que ay U ap estd contenido en G; y
como G; es H-transitiva, entonces hay una uw-H-trayectoria lo cual no es posible, pues
{u,w} es un subconjunto de S y S es H-independiente. Entonces, z es una obstruccién
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Figura 6.26: Caso 1.

de a1 U ap. También w es una obstruccion de as U ag , de otro modo as U a3 es un
zxo-H-camino en D, luego del lema 6.8 existe i en {1,2,--- &k} tal que as U a3 estd
contenido en GG; y como G; es H-transitiva, entonces hay una zxy-H-trayectoria, la cual
es una z(7T U {xo})-H-trayectoria, lo cual no es posible. Asi z y w son obstrucciones en
a1 U ag U as.

Hagamos notar que:

» No existen uw-H-trayectorias en D. Esto se tiene pues {u,w} es subconjunto de
S y S es H-independiente.

» No existen zxg-H-trayectorias ni zu-H-trayectorias en D, pues no existen z(7"U
{zo})-H-trayectorias en D.

» Ademds, si existe una &;&s-flecha o una &¢;-flecha en A(%-(D)), digamos (a, b),
entonces (a,b) ¢ A(H).

De este modo, D, a1, ag, as satisfacen las hipdtesis del lema 6.9, asi:
_>
» Existe una uzg-trayectoria la cual es una (£, §, &)-H-subdivisién de P3 o

» Existe una (&3, &, &)-H-subdivision de 5)‘3

En el primer caso, de la hipdtesis tenemos que habria una H-trayectoria de u hacia
xg, lo cual contradice que T'U {zo} sea H-independiente. El segundo caso no es posible
pues D no contiene una (&1, ¢, &)-H-subdivisién de C5. Asi podemos concluir que hay
una z(T U {zo})-H-trayectoria en D.
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Caso 2. Existe una xyz-H-trayectoria contenida en D;.

Por contradiccién supongamos que no existe una z(7'U{zq})-H-trayectoria en D. Sea
a1 una xoz- H-trayectoria contenida en D;. Si z estuviera en X entonces de la afirmacién
1 existirfa una zxo-H-trayectoria en Dy, lo cual no es posible, luego z ¢ S por definicién
de X y el hecho de que xy € X. Entonces z no estd en X U.S. Luego, la definicién de X
implica que existe una zS-H-trayectoria contenida en D, digamos as. Supongamos que
ag termina en w. Si w estd en T', entonces g es una z(7T'U{zq})-H-trayectoria contenida
en D, lo cual no es posible, por lo que w estd en S\ T. Luego, de la definicién de T,
existe una wzxg-H-trayectoria contenida en Ds, llamemos a tal trayectoria oz (véase
figura 6.27).

Figura 6.27: Caso 2.

Si z no es una obstruccién para a; U as, entonces a; U ap es un xow-H-camino en
D. Luego por el lema 6.8 existe i en {1,2,...,k} tal que oy U oy esté contenido en G; y
como G; es H-transitiva, entonces existe una row-H-trayectoria en D, lo cual contradice
la definicién de X pues w estd en S, entonces z es una obstruccion de a; U ap. También
tenemos que w es una obstruccion de ay U ag, de otro modo ais U aig es un zxg- H-camino
en D, luego por el lema 6.8 existe i en {1,2,--- , k} tal que ap U ag estd contenido en G;
y como G; es transitiva por H-trayectorias, entonces hay una z(7' U {z})-H-trayectoria
lo cual no es posible. Entonces tenemos que z y w son obstrucciones de o U ap U (3.

Sea u = x(, notemos que:
= No hay uw-H-trayectorias en D. Lo cual se tiene de la definicién de X.

= No hay zu-H-trayectorias en D, porque no hay z(7T U {x¢})-H-trayectorias en D
y como u = xy tampoco hay zx,-H-trayectorias.
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» Ademds, si existe una &;&s-flecha o una £¢;-flecha en A(%-(D)), digamos (a, b),
entonces (a,b) ¢ A(H).

De este modo, D, ay, as, asz satisfacen las hipdtesis del lema 6.9, asi:

_>
» Existe una uxg-trayectoria la cual es una (&1, &, & )-H-subdivisién de P; o

» Existe una (&1, &, &)-H-subdivision de (72

En el primer caso, de la hipdtesis tenemos que habria una uxg-trayectoria la cual es
una &1, &, - H-subdivision de Ps, lo cual no es posible pues u = x¢. El segundo caso no
es posible pues D no contiene una (&3, &, &)-H-subdivisiéon de C3. Asi podemos concluir
que hay una z(T' U {zo})-H-trayectoria en D.

De las afirmaciones 2 y 3 tenemos que 7"U {xo} es un H-seminicleo médulo Dy de
D, es decir, T U {zo} estd en S = V(D).

Ahora, ya que T' es subconjunto de S, g € X y para cada s en S tal que s ¢ T
hay una sxzo-H-trayectoria contenida en Dy y no hay Sxo-H-trayectoria contenida en D.
Entonces, (S,T U {xo}) € A(Ds), lo cual contradice el hecho que 0}, (S) = 0.

Por lo tanto, S es un H-nucleo de D. O

Cabe mencionar que la digrafica H-coloreada D, en la figura 6.28a, utilizada a lo
largo de este capitulo para ejemplificar ciertas definiciones, cumple las hipotesis del
teorema 6.1. En efecto:

1. Primeramente se consideré { = {Cy = {1,2},Cy = {3,4},C3 = {5}} una particién
de V(H) ={1,2,3,4,5}, el conjunto de colores, de manera que las subdigraficas
G1, G5 y (G5 inducidas por esta particion sean transitivas por H-trayectorias
(véanse figuras 6.28b , 6.28¢ y 6.28d).

2. Después se consideré {& = {{1,2},{5}},& = {{3,4}}} una particién de £ y
también las subdigraficas generadoras D; y D, inducidas por esta nueva particion
(véanse figuras 6.28¢ y 6.28f).

3. Como no hay ciclos contenidos en D; o Dy, entonces esta digrafica cumple que
para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido en D; existe m en {1,2, 3}
tal que 7 esta contenido en G,,.
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Figura 6.28: Ejemplo de una digrafica H-coloreada que satisface las hipotesis del
teorema 6.1.

4. Los tinicos H-caminos en Dy o Dy son las flechas, (24, x3,22) y (22,26, x5), los
cuales estan en G, G o G3 segun es el caso; luego se cumple que para cada i en
{1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m’ en {1,2,3} tal
que P esta contenido en G,.

5. Notemos que en % (D) no hay &¢;-flecha y la unica & &-flecha es (2,3), pero
(2,3) no forma parte de A(H), luego se cumple que si existe una & &;-flecha
o una && -flecha en A(%x(D)), digamos (a,b), entonces (a,b) ¢ A(H) (Véase
Figura 6.28g).

6. Por la estructura de la digréfica, D no contiene una (1, €, £2)-H-subdivisién de (7'3
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%
7. También D no contiene una (&1,&, &>)-H-subdivisién de Pj (esto se debe a que

las tnicas opciones viables son (x4, x3, T2, 1), (T4, T3, T2, xg), (T4, T3, T2, T¢, Ts5),
(x3, T2, g, T5), PETO T3 NO es obstruccién para las primeras dos trayectorias y g
no es obstruccién para las ultimas dos trayectorias), por lo que cumple que si

existe una ux-trayectoria la cual es una (&1, &, §)-H-subdivisién de P3 para algin
{u,z} CV(D), entonces existe una uz-H-trayectoria en D.

Luego el teorema 6.1 concluye que la digrafica H-coloreada D de la figura 6.5a tiene
un H-nucleo; efectivamente, es sencillo ver que {1, x3, x5} es un H-nticleo para D,
donde 0}, ({x1,23,25}) = 0 en la digréfica de la figura 6.13.

Veamos a continuacién una serie de ejemplos de digraficas H-coloreadas sin H-nicleo,
en las cuales exactamente una de las hipdtesis del teorema 6.1 no se cumple. Esto mos-
trara que cada una de las hipodtesis de teorema 6.1 es indispensable.

Observacion 6.10. Examinemos la digrdfica H-coloreada D de la figura 6.29a, la cual
resultard ser una digrdfica H-coloreada sin H-nicleo la cual cumple todas las hipotesis
del teorema 6.1 con excepcion de la primera.

1.

Primeramente se considera & = {Cy = {1},Cy = {2},C5 = {3},Cy = {4},C5 =
{5}, Cs = {6}} una particion de V(H) = {1,2,3,4,5,6}, el conjunto de colores de
D, de manera que las subdigrdficas inducidas por esta particion son transitivas
por H-trayectorias (véase figura 6.29b).

Después se considera {&§; = {{1},{3},{5}},& = {{2},{4},{6}}} una particion
de & y también las subdigrdficas generadoras D1 y Do inducidas por esta nueva
particion (véase figura 6.29c).

(21,29, x3,21) es un ciclo en Dy el cual no se encuentra en algin G;, por lo que
no cumple que para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido en D;
existe m en {1,2,3,4,5,6} tal que 7y estd contenido en G,,.

Los iunicos H-caminos en Dy o Dy son las flechas las cuales estdin en G, Go, G3, Gy,
G5, Gg segin sea el caso. Luego se cumple que para cada i en {1,2} y para cada
H-camino P de D contenido en D; existe m' en {1,2,3,4,5,6} tal que P estd
contenido en G, .

Dado que en € D) no hay §&s-flechas o £ -flechas, entonces se cumple que si
existe una & &a-flecha o una & -flecha en A(6c(D)), digamos (a,b), entonces
(a,b) ¢ A(H) (véase figura 6.29d).
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Figura 6.29: Digréafica H-coloreada sin H-ntucleo la cual tinicamente no cumple la
hipdtesis 1 del teorema 6.1.

6. D no contiene una (&1,&,&)-H -subdivision de 5?, (pues en 6c(D) no hay & &s-
flechas o £&;-flechas).

7. D no contiene una (&,&,&)-H-subdivision de ]3)3 (pues en €c(D) no hay & &s-
flechas o £&1-flechas), luego se cumple que si existe una uz-trayectoria la cual es
una (&1,&, &)-H-subdivision de Py para algin {u,x} C V (D), entonces existe una
ux-H-trayectoria en D.

8. Sin embargo, D no tiene H-nicleo pues un conjunto H-independiente en D tiene
cardinalidad a lo mas 2, pero tales conjuntos no son H-absorbentes.

Observacion 6.11. Ezaminemos la digrdfica H-coloreada D de la figura 6.30a, la cual
resultard ser una digrdfica H-coloreada sin H-nicleo la cual cumple todas las hipdtesis
del teorema 6.1 con excepcion de la sequnda.

1. Primeramente se considera & = {Cy = {1}, Cy = {2}, C3 = {3}} una particion de
V(H) = {1,2,3}, el conjunto de colores de D, de manera que las subdigraificas
G1, Gy y Gs inducidas por esta particion son transitivas por H-trayectorias (véase
figura 6.300).
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Figura 6.30: Digrafica H-coloreada sin H-nucleo la cual inicamente no cumple la
hipétesis 2 del teorema 6.1.

2. Después se considera {& = {{1},{2}},& = {{3}}} una particion de £ y también

las subdigrdficas generadoras Dy y Dy inducidas por esta nueva particion (véase
figura 6.30c).

. Dy no contiene ciclos y (x4, x¢, x5, 24) €s el inico ciclo en Dy el cual se encuentra
en Gz, por lo cual cumple que para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D
contenido en D; existe m en {1,2,3} tal que v estd contenido en G,,.

. (@1, 29, 23) es un H-camino en Dy el cual no se encuentra en G1,Gs 0 Gs. Luego
no se cumple que para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido
en D; existe m’ en {1,2,....,k} tal que P estd contenido en Gy .

. Dado que en 6 D) no hay & & -flechas o £:€1-flechas, entonces se cumple que si
existe una & &a-flecha o una & -flecha en A(6c(D)), digamos (a,b), entonces
(a,b) ¢ A(H) (véase figura 6.30d).

. D no contiene una (&1, &, &2)-H -subdivision de C_’; (pues en € D) no hay £ &,-flechas
0 £&1-flechas).
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%
7. D no contiene una (&1,€, &)-H-subdivision de Ps (pues en 6(D) no hay & &s-
flechas o {&:&1-flechas), luego se cumple que si existe una uzx-trayectoria la cual es

una (&1,&, &)-H-subdivision de Py para algin {u,x} C V (D), entonces existe una
ux-H-trayectoria en D.

8. Sin embargo, D no tiene H-nicleo pues un conjunto H-independiente en D tiene
cardinalidad a lo mds 2, pero tales conjuntos no son H-absorbentes.

Observacién 6.12. Ezxaminemos la digrdfica H-coloreada D de la figura 6.51a, la cual
resultard ser una digrdfica H-coloreada sin H-nicleo la cual cumple todas las hipotesis
del teorema 6.1 con excepcion de la tercera.

1. Primeramente se considera { = {Cy = {1},Cy = {2},C5 = {3},Cy = {4},C5 =
{5},Cs = {6} C7 = {7}} una particion de V(H) = {1,2,3,4,5,6, 7}, el conjunto de
colores de D, de manera que las subdigrificas G, Ga, G3, G4, G5, Gg y G7 inducidas
por esta particion son transitivas por H-trayectorias (véase figura 6.31b).

2. Después se considera {& = {{1},{3},{5},{7}},& = {{2}, {4}, {6}}} una par-

ticion de £ y también las subdigrdaficas generadoras D1 y Dy inducidas por esta
nueva particion (véase figura 6.31c).

Hise @6 DiTm -~ I
6 7 1 ]

1 @ge———@7 xS( K gxl ixz ixa £x4
e L 5\../4 X3 3\1'_’(2 GS:TI4 GG:sz GT:TX()
/ :
5

2 b de én
(@) (b)

(D)
Dy e e D e e '
xs..\ KS Is./ 4/:3 i 4 7
e x, e *a 2 ’ !
2
(c) (d)

Figura 6.31: Digrafica H-coloreada sin H-ntcleo la cual tinicamente no cumple la
hipotesis 3 del teorema 6.1.
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3. D1 ni Dy no contienen ciclo, por lo cumple que para cada i en {1,2} y para cada
cicloy de D contenido en D; existe m en {1,2,3,4,5,6,7} tal que v estd contenido
en G,,.

4. Los unicos H caminos en D1 o Dy son las flechas, las cuales se encuentran en
Gy, G, G3,Gy, Gy, Gg 0 G seqin sea el caso. Luego se cumple que para cada i en
{1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m' en {1,2,3,4,5,6,7}
tal que P estd contenido en G,,.

5. Note que (7,4) y (1,2) son &&-flechas en € D) que estin en A(H), entonces no
se cumple que si existe una & &a-flecha o una £3€1-flecha en A(6c(D)), digamos
(a,b), entonces (a,b) ¢ A(H) (véase figura 6.31d).

6. D no contiene una (&1, €,&)-H-subdivision de Cs, pues la inica opcion viable es
(x9, x3,x1,22), pero x1 no es obstruccion en tal ciclo.

) L, =g . L
7. D no contiene una (&1,€,&)-H-subdivision de Ps, pues la inica opcion viable es
(xg, T3, T1,x2), pero 1 no es obstruccion en tal trayectoria, luego se cumple que si

existe una uz-trayectoria la cual es una (&1, €, &)-H-subdivision de Ps para algin
{u,z} CV(D), entonces eziste una uzx-H-trayectoria en D.

8. Sin embargo, D no tiene H-nicleo. Procediendo por contradiccion, supongamos que
D tiene un H-nicleo, digamos N. Hagamos casos: puede suceder que xo esté en N
o que sea absorbido por H-trayectorias en D por algun vértice en N. Supongamos
que x5 estd en N, luego éste absorbe por H-trayectorias a x1 y a x3 (por lo que
tales vértices no podrdn estar en N ); entre x4, x5 y xg solo podremos agregar a un
vértice mdas a N (dado que N debe ser H-independiente), sin embargo {xa, x4},
{xa, x5}, {x2, 26} no son H-niicleos para D. Por otro lado, si xy es absorbido por
H-trayectorias en D por algun vértice en el N, entonces la unica opcion es xs,
pero si este vértice esta en el nicleo, entonces x1 no podria estar en el H-nicleo y
ningun vértice podria absorber por H-trayectorias a .

Observacion 6.13. Examinemos la digrdfica H-coloreada D de la figura 6.32a, la cual
resultard ser una digrdfica H-coloreada sin H-nicleo la cual cumple todas las hipdtesis
del teorema 6.1 con excepcion de la cuarta.

1. Primeramente se considera & = {Cy = {1}, Cy = {2}, C3 = {3}} una particion de
V(H) = {1,2,3}, el conjunto de colores de D, de manera que las subdigraificas
G1, Ga, y G5 inducidas por esta particion son transitivas por H-trayectorias (véase
figura 6.32b).
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Figura 6.32: Digrafica H-coloreada sin H-ntcleo la cual tinicamente no cumple la
hipotesis 4 del teorema 6.1.

2. Después se considera {& = {{1},{2}},& = {{3}}} una particion de  y también
las subdigrdficas generadoras Dy y Dy inducidas por esta nueva particion (véase
figura 6.32c).

3. Dy ni Dy no contienen ciclo, por lo cumple que para cada i en {1,2} y para cada
ciclo vy de D contenido en D; existe m en {1,2,3} tal que 7y estd contenido en G,,.

4. Los unicos H caminos en Dy o Dy son las flechas, las cuales se encuentran en
G1,Ga, 0 G3 segin sea el caso. Luego se cumple que para cada i en {1,2} y para
cada H-camino P de D contenido en D; existe m' en {1,2,3} tal que P estd
contenido en G, .

5. Como A(H) = 0, entonces se cumple que si existe una §1&a-flecha o una £ -flecha
en A(¢c(D)), digamos (a,b), entonces (a,b) ¢ A(H) (véase figura 6.32d).

_>
6. (x3,21,x2,23) es un ciclo en D que es (&1,&,&)-H-subdivision de Cs, donde se
tiene que x1,xo y x3 son obstrucciones del ciclo. Luego no cumple la hipotesis 4
del teorema 6.1.

%
7. D no contiene una (&1, €, &)-H -subdivision de P, luego se cumple que si existe una

uzx-trayectoria la cual es una (&1,&,&)-H-subdivision de Ps para algin {u,z} C
V(D), entonces existe una uzx-H-trayectoria en D.

8. Sin embargo, D no tiene H-nicleo pues un conjunto H-independiente en D tiene
cardinalidad a lo mas 1, pero tales conjuntos no son H-absorbentes.
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Observacion 6.14. Examinemos la digrdfica H-coloreada D de la figura 6.33a, la cual
resultard ser una digrdfica H-coloreada sin H-nicleo la cual cumple todas las hipdtesis
del teorema 6.1 con excepcion de la quinta.

1. Primeramente se considera & = {C, = {1},Cy = {2}, C3 = {3}} una particion de
V(H) = {1,2,3}, el conjunto de colores de D, de manera que las subdigrificas
G1, Go, y G inducidas por esta particion son transitivas por H-trayectorias (véase
figura 6.33b).

2. Después se considera {& = {{1},{3}},& = {{2}}} una particion de £ y también
las subdigrdficas generadoras Dy y Dy inducidas por esta nueva particion (véase
figura 6.33c).

H: D: , /'.Ql Gy: G,: Gy:
1@ xs Xz X x5 x5 % x
.7 T
3@ x4\.-—1—Jx3 2@ X Isi x5£ X

(a) (b)
Dy: , /’Ql Dy: ™ (D) :l
e e §
s 5’\ f 2
2 2
X, @—1—@x, x4\. .‘(x3 3

(c) (d)

Figura 6.33: Digréafica H-coloreada sin H-ntucleo la cual tinicamente no cumple la
hipétesis 5 del teorema 6.1.

3. Dy ni Dy no contienen ciclo, por lo cumple que para cada i en {1,2} y para cada
ciclo vy de D contenido en D; existe m en {1,2,3} tal que 7y estd contenido en G,,.

4. Los unicos H caminos en Dy o Dy son las flechas, las cuales se encuentran en
G1,Ga, 0 G5 segin sea el caso. Luego se cumple que para cada i en {1,2} y para
cada H-camino P de D contenido en D; existe m' en {1,2,3} tal que P estd
contenido en G, .

5. Como A(H) = 0, entonces se cumple que si existe una §1&a-flecha o una £&;-flecha
en A(¢c(D)), digamos (a,b), entonces (a,b) ¢ A(H) (véase figura 6.33d).
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D no contiene una (&1,€,&)-H-subdivision de Cs.

Note que (x5, 21,2, x3) €s una trayectoria que es (&1, &, &)-H -subdivision de 53)
(donde z1 y x5 son obstrucciones de tal trayectoria), sin embargo, no eziste una
r5x3-H-trayectoria en D; luego no se cumple que si existe una ux-trayectoria la
cual es una (&1,€,&)-H-subdivision de Ps para algin {u,z} C V (D), entonces
existe una ux-H-trayectoria en D.

Sin embargo, D no tiene H-nicleo pues un conjunto H-independiente en D tiene
cardinalidad a lo mas 2, pero tales conjuntos no son H-absorbentes.

También podemos hacer notar lo siguiente.

Observacién 6.15. El teorema 6.1 es una extension del teorema 5.1.

Hagamos notar que:

1.

Sea H la digrdfica definida por V(H) = {1,2,...,m} y A(H) = {(1,1),(2,2), ...,
(m,m)}, de este modo la digrdfica D del teorema 5.1 es H-coloreada y todas las
H -trayectorias en D son trayectorias monocromdticas.

Tenemos que & = {C1,Cs,...,C}, k > 2, es una particion de C = V(H), el
congunto de colores de D, de modo que para cada i en {1,2,....k} se tiene que
G; = D[{a € A(D) : c(a) € C}] es transitiva por H-trayectorias, por lo dicho en 1.

Supongamos {£1,&} es una particion de £ y D; serd la subdigrdfica generadora
de D tal que A(D;) = {a € A(D) : c¢(a) € C; para algin C; € &} para cada i en

{1,2}.

Para cada i en {1,2} y para cada ciclo vy de D contenido en D; existe m' en
{1,2,...,k} tal que 7y estd contenido en G, .

Para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m' en
{1,2,...,k} tal que P esté contenido en G, porque cada H-camino es un camino
monocromdatico en D.

Si existe una &1&a-flecha o una £ -flecha en A(6c (D)), digamos (a,b), entonces
(a,b) ¢ A(H), porque A(D) NA(Dy) =0 y A(H) ={(1,1),(2,2), ..., (m,m)}.

Dado que una (&1, &, &)-H -subdivision de C_>'3 vendria siendo una (&1, &, &) -subdivision
3-coloreada de C3 y una (51,é &)-H -subdivision de Py vendria siendo una (§1,€,&s)-

subdivision 3-coloreada de Pz, tenemos que:
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%
7. D no contiene una (&1,&, &)-H -subdivision de Cs.

%
8. Si existe una ux-trayectoria la cual es una (&1,€,&)-H-subdivision de Ps para
algin {u,z} C V(D), entonces existe una ux-H -trayectoria en D.

Ya que D satisface las hipotesis del teorema 6.1, entonces éste es una extension del
teorema 5.1.

Observaciéon 6.16. El teorema 6.1 es una extension del teorema de Sands, Sauer y
Woodrow en el caso finito.

En efecto, pues el teorema 6.1 es una extension del teorema 5.1 y éste a su vez es
una extension del teorema de Sands, Sauer y Woodrow en el caso finito.

Observacion 6.17. El teorema 6.1 es una extension del teorema 4.2.

En efecto, pues el teorema 6.1 es una extension del teorema 5.1 y éste a su vez es
una extension del teorema 4.2.

6.4. Resultados analogos: existencia de H-nucleos

Tal como el teorema principal demostrado en la seccién anterior, existen diversos
resultados que implican la existencia de H-nucleos en digréaficas H-coloreadas. Ejemplos
de tales resultados han sido obtenidos por Pietra Delgado Escalante y Hortensia Galeana
Sénchez en [8], y por Hortensia Galeana Sénchez y Maria del Rocio Sanchez Lépez en
[14], [15], [17] y [18].

En particular tenemos un par de resultados los cuales utilizan estructuras y méto-
dos similares a los de este trabajo. El primer resultado fue demostrado por Hortensia
Galeana Sanchez e Ingrid Torres Ramos en un articulo titulado H-Paths and H-cycles
in H-coloured digraphs en [16]. El segundo fue demostrado por Hugo Rincén Galeana
en su trabajo de tesis de pregrado titulado H-ciclos y H-caminos en digrdficas en [19].
Antes de poder enunciar tales resultados, necesitamos ciertas definiciones.

Diremos que una digrafica D es transitiva si para cada subconjunto {u,v,w} de
V(D) (posiblemente u = w) tal que {(u,v), (v,w)} C A(D), implica que (u,w) € A(D)
(cuando u = wy {(u,v), (v,w)} C A(D), entonces (u,u), (v,v) € A(D)). Es facil verificar
que la digrafica H de la figura 6.34 es transitiva, puesto que (1, 3), (3,2), (1, 2), (4,5), (5, 4),
(4,4),(5,5) son las unicas flechas de H.
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Sean H una digrafica posiblemente con lazos y D una digrafica H-coloreada. Un ciclo
(v1, V2, ..., v, v1) en D es un H-ciclo si y solo si (¢, (vi, v2), ¢, (va, v3), ..., € (U1, Uy),
¢, (Un,v1), ¢, (v1,02)) es un camino cerrado en H. En la digréfica H-coloreada D de la
figura 6.34, tenemos que (z1, s, T3, T4, 5, Tg, 1) €s un H-ciclo, pues (4,5,4,4,5,4,4)
es un camino cerrado en H.

Uy

Figura 6.34

Sean H una digrafica transitiva posiblemente con lazos, D una digrafica H-coloreada
y D1 y Do subdigraficas generadoras de D. Diremos que P = {Dy, Dy} es una H-
separacion de D si:

1. A(Dy) N A(Dy) = 0, A(Dy) U A(D,) = A(D).

2. Cada H-trayectoria de D esta contenida en Dy o en Ds.

N X Xy

H: D: Dy:
1 . /'.'\ ) 1 . /.
5 5
2 X2 X2 X2

e .\ Xy 1 Xg 2 Xy 1 X3 2 /'. x4. X3
5 “-,../’ “-\../ ®

5 3 5

S e s
X5 + Xg X5 .x(,

(a) (b) (c)
Figura 6.35: Ejemplo de una H-separacion de D.
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En la figura 6.35 podemos observar a una digrafica H-coloreada D (donde es
claro que H es una digréfica transitiva) y a una H-separaciéon de ésta, pues D; y
D, son subdigréficas generadoras de D las cuales cumplen con A(D;) N A(Dy) = )
y A(Dy) U A(Dy) = A(D); ademas, las tnicas H-trayectorias de D son las flechas,
(T4, x3,22) y (72,6, x5), las cuales estdn contenidas en D; o en Dy segin sea el caso.

Dada una particién de las flechas de D, F = {F|, F3,..., F,,} diremos que una
sucesion de vértices de D, (u, v, w) es un H-C3-fuertemente arcoiris si existen un uv-
H-camino % contenido en D[F}], un vw-H-camino %, contenido en D y un wy-H-camino
%5 contenido en D[F}], con i # j, siendo u y v obstrucciones de € U 6, U €5. También
diremos que una sucesién de vértices de D, (u,v,w,y) es un H-P3-fuertemente ar-
coiris si existen un uv-H-camino %, contenido en D[F;], un vw-H-camino %, contenido
en D y un wu-H-camino %3 contenido en D[Fj], con i # j, siendo u, v y w obstrucciones

de cgl UCKQU%?,.

Dada una particién de las flechas de D, .# = {[}, F», ..., F,,} definimos a la digrafica
€ (F) como sigue:

1. V(€(F)) = F.

2. (F,F;) € A(€(%)) siy solo si existen dos flechas de D, a saber (z,y) y (v, 2)
tales que (z,y) € F; y (y,x) € Fj.

En la figura 6.36a podemos observar a una digrafica H-coloreada D, en la cual pode-
mos considerar la siguiente particién de las flechas de D: .F = {F} = {(x4,23)}, Fo =
{(1'3, ZEQ), (.ZU47 ZE1>}, F3 = {(1’2, 1'6), (I4, I5)7 ((L’Q, ZEl)}, F4 = {(ZL’(;, CL’5>}} De este modo en
la figura 6.36b se observa a la digrafica asociada €' (.%#), donde (Fi, Fy) € A(€(F)),
pues (z4,23) € F1 y (x3,22) € Fy, por lo que A(C(F)) = {(F1, Fy), (Fy, F3), (F3, Fy)}.

También diremos que una digrafica D es bipartita si es posible partir el conjunto
de vértices en dos conjuntos disjuntos no vacios independientes U y V.

Notemos que la digrafica €(.%) de la figura 6.36b es bipartita, en efecto, {U =
{F\, F3},V = {F,, F,}} es una particién de V(% (%)) en conjuntos disjuntos no vacios
independientes.

Ademas, decimos que una digrafica D es fuertemente conexa si para cada {x,y}
subconjunto de V(D) existe una xy-trayectoria y una yz-trayectoria.
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D: X1
H: 1 x . C(F): R Fs
s .\.2 I/I
¢ F, F,
4 3
o—0
X5 Yo
(a) (b)
Figura 6.36

Teniendo a la mano estas definiciones, podemos finalmente enunciar el resultado
principal demostrado en [16].

Teorema 6.2. Sean H una digrdfica transitiva, D una digrdfica H-coloreada y P =
{D1, Dy} una H-separacion de D tal que:

1. Para cada i en {1,2}, cada ciclo de D contenido en D; es un H-ciclo.
. o, -
2. D no contiene una (£1,&, &)-H-subdivision de Cs.

%
3. Si existe una uxr-trayectoria la cual es una (&1,&,&)-H-subdivision de Ps para
algin subconjunto {u,x} de V(D), entonces existe una ux-H-trayectoria en D.

Entonces D tiene un H-nicleo.

Cabe mencionar que la digrafica H-coloreada D, en la figura 6.35, cumple las hipétesis
del teorema 6.2. En efecto:

1. Como se mencioné anteriormente, H es una digréfica transitiva y P = {Dy, Do}
es una H-separaciéon de D.

2. Como no hay ciclos contenidos en Dy o en Ds, entonces se cumple que para cada
i en {1,2}, cada ciclo de D contenido en D; es un H-ciclo.

3. Por la estructura de la digréifica es claro que D no contiene una (&;,&,&)-H-
subdivisién de Cs.
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4. También D no contiene una (&1,§, & )-H-subdivision de ?3 (esto se debe a que
las tnicas opciones viables son (x4, x3, T2, 1), (T4, T3, T2, xg), (T4, T3, T2, T¢, Ts5),
(x3, T2, g, T5), PETO T3 NO es obstruccién para las primeras dos trayectorias y g
no es obstruccién para las ultimas dos trayectorias), por lo que cumple que si
existe una ux-trayectoria la cual es una (&1, &, §)-H-subdivisién de P3 para algin
{u,z} CV(D), entonces existe una uz-H-trayectoria en D.

Luego el teorema 6.2 concluye que la digrafica H-coloreada D de la figura 6.35 tiene
un H-ntucleo. Efectivamente, es sencillo ver que N = {x, x3, 25} es un H-nucleo para
D, pues no existe una H-trayectoria entre dos vértices en N y para todo vértice en
V(D) \ N existe alguna H-trayectoria hacia un vértice de N, a saber, (2, 1), (24, x3)

y (*Tﬁvxﬁ)‘

Observaciéon 6.18. El teorema 6.2 es una extension del teorema 4.2.

Sea D una digrdfica m-coloreada la cual cumple las hipdtesis del teorema 4.2. Ahora:

1. Sea H la digrdfica definida por V(H) = {1,2,...m} y A(H) = {(1,1),(2,2), ...,
(m,m)}, de este modo la digrifica D es H-coloreada y todas las H-trayectorias en
D son trayectorias monocromdticas. Note que H es una digrdfica transitiva.

2. Supongamos que {C1,Cy} es la particion del conjunto de colores considerada en el
teorema 4.2, con D; la subdigrdfica generadora de D de modo que A(D;) = {a €
A(D) : c(a) € B para algiin B € C;}. Por definicion de D;, A(D1) N A(Dg) =0y
A(Dy) U A(Dy) = A(D); ademds todas las H-trayectorias en D son trayectorias
monocromdaticas, las cuales estan contenida en Dy o en Dy, por lo que P =
{D1, Dy} es una H-separacion de D.

3. Por hipdtesis del teorema 4.2, para cada i en {1,2}, cada ciclo de D contenido en
D; es monocromdatico. Ademdas, por definicion de H, cada ciclo monocromdtico
de D de color l es un H-ciclo en D, a saber (I,1,...,1). Por lo cual se cumple que,
para cada i en {1,2}, cada ciclo de D contenido en D; es un H-ciclo.

_>
Dado que una (&1,€, &)-H -subdivision de C3 vendria siendo un tridngulo arcoiris
en C(D) que utilice colores tanto de Cy como de Cy y una (&1, &, &)-H -subdivision

%
de P3 vendria siendo un Py arcoiris en C(D) que utilice colores tanto de Cy como
de Cy, tenemos que:

4. D no contiene una (&1, &, &)-H-subdivision de C—>'3
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%
5. Si existe una ux-trayectoria la cual es una (&1,&,&)-H-subdivision de Ps para
algin subconjunto {u,xz} de V (D), entonces existe una ux-H -trayectoria en D.

Ya que D satisface las hipotesis del teorema 6.2, entonces éste es una extension del
teorema 4.2.

Hagamos notar que tanto el teorema 6.1 como el teorema 6.2, ambos son una
extension del teorema 4.2 (véanse observaciones 6.17 y 6.18), por lo que es necesario
hacer una comparacion de éstos.

Observacion 6.19. Teorema 6.2 no generaliza el teorema 6.1.

Basta con exhibir una digrafica H-coloreada la cual cumpla las hipotesis del teore-
ma 6.1 y no cumpla las hipdtesis del teorema 6.2. Examinemos la digrdfica H-coloreada
D de la figura 6.537a.

1. Note que la digrdfica H no transitiva, porque {(1,2),(2,3)} es un subconjunto de

A(H) pero (1,3) ¢ A(H), por lo cual la digrifica H-coloreada D no cumple las
hipotesis del teorema 6.2.

Por otra parte, veamos tal digrdfica H-coloreada si cumple las hipotesis del teore-

ma 6.1.

H: D: X4 Xy Gil Xy Xy GZ: Xy

1 ., 1 ﬂT 1 —)T

2 2 2 2
2 3 43 2 3 2 4
3 3

X3 X2 X3 X3 X3

(a) (b)

Dl Xy X1 DZ: X4 Xq

w
S

Figura 6.37: Digrafica H-coloreada la cual cumple las hipétesis del teorema 6.1 y no
cumple las hipotesis del teorema 6.2.
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2. Primeramente se considera & = {Cy = {1,2},Cy = {3,4}} wuna particion de
V(H)=1{1,2,3,4}, el conjunto de colores de D, de manera que las subdigrdficas
G1 y Go inducidas por esta particion son transitivas por H-trayectorias (véase

figura 6.37b).

3. Después se considera {&; = {{1,2}},& = {{3,4}}} una particion de & y también
las subdigrdificas generadoras Dy y Dy inducidas por esta nueva particion (véase
figura 6.37¢c).

4. D1 ni Dy no contienen ciclo, por lo cumple que para cada i en {1,2} y para cada
ciclo v de D contenido en D; existe m en {1,2} tal que 7y estd contenido en G,,.

5. Como Gy = Dy y Dy es la digrdfica Gy y vértices aislados, entonces se cumple que
para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m’ en
{1,2} tal que P estd contenido en G,

6. Las unicas £ &-flechas o €& -flechas en A(6c(D)) son (4,1),(4,2),(2,4), (4,3),
(3,4), pero éstas no estin en A(H). Luego se cumple que si existe una & &a-flecha
o una &&1-flecha en A(6c(D)), digamos (a,b), entonces (a,b) ¢ A(H) (véase
figura 6.37d).

. L pavs L. . .
7. D no contiene una (&1, &, &)-H -subdivision de C3 (pues las inicas opciones viables
son (x4, X1, Ta, T3, 24), (Ta, T1, %3, Tq), (T4, T, T3, Tq), PETO T1 MO €S 0bstruccion para
los primeros dos ciclos y xa no es obstruccion para el dltimo ciclo).

8. D no contiene una (&, &, &)-H -subdivision de ]3)3 (pues la unica opcion viable es
(21,29, 3,24), pero T3 Mo €s obstruccion para tal trayectoria), luego se cumple
que si eziste una ux-trayectoria la cual es una (&, &, &)-H -subdivision de Py para
algin {u,z} C V(D), entonces existe una ux-H-trayectoria en D.

Luego el teorema 6.1 concluye que la digrdfica H-coloreada D de la figura 6.37a
tiene un H-nicleo; efectivamente, es sencillo ver que {x3} es un H-nicleo para D, pues

N;(.Tg) = {.Tl, T, .234}.

Observacién 6.20. Teorema 6.1 no generaliza el teorema 6.2.

Basta con exhibir una digrdfica H-coloreada la cual cumpla las hipotesis del teore-
ma 6.2 y no cumpla las hipotesis del teorema 6.1. Examinemos la digrdfica H-coloreada
D de la figura 6.38a.
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H : Kl Gyt Kl Gy: Dy: lf.xl Dy: (:i

Figura 6.38: Digrafica H-coloreada la cual cumple las hipétesis del teorema 6.2 y no
cumple las hipotesis del teorema 6.1.

1. Note que la tunica particion posible de V(H) = {1,2}, el conjunto de colores de D
es & = {{1},{2}}, pero en este caso la subdigrdfica Gy inducida por esta particion
no es transitiva por H-trayectorias (porque (x3,x1),(x1,22) son H-trayectorias
en Gy pero no eziste una x3ro-H-trayectoria en Gy). Por lo cual la digrifica
H-coloreada D no cumple las hipdtesis del teorema 6.1 (véase figura 6.38b).

Por otra parte, veamos tal digrdfica H-coloreada si cumple las hipotesis del teore-
ma 6.2

2. Como A(H) =0, entonces H es una digrdfica transitiva.

3. Sean Dy y Dy las subdigrdficas generadoras de D de la figura 6.38c. Luego, es
claro que P = { D1, Dy} es una H-separacion de D .

4. Dy ni Dy no contienen ciclo, por lo cumple que para cada i en {1,2}, cada ciclo
de D contenido en D; es un H-ciclo.

5. D no contiene una (&1,€,&)-H-subdivision de C—>'3

%
6. D no contiene una (&1,€,&)-H-subdivision de Py, luego se cumple que si existe una

uz-trayectoria la cual es una (&1,&, &)-H-subdivision de Py para algin {u,z} C
V(D), entonces existe una ux-H-trayectoria en D.

Luego el teorema 6.2 concluye que la digrdfica H-coloreada D de la figura 6.38a
tiene un H-nicleo; efectivamente, es sencillo ver que {xs} es un H-nicleo para D, pues

N;([L'Q) = {[El,xg}.
Por otra parte, enunciemos los resultados obtenidos en [19].

Teorema 6.3. Si D es una digrdfica H-coloreada tal que cada ciclo en D es un H-ciclo,
entonces D tiene un H-nicleo por caminos.
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Teorema 6.4. Sea D una digrdfica H-coloreada. Supongamos que existe una particion
de A(D) en dos conjuntos Fy y Fy tal que cada ciclo contenido en D; = D[F}], i = 1,2,
es un H-ciclo. Supongamos también que D no tiene H-C5 fuertemente arcoiris ni H-Ps
fuertemente arcoiris. Si todo H-camino de D esta contenido en Dy o en Do, entonces
D tiene un H-nicleo.

Teorema 6.5. Sea D una digrdfica H-coloreada y F = {Fy, Fs, ..., F,,} una particion
de A(D) tal que:

1. Para cada i en {1,2,...,n}, cada ciclo de D contenido en D[F;] es un H-ciclo.
2. D no tiene H-C3 fuertemente arcoiris ni H-Ps fuertemente arcoiris.

3. Para cada H-camino P de D eziste i en {1,2,...,n} tal que P se queda contenido
en D[F}].

4. € (.F) es bipartita.
Entonces D tiene un H-nicleo.

Teorema 6.6. Sea D una digrdfica H-coloreada y % = {Fy, Fs, ..., F,,} una particion
de A(D) tal que:

1. Para cada i en {1,2,...,n}, cada ciclo de D contenido en D[F;] es un H-ciclo.
2. D no tiene H-C3 fuertemente arcoiris ni H-Ps fuertemente arcoiris.

3. Para cada H-camino P de D eziste i en {1,2,...,n} tal que P se queda contenido
en D[F}].

4. C(F) es fuertemente conexa y ademds no tiene ciclos de longitud impar al menos 3.
Entonces D tiene un H-nicleo.

Teorema 6.7. Si D es una digrdfica H-coloreada sin H-C3 arcoiris ni H-P3 arcoiris,
entonces D tiene un H-nicleo por caminos.

Observacion 6.21. Los teoremas 6.3 y 6.7 son ajenos respecto al teorema 6.1.

En efecto, los primeros dos resultados son sobre la existencia de H-nicleos por
caminos y el ultimo sobre la existencia de H-nicleos en digrdficas H-coloreadas, y como
se hizo notar en las observaciones 6.6 y 6.7, la existencia de un H-nicleo no implica la
existencia de un H-nicleo por caminos, y viceversa.
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Observacion 6.22. Los teoremas 6.4, 6.5 y 6.6 no generalizan al teorema 6.1.

Veamos que la digrafica H-coloreada D de la figura 6.39a cumple las hipotesis del
teorema 6.1.

1. Primeramente se considera & = {Cy = {1},Cy = {2}, C3 = {3}} una particion de
V(H) ={1,2,3}, el conjunto de colores de D, de manera que las subdigrdficas G1,
Go y G5 inducidas por esta particion son transitivas por H-trayectorias (véase
figura 6.39b).

2. Después se considera {& = {{1},{2}},& = {{3}}} una particion de £ y también
las subdigrdficas generadoras Dy y Dy inducidas por esta nueva particion (véase
figura 6.39c).

3. Dy ni Dy no contienen ciclo, por lo cumple que para cada i en {1,2} y para cada
ciclo vy de D contenido en D; existe m en {1,2,3} tal que 7y estd contenido en G,,.

4. Como los unicos H-caminos en Dy y Dy son las flechas, las cuales se encuentran
contenidas en G1,Gy o G3 sequn sea el caso, entonces se cumple que para cada i
en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D; existe m' en {1,2,3} tal
que P estd contenido en G,,.

5. Como A(H) = 0, entonces se cumple que si existe una §1&a-flecha o una &1 -flecha
en A(%c(D)), digamos (a,b), entonces (a,b) ¢ A(H).

%
6. D no contiene una (&1,&,&)-H -subdivision de Cs.

%
7. Note que T = (x1,x2,23,24) es la unica (&1,&,&)-H-subdivision de Py en D,

siendo x9 y x3 obstrucciones de T', ademds (x1,x4) es una xyx4-H-trayectoria. Asi,
se cumple que si existe una uzx-trayectoria la cual es una (&,&, &)-H -subdivision

%
de P3 para algin {u,z} C V (D), entonces existe una ux-H-trayectoria en D.

Luego el teorema 6.1 concluye que la digrafica H-coloreada D de la figura 6.59a
tiene un H-nicleo; efectivamente, es sencillo ver que {xa, x4} es un H-nicleo para

D, pues I'_ ({2, v4}) = {x1, 23}

Por otra parte, notemos que los teoremas 6.4, 6.5 y 6.6 restringen estructuras que
el teorema 6.1 no.
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H: 1l e D: Gy: Gyt Gt
X X3 2 X2 2_..3‘3 X3
2 o N A "
1
3 e AR PSS Y
Xq Xa 1 1 4
(a) (b)
Dl Dzl
X5 , X3 Xy X3
~—2—e ° .
1 \3
y o/ . 0—3—A
1 4 X1 Xa
(c)
Figura 6.39

8. Se considera F = {F, = {1,2}, F» = {3}} una particion de A(G), para la cual
T = (z1,x9,23,14) es un H-P3 fuertemente arcoiris en D, donde x5 y x3 son
obstrucciones de T

Esta estructura estd prohibida de acuerdo a las hipotesis de los teoremas 6.4, 6.5
y 6.6, y como se vio en el punto 7 de esta observacion, esta estructura si estd
permitida de acuerdo a las hipotesis del teorema 6.1.

Observacién 6.23. El teorema 6.1 no generaliza a los teoremas 6.4, 6.5 y 6.6.

. D:  on DIF,]: gx; D[F]: gt E(F):
H:
e o 1/’\1 1)’ .\1 o .o
1 2 XEJ—Z—%XZ xgoLzﬂo “ @ \.xz F F,
(a) (b) (c)
Figura 6.40

Analicemos la digrdfica H-coloreada D de la figura 6.40a.

1. Como se vio en la observacion 6.20, esta digrdifica H-coloreada no cumple las
hipotesis del teorema 6.1.
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Por otra parte, veamos que ésta cumple las hipotesis de los teoremas 6.4, 6.5 y 6.6.

2. Primero se considera una particion # = {Fy = {(z3,x1), (x3,22)}, Fo = {(z1,22) } }

de A(D).

3. Como no existen ciclos en D[Fy] ni en D[Fy], entonces se cumple que para cada i
en {1,2}, cada ciclo de D contenido en D[F;| es un H-ciclo (Véase figura 6.40b).

4. Por la estructura de la grifica es claro que D no tiene H-C5 fuertemente arcoiris
ni H-Ps fuertemente arcoiris.

5. Los tnicos H-caminos son las flechas las cuales se quedan contenidos en D[Fy] o
D|F], segin sea el caso, por lo cual se cumple que para cada H-camino P de D
existe i en {1,2} tal que P se queda contenido en D[F}].

6. €(F) es fuertemente conexa y ademds no tiene ciclos de longitud impar al
menos 3, mds ain, € (.F) es bipartita siendo {Fy, Fy} una particion de V(€ (F))
en conjuntos disjuntos no vacios independientes.

Luego los teoremas 6.4, 6.5 y 6.6 concluyen que la digrdfica H-coloreada D de la
figura 6.38a tiene un H-nicleo; efectivamente, es sencillo ver que {xs} es un H-nicleo
para D, pues N (x2) = {1, 73}



Conclusiones

Mediante el analisis hecho de los articulos Monochromatic cycles and monochromatic
paths in arc-coloured digraphs y Cycles and transitivity by monochromatic paths in
arc-coloured digraphs en los capitulos 4 y 5, pudimos percatarnos del método utilizado
en dichos articulos para la obtenciéon de condiciones que implicaran la existencia de
nicleos por trayectorias monocromaticos en digraficas m-coloreadas.

Métodos similares fueron utilizados en la seccién 6.3 para la obtencién de condiciones
que implicaran la existencia de H-nicleos en digraficas H-coloreadas. De este modo,
se consider6 una particién £ = {C, Cy, ...,Cr} (k> 2) de V(H), el conjunto de colores
de D, de modo que para cada i en {1,2,...,k} se tiene que la subdigréfica G;, definida
como G; = D[{a € A(D) : c¢(a) € C;}] es transitiva por H-trayectorias. Posteriormente,
se considerd otra particion {£1, &} de £, v se trabajé con digréficas generadoras de D, a
saber D;, tal que A(D;) = {a € A(D) : ¢, (a) € C; para algin C; en &;}. Entonces, se
estudiaron condiciones sobre Dy y Ds.

Esto nos permitié obtener un resultado original en la teoria de H-ntcleos (teore-
ma 6.1), el cual afirma lo siguiente:

Sea D una digréfica H-coloreada. Supongamos que:
1. Para cada i en {1,2} y para cada ciclo v de D contenido en D; existe
men {1,2,....k} tal que 7 estd contenido en G,,.

2. Para cada i en {1,2} y para cada H-camino P de D contenido en D;
existe m’ en {1,2, ..., k} tal que P estd contenido en G,, .

3. Si existe una & &-flecha o una &6 -flecha en A(6x (D)), digamos (a, b),
entonces (a,b) ¢ A(H).

4. D no contiene una (&, €, &)-H-subdivisién de C_>’3

121
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5. Si existe una wua-trayectoria la cual es una (&1,&, &)-H-subdivisién

%
de Pj3 para algin subconjunto {u,z} de V(D), entonces existe una
uz-H-trayectoria en D.

Entonces D tiene un H-ntcleo.

Cabe mencionar que dicho resultado es una extension de los resultados principales de
los mostrados en los capitulos 4 y 5, asi como del Teorema de Sands, Sauer y Woodrow
en el caso finito.

Para finalizar nuestro estudio se logré mostrar que cada una de las hipdtesis del
resultado original, mencionado anteriormente, es necesaria. Para eso se exhibieron 5
ejemplos de digraficas H-coloreadas cada una de las cuales no tenfan H-nicleo y ademés
cumplian todas las hipdtesis del teorema 6.1 con excepcion de una de ellas.
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