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Introduccion

La ecuaciéon de Laplace es un ejemplo de como se pueden relacionar distintas disciplinas de las
matematicas: entrelaza a la teoria de operadores (anélisis), que involucra funciones definidas en
dominios diversos, con la geometria; la topologia tiende a ser un puente entre ambas. Preguntarse
por la relacién y la influencia de cada una de ellas sobre las otras es una tarea fundamental.

Con la ayuda de la geometria riemanniana el area de las ecuaciones diferenciales parciales
se ha visto enriquecida y se puede aproximar a modelos mas parecidos a los reales. Asi, por
ejemplo, los dominios de las funciones involucrados en una ecuacion diferencial pueden dejar de
ser subconjuntos de R™ para considerar subconjuntos o subvariedades de una variedad suave con
frontera, més atn se pueden considerar subconjuntos en haces vectoriales.

En su anélisis, el estudio tedrico de las ecuaciones parciales lleva a técnicas como el desarrollo
de la teoria de los operadores (pseudo) diferenciales [Gilkey(1994)], el calculo de sus simbolos
[van den Ban y Marius Crainic(2009), Xin(1996), Topping(2006)] y el planteamiento de espacios
de soluciones cléasicos de Sobolev. En todas ellas, sus dominios pueden ser sustituidos en términos
de haces vectoriales, variedades o conjuntos abiertos de espacios euclidianos. En el proceso de
generalizacion para adaptar las técnicas de las ecuaciones diferenciales parciales a estos nuevos
objetos geométricos, una pregunta sensata seria saber que propiedades se preservan cuando cam-
biamos el dominio. Las variedades con frontera son el ingrediente principal para el problema de
ecuaciones diferenciales con valores a la frontera y también nos podemos preguntar si todo lo
que deciamos sobre una variedad cerrada (i.e. completa y sin frontera) es cierto en las variedades
con frontera.

El siguiente escrito es una exposiciéon y exploraciéon de algunas de las herramientas que se
utilizan en la teoria de ecuaciones diferenciales en variedades con frontera. Mas en concreto
nos centraremos en un problema de Laplace con condiciones a la frontera del tipo Dirichlet (o
Neumann). Los operadores diferenciales juegan un papel primordial, el calculo de sus simbolos
nos permite clasificarlos; los espacios de Sobolev son los conjuntos de soluciones esténdar que nos
permiten hablar de la regularidad y por ello vale la pena su construcciéon en formas diferenciales,
pues asi podemos responder la pregunta de regularidad para formas diferenciales en clases de
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Sobolev. En si mismas, cada una de estas herramientas son un area por explorar y todas tienen
distintos contextos de descubrimiento, pero pueden converger obteniendo resultados interesantes
en las aplicaciones.

En el primer capitulo se presentan todas las herramientas necesarias de geometria riemannia-
na y se hace la conexion de estos conceptos en espacios de Sobolev, lo cual nos permite hacer una
generalizacion del teorema de Stokes, la férmula de Green y el lema de Gaffney, para n-formas
en la clase de Sobolev, lo cual es indispensable para continuar con el desarrollo de esta tesis.

En el segundo capitulo se hablara sobre los simbolos principales de un operador diferencial.
Uno de los objetivos més importantes que tiene esta tesis es presentar los célculos explicitos
y precisos de los simbolos principales de los operadores derivada exterior y covariante, ya que
dichos célculos no se encuentran en la literatura actual. En este capitulo se cumple este objetivo.
Y con dichos célculos se puede demostrar que el operador de Laplace-Beltrami es eliptico bajo
la interpretacion de Lopatinskii-Shapiro, uno de los temas del tercer capitulo.

En el capitulo tres ademas se hablara de la nociéon de un problema con valores en la frontera
de tipo Dirichlet, y se propondra una soluciéon (débil) llamado Potencial de Dirichlet.

Finalmente, en el capitulo cuatro se presenta una aplicaciéon de la elipticidad, a saber una
descomposicién de las formas diferenciales en la clase de Sobolev W#P en términos de las formas
exactas EF(M), co-exactas C*(M) y los campos armoénicos H¥ (M) y se incluyen demostraciones
precisas de la mayoria de sus resultados. Este tipo de descomposicién es motivado por lo que
clasicamente se encuentra en la literatura y se conoce como Descomposicién de Hodge.



Capitulo

O-variedades y Espacios de Sobolev

En este capitulo se introducen los conceptos basicos y la notacién que se usa a lo largo de
este trabajo. La geometria riemanniana y los espacios de Sobolev son los principales temas de
estudio asi como la relacion entre ellos. Para ello, se define el concepto de variedad con frontera;
en torno a éste se construyen los conceptos anélogos a los de las variedades sin frontera, como el
de haz vectorial y se extienden los conceptos de conexioén, el tensor de curvatura de Ricci, flujos
y demés. Sin embargo, las formas diferenciales serén el principal espacio en donde se abordaran
los espacios de Sobolev; se introduce la norma béasica de Sobolev y se enuncian algunos teoremas
fundamentales bajo esta herramienta.

1.1. Variedades con frontera

En esta seccion se definirén a las variedades con frontera siguiendo las exposiciones de Richard
Melrose y Palmas & Morgado [Sanchez Morgado(2008)]|. Melrose llama a esta forma de construir
a las variedades con frontera intrinseca.

1.1.1. Construccion intrinseca

Consideremos un semiplano euclidiano de dimension n, H? = R™! = [0, 00) x R"~!, tomemos
la topologia usual en R™ y dotemos a R™! de la topologia relativa es decir, los abiertos en R™!
son los conjuntos O de la forma

O=0NR", O cR" abierto.

Para definir que una funcién F : O; C R™! — Oy C R™!, entre abiertos, sea suave, simplemente
se entenderd como una funciéon con una extension suave F' de F'; es decir, si existen abiertos
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8 CAPITULO 1. 9-VARIEDADES Y ESPACIOS DE SOBOLEV

(7)1,(7)2 Cc R™, tale§ que O; = @Z N R™! para cada i, y una funcion suave F: 07 = Oy con la
condiciéon de que F|p, = F.

Definicion 1.1.2. Sea M un espacio topoldgico Hausdorff yn € N

1. Llamaremos a la pareja (U, ¢) una carta de variedad con frontera (o sistema coordenado)
en M si ¢ es un homeomorfismo de un conjunto abierto U C M en un abierto de R™?.

2. Dos cartas de variedad con frontera (U, ), (V,) son compatibles si las transformaciones
pop™Lip(UNV) = R™ oo™t :p(UNV)— R™ son suaves.

3. Un atlas A de variedad suave con frontera es una coleccion de cartas cuyos dominios cubren
a M y cualesquiera cartas de variedad son compatibles.

Ahora definiremos a una wvariedad con frontera, como un espacio Hausdorff M, con base
numerable y con un atlas maximal A de variedad suave. Decimos que la dimensiéon de M es n.
A las variedades con frontera las denotaremos por 0-variedad M.

Atun podemos ser mas explicitos y describir dos tipos de puntos en las variedades con frontera;
para ello, tomemos los siguientes conjuntos del semiplano euclidiano

R™! = {(21,...,2,) : ©, > 0}. (1.1)

Definimos el interior y la frontera (topologicas) del semiplano, denotados por Int R™! y 9 R™!,
respectivamente:

Int R™' = {(z1,...,2,) : 2, > 0}, (1.2)

OR™ = {(zy1,...,2,) : z, =0} (1.3)

Decimos que un punto p € M es un punto interior si existe una carta (¢,U) en torno a p tal
que ¢(U) es un abierto en R™. Por otro lado, un punto p € M es un punto frontera si p € U,
e(U)NOR™ £y p(p) € 0 R™L. Asi, la frontera de M, denotada por M, es el conjunto de
todos los puntos frontera; mientras el interior de M, Int M, es el conjunto de todos los puntos
interiores.

Decimos que una variedad seré orientada, si existe un altlas, Ay = (Uy, ¢a)aca en donde

det(D(¢q o 901171)) >0, (1.4)

para toda a,b € A; D denota a la derivada sobre H", mientras que det, es el determinante en
R™,

Dadas dos variedades con frontera suaves, M y N, decimos que una funciéon f : M — N es
suave si y s6lo si existe una carta coordenada, (U, ¢), en torno a p en M y una carta coordenada,
(V,4) en torno a f(p) en N, que cumple que ¢(p) = 0 y la composicion ¢ o f o ¢~ ! es suave.
Denotaremos por C*°(M) al conjunto de las funciones suaves de M en R.

Es posible construir al espacio tangente en las variedades con frontera.
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Definicion 1.1.3. Sea M una variedad suave con frontera y o, : (—€,€) — M dos curvas
suaves en M, tales que a(0) = 5(0) = p. Las curvas o y  son equivalentes si y solo si existe
una carta (U, $) en torno a p, tal que (¢ o a)'(0) = (¢ o B)'(0).

Un hecho importante es que no depende de la carta la nocién de curvas equivalentes y forma
una relacién de equivalencia. Asi, a la clase de equivalencia de la curva a : (—e€,e) — M se
denotara como [a] = v, y se llama el vector tangente a « en p. El espacio tangente a una
variedad M en el punto p es el conjunto de clases de equivalencia de curvas,

TpoM = {[a] | a: (—€,€) = M, «(0) = p}. (1.5)

Definicion 1.1.4. Dada una variedad con frontera M, definimos al haz tangente a M como la
union de los espacios tangentes a M en cada punto de M,

T™ = | | T,M. (1.6)
peEM

El haz tangente admite una estructura de variedad suave de dimensiéon 2n en donde n es
la dimension de M. Un campo vectorial V' en una variedad M es una funcion V : M — TM
que asigna a cada p € M un vector V,, = V(p) € T,M. Decimos que el campo V es suave si
V : M — TM es suave. Al conjunto de campos vectoriales suaves sobre M los denotamos con

Con el concepto de espacio tangente definimos la diferencial de una transformaciéon entre
variedades con frontera.

Definiciéon 1.1.5. Sean M, N wvariedades con frontera y f una funcion suave de M a N. Defi-
nimos la diferencial (Tf)|p : TyM — TN de un punto p en M como

(Tf)lplo] = [f o al, (17)
con [ € TyM y [foa] € Ty, N.

Una vez introducida la nocién de variedad suave, recordaremos a los haces vectoriales suaves
a continuacioén; lo que nos permitird hablar de las cartas de haces, para poder expresar localmente
a los operadores entre secciones de haces.

Definiciéon 1.1.6. Un haz vectorial suave k-dimensional es una pareja de variedades suaves con
frontera E (espacio total) y M (espacio base) junto con una funcidn sobreyectiva m : E — M
(llamada proyeccion), que satisface lo siguiente:

1. Cada conjunto E, = 7 Y(p) (llamado fibra de E en p) tiene una estructura de espacio
vectorial.
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2. Para cada p € M, existe una vecindad U de p y un difeomorfismo ¢ : 7~ (U) — U x RF
llamada trivializacion local de E en donde el siguiente diagrama conmuta,

Y U)—Z>U x R

U U

Id
en donde w1 es la proyeccion sobre el primer factor.
3. La restriccion de ¢ en cada fibra, ¢ : E, — {p} x R*, es un isomorfismo lineal.

A las funciones ¢ se les llama cartas para el haz y al conjunto de abiertos U atlas para el haz.
Finalmente, una seccion para E, es una funcion suave o : M — E, con la condicion de que
moo =1Idy.

Denotaremos, como canénicamente se ha hecho, al haz tangente y cotangente sobre M, como
TM y T*M, respectivamente. Mientras que I'(T'M) es el conjunto de secciones suaves en el
tangente, llamados campos vectoriales (también denotados en la literatura como X(M)).

Un homomorfismo entre haces, F : E — E’ es un mapeo continuo que satisface lo siguiente:
dados m: E — M y «’ : E' — M’, existe un mapeo f: M — M’ tal que 7/ o F = f o,

E—L. g

A

M?M,

ademés de que para toda p € M, la transformacion Fr-1(,) : Ep — E}(p), es lineal.
Construyamos méas objetos geométricos.

Definiciéon 1.1.7. (Derivacion) (a) Sea f € C®°(M) una funcion suave. Su derivada en la
direccion de un campo vectorial X € T'(TM), es una funcion suave, D f(X) sobre M, definida
como

(DfX))lp = (Tf)l,X(p) Vpe M. (1.8)

(b) Para cualesquiera dos campos vectoriales X,Y € I'(T'M), el campo Z = [X,Y] € I'(T'M),
definido por,
Df(Z) := DDf(Y)(X) - D(DF(X)(Y) Vfel(TM), (1.9)

se le llama el bracket de Lie para X yY.

Recordemos ahora la estructura riemanniana que se definira sobre la variedad M e introduz-
camos una de las nociones principales: conexion.
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Definiciéon 1.1.8. (a) Una métrica sobre una 0-variedad M es una asignacion suave g : TM x
TM — R, tal que
glp : TyM x T,M — R,

es una funcion bilineal, simétrica y positiva definida para toda p € M. A la variedad M equipada
con la métrica g se le denota como O-variedad riemanniana con frontera (M, g).

(b) Sea (M, g) una O-variedad riemanniana y U C M. Una tupla (E1,...E,) de campos
vectoriales E; € T'(TU) se llama un marco local g-ortonormal sobre M si y sdlo si

9(Ei,Ej)l,=10i; VYpeU endonde 1<i,j<n.

Si (Uy)aca €s una cubierta para M, y existe un marco g-ortonormal para cada Uy, llamaremos
a (Ug)aca una buena cubierta.
(¢c) Al mapeo V : T(TM) x T'(TM) — T'(TM) se le llama conexion sobre M si y sdlo si

1. V(X, fY) = Df(X)Y + fV(X,Y),
2. V(fX,Y) = fV(X,Y),
3. V(X+Y,2)=V(X,Z2)+V(Y,2)

para todo X,Y,Z € T(TM) y para toda f € C>°(M).
Si fijamos a X € I'(TM), al mapeo Vx- = V(X,-) se le llama derivada covariante en la
direccion de X.

Un hecho importante es el siguiente

Teorema 1.1.9. Dada una variedad riemanniana M con frontera, hay una tinica conexion V
que cumple,

1. D(g(Y, 2))(X) = g(VxY, Z) + g(Y,Vx Z),
2. VxY - VyX = [X,Y],
para todo X,Y,Z € X(M). A la conexion V se le llama conexion de Levi-Civita.

Finalmente, presentamos el tensor de curvatura de Riemann para una conexién V sobre M:
es el mapeo definido mediante la siguiente regla

R :T(TM) x T(TM) x T(TM) — T(TM) (1.10)
(X,Y,2) = R(X,Y)Z := VxVyZ — VyVzX — VixyZ.

R es anti-simétrico y C°°(M) lineal en las primeras dos entradas.
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1.1.10. Geometria sobre los puntos frontera

Dado que las variedades con las que trabajaremos tienen frontera no vacia, es importante
describir la geometria en torno a puntos de la frontera. En esta seccidn se presentara la notacion
fundamental para los campos definidos en la frontera, asi como la relacién entre el haz vectorial
definido en la frontera y en el interior de la variedad. Al final se enunciara uno de los teoremas
pilares sobre las variedades con frontera, a saber, el teorema del collar.

Recordemos que la frontera de M™, denotada por M es en si misma una variedad de di-
mension n — 1. Como subvariedad de M, podemos tomar a la inclusiéon natural j : OM — M
(OM C M) y al mapeo tangente

Tj: TOM — TM|on.

Una observaciéon importante debe hacerse aqui, podemos identificar al haz tangente sobre la
frontera TOM con la imagen del mapeo T'j, Tj(OM); sin embargo, no hay una correspondencia
equivalente con el haz tangente sobre M restringido a los puntos frontera, TM|gp;. TOM es un
sub-haz de co-dimension 1 del haz T'M|55;. De manera directa se puede inducir una inclusion del
espacio de campos vectoriales sobre el haz tangente con base en la frontera, I'(TOM ), al espacio
de los campos vectoriales con base M pero restringidos en la frontera, I'(T'M|sxs).

Dicho esto, denotemos por N € T'(T'M|gas) a uno de los campos normales unitarios sobre
M es decir,

gN,N)=1 y g(TjY,N)=0 VY € T(TOM).

Si pedimos ademés que M sea orientada, decimos que N apunta hacia adentro siy solo si para
todo p € U, N OM el producto g(N,0%) es positivo para toda carta coordenada (U, ¢,). El
siguiente teorema es de gran importancia pues nos permitira extender a los campos definidos en
la frontera de M de manera global.

Teorema 1.1.11. (Teorema del collar, ([Bricker(1982)], pp. 133-135)) Sea M una O-variedad
riemanniana. Entonces, existe una familia de difeomorfismos suaves

Y:0M x[0,1) > M
sobre una vecindad abierta de la subvariedad j(OM) en M, tal que
X(p,0)=p v T¥40)(0,1) =N, Vpec oM.
Al mapeo X se la llamard collar normal sobre OM .

Si aplicamos el teorema del collar podemos extender al campo normal N : M — TM|sp,
de manera suave, y en una vecindad de la frontera, a un campo N dado por

J\Af\q =T%|(;,5(0,1) en donde (p,s)= ¥ 1(q).
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Con la ayuda del campo N se puede hacer la descomposicién de cualquier campo vectorial

Y € T(T'M) en dos partes: una componente tangencial Yl y una componente normal T+. Si
elegimos N = %, tenemos lo siguiente

Y =Yl+v' endonde YJ‘:g(Y,/\N/)K/' y g(Y”,./{\/'):O.

Ademés, en una vecindad lo suficientemente pequefia que interseque a dM, podemos tener un
marco g-ortonormal

(N,Es,...,E,) endonde Nl|oy =N Ejilon € TOM.

Marco al que se le llamara marco normal.
Una observaciéon importante es que para todo campo tangente Y € [(TOM) se tiene que

gN Vi N) =0, ie (VyT(TM))" =0.

Otro objeto fundamental sobre M C M es la segunda forma fundamental: consideremos al
mapeo simétrico
K :TOM x TOM — TM|snm

KXyl = (v Y.

Asociado a cada campo definido en M se encuentra una familia de curvas que tendra una
doble funcién: primero, nos permitird hablar sobre automorfismos uniparamétricos; segundo,
permitird construir la nocién de transporte paralelo.

Proposicion 1. ([Schwarz(1995)], p. 17) Sea (M, g) una variedad riemanniana con frontera,
y X € T'(TM) un campo vectorial con soporte compacto, tal que sop(X) N IM = 0 o bien
Xlom = XII. Entonces, existe una familia de curvas suaves generadas a partir de los siguientes
mapeos

X M xR— M tal que

v(,0)=p v TWY)pn(0,1) = X|yx (-

1.1.12. Construccion sobre Haces Vectoriales

Una vez presentada la nocién de haz vectorial suave, describiremos como dotarlos de una
estructura riemanniana. Veamos c6mo.

Consideremos un haz vectorial (E,m, M), definamos un mapeo bilineal simétrico y positivo
definido

(Y Elp: 7 Hp) x n71(p) — R.
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(-,+) |E depende de manera suave sobre p € M. Asi, dada la métrica en la fibra podemos encontrar
un marco local ortonormal (v1,...vy) en T'(E|y,), y en donde E|y, := 7~ 1(U,) para cada U,
abierto en M esto es,
<I/i, VJ>E\p = 6z‘j Vp € U,.
Con este marco local podemos descomponer de manera local a cada campo o € T'(E) como
o = Z ()\QJ)VJ'
1<j<m

en donde (A, ;) son las componentes de una funcion suave sobre U, C M. Asi, podemos describir
al producto en las fibras del modo siguiente:

(0,0) = Z()\a,j)(ea,j)~
J
El concepto de conexién es posible definirlo para haces vectoriales y seréd el mapeo
V:I(TM) xT'(E) - T'(E),

tal que

1. VX, fY)=Df(X)Y + fV(X,Y),

2. V(fX,Y)=fV(X,Y),

3. VIX+Y,2)=V(X,2)+V(Y,2)
para todo X € I'(T'M), Y, Z € T'(E) y para toda f € C*°(M).

Finalmente, es posible construir nuevos haces vectoriales sobre una variedad base distinta a
partir de un difeomorfismo entre variedades. Esta construcciéon es fundamental en el concepto de
operador diferencial.

Denotaremos por End(E) al espacio de los endomorfismos de E en E sobre la identidad, en
donde (E, 7, M) es un haz vectorial; es decir, el conjunto de todos los mapeos lineales suaves
entre fibras @ : E, — E, que hacen que el diagrama siguiente conmute

E-*.E

BN

M.

Sea 1 : N — M un difeomorfismo, Definimos al haz vectorial inducido sobre N como

P E ={(q,v) € N x E|r(v) = q}.
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El mapeo entre haces canodnico esta dado por ¥ : v*E — E, (¢,v) — v es un isomorfismo entre
haces con el cual el diagrama siguiente

VE-L s F

|k

N2,

conmute. Con este isomorfismo podemos construir nuevas secciones sobre N a partir de las
secciones construidas sobre M: sea o € I'(E), el pull-back ¥# o € I'(¢*E) esta dado por

¢#0:Ef—1oaow.

1.1.13. Formas diferenciales

En la siguiente seccién se presentard un haz muy especial: el haz exterior de las k-formas.
Este haz es fundamental en nuestro analisis pues sera el objeto de estudio. Presentamos los
operadores més importantes sobre este espacio y se extenderan ciertos operadores definidos en
el haz tangente.

Definiciéon 1.1.14. (Haz exterior) Sean M una O-variedad y A¥(T,M) el espacio de todas las
funciones k-lineales antisimétricas

wp : TpM x - xT,M — R pe M.
Entonces, el haz exterior de las k-formas estd definido como

A = | AT,
peEM

El espacio de las secciones suaves se denotard como QF(M) := I'(A¥(M)) y se llamard el espacio
de las formas diferenciales de grado k sobre M.

De manera explicita una forma diferencial es un elemento w € QF(M) tal que la regla
w:TN(TM)x---xIT'(TM) — C*(M)
(Xl, R ,Xk) — ’lU(Xl, - ,Xk),

es un mapeo k-lineal antisimétrico respecto a C*°(M). Ademas, si M es una variedad rieman-
niana orientada positivamente el espacio Q" (M) tiene la forma riemanniana de volumen p como
elemento canoénico y esté definido como

M(le ceey Xk) = \/det(g(Xi,Xj)).
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Presentamos ahora las principales operaciones sobre Q¥ (M): denotemos por S(k,n) al conjunto
de todas las permutaciones o del conjunto de nimeros {1,2,...n} tal que o(1) < --- < o(k) y
o(k+1) <---<o(n). Alos elementos o € S(k,n) se les llama (k,n)-shuffle.

Definicién 1.1.15. Sea M una 0-variedad riemanniana. (a) El producto exterior (o cuna) entre
formas diferenciales estd definido por

A QF (M) x QM) — QFHL (M)

(wAD)(X1,..., X)) = (1.11)

Z (signo U)w(XU(l), . 7Xo(k)) . n(Xg(k_H), c. ,Xg(k_H)).
oeS(kk+1)

(b) Sea (Ex,...,Ey,) un marco g-ortonormal sobre U C M. Definimos el producto en QF(M),

localmente como
(s '>Ak(TpM) L QM) x QY (M) — C(M)

<w7 77>Ak(TpM) = Z w(EU(1)7 B Ea(k)) ’ n(Ea(k—i-l)a s 7Ea(k+l))'
oeS(k,n)

(c) El operador de Hodge  : QF(M) — Qn=F(M) estd definido implicitamente por
1A *w = (1,0) nkep,apy V0 € QE(M).

(d) El producto interior (o contraccion) con un campo vectorial Y € T'(T'M) estd definido me-

diante la siguiente regla
(lyw) (Xl, - 7Xk71) = 'LU(}/, Xi,... 7Xk71) VX1,...,Xp_1 € F(TM)

(e) La derivada exterior d : QF (M) — QFFL(M) se define para (k < n) como

dw(Xo, X1,...,Xp) = > (=1)/Dw(Xo,..., Xj,..., Xp)|(X;)
0<j<k
+ > (=1 Dw([Xi, X;), Xo, -, Ky X X))(XG).
0<i<j<k
Los campos Xy, ..., X, son arbitrarios y estan definidos sobre M ; la notacion Xj significa que

se omitird ese campo. Para w € Q"(M) se tendrd por definicion que dw = 0.
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(f) El operador co-diferencial estd definido con el mapeo & : Q¥(M) — QF~1(M) mediante la
regla
Sw = (—=1)" L d(xw).

(9) El operador de Laplace-Beltrami es el mapeo A : QF(M) — QF(M) con la regla
Aw = (dd + éd)w.

Una vez presentados los principales operadores sobre las formas diferenciales, haremos el
vinculo con la estructura riemanniana de la variedad con frontera M. Es decir, queremos proponer
una conexion sobre el haz de formas a partir de la conexion sobre el haz tangente. La siguiente
definicién nos dird como es esta correspondencia.

Definicién 1.1.16. Sea V la conexion de Levi-Civita sobre la 0-variedad M. La derivada cova-
riante inducida para las formas diferenciales sobre M, y denotada por V, es el mapeo dado, para
cualquier Y € T(TM), por

Vy () : QF (M) — QF(M)

(Vw)(X1,...,Xx) = Dw(Xy,....Xp)|(¥) = Y w(X1,...,VyX;, ..., Xp).
1<j<k

Por comodidad denotaremos con el mismo simbolo a ambas conexiones: V := V.

La conexién inducida sobre QF(M) es compatible con la métrica (w, 1)\«
([Schwarz(1995)], p. 24).

De manera anéloga, podemos inducir el tensor de curvatura sobre las formas antisimétricas
A¥(T,, M), denotado por R*, a partir del del tensor de Riemann R sobre I'(TM)

RY . T(TM) x T(TM) — End(A*(T,M))
(Y. 2) = RYY, 2),
en donde el endomorfismo de haz sobre A*(T),M) esta definido como

(RAY, Z)w) (X1, .. X)) = Y w(Xy,...,RY, 2)Xy,..., Xp) (1.13)
1<I<k

Los operadores derivada exterior y covariante, definidos anteriormente, también admiten una
representacion en términos de la derivada covariante inducida (V := V)
[Sanchez Morgado(2008)]. Asi, la derivada exterior tendra la forma

dw(Xo,Xl,...,Xk): Z (ij)(Xo,...,)?j,...,Xk). (114)
1<i<k
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Para la derivada co-diferencial §, tomemos un marco g-ortonormal sobre U C M y denotemos
a la derivada covariante en la direccion del campo E; como V; = VE;; entonces, tenemos la
siguiente representacion

5w(X1,...,Xk_1) = Z (ij)(Ej,Xl,...,Xk_l)
1<j<n
= - Z (iEjij)(Xl,---,qu)' (115)
1<j<n

Finalmente, el operador de Laplace-Beltrami A tendréa una forma mas compleja [Schwarz(1995),
Xin(1996)], pues para O-formas f € Q°(M), se tiene

Af=ddf =— > (vjvjf - vvjEjf>, (1.16)
1<j<n

ya que J f se anula.
Con la anterior observacion, definimos al operador Laplaciano-conexién como sigue

AA:—§:<%erw@J. (1.17)
1<j<n

La relacion ente el operador de Laplace-Beltrami y el Laplaciano-conexion es via la formula de
Weizenbock ([Xin(1996)])

Aw = Aw —RVw Yw e QF(M). (1.18)

En donde R" € End(A¥(T,M)) es un endomorfismo de haz, determinado por el tensor de
curvatura R* como

(R w)(X1,...,Xy) =
ST3T (C)TFHRME, Xoe) (B Xa, . Xiy - X

1<j<n 1<i<k

En la siguiente construccion presentaremos dos operadores especiales definidos en la frontera
de M estos operadores nos permitiran hablar sobre condiciones en la frontera.
Primero veamos como caracterizar a las formas diferenciales en la frontera: consideremos a

la inclusién natural
j:OM — M,

asociado a la inclusién tomemos el pull-back de formas

jx - QF (M) — QF(OM).



1.1. VARIEDADES CON FRONTERA 19

La variedad frontera, OM, hereda la métrica g en M, via el pull-back j*¢g. También podemos
hablar de la forma de volumen en la frontera pgy € QF(OM) y se calcula con la regla siguiente

pon = inplon-

A la restriccion w|gys se le llama valor frontera de w € QF(M). w|gas es una funciéon multilineal
antisimétrica cuyo dominio es

wlon : T(TMlgpr) X -+ x T(TM|gpr) — C° (M),
es decir, es una funciéon suave restringida al haz de las k-formas A*(M)|gp. Asi, por definicion
WM € Qk(M)laM = F(Ak(MﬂaM)

Dicha restriccién es una operacion compatible con las operaciones definidas sobre A*(M ). Es
decir, se tiene, por ejemplo que

(wAMom = wlom Anlore y  * (wlonr) = (+w)lon-
Definiremos ahora a los operadores que propiamente estan definidos en la frontera.

Definicion 1.1.17. Sea X € I'(TM|an), entonces X = X + XL definimos a la componente
tangencial de w, tw, como

tw(Xy,... Xp) =w(X), . X)) VX, X, € T(TM|on). (1.19)
Y la componente normal de w, nw, serd
nw = wlgy — tw. (1.20)

Las componentes tangencial y normal para una forma diferencial son naturales respecto al
operador de Hodge y los operadores diferenciales derivada exterior y co-diferencial, respectiva-
mente, como lo muestra la siguiente proposicién

Proposicion 2. ([Schwarz(1995)], pp. 27-29) Sea M wuna O-variedad, y tomemos un marco
normal (N, Eq,...En_1) sobre U C M

a) Las componentes normal y tangencial de w € QF(M) son adjuntas via el operador de Hodge,
x(nw) =t(xw) y *(tw) =n(xw). (1.21)

Las formulas x(nw) y *(tw) deben interpretarse como la accion de * sobre una extension
arbitraria de nw y tw, respectivamente, sequido de la restriccion a OM .
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b) La derivada exterior conmuta con la proyeccion tangencial, mientras que la co-diferencial lo
hace respecto a la proyeccion normal de w € QF(M) en el sentido siguiente:

7 (t(dw)) = d(5*tw) vy §*(* (non)) = (=1)FDOFED (5% (snw)). (1.22)

St usamos la identificacion tw = j*w, las identidades anteriores las podemos reescribir como
stgque
t(dw) =d(tw) y n(dw)=d(nw). (1.23)

¢) Si definimos como & := tw A xnn, con w € QF(M) yn € Q¥1(M). Entonces,
§ = (w,inm) zx Ho- (1.24)

Observacion: Notemos que la construccion de la componente tangencial se puede generalizar
a espacios vectoriales U, V, W finito-dimensionales arbitrarios, de la siguiente manera: Sea L :
V' — W una transformacion lineal y tomemos el pull back entre las formas alternantes L* AltW —
AltV, definido como siempre

L*w(vi,...vx) = w(Lvy, ..., Luy), we AltFW,vy,... 0 € V.

Si L es la inclusion iy : V' < W, al tomar su pull back, define una funcién sobreyectiva iy, :
AltW — AltV. Si ademés, W es un espacio con producto interior, se puede definir a la proyeccion
ortogonal my : W — V., y su pull back define una funcién inyectiva 7, : AltV — AILtW. Asi,

para la composicion W =5 V YW osu pull back asocia a cada w € AItW su parte tangencial
respecto a V', definida como

AUW 5 ALV T Al (1.25)
(¥ w) (v, ..., v8) = w(Tyvr, ..., TYUE). (1.26)

Entonces, la componente tangencial para w la podemos entender como
tw(X1,. .. Xp) =w(ro Xy, ..., mo X)) =w(X), ..., X)) VX1,..., Xy € T(TM|op).
La segunda forma fundamental ' también induce un mapeo sobre puntos en la frontera OM,
KA TOM — End(A"(M)|onr)
vl kA vlh,
en donde el endomorfismo de haz K (Y lw) sobre A¥(M)|sas se define como

(KA (X1, X)) = 0 w(Xn. . kLX), LX), (1.27)
1<I<k



1.2. ESPACIOS DE SOBOLEV 21
Sea W : N — M una funcion suave entre dos variedades con frontera. El pull-back ¥* : Q¥ (M) —
QF(N) esta definido por

(UFw)[p( Xy, .oy Xi) = wlg@) (TY) [, X1, .o, (TV) ], Xy), (1.28)

con X1,...,X, € I(TM). Si ¢¥ es el flujo asociado al campo Y € T'(T'M), definimos a la
derivada de Lie como

d .
Lyw := %‘t:owz) w, Yw e QF(M). (1.29)
Por tltimo, definimos la deformacion para operador de Hodge bajo el flujo ¢Y asociado a Y como
2Y AR (M) — AR(M)  como *g(t) = (Id + t=)), (1.30)
en donde g(t) := %4(¢Y)*g denota a los tensores métricos inducidos en M; mientras que *, y

*g() son los operadores de Hodge relativos a las métricas g y g(t).
Finalmente enunciamos el teorema que nos permitira hacer el vinculo entre el anélisis, la
topologia y la geometria para las variedades con frontera,

Teorema 1.1.18. (Teorema de Stokes) Sea M una O-variedad n-dimensional y orientada. Si
w € Q" Y(M) es una forma diferencial suave con soporte compacto, entonces

/M dw = /{W]’*w. (1.31)

1.2. Espacios de Sobolev

En esta seccion definimos a los espacios de Sobolev para secciones sobre un haz riemanniano
con base en una variedad con frontera; se enunciarén tres de los teoremas principales sobre estos
espacios: Meyers-Serrin, Lema de Encaje y Lema de Rellich. Propondremos la caracterizacion
de los espacios de Sobolev sobre el haz exterior. Finalizaremos esta seccién recordando a los
operadores de Fredholm, un resultado basico sobre encajes y aproximaciones.

Denotemos por T'.(F) al espacio de las secciones suaves sobre un haz vectorial (F, M) con
soporte compacto; es decir, a las funciones ¢ : M — F que cumplen que mo o = Iy, la identidad
en M y cuyo soporte , sop(M) = {p € M|o(p) # 0}, es compacto en M.

Definicion 1.2.1. Sea M una 0-variedad, y F un haz vectorial sobre M y con una métrica en
la fibra (-,-) |r. El espacio T'c(F) estd equipado con el producto escalar siguiente

< 0’,77>>:/ (o, n)p b
M

El espacio L*T'(F) estd definido al completar el espacio T'o(F) con respecto a la norma inducida
siguiente
ol zer) = (< 0,0 > )2,
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En general para p € [1,00), la norma LP sobre T'.(F) estd dada por

p/2
ol = [ (o))
M

ademds, definimos al espacio LPT'(F), al completar el espacio T'.(F) respecto a esta norma. Los
espacios LPT(F) también serdn denotados por WOPT'(F).

Para definir a los espacios de Sobolev de orden superior se tomara en cuenta a la conexién
sobre un haz vectorial. Fijemos tanto a la variedad con frontera como a la conexién inducida
(M, V) y tomemos un marco local g-ortonormal (Ej, ..., E,) definido en U C M. Definimos de
manera inductiva a la siguiente familia de mapeos?

| sy : T(Fly) — C*(U) dado por

ooy = (@00 F v 1olemoy = 10e1@m + D IVE OG-
1<j<n

Por ejemplo, para s = 1 tenemos el producto siguiente

(0,0) |r + Z <ijU’ij0>]F‘

1<j<n
Ahora estamos en posiciéon de definir a los espacios de Sobolev

Definicion 1.2.2. Sea M una 0-variedad, y F un haz vectorial sobre M equipado con una métrica
en la fibra (-,-) |r y una conexion V. Ademds, tomemos una cubierta abierta (Uy)aeca de My

una particion subordinada a la unidad (F)qeca, y una familia de marcos locales (EY,...E%). La
W*P-norma sobre T'(F), (con 1 < p < 00), estd definida por
HUH];Vs,p = Z/ Fayaﬁs(]pw)/i‘ (1.32)
acA’M

El espacio de Sobolev, denotado por W*PT'(F) se define al completar el espacio T'.(F) respecto a
la norma anterior. Denotaremos a los espacios W?T(F) como H*T(F).

Los espacios W*PT'(F) son de Banach. Un resultado importante es que si estamos frente a un
difeomorfismo entre variedades con frontera, ¢ : M — N, podemos inducir normas en la fibra
sobre cualquier haz inducido en M a partir de una norma conocida en las fibras de N. Esto es,
(1.3.4)

'La nomenclatura J*(F|U) merece una explicacién adicional: consideremos un haz vectorial suave F sobre M,
p € Uy (¢,U) una carta coordenada alrededor de p; tomemos un marco local (E1, ..., E;). Tomemos al subespacio
de C*°(IF), denotado por Zf,f (F), como el conjunto de secciones tales que si s = fiE1+---+ fiE; (con f; € C°°(M)

para toda i), entonces s € Z}(F) si y solo si D*f;(p) =0y |a| <k (a = (a1,...,a,) con enteros no negativos,
lal=a1+ -+ y D* = 3&?‘4(?6&‘3(1” ). Asi, llamaremos al cociente J*(F), = CZZ:((]F]F))

de jets de orden s ([Mukherjee(2015)] p. 227).

como el conjunto de los haces
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Lema 1. (/Schwarz(1995)], pp. 35-36) Sea ¢ : M — N un difeomorfismo ente variedades con
frontera, F un haz vectorial riemanniano sobre M con fibra F de dimension m. Entonces, la
norma en la fibra | - |js sobre F es equivalente a la norma en la fibra sobre el haz inducido T,

o2y < U * (jof2ap <) < CloF o2y

Corolario 1.2.3. ([Schwarz(1995)], p. 36) Sea v : M — N un difeomorfismo entre varie-
dades compactas y con fronteras no wvacias, y F un haz vectorial riemanniano sobre M. Si
o € WHP(I'(F)), entonces o € WP(T'(¢*F)) y, ademds,

cllollwsrmmy < 0¥ lwserwr) < Cllollwssre) (1.33)

El siguiente teorema presenta tres de los resultados fundamentales de los espacios de Sobolev
y nos referiremos a ellos sistematicamente en lo sucesivo.

Teorema 1.2.4. ([Schwarz(1995)], p.37) Sea F un haz vectorial con métrica en la fibra (-,-) |r
sobre una variedad compacta y con frontera M, (E;)I_, un marco local en U C M. Entonces

a) Teorema de Meyers-Serrin:

Sio e WHPT(F|U), y si V;‘?(U) € WP, entonces o € WSTLPT(F|U).

b) Lema de Encaje de Sobolev:

Para cualesquiera enteros s > 0 yt > 0, los siguientes encajes son continuos:

WSHPT(F|U) < WSIT(F|U)  para todo p < ¢ < nfptq (1.34)

¢) Lema de Rellich:

St U es acotado, el encaje anterior es compacto, salvo en el caso q = nﬂp.

El siguiente teorema refleja los resultados en torno a la nocién de traza para los espacios de

Sobolev en R™ ([Salsa(2008)]).

Teorema 1.2.5. ( [Schwarz(1995)], p. 38) Sea M una 0-variedad con frontera compacta OM y
F un haz vectorial sobre M.

a) El operador restriccion, o — ol|anr, es una asignacion compacta y continua de WSTPI(F) a
WoPT(Flour).

b) Cada oy € WPT(F|opr) admite una extension o € WPL(F) tal que

o [lwsrr@y < ClloallwssrE|yw)- (1.35)
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Presentamos a continuacién los espacios de Sobolev sobre el haz exterior de las formas dife-
renciales; el cual serd nuestro objeto de estudio. Recordemos que la estructura riemanniana sobre
M induce de manera natural una métrica en cada fibra y esta a su vez, induce una conexion
riemanniana sobre las secciones QF (M).

Definicion 1.2.6. ([Schwarz(1995)], p. 39) Sea M wuna d-variedad riemanniana, y A¥(M) el
haz exterior de las k-formas. Denotemos por QE(M) = T.(A¥(M)), al espacio de las formas

diferenciales con soporte compacto sobre M. Equipemos a este espacio con un producto interior
L2

<<w,7]>>:/ w A *7).
M

La métrica en la fibra correspondiente sobre A¥(M) estd dada por (w,n)yr ar = w A 1. Los
espacios de Sobolev WPQF(M), (con 1 < p < 0o y s € Ny), se definen al completar el espacio
QF(M) a partir de la familia de mapeos

2
wl3opy = (W, w)pe = Y <w(Ea(1), : "Ea(k)>

oeS(k,n)

y ’w|3S(A) = |w’33—1(A)+ Z |ijw|?Is—1(A)’
1<j<n

y con la norma

el : 3 /M Foluf) 0 (1.36)

a€A

Recordemos que V es la conexion de Levi-Civita inducida, (E;, ..., E,) un marco local y (Fg)aeauna
particion de la unidad. Denotaremos a los espacios WOPQF(M) y W2QF (M) por LYQF(M) y
H*QOF (M), respectivamente.

Veamos como seran las extensiones de los operadores anteriormente definidos sobre Q% (M)
en la clase de Sobolev. Los mapeos

d: WsHbPQE (M) — WHPQEHL (M)

5 WEHLPQF (M) — WePQF—1 (M),

son continuos. El operador de Hodge * : W*PQF(M) — WPQ"¥(M) es continuo y ademas es
una isometria respecto a la norma || - ||y,

|| % wl|wse = [Jw|lwsr Y € WHPQF(M) . (1.37)

La desigualdad de Holder también se generaliza si tomamos el producto natural en las formas
diferenciales QF(M).
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Teorema 1.2.7. Sean w € LPQF(M) yn € LIOY(M). Entonces la forma (w A n) pertenece a
ngk—H(M), y
(w Am[pr < [lwllze|nl|za, (1.38)

en donde p > 1 y p,q son conjugados.

También es posible extender el pullback entre las formas diferenciales, a partir del difeomor-
fismo ¢ : M — N, a la clase de Sobolev W*PQF(M).

Lema 2. ([Schwarz(1995)], p. 41) Sea ¢ : M — N wun difeomorfismo entre 0-variedades. Si
w € WPQF(M), entonces *w € WSPQF(N) y tenemos la siguiente estimacion

CH“’HWMQ’C(M) < ||¢*w||ws’mk(1v) < CHwstmk(M)~ (1.39)

En la siguiente seccién recordaremos y, posteriormente, tomaremos algunos elementos del
analisis sobre los espacios de Banach. Estos los vincularemos directamente con la clase de Sobolev
WPQF(M); el vinculo estard dado por caracterizaciones en torno a ciertos encajes. Una nocion
primordial es la de Operador de Fredholm; el cual seré el puente para presentar la dualidad entre
un problema con valores en la frontera y los operadores diferenciales elipticos.

Primero atendamos a la definicién de los espacios simétricos. Sea B un espacio de Banach.
Consideremos al encaje canénico J : B — B**, definida por

J(z)(¢) = ¢(z) ¢€B*, zeB. (1.40)

El mapeo J es una isometria lineal. Si el el mapeo J es sobreyectivo, decimos que B es un espacio
reflexivo.
Definamos la nocién de convergencia,

Definicién 1.2.8. Tomemos el espacio dual B* y F : B — R, una funcional lineal. Decimos que
la sucesion (x;)jen € B converge débilmente a x € B si y solo si

F(xj —x) —— 0 VF € B"y lo denotaremos por x; — . (1.41)

j—00

Lema 3. ([Schwarz(1995)], p. 47) Sea A : By — Ba un operador compacto entre espacios de
Banach, (x;)jep una sucesion que converge débilmente a x en By. Entonces, existe una sub-
sucesion (,)j.en tal que

Axzj, — vy fuertemente en IBs

y Ax = y.

Lema 4. ([Schwarz(1995)], p. 48) Sea By — By un encaje compacto. Entonces cualquier sucesion
acotada (x)jen en By, tiene una subsucesion convergente en Bo.

llz, —yllp, —— 0, con y € By.
k—o0
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Lema 5. (Desigualdad de Ehrling)([Schwarz(1995)], p. 48) Sean By, Ba, B espacios de Banach.
Sea A : B1 — B un mapeo compacto, y B : By — B3 un encaje continuo. Entonces, para todo
€ >0, existe Ce > 0, tal que

|Az|lg, < ellz[ls, + Ccllzllp; Yz € Bi. (1.42)

1.2.9. Espacios Complementados y Operadores de Fredholm

Definicion 1.2.10. Sea D un subespacio cerrado de B espacio de Banach. entonces decimos que
D es complementado (o escindido) si y sdlo si existe un subespacio cerrado D C D, tal que

B=DaoD.
. (1.5.5)

Teorema 1.2.11. (/Schwarz(1995)], p. 55) Sea B un espacio de Banach y D un subespacio.
Entonces D es complementado si cualquiera de las dos cosas siguientes ocurre

1. D es finito dimensional.
2. B es cerrado y tiene co-dimension finita (i.e. codimD = dim(B/D) < o).

Lema 6. (/Schwarz(1995)], p. 50) Sea D C B un subespacio cerrado y w : B — B una funcion
lineal. Entonces, D es complementado si y solo si

1. 7 es una proyeccion sobre D; es decir B = {u = mx|z € B},
2. m es continua, i.e. (||7(z)||p < C||z||p)

Definicion 1.2.12. Sean B; y By espacios de Banach, y A : By — By un operador lineal,
entonces decimos que A es de Fredholm si y solo si su imagen, Im(A), es cerrada y su kernel
Ker(A) y co-kernel Coker(A) son finito dimensionales. Definimos el indice de Fredholm como

Ind(A) = dim Ker(A) — dim coKer(A).
La siguiente proposicion sera fundamental en la descomposicion de Hodge.

Proposicion 3. ([Schwarz(1995)], p. 51) Sea A : By — By un operador de Fredholm, y B3 un es-
pacio de Banach tal que B1 — Bs sea un encaje continuo. Entonces, existe un subespacio cerrado
Dy C By con la propiedad By = Ker(A) @ D1, y ademds se tienen las siguientes desigualdades

12z, < CllA@)|ls, V2 € Dy (1.43)

lzlls, < C(IIA(2)][g, + [l2llB,) Yz € By. (1.44)
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Finalizamos con la definicién de H-elipticidad para un operador bilineal.

Definicion 1.2.13. Sea H un espacio de Hilbert y A : Hx H — R un operador bilineal. Decimos
que A es H-eliptico si y solo si existen constantes ¢ y C, tales que se da la siguiente desigualdad

cllz/ff < A(z,2) < Cllff- (1.45)

Los siguientes dos teoremas son basicos en los espacios de Hilbert. La idea, siguiendo a
Schwarz es probar el teorema de Stokes para la clase Wt y de alli llegar a la descomposicion
para los espacios L2.

Teorema 1.2.14. ( Riesz)([Schwarz(1995)], p. 51) Sobre un espacio de Hilbert H, eziste para
cada funcional lineal acotada F € H* un unico elemento zx € H tal que

Fly)=<zry>» vyeH y |7l =llzrlu
Como consecuencia del teorema de representacion de Riesz tenemos el siguiente

Corolario 1.2.15. (Laz-Milgram)([Schwarz(1995)], p. 52) Si A : H x H — R es H-eliptico,
entonces existe para cada F € H* una z € H tal que

Fly) = A(z,y) Vy e H.

1.3. Tres Teoremas importantes: Stokes, Green y Gaffney

De acuerdo con Schwarz, el teorema fundamental que vincula la parte analitica de nuestro
estudio con la topologica es el teorema de Stokes. En esta seccién se presentara el Teorema de
Stokes para la clase de Sobolev W!; teorema que sera suficiente para presentar la formula de
Green. La integral de Dirichlet se definira y se finalizara con la desigualdad de Gaffney. Para ser
preciso en la formulacion del teorema de Stokes para n-formas diferenciales de la clase de Sobolev
W1 es necesario definir la integracion de dichas n-formas en dicha clase. La construccion a este
hecho es la siguiente: Tomemos una sucesion (7;) en en el espacio 7 (M) que converja a 7 con
la norma en W5! (1 < s < c0),

|/ (mm)\ﬁ/ s — w1 = |1 — 5 lae any
M M

Lo anterior muestra que la sucesion (;) es de Cauchy y esta acotada; por tanto, el limite existe.
Asi definimos a la integral para n € W1Q"(M) c L'QF(M) por

/ n:= lim urs
M I M
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Proposicion 4. ([Schwarz(1995)], p. 60) El teorema de Stokes sobre una variedad con frontera
compacta es vdlido para w € Wt

/ dw:/ j*w para todow € WHQ (M),
M oM

Proposicién 5. (Formula de Green) Sean w € WHPQF-Y(M) y n € WIIQF (M) formas dife-
renciales sobre una variedad con frontera M, p y q conjugados. Entonces,

L dw,n > =<K w,om > +/ tw A xn). (1.46)
oM

Como corolario tenemos
Corolario 1.3.1. ([Schwarz(1995)], p.61)
a) Sean w € WIPQE-L(M) yn € WHIQFL(M). Entonces
L dw,n>=0 , (1.47)

st o bien w cumple que tw = 0 y n es arbitraria; o bien, n satisface nn = 0, con w arbitraria.

b) Sea & € WHIQN (M) tal que E(N) € L*'QY(OM). Entonces,
/ (6&pu) = — [ &(N)po. (1.48)
M oM

Ahora estamos en posiciéon de presentar a la integral de Dirichlet que estd intimamente
relacionada con los operadores elipticos sobre QF(M).

Definicién 1.3.2. Fijemos el espacio W 2QF(M) = H'QF(M). Entonces la integral de Dirichlet
se define como la forma bilineal siguiente

D: H'Q"M) x H'QF(M) - R
D(w,n) = < dw,dn > + < dw,dn>> .

El siguiente corolario nos permite asociar a la integral de Dirichlet con el Operador de Laplace-
Beltrami.

Corolario 1.3.3. ([Schwarz(1995)], p.62) Para toda w € H?QF(M) yn € H'QF(M),la integral
de Dirichlet D(w,n) se puede representar como sigue

D(w,n) = < Aw,n > +/

tn A sndw — / tdw A xnn. (1.49)
oM

oM
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Existe una forma de relacionar a la integral de Dirichlet con la norma en H'. Este vinculo
depende del tensor de curvatura definido en M y la segunda forma fundamental de la frontera
oM C M.

Corolario 1.3.4. (Desigualdad de Gaffney) ([Schwarz(1995)], p. 66) Sea M una variedad com-
pacta y con frontera, y w € H'QF(M) tal que tw = 0. Entonces, existe una constante Cg > 0,
que depende sdlo de la geometria de M tal que

[wllF < Ca(D(w, w) + [[w]|72). (1.50)

Tenemos el resultado analogo para las formas diferenciales con componente normal nula
nw = 0.

Teorema 1.3.5. ([Schwarz(1995)], p. 66) Sea M una O-variedad, y w € H'QF(M), tal que
nw = 0.

a) Ewviste un endomorfismo de haz S € End(A*(M)|anr) tal que

[wlBpr = [[wlBat < RY *w,w > +D(W,w) + /8 (S wwow) [y (15

b) Si M es compacta, eziste una constante Cg, que depende sdlo de la geometria de M tal que,

[wllf < Ca(D(w, w) + [[w]|Z2).- (1.52)
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Capitulo

Simbolos Principales

La teoria sobre los operadores diferenciales es, en si misma, un campo de estudio [Melrose(2007),
van den Ban y Marius Crainic(2009)]. En este capitulo se presentan las definiciones de operador
diferencial y la del simbolo principal de un operador diferencial; primero se definira sobre aquellos
operadores que tienen como dominio un conjunto abierto de R™, para después llevarlos a operado-
res que actian sobre secciones de haces vectoriales. Al final, se calculan los simbolos principales
de los operadores derivada exterior, derivada covariante y el operador de Laplace-Beltrami. El
célculo de estos simbolos, es un elemento fundamental en el desarrollo de este escrito, debido
a que una vez calculados tenemos las herramientas para la construcciéon de la elipticidad en un
problema con valores en la frontera [Wloka(1995)].

De acuerdo con Glenys Luke y Alexander S. Mishchenko, la teoria de los haces vectoriales
adquiere una relevancia mayor en la teoria de los operadores elipticos
|Luke(2013)|. Asi mismo, para Richard Melrose, los problemas con valores en la frontera elipticos
surgen de que los operadores diferenciales definidos en una variedad con frontera tienen espacios
nulos de dimensién infinita. El propoésito del analista es parametrizar estos espacios en térmi-
nos de valores en la frontera de operadores diferenciales elipticos en una variedad con frontera
[Melrose(2007)].

2.1. Observaciones en torno a la diferenciabilidad

La siguiente construccién de los operadores diferenciales y sus simbolos sigue las exposiciones
de Richard Melrose, sobre la parte de funciones suaves, y van den Ban, en la construccion de los
operadores diferenciales y sus simbolos. Existes dos maneras equivalentes para hablar sobre la
diferenciabilidad local de funciones definidas en variedades con frontera; Melrose las denomina
construccién intrinseca y extrinseca, y dependen de cémo se han construido las variedades con
frontera [Melrose(2007)|. En el primer capitulo se hablo de la primera, la intrinseca. Recordemos
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que dado un abierto O C R™! = [0,00) x R"~!| entonces definimos el siguiente conjunto

C*®(0) :={u:0 = R| FueC>*0),
O C R™ abierto, O =O0NR™,u=1|p}

El abierto O dependera de la funciéon u. Las derivadas para u € C*°(O) son acotadas sobre
cualquier compacto K C O°. Por tanto,

sup |D%| < oo, 0O°=0nN((0,00) x R*1). (2.1)
KcCOe°

Para la segunda, la extrinseca, simplemente definimos al conjunto

C®0)={u:0 =R} D>{u| sup |[D%| <o VK CO° yparatoda a}.
KcCOe°

Ambas construcciones son equivalentes, de acuerdo con Melrose. Una vez que tenemos sua-
vidad local, la nocién global de suavidad sera la siguiente,

Definicion 2.1.1. Sea M una variedad con frontera, entonces
CO(M)={u: M —R; (2 H*(uly) € C®(O) para toda carta coordenada}. (2.2)

Podemos dotar de una topologia al espacio C*°, simplemente tomamos la norma del supremo
de las derivadas en coordenadas locales. Una seminorma puede definirse sobre cada subconjunto
compacto de cada carta coordenada,

sup |DY(®—1)*(u|U)]. (2.3)
KcO

La importancia de la segunda construccion radica en que el concepto de operador diferencial,
puede entenderse como la restricciéon de operadores definidos en la suma conexa de una variedad
con frontera. Una exposicion extensa se encuentra en (|[Melrose(2007)], cap. 8).

Por ejemplo, si M es compacta, M también lo serd y es posible definir a la frontera mediante
una funciéon p € C*: tomemos a p > 0, entonces IM = {x € Mp(z) = 0, Typ # 0}.
Al ser compacta, el teorema del collar, juega un papel importante, pues es posible dar una
descomposicién producto de M cerca de OM:

3C C OM, abierto enM , €>0 y un difeomorfismo ¢ :C =10,€), x OM (2.4)

Esta descomposiciéon producto de la variedad cerca de la frontera nos permite construir la
suma doble siguiente

M = (MU M)/dM, (2.5)
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para dos copias ajenas de M; es decir, la union disjunta de dos copias de M al identificar los
puntos en la frontera. Sobre M es posible también definir a las funciones suaves,

C®(M) :={(u1,us) € C®(M) & C®(M);

(¢~ (uilar) = Fp, ), (67 (ulm) = f(=p,-),
FeC™®((—1,1) x 9M)}.

M < M es un encaje como una variedad con frontera tal que
C(M) = C*(M)| .
Esta definicion, senala Melrose, implica que existe una funcién de restriccién
C®(M) 3> u— ulpy € C(OM). (2.6)

La principal observacion que debemos tomar en cuenta es que podemos pensar a C>°(M) C
C>°(M?°) como un subespacio de las funciones suaves definidas en el interior de M, las cuales
describen una completacién del interior a una variedad con frontera. Asi,

“It is in this sense that the action of a differential operator P € Dif f™(M)

P C®(M) — C®(M)

should be understood. Thus P is just a differential operator on the interior of M with coefficients
smooth up to the boundary” [Melrose(2007)|. Una vez vista la nociéon de diferenciabilidad, en la
siguiente seccién se comenzarin a construir a los operadores diferenciales.

Con las anteriores observaciones, las nociones de operador diferencial y su simbolo se descri-
biran en las secciones subsecuentes.

2.2. Operadores diferenciales sobre subconjuntos abiertos de R.

En esta seccién se presentan dos nociones centrales para este trabajo: los operadores diferen-
ciales y sus simbolos. Seguiremos la exposicion de Van der Ban [van den Ban y Marius Crainic(2009)],
exposicion que estratifica a distintos niveles la nocién de operador diferencial.

Una de las notaciones que utilizaremos es la de multiindices. Sean z € R"”, o € N, entonces
tenemos que a = (aq,...,ap) y ¢ = (z1,...,2,), tenemos entonces las siguientes notaciones:

|| := Zaj; al = Haj. (2.7)
j=1 j=1
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Si tomamos 3 € N", decimos que a < 3 si y s6lo si a; < B, para toda 1 < j < n. Asf, si tenemos

que a < 3, definimos
B o - Q;
<0‘) - Zl_Il <5z> (2.8)

Ademas, si definimos 0; := 0/0x;, se tiene que
n
% = l_Ia:iZJ y 0%=00"...05", (2.9)
j=1

es decir, podemos hablar de derivadas parciales de distinto orden. Un lema auxiliar es el siguiente:

Lema 7. ([Saunders(1989)], pp. 192-193)
Sean f,g € C*°(U), a € N

(0%

(10§

Definicion 2.2.1. Un operador diferencial de orden < k € N sobre U C R" abierto, es un
endomorfismo P € End(C*(U)) de la forma

P=)Y" cu(x)d* (2.11)

>85 fo°Bg. (2.10)

con co € C®°(U) para toda . El espacio de todos los operadores diferenciales sobre U de orden
< k se denotard por Dy(U) y

D(U) := | Du(V).

keN

Una propiedad interesante es que si tenemos dos operadores diferenciales A € Dy(U) y
B € D;(U), la composicion Ao B € Dj4;(U). Ahora estamos en posicion de definir el simbolo de
un operador.

Definicién 2.2.2. Sean U € R" y P € D(U), tal que P =}, < ca(x)0%. Entonces, a la
funcion o(P) : U x R™ — C definida mediante la regla
o(P)(x,&) = Y cal@)(i€)", (2.12)
|la|<k
se le llama el simbolo total del operador P.

Una definicién equivalente, y mucho maés facil de operar es via la siguiente construccion:
Identifiquemos a £ con la funcional lineal (x) ? Zj §jxj, y a la funcion e’ por la funcion

x — €¢*. Entonces,
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o(P)(z,€) = e 4% P(e%) (2). (2.13)

Veamos que estas definiciones son equivalentes: Tomemos (z,£) € U x R, y P € Dy(U),
entonces tenemos la representacion P =3, <4 ¢a(2)0” en el abierto U. Asi,

P() = ) cal2)d(e7)
|| <k

= Z ca(2)0M ... 90 (e57)

la|<k

- Z ca(®)(G€1)2 ... (i&,) et ™

o<k

= Z Cal®)(i€)%e™, (2.14)

la|<k

Finalmente, multipliquemos a P(e*®) por la funciéon e=%2:

e—i§~xP(ei§-m) — e—iﬁ-x Z ca(rc)(ig)o‘ei5'z
<|0<Sk >
= Y cal@)(ig)re et
lal<k
= Y cal2)(ie)®
o<k

= o(P)(x,¢). (2.15)

Es decir, estamos identificando a & como una variable en el espacio dual de R" y U x R" se
identificara con el haz cotangente T*U; segiin van der Ban, éste es un punto clave cuando se
hable sobre el simbolo de un operador diferencial sobre variedades. Finalmente, la nocién que
nos interesa es la siguiente:

Definicién 2.2.3. (Simbolo Principal) El simbolo principal de orden k de un operador P € Dy(U)
de la forma ), <), ca(x)0% es la funcion ox(P) : U x R™ — C dada por

ok (P)(x,€) = ) cal)(i)™. (2.16)

|a|=F

El simbolo de un operador es una nocién local. Lo que debemos asegurar es que el simbolo
principal no depende de las cartas coordenadas; primero mostraremos el lema siguiente que
caracteriza el simbolo principal de un operador diferencial.
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Lema 8. (fvan den Ban y Marius Crainic(2009)]) Sea P € Dy(U). Tomemos x € U y § €
R". Sea f € C®(U) tal que f(z) = 1 y sea ¢ € C>®(U) con la propiedad de que dp(z) =
(O1p(x),...,0n0(x)) = &. Entonces,

or(P)(x,€) := lim t Fe @ p(e (). (2.17)

t—o00

Sea h: U C R" — U C R™ un difeomorfismo. Si tomamos el pulback h* : C>(U) — C>(U),

tenemos la siguiente funcion hy : End(C*°(U)) — End(C*(U)), dada por
he(T)=h*"1oToh*

Asi, el difeomorfismo h induce el levantamiento siguiente sobre el haz cotangente T*h :
T*U — T*U, dado por
T*h(x, &) = (h(z), ET,h7Y).

Finalmente, tenemos a la funcién h, : C®°(T*U) — C*°(T*U), dado por h.o = o o (T*h)~L.
Entonces,

hyo(z, &) = o(h™(z), & o Tph).
El siguiente lema nos asegura que el simbolo principal es natural respecto al mapeo dual.

Lema 9. (fvan den Ban y Marius Crainic(2009)], p.8) hy : D(U) — U, es una biyeccion. Ade-
mds, para todo P € Dy(U),
0k (h+(P)) = hi(ok(P)).

Para variedades, tenemos la siguiente definicién de operador diferencial.

Definicion 2.2.4. Sea M suave. Un operador diferencial de orden a lo mds k sobre M es un
operador lineal P € End(C*(M)) si y solo si, para cada x € M existe una carta coordenada
(U, ¢) en torno a x y un operador diferencial Py € Dy(p(U)), tal que

¢~ (Pflu) = Py(¢™"*(flv)) paratodo feC>(M). (2.18)

Al espacio de los operadores diferenciales sobre M de orden a lo mds k los denotaremos por
Di(M).

El siguiente lema nos permitira extender la nocién de simbolo de un operador sobre varieda-
des.

Lema 10. (fvan den Ban y Marius Crainic(2009)] Sea P € Dy (M). Entonces, existe una inica
funcion op(P) : T*M — C con la siguiente propiedad. Para cada f € C®(M) y para toda
¢ € C(M)

0u(P) (. d6(w)) () = lim ¢~4e=9) () (), (2.19)

La funcion o (P) es suave; y para cada xy € M fija, la funcion & — o (P)(x0,&) es un polinomio
de grado k. A la funcion ok(P) la llamaremos el simbolo principal de orden k del operador P.
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2.3. Operador diferencial y simbolo sobre haces vectoriales

Para proponer las definiciones de los operadores diferenciales y sus simbolos en haces vecto-
riales, necesitamos de un paso adicional: habra que definirlo en un primer momento sobre haces
triviales.

Sean F = U x Eyy F = U x Fy haces vectoriales triviales, con carta coordenada (U, z).
Tenemos las siguientes identificaciones I'*°(U, E) = C*(U, Ey) y I'*°(U, F) = C*(U, Fy). Un
operador diferencial de orden a lo més k de E' a F' es un mapeo lineal de la forma P : I'°(U, E) &
C>®(U,Ey) — (U, F) = C>*(U, Fy) de la forma

con C, € C>*(U,Hom(Ey, Fy)), con ¥ : U — GL(Ep) un mapeo suave.

Recordemos algunos mapeos importantes. Tomemos dos isomorfismos g : E — E vy ¢F :
F — F entre haces vectoriales triviales sobre U. Entonces, ¢g(x,v) = (z, Pg(z)v) y ¢p(x,v) =
(x,®p(x)v). Ambos mapeos inducen isomorfismos lineales @py : I'°(U, E) = I'°(U, E) y ¢r« :
(U, F) — I'*°(U, F), definidas por ¢p,0s = ¢gos, y @p« 08 = @p 0 8, respectivamente.
Finalmente, tenemos el isomorfismo lineal ¢, : Hom(I'*°(U, E)) — I'*°(U, F'), dado por

p(T) = preo T o pp,. (2.20)

Definicion 2.3.1. (Operador diferencial en haces vectoriales) Sean E, F haces vectoriales suaves

sobre M.

a) Sea U una carta coordenada en donde los haces E y F' son triviales, un operador diferencial
de orden a lo mds k entre E|y y F|y es una transformacion lineal P : T>°(U, E) — I'*°(U, F)
tal que para cualquier trivializacion 7y : E|ly — U X Ey y 7 : F|ly — U x Fy. El mapeo
T«(P) := Tpx 0 P o Ty es un operador diferencial de orden a lo mds k de U X Ey a U x Fy.

b) Sean E y F haces vectoriales arbitrarios. Un operador diferencial de orden a lo mds k de E
a F es un operador lineal P : T°(E) — T'°(F), tal que para toda x € M, existe una carta
de coordenada, en donde son triviales E y F, y un operador diferencial Py : E|ly — F|y de
orden a lo mds k, tal que

Ps|y = Py(s|ly) paratoda seI'*°(E). (2.21)

Denotaremos por Di(E, F') al espacio de los operadores diferenciales de orden a lo k de E a
F.

Finalmente, el siguiente lema nos permitiré extender la definicién del simbolo principal en
haces vectoriales. Y usaremos la nocién de haz inducido definido en la seccion 1.1.12. Sea 7 :
T*M — M la proyeccion candnica y 7*(E) y 7*(F') los haces inducidos, con base en T*M, a
partir de los haces vectoriales E' y F'. Entonces,
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Lema 11. (fvan den Ban y Marius Crainic(2009)])

Sean E,F haces vectoriales sobre M y P € Dy(E,F). Eziste una unica seccion oi(P) :
T*M — 7*(Hom(F, F)) = Hom(m*E, 7« F)= C>®(T*M,Hom(n*E, 7*F)) con la siguiente pro-
piedad. Para toda xg € M, s € T°(E) y ¢ € C*(M),

m tFe10) PP g (z), (2.22)

=1
t—o00

ok (P)(xo, dp(x))s(xo) :

en donde Hom(E, F') es el haz vectorial cuya fibra en p € M es Homc(E)y, F),) y tienen la
trivializacion local siguiente: sean U C M y 7p : Fy — Ck y1g : Ey — Cl trivializaciones
locales para F y E, respectivamente, entonces

v : Hom(E, F)y — Hom(CF, CY), (2.23)

-1

estd dado por 7,(T) = (1p)po T o (TE)p .

2.4. Los calculos

En el primer capitulo se presentaron los operadores diferenciales que actiian sobre las formas
diferenciales; en esta seccién se daréan las descripciones, locales, para cada uno de aquellos.
Usaremos estas descripciones para demostrar la elipticidad del problema con valores en la frontera
que nos interesa, el cuél esté definido en el capitulo siguiente.

2.4.1. Expresiones de los operadores

En esta seccion se calculan las expresiones para el operador de Laplace-Beltrami. Sea {e; }}_,
un marco g-ortonormal M,y w € QP(TM), dados; tomemos (Xo, X1, ..., X)) campos vectoriales
arbitrarios,
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1. Calculo para dJ.

dow(X1,...,Xp) = (1) Y (Vx, 00)(X1,..., Xpy .., 2p)
= (— )kilD[éw(Xl,...,Xk,...,a;p)] (Xk)
—Z Y Lw(Xy, . Vi Xy ooy Xy ooy Xp)

= (f YD [(—ie, Viw) (X1 oy Xy - 7p) ] (X))

= (=D (i, Vaw) (X, Vi, Xy oo Xy, Xp)
= — (=D ' D[(Ve,w)(es, X1, ..., X, .., Xp))] (X)

Y DNV w) e Vi Xy Xk, X)
J
= (-1 (Vx, Ve,w)(er, X1, Xiy -, X)), (2.24)

dow(Xy,...,Xp) = (D)"Y (Vx,0w)(X1,..., Xp, -, 2p)
= ()" 'D[sw(X1,..., Xp, ..., 2p)] (Xg)
—Z k 1(5’[1) Xl,...,VXka,...,Xk,...,Xp)

= (-1 )'f 1D[(—leV-w)(Xb...,Xk7...,xp)](Xk)
—Z (—ie; Viw)(X1, .o, VX, Xy oo oy Xy ooy X))

= —(— ) ID[(V W) (€is X1,y Xpy ooy Xp))] (X))
+Z Velw (61,...,VXka,...,Xk,...,Xp)

= (-1 ) VX, Vew)(er, X1,y Xy oo, Xp)))-

con
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(Veiw)(ei,Xl, e ,Xk, ..

LX) =D (Vew)(en, X1, ...
= ZD[w(ei,Xl, ce
— Z Z w(ei, X1,. ..
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X,

,Xk, . ,Xp)] (62)

Xk Ve, Xay o, Xp). (2.25)

i i1<s<p

Entonces,

D[(Vew) (e, X1,y Xpy - -

:D[ZD[M(Gi,Xl,...,Xk,...

i

—Z Z w(e;, Xi,. ..

i i,1<s<p

=> D[D[w(e;, X1, ...

i

—Z Z D[w(ei,Xl,...

i 1,1<s<p

D[(VEiw)(ei7X17 i '7Xk7' . '7XP))} (Xk)

s Xp)) ] (Xk) =
= D[Z(Veiw)(ei,Xl, o Xn,

, Xp))] (Xk)

 Xp)] (€:)

Xk s Ve, Xy oo, Xp) | (X3)

Xy, Xp) ] (e0)] (X

yXhr oo Ve Xoy oo, Xp)] (Xp). (2:26)

D[Z(Veiw)(ei7X17"'v 7XP))J(X1€)

D[ZD[w(ei,Xl,...,Xk,...,Xp)} (e3)

=0 wlen X, Xy, Ve, Xoy o, Xp) | (Xg)
1 1,1<s<p

> D[D[w(es X1,..., Xp, -, Xp)] (e0)] (Xk)

= > Dlwlei, X1, Xpy oo, Ve, Xoy oo, Xp)] (Xi).

i i1<s<p
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b) De manera anéloga,
(Veiw)(ei,...,VXka,...,X’k,. .,Xp)
> (Vew)en . Vx, X X, X))
ZD[w(ew .,VXkX], ;Xk‘) 'aXp)](ez)
= wle . VX Xiy o Ve, Xy, X)) (2.27)
i 1,1<r<p
Finalmente,
dow(X1,...,Xp) = — (=D ID[(Ve,w) (s X1y s Xy oo Xp)) ] (X
) (DN w) e VX Xy Xy X)
j
=> — (=)' " D[D[wles, X1,.... Xk, ..., Xp)] (e0)] (X)
k i
—Z Z D[w(ei,Xl,...,Xk,...,VeiXs,...,Xp)}(Xk)
ki 1,1<s<p
+Z( k 1ZD 617 "a Xj?"'anW 7Xp)](ei)
k.
—Z > wlen .V Xjy o Xiyoo o, Ve Xoy o, Xp).
k,7,04,1<r<p
dow(X1,...,Xp) = —(=D"ID[(Ve,w)(es, X1,y Xk, Xp))] (X3)
+> (D NV w) (e VX X Xy, X))
j
Z— ’“ZD [w(ei, X1,y Xy ooy Xp)] ()] (X)
—Z > Dlwlen X1, .., Xpy o, Ve Xor o, Xp)] (Xk)
ki 1,1<s<p
Z k IZD eza"-y Xja"'7Xk7 7XP)](ei)
—Z > wlei Vx, Xjyo o Xpo oo, Ve Xo o, Xp).
k,j,ii,1<r<p
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El primer término de la tltima expresion en (2.28) corresponde a una derivada covariante
de segundo orden; mientras que el resto de los términos involucran derivadas de orden uno.

2. Calculo para ddw:

5d’LU(X1, RN

7XP)

—(Ve,dw) (e, X1, .., Xp)
fD[dw(ei,Xl, .. .,Xp)] (61) + Zdw(ei,Xl, .. -,veina ce ,Xp)

J
—D[Z(—nk(vka)(ei,xl, s Ve Xy Xy Xp)] ()
k
+3 " dw(es, X1, Ve, Xj, ..., Xp)

J

Y (U D[(Vxw)(ei, X1, ..., Ve, Xj, o o, Xp, . Xp)] (e4)
k

+> dw(e, Xi,..., Ve, X, .., Xp)
j

Z(_l)kD[D [w(ei7X17 ey Ve,-va . ,Xk, - Xp)] (Xk)

k

= wlei, X1, Ve, X5, X, Vi, X5 Xp)] (e4)
J

+) dw(e, Xy,..., Ve, Xj, ..., X))
j

S>> (-1 D[D[wles, X1, ..., Ve, Xj, o Xy Xp)] (X)) (e5)

7 k

> (=D Dlw(ei, X1,..., Ve, Xjr o, X, Vi, X Xp)] (e4)
k j

+> dw(ei, X1,..., Ve, Xj, .., Xp).

j (2.29)
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Observacion:

J
= Z (_l)s(vaw>(ei7X17 avelXja 7X87 7Xp)
J 1<s<p
= Z (_1)8D[w(eia X1, 7verja 7X5a 7Xp)] (Xs)
J 4,1<s<p
-> (—1)* Y wlen, X1, .., Ve, Xj,o oo Xoy o, VX, Xp)
J 4,1<s<p r

Dado un marco local {e;}, p € M escribimos a los campos X}, en términos de dicho marco:
X = Xjes. Entonces, V¢, (Xjes) = X/ e, + e;(X})es. Por tanto,

> (-1 D[Dlw(ei, X1, ..., Ve, Xjr oo, Xy .. Xp) | (Xi)] (1) =
k

> (~1FD[Dw(ei, Xies, ..., Ve, (X;Ther + ei(XS)es), .., Xi, ... Xpes) | (Xies)] (e:)
k

Anélogamente para los términos dd + do.

3. Para la proyeccion tangencial tenemos: Sea X € I'(T'M|sps) v su descomposicion X =
X+ + Xl

tw(X1,. .., Xp) = w(X), ..., X))

nw = wlgy — tw,

para cualesquiera X1,..., X, € T'(T'M|spr). Sea (n,eq,...,e,—1) un marco local ¢u(Up) C
R” . Entonces , cada X; = X/e,, con es € (n,eq,...,ep—1),
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n

S (X1s o, Xjt) = — S (Ve,w)(egs X,y Xio)
j=1

- _ Z (jej (ij)) (X1, Xk—1)
=1

= — Z {D[w(ej,Xl, cee an—l)] (ej) - Zw(ej,Xl, ce 7Veri, ey Xk—l)}

J %

= — Z {D[w(ej,Xf65, cee 7X]f:—168)] (ej)
J

— Zw(ej,Xfes, o Ve Xies, . .,X,i_les)}
7

n—1

= —Dlw(n, Xjes, ..., Xj_1€s)](n) — Z Dlw(ej, Xies, ..., Xi_1e5)](e))
J

+ Z Zw(ej,Xfes, o Ve Xies, .. ,X,‘zles)}
i
n—1
= —Dlw(n, Xjes, ..., Xj_1€s)](n) — Z Dlw(ej, Xies, ..., Xi_1e5)](e))
J
+w(n, Xies, ..., VnXies, ..., Xj_1€s)

n—1
+3 0D wlej, Xies, ..., Ve, Xies, . .. ,X,j_les)}. (2.30)
Jj=1 1

Las ultimas dos expresiones de (2.30),

S S S
w(n, Xjes,,...,VpXies,. ... Xi 1€, )

n—1
+Y 0 wlej, Xiew, .. Ve, Xes, ., Xi_jeq, ), (2.31)
j=1 1

dependen de la geometria por la multilinealidad y los simbolos de Christofel V¢, X7es,.
Mientras que:
—D(w(n, Xies,, ..., Xj_1€s,_,))(n) = —inD"w
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y
n—1 n—1
=Y D(w(ej, Xies,, ..., Xjqeq,))(ej) == ie,DIw.
j=1 j=1
por tanto,

n—1
toyw = —t < Z ie, D7 +inD" + Kb(:c)> w,
j=1

como lo sugiere Schwarz en [Schwarz(1995)]: Ky(z) : A¥(R") — A*~1(R") es un mapeo
local de haces del algebra exterior sobre R™.

2.4.2. Simbolos principales

En la siguiente seccion se presentan los calculos de los simbolos principales de los operadores
involucrados a través del lema 11.

1. Stmbolo principal de d: Sea ¢ € C®°(M) y w € T'(AF(M)) = QF(M) tal que dp, = € y

w(z) =c
o(d)(z,§ = dp)w(x) = lim ¢~ exp(—te)dlexp(t¢)w](x)
= tlim t~Lexp(—td)[t exp(td)dp A w + exp[tp]dw]
= tlim [t exp(—to)texp(tp)dd A w + t ' exp(—tp) expltd|duw]
= Jim d o+ Jim
= do ANw.
Entonces,

o(d)(z,§ =do)(-) =dp N () =ENA()

2. Simbolo principal de d: Sea dw = — 3, ie,(Ve,w),
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0(6)(z,§ = dp)w(x)
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Zlej €; (z,§ = dp)w(z)
tlggot exp(— Zle] e; (exp(to) ))
tl_i)rgo—Zt 1exp(—t¢)1ej( e (exp(tp)w ))
j
Jim — >t exp(—to)ic, (texp(td)e;[dlw + exp(td) Ve, w)
J
lim — (t_l exp(—to)texp(to)e;[dlic; w

t—00 -
J

1 exp(— t¢> exp(t0) Ve, w)
— Z hm Vexp(—tp)t exp(te)e;[dlic,w

+17" exp(—t) exp(t)) Ve, w)

- Z ejl@lie;w.

Ya que d¢ = £ y {e;} es un marco local en una carta que contiene a x € M, sea {e’} el
marco dual. Entonces, £ = ) _es[¢le®. Sean §; = e;[¢], por tanto

3. Simbolo principal de t:

Asi,

o(8)(x,& = dp)w Zﬁjlej

o(t)(r.€ = do)w(z) = lim 1 exp(~td)t(exp(t)w)

= Jm exp(—t¢) exp(tg)tw

= tw.

o(t)(z,§ = dg) = tla.
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Observacion:

t(ow)(Xy1,...,Xk) = (pw)(moXy,...,m0oXy)
= ow(moXy,...,moXy)
= otw. (2.32)

4. Simbolo principal del Laplaciano conexion: AMy = — Zlgjgn <VjVjv — Vvej ejv>.

AM(e) = — Z Ve,; Ve, (e°Pv)
J
= Z Ve,le; - e 4 €S¢Vejv]
J
= Z Ve, [ses¢(ej “d)v+ 65¢Vejv]
J

= Z {82€S¢(€j - 9) 20 + se*? (e - ejd)v + se* (e - P)Ve,v + eSd’VejVejv}

J

Si tomamos un marco local en un abierto que contenga a x, llegamos a que

AM () = $2e|dg|? + se*? (Ap)v + 2s€*? (dg, V) + e*?Vo. (2.33)
Entonces,
li}m s 2em50(@) <s2es¢]d¢|2 + 5e*(Ap)v + 2s€°? (do, Vv) + 68¢V2}> = |do|>.
Por tanto,
(A% (2, dg)v(w) = |dlfre - (2:34)

El calculo de los simbolos principales prepara el terreno para introducir la nocién de eliptici-
dad, como se vera en el capitulo siguiente.



48

CAPITULO 2. SIMBOLOS PRINCIPALES



Capitulo

Geometria y Analisis

La idea central de este capitulo es introducir el problema de Laplace-Beltrami con valores
en la frontera. Se demostrara que el operador asociado cumple la condicion de elipticidad en el
sentido de Lopatinskii-Shapiro.

Ademas, se introducira a la integral de Dirichlet, y se formularan algunos teoremas principales
en torno a este objeto, y que son necesarios para desarrollar los resultados de descomposicion
del siguiente capitulo.

3.1. Un problema con valores en la frontera para el operador de
Laplace-Beltrami

En esta secciéon se formulard un problema modelo con valores en la frontera para el operador
de Laplace-Beltrami A : QF(M) — QF(M). Sea M una variedad con frontera, sean Q¥(M) y
QF(OM) el espacio de las k-formas sobre M y el espacio de las k-formas diferenciales sobre
frontera de M, respectivamente. El problema que debemos resolver es encontrar una soluciéon
w € QF(M) que satisfaga simultdneamente que:

Aw =7 sobre M

tw=0 ytdw =0 sobre M, (3.1)
con 1 € QF(M). A las condiciones anteriores en la frontera se le denominan de tipo Dirichlet.

3.2. Condicién de Lopatinskii-Shapiro

Para formular la condicién de Lopatinski-Shapiro debemos hacer la siguiente manipulacion
técnica [Schwarz(1995), Taira(2016)]: Escribamos a ¢ = (v1,...,v,-1,0) como la proyeccion del

49
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vector v € R"™ sobre las primeras (n—1) componentes, y sean = (0,...,0,1) el vector unitario en
la direccion normal. Ahora definimos la transformada de Fourier (parcial) A, — Aj en la direccion
normal sobre R’ como sigue: reemplacemos v — ¥ + inds, en la expresion del polinomio para
el simbolo (principal) produciendo un operador diferencial ordinario. Este operador actia sobre
funciones R™-valuadas & : R™ — R. Asi, para cualquier (z,7) € R’} x R™ !, la correspondiente
ecuacién diferencial se convierte

o(A)(0 + inds,x)a(s) = 0.

Denotaremos al conjunto de soluciones & € I'(R x F') de la ecuaciéon diferencial anterior, las
cuales son acotadas sobre R, como ./\/li .

Definiciéon 3.2.1. [Elipticidad Lopatinskii-Shapiro] Decimos que el problema con valores en la
frontera (3.1) es eliptico en el sentido de Lopatinskii-Shapiro si y sélo si:

1. El operador diferencial A es eliptico, ie. Vx € op(Up) y Yv € R™ el simbolo principal

o(A)(xz,v): F = F
es un isomorfismo si y solo si v # 0.

2. Las condiciones en la frontera Bj; son elipticas en el sentido que Yz € @(Up) y VO €
R~ — {0} el mapeo:

[
+ .
M — @FJ
7j=1

G (0(31)(17 +inds, x)5(0), ..., 0(B;) (0 + inds, x)&(O))
es una biyeccion.

3.2.2. Lema de elipticidad

Teorema 3.2.3. El problema con valores en la frontera de tipo Dirichlet, a saber,
Aw =n

tw=0ytéiw =0

es eliptico en el sentido de Lopatinskii-Shapiro (LS en adelante).
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Dem. (i) Sabemos que el simbolo principal del operador de Laplace-Beltrami esta determinado
de la manera siguiente:

o(Ap)(v,x) Zgw vvad/\.
t,j=1

Asi, por la condicion LS
o(Dp) (B +inds) = Y gij(@) (D + inds) (6 + inds)’ (3.2)
= > gij(x) ((fﬂ' +in'ds) (27 + mﬁ‘ag)
(2]

— Zg” ( )7 4+ 2(0 - ind) + | (inds )|2>
- |v|2—3385,

Debido a que la condicion de elipticidad no depende de la métrica g, podemos elegir una
carta tal que g;; = 07; en este caso, la condicién LS se convierte en:

Psym(Ap)(© 4 inds) ((s)) =0 <= (|9]*> — 8:05)w(s) = 0,

en donde |7]? = > i 9ij 0.

Tenemos lo siguiente,
W(5)|0]? = 0s05(s) <= (s) = wpexp(—|v]s), (3.3)
con w € AF(R") y wg = w(0). Tomemos al conjunto

./\/l;;ﬁ = {w(s) = wo exp(—|vs|)|wy € AF(R™)}.

Asi, el mapeo
M;ﬁ 3 exp(—s|v|)wo — g(x)|0|wy € (Ak(R”)),

es una biyeccion para todo 0 # 0 si y solo si g(x) # 0 sobre la frontera de M, M.
(74) Para mostrar que bajo las condiciones t = 0y té = 0 sobre la frontera, la transformacion

M;j} — AFR") @ A*(R™)

W <U(t)(f1 + inds, 2)w(0), o (v + inds, l’)ﬁ)(())) ,
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es una biyecciéon. Recordemos que el simbolo principal para t, es
o(8) (0, 2) = 0

o(t)(0 + inds, )

recordemos que para cualquier forma 7 sobre M definimos a la componente tangencial de 1 sobre
OM como

tn( X1, ..., Xg) =n(n(Xy),...,7(Xk)),

en donde 7 es la proyeccion ortogonal de fibras m : T'M|gp; — T(OM). Entonces,

o (t)(7 + indsy, 2)H(0) = mew(0) = 0,

por la condiciéon tw = 0 en la frontera.
Ahora utilicemos la condiciéon tdw = 0. Con la condicién de LS para el simbolo de td

n—1
o (t8) (7 + inds, 2)w(0) = m o <Z i, — 85in>u?(0) = 0.
j=1

Calculemos la composicién anterior,

n—1 n—1
g 0 <Zﬁ;jiej — asin>w(s) = Tgo <Zwﬂ'iej o w(s) — Os(in 0 w(s)))
j=1 j=1
n—1
= Y itdmy(ic; 0 w(s)) — me(Ds (in 0 W(s)))
j=1
Para el primer término de la suma anterior usamos que mw(0) = 0. Entonces, dado el marco
local {e;}]_4
Tt (ie; 0 W(s = 0))(ej, €y - -+, €ip_y) = Te(W|s=0(€j, €iys -+ -5 €5_,)) = 0.
Para el segundo término, observamos que: m0s(in(w(s))) = 05t (in(w(s))), pues

e (0s(in(w(s)))) (e, ..., ex—1) = Os(in(w(s)))(moer,...,moep_1) (3.4)

Entonces,

n—1
e (|8]inwo) = me 0 (D itie; + i0sin)w(0) = 0.
j=1
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Suponiendo la igualdad anterior como |0| # 0, entonces i,wp = 0, por tanto w = 0, pues la
eleccion de w € M:jﬁ para toda x y . Asi el mapeo

W (a(t)(@ + indy, 2)H(0), o (t8)(7 + inds, :1:)’&)(0)),

es inyectivo. Es suprayectivo en su imagen. Y asi se satisface la condicion (i7) de LS.

Con la demostracion anterior preparamos el terreno para describir una de las aplicaciones de
la elipticidad; ademas, requerimos la existencia de un potencial llamado de Dirichlet, para poder
llegar a una descomposicion del espacio L2QF(M). En el capitulo siguiente se hablara de dicha
aplicacion.

3.3. Potencial de Dirichlet

En esta seccion presentaremos el segundo teorema central de este capitulo, la existencia de una
forma diferencial ¢ p, llamada potencial de Dirichlet, que es solucién al problema con valores en la
frontera de tipo Dirichlet. Comenzaremos definiendo el espacio apropiado para dicho potencial,

Definicién 3.3.1. Sea w € H'QF(M), los espacios de las formas diferenciales que tienen com-
ponentes tangenciales nulas y componentes normales nulas se denotardn como

HYWOQK (M) = {w € H'QF(M)tw = 0} (3.5)

HYOK (M) = {w € H'Q¥(M)|nw = 0}, (3.6)
respectivamente.
Denotaremos ademas por H (M) al espacio de los campos armdnicos en H' (M), es decir
HE M) ={\e HY(M)|dA\=0 y 6Xx=0}. (3.7)
Los subespacios
Hp(M) = H(M)NH' QM) y HE (M) = H(M) N H' QR (M), (3.8)

son los campos de Dirichlet y Neumann, respectivamente.

El primer resultado en torno al espacio de los campos armoénicos es que son finito dimensio-
nales, lo que permite hacer una descomposicion ortogonal de L2Q*(M) = H(M)p ® H(M). El
complemento L2-ortogonal de H% (M) en el espacio H'QK (M), lo denotaremos como

HE (MO = HY'QE (M) N H(M)p. (3.9)

Podemos acotar a la integral de Dirichlet en el espacio H%(M )® respecto a la norma H',
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Teorema 3.3.2. ([Schwarz(1995)], p. 69) La integral de Dirichlet es H'-eliptica en H%,(M)P;
es decir, existen constantes ¢ y C' tales que,

2 2
clwllzn <D < Cflwl[g
Finalmente estamos en posiciéon de enunciar el teorema esperado:

Teorema 3.3.3. ([Schwarz(1995)], p. 70) Sea M wuna variedad compacta y con frontera OM.
Para cada n € H (M)*, existe una forma diferencial ¢p € HY%(M)P, tal que

L dpp,dE > + < 5pp,0E>=<nE> VEe HOQN(M). (3.10)
La forma diferencial ¢p estd determinada de manera inica porn y se llama potencial de Dirichlet.

La existencia de dicho potencial es una solucién débil al problema con valores en la frontera
de tipo Dirichlet, pues usando la formula de Green a (3.10) se tiene que,

<L A¢p, &> —/

topp Axné = < n, &> VE € H'QY(M). (3.11)
oM

En la siguiente seccién se hablaré sobre la regularidad del potencial de Dirichlet usando una
extension de la derivada de Lie en L2(M).

3.4. Regularidad del potencial de Dirichlet

Construyamos los siguientes objetos: Sea X € I'(T'M) un campo vectorial con soporte com-
pacto sobre M variedad con frontera. Tomemos el flujo (global) asociado a X, ®X € Diff(M);
ademas, sea w € QF(M) y tomemos el pulback de ®;X, asaber, (®X)*. Finalmente, construyamos
sobre L2(M) el siguiente mapeo:

S7 0 LPQ(M) — L*(M),
we BF = %((@f)*w —w) teR\{0}.
Lema 12. Existe una constante C1 tal que:
X ulle < Crllwllg Yw € HIQN(M). (3.12)
Dem. Utilizaremos el siguiente resultado: para w € H'QF(M)
lim Y¥w = Lxw.

Sean { Xy, ..., Xx} una familia de campos en I'(T'M), p € M y q := ®;(p), entonces,
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()5 (dw)(Xo, ..., X) (dw)|o(T,@F - Xo, ..., T,®; - Xy)

= Y (—1(Vx,w)(T,9F - Xo,..., T,0F - X;)

0<j<k
= Z(1)j{D[w(Tp<b§< Xy Xjy o Ty®F - X0)](X5)
0<k

- > w(T,eF - XO,...,Xj,...,VXij@f(-Xi)}. (3.13)

0<i<k

Por otro lado, d((®)Xw) € Q¥ (M), calculemos

d((®)Fw) € (M) = D (1) (Vx,(67) w) (Xo, ..., X, ..., X)
0<j<k

_ Z{D[(@)* (KXo K X))
O<j<k

—Zw\q(TPCI)tX-XO,...,Xj,...,VXjTPCDiX-Xi,...,qu)f(Xk)},

(3.14)

en donde )A(/j =T,9% - X;.
Observaciones: a) (®;¥)* conmuta con la componente tangencial (®X)* ot =t o (®;X)*.
b) El pulback no conmuta con el operador estrella de Hodge (®7X)* (xw) = () (®7)*.
Escribamos al flujo como

1
szw:/ Lx ((@5%)*w)dh.
0

Estimemos ahora,

Il = [ (5w

- L[

X)*w)

2
u) dh (3.15)
JO(AK)
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Como la derivada de Lie £ : (H'QF, || - ||z1) — (L2Q¥(M), || - ||12) acotada, entonces existe una
constante Cs que hace que la desigualdad siguiente sea vélida

1£x (@he)*wl] 2 < Col|(@g) “wl| 1. (3.16)

Entonces, por el lema (1.3.9) y por la continuidad de la derivada de Lie respecto a la norma
L2
X112 ! 2 2
112 < Ca [ (@5 ullfndn < Callul

Asi,
SX (w A *x) = ZFw Axx 4+ (T)* (w A (B2) + (T)* (w A (EX)).

Integrando la ecuacién anterior, llegamos a que,

/M X (w A wx) = /M SXw A xx + /Mom)*(w ANER)+ [ @) wa ). B

M

Sabemos que para v € Q"(M), [,, ®*v = [v, entonces
0= / S (wARy) =< S w, x> + <w, 250> + < w, Xi¥ x> (3.18)
M

Propongamos el siguiente cambio de variable y reemplacemos en la ecuacion (3.18): sea w = d¢
y X = d¢, y utilicemos el hecho de que ¥ (dw) = d(Ef w)

0=<d(Ef¢),dx > + <dp,d(ZX8) > + < dp,EXde> . (3.19)
Reescribiendo la ecuacién,
<d(Z{¢),dé > + < dp,d(2X8) > = - < dp,EXdE> . (3.20)
Guardemos esta ecuacion y hagamos el siguiente cambio de variable: w = dx¢ y x = d*£ ademas
utilizando que ¥ (xw) = (2 w) + ZX w, obtenemos
0=<Efd*g,d+&> + <d* ¢, XX dxE> + <d*x¢,ZXdxE> . (3.21)

Consideremos las siguientes ecuaciones:

SXdx ¢ =d(S) x¢) =d[* (5¢) +E*¢]

SXdx ¢ = d(2X, x ¢) = d[ x (2%,0) + =%,0].
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Reescribiendo,
<d(*57¢),d+x &> + <d*xEf ¢ dxE>
+ <<d*¢,d*E;5X§>>
+ <dxg,dx (X8 >
+ <dx¢p,EX,(dx€) >
= 0.
Entonces,
<dx (ZX¢),dxe> + <dxg,dx (558> = —{ <d*Z8¢,dx&>
+ <dxp,dxX¥e>
<dx¢,ENdx &> .
Entonces,
< O(EFP), 06> + <86,6(2%8) > = —{ <dxEf¢dxE> + <dxp,dxTNE>
+ <dx¢,ENdxe> ) (3.22)

Sumando el lado izquierdo de las ecuaciones (3.20) y (3.22), tenemos
<5(E8), 06> 4+ <d(E)¢),dE>
+ < 60,0(2%8) >
+ < dp,d(ZX6) >
= D(3{¢,&) + D(¢,5%,)
(3.23)

Ademas,

— < dp,Er> — <d* (E59),dx &> =< dxp,dx (55,6) >
- <dx§, 25k € > —{[|de]|m][DX de |2
+ldx (Z) olllld = €]l + [d * 6| ||d * ZX€] | 2
+lld* ol [|EZ,d + & -}
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Lema 13. Sea ¢p el potencial de Dirichlet den € L>QF(M). a) El potencial ¢p es localmente de
la clase de Sobolev H? en el interior de M ; es decir, para todo p € M\ OM, existe una vecindad
U de p, tal que ¢ply € H*(U).

Dem. Sea U CV, V compacto y UNIM =0 y sea (Ex,...,Ey,) un marco ortonormal local
en'V oy & € C°M) yna funcion flan cuyo soporte estd contenido en V, sop(§) C V y ¢y = 1.
Definamos a los siguientes campos

(EBy,... By == (F,...,F).

Entonces existe una familia de flujos globales @fj sobre M. Sea ¢p € H'Q(U). Calculemos el
limite de la siguiente expresion,

F; F;
12y = Lropll < (|15 opll = [[£r 00l
’ F; ’ Fy ’ ’ Fj
lim [[3) = Lpy¢p|| < Mm |[3y¢pl| — Mim [|Lpépl| = || Hm 57 épl| — |[Lr ¢l
=00 =00 l—00 l—00
Pero

PR :

lim 3,’¢p =0, si & —0.

l—00

Por otro lado, HE,{? ép||gr estd uniformente acotada por una constante Cy ([Schwarz(1995)],

lema 2.3.1). Entonces, la subsucesion (Eij qu)leN, por el corolario (4,Capl), existe una subsu-
cesidn convergente.
Sea y = Lg,¢p; por tanto, Lr;¢p € H'QY(M), y por construccion

Lr,¢p € H'QFU).

Por el teorema de Meyers-Serrin, se tiene que si w € WSPQF(U) y Lpw € QF(U), para toda
1 < j <n, entonces w € WsHLPQF(U). Finalmente,

oplu € H2QK (M) = H*QF (). (3.24)

b) Sipe OM, existe una vecindad U de p en M y un marco normal (N1, Es, ... E,) sobre
U, tal que Vg;¢p € H'QFU), para j =2,...,n. ([Schwarz(1995)], p.77)

Lema 14. Sea ¢p el potencial de Dirichlet para n € L2Qk(M). Entonces, para cada punto en la
frontera p € OM , existe una vecindad U C M tal que

dply € HXQHU).

Dem. Sea (N, Es, ..., E,) un marco normal sobre U una vecindad de p. Usando la formula de
Weizenbock:
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Agp = Al¢p —RW = Z (ViVijép — Vv,g,6p) — R" ép
1<j<n
= VgViép + VvﬁKﬂﬁD
- Y (Ve Ve - VY, B,) 6D + RY ¢p. (3.25)
2<j<n

Recordemos que ¢p es la restriccion de sobre U: ¢ply. Y como ¢p € H'Q¥(U) y por la regula-
ridad del lema (2.5.2), tenemos que

(Vvﬁﬁfﬁp - Z(VE]-VEJ- — Vv, E,)¢D + RV ¢p) € L2QF(M). (3.26)
2<n
Atn mds,
Vi, Vgw = VgVew+ Vg pw++N, Ejw Yw € Q4(U). (3.27)

Le regularidad del potencial de Dirichlet puede interpretarse como una solucién débil al
problema con valores en la frontera de tipo Dirichlet. En el siguiente capitulo, se hara uso de
dicho potencial y, junto con la elipticidad, se mostrara que el espacio L?(M)QF(M) puede verse
como la suma de tres subespacios adecuados.
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Capitulo

Aplicaciones de la elipticidad

En este capitulo se describiréd brevemente una consecuencia de la condicién de Lopatinskii-
Shapiro: la descomposicion del espacio L(M)Q¥(M). Ademés, se presentara una aplicacion de
la descomposiciéon: relacionar a los campos armoénicos con las clases de cohomologia asociadas a
los operadores vistos anteriormente.

4.1. Descomposicion de Hodge para 0-variedades

En esta seccion se presentaran dos descomposiciones de la clase de Sobolev sobre el haz
exterior, a saber WP (QF(M)), para toda s € Ny p > 2. A esta descomposicion se le llama
Hodge-Morrey. Definamos a los siguientes conjuntos:

E¥(M) = {da | « € H'QETY (M)} € L2Q%(M),

CH(M) = {63 | B € H'QL (M)} c L2QF (M),

los subespacios de las k-formas exactas y co-exactas con componentes tangenciales y normales
nulas, respectivamente. Por definicion se tiene que £°(M) = {0}, C*(M) = {0}.
Finalmente, denotemos por

LPHE(M) = HE (M) = {X € HIQF(M) | d\ = 0y 6\ = 0}. (4.1)
También definimos los subespacios correspondientes

WHPE(M) = EF(M) N WPQF (M),

61
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WHPC(M) = C*(M) N WPQF (M),
WSPH(M) = L2EF(M) N WPQF(M).

Observaciones: Para « con la propiedad da € £ k(M ) se tiene que taw = 0 y de manera analoga
para f3 tal que 68 € C*(M), n3 =0

Teorema 4.1.1. El espacio de las k-formas cuadrado integrables sobre una variedad compacta
y con frontera se factoriza en la suma directa L?- ortogonal,

L*(M)Q* (M) = (M) @ ¥ (M) @ L*H* (M) (4.2)

a partir de los subespacios de las formas exactas, co-exactas y la cerradura respecto a L? del
espacio de los campos armonicos.

Para el espacio WS’ka(M) (con s € N yp > 2), la correspondiente descomposicion L>-
ortogonal establece que:

WoPQF(M) = WHPER (M) @ WHPCH (M) & WHPHE (M),

La demostracion del teorema anterior sera por partes, primero mostraremos la descomposicion
algebraica; luego se mostrara que los espacios E¥(M) y C*¥(M) son cerrados con la topologia
L?; luego se mostrara que si w € WPQF(M) entonces dov,, 6By y K estan en la clase de
Sobolev W*P. Finalmente, se estipula aunque no se demostrard que el espacio L?-ortogonal
(EF(M) B Ck(M))J' NW*PQF(M) coincide con el espacio de los campos armoénicos W2PH (M).

Lema 15. (Descomposicion de L?)
(a) Para toda w € L*QF(M) existen unas tnicas formas diferenciales doy, € E¥(M), 6B, €
CE(M) y Ky € (EF(M) @ CH(M))* tales que,
w = doy, + 08y + K-
(b) Los espacios E¥(M), C¥(M) son cerrados respecto a la topologia L*QF(M).

Dem. Sabemos que la descomposicion L*QF(M) = HY (M) @ /H’B(M)L es vdlida; entonces para
toda w € L2QF(M) tenemos que:

w=Ap+(w—Ap) y w=Ay+(w—Ay).

Por el teorema (3.3.3) existen los potenciales de Dirichlet ¢p para w — Ap € HYE(M)L y el
potencial de Neumann ¢y w— Ay € ’H%(M)L Por el teorema 13 ambos potenciales estdn en la
clase de Sobolev H? y
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aw €0¢p € HIQE (M) y By, € doy € H QK (M).

Definamos a Ky = w — dag, — 0y
Afirmacion k,, es ortogonal a EF(M).

Dem.
L Ry, da > = K w—day — 0By, da >
(2.1.3)
= <Apt (- Ap)da> — <doy,da> — <Obgda>
AD Ggl(M)
= <L JIApda> 4+ <K w-—Ap,da> — KL day,doa >

L w—Ap,da> — L ddop,da >
L ddpp,da > — KL ddopp,da >
0,

para todo da € E¥(M).

Lema 16. k,, es ortogonal a C¥(M).
Dem. Por demostrar que < Ky,08 > =0 para toda 68 € CK(M). Sea 68 € C(M),

L Ky, 08> = <K w—day —08y,08>
(2.1.3, [Schwarz(1995)))
— < w,558> —W < 3B, 0B >
= KAIANF(w—XA,), 08> — KBy, 08>
= KI8T + < w— Ay, 08> — < 5By, 08>
L dopn, 68> — K ddopn, 08 >
= 0. (4.3)

Por tanto, por los dos lemas anteriores se tiene que Ky, € (Sk(M) S Ck(M))l.

Lema 17. £¥(M) y C¥(M) son cerrados respecto a la topologia L?.
Para E¥(M): Sea {da;}jen una sucesion convergente respecto a la norma L? en EX(M); es
decir, doy — n € EF(M). Mostraremos que n € EX(M). Como n € L2QF(M), se tiene la
j—00

descomposicion
N = doy, + 053y + Ky,

en donde day, € E¥(M), 68, € CH(M) y kyy € (EF(M) @Ck(M))l. Calculemos la distancia de n

a doj con la norma en L?,

2 2
||77_d0‘j||[,2 = ||dan+5ﬁn — Ry _dO‘jHL2
2 2 2
||day — da[|72 + (168l |72 + k|72 -
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FEntonces,
0= lim [|n — dayl[72 = lim |lda — dayl[72 + [[88,|I7 + llyll72 = 0.
j—00 j—+00
Por tanto,
Jim [|doc—daglf7a =0y [108y][7a + [l = 0
Como Ky y 0f3, son no negativos, entonces H5,6’,7Hi2 = ||K/n||ig = 0. Por tanto, por unicidad del

limite, dovj converge an € EX(M).
Observacion: La demostracion para C*(M) es analoga.

Lema 18. Siw € WP(QF(M)) (con s € N,p > 2), la descomposicion:
n = day, + 653, + Ky,

con doy, € EF(M), 63, € C*(M) y kyy € (EF(M) @Ck(M))l, implica que: doy, € WSPER(M),
6Bw € WPCK(M) y

Dem. Sabemos por el teorema (2.2.6) que los campos armdnicos en ”H]]f—) Y H’fv son suaves.
Ademds, si w € WPQF(M) implica que (w — Ap) y (w— Ax) € WSPQF) M, pues por el teorema
(2.2.6): Ap, An € W5T2P < WP Ahora usando la ecuacion (4.5):

aw = 0¢p € H'OE(M) y PBu=doy € H'QK(M).

Pero sabemos, ademds, que los operadores tienen como dominio y contradominio los siguientes
conjuntos:

d : WeHLPQE (M) — WHPQEHL (M),
5 WHLPQF (M) — WHPQFL(M).

Entonces,

do, = dogp - HQK (M) — HOPQY (M)
y

0By = ddon : HQK (M) — HOPQE (M).
Entonces,

Fow = (w — davy — 6By) € (EF(M) @ CH(M))" N WPQ¥(M).

Lema 19. (Cerradura)

Los espacios de Sobolev WSPEF (M), WPCH(M) y (EF(M) @ Ck(M))J' N WsPQkE(M), son
cerrados respecto a la topologia W*P para todo s € Ng y p > 2.

Dem. Sea {daj}jen una sucesion en WSPEF(M) que converge a n € WHPQF(M) con la
norma W*P; en simbolos, do; W n. Se mostrard que n € C*(M). Sabemos que doj ? 7.
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Entonces, por el lema 15, entonces 1 = doy,. Pero por el inciso anterior, doy, € WePER(M) :=
WsP(M) N EF(M). De manera andloga se puede demostrar la afirmacion para el resto de los
subespacios.

Lema 20. a) El espacio WSPHF(M) de los campos arménicos de la clase de Sobolev WP (con
s € N yp > 2) coincide con el complemento ortogonal (E¥(M) & Ck(M))J' N W*PQE(M). De
manera similar, para la norma LPH*(M) = (EF(M) & C’“(M))L N LP(M).

b) Para k = 0 y k = n, respectivamente, los campos armdnicos son constantes. Si M es
conezo, entonces

HOM)=R y H'(M)={veQ"(M)yv=cucecR},
en donde p es la forma riemanniana de volumen sobre M.

Observaciones: La descomposicién anterior se aplica a formas diferenciales de cualquier
clase de Sobolev, en particular para el propio espacio QF(M).

A pesar de que las formas diferenciales da,, y 68, estan determinadas por w, existe cierto
grado de libertad en la elecciéon de an, y By. Para caracterizar a esta propiedad definamos a los
siguientes conjuntos:

k—1 10k—1
G (M) :=={y e H Q) (M) | dy =0},
k+1 1ok+1
CoH (M) == {e e H'Q (M) | 6e = 0}
las formas exactas y co-exactas, respectivamente.
Lema 21. Sean daw, € E¥(M) y 6B, € CK(M), las componentes de Hodge para w € L2QF(M).
Entonces, las formas diferenciales o, y By pueden elegirse de manera tnicas, en el sentido
stquiente
L Q,y> =0 para toda ~ € GFL(M), (4.4)

&L Puw,e> =0 para toda € ng(M),

(En particular esto implica que dcuy, = 0 y ayy € H%_I(M)J-. Por otro lado, dB, = 0 y
Buw € HyTH(M)F).

4.2. Descomposiciéon de Friedrichs

Definamos a los subespacios de campos arménicos exactos y co-exactos como:

HE (M) :={k e H'(M) |k =de} = {k =de € H'Q*(M) |dc =0 y 0r =0}
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y
HE (M) :={k e H* (M) |k =dy} ={k=dyc H'Q*(M) |6k =0 y dr=0}.

Teorema 4.2.1. Sobre una variedad compacta y con frontera el espacio H*(M) C H'QF(M) de
los campos armonicos, puede descomponerse de manera respectiva en

HE(M) = Hp(M) © HE, (M)

HE(M) = My (M) & Hey (M),
Para LPHF (M) y WSPHF (M), también se tienen las descomposiciones pertinentes (con s € N

yp=2).
Dem. Primero mostremos que los subespacios H% (M) y HE (M), son ortogonales: sean v €
H'QFL(M) y X € HY,. Usando la formula de Green

0 0
<X y>=<\Nov> + [ X Any=0.
oM

Por tanto,

<\ oy> = 0.
Como A y ~v fueron arbitrarios H%(M) y HE (M) son ortogonales. Para mostrar la descompo-
sicion HF(M) = HY (M) @ HE (M), tomemos k € H¥(M) pero en el complemento ortogonal
’HkD(M)J-, por el teorema (3.5.3), existe un potencial de Dirichlet asociado a k, denotado por ¢,.
Tomemos v := do,. Entonces, por el resultado anterior se tiene

L 0V, A > = L 0d, A > = 0.
Si ahora usamos el (5), se tiene que: < k,da > = <K dédu,da > con k € HE(M)L y
a € HlﬁkDfl(M). Por tanto,
L K, da > =<K dio,da > = 0.
Ast, tenemos que (k — 67,) € HE (M)*.
Por construccion, ¢, es solucion al problema

A¢y = k.

Entonces, (k — 07x) = A¢y — ddry, = doy, —I—MO. Sobre la frontera de M se cumple
tox = 0 y tdp,, = 0; entonces, t(k — dv,) = tdp, = St = 0. Pero, esto muestra (k — 07,) es
armdnico de Dirichlet; es decir, (kK — 6v,) € HE(M).
Por tanto, como (k — 87,) € HY(M)L y (k — dv,) € HY (M), entonces (k — 67,) = 0. Ast,
como
K= 0%,

entonces Kk es co-eracto, k € HE (M).
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4.3. Aproximaciones

Lema 22. Siw € WSPQF(M) (con s € N y p > 2) entonces,

lwllyer < Cr(lldwllyap + [[0w]lyars,)

st se cumple cualesquiera de las siguientes condiciones

1. w es L?-ortogonal al espacio de los campos armdnicos WSPHF(M).

2. w es L*-ortogonal al espacio de los campos armdnicos de Dirichlet ’H%(M) y tw = 0.

3. w es L%-ortogonal al espacio de los campos armdnicos de Neumann %@(M) y nw = 0.

4. w se anula en la frontera; es decir wlgpy = 0.

Dem. Sea w € WSPQF(M), como w es L?-ortogonal al espacio WPH* (M), tenemos por la
descomposicion de Hodge-Morrey:

W = dy + 0Sy.

Entonces, por la desigualdad del triangulo llegamos a que,

Wl psmny < lldawl]ps@ny + 1108wl s @ny -

Como s > 1, la forma o, = d¢p puede interpretarse como el potencial de Dirichlet para dw; es
decir, como la solucion al problema eliptico con valores en la frontera:

Aoy, = 0w sobre M
tay, =0 y téa, =0 en OM. (4.5)

Denotemos por Q-1 (M) = {n € Q%1 (M) | tdn = 0}, al espacio de las formas diferen-

hom

ciales que satisfacen las ecuaciones (4.5). Por el teorema ([Schwarz(1995)], 1.6.2) el Laplaciano
A WEHQE L (M) — W QR (M),

hom

es Fredholm y por la proposicion (3), entonces By = ker(A) & Dy, en donde Dy es un subespacio
cerrado de Bo con la propiedad de que:

2|l < ||Az|ls, para todo x € Dy.

Trabajemos sobre el término ||dovy||ws. Sabemos que ay, € HiH(M)*Y; ademds, ker(Alge-1) =

hom

'HkD—l’ pues sea w € ker(A|QzZ_1 ), entonces,

Aw =0 = ddw + doéw = 0,
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lo que implica que

dow = —ddw y téw =0.

Ahora, utilicemos la formula de Green,

<d\n> = <K\ on> +/ tA A *n1,
oM

Llegamos a que

L ddw,w > = < dw,ow > —|—/ tow A xnn,
oM

entonces
<L dw, 0w > =0 < dw=0.

De manera andloga para dw, se tiene que d = 0. Por tanto, w € D%ﬁl.
Como d : WsHQF (M) — WQFL(M), es un operador acotado, entonces,

ldaw|lwsr < cillow|lwsrr < eol|Acw[lws—1r = cof|0w][ o1

it) Supongamos w ortogonal a H’B, sabemos que existe la descomposicion de L? siquiente,
L2QF(M) = EF(M) @ CF(M) & L*HE @ 1 (M),

pero por la ortogonalidad, no existe componente distinta de cero en ’HkD.
Entonces por el corolario (2.4.9),

w = doy + 0By + 0Yp-
Ergo,

lwllwsr < ldew|lwse +[108w|lwss + |57 |lwsr-

Estimemos el término ||0Bw||ws» < ||V||lws-1.0. Sabemos por construccion de la descomposi-
cion que Yy = doy, en donde ¢y es el potencial de Dirichlet para kK = 6yy.
Como 67, es armonica y dy, = 0, se tiene que para v, € W THPQFL(M),

Ay =0,
ya que, dovy, = 0 = ddy,. Ademds,
tw = t(da + 6w + 67) = tdar™" + 668w + 6670
Por tanto, t63, = —ttdv,, pues tw = 0. Por el teorema ([Schwarz(1995)],1.6.2) tenemos la

stguiente estimacion a priori,

Pullieion < e <||t65||wm/p,p(aM) " ||vw||Lz(M)).
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Por otro lado, por construccion v, = dé, € H%(M)L. Usando la proposicion (3.3.2), existen
contantes ¢ y C' tales que

cllwl[zp < D(w,w) < Cllwlf3p.

Por la formula de Green, la

ellfr < 2D (Yo, o)
= o <dyw,day > + <y, 60, > )

= oo L ddgertdt, > + < 0w, 600, > )

= 02/ t6Bw A *xnyy,. (4.6)
oM

La dltima igualdad se debe a que si usamos la formula de Green y al hecho de que Ay, = 0,
entonces ddyy, = —0dry,. Asi,

0
Aoy, > = < —0dYw, Y > = < 8ddg d. > = 0.

Entonces,
0 = < doyw, Yw > = < 0w, 07w > +/ t07 A ¥007,,.
oM
Ergo,
L 0V, 0y > = —/ 0y A *067,,.
oM

St ahora usamos la desigualdad de Cauchy en los puntos de la frontera de M, tenemos que:

bl < cof [ 458, nm
oM
< |[69Bwllr2aar) - Iyl a1 any
< el 2om) - wllm - (4.7)

Por tanto,

Yl ary < [[86BuwllL2001)-

Finalmente, tenemos



70 CAPITULO 4. APLICACIONES DE LA ELIPTICIDAD

[llweriran < Cl<llt5ﬁl\ws—1—l/m<aM)+|vaIIL2<M)>
= a <||t6ﬁ|‘W511/PvP(8M) + C3||t5ﬁw|L2(aM)>
SO ([C r—"
< osll0Bullws-1p(an)- (4.8)

iti) Demostracion andloga a ).
iv) Supongamos que w se anula en la frontera de M, entonces por el teorema (3.4.10) el
problema con valores en la frontera siguiente,

Aw=n y wlogy =0,

es eliptico. Entonces,

lwllwsrer < cl|Aw]lwss
< c||dow||wsp + ||0dw]|ws.»
< [lowllws-1p + [[dwllys-15, (4.9)

que es lo buscado.

4.3.1. Algunos lemas de aproximaciéon

Lema 23. Sean doy,, € WSPEF(M) y 63,W*PC*¥(M) las componentes de Hodge para w €
WePQF(M) (con s € Ng y p > 2). Entonces se pueden elegir a,, € WSHPQEL(M) y 8, €
T/T/“”Jrl’/lT’(Z’f\,Jrl tales que:

law|lwssir < Calfwllwer v [|Bullwstrr < Onllwllwes (4.10)

Dem. Recordemos que HY (M) C WSPQF(M) es finito dimensional, entonces por el Teorema
1.2.14, ”Hll“) es complementado; es decir, existe un subespacio cerrado D C W*PQ(M) tal que
WHPQF(M) = HY & D. Ademds, la proyeccion w — A\p € H% (M) dada por:

T WP — HY (M)

m(w) = Ap,

y la proyeccion ortogonal
Tt WP H%(M)J‘
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7 (w) = (w — Ap),

es continua y por tanto acotada.
Entonces,
e (Ap)llwsr = [[ADlwsr < [[w][wsr,

|lw = Apllwss < Jwllwsr + [[Apllwer < [[w]lwer + Cil[w]lwer = (1 + C1)|[w]|wsr.

Por otro lado, por construccion, el potencial de Dirichlet, ¢p € ’HIB(M) asociado a (w — Ap) se
determind via el problema eliptico con valores en la frontera. Por el lema (3) A|Ws+2,pm;i ) €s

un operador de Fredholm y por la proposicion ( [Schwarz(1995)],1.5.8, pp. 51), se tiene que

|¢pllws+2p < Col[A¢p]|wsr.

Por construccion denotamos a cw, = 6ép (con § : WP — WSTLP) - entonces

llowllws+ie = ||6¢D|lws+10
< c[|¢pllws+ap
< GCsl|Agp|lwse
= CsflwApllwsr
< Cllw||wse- (4.11)

Por tanto,

| llws+10 < Cllwl|wss.

Lema 24. ([Schwarz(1995)]) Sean p,q conjugados yw € LIQ¥(M). Entonces, existen de manera
dnica las siguientes formas diferenciales,

dow, € LIEF(M)F(M), 6B, € LICH(M) v ke (LPEF(M) & LPCH(M))°, (4.12)
tales que

W = doy + 0By + K-

Dem. Sabemos de la existencia de los potenciales de Dirichlet ¢p € W2IQF(M) para (w —
AD) € H]B(M)O y el potencial de Neumann ¢n € WPQF(M). Definamos a las siguientes formas
diferenciales:

o = dpp € WHIQE (M),
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Buw = don € WHIQK (M)

k= (w — dow, — 6By) € LI(QF(M)).

Entonces por el corolario (2.1.3,[Schwarz(1995)]), §B8, € LPEX(M)° y Ap € LPEF(M)°.

4.4. Topologia y Geometria: Cohomologia de de Rham.

En esta seccion se demuestra que la k-ésima clase de cohomologia de de Rham para la derivada
experior es isomorfa a los campos armoénicos de Neumann. Y finalizaremos con un teorema que
establece que bajo ciertas condiciones sobre la curvatura media de una variedad con frontera, la

k-ésima cohomologia de de Rham se anula.

Consideremos el complejo de de Rham (Q(M), d) del espacio de las formas diferenciales sobre
una variedad con frontera, sin imponer condiciones en la frontera, tenemos la siguiente sucesion:

0— QM) % Q' (M) % 02(M) -4 (M) — 0.
Definicion 4.4.1. Definimos a la k-ésima cohomologia de de Rham como

kel“(d‘Qk(M))

HE (M, d) = ————27
(M,4) Im(d|gr-1(nr))

De manera analoga definimos el complejo dual,
0+ QM) & QY (M) & Q3 (M) --- & QY (M) + 0,
la k-ésima cohomologia de modulos:

ker (0] (ar))

H* (M = —
) = o Slawes an)

(4.13)

(4.14)

Ademas, si consideramos que tw = 0, es decir si w € Q’“D (M) definimos la cohomologia relativa

de de Rham como ker(d )
er k
HE(M, d) i= — 20D

mientras que para la condicion nw, w € QK (M) definimos

B, 5) i Ol 0n)
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Teorema 4.4.2. (Isomorfismo de Hodge) Sea M una variedad con frontera. Entonces,
H*(M, d) = HE (M) y HF(M,0) = HY(M). (4.15)

Dem. Tomemos w € Qk(M), entonces por la descomposicion de Hodge-Morrey-Friedricks, se
tiene

W = dy + 08y + déy + K,

con ay, € EF(M), 6By € CF(M), dey € HE, y Ky € HE.
Caractericemos al nicleo de d. Asi, si dw = 0, tenemos

0 0
ddez™0 4 d6By + ddey + drt” =0,

por tanto, dd = 0. Veamos que §3, = 0: Usando la férmula de Green,
L défB, 08 > =<K 6B, 068 > +/ t08 A *ndB = 0.
oM

Ast, faM tof Axnéfs =0 < 68 = 0. Entonces en la descomposicion inicial, la componente
6 se anula. Asi, w € Ker(d|gr(rr) <= w = doy, + dew + Ky = d(w + €w) + K-

Definimos Hf\, S Ky =W — d(Quy + €p)..

Por tanto, tenemos el siguiente diagrama

HF(M, d) —=

ol 2

EF(M) & HE, & HE,.

Hi (M)

Ker(d‘sz%(M))

Corolario 4.4.3. H¥(M) = = HE(M).

Im(d|n’z)—1(M))
Dem. Sea w € QF, entonces por la descomposicion anterior w = dow, + 0V + M. Ast,

tw = tder, + tdy, + tXg = 0.
Por tanto, tdv, = 0 y por la ortogonalidad de la descomposicion de Friedichs
0y = 0.

Corolario 4.4.4. (Dualidad de Poincaré) ([Schwarz(1995)], p.105)
o) HE(M, d) = HE(M) y BF(M, 6) = HE(M).
b) El operador de Hodge % sobre Q(M) induce un isomorfismo
xp o HE — HPR(M). (4.16)

A este isomorfismo se le llama dualidad de Poincaré para variedades con frontera.
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Corolario 4.4.5. (Dualidad de Lefschetz)([Schwarz(1995)]) La transformacion H* — HP=F(M)

es un isomorfismo.
Teorema 4.4.6. ([Schwarz(1995)], p.106) Sea M una variedad riemanniana con frontera.

1. Si el tensor de Ricci de (M, g) es positivo definido y si la curvatura media traza(KC), de
la variedad con frontera OM C M, es positiva definida, entonces la primer cohomologia
relativa H (M) se anula.

2. Si asumimos que el endomorfismo entre haces RV € End(AF(M)), determinado por la
formula de Weizenbéch,

Aw = A w—-RVw we Q¥ (M),

y el endomorfismo entre haces S € End(A*(M)|oar), determinado por la sequnda forma
fundamental, K de M,

(SW)(N, Ea(l)v"'on'(kfl)) - - Z (ICA(E])w)(E]7EO'(1),,Eo.(k71>)7
1<5<(n—1)

son negativos definidos en el nivel de las k-formas, entonces la cohomologia HF(M) se
anula.

Dem. Primero se mostrard la seqgunda afirmacion: Se usard el isomorfismo H% = HF(M).
Sea M compacta y con frontera. Entonces, para algin endomorfismo S € End(A*(M)|aar),
se tiene que

wllZpr = [l Zat < RMww > +D(w,w)+/aM(Sw,w)Aku8. (4.17)

Ademds, recordemos que

B = AR+ 35 /M pa (Vitw, Vitw) g i (1.18)

i=1 a€A

Sea A € HY (M) un campo armdnico de Dirichlet, entonces

0
N = A = < RUAA > +20eaT "+ [ (SA N und, (4.19)

= 0
|])\|]2L11—||)\|]12LI1+ZZ/M,OQ (Viw, Viw) o pt = < RUNA > +DOGAT” +/6M<5A,A>Akua.

i=1 a€A
(4.20)
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Asi,
0<<RY A > +/ (SA, ) gk 120 (4.21)
oM

Pero por hipétesis, S € End(A*(M)|anr) y RY € End(A¥(M)), son negativo definidos para
A # 0, se tiene que

0<<RYAA> +/ (SA, A) pAx 0 < 0. (4.22)
oM
Por tanto, A = 0. Entonces, H% (M) = {0} y por el corolario (4.4.5), HF(M) se anula.
Para la primera afirmacion: tomemos k =1 y sea {E1,...,E,} un marco local entonces,
<AMRYA> 4 = ZZ)\ (RMEi, Ej)N)(E:)
=1 j=1
= =D ME) - AR(E;, E))(E)))
i=1 j=1

_ Z ME;) - A(RicE;). (4.23)

Por otro lado, sean {N,FEa,...,E,_1} y {NT, E?,..., E" Y} marco local y marco local dual,
respectivamente. Usaremos la siguiente notacion \; = N(E;), K; = K(Ej, Ej), A\ = Zz;ll NIl
y K = Zf;ll ]Z’;Er. Entonces,

< S0 AE) (- Y MNK(E;LE))) > SN < AE) (ME(E;LE))) >

1<i<n—1 1<j<n—1 1<i<n—11<j<n—1

n—1ln-—1 n—1ln-—1

= *ZZ{ZZ}A k] < B¥(E:), N E°(E,) >
=1 j=1 r=
n—1n—1 n

= 722{22},\ ki < E*(E), E°(E,) >

=1 j=1 k=1 r=1

n—1n—1

- 722{22},\ PN
=1 j=1 k=1 r=1

n—1ln—1n—1

- ST ww

i=1 j=1 r=1

— APt (K).

Por tanto, los endomorfismos R y S son negativos-definidos si y sdlo si el tensor de Ricci, Ric,
y la curvatura media tr(KC) son positivas. Por el inciso (b) de la Dualidad de Poincaré, HL(M)
se anula.
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