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Capitulo 1

Introduccion

Un sistema distribuido es un conjunto de dispositivos de cémputo que se comunican
entre si para resolver un problema. Esta definiciéon abarca un amplio rango de sistemas
de computo que va desde microprocesadores cuyos nucleos se comunican a través de una
memoria compartida hasta redes que cubren grandes dreas geogréficas como el Internet. El
computo distribuido tiene muchas aplicaciones y esta presente siempre que se involucren
procedimientos en los que se tenga que compartir recursos o informacién, como compartir
una impresora en una red local o al hacer una transferencia bancaria; sin embargo, coor-
dinar a distintas entidades de cémputo no es una tarea facil, existen muchos factores que
pueden afectar el funcionamiento de un algoritmo distribuido y fundamentalmente estos
factores tienen que ver con algunos atributos que dan como resultado distintos modelos
de cémputo, entre dichos factores se encuentran la interfaz de comunicacion, el modelo de
sincronizacion y la tolerancia a fallos del sistema. Los procesos tienen que usar un medio
de comunicacién, dos de los métodos mas comunes son el paso de mensajes y el uso de una
memoria compartida. El modelo de sincronizacién se refiere a las suposiciones que se hacen
acerca de cémo se suscitan los eventos a lo largo del tiempo, en un extremo esta el mode-
lo sincrdonico o simultdineo en el que todos los procesos ejecutan las operaciones al mismo
tiempo, mientras que en el otro extremo los procesos pueden ser asincrdénicos, de modo que
los procesos ejecutan operaciones a distintas velocidades en un orden arbitrario, en medio
de ellos estd el modelo semisincronico, en el que los procesos poseen cierta informacién

acerca de la sincronizacién de los eventos. Con respecto a la tolerancia a fallos, se puede
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pedir que el hardware sobre el que los algoritmos se ejecutan sea completamente confiable,
o bien que el algoritmo pueda terminar satisfactoriamente ain cuando algunos procesos
muestren un comportamiento defectuoso ya sea porque simplemente se detengan o incluso
si muestran un comportamiento inesperado, el comportamiento defectuoso también incluye
fallas en el proceso de comunicaciéon debido a perdidas de mensajes o duplicados de los
mismos. No todos los modelos de cémputo pueden resolver la misma clase de problemas,
por eso es importante tener en cuenta qué suposiciones se hacen al estudiar un problema

de cémputo distribuido.

En las ultimas décadas se han desarrollado técnicas que permiten estudiar una cla-
se de problemas distribuidos llamados tareas de decision con la ayuda de la topologia
combinatoria, en una tarea de decision los procesos participantes inician con un valor de
entrada y al terminar de ejecutar el algoritmo distribuido, cada proceso decide un valor
de salida. Con el lenguaje de la topologia combinatoria se pueden representar nociones
como las de tarea, protocolo y solubilidad; esta representaciéon es independiente del mo-
delo de computo que se suponga y establece una relaciéon entre algoritmos distribuidos y
complejos simpliciales, a través de la cual se puede averiguar si una tarea es soluble en
cierto modelo de computo estudiando las propiedades topoldgicas del complejo simplicial
asociado al protocolo de comunicacién usado en el modelo de computo en cuestion, por
ejemplo, para el modelo de cémputo asincronico basado en instantdneas en una memoria
compartida, el Teorema de computabilidad asincronica caracteriza, en términos topoldgi-
cos, a las tareas que se pueden resolver en dicho modelo [7], y es una muestra de lo 1til que
resulta la topologia en el estudio de problemas distribuidos, pues se puede echar mano de

muchos resultados que se han desarollado en el drea de topologia algebraica y combinatoria.

Esta manera de estudiar problemas distribuidos permite estudiar de forma global a
todas las posibles configuraciones del sistema que se pueden obtener después de que cada
proceso ejecuta el protocolo de comunicacién, una configuracién representa el estado del
sistema en un momento dado, este tltimo se describe a través de los procesos que par-

ticipan en el algoritmo junto con su estado local, que tipicamente serd la wvista de cada



proceso, que contiene la informacién que cada proceso aprende durante la ejecucién del
algoritmo. Una configuracion sera representada mediante un simplejo cuyos vértices son
los procesos junto con sus respectivas vistas, en conjunto las distintas configuraciones for-
man un complejo simplicial, cuyas propiedades topolégicas determinardn si una tarea dada

puede ser resuelta a través del protocolo en cuestion.

El estudio de cémputo distribuido a través de la topologia combinatoria se ha centrado
en la descripcion de algortimos distribuidos y deterministas, sin embargo existe una amplia
clase de algoritmos distribuidos y aleatorios que han sido desarollados para resolver tareas
que no se pueden solucionar de forma determinista o bien para hacer mas eficientes algunos
procedimientos [13], sobre estos algoritmos no se ha realizado un estudio que permita
entender a dichos algoritmos a través de la topologia combinatoria.

El objetivo de esta tesis es hacer una contribucion al estudio de algoritmos distribuidos
y aleatorios a través de su topologia. Para ello, primero es necesario entender cémo se
ha estudiado la clase de algoritmos deterministas para después pasar a analizar el caso
aleatorio. El texto estd divido en dos partes, en la primera parte (capitulos 2 y 3), primero
se presenta el lenguaje de topologia que serd necesario para describir la relacién que ésta
tiene con el cémputo distribuido, la intencién de este texto es ser autocontenido por lo
que se enuncian todas las definiciones que se consideran necesarias, solamente se omiten
algunas definiciones de topologia bésica (vea [14]), después en el capitulo 3 se describe el
modelo iterado de instantdneas inmediatas en su versién computacional y combinatoria,
estos dos capitulos pueden ser de utilidad para aquellos que quieran comenzar a explorar
esta area del conocimiento en la que la computacién distribuida y la topologia parecen
tener una estrecha relacién. La segunda parte del texto (capitulos 4,5 y 6), comienza
con el capitulo 4, en el que se establece un modelo de cémputo aleatorio basado en el
modelo de instantaneas inmediatas, para lograr el comportamiento aleatorio los procesos
son equipados con un procedimiento que les permite obtener valores aleatorios a través
de lanzar una moneda con cierta distribucién de probabilidad, en ese mismo capitulo se
describe la topologia del complejo formado por las posibles configuraciones que se obtienen

después de que los procesos ejecutan el protocolo aleatorio; finalmente en el capitulo 5y 6 se



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

estudian algunas propiedades topoldgicas del modelo aleatorio, mientras que en el capitulo
7 se enuncian las conclusiones de este trabajo y las direcciones en las que el mismo podria

continuar.



Capitulo 2

Elementos de topologia

combinatoria

En este capitulo se presentan conceptos bésicos de topologia que seran necesarios para
describir y modelar algunas nociones de cémputo distribuido que se presentardn en el
siguiente capitulo, estos conceptos corresponden a un area de la topologia denominada
topologia combinatoria y han sido transcritos de [6,9]. Los espacios topoldgicos que seran
de interés para este estudio son aquellos denominados complejos simpliciales, que son
espacios cuya estructura se puede describir a partir de piezas mas simples, denominados
simplejos, y de saber cémo estas piezas estan integradas para conformar a uno de estos
complejos simpliciales. El hecho de poder describir a un espacio a través de piezas mas
simples y de las relaciones entre ellas permitird que el estudio de propiedades topoldgicas,

como la conexidad, pueda ser analizado de una forma sencilla.

2.1. Complejos Simpliciales

Definicién 2.1.1 (Complejo Simplicial Abstracto). Dado un conjunto S y una familia 4

de subconjuntos finitos de S, se dice que A es un complejo simplicial abstracto si satisface:
(1) SiXe AyY C X, entonces Y € A.

(2) {v} € A, para todo v € S.
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Un elemento de v € S es llamado vértice, mientras que un elemento o € A es llamado
simplejo. El conjunto de vértices de A se denota por V(A). La dimension de un simplejo

o€ Aes|o|—1.

Usualmente se usardn letras latinas mintusculas para denotar a los vértices (u,v,w,...),
letras griegas mindsculas para denotar a los simplejos (o, 7, ,...) y letras con estilo ca-

ligrafico para denotar a los complejos simpliciales (A, B, ...).

Un complejo B es un subcomplejo de A si cada simplejo de B es también un simplejo

de A.

Un simplejo 7 es una cara de o si 7 C o, y es una cara propia si 7 & o. Un simplejo
o € A es una faceta si no es una cara propia de algin otro simplejo en A. El conjunto de
las facetas de un complejo A se denotard por facet(A). La dimension de un complejo A
es la maxima dimensién de cualesquiera de sus facetas. Un complejo es puro si todas sus
facetas tienen la misma dimension. La codimension de un simplejo o de dimensiéon m en

un complejo puro de dimensién n (codim o) es n — m.

En el estudio de mapeos entre complejos simpliciales, seran de gran importancia aque-

llos que preserven estructura, que seran denominados mapeos simpliciales.

Definicién 2.1.2. Dados dos complejos simpliciales A y B, y un mapeo p : V(A) — V(B);
se dice que p es un mapeo simplicial entre A y B, denotado por i : A — B, si p envia
simplejos de A en simplejos de B, es decir, si o es un simplejo de A, entonces p(o) es un

simplejo de B.

Definicién 2.1.3. Dados dos complejos simpliciales A y B, se dice que A es isomorfo a
B y se denota por A = B, si existen mapeos simpliciales ¢ : A — By ¢ : B — A, tales que
para todo vértice a € A, a = 1)(¢(a)), y para todo b € B, b = ¢(1(b)).

Definicién 2.1.4. Dados dos complejos simpliciales A y B. Un mapeo simplicial ¢ : A —

B es rigido si la imagen de cada simplejo o tiene la misma dimension que o, es decir,

p(o)] = lo].
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2.1.1. Complejos Geométricos

Se usard la notacién [m : n], con n > m, como abreviacién del conjunto {m, m+1,...n},
y [n] para abreviar [0 : n]. Un punto y en R? es combinacién afin de un conjunto finito de

puntos X = {xg, z1,...,,} en R?, si éste puede ser expresado como una suma

n
y=> ti-mz, (2.1)
i=0

donde la suma los coeficientes t; es igual a uno, si ademds cada uno de los coeficientes
es positivo, se dice que y es una combinacion convexra de X. La cerradura convexa de
X, denotada por convX, es el conjunto de combinaciones convexas de X. El conjunto X
es afinmente independiente si ningin punto del conjunto puede ser expresado como una
combinacién afin de los demas.

El simplejo estandar de dimension n A", es la cerradura convexa del conjunto de n+ 1
puntos en R"*! que tienen coordenadas (1,0, ...,0), (0, 1, ...,0), ..., (0,0, ..., 1). De forma més
general, un simplejo geométrico de dimension n o un n-simplejo geométrico, es la cerradura
convexa de cualquier conjunto de n + 1 puntos affnmente independientes en R? (d > n).
Cuando vy, v1, ..., v, € R? son afinmente independientes, se dice que esos puntos son los
vértices del n—simplejo o = conv{vg,v1,...,v,}. En este caso, para cualquier S C [n], el
(|S] — 1)—simplejo 7 = conv{vs|s € S} es una cara, o una (|S| — 1)—cara de o; se llama

cara propia si ademas S # [n].

Definicién 2.1.5 (Complejo Simplicial Geométrico). Un complejo simplicial geométrico
KC en R? es una coleccién de simplejos geométricos tales que:

(1) Cualquier cara de un elemento o € K también es elemento de K.

(2) Para cualesquiera o,7 € K, su interseccién o N 7 es una cara de cada uno de ellos.

Para cualquier simplejo geométrico o = conv(vg,v1, ..., v,) de dimensién n con un or-
den fijo en el conjunto de sus vértices, se tiene un inico mapeo afin ¢ : A™ — o que envia
el i—ésimo vértice de A™ a v;. Este mapeo es llamado el mapeo caracteristico de o.

Dado un complejo simplicial geométrico K, se puede definir un complejo simplicial abs-

tracto subyacente C(K) como sigue: los vértices de C(K) son los que se obtienen al unir
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todos los conjuntos de vértices de los simplejos de K; ademds, para cada simplejo o =
conv{vg, vy, ...,vn} de K, el conjunto {vg,v1,...,v,} es un simplejo de C(K). En la direc-
cién contraria, dado un complejo simplicial abstacto A con una cantidad finita de vértices,
existen varios complejos simpliciales geométricos IC, tales que C(K) = A. La construccién
mas sencilla es la siguiente: Suponga que A tiene d + 1 vértices; tome el simplejo estandar
A% en Ry tome el subcomplejo de A? que consiste de los complejos geométricos que

corresponden a los conjuntos de vértices de la familia A.

2.1.2. Realizacién geométrica

Dado un complejo simplicial geométrico K en RY, se denota por |K| a la unién de todos
sus simplejos. Este espacio con la topologfa inducida como subespacio de R? se llama la
realizacion geométrica de K. Si A es un complejo simplicial abstracto, se puede construir
IC, tal que C(K) = A, y después definir la realizacién geométrica de A, como |A| := |K|.
Esta definicién no depende de la eleccion IC, sino solamente de A.

Sean Ay B complejos simpliciales abstactos. Recuerde que un mapeo simplicial i : V(A) —
V(B) mapea cada vértice de A en algtin vértice de B y también mapea simplejos de A en
simplejos de B. A partir de un mapeo simplicial p es posible definir una aplicacién continua

|| entre las realizaciones geométricas de la siguiente manera:

Para cualquier n—simplejo o = {so, s1, ..., $n} en A, el mapeo |u| se define en los puntos

de |o| extendiendo de la siguiente forma:

(X tsi) = 3 tants. 22)
=0 =0

Observacion 2.1.6. (Sobre el uso del término simplejo) La palabra simplejo se usard de
forma indistinta para referirse tanto a un elemento de un complejo simplicial abstracto
como a un complejo simplicial abstracto que consta de todos los subconjuntos finitos de
cierto conjunto finito. Si uno tiene un simplejo en el primer sentido, el conjunto potencia

de dicho conjunto constituye un simplejo en el segundo sentido.
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2.2. Mapeos Portadores

Definicién 2.2.1. Dados dos complejos simpliciales A y B, un mapeo portador ® de A en

B es un mapeo que lleva a cada simplejo o € A a un subcomplejo (o) de B (& : A — 25),

de modo que para cualesquiera o, 7 € A tales que o C 7, se tiene que ®(o) C &(7).
Usualmente los mapeos portadores seran denotados por letras griegas mayusculas

(A, B2, ..).

Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es que para cualesquiera o, 7 € A,

S(ocnT)C P(o)NP(7), pues por definicion P(cN7) C P(0) y P(oN7) C D(7).

Observacién 2.2.2. Para un subcomplejo K C A, se usara la notacién ®(K) := |J, ¢ (o).
Note que la condicién de monotonia de los mapeos portadores permite que la unién

descrita anteriormente pueda ser tomada tunicamente sobre las facetas de K, es decir,
(I)UC) = UoEfacet(lC) (I)(O-)

Definicién 2.2.3. Dados dos complejos simpliciales abstractos A y B y un mapeo portador

d: A 258

(1) El mapeo @ es rigido si para cada simplejo o € A de dimensién d, el subcomplejo ®(o)

es puro de dimension d.
(2) Silaigualdad ®(cN7) = ®(0)NP(7) se cumple, se dice que que el mapeo P es estricto.
Es posible componer mapeos simpliciales con mapeos portadores.

Definiciéon 2.2.4. Dados tres complejos simpliciales abstractos A,B y C y un mapeo

portador ® de A en B.

Si ¢ : B — C es un mapeo simplicial, entonces se puede definir un mapeo portador

po® de Aen C como (po®)(o) := p(P(0)) para todo o € A, donde p(P(0)) =
U'er)(o’) 90(7-)
Definicién 2.2.5. Dados dos mapeos portadores ® : A — 28 y ¥ : B — 2¢, donde A, B

y C son complejos simpliciales, se define un mapeo portador ¥ o & : 4 — 2¢ tomando

(Tod)(o):= UTe<1>(a) U(7), es decir, (Vo ®)(0) = ¥(P(0)) para todo o € A.
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Proposicién 2.2.6. Dados dos mapeos portadores ® : A — 28 y U : B — 2¢, donde A, B

y C son complejos simpliciales.
(1) Si ® y ¥ son mapeos portadores rigidos, entonces también lo es W o ®.
(2) Si ® y ¥ son mapeos portadores estrictos, entonces también lo es ¥ o ®.

Demostracion. La demostracién fue transcrita de [9].

(1) Sea o un simplejo de dimensién d de A. Como P es rigido, entonces ®(o) es puro
de dimensién d, de modo cualquier faceta 7 de ®(o) es de dimension d, y al ser ¥ rigido,
se cumple que ¥(7) es un complejo puro de dimensién d. La unién de complejos puros de
la misma dimensién es también un complejo puro de la misma dimensién, pues las facetas
de todos los complejos son las facetas del complejo que se obtiene al unirlos. Lo anterior
prueba que UTefacet(<1>(a)) U(7) es puro de dimensién d, pero este complejo no es mas que

(T o®)(0) =T(P(0)) (Observacién 2.2.2). Lo que prueba que ¥ o @ es rigido.

(2) Sean o1, 09, elementos de A. Se tiene que

vE@@)nw@@) = |J wm)n( U vm) -

Tlefb(a'l) TQECD(O'Q)

U (¥(r) N ¥(r)) = U U(r N7y -

T1EP(01),72€P(02) T1E€E®(01),72€P(02)
U = | w0 = U(®(0 No2)).
TEP(01)NP(02) T€P(01N0o2)
De lo que se concluye que ¥ o ® es un mapeo estricto. O

2.3. Complejos Cromaticos

Definicion 2.3.1. Un m-etiquetado o simplemente etiquetado de un complejo A es una

funcién ¢ : V(A) — D, donde D es algin conjunto con m elementos.

Definicién 2.3.2. Una m-coloracidn o simplemente coloracién de un complejo A es un m-
etiquetado x : V(A) — II que es inyectivo en los vértices de cada simplejo o € A, es decir,

si s, 81 € o, entonces x(so) # x(s1). Un complejo simplicial junto con una m-coloracién



2.4. COMPLEJOS SHELLABLES 11

X es llamado un complejo cromdtico (o complejo m-cromdtico), y se denota por (A, x4) y

por (A, x), cuando el contexto no dé lugar a confusiones.

Definicién 2.3.3. Dados dos complejos m-cromaticos (A, x4) v (B, xs), se dice que un

mapeo simplicial ¢ : A — B preserva color si para todo vértice v € V(A), xa(v) =

x5(0(v)).

Definicién 2.3.4. Dados dos complejos crométicos A y B y un mapeo portador @ :

A — 2B Se dice que ® es cromdtico si ® es rigido y si para todo o € A se tiene que

xa(o) = x5(®(0)), donde x5(®(0)) := {x5(v)|[v € V(®(0))}.

Proposicién 2.3.5. Dados dos mapeos portadores ® : A — 28 y ¥ : B — 2¢, donde A, B
y C son complejos simpliciales cromdticos. St ® y W son mapeos portadores cromdticos,

entonces también lo es W o ®.

Demostracion. En primer lugar, la composicion ¥ o @ es un mapeo portador rigido, de
acuerdo con la proposicién 2.2.6. Resta probar que x4(c) = xc((¥ o ®)(0)). Para ello,

note que

aed(o) acd(o) aEd(o)
=xs( J o = x5(®(0)) = xa(0)
acd(o)
Como se queria demostrar. O

2.4. Complejos Shellables

Definicion 2.4.1. Un complejo simplicial C es shellable si sus facetas pueden formar una
sucesion ¢q, @1, ..., ¢¢, a la que se denominard sucesion shellable, de modo que el complejo
(Uf:_ol i) N ¢k es unioén de caras de dimension dim(¢) — 1 de ¢y, para 0 < k < t. En lo

que sigue, todos los complejos shellables seran considerados puros.
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Cy

o1
Cs
Figura 2.1: Los complejos C; y C2 con shellables, mientras Cs no lo es.

El siguiente lema serd de utilidad mas adelante.

Lema 2.4.2. La union de caras de dimension n — 1 de un simplejo de dimension n es un

complejo shellable y puro de dimension n — 1.

Demostracion. Si 71,72, ...,7, son caras (distintas) de dimensién n — 1 de o de dimen-
sién n, entonces 7; N 7; es una cara de dimensiéon n — 2 = dim(r;) — 1 = dim(7;) — 1,
si ¢ # j. De modo que 7q,79,...,7» s una sucesion shellable para el complejo U§:1 Tjs
pues para k € {1,2,...,r} se cumple que (Uf:_l1 7i) N 7 es unién de caras de dimensién
dim(r) —1 =n—2 de 7%, ya que (Uf;ll Ti) N T = Uf;ll (1: N T) y como ya se menciond,
7; N 7 es una cara de dimensién n — 2 de 7.

Para ver que el comlejo es puro, basta notar que las facetas de dicho complejo son

T, T2, ..., Tr, todas ellas de dimensién n — 1. ]

2.5. Conexidad

Definicién 2.5.1. Sea K un complejo simplicial. Un camino (o trayectoria) entre dos
vértices u y v en K, es una sucesién de vértices u = vg, vy, ..., v; = v, tal que cada pareja
{vi,viy1} es una arista de K, para 0 < i < [. Un camino es simple si los vertices son

distintos.
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Definiciéon 2.5.2. Un complejo simplicial I es conectable por trayectorias si existe un
camino entre cualesquiera dos vértices de K. Los mayores subcomplejos de K que son

conectables por trayectorias son las componentes conexas de K.

Definicién 2.5.3. Sea k cualquier entero no negativo. El complejo K es k-conezxo si para
toda 0 < I < k, cualquier mapeo continuo f : S* — |K| puede ser extendido continuamente
a F: D" — |K|, donde la esfera S es la frontera de D'+, y D!*! consta de todos los

puntos en R cuya distancia al origen es menor o igual que uno.

Si k= —1, se dird que un complejo K es —1—conexo si K es no vacio.
La siguiente observacion habla sobre la conexidad de un simplejo de dimensién n, dicho
resultado se sustenta en el hecho que la realizacién geométrica de un simplejo de dimensién

n es isomorfa al disco de dimensién n, D™.
Observacién 2.5.4. Si o es un simplejo de dimensién n, entonces o es (n — 1)—conexo.

Definiciéon 2.5.5. Suponga que K y £ son complejos simpliciales, tales que X es puro.
Un mapeo portador g-conexo ® : K — 2% es un mapeo portador rigido y estricto tal que

para cada o € K, el complejo (o) es (¢ — codim o)—conexo.

Una herramienta 1til para determinar la conexidad de un complejo simplicial es el Lema
del Nervio, que se presenta a continuacion, en este texto se enuncia sin su demostracion,

pero ésta puede ser consultada en [5].

Definicién 2.5.6 (Complejo del Nervio). Dado un complejo simplicial K y (K;);e; una

familia de subcomplejos no vacios que cubren a K, es decir, K = |J,;.; K;. El nervio de

i€l
la cubierta (K;);cr, es el complejo simplicial abstracto N (K;|i € I), cuyos vértices son las
componentes K; y cuyos simplejos son conjuntos de componentes {K;|j € J}, de los cuales

la interseccién (.. ; K; es no vacia.

jed
Proposicién 2.5.7 (Lema del Nervio). Sea {K;|i € I} una cubierta de un complejo
simplicial IC, y sea k un entero positivo fijo. Para cualquier subconjunto de indices J C I,

se define Ky = (), Kj. Si se cumple que Ky es vacio o (k — |J| + 1)— conexo, para

jeJ
cualquier J C I, entonces K es k—conexo si y sélo si el complejo del nervio N (K;|i € 1)

es k—conexo.
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Corolario 2.5.8. i K1 y Ko son complejos simpliciales k—conexos, tales que 1 N Kq es

(k — 1)—conexo, entonces el complejo simplicial K1 U Ky es k—conezo.

Demostracion. Una cubierta para K;UKg es {K1, Ka}. En este caso el nervio de la cubierta
es una arista con vértices Ky y Ks. Siguiendo la notacién de la proposicién anterior, se
cumple que para cualquier subconjunto J de I = {1,2}, K; = (;c; K; es vacio o (k—|J|+
1)— conexo, ya que si J = {1}, entonces K es K1, y éste cumple con ser k =k—(1)+1 =
(k —|J] + 1)— conexo. El argumento anterior también es vélido si J = {2}. Si J = {0, 1},
entonces Ky = K1 N Ky es por hipétesis k —1 =k — (2) +1 = (k — |J| + 1)— conexo.
En estas condiciones el Lema del Nervio asegura que K1 U Ko es k—conexo si el complejo
N (K1, K2) es k—conexo. Como ya se dijo antes el nervio de la cubierta es simplemente una

arista, que en efecto es k—conexa, por lo que K también es k—conexo. O

2.6. Subdivisiones

Definicién 2.6.1. (Subdivisién Cromadtica) Sea (A, x) un complejo simplicial abstracto
crométicoy o € A. Se define la subdivision cromdtica estandar de o, Cho, como el complejo
cuyos vértices de son de la forma (¢, 7), donde ¢ € [n], 7 es una carano vaciade oy ¢ € x(7);
ademds, un conjunto con d + 1 vértices {(cg, 70), ---, (¢4, 74)} es un d—simplejo de Cho si

cumple las siguientes condiciones:
(1) Para cualquier i,j € {0,...,d}, se tiene que 7; C 75 0 7; C 7.
(2) Para cualquier i, j € {0,...,d}, si ¢ € x(7;), entonces 7; C 7;.

Finalmente, para que Cho sea cromatico se define (v, 7) = v.

Para un complejo simplicial abstracto cromético (A, x), el complejo ChA es igual a

UO'EAChJ'

Observacion 2.6.2. (Propiedades de la subdivisién cromdtica) Sea o cualquier simplejo
de un complejo simplicial Z. El complejo Ch(o) cumple que es (dim(o) — 1)—conexo y

ademds es shellable [9,10].
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o
(1251) (2:04) (1354) (2302)

Cho

Figura 2.2: El simplejo o y su subdivision cromética Cho.
Los vértices de o son 09,01 y 092, mientras que sus aristas son 3,04 y 05.

2.7. Construcciones

2.7.1. Unioén

Definiciéon 2.7.1. Dados dos complejos simpliciales A y B cuyos conjuntos de vértices
V(A) y V(B) son ajenos, el complejo union * de Ay B, denotado por A* B, es el complejo
simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices es V(A) U V(B) y cuyos simplejos son las

uniones aU 3, donde a € Ay 8 € B.

De la definicién de complejo simplicial abstracto se tiene que ) € Ay ) € B, de modo
que A y B son subcomplejos de A x B. La figura 2.3 muestra algunos de ejemplos de la

unién de complejos recién definida.

Proposicién 2.7.2. Para cualesquiera dos complejos simpliciales A y B, se cumple que

facet(Ax B) ={aUp|la € facet(A),[ € facet(B)}.

Demostracion. Sea - una faceta de A x B. Al ser v un simplejo de A *x B, + es de la forma
a U B, donde o y B son simplejos de A y B, respectivamente. Si alguno de ellos no es una

faceta de su respectivo complejo, por ejemplo si @ no es una faceta de A, se tiene que «

'No debe confundirse al complejo unién de A y B (A * B) con la unién de Ay B (AU B).



16 CAPITULO 2. ELEMENTOS DE TOPOLOGIA COMBINATORIA

Al B AxB A | B AxB
[ ] Q O O

Figura 2.3: Ejemplos de la unién de complejos.

estd contenido propiamente en algin otro simplejo de A, digamos o, de lo que se sigue
que v estd contenido propiamente en o’ U 3, contradiciendo el hecho que 7 es una faceta
de A x B. El mismo argumento es valido si se supone que 3 no es una faceta de B, asi que

tanto a y 0 son facetas de sus respectivos complejos.

Ahora considere a « una faceta de A y 8 una faceta de B, su unién v = aU 3, es un
simplejo de A x B. Si v no es una faceta de A x I3, entonces estd contenido propiamente
/

en otro simplejo v/ € A B, donde v/ = o/ U By, o y 3 son simplejos de A y B,

respectivamente. Considere la interseccion

an(@upg)=(@nd)U(anp)=and.

La tltima igualdad se debe a que N 3’ = (), pues A y B no tienen vértices en comun.
Ademsds, como a@ € o/ U f'; entonces a = aN (¢’ UB) = and, por lo que o C o; de
forma similar también se sigue que 8 C /. Una de las inclusiones anteriores debe de ser
propia, de lo contrario v serfa igual a 7/, pero con esto se tendria que a G o/ o B G ',
contradiciendo el hecho que « y 8 son facetas de los complejos A y B, respectivamente.

De modo que 7 es una faceta de A * B. Esto concluye la prueba de la proposicién. O
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2.7.2. Pseudoesferas

Definicién 2.7.3 (Esfera combinatoria). Sea o = {vg, v1, ..., v, } un simplejo de dimensién
n. La esfera combinatoria (también llamada pseudoesfera) de dimensién n, denotada por

U(0o), es el complejo definido como sigue:

(1) Cada pareja (v;,v) es un vértice, donde v € {0,1}, i € {0, ...,n}.

(2) Para cualquier subconjunto J C {0, ...,n}, el conjunto {(vj,v)|j € J,v € {0,1}} es un

simplejo si los v; son distintos.

(U2>0)

Figura 2.4: Pseudoesferas de dimension 0, 1 y 2.

La definicién anterior se puede presentar de forma mas general (ver [9]) permitiendo
que la segunda coordenada de los vértices tome cualquier valor de un conjunto finito
determinado, sin embargo para los fines que se requieren en este trabajo, la definicién

anterior es suficiente.
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Proposicién 2.7.4. Para cualesquiera simplejos o, T, tales que o C 1, se tiene que W(o) C

U(r).

Demostracion. Suponga que o = {vg,...,Um} ¥ T = {v0, ..., Um, ..., Un }. Los vértices V(o)
son de la forma (v;,v), con v; € oy v € {0,1}. Como cada v; € o también es un elemento
de 7, entonces (v;,v) también es un vértice de U(7).

Un simplejo de ¥(o) es de la forma {(vj,v)|j € J,v € {0,1}}, donde J C {0,...,m} y
los v; son distintos. Si J C {0, ...,m}, entonces también J C {0, ...,m,...,n}, asi que todo

simplejo de ¥(o) también es un simplejo de (7). O

Proposicién 2.7.5. Si 0 = {vg,...,vn}, entonces V(o) = V(o — {v;}) * V({vi}), para

cualquier v; € o.

Demostracion. Los vértices de W(o—{v;})*«W({v;}) se conforman de la unién de los vértices
de ¥(o —{v;}) con los de ¥({v;}), que son de la forma (v;,v), v; € 0 —{v;} con v € {0,1},
y (vi,v), con v € {0, 1}, respectivamente. Asi que los vértices U(o — {v;}) * U({v;}) son los
mismos que los de ¥(o).

Ahora se probara que todo simplejo de V(o — {v;}) * ¥({v;}) es un simplejo de ¥ (o). De
la proposicién 2.7.4 se sigue que tanto los simplejos de ¥(o — {v;}) como los de ¥({v;}),
son simplejos de ¥(o). Por otra parte, note que W({v;}) = {0,{(v;,0)},{(vs,1)}}. Ast
que los simplejos de U(o — {v;}) * ¥({v;}) a los que falta considerar son los de la forma
TU{(v;,0)},7U{(vi,1)}}, donde 7 es un simplejo de ¥(co — {v;}). Los simplejos anteriores
también son simplejos de ¥(c), pues 7 es de la forma {(v;,v)|j € J',v € {0,1}}, donde
J' CH0,...,n} — {i} y los v; son distintos. De modo que 7 U {(v;,0)} es un simplejo de la
forma {(vj,v)|j € J U {i},v € {0,1}}, donde J' U {i} C {0,...,n} y los v; son distintos,
que es lo que se requiere para que un conjunto sea un simplejo de ¥ (o).

Resta ver que todo simplejo de ¥(o) es también un simplejo de V(o — {v;}) * U({v;}).
Los simplejos de ¥(o) son de la forma {(v;,v)|j € J,v € {0,1}} donde J C {0,...,n}
y los v; son distintos. Si J C {0,...,n} — {i} o J = {i}, entonces 7 es un simplejo de
V(o — {v;}) o de U({v;}), respectivamente; en cualesquiera de los casos, T es un simplejo
de (o —{v;})* V¥ ({v;}). Finalmente, sii € J, pero {i} # J, entonces 7 se puede considerar

como la unién de dos simplejos 71, T2, que tienen la forma {(v;,v)|j € J',v € {0,1}}, donde
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J' CH0,...,n} —{i} y los v; son distintos, y {(v;,v)|v € {0,1}}, donde v; solo aparece una
vez como primer coordenada, respectivamente. Como 71 es un simplejo de ¥(o — {v;}) y
T es un simplejo de ¥({v;}), entonces 7 = 71 U es un simplejo de U(o — {v;}) * ¥ ({v;}),

como se queria demostrar.

Figura 2.5: La psuedoesfera de dimensién n es el complejo union de las pseudoesferas de
dimensién n — 1 y dimensién 0.

O]

Proposicién 2.7.6. Si o es un simplejo de dimension n, entonces (o) tiene 2" facetas.

Demostracion. Por induccién sobre n.

Sin=0y o= {v}, entonces ¥({vo}) = {0, {(v0,0)},{(v0,1)}}. En este caso, ¥(o) tiene
201 = 2 facetas que son {(v9,0)} v {(vo, 1)}

Suponga ahora que para cualquier simplejo o de dimensién n, ¥(a) tiene 2" facetas.
Sea o = {vg, ..., Un, Up+1} un simplejo de dimensién n + 1. De la proposicién 2.7.5 se sigue
que V(o) = V(o — {vpnt1}) * Y({vnt+1}). Al ser 0 — {v,4+1} un simplejo de dimension n,
se puede suponer que V(o — {v,41}) tiene 2"*! facetas. Las facetas de U(o — {v,41}) *
U({vp41}), segtin la proposicién 2.7.2, son de la forma 7 U {(v;,0)}, 7 U {(v;,1)}}, donde
7 es una faceta de ¥(o — {vp41}) , asi que V(o) = V(o — {vpt1}) * Y({vny1}) tiene

2(271) = 200+ D+ facetas, como se querfa demostrar. O

Observacion 2.7.7. Si K es un complejo simplicial, entonces ¥(K) denotara al complejo

UTEIC \IJ(T)
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Proposicién 2.7.8. Si K es un complejo simplicial, entonces W(K) = U, ¢ facet(c) ¥ (7)-

Demostracion. Esto se debe a que para cualesquiera simplejos 71,72 tales que 71 C 7o,
se tiene que V(1) C ¥(71o)(Proposicién 2.7.4). Asi que para cualquier simplejo o de I,
existe 7 € facet(K) tal que o C 7, de modo que ¥(o) C ¥(7), lo que prueba que ¥V (K) =

Ufefacet(lC) \II(T) [

La interseccion de dos esferas combinatorias es también una esfera combinatoria.

Proposicién 2.7.9 (Interseccién de esferas combinatorias). Para cualesquiera simplejos
oy T, se cumple que

U(oNnTt)=Y(c)NY(r). (2.3)

Demostracion. Sean o = {vg,...,von} y T = {ug, ..., umm }. Suponga que o N7 es un conjunto
con k+ 1 elementos, se puede suponer sin perder generalidad que la interseccién de los dos
simplejos son los primeros k + 1 vértices de cada simplejo, es decir, que v; = u; para toda
ien{0,...k} yont={vg,...,vx}.
La proposicién 2.7.4 garantiza que ¥(oc N7) C ¥(0) y que ¥(oeN7) C ¥(7), de lo que se
sigue que ¥(ocN7) C ¥(o)NY(7).

Ahora considere a un simplejo o € U(o) N ¥(7), a es de la forma a = {(vj,v)[j €
J,v € {0,1}}, donde J C {0,...,n} y los v; son distintos; pero también es de la forma
o = {(us,v)|i € I,v € {0,1}}, donde I C {0,...,m} y los u; son distintos. Como dichos
complejos son iguales, se sigue que los vértices de (vj,v) € a también son vértices de o/,
lo que implica que los v; son elementos de 7 y por lo tanto v; € o N 7. Esto restringe el
rango de valores que toma J, pues el que v; esté en o N7, implica que j esté en {0, ..., k}.
Por lo que « es de la forma o = {(v;,v)|j € J,v € {0,1}}, donde J C {0,...,k} y los v;
son distintos, y esta es precisamente la forma que tienen los simplejos de (o N 7). Asi
acVU(oNnT).

Si la interseccién de o y 7 es el conjunto vacio, entonces el tinico simplejo en comiin entre
V(o) y U(7) es el conjunto vacio, pues ya se mostré que para que un vértice de la forma

(w,v) esté en U(o) N Y(T), se tiene que cumplir que w esté en o N 7. O
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Proposicién 2.7.10. Para cualquier simplejo o, se cumple que V(o) es un complejo

shellable.

Demostracion. Por induccion sobre la dimension de o.

Caso n =1. 0 = {vg,v1}. Las facetas de ¥ (o), son:
¢o = {(U070)> (Ulao)} s o1 = {(Ulvo)a (U07 1)}> ¢ = {(U07 1)7 (vla 1)} Y ¢3 = {(Ulv 1)7 (Uo,O)}.

En el orden en el que fueron listadas, las facetas forman una sucesién shellable para
U(o). La interseccién de ¢g y ¢1, es un vértice, que es de dimensién dim(¢p1) — 1 = 0. Asi
también la interseccién de ¢ con la unién de ¢g y ¢1. Finalmente, ¢3 intersecta a la unién
de las facetas anteriores en un par de vértices, que es una unién de dos caras de dimensién
dim(¢3) —1 =0, de ¢3, como lo requiere la definicién de un complejo shellable (Definicién
2.4.1).

Suponga ahora que para todo simplejo de dimensién n — 1, se cumple que V(o) es un
complejo shellable.

Sea o un simplejo de dimensién n, con vértices vy, v1, ..., vy. El complejo ¥ (o) se puede
considerar como el complejo unién de ¥(o —{v,}) v ¥(vy,), es decir U(o) = ¥(o — {v,}) *
U (vy,) (Proposicién 2.7.5). Por hip6tesis de induccién, el complejo ¥ (o —{v, }) es shellable.
Sea ¢q, ¢1, ---, ¢¢ una sucesién shellable para dicho complejo. A partir de la sucesién anterior

se definird una sucesion shellable para (o). La sucesién que se propone es la siguiente:

{(UWO)} U¢0’ {(U’m 0)} U‘bh ey {(?)n, 0)}U¢tv {(Unv 1)}U¢07 {(Un, 1)} Uél? ey {(Um 1)} U¢t'

Observe que en la lista estdn todas las facetas de U(o), esto se sigue de que ¥ (o) =
V(o —{vn}) * ¥(vy) y de la proposicién 2.7.2. Ahora considere un elemento de la sucesién
propuesta, éste puede ser de la forma {(v,,0)} U ¢g 0o {(vn, 1)} U .

En el primer caso, en el que la faceta seleccionada es de la forma {(vy,0)} Uy, se tiene que

k—1 k—1
(U (@m0} u6)) 0 ({0n 0} Uér) = [ (1@ 03U 6:) N ({0, 00} U 61))
=0 1=0

T
L

({0} U (6511 61))

I
o
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= {(vn, 0} U (U 6 16r))
1=0

k—1

{(vn,0)} U (U ﬂ¢k)

Tk
= {(vp,0)} U ( U qﬁj) (¢0, @1, ..., P+ es una sucesion shellable)

j=0

= ({(@n,0)} Ug)).
j=0

De lo que se concluye que

k—1 -
(U (@m0} 0s) 0 ({(en, 0} Uer) = U om 0)} U 65),
i=0 =0

donde cada ¢; es una cara de dimensién dim(¢y)—1 de ¢y, por lo que cada {(vy,,0)}Ug;
es de dimensién (dim(¢y) — 1) + 1 = dim(¢y), como la dimensién de {(v,,0)} U ¢ es la
dimensién de ¢;, mas uno, entonces {(vy,,0)}U¢; es una cara de dimensién dim({(vy,0)}U
¢r) — 1 de {(vn,0)} U ¢g, como se tenia que demostrar.
Ahora bien, si la faceta por analizar es de la forma {(v,,1)} U ¢, la interseccién de
{(vn, 1)} U@y con la unién de las facetas previas en la lista se puede dividir en dos partes:
la primera en la que intersecta a todos los {(v,0)} U ¢;, con i € {0,1,...,t}; y la segunda,
en la que intersecta a los {(v,,1)} U ¢;, con 0 < i < k. De modo que dicha interseccién

queda descrita como

[(@ ({00, 0)}U65) )1 (£, 1)} U | U[(@l ({00 DIUG) ) V({0 D}UB) . (2:)

Note que ({(vn,0)}U¢;) N ({(vn, 1)} Ur) = ¢jN ey, para j € {0,1,...,t}, por lo que el
primer uniendo de la expresién 2.4 es igual a Uz':o ®; Ny, y este ultimo término es igual a
¢k, pues para j = k, ¢; N ¢, = ¢;. La unién de los ¢; N ¢y estd contenida en ¢y, pero a la
vez ¢j, es uno de los conjuntos que estan siendo unidos, esto sélo es posible si dicha unién es

igual a ¢y, que a su vez, ¢y es una cara de dimension dim({(vy, 1) }U¢x)—1 de {(vp, 1) } Uy
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Para el segundo uniendo de la expresién 2.4, el razonamiento es similar al que se hizo
anteriormente al analizar las facetas de la forma {(v,,0)} U ¢ (considerando k& > 0), es

decir, se puede afirmar que

k—1 Sk
(U €@ ue)) n ({0} ue) = (o D} ua),
=0 =0

donde ¢; es una cara de dimensién dim(¢x) — 1 de ¢y y cada {(vp, 1)} U¢; es una cara de
dimensién dim({(vn, 1)} U ¢;) — 1 de {(vp, 1)} U ¢y . Del andlisis anterior se deduce que la

expresion 2.4 se puede reescribir como

Sk

o U (U {(on, )} U r)),

=0

donde cada uno de los uniendos es una cara de dimensién dim({(vn,1)} U ¢x) — 1 de
{(vn, 1)} U ¢, que es lo que se queria demostrar.

Si k = 0, la interseccién {(vy, 1)} U ¢y con la unién de las facetas anteriores es ¢y, que es
una cara de dimension dim({(v,, 1)} U ¢x) — 1 de {(vn, 1)} U ¢g. Se ha probado entonces

que la sucesién propuesta es, en efecto, una sucesién shellable para V(o). ]

Lema 2.7.11. Si K es union de caras de dimension n— 1 de un simplejo o de dimension

nyv ¢ V(K), entonces K x {v} es (n — 1)—conezo.

Demostracion. La prueba es por induccion sobre la dimensién de o.

Si la dimensién de o es 1, entonces o es una arista que consta de dos vértices, digamos
o = {vg,v1}, si K es unién de caras de dimensién 0, entonces K consta de uno o dos
vértices. Si K consta de un vértice, entonces K x {v} es una arista, y ésta es 0—conexa; por
otro lado, si K consta de dos vértices, entonces K * {v} es la unién de las aristas {v,vg} y
{v,v1}, como la interseccién de estas aristas es no vacia, entonces K * {v} es 0—conexo.
Suponga que si 7 es un simplejo de dimensiéon n y £ es un complejo que es union de caras
de dimensién n—1 de 7, tal que v ¢ V(L), entonces el complejo L {v} es (n—1)—conexo.
Sea ¢ un simplejo de dimensién n+ 1 y K un complejo que es unién de caras de dimensién

n de o, hay que probar que Kx{v} es n—conexo, para ello considere el siguiente enunciado:
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Si ¢, ..., ¢t son caras de dimensién n de o entonces (U;?:O qbi) x {v} es n—conexo.

El enunciado anterior se prueba por induccién sobre t, con la consideraciéon de que el
nimero de caras de cualquier simplejo es finito.

Sit = 0, entonces ¢o*{v} es un simplejo de dimensién n+ 1, que segin la observacién 2.5.4,
es n—conexo. Suponga entonces que si ¢, ..., ¢; son caras de dimensién n de o, entonces
(Uio ¢i) * {v} es n—conexo.

Ahora considere a ¢q, ..., o141 caras de dimensién n de o; por hipétesis de induccién (sobre
t), se tiene que (Ufzo gbi) * {v} es n—conexo, ademds, usando el mismo argumento que
en el caso base, se tiene que ¢y1 * {v} también es n—conexo. La interseccién de estos

complejos es

(( LtJ i) N ¢t+1> «{v}. (2.5)
=0

Recuerde que en la prueba de la proposicion 2.4.2 se demuestra que si ¢y, ..., P11 son
caras de dimensién dim(o) — 1 de o, entonces cualquier orden que se de a dichas facetas es
un orden shellable. Asi pues, el complejo (UZ:O gbz) N ¢¢41, se puede describir como unién
de caras de dimensiéon n — 1 de ¢4, digamos Uj’:l 7. Asi que el complejo de la expresién

2.5 se puede describir como

(L_J 7j) * {v}.

Usando la hip6tesis de induccién (sobre n) se tiene que este tltimo complejo es (n —
1)—conexo. Teniendo pues que tanto (UE:O ¢;) * {v} como ¢y11 * {v} son n—conexos y su
interseccién es (n — 1)—conexo, se puede concluir a partir del corolario 2.5.8 del Lema del
Nervio, que la unién de dichos complejos es n—conexo, o lo que es lo mismo, ( Ufié Z) x{v}
es n—conexo. De lo anterior se concluye que K * {v} es n—conexo, que es lo que se tenia

que demostrar. O
Proposicién 2.7.12. Sio es un simplejo de dimension n, entonces V(o) es (n—1)—conezo.

Demostracion. La prueba es por induccién sobre la dimensién de o y el enunciado que se

probara es el siguiente:
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Sio = {vo, ..., v, } es un simplejo de dimensién n, entonces los complejos W ({v, ..., v, } —
{vi}) *{(v;,0)} vy Y({vo, ...,vn} — {vi}) * {(vi, 1)} son (n — 1)—conexos y ¥ ({vy, ..., v,}) es
(n — 1)—conexo, esto dltimo quiere decir que la pseudoesfera de un simplejo de dimensién

n es un complejo (n — 1)—conexo.

Paran = 1ei =1 (sin perder generalidad), se tiene que ¥({vp})*{(v1,0)} consta de las
aristas {(vo,0), (v1,0)} vy {(vo, 1), (v1,0)}, con sus respectivos vértices, esta gréifica es cone-
xa pues (v1,0) es un vértice comun, esto prueba que ¥({vg})*{(v1,0)} vy ¥({vo})*{(v1,1)}
son 1 — 1 = 0—conexos; por otro lado su interseccién es W({vg}) y consta de dos vértices
(v0,0) y (vo, 1), por lo que es no vacio o —1—conexo, asi que la unién de ¥({vo})*{(v1,0)}
y Y({vo}) * {(v1,1)} es una gréfica conexa, que es WU ({vp,v;1}), como se queria demostrar.
Ahora suponga por induccién que el enunciado en cuestién es vélido para dimension
n. Sea 0 = {vg,...,Vn,Unt+1} es un simplejo de dimensién n + 1, hay que probar que
U({vo,...,vnt1} — {vi}) * {(vi,0)} v V({vo,...,vns1} — {vi}) * {(vi, 1)} son n—conexos
y U({vo,...,unt1}) es n—conexo, es decir, que la pseudoesfera de dimensién n + 1 es

n—conexa.

Note que por hipétesis de induccién el complejo ¥ ({vy, ..., vp4+1}—{vi}) es (n—1)—conexo.
Ahora se probara que ¥ ({vo, ..., vn+1} — {vi}) *{(v;,0)} es n—conexo, para ello considere a
®0, ..., ¢ un orden shellable para ¥ ({vp, ..., vp+1} —{vi}). Para toda k < ¢ (induccién sobre
k) se probard que Uf:o ¢; es tal que (Uf:o ¢i) * {(vi,0)} es (n — 1)—conexo, comenzando
con k = 0, se tiene que ¢ * {(v;,0)} es un simplejo de dimensién n + 1, pues ¢ es de
dimension n, asi que segun la observacién 2.5.4, ¢g * {(v;,0)} es n—conexo. Ahora suponga

que si 0 < k < t, entonces (Uf:o qﬁi) * {(v;,0)} es n—conexo, para k + 1 se tiene que

k+1

k
(U @) # {01, 00} = (U 1) * {03, 0)}) U (Sg1 * {01, 0)})
i=0 i=0

Ya se tiene que tanto (Uf:o ¢i) * {(vi,0)} como ¢p11 * {(v;,0)} son n—conexos, ahora

hay que ver que su interseccién es (n — 1)—conexa para poder usar el corolario 2.5.8 del

Lema del Nervio y asf concluir que ( Ufiol ¢i) *{(v;,0)} es n—conexo, dicha interseccién es
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el complejo (( U?:o ¢i) Ndg+1) x{(vi,0)} = Kx{(v;,0)}, donde K es una unién de caras de
dimensién n—1 de ¢r11 (pues ¢y, ..., ¢ es una sucesién shellable), por lo que segin el lema
2.7.11, el complejo K % {(v;,0)} es (n — 1)—conexo, como se queria probar. De lo anterior
se concluye que (U';:O ¢;) * {(v;,0)} es n—conexo, es decir ¥({vy, ..., vns1} — {vi}) * (v;,0)
es n—conexo y asi también W({vg,...,vnt1} — {vi}) * (v;, 1), finalmente para calcular la
conexidad de la pseudoesfera de dimensién n + 1, ({vg, ..., v,+1}) solo hay que recordar
que dicho complejo es la unién de ¥ ({vo, ..., vn+1} — {vi}) *{(vi,0)} y de ¥ ({vo, ..., Vp+1} —
{v;})*{(v;, 1)}, ademas la interseccién de dichos complejos es la pseudoesfera de dimensién
n, U({vo,...,v,}) que por hipétesis de induccién es (n — 1)—conexa, por lo que usando el
corolario 2.5.8 del Lema del Nervio se puede concluir que ¥({vp, ..., vn41}) €s n—conexa.

O]



Capitulo 3

Tareas y Protocolos

En este capitulo se describe la relacién que existe entre la topologia combinatoria y
el estudio de problemas de cémputo distribuido, dicha relacién se expresa en términos de
dos modelos, un modelo operacional y un modelo combinatorio. Al final del capitulo se
presenta una prueba de la imposibilidad del consenso binario en el modelo iterado de ins-
tantaneas inmediatas, dicha prueba, aunque elemental, permite entender que los conceptos
presentados a lo largo del capitulo son bastante coherentes y brindan una perspectiva dife-
rente al estudiar un problema de computo distribuido como lo es el consenso binario, pues
permite estudiar de forma estatica los distintos escenarios posibles que se suscitan después

de que cada proceso ejecuta el protocolo de comunicacién.

3.1. Modelo operacional

Una tarea de decision, o simplemente tarea, es un problema distribuido en el que cada
proceso que participa comienza con un valor de entrada y después de ejecutar un protocolo
de comunicacion decide un valor de salida. En el modelo de computo que se estudia a lo
largo de este texto se asume que la comunicacién entre los procesos es través de una
memoria compartida a lo largo de varias rondas de comunicacién, en dicha memoria los
procesos escriben su estado local que representa el conocimiento que cada proceso tiene

del sistema; para conocer el estado de los demas, es necesario que cada proceso lea lo que

27
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hay en la memoria compartida, sin embargo, es posible que los procesos no se comuniquen
al mismo tiempo y la comunicacion no sea inmediata, de modo que algunos procesos no
puedan aprender el estado de los demas procesos en una ronda, esto debido a la asincronia
del sistema: cada proceso ejecuta instrucciones a cierta velocidad que puede variar y que
es independiente de las velocidades de los otros procesos, esta caracteristica impide que los
procesos puedan distinguir si un proceso ha fallado o simplemente atin no ha comenzado
a ejecutar instrucciones; con respecto a las fallas, se supondra que si un proceso falla es
porque su ejecucion se detiene y termina de forma silenciosa.

La memoria compartida se representa con un arreglo y los procesos acceden a ella usando
instantdaneas inmediatas a lo largo de varias rondas de comunicacién; existen distintas
formas para tener acceso a la memoria compartida, pero las variaciones méas comunes a
las instantdneas inmediatas son equivalentes a dicho modelo de cémputo, en el sentido
que los resultados sobre computabilidad que sean validos en el modelo de instantaneas
inmediatas también lo serdn en los modelos equivalentes, y viceversa [4,9]. La ventaja de
usar instantaneas inmediatas serd clara al presentar el modelo combinatorio que representa
al protocolo de comunicacién, pues dicha representacién serd un complejo simplicial que
resulta ser sencillo de describir, permitiendo asi centrar la atencién en los aspectos claves
(como la asincronia) de los sistemas distribuidos al estudiar la clase de problemas que se

pueden resolver con ellos.

3.1.1. Procesos

Cada proceso tiene un inico nombre, tomado de un universo de nombres II. Al proceso
con nombre P € II se le denominara como “ el proceso P ”. El proceso P tiene un conjunto
de estados que incluye un conjunto de estados iniciales Q™ y un conjunto de estados finales
Q™. Cada estado q de un proceso incluye un componente nombre tomado de II, que es
inmutable y que serd denotado por nombre(q). Si el proceso cambia del estado q al estado
q' en una ejecucion, entonces nombre(q) = nombre(q’).

Ademas, cada estado de un proceso incluye un componente vista, denotado por vista(q),
que tipicamente cambia de un estado a otro en una ejecucién. Este componente representa

lo que cada proceso conoce sobre la ejecucién en curso.
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Como cada estado queda determinado por su nombre y su vista, el estado q se puede

escribir como la pareja (P,v), donde nombre(q) = P y vista(q) = v.

3.1.2. Configuraciones y ejecuciones

Una configuracion C es un conjunto de estados de procesos correspondiente al estado
del sistema en cierto momento. Cada proceso aparece a lo mdas una vez en cada confi-
guracion; si sg, s1 son estados distintos en Cj, entonces nombre(sg) # nombre(s;). Una
configuracion inicial Cy es una configuracién en la cual el estado de cada proceso es un
estado inicial, mientras que una configuracion final es aquella en la que el estado de cada
proceso es un estado final. Una ejecucion define el orden en que los procesos se comunican;
formalmente se puede definir como una sucesion alternante de configuraciones y conjuntos

de nombres de procesos

CO, Sﬂa 017 Sla LKD) S’r‘a C’r‘+1a

que satisface las siguientes condiciones:

- Cp es la configuracién inicial.

- S; es el conjunto de nombres de los procesos que cambiaron su estado entre la configu-

racién C; y la configuracion Ciqq.

A una terna de la forma C;, S;, Ci4+1 se le denominard paso concurrente. Si P € S, se
dice que P realiza un paso. Por un paso se entendera una instantanea inmediata, concepto
que se explicard mas adelante.

Una configuracion final 7 es accesible desde una configuracién inicial o, si existe una
ejecucion Cy, So, C1, S1, ..., Sy, Cr41, donde o corresponde a Cy y Cp41 corresponde a 7.

Si la dltima configuracién de una ejecucién no es una configuracion final, porque ésta

incluye procesos cuyos estados no son finales, entonces se considera que dichos procesos

han fallado.
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3.1.3. Tareas

Una tarea especifica qué combinaciones de valores de entrada pueden ser asignados a
los procesos, a cada proceso se le asigna un valor de un conjunto de wvalores de entrada
V", De forma més precisa, una asignacion de entrada para un conjunto de procesos II
es un conjunto de pares {(Pj,v;)|P; € II,v; € V"}, donde cada proceso P; aparece una
sola vez, pero los valores v; no son necesariamente distintos. De la misma forma, una tarea
especifica qué combinaciones de valores de salida pueden ser elegidos por los procesos.
Cada proceso elige un valor de un conjunto de valores de salida V°“. De forma similar
a una asignacion de entrada se puede definir una asignacion de salida para un conjunto
de procesos II. Informalmente, una tarea estd dada por un conjunto de asignaciones de
entrada Z, un conjunto de asignaciones de salida O, y una relaciéon A, que especifica, para

cada asignacién de entrada, las asignaciones de salida que pueden ser elegidas.
Definicién 3.1.1. Una tarea es una terna (Z, 0, A), donde:

e 7 es un conjunto de asignaciones de entrada,

e (O es un conjunto de asignaciones de salida,

e A :Z — 29 es un mapeo que envia a cada asignacién de entrada a un conjunto de

asignaciones de salida.

Consenso

La tarea del consenso consiste en lograr que n + 1 procesos en un sistema distribuido
elijan un mismo valor de salida. Cada proceso tiene un valor de entrada que toma de cierto
rango de valores y eventualmente debe decidir un valor de salida del mismo rango de
valores; la decisiéon de elegir un valor es irrevocable. Cuando el rango de valores de entrada
es el conjunto {0, 1} el problema se denomina consenso binario. Un algoritmo distribuido

correcto para el consenso binario debe cumplir las siguientes condiciones:
1. Acuerdo. Todos los procesos que deciden un valor, eligen el mismo valor.

2. Terminacion. Todos los procesos que no fallan deciden eventualmente.
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3. Validez. El valor comin que los procesos deciden es el valor de entrada de algtin proceso.

La definicién del consenso recién presentada se puede describir conforme a la definicién
3.1.1, por simplicidad, se haré el analisis para el consenso binario. Considere una asignacién
de entrada en la que n+1 procesos tienen el mismo valor de entrada y que este es 0, entonces
las inicas asignaciones de salida posibles son aquellas en las que todos los procesos tienen
como valor de salida al 0. Si vy, ..., v,, son los procesos en cuestién, entonces la asignacién
de entrada es el conjunto de parejas {(vg, 0), ..., (v,,0)}, y las asignaciones de salida vélidas
para dicha asignacién de entrada son de la forma {(v;,,0), ..., (vi,,0)}, donde vj, ..., v;, son
los procesos que no fallaron, con eso queda descrito A({(vo,0), ..., (vp,0)}). El anélisis es
similar si el Unico valor de entrada es 1.

Ahora considere una asignacién de entrada en la que aparecen como valores de entrada
tanto 0 como 1, entonces {(v;,,0),..., (vi,,0)} ¥y {(vig, 1), ..., (vs,,1)} son asignaciones de
salida validas si vj, ..., v;, son los procesos que no fallaron y entre los valores de entrada de
dichos procesos aparecen tanto el 0 como el 1, lo que describe a la imagen de la asignacién

de entrada en cuestion bajo A.

3.1.4. Protocolos

Un protocolo es un programa que resuelve una tarea. Se consideraran protocolos que
pueden ser divididos en dos partes: una parte independiente de la tarea que el protocolo
resuelve y otra que es dependiente de la misma. En la parte del protocolo que es inde-
pendiente de la tarea, cada proceso comunica repetidamente su vista (se asume que cada
proceso comparte toda la informacién que corresponde a su estado) a los demds, obtiene la
vista de los otros procesos y actualiza su propio estado para reflejar lo que ha aprendido.
Cuando han sucedido suficientes rondas de comunicacion, cada proceso selecciona un valor
de salida que resulta de aplicar un mapeo, que depende de la tarea en cuestion, a su vista
final. De forma especifica, en la parte independiente de la tarea, cada proceso ejecuta el
protocolo iterado de instantdneas inmediatas (a veces s6lo se dird protocolo iterado), cuyo

pseudocddigo se muestra a continuacién:



32 CAPITULO 3. TAREAS Y PROTOCOLOS

Algoritmo 3.1 Protocolo iterado de instantaneas inmediatas.

shared mem : array[0...N-1][0...n] > Hay n + 1 procesos
procedure PROTOCOLOGENERICO(v;) > Ejecutado por el proceso P;
vista := v;
for [:=0to N —-1do > Hay N iteraciones o rondas
mem|l][7] := vista
vista:= snapshot(mem][l]|[*])
end for

return §(vista)
end procedure

Para reflejar la estructura multironda de los protocolos, la memoria se representa me-
diante un arreglo bidimensional mem[l][i], en el que la fila | es compartida unicamente
entre los procesos que participan en la ronda [, y en la columna ¢, P; es el tinico que puede
escribir. Las entradas del arreglo mem(l][i] se suponen inicializadas en algun valor predeter-
minado, usualmente L. En la ronda [, el proceso P; ejecuta una instantanea inmediata: P;
escribe su vista actual vista en mem[l][i] e inmediatamente después toma una instantanea
de las entradas mem[l][*] que corresponden a la ronda [. Después de completar todas las

rondas, P; decide un valor al aplicar un mapeo de decision determinista a su vista final.

Es importante aclarar que se asumird que cada proceso tomara una instantdnea in-
mediatamente después de escribir en la memoria compartida, esto quiere decir que si el
proceso P; ejecuta la asignacién mem[l][i{] := vista, ningtin otro proceso que ejecute el
protocolo podra escribir en su entrada correspondiente de la memoria antes que el proceso
P; tome una instantdanea de la memoria snap:= snapshot(mem[l][*]). Sin embargo, puede
suceder que algin otro proceso que ejecute el protocolo, digamos Pj, ejecute la asignacién
mem[l][4] := vista, de forma simultdnea con P;, en dicho caso los dos procesos obtendran la
misma vista al ejecutar la sentencia snap:= snapshot(mem[l][*]). Esta consideracién hard

mas sencillo el andlisis del modelo combinatorio que se presentard més adelante.

A continuaciéon se muestran algunas configuraciones finales que se pueden obtener a
partir de ejecuciones del protocolo iterado de una ronda en el que participan los procesos
P, Q y R, con configuracién inicial {(P,p), (@, q), (R, r)}. Los vértices de la forma (S, 1)

se omiten de la vista de los procesos.
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Suponga que la ejecucién se da de forma totalmente secuencial, de manera que los tres
procesos ejecutan uno tras otro el protocolo iterado de una ronda. Si P es el primero en
ejecutar el protocolo, @ el segundo y R el tercero, entonces la configuracién final obtenida

es:

{(PAPP)}), (AP0, (Qa)})), (RA(P,p), (Q,0), (B, 7)}) }-

Ahora suponga que P y () ejecutan primero el protocolo de forma simultdnea. Los
dos obtienen la misma vista {(P,p),(Q,¢q)}. Después de P y @, R ejecuta el protocolo y

obtiene la vista {(P,p), (Q,q), (R,r)}. Esta ejecucién resulta en la configuracién final

{(PAP.p).(Q,0)}), (Q.{(P.p), (Q,0)})), (R{(P.p), (Q,q), (R,7)}) }.

Considere a 0 = {(P,p), (Q,q), (R,7)}, y

T={(PA(P,p)}), (@ {(Pp),(Q ), (R,1)})), (RA(P,p), (Q,0), (B, 7)}) };

en esta situacién 7 es accesible desde o a través de una ejecucién en la P es el primero en
ejecutar el protocolo y después Q y R lo ejecutan de forma simultdnea.

Dado un conjunto de asignaciones de entrada Z para el Algoritmo 3.1, se denotard por P al
conjunto de configuraciones finales accesibles desde las configuraciones iniciales definidas
por Z. Asi que si o es una asignacion de entrada de Z, en P estan todas las configuraciones
finales que son accesibles desde o, dichas configuraciones seran denotadas por A(o). La
terna (Z,P,A) se denominara protocolo. Los protocolos y las tareas estédn ligados de la
siguiente manera: los procesos eligen su valor de salida usando un mapeo de decision &,
que manda a cada proceso con su respectiva vista a un valor de salida. Se dice que el
proceso P elige o decide el valor u, a partir de su vista final v, si 6(P,v) = (P,u). El
mapeo § se extiende de forma natural a las configuraciones finales de la siguiente forma:
0(C) ={6(P,v)|(P,v) € C}. Un protocolo (Z,P,A), con un mapeo de desicién 0, resuelve
una tarea (Z, 0, A), si para cada asignacién de entrada o € Z y cada configuracién final
T € P accesible desde o, es decir, tal que 7 € A(0), se cumple que §(7) es una asignacién de

salida O en O permitida por la especificacién del problema, lo que equivale a que O € A(o).
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3.2. Modelo combinatorio

3.2.1. Tareas

La siguiente definicién tiene el objetivo de modelar, en términos combinatorios, la
nocién de tarea establecida en la definicion 3.1.1.

Considere un sistema distribuido con n 4+ 1 procesos con nombres tomados de un con-
junto II, V™ es el dominio de los valores de entrada y V°“ el dominio de valores de

salida.
Definicién 3.2.1. (Tarea) Una tarea es una terna (Z, 0, A), donde:

e 7 es un complejo cromatico puro, coloreado por II y etiquetado por V™, tal que cada

vértice es identificado inicamente por su color junto con su etiqueta.

e O es un complejo cromético puro, coloreado por II y etiquetado por V°U! tal que cada

vértice es identificado tnicamente por su color junto con su etiqueta.
e A es un mapeo portador de Z en O que preserva nombres (cromatico).

Si v es un vértice, nombre(v) denotard el color de v (que usualmente serd el nombre de
un proceso) y vista(v) denotard su etiqueta (que usualmente serd la vista de ese proceso).
Para identificar de manera tnica a cada vértice de Z y de O a través de su color junto con
etiqueta basta pedir que las funciones (nombre,vista) : V(Z) — II x V™ y (nombre,vista)
: V(0) — I x VO sean inyectivas.

Recuerde que segin la definicién 3.1.1, dada una tarea (Z, O, A), los conjuntos Z y O
se conforman de asignaciones de entrada y de salida, respectivamente. Cada asignacién de
entrada o de salida es un conjunto de parejas que puede ser visto como un simplejo. La
definicién combinatoria de tarea pide que tanto Z como O sean complejos simpliciales, las
razones de este requerimiento se explican ahora. Suponga que ¢ es una asignacién de entra-
da de Z y que o’ C o; pedir que ¢’ esté en Z, rescata la idea de que debe ser posible para los
procesos que aparecen en o’ elegir un valor de salida atin cuando el resto de procesos que

estan en o fallen antes de ejecutar cualquier paso (se dice que estos procesos no participan).
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De esta manera los procesos que participan en o’ se ejecutardn como si la configuracién

inicial hubiera sido o’.

Consenso

En la tarea del consenso, cada proceso inicia con un valor de entrada. Todos los procesos
deben coincidir en un mismo valor de salida, que debe ser el valor de entrada de algin
proceso. En el consenso binario los valores de entrada pueden ser 0 o 1. Formalmente, hay
n + 1 procesos. El complejo de entrada Z tiene vértices de la forma (P,v), donde P € II,
v € {0,1}. Ademds, para cualquier subconjunto S C II, S = {P,..., P}, y cualquier
coleccién de valores vy, ..., v; tomados de {0, 1}, los vértices (Py,vp), ..., (P, v;) forman un

[ — simplejo de Z, y esos son precisamente todos los simplejos de Z.

El complejo de salida O para el consenso binario consiste de dos n—simplejos ajenos.
Un simplejo tiene n+1 vértices de la forma (P,0), con P € II, incluyendo a todas sus caras,
y el otro tiene n + 1 vértices de la forma (P, 1), con P € II, incluyendo a todas sus caras.
Este complejo es disconexo, con dos componentes conexas. Finalmente, el mapeo portador
A : T — 29 se describe a continuacién. Para un simplejo o = {(Py,v), ..., (P, v;)} de Z,

el subcomplejo A(o) se define con las siguientes reglas:

1. Sivg = ... = v; = 0, entonces A(o) tiene al [—simplejo cuyos vértices son (P, 0), ..., (P}, 0),

y todas sus caras.

2. Sivg = ... = v; = 1, entonces A(o) tiene al [—simplejo cuyos vértices son (P, 1), ..., (P}, 1),

y todas sus caras.

3. Si {vg,...,v;} tiene al 0 y al 1, entonces A(o) tiene dos [—simplejos que son ajenos,
uno tiene vértices (P, 0), ..., (P, 0), y el otro tiene vértices (P, 1), ..., (P, 1), junto con

todas sus caras.
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Figura 3.1: Complejos de entrada y de salida de dos y tres procesos para el consenso
binario.

Hay que verificar que A es un mapeo portador cromdtico. Suponga ¢’, 0 € Z, son tales
que o/ C 0. En el caso en el que el conjunto valores de entrada de los procesos de o sea
el conjunto {0}, entonces A(o) es el complejo formado por o y todas sus caras. Teniendo
que ¢’ una cara de o, se deduce que el conjunto de valores de entrada de los procesos que
aparecen en ¢’ es también {0}. La definicién de la tarea indica que A(o”’) es el complejo
formado por ¢’ y todas sus caras, este complejo estd contenido en A(c), pues ¢’ es una
cara de o y todas las caras de ¢’ son también caras de o. El andlisis es el mismo cuando
el conjunto de valores de entrada es {1}. Ahora bien, si el conjunto de valores de entrada
de los procesos que aparecen en o es {0, 1}, entonces, sin importar los valores de entrada
que aparezcan en o', el complejo A(o”) consta de simplejos cuyos vértices toman nombres
de ¢’ pero que tienen la misma etiqueta, ya sea 0 o 1; en cualesquiera de los casos, estos
simplejos también son caras de un simplejo cuyos vértices tienen los nombres que aparecen
en o y que tienen la misma etiqueta, ya sea 0 o 1, por lo que los simplejos de A(o”) son
también simplejos de A(o). Lo anterior prueba que A es mondtono. El hecho que A es

rigido y cromatico se sigue inmediatamente de la definicién.
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3.2.2. Protocolos

Definicién 3.2.2. (Protocolo) Un protocolo para n + 1 procesos es una terna (Z,P,A),

donde:

e 7 es un complejo cromatico puro de dimensién n, coloreado con nombres de II y eti-
quetado con valores de V", tal que cada vértice es identificado inicamente por su color

junto con su etiqueta.

e P es un complejo cromético puro de dimensién n, coloreado con nombres de II y etique-
tado con valores de Vistas, tal que cada vértice es identificado iinicamente por su color

junto con su etiqueta.

e A:7 — 2% es un mapeo portador estricto y cromético tal que P = Uyez Alo).

Definicién 3.2.3. Dada una tarea (Z, O, A) para n+ 1 procesos y un protocolo (Z,P, A),
se dice que el protocolo resuelve la tarea si existe un mapeo simplicial cromético d : P — O,

llamado mapeo de decision que satisface

0(A(o)) C A(o) (3.1)

para todo o € Z.

Definicién 3.2.4. El protocolo de instantineas inmediatas de una ronda (Z,P,A) para

n + 1 procesos consta de:

e El complejo de entrada Z, que puede ser cualquier complejo simplicial cromatico puro

de dimensién n, coloreado con nombres de II y etiquetado por V.

e El mapeo portador A : 7 — 27, envia a cada simplejo o € Z al subcomplejo de posibles
configuraciones finales de las ejecuciones del protocolo de instantianeas inmediatas de
una ronda (Pseudocédigo 3.1) por cada uno de los procesos (y solamente esos procesos)

que participan en o.

e El complejo de protocolo P, es la unién de A(o), sobre todos los o € 7.
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El procotolo descrito anteriormente es un protocolo segin la definicién 3.2.2 [9]; en lo
que sigue se hace una descripcién de la topologia de este protocolo, para ello considere
ao €I, tal que 0 = {(P,P),(Q,Q),(R,R)}, lo que equivale a que cada proceso use
como valor de entrada su propio nombre. El complejo A(o) se conforma de todas las
configuraciones finales obtenidas cuando P,() y R ejecutan el protocolo iterado de una
ronda. Los vértices de A(o) son de la forma (S,v), donde v es la vista final del S.

La figura 3.2 muestra una representacién del complejo A(o).

(Q{Q.R}) ey

(R{P (“JR}) """"" N

Figura 3.2: A(o). Las parejas que conforman las vistas se abrevian usando tnicamente el
nombre de cada proceso, pues el valor de entrada de cada proceso es su nombre.

Los vértices cuyos nombres son P, y R, estan coloreados de negro, blanco y gris,
respectivamente. El simplejo que tiene la etiqueta «, corresponde a la configuracién final
obtenida de una ejecucién totalmente secuencial. El simplejo 8 corresponde a una ejecucion
en la que P es el primero en ejecutar el protocolo, y después, @) y R lo hacen de forma
simultanea, obteniendo estos dos la misma vista. El ltimo simplejo senalado es 7, y
corresponde a una ejecuciéon totalmente concurrente, en la que los tres procesos realizan
un paso a la vez. El vértice (P, {(P,p)}) estd tanto en o como en 3, en ambos casos P fue
el primero en ejecutar el protocolo, por lo que P no puede ver lo que escribieron el resto
de los procesos en la memoria; en esta situacién las ejecuciones o y 8 son indistinguibles
para P, y en general un vértice no puede distinguir entre las ejecuciones que representan

los triangulos a los que pertenece.
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Para este caso particular, uno puede enlistar todas las configuraciones finales que son
accesibles desde o para darse cuenta que la representacién anterior es correcta. El complejo
A(0), no es més que la subdivisién cromética de o, Cho, establecida en la definicién 2.6.1.
Este hecho es vélido en general, para cualquier o € Z, los complejos A(o) y Cho son

isomorfos [6,9].

Definicién 3.2.5. (Composicién de Protocolos) Suponga que (Z,P,A) y (Z/,P',A’) son
protocolos tales que P C Z'. La composicién de dichos protocolos es el protocolo (Z, P”, A”),

donde A” es la composiciéon de A y A, (A oA)(c) = N (A(0)), parac en Z,y P" = N'(I).

La definicién anterior es correcta, pues de acuerdo a las proposiciones 2.2.6 y 2.3.5, la
composicién de mapeos portadores estrictos y cromdaticos es también un mapeo estricto y
cromatico, respectivamente.

Para modelar la estructura multironda del protocolo iterado descrito en la seccién
3.1.4, se hard uso de la composicién de protocolos recién definida. Después de que el
proceso P ejecuta el protocolo de instantdaneas inmediatas de una ronda, éste obtiene una
vista, digamos v. En la segunda ronda, P vuelve a ejecutar el protocolo de una ronda,
pero ahora usando como valor entrada a v. Este procedimiento se puede repetir las veces
que sea necesario, cada proceso usa su vista final como valor de entrada para la siguiente
ejecucién del protocolo. De esta manera, el resultado de componer N veces el protocolo de

instantaneas inmediatas de una ronda es equivalente al protocolo iterado de N rondas.

Definicion 3.2.6. El protocolo de instantdineas inmediatas de v rondas es el protocolo
que se obtiene al componer r veces el protocolo de instantdneas inmediatas de una ronda

descrito en la definicion 3.2.4.

Con el fin de analizar la estructura combinatoria de los complejos de los protocolos
multironda, considere la ejecucién del protocolo de dos rondas por los procesos Py @,
de tal modo que cada proceso usa su nombre como valor de entrada. El simplejo o =
{(P,P),(Q,Q)} representa a la configuracién inicial descrita anteriormente. El complejo
del protocolo de una ronda para o es la imagen de o bajo A, que equivale a la subdivision

cromética de ¢, Ch(c). El complejo A%(o) se calcula como la unién de las imagenes de
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los simplejos de A(o) bajo A (basta tomar la unién sobre las facetas, segin la observacién
2.2.2), esto refleja la idea de que cada proceso inicia la segunda ronda usando como valor de
entrada la vista que obtuvo en la primera ronda, pues los vértices en A(0) estan etiquetados
con las vistas obtenidas por los procesos. De acuerdo con la figura 3.3, las facetas de A(o)
son las aristas a1, ao v ag; al aplicar el mapeo A a cualesquiera de estas aristas, obtenemos
la subdivisién cromética de la arista en cuestién. Asi que se puede decir que A%(o) se
obtiene al aplicar dos veces el mapeo Ch a o (Ch calcula la subdivisién cromatica de un
complejo), es decir, A%(c) es el complejo Ch?(s) = Ch(Ch(c)). Al complejo Ch?(o) se
denominard la seqgunda subdivision cromdtica de o. (De forma similar se puede definir la
r—ésima subdivision cromdatica de o). Usando la nueva terminologia, se puede decir que el

complejo A%(c) no es otro sino la segunda subdivisién cromética de o.

Figura 3.3: Los vértices de o estan etiquetados con sus valores de entrada. Los vértices
de los complejos A(c) y A%(0) estdn etiquetados con sus respectivas vistas, abreviadas de
modo que la etiqueta (P, L) representa a la vista {(P, P), (Q, L)}.
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3.2.3. Imposibilidad del consenso binario

Para finalizar este capitulo, se presenta una sencilla prueba del porqué el consenso
binario no se puede resolver en el modelo de computo presentado en este capitulo, aunque
esta prueba se presenta para el caso de dos procesos, el resultado es valido en general y el
argumento es similar al que aqui se presenta y esencialmente es que no es posible definir
un mapeo de decision que resuelva el consenso binario porque el complejo de protocolo es

conexo.

Proposicién 3.2.7. (Imposibilidad del consenso binario) El consenso binario descrito
en la seccion 8.2.1, no se puede resolver mediante el protocolo iterado de instantdneas

inmediatas.

Demostracion. La prueba se hara para dos procesos. Primero se explicard porque no se
puede definir el mapeo de decisién descrito en la definicién 3.2.3 después de la primera
ronda y después se analiza el caso general.

Sea Z el complejo de entrada para dos procesos Py y P; que estan coloreados de negro
y blanco, respectivamente; Z consta de cuatro aristas que representan a las configuraciones

iniciales y que son a, b, c y d, segtn la figura 3.4.

0 4 0
b d
!
v

Figura 3.4: Complejo de entrada 7.

Para la demostracién basta con analizar una arista y en este caso en anélisis se hara con
la arista b. Al terminar la primera ronda el complejo de protocolo A(b) es una grafica que

consta de tres aristas ey, e1 y ez, note que dicha grafica es conexa. Si existe un mapeo sim-
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plicial § : A(b) — O tal que §(A(b)) C A(b), entonces al ser § simplicial, |d] : |A(o)] = |O|
es un mapeo continuo, y como A(b) es conexa, entonces |J|(|A(b)|) es conexo, o lo que
es lo mismo la grafica 6(A(b)) es conexa, lo que implica que dicha gréfica tiene que es-
tar contenida en una componente conexa de A(b), pues 6(A(b)) € A(b), como las tinicas
componentes conexas de A(b) son fo y fi1, entonces §(A(b)) estd contenido en una de esas
aristas y como 4 es rigido entonces §(A(d)) es exactamente una de las dos aristas ya men-
cionadas, lo que equivale a decir que después de ejecutar el protocolo de comunicacién
los dos procesos eligieron un mismo valor, si dicho valor es 1, entonces 6(A(b)) = fi, en
particular se cumple que d(ep) = d(e1) = d(e2) = f1; recuerde que estas aristas represen-
tan ejecuciones del protocolo de comunicacién, por ejemplo, ey es una ejecucion en la que
Py escribié y ley6 en la memoria sin conocer el valor de entrada de Pp, segtin lo dicho
anteriormente, en esta ejecucién Py decide 1, lo cual es incorrecto, pues si Py ejecuto el
protocolo de comunicacion antes que P;, entonces para Py la ejecucién e es indistinguible
de aquella en la que Py es el inico que ejecuta el protocolo de comunicacién con valor de
entrada 0 y en la que necesariamente tiene que decidir su mismo valor de entrada, pues
el valor de salida del consenso tiene que ser el valor de entrada de alguno de los procesos
que participan en el algoritmo, y al ser Py el inico participante, decide 0, en contradiccion
a lo que se habia dicho anteriormente; formalmente, el vértice coloreado de negro de la
arista eg corresponde a la ejecucién en solo de Py, 0(A(vp)), este vértice es enviado por ¢ al
vértice en f1 coloreado de negro, violando asi la restriccién que A establece para vy, pues
A(vg) es el vértice en fp de color negro. La misma contradiccién surge al suponer que el
mapeo de decision 0 envia a A(b) a fy. Con esto queda demostrado que es imposible definir

tal mapeo de decisién 0, debido a que A(b) es conexo.

Para el caso general, es decir cuando el protocolo se ejecuta r veces, el andlisis es muy
similar, ya que A"(b) es una gréfica conexa para toda r, por lo que la imagen de dicha
grafica bajo un mapeo simplicial y rigido ¢ tiene que ser fo o f1, a partir de lo cual se puede
repetir el argumento presentado anteriormente para concluir que no es posible definir un

mapeo 0 tal que 6(A" (b)) C A(b).



3.2. MODELO COMBINATORIO
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Figura 3.5: No es posible definir § tal que 6(A(d)) C A(d).
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Capitulo 4

Protocolo aleatorio de

Instantaneas inmediatas

En la primera parte de este documento, se explicé como a través de la topologia com-
binatoria es posible modelar nociones como son las tareas y protocolos, junto con una
definicién de solubilidad; en particular se presentd el protocolo iterado de instantdneas
inmediatas, dicho protocolo ha sido ampliamente estudiado y se sabe con exactitud cudles
son las tareas que se pueden resolver en ese modelo de cémputo [9]. Sin embargo, toda la
teoria desarollada hasta el momento se ha centrado en el estudio de algoritmos distribuidos
deterministas, dejando lugar a una pregunta que surge forma natural y es saber si es po-
sible modelar algoritmos aleatorios usando topologia combinatoria. En primer lugar cabe
decir que existen distintas formas de implementar algoritmos aleatorios en un sistema dis-
tribuido [1], una de ellas es extender el modelo de cémputo dotando a los procesos con una
operacion que les permita obtener valores aleatorios, por ejemplo, lanzando una moneda
con cierta distribucién de probabilidad. En el capitulo anterior se presenté una demos-
tracién del hecho que el consenso binario no tiene solucién en el modelo de instantaneas
inmediatas; el resultado de imposibilidad es atin mds general y se puede consultar en [11]
y en [9], este tltimo usando a la topologia como herramienta para la prueba. El proble-
ma del consenso ha sido ampliamente estudiado, en [1] se puede consultar una serie de

algoritmos aleatorios que abordan el problema del consenso binario sin violar el resultado

45
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de imposibilidad [11], cambiando algunas condiciones como pedir que el requerimiento de
terminacion suceda con cierta probabilidad, por ejemplo con probabilidad 1 o mayor que
cero [3].

El objetivo de esta segunda parte del documento es extender el modelo de instantaneas
inmediatas agregando una operaciéon que dé como resultado valores aleatorios, que seran
las caras de una moneda (0 y 1) y partir de ello describir las configuraciones finales que
se obtienen después de que los procesos ejecuten este nuevo protocolo extendido al que
se llamara protocolo aleatorio. Con lo dicho al inicio del capitulo resulta comprensible
que la extension se haga sobre el modelo de instantdaneas inmediatas. En este capitulo se
presentan los modelos operacional y combinatorio del protocolo aleatorio y en los capitulos
siguientes se estudian propiedades del modelo combinatorio, principalmente relacionadas

con la conexidad del complejo asociado al protocolo.

4.1. Modelo operacional

Para dar al protocolo de instantianeas inmediatas un comportamiento aleatorio, se
optard por equipar a los procesos con una operacién llamada coin-flip() que regresa valores
aleatorios, en principio estos valores seran 0 y 1, y la probabilidad de obtener uno de dichos

valores es la misma para ambos.

Algoritmo 4.1 Protocolo aleatorio de instantdneas inmediatas.

shared mem : array|0...n] > Hay n + 1 procesos
procedure PROTOCOLOALEATORIO(v;) > Ejecutado por el proceso P;
mem|[i] := v;
vista:= snapshot(mem[*])
coinValue := coin-flip() > El valor obtenido es 0 0 1

end procedure

El resultado de la operacién coin-flip() permite a los procesos decidir un valor cuando
no es posible hacerlo tinicamente a partir de sus vistas.

En el capitulo anterior se presenté el protocolo de instantaneas inmediatas y se observé
que el complejo de protocolo A(o) es isomorfo a la subdivisién cromética de o, Cho. Al

agregar la operacién coin-flip() surge como una pregunta natural saber cémo describir
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la topologia del complejo de configuraciones finales que se pueden obtener después de la

ejecucién del protocolo aleatorio.

4.2. Topologia del protocolo aleatorio para dos procesos

Sea ¢ una arista cualquiera. Para describir a las ejecuciones del protocolo aleatorio
considere el experimento que consiste en lanzar una moneda justa que toma valores 0
y 1 por cada uno de los vértices de cada una de las aristas de Ch(c), en cada vértice
se lanzan tantas monedas como aristas incidan en él y cada una de estas monedas estara
asociada con una arista en particular; ademas suponga que cada uno de estos lanzamientos
es independiente del resto. Al asociar a cada vértice con el valor que resulta al lanzar una
moneda, se obtiene una grafica como el de la figura 4.1 (note que hay vértices asociados
con mas de una moneda pero estas monedas a su vez estan asociadas con una sola arista),
si se denota por I'(0) a una de estas posibles gréficas, entonces los vértices de I'(o) son
de la forma (v, coin), donde v es un vértice de Ch(o) y coin es el valor que se obtuvo al

lanzar una moneda.

COlN o T a CcOtN Y COlN T c coin..yY
L O o O
O o
coinpy CoOLNpx

Figura 4.1: Representacion de I'(o).
Las aristas de Ch(c) son a,by c.

Distintas combinaciones de monedas dan lugar a distintas graficas, y éstas pueden
tener distintas propiedades topolégicas; por ejemplo, si las monedas coingy y coinyy son
distintas, la gréafica obtenida es disconexa, esto sin importar los valores del resto de las
monedas. Suponga que coing,y = 1 y coinpy = 0, y el resto de monedas es igual a 0, la
grafica que se obtiene es la que muestra en la figura 4.2.

Note que para que I'(0) sea conexa es necesario que coingy = coinyy y coinyx = coin.z,

mientras que para que sea disconexa basta que alguna de esas igualdades no se cumpla.
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coingy = 1

P!

coingr = () coinex =0 coiney = 0

O L O

coinpy =0 coinpr =0

Figura 4.2: La grafica es disconexa porque coingy # coingy.

Como el resultado de lanzar las monedas es independiente, la probabilidad de que dadas
cualesquiera dos monedas coin; y coing coincidan en su valor es % Asi también, como los
lanzamientos son independientes, la probabilidad de que I'(0) sea conexa se puede calcular
como el producto de Pr(coin,y = coingy) y Pr(coinpx = coin.x), que en este caso es

11 1
— = —. Para cada una de las aristas en Cho, hay cuatro posibles resultados a obtener,

22 4
por ejemplo para la arista a las posibilidades son coingz = 0 = coingy, coingx = 0
y coingy = 1, coingr = 1y coingy = 0,y coingr = 1 = coingy; cada una de

estas posibilidades representa a una arista y la probabilidad de obtener alguna de ellas es

la misma para cada una, que es T

4.3. Un algoritmo aleatorio para el consenso binario

En el capitulo anterior se explicé porque el consenso binario no se puede resolver de
forma determinista en el modelo de instantdneas inmediatas, en dicha prueba fue crucial
el hecho que el complejo de protocolo A"(0) es conexo para cualquier r. A continuacién se
presenta un algoritmo aleatorio para el consenso binario y después se hace un estudio de

la topologia asociada a dicho algoritmo.

El algoritmo 4.2 es una adaptacién de la versién presentada en [16]. Si bien este al-
goritmo no tiene la forma genérica del protocolo aleatorio descrito al inicio del capitulo,
resulta conveniente hacer el andlisis en esta forma no genérica para ilustrar de forma clara

la estructura topoldgica asociada al algoritmo.
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Algoritmo 4.2 Consenso binario.

1: shared propuesta : array|r]|[0...n] acuerdo : array|r][0...n] > Hay n + 1 procesos
2: procedure CONSENSO(pref := input) > Ejecutado por el proceso P;
3: decide := false; r:= 0;

4: while !decide do

5: propuesta[r][i] := pref;

6: vista:= snapshot(propuesta[r][*]);
7: if 0 y 1 aparecen como valores propuestos en vista then
8: acuerdo := false;

9: else

10: acuerdo := true;

11: end if

12: acuerdo|r][¢] := acuerdo;

13: check:= snapshot(acuerdo[r][*]);
14: if false aparece en check then
15: coin := coin-flip();

16: if hay una j tal que check[r][j] = true then
17: pref := vista[r][j];

18: else

19: pref = coin;

20: end if

21: else

22: decide := true;

23: end if

24: r:=r1+1;

25: end while

26: return pref;

27: end procedure

En la ronda r, el proceso P; anuncia el valor que propone escribiéndolo en su entrada
correspondiente de la memoria compartida propuesta[r][i] (linea 5), inmediatamente des-
pués, P; toma una instantdnea de la memoria propuesta[r][*] (linea 6) para después escribir
true o false en una segunda memoria compartida acuerdo[r][i], dependiendo de si todos
los procesos propusieron el mismo valor (linea 12); nuevamente P; toma una instanténea,
pero ahora de la memoria acuerdo[r][*], a la que se denomina check(linea 13), y después
procede de la siguiente manera: 1) Si ve que todos los procesos en check tienen el valor true,
entonces P; termina la ronda y decide su propio valor; 2) Si ve al menos un false y al menos
un true, entonces cambia su preferencia por la de algin proceso que tiene el valor true; 3)
Si solo ve el valor false, entones cambia su preferencia por el resultado que se obtiene al

lanzar una moneda. Aqui es donde las monedas juegan un papel crucial, pues permiten a
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los procesos cambiar de preferencia de forma no determinista para asi conseguir acordar
en la misma preferencia.

Al igual que en el capitulo anterior se asumird que inmediatamente después de escribir en
la memoria, cada proceso toma una una instantdnea de la misma. Al finalizar la ronda r, el
estado del proceso P; se puede caracterizar por las instantdneas que tomé (vista y check) y

su preferencia (pref), dicho estado sera representado por la tupla (P;, vista;, check;, pref;).

Recuerde que el orden en que los procesos realizan las operaciones da lugar a distin-
tas ejecuciones. Para este algoritmo en particular, el orden en que los procesos toman
las instantaneas puede hacer que un proceso cambie o no su preferencia en una ronda.
Por ejemplo, suponga que los procesos Py, P; y P (coloreados de negro, blanco y gris,
respectivamente) ejecutan el algoritmo con valores de entrada 1, 1 y 0, respectivamente,
y que en la primera ronda P; es el primero en anunciar su preferencia, seguido de Py y
P, que lo hacen de forma concurrente, de manera que la variable local acuerdo de Py, P;
y P, tendra el valor false, true y false, respectivamente. Luego cada uno de los procesos
tiene que escribir el valor de su variable acuerdo en la memoria acuerdo y después tomar
una instantdnea de la misma para saber si deben o no cambiar su preferencia. Uno puede
sentirse tentado a pensar que el hecho que la variable acuerdo de P; tenga el valor true es
suficiente para que el resto de procesos cambien su preferencia por la de P, pero esto no
es suficiente, pues debido a la asincronia del sistema, es posible que alguno de los demés
procesos anuncie primero el valor de su variable acuerdo sin ver el anuncio correspondiente
de Py, esto sin importar que P; haya sido el primero en anunciar su preferencia. Primero
considere el caso en el que P, es el primero en anunciar el valor de acuerdo, seguido de Py
y P; que lo hacen de forma concurrente. En la instantanea check que P, obtiene, el unico
valor que ve es false, por lo que P» cambia su preferencia utilizando una moneda. Después
Py y P; obtienen su respectiva instantanea check, ambos ven los valores true y false, P;
conserva su preferencia, pues su variable acuerdo es true, y Py cambia su preferencia por
la de Pi; al final de la primera ronda las preferencias de los procesos Py, Py Poson 1, 1y
coin, donde coin es el valor que P, obtuvo al lanzar una moneda. Ahora considere el caso

en el que Py y P, anuncian su valor de acuerdo, seguidos de P;; estos dos procesos solo
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veran el valor false en check y cada uno decidira su preferencia al lanzar una moneda. Por
su parte P} conservara su preferencia y al final de la ronda las preferencias serdn coinp,, 1
y coinp,. Los dos ejemplos anteriores muestran que hay que considerar tanto el orden en
que los procesos anuncian su preferencia como el orden en que anuncian su acuerdo, junto

con el resultado de las monedas que lanzan.

Para cada posible ejecucién del algoritmo 4.2 por los procesos Py, P1 y Pa, la confi-
guracién del sistema al terminar la primera ronda se puede representar con un simplejo
de dimensién dos que consta de tres vértices de la forma (P;, vista;, check;, pref;), donde
cada vértice describe el estado final de un proceso al terminar la ronda; para describir
al conjunto de posibles configuraciones finales después de la primera ronda, considere a
o= {(Fo,1),(P1,1),(P,0)} como la configuracién inicial; las distintas ejecuciones de la
primera instantanea por los tres procesos determinan una subdivision de o, que es la
subdivisién cromaética de o; después los procesos tienen que realizar otra instantanea,
y nuevamente las distintas ejecuciones de esta instantdnea determinan una subdivision
cromatica de cada una de las configuraciones del sistema obtenidas después de la prime-
ra instantdnea, que estan representadas por los simplejos de Ch(o), asi que las posibles
configuraciones del sistema después de que cada proceso ejecuta las dos instantdneas (sin
considerar aun a la componente pref) corresponden a las facetas de la segunda subdivisién
cromatica de o. La tdltima coordenada de los vértices que describen el estado final de un
proceso es la componente pref, que es la preferencia de cada proceso y que puede ser 0 o
1, y ésta dependerd de la informacién obtenida de las instantéaneas o del lanzamiento de
una moneda.

Siguiendo con el ejemplo en el que los procesos Py, Pi y P» ejecutan el algoritmo 4.2
con los valores de entrada 1,1 y 0, note que no es posible que todos decidan algtin valor en
la primera ronda porque al menos un proceso verd que fueron propuestos los valores 0 y
1, y entrara al cuerpo del if de la linea 7, por lo que no podra retornar valor alguno hasta
la siguiente ronda; sin embargo, en la segunda ronda es posible que todos los procesos
decidan un valor y para ello es necesario (y suficiente), que al final de la primera ronda

todos los procesos tengan la misma preferencia. Suponga que sin importar cudl fue el orden
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de ejecucion de las operaciones de los procesos, al final de la primera ronda todos tuvieron
la misma preferencia, que puede ser 0 o 1, y que puede variar por cada ejecucién posible.
La figura 4.3 representa a un posible complejo (denotado por R) de configuraciones finales
en el que sin importar en qué orden se hayan ejecutado las dos instantaneas, todos los

procesos terminan con la misma preferencia.

Figura 4.3: Complejo de configuraciones finales R.
R es la union de Ko y K.

Los simplejos iluminados con gris claro representan ejecuciones en las que las preferen-
cias de los procesos estan determinadas y tienen que ser 0 (si estan en Kp) o 1 (si estdn en
K1), en estas ejecuciones todos los procesos vieron el anuncio de un proceso cuya variable
acuerdo era true e imitaron esa preferencia si la propia era distinta. En los simplejos ilu-
minados con gris oscuro, hubo al menos un proceso cuyo acuerdo fue true, y un proceso

que no vio el anuncio de acuerdo del primero; los procesos que no vieron el acuerdo tienen
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que lanzar una moneda, y para que todos tengan la misma preferencia el resultado de
dicha moneda tiene que ser la preferencia de algin proceso cuyo acuerdo fue true. El resto
de los simplejos representan ejecuciones en las que ningtin proceso tuvo acuerdo igual a
true y por lo tanto, cada uno de los procesos tiene que lanzar una moneda y el resultado
de estas tres monedas debe ser el mismo para que todos terminen la ronda con la misma
preferencia; en la figura 4.3 estos simplejos aparecen iluminados con una textura de rayas,
si estan en Ky o K1 todos obtuvieron 0 o 1 al lanzar las monedas, respectivamente. El com-
plejo R recién descrito es disconexo, las ejecuciones en las que todos los procesos terminan
con 0 o 1 como preferencia estdn contenidas en g o Xy respectivamente; asi pues todos
los vértices que estan en una misma componente conexa tienen la misma preferencia, por
ejemplo, la ejecucién en la que Py es el primero en ejecutar las dos instantdneas y P; y P»
imitan la preferencia de Py (que es 1) no puede estar en la misma componente conexa que
la ejecucion en la que P» ejecuta primero las dos instantaneas y luego Py y P; siguen su
preferencia (que es 0).

Sin la ayuda de las monedas no habria sido posible que el complejo R fuera disconexo;
recuerde que en el capitulo anterior el argumento que se usé para probar que no existe un
mapeo de decision para resolver el consenso binario fue que el complejo de protocolo para
una configuracion inicial en la que los valores de entrada son distintos es conexo, dicho
argumento no tiene validez en este caso pues R no es conexo, incluso se podria hablar
de un mapeo simplicial §, tal que 6(R) C A(o), que es el que envia a cada vértice a su

respectiva preferencia.

4.4. Modelo combinatorio

Recuerde que en la seccién 4.2 se hizo una descripciéon de los posibles complejos que
se obtienen después de que dos procesos ejecutan el protocolo alteatorio, esta descripcién
se hizo a través de un experimento que consiste en lanzar monedas por cada vértice de las
aristas de Ch(co), donde o es cualquier configuracién inicial. Para cada arista a de Ch(o),
lanzar un par de monedas equivale a elegir de forma aleatoria una arista de la pseudoesfera

U(a) (figura 4.4), asi que lanzar monedas en los vértices de las aristas de Ch(o) es lo mismo
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que elegir una arista de forma aleatoria por cada pseudoesfera correspondiente.

coingr = (0 coingy = 0

coingy =1 coingz =1

Figura 4.4: La pseudoesfera ¥(a).

Con lo dicho anteriormente, es posible describir de forma alternativa a los posibles
complejos de configuraciones finales que se obtienen cuando n + 1 procesos ejecutan el
protocolo aleatorio; si o es una configuracién inicial, entonces los complejos recién men-
cionados se obtienen al elegir aleatoriamente una faceta de cada una de las psuedoesferas

U(7), donde 7 € facet(A(o)) = facet(Ch(o)) (figura 4.5).

Figura 4.5: El complejo ¥(A(c0)), es unién de tres pseudoesferas.
Las aristas de A(o) son a,by c.
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Si se considera a la unién de todos los posibles complejos de configuraciones finales se

obtiene un complejo al que se denotara por Ag (o)

TEA(0)

En el siguiente capitulo se estudiardn algunas propiedades topolégicas de Ag (o).
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Capitulo 5

Propiedades de Ap

Recuerde que al final del capitulo anterior se defini6 al complejo Az (o) como el resul-
tado de aplicar el operador ¥ a cada una de las facetas del complejo A(o). En este capitulo
se estudian algunas propiedades referentes a la conexidad de dicho complejo, en particular
se presentan dos proposiciones referentes a la conexidad del complejo de protocolo Az (o)
y también Ag(Z), cuando o es un simplejo de dimensién n y Z es un complejo shellable
y puro de dimensién n, que establecen que ambos complejos son (n — 1)—conexos. En el
capitulo 3 se hizo notar que la conexidad del complejo de protocolo A(o) fue determinante
para el resultado de imposibilidad alli presentado; la conexidad en dimensiones altas tam-
bién es importante al estudiar otras tareas, por eso es de interés estudiar la conexidad del
complejo Ag(c) ain cuando no esté en el alcance de este trabajo discutir resultados de

imposibilidad en el modelo de cémputo aleatorio.

A continuacion se presentan dos lemas que seran de utilidad para probar que el complejo

AR (o) es (n — 1)—conexo si o es de dimensién n.
Lema 5.0.1. Sean K y L complejos simpliciales, entonces se cumple

UV(KNL) =T (K)NT(L).
Demostracion. V(KNL) = U cxcne Y(7) = (Urex YN U e Y(7)) = Y(K)NY(L). O
Lema 5.0.2. Si K es un complejo shellable, puro y de dimension n, entonces ¥(K) =
Urexc ¥(7) es (n—1)— conexo.

o7
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Demostracion. Por induccién sobre n.

Sin =1, entonces K es una grafica shellable y pura. Si las aristas de K son ey, eo, ..., €4,
entonces hay que demostrar que ¥(K) = U§:1 e; es 0-conexo, lo que se hara por induccién
sobre el nimero de aristas de K.

Sit =1, entonces ¥(ey) es dim(e;) — 1 = 0— conexo (Proposicién 2.7.12).

Suponga que toda gréfica G shellable y pura con ¢t — 1 aristas es tal que ¥(G) es 0— conexo.
Sea K una grafica shellable y pura con t aristas y ey, ea, ..., ; una sucesion shellable para
K.

Defina K1 = U((J'Z] ) v Ko = U(ey).

Note que Uf;% e; es shellable (eg, eg, ..., e;—1 es una sucesion shellable) y que por hipdtesis
de induccién, \I/(Uf;i e;) es 0— conexo, de manera que Ky y Ky son 0— conexos; también
es cierto que Ky UKy = U(K), esto tltimo es porque (| J'Z1 e;) = 21 ¥(e;), asi que para
concluir que ¥(K) es conexo, basta probar que K1 N K2 es no vacio; como K es shellable,
entonces (Uf;% e;)Neg es unién de caras de dimension 0 = dim(e;) — 1 de e, es decir, dicha
interseccién es union de vértices de e; y por lo tanto es no vacia, asi que \I/((Uf;i ei)N et)
es no vacio, o lo que es lo mismo K; N Ky es no vacio (Proposicién 5.0.1), lo que permite

concluir que ¥(K) = K1 UKy es 0— conexo.

Suponga que todo complejo C shellable, puro y de dimensién n — 1 es tal que ¥(C) es
(n — 2)— conexo.
Sea K shellable, puro y de dimensién n, hay que probar que ¥(K) = [, ¥(7) =
Ure facet(c) ¥(7) es (n —1)— conexo.
Si el numero de facetas de K es ¢, entonces por induccién sobre ¢ se mostrard que W(K) es
(n — 1)— conexo.
En caso en que t = 1, se tiene ¥(¢1) es (dim(¢1) — 1)— conexo (Proposicién 2.7.12), y
como dim(¢1) = n, entonces ¥(¢p1) es (n — 1)— conexo.
Suponga que si £ es un complejo shellabe, puro y de dimensién n, con ¢t — 1 facetas, en-
tonces ¥(L) es (n — 1)— conexo.
Sea K shellable y puro de dimensién n con t facetas y ¢1, ¢a, ..., ¢ una sucesion shella-

ble para K. El complejo UE;(I) ¢; es shellable, puro y de dimensién n, con t — 1 facetas,
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ademads, por hipdtesis de induccién se cumple que \Il(Uf;é ¢;) es (n — 1)— conexo. Sean
K1 = \Il(Uf;é i) v Ko = U(¢), note que estos complejos son (n — 1)— conexos (Ko es

(n — 1)—conexo segun la proposicién 2.7.12) y que ademds K1 = Uf

;} U(¢;), por lo que
U (K) =K1 UKs.

Por otro lado, K1 N Ky es (n — 2)— conexo, ya que dicho complejo es igual a \I’(Uf;é i) N
T(¢y), que a su vez es igual a U((J'Z] ¢;) N ¢) (Lema 5.0.1), y como (U] ¢i) N ¢y es
unién de caras de dimensién n — 1 = dim(¢;) — 1 de ¢y, pues ¢1,...,¢; es una sucesiéon
shellable para K, entonces (Uf;} ®;) N ¢ es shellable, puro y de dimensién n — 1 (Lema
2.4.2), la hipétesis de induccién sobre n, asegura que W(({J'Z] ¢;) N ) es (n—2)— conexo,
como se afirmé anteriormente.

Finalmente, teniendo que K1 y Ko son (n — 1)— conexos y tales que K1 N Ky es (n — 2)—

conexo, el corolario 2.5.8 del Lema del Nervio garantiza que ¥(K) =3 UKz es (n —1)—

conexo, como se queria demostrar. O

El lema anterior se pudo haber probado con la ayuda del lema 5.0.6 y del hecho de
conocer la conexidad de las pseudoesferas; sin embargo, aqui se presenté una demostracién

alternativa que hace uso de algunas propiedades que son exclusivas de las pseudoesferas.

Proposicién 5.0.3. Sea o un simplejo de dimension n, entonces el complejo Ag (o) es

(n —1)— conexo.

Demostracion. Recuerde que por definicion Ag (o) = ¥(A(0)), como A(o) es shellable y
puro de dimensién n (Observacién 2.6.2), el lema 5.0.2 asegura que ¥(A(0)) es (n —1)—

conexo, como lo afirma la proposicién. O

El siguiente lema serd 1til para determinar la conexidad del complejo A% (o), que es el

resultado de componer el protocolo aleatorio r veces.

Lema 5.0.4. Si K es un complejo shellable, puro y de dimension n, entonces ¥(K) es

shellable, puro y de dimension n.

Demostracion. En primer lugar observe que por definicién, para cualquier faceta o de IC,

la pseudoesfera W(o) es un complejo puro de dimensién n, asi pues W(K) es también un
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complejo puro de dimensién n.

Ahora bien, sea ¢1, @9, ..., ¢ una sucesion shellable para K. Para cada i € {1,2,...,t},
S€a Tiy; Tig, -+, Tiy,y, Una sucesion shellable para U(¢;) (Proposicién 2.7.10 y proposicién
2.7.6).

Ahora considere la sucesion

711,712,.”,7j2n+1,.“,7}1,7}2,.“,7}2n+1,.”,7}1,7}2,.“,7}2n+1.

Se afirma que esta sucesién es una sucesién shellable para ¥(K). Es necesario demostrar que

para cualquier elemento 7;, de la lista anterior, se cumple que (U(1 <j<i)V(j=inl<r<k) 75, )T,

es union de caras de dimension n—1 de 7;, (si no se hace alguna restriccién sobre r, entonces
n+1l

r toma todos los valores entre 1y 2", ie. U;<;; 7 = Ui<jci1<p<onts Tj,)- Separando

las 7;, en las que j = ¢, el complejo mencionado anteriormente es el mismo que

(U monm]ult U m)nml. (5.1)

1<j<i 1<r<k

Es conveniente analizar a los dos miembros de la unién por separado, comenzando por
el uniendo del lado izquierdo.

Observe que U, <;; 7, = \II(U;;]; ®j) y que 7, € V(¢;), por lo que

(U m)nm. = U 65) N (W(g) N 7) (o = (W) N73,)
1<5<1

1—1

‘I’(U ¢5) N () N7y,
i=1
-
= \I/((U ¢;) N i) N7, Lema 5.0.1.
j=1

Como ¢1, ¢2, ..., ¢ es una sucesion shellable para K, entonces (U @)ﬂgf)l = UL, big;

donde cada ¢;, es una cara de dimensién n — 1 de ¢;.
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Con lo dicho anteriormente, se concluye que

(U m)nm, =v(¢n) N7
s=1

1<5<i

Distribuyendo se tiene que

( U Tjr) N7y, = U(\IJ((ﬁ%) N Tik)’
1<j<i s—1

donde cada ¥(¢;,) N7, es una cara de dimensién n — 1 de 7;, , hecho que se demostrara a
continuacién.

Hay que tener en cuenta que ¢;, es una cara de dimensién n — 1 de ¢; y que 7;, es una
faceta de W(¢;), de modo que 7;, es un simplejo de dimensién n que puede ser descrito

como

Tiy, = {(Niovvio)v (Ni17vi1)’ ceey (Nin7vin)“/il € {O’ 1}}7

donde ¢; = {N;y, Niy,...,N;, }. Al ser ¢;, una cara de dimensién n — 1 de ¢;, to-
ma n vértices de ¢;; sin perder generalidad, se puede suponer que dichos vértices son

Niy, Niyy ooy N,

i1, con lo que los simplejos de ¥(¢;,) quedan descritos de la siguiente ma-

nera (Definicién 2.7.3):
Para cualquier subconjunto J de {0, 1,...,n — 1}, el conjunto:
{(Ni;,v5)|5 € J,v; € {0,1}}, es un simplejo de W(¢;,) si los N;; son distintos.

Asi, la interseccién de ¥(¢;,) v 7, es

\Ij(¢1e) N Ty = {(Nioa Ui0)7 (Nilavil)’ ety (Nin717vin71)}7

pues por definicién {(Nyy, vig), (Niy, Vi, )s ooy (Ni,,_,,0i,,_,)} €s una cara de ¥(¢;, ), que a su
vez, esta contenido en 7;, . La interseccién no puede ser mas grande porque dicha intersec-
cién es una faceta de U(¢;, ), ya que las parejas no pueden repetir nombres y ¢;_ sélo tiene
n vértices. Lo que prueba que efectivamente, la interseccién de ¥(¢;,) y i, es una cara
de dimensién n — 1 de 7, , como se afirmé anteriormente, por lo que el uniendo del lado

izquierdo de la expresién 5.1 es unién de caras de dimensiéon n — 1 de 7;,.
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Para el uniendo del lado derecho de 5.1 recuerde que 7, iy, ..., Ti,,,, €S Una sucesion
shellable para ¥(¢;), de modo que (|J;<, <4 7i,) N7, es unién de caras de dimensién n — 1

de Tiy,

Se ha demostrado que [<U1§j<i7_jr) N 7o ] U [(Ui<per 7ir) N 7] €s unién de caras de
dimensién n — 1 de 7;,, lo que permite concluir que la sucesién propuesta previamente, es

una sucesién shellable para W(K), con lo que concluye la prueba de la proposicion. O

Proposicién 5.0.5. Sea o un simplejo de dimension n, entonces el complejo A (o) es

(n —1)— conexo.

Demostracion. Por induccién sobre 7 se probara que el complejo A’ () es (n—1)— conexo
y que ademas es shellable y puro de dimensién n.

Sir =1, la afirmacion referente a la conexidad es valida por la proposiciéon 5.0.3; por otra
parte, seguin la observacién 2.6.2 (esta observacién es sobre propiedades de la subdivisién
cromética Ch, pero debido a que los complejos Ch(o) y A(o) son isomorfos, las propiedades
también son validas para A), A(o) es shellable y puro de dimensién n, de lo que se sigue
que W(A(0)), es decir Ag(0o) es shellable y puro de dimensién n, esto dltimo por el lema
5.0.4.

Suponga que para cualquier simplejo o de dimensién n, el complejo A% (o) es (n —1)—
conexo, shellable y puro de dimensién n.

Ahora bien, A% (o) = Ar(A%(0)); por hipétesis de induccién Al (o) es shellable y puro
de dimensién n, por lo que segin la observacién 2.6.2, A(A% (o)) es shellable y puro de
dimensién n, una vez mas del lema 5.0.4 se sigue que W(A(A%(0))) = AL (o) es (n —

1)— conexo, shellable y puro de dimensién n, como se queria demostrar. ]

Ahora se enuncia un lema sin demostracién, misma que puede consultar en [9], que

permitird determinar la conexidad del complejo A (Z), al suponer que Z es shellable.

Lema 5.0.6. Si K es un complejo simplicial shellable y puro, y ® : K — 2% es un mapeo

portador q—conexo (Definicion 2.5.5), entonces el complejo simplicial ®(K) es q—conezo.
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Proposicién 5.0.7. SiZ es un complejo shellable, puro y de dimension n, entonces Ag(Z)

es (n — 1)—conexo.

Demostracion. Considere el mapeo Ar : Z — 2% este mapeo es (n — 1)—conexo,
pues si 0 € T es de dimensién m, entonces cod 0 = n — m, y se cumple que Ag (o) es
(n—1)—(n—m) = (m—1)—conexo, esto ultimo es cierto por la proposicién 5.0.3, ademés
el mapeo es rigido y estricto, ya que tanto ¥ y A son mapeos rigidos y estrictos, y la
composicién de mapeos portadores preserva dichas propiedades (Proposicién 2.2.6). Asi

pues, del lema 5.0.6 se concluye que el complejo Ag(Z) es (n — 1)—conexo. O
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Capitulo 6

Conexidad esperada en rondas

subsecuentes

Al final del capitulo 3 se demostré que el problema del consenso binario no se puede
resolver en el modelo de instantaneas inmediatas, y el argumento clave en dicha prueba
fue que el complejo de protocolo A(o) es conexo; después, en el capitulo 4 se introdujo el
protocolo aleatorio de instantidneas inmediatas, que permite alterar la topologia del com-
plejo de protocolo estandar, esto cuando se considera a una de las posibles gréaficas que se
pueden obtener después de que en cada ejecucién los procesos lancen una moneda. Como
se vio anteriormente, distintas combinaciones de monedas dan lugar a distintas graficas,
con distintas propiedades topoldgicas. Es de gran interés saber qué tan probable es que se
obtenga una grafica disconexa al hacer el experimento descrito en el capitulo anterior, pues
obtener una gréfica disconexa es una condicién necesaria (més no suficiente) para poder
definir un mapeo similar a un mapeo de decisién que permita solucionar en un caso par-
ticular por ejemplo, el consenso binario para dos procesos. Si después de la primera ronda
no se obtiene un complejo disconexo, el experimento se puede repetir en cada arista del
complejo obtenido y asi obtener la representacién de los posibles complejos que se obtienen
en las rondas subsecuentes del protocolo aleatorio. Al repetir este experimento es posible
demostrar que el nimero esperado de rondas en el que el complejo seleccionado a lo largo

de las rondas sea disconexo, es finito. Este capitulo esta dedicado a probar dicha afirmacion.
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La figura 6.1 muestra una representacion de la estructura de dichas graficas, note que
hay algunos vértices que estan asociados con dos monedas, una de ellas corresponde a la

moneda lanzada en la primera parte del experimento.

COINGT coingy COLNT COLT Y
coiNg T cozna Y COi’Ra T cozna 1 Cozm, coznb Y C‘O?,n,; T coznC Y (’OZHC T COtNe, Y
0 ao 0 2 as 2 1 b 1 0 CO 0 2 C2 2
.——O .——O .——‘-Q .——‘-Q .——O
Oﬁ—. Q“““QM“. O*“““—“*. O“-“*—““.
coznaly c‘oznalx c‘oznbny coznbn c‘oznbzy Coznbz COchly cozncjas
coinpy COiNpT

Figura 6.1: Representacién de I'?(o).
Las parejas encerradas se denominardn parejas de vértices internos, en este caso son 8
parejas.

Si A es un gréfica, I'(A) denotard a una posible grifica que se obtiene al realizar el
experimento descrito anteriormente en cada una de las aristas de A, y I'?(0) denotars a
una grafica que se obtiene al realizar el experimento en las aristas de I'(o), de forma similar
se define I'"(¢) como una grafica que se obtiene al realizar el experimento en las aristas de
I'""!(0), donde o es cualquier arista. Es importante tener en cuenta que la grafica I'(o)
representa a los posibles resultados del experimento y no se trata de una gréfica fija o

determinada.

Lema 6.0.1. Sea o una arista cualquiera y I'y, el evento en el que el complejo I' (o) es

conexo, entonces se cumple que

1 ) Sho1 381

Pr(re) = (5

Demostracion. Primero se hard la prueba para los casos r = 1, 2 e inmediatamente después,
para el caso general.

Observe que para r = 1 (6.2), es necesario que las dos parejas de vértices internos obtengan
el mismo valor al lanzar sus correspondientes monedas; lo que los vértices en los extremos
obtengan no afecta a la conexidad del complejo I'(o). La probabilidad de que una pareja de

. . . 1 e
vértices coincidan en sus valores al lanzar sus respectivas monedas es 5 La probabilidad
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de que I'(0) sea conexo es la interseccién del evento en el que la primera pareja de vértices
internos obtiene el mismo valor al lanzar las monedas y el evento en el que a la segunda
pareja le sucede lo mismo. Como estos eventos son independientes, la probabilidad de la
interseccion se calcula como el producto de las respectivas probabilidades, que en este caso

1 1\3'-1
es la misma y es > por lo que la probabilidad de que I'(o) sea conexo es 1= <§> .

COLNGT coingy COLTLeT coingy
a &
coinpy COINpT

Figura 6.2: Para que I'(0) sea conexa es necesario que las dos parejas de vértices internos
coincidan en el valor de sus monedas, respectivamente.

Ahora bien, para 7 = 2 es necesario que I'(¢) sea conexo para que I'>(¢) también lo sea,
lo que implica que I', C T',, por lo que T2 = T2 NTE y Pr(I'%) = Pr(T%|TE) -Pr(TE). Por
un lado, se tiene que Pr(I’lc) = i, asi que resta calcular Pr(F%]I’lc), que es la probabilidad
de que T'?(0) sea conexo asumiendo que I''(o) lo es; para que esto suceda, es necesario
y suficiente que al igual que en el caso anterior, cada pareja de vértices internos obtenga
el mismo valor. El niimero de parejas de vértices internos es 8, por lo que Pr(F%]Plc) es
la probabilidad de la interseccién de 8 eventos que son aquellos en los que cada pareja
de vértices obtiene el mismo valor al lanzar las monedas correspondientes; como estos
eventos son independientes, el calculo de la probabilidad de su interseccién estd dada por

1
el producto de sus probabilidades, que es 3 para cada uno. De lo anterior se sigue que

Pr(Ig|TE) = (%)ipor lo que Pr(T'%) = (é)Si _ <;)321.<;)311 _ (;)(311)“321)-

Para el caso general el analisis es muy similar a lo dicho anteriormente, pues para que

I'" (o) sea conexo, se tiene que cumplir que I''(¢), ..., "~ 1(o) son conexos, esto implica que
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I CTEN...nTE !y TL =TLN....nTL ! NTE, asi pues,

Pr(Ty) =Pr(TeNTE ! N...NTE)
=Pr(I¢|lG ' N...nTg) - Pr(TE ' n...NTE)
=Pr(TL Tt - Pr(TG ' n...nTE)
=Pr(ILT5 Y - PrTL TG 2N ... NTE) - Pr(TL 2N ... NTE)
=Pr(IG|T5 Y - Pr(TL TG %) - Pr(Th 2N ... NTg)

= Pr(Ip05 ) - Pe(Cy 05 2) - Pr(TE[TE) - Pr(Th).

Para terminar la prueba, note que si k es tal que 2 < k < r, entonces Pr(Flg|Flgl) =
<;>3k1, donde 3% —1 es el niimero de parejas de vértices internos de I'* (o), pues como ya
se dijo antes, si uno asume que kal(a) es conexo, basta con asegurar que cada pareja de
vértices internos de I'*(o) obtiene el mismo valor al lanzar una moneda para que I'*(o) sea

conexo, y como evento lo anterior equivale a la interseccién de 3¥—1 eventos independientes,

1
cada uno de probabilidad 5 Asi que

1)22:2 3k—1 _ (1)31—1 _ (})lel 3k_1
5 .

Pr(Tp) = ([T Pr(réirg™) - pert) = (5 ;
k=2

Proposiciéon 6.0.2. Si o es una arista cualquiera y Z es una variable aleatoria discreta
tal que Z = r si I" (o) es conero pero I7 (o) es disconexzo (T°(c) se define como o),

entonces el valor esperado de Z es menor o igual que 3, es decir,

ElZ] < 3.

Demostracion. Utilizando la notacion del lema anterior, se tiene que FTC_I NI es el evento
en el que I'"~1(o) es conexo pero I'" (o) es disconexo (I'}, es el evento: I (o) es disconexo);

por lo que si 2 < r, entonces
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Pr(Z = 7] =Pr(I'; ' NTY)

— Pr(Ip|T ) - Pr(Ty )

SrZhako1
= Pr(I 1% Y) ( ) t= Lema 6.0.1
1\ Ctgka
— Pr ( ‘FT‘ 1 (5) k=1 (Fr) Fr
~ (1= prrpig ) - (B)F
37—1 1\ Sr2igk1
- (1— (7) ) <§> = Lema 6.0.1
1\3"-1 1 231 1
Para simplificar la dltima expresién observe que 1 — <§> =l-ga= 91

y ademas

Z3’f1—<23k) (r—1) :(§3k>[(r1)+30]
_(37‘—1 . 3 -2r—1

2 2

(progresién geométrica).

Al sustituir estos valores en el célculo de Pr[Z = r|, se obtiene que

riz == (-4 ()

3" —2r—1
3r—1 _ = -
— (!) . (1) 2
2371 2
La 1ltima expresion se reduce aplicando operaciones elementales para asi concluir que si

2 < r, entonces

(6.1)

Sir =1, entonces Pr[Z = 1] = Pr(I'h) = =

El valor esperado de Z, es por definicién E[Z] = > r - p(r), donde p(r) = Pr[Z = r].
En lugar de calcular el valor de E[Z], se optard por dar una cota superior, para dar dicha

cota es necesario probar el siguiente par de afirmaciones :

T 3
1) Y2, — ==
( ) ZT‘:2 2r 2
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1

(2) Para toda r € N tal que 2 < r, se cumple que 531 < o

~ T

7_21? — 2

3 [
—, primero se probard que Y

Prueba de (1). Para probar que > 2, > =3

Para ello considere las siguientes igualdades

r=1
00

+1
:ng-

r=0

Por lo que

Esta tltima igualdad es bastante conocida por lo que se omite su prueba.
r 1 3

Teniendo que Y o0 I 2, se concluye que > >0, — = )
r=1 2r r=2 27' 2 2

Prueba de (2). Considere la funcién f(r) = 3"—3r—1, f cumple que 0 < f(r)si 2 <r,

pues note que 0 < f(2) =2y f es creciente, ya que si 2 < r, se tiene que

3<2.3"
0<2-3"—3
0<3-3"—3"—3
0§3r+1_3r_3
0<3r+l 3" _3
—3r—1<3*tl 3" -3-3r—1
3 —3r—1<3t_-3-3r-1
3 —3r—1<3M -3(r+1)-1

flr) < flr+1),
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lo que prueba que f es creciente (basta con hacer la prueba tnicamente con naturales), y
como 2 < f(2), entonces 0 < f(r) si 2 < 7; de esto se sigue que r < 3" — 2r — 1, y como

B < 1, entonces , como se afirmo.

1S o

Finalmente, se tiene que

o0

B2 =Y rp) =2+ Y sl < 4> 0=

r=2 r=2

W oo
_l_
pO | o
I
| O
IA
w0
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones

Este trabajo representa un primer paso en el estudio de los algoritmos distribuidos
y aleatorios a través de la topologia combinatoria. En el capitulo 4 se dio la definicion
del modelo operacional y combinatorio del protocolo aleatorio de instantaneas inmediatas.
Después en el capitulo 5 se estudiaron algunas propiedades de conexidad del complejo de
protocolo asociado al modelo combinatorio y en capitulo 6 se explicé como el complejo (al
que se denominé I'(0)) que resulta al elegir una faceta por cada una de las pseudoesferas
de las facetas del complejo del modelo determinista se desconecta en un nimero finito de

rondas.

La descripcién y el estudio de las propiedades topolégicas del complejo de protocolo
del modelo aleatorio de instantdneas inmediatas resultaron ser sencillos gracias al conoci-
miento que se tiene de antemano sobre el modelo determinista, sin embargo hay algunas
nociones, como la de solubilidad, que no fueron analizadas en este trabajo, aunque se hablé
de relajar algunas condiciones (como la terminacién con probabilidad mayor que cero), no
se llegd a una definicién que involucre una relaciéon directa entre el complejo de protocolo

y el complejo de salida.
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7.2. Trabajo futuro

Quedan muchas interrogantes después de presentar este primer acercamiento al estudio
de algoritmos aleatorios como lo es, por ejemplo, establecer una nocién de solubilidad pa-
recida a la del caso determinista. En el capitulo 4 se suposo que el resultado de lanzar una
moneda era justo y que los tinicos valores que se podian obtener eran 0 y 1, estas condicio-
nes se podrian extender de la siguiente manera, en primer lugar, en [2] se describe un tipo
de moneda que cumple la condicién que dado un paramétro de acuerdo §, la probabilidad
de que todos los procesos obtengan el mismo valor (0 o 1) es al menos 4, este parame-
tro resulta 1util para hacer mas eficiente un algoritmo como el consenso y también para
enfrentar a un adversario fuerte, posiblemente reduciendo el nimero de rondas esperado
para solucionar una tarea; para aumentar el nimero de valores aleatorios que se pueden
obtener al lanzar una moneda se podria recurrir a la definicién general de pseudoesfera,
sin embargo, la pseudoesfera en general no es isomorfa a la esfera combinatoria, por lo que
se tendria que analizar con cuidado las repercusiones de esta modificacién.

Finalmente, en el capitulo 6 se hace un estudio de la conexidad esperada en rondas subse-
cuentes para dos procesos, hay dos direcciones en las que se puede continuar dicho estudio,
una de ellas es aumentar el nimero de procesos y por lo tanto la dimensién del complejo
de protocolo, y preguntarse por la probabilidad de que dicho complejo se desconecte en un
numero finito de rondas; la otra direccién esta relacionada con la conexidad en dimensiones
superiores, es decir, preguntarse cudl es la probabilidad de que el complejo de protocolo

sea k—conexo en una cierta ronda 7.



Apéndice A

Nociones basicas de probabilidad.

En este apéndice se presentan algunos conceptos de la teoria de probabilidad que se

usan a lo largo del texto y que han sido transcritos de [15].

Definicién A.0.1. (Espacio de probabilidad) Un espacio de probabilidad es una terna
(Q,.#, P) en donde Q es un conjunto arbitrario, .# es una familia de subconjuntos de 2 y
P es una funcién definida sobre .#, que cumplen las siguientes condiciones

% debe cumplir

(S1). Qe 7.

(S2). Si A € .Z entonces A° € .Z.

(S3). Si Ay, Ag, ... € F, entonces | J, | An € F.

Mientas que P satisface

(P1) P(A) > 0.

(P2) P(Q) =1.

(P3) P(Up2y Ak) = > poy P(Ag) cuando Ay, As, ... son ajenos dos a dos.

A los elementos de % se les llama eventos.
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Definicién A.0.2. (Probabilidad condicional) Sean A y B dos eventos y supongamos que
B tiene probabilidad estrictamente positiva. La probabilidad condicional del evento A,
dado el evento B, se denota por el simbolo P(A|B) y se define como el cociente

P(ANB)

P(AIB) = =55

El concepto de independencia es una forma de incorporar al cdlculo de probabilidades la
no afectacion de la ocurrencia de un evento sobre la probabilidad de otro. Es un concepto
importante que se deriva de observaciones de situaciones reales y su utilizaciéon reduce

considerablemente el calculo de probabilidades.

Definicién A.0.3. (Independencia de eventos) Se dice que los eventos A y B son inde-

pendientes si se cumple la igualdad
P(ANB) = P(A)P(B). (A1)

Bajo la hipdtesis adicional de que P(B) > 0, la identidad A.1 puede escribirse como
P(A|B) = P(A) y esto significa que la ocurrencia del evento B no afecta a la proba-
bilidad de A. Andlogamente, cuando P(A) > 0 la identidad A.1 se puede escribir como

P(B|A) = P(B), es decir, la ocurrencia del evento A no cambia a la probabilidad de B.

Consideremos que tenemos un experimento aleatorio cualquiera junto con un espacio

de probabilidad asociado (Q2,.%#, P).

Definicién A.0.4. (Variable aleatoria) Una variable aleatoria es una transformacién X

del espacio de resultados €2 al conjunto de nimeros reales, esto es,

X:Q-—>R,

tal que para cualquier nimero real x,

{weQX(w)} e #.
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Definicién A.0.5. (Variable aleatoria discreta) Decimos que una variable aleatoria es
discreta cuando el conjunto de valores que ésta toma es un conjunto discreto, es decir, un

conjunto finito o numerable.

Definicién A.0.6. (Funcién de probabilidad) Sea X una variable aleatoria discreta con
valores g, 1, .... La funcidn de probabilidad de X, denotada por f(z): R — R, se define

como sigue

P(X =z) siz=uxg,x1,..
0 otro caso.
En palabras, la funcién de probabilidad es simplemente aquella funcién que indica la

probabilidad en los distintos valores que toma la variable aleatoria.

Definicién A.0.7. (Esperanza de una variable aleatoria discreta) Sea X una variable

aleatoria discreta con funcién de probabilidad f(z). La esperanza de X se define como

E(X)=) f(a)z,

suponiendo que esta suma es absolutamente convergente, es decir, cuando la suma de los

valores absolutos es convergente.

La esperanza de una variable aleatoria es entonces un nimero que indica el promedio
ponderado de los diferentes valores que la variable puede tomar. A la esperanza se le conoce

también con los nombre de media, valor esperado o valor promedio.
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