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CapriTUuLO 0

Introduccion

“A wveces Dios nos lleva por aguas
turbulentas, no para ahogarnos,
sino para purificarnos.”

AUTOR DESCONOCIDO

En este capitulo se presenta una introduccién del trabajo realizado, asi como la
linea cientifica que marca el nacimiento de la teoria del solitén. Esta inicia con
el primer avistamiento registrado de una onda solitaria y, con la implementa-
cién y desarrollo de novedosas técnicas, se comienza a estudiar sus propiedades
dindamicas. Como referencias generales para este capitulo se sugieren los articu-
los [28], [18] y [12][} Para referencas acerca del desarrollo histérico expuesto en
este apartado, consultar los trabajos 23], [10] y [11].

0.1. Un panorama general

Desde tiempos remotos, el agua ha sido un objeto de inspiracién para un sinntime-
ro de ideas. Se encuentra plasmada en el arte, por ejemplo, en pinturas, poemas
e incluso composiciones musicales. También en la ciencia abundan ejemplos de
actividades e investigaciones sobre el agua, la invencién de acueductos y pre-
sas, el estudio de tormentas y tsunamis o la bisqueda de este liquido vital en
exoplanetas dispersos por el Universo. A lo largo del tiempo, la idea de hallar un
modelo que determine el movimiento del agua bajo condiciones dadas ha estado
en constante crecimiento y, uno de los tantos sucesos que han aportado a este
problema es el punto de partida para la teoria que se expondrd en el presente
trabajo.

En 1834 el ingeniero inglés Scott Russell, al detenerse a observar el Union
Canal que va de Edimburgo a Glasgow, vio cémo el stubito detenimiento de
un bote, jalado por dos caballos en una parte angosta del canal, generaba el
desplazamiento de un ‘gran’ cumulo solitario de agua.

Esta ola solitaria mantenia la misma forma independientemente de la dis-
tancia a la orilla del canal. Asi, vista como una onda, su altura, que corresponde
a la amplitud de onda, era de aproximadamente cincuenta centimetros y poseia
una longitud, correspondiente a la longitud de onda, de unos diez metros. Tras
seguirla a caballo noté que, aparentemente, no perdia su forma y se movia a

1 Asf como [20] y [14] para un estudio més riguroso sobre el tema.
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una velocidad uniforme, siendo esta tltima de unos quince kilémetros por hora,
perdiéndose después de aproximadamente unos tres kilémetros.
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Figura 1: El movimiendo de una ‘Gran ola de traslacion’ [28].

En su reporte de 1844 , entregado a la British Association for the Ad-
vancement of Science, incluyo los resultados de sus experimentos de simulacién.
Dedujo que la velocidad ¢ de la ola de traslacion —onda solitaria— tenia que
satisfacer la condicién ¢? = g (hg + a); donde g es la aceleracién constante de
la gravedad, hg la profundidad constante del canal en reposo y a la amplitud
de la ola. Este descubrimiento contradecia tanto a la intuicién como a la teoria
existente para la mecénica de fluidos, lo que llevé a mostrar, matematicamente,
un modelo que sustentara la existencia de las llamadas ondas solitarias.

Fue hasta 1872 que el fisico matematico francés Joseph Boussinesq @ sen-
taba, rigurosamente, la base matematica necesaria para modelar este tipo de
fenomeno: el paso de una ola sobre un canal rectangular, donde su longitud
fuese mayor que la profundidad del canal, y de amplitud menor a dicha profun-
didad, desplazandose sobre el largo del mismo de manera independiente a su
ancho.

Para 1876, Lord Rayleigh —John William Strutt— mostré una soluciéon
de forma explicita, con base en la teorfa de Boussinesq. A partir de las ecuaciones
de movimiento para un fluido no viscoso e incompresible, exhibieron la ecuacion
que debia satisfacer la velocidad de la ola, que coincidia con lo observado por
Russell. Asi, ya se tenia una base para el estudio de las ondas solitarias y, al
menos, una funcién explicita cuya grafica modelaba el perfil de onda, suponiendo
un movimiento uniforme con respecto al ancho del canal, un canal angosto,
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donde la longitud de onda era mayor a su amplitud, una onda larga.

En 1895, Johannes Korteweg y Gustav de Vries [18] concluyeron toda la
teoria en sélo una ecuacién, la ecuacion de Korteweg y de Vries o simplemen-
te ecuacién KdV, que gobierna el movimiento de la superficie del agua al ser
perturbada por el paso de la onda solitaria.

La forma clasica en que se presenta dicha ecuacion es la expresion

U = 6UUy — Ugza, (1)

formada por términos no lineales y dispersivos. La ecuacién KdV es la ecuacién
de movimiento para la onda solitaria u = u (x,t) moviéndose en direccién po-
sitiva z al tiempo ¢ sobre un canal angosto de poca profundidad; donde la ola
tiene longitud grande y amplitud pequena, con respecto a la profundidad del
canal. Dada la complejidad de , por ser una ecuacién diferencial en deriva-
das parciales (EDP) no lineal, no hubo grandes avances en torno a su solucién
general.

Sin embargo en la década de 1960, con el desarrollo de la programacién y
la invencién de las computadoras, diversos matematicos hicieron importantes
avances en dar solucién a las EDPs. Para 1965 Martin Kruskal y Norman Za-
busky [30] mediante métodos numéricos analizaron a KdV. Mostraron que una
onda solitaria es estable, pues viaja sin deformarse.

Ademais, vieron que al hacer correr dos ondas solitarias separadas, con la
primera seguida por una de mayor amplitud —y asi de mayor velocidad—, al
interactuar ésta con la primera y colisionar, después de un determinado tiempo
la onda grande recobra su forma original y continia su camino, dejando atras a
la primera, quien sufre el mismo fenémeno. Asi, mostraron que una onda soli-
taria es estable incluso ante perturbaciones no lineales. Por este extraordinario
resultado, renombraron a las ondas solitarias como solitones. Estos hallazgos
motivaron a otros matematicos a trabajar, tanto individualmente como en equi-
po, en el desarrollo de la teoria del solitén.

El articulo [13], publicado en 1967, Robert Miura, Clifford Gardner, Mar-
tin Kruskal y John Greene exhiben un método para resolver la ecuacién KdV.
Realizan una serie de articulos bajo el titulo ‘Korteweg-de Vries Equation and
Generalizations’ (1-v1), donde desarrollan un andlisis dindmico de la ecuacién
KdV. En el articulo 11 [25] dan a conocer la existencia de constantes de mo-
vimiento; valores independientes con respecto al tiempo en las ondas de tipo
solit6n, discutiendo en el articulo v [19], de la manera mds general posible, las
pruebas de existencia y unicidad de las leyes de conservacién asociadas a KdV.

En cuanto al articulo 111 [29], relacionan a la KdV con la ecuacion de Burgerd?]
a partir de un sistema conformado por las ecuaciones generales de la dinamica
de fluidos. El suponer perturbaciones pequefias permite implementar una serie
de potencias con un pardmetro € de amplitud —de la ola— en el estado inicial
del sistema, concluyendo su andlisis con la obtencién de y la ecuacién de
Burgers a partir de en dicho sistema.

2Es una EDP conformada por términos no lineales y difusivos. La forma a la que se refiere
el articulo, ut + uuy = vuge. Representa, por ejemplo, la velocidad de un fluido u con v su
viscosidad cinematica.
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Por su parte, Miura en el articulo 1 define una transformacién que re-
laciona a con una ecuaciéon modificada de KdV, mKdV, para asi, junto con
Gardner, Greene y Kruskal, en el articulo vi , exhibir una teoria de ope-
radores para encontrar soluciones a las EDPs a través de analizar sus valores
propios, desarrollando el método de dispersion inversa.

En cuanto al articulo 1v , Gardner muestra que en un espacio de funcio-
nes dado puede definirse un operador Lagrangiano. Entonces cualquier funcién
u(x,t) en dicho espacio satisface la ecuacién KdV si, y sélo si, satisface la
ecuacién de Euler-Lagrange asociada a dicho operador; es decir la ecuacién (|1))
admite una estructura Lagrangiana.

También muestra que para un espacio de funciones periédicas dado puede
definirse un funcional Hamiltoniano, concluyendo que cualquier funcién u (x,t)
en dicho espacio satisface si, y s6lo si, satisface las ecuaciones candnicas de
Hamilton. Asi, la ecuacién KdV también admite una estructura Hamiltoniana.

En ese mismo ano, Vladimir E. Zakharov y Ludvig D. Faddeev publicaron
un articulo donde expresaron a la ecuacién KdV como un ejemplo de un
sistema integrable de dimension infinita.

Cabe mencionar los trabajos que realizé Peter Lax, los cuales fueron inspira-
dos por 1, 11 de ‘Korteweg-de Vries Equation and Generalizations’, y utilizados
por Miura, Gardner, et al para realizar su articulo vi. En el articulo definio
la derivada con respecto al tiempo de un operador a partir del conmutador,

L = [M, L], con L un operador definido sobre un espacio de Hilbert.

Lax probd que, para el operador L definido como L = —g—; + u(x,t), con
u (x,t) solucién de , siempre se puede encontrar un operador adjunto anti-
simétrico M (t) tal que el conmutador [M;, L] es s6lo un operador de multiplica-
cién. Asi, si la ecuacién de evolucién L := [M i, L] satisface el segundo miembro
de la ecuacién KdV, u; = [Mj, L] define una ecuacién de orden j de KdV.

Figura 2: Creacién de un solitén sobre un canal [9].
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Toda esta hazana de poco mas de 180 anos en el desarrollo de una teoria
fisico matematica concluye con el desarrollo de una nueva area y la implementa-
cién de nuevas técnicas para resolver ecuaciones diferenciales a partir del analisis
funcional.

En el presente trabajo nos proponemos abordar el desarrollo de la ecuacién
de Korteweg y de Vries, asi como la implementaciéon Lagrangiana y Hamiltonia-
na, encontrar los valores constantes —constantes de movimiento— con respecto
al tiempo que aparecen en dicho desarrollo para darle solucién a en un
sentido integral. Para esto, dividiremos el trabajo en cuatro capitulos.

En el primer capitulo sentaremos las hipétesis para el estudio de la mecénica
de fluidos, obteniendo las ecuaciones generales para estudiar la hidrodinamica
en su forma vectorial.

Definiendo a U el campo de velocidades para las particulas del fluido, a partir
de suponer un fluido con viscosidad nula obtenemos la ecuacion de movimiento

de Fuler 5U )
—+U-V)U+ -VP=g. 2
o+ (U-V) U+ TP g 2)
Por la hipdtesis del medio continuo y la consideracién de tener un fluido incom-
presible y homogéneo se deduce una expresion sencilla, la ecuacion de conser-

vacion de masa

V-U=0. (3)

Y, asumiendo que el campo U del fluido es irrotacional, la ecuacion de Bernoulli
dp 1 P ¢

T — =0 4

oo+ 5Vl + = gz =0, (4)

con ¢ el campo gradiente de U, V¢ = U.

En el segundo capitulo presentaremos las condiciones de frontera para nues-
tro fluido, el agua. Esto con el propésito de analizar nuestro problema: modelar
el paso de una ola larga en un canal angosto. Supondremos el paso de una ola
sobre un canal rectangular con profundidad hy constante, donde la longitud de
la ola A\ es mayor a hg y ésta mayor a su altura a. Ademaés, consideraremos que
es una ola de gravedad; es decir, sdlo la gravedad interviene para restaurar el
canal en reposo.

A partir de implementar las condiciones de frontera en las ecuaciones H
y suponer de que el perfil de la ola no cambia con respecto al ancho y del canal,
se concluye con el sistema de ecuaciones

Prz + Pz = 0; R(t)
Yz = Oa z = _hO
(5)

1
wt+§(¢i+¢§)+gn=0, z=n(z,t)

N+ @atle — =0, z=n(z,1);
donde las coordenadas = y z representan la direccién en que se propaga la ola y

la altura de la misma respectivamente, ocupando el agua al tiempo ¢ la region
R(t).
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Adimensionalizando el sistema a partir de las magnitudes antes descritas,
se le asocia a la funcién adimensional de ¢, ® (£, ¢, 7), una serie de potencias. Por
las condiciones supuestas para la ola, los términos asociados a los parametros
de amplitud £ = a/hg y profundidad § = (ho/A)? tenderén a cero.

Figura 3: Gréfica del perfil de una onda solitaria con respecto al tiempo.

Considerando hasta los términos de primer orden obtenemos la ecuacion
3 Co 1
Nt + Cone + =7 MMa + =h5CoNzza = 0, (6)
2 hg 6

la ecuacion de Korteweg y de Vries en su forma dimensional. Aplicando una
transformacién galileana y un posterior reescalamiento obtenemos la forma clasi-
ca de la KdV .

Para estudiar la dindmica de la ecuacién KdV es necesario comprender los
sistemas dindmicos. Para ello, en el capitulo 3 desarrollamos la teoria que es-
tudia los sistemas integrables en dimensién finita: los sistemas Lagrangianos y
Hamiltonianos; los primeros regidos por la ecuacidn de Fuler-Lagrange

d /0L oL
J— _ —_—= 0
de (3('1> oq @)
y los segundos por las ecuaciones de Hamilton
. OH . OH
p= _a_qv q= % (8)

Es de nuestro interés interpretar las nociones de espacios fase, coordenadas
generalizadas, curvas, accion y demds para el caso de espacios de funciones, en
particular espacios que abarquen a funciones u (z, t) solucién a KdV. Todo esto
se describe en el tltimo capitulo.

Tomando el espacio de funciones X como el espacio de funciones diferencia-
bles f : R — R con soporte compacto, se define el Lagrangiano

Lifw)= [ 5= =5f )
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con v variaciones a f, v € X. Considerando una curva ¢(t) en X definimos una
funcién de dos variables u (x,t) := g(t) (z). Asi, se define la accién ® de L como

®u] = //R %%@ — 3 — %(bfw dzdt; (10)

con ¢ la funcién potencial de u. Se concluye que las curvas que minimizan la
acciéon del Lagrangiano @[) son funciones que satisfacen KdV .
A partir del espacio Y de funciones f diferenciables periédicas, de periodo
27, se define la funcional H como
2m 1
U= [ s ()

Tomando la representacion en series de Fourier para cada f, la derivada varia-
cional de H es oy . ey
f a neZ f-n

Al tomar una curva g(t) en Y y su funcién u de dos variables asociada, se llega
a la igualdad

0 (0H
- = x — Uzxx 1
5 <6u> buty — u (13)
entonces si u (x,t) satisface KAV, por (13)) y (12),
du,, i OH
- . 14
dt 27rn5‘u_n (14)
Con las sustituciones
1 7
n = —Un, n = U—n, H=_— 15
Gn = —u Pn=u 5 (15)

se concluye que la ecuacién KdV admite una estructura Hamiltoniana.

El andlisis para la obtencién de infinitas constantes de movimiento para KdV
parte de hallar un par de funciones X',7 : Y — R que satisfagan una ley de
conservacion para KdV:

or  ox
ot T or

Para ello se utilizan la transformacion de Miura M [v] = v? + v, y la trans-
formacién de Gardner G [w] = e*w? +w + cw,, definidas a partir de la ecuacion
modificada de KdV

0. (16)

vy = 6020, — Vpay (17)

v la ecuacion de Gardner
wy = 622w w, + 6wwy — Wegps (18)

respectivamente.
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Dado que si w (z,t) satisface (18) entonces u (x,t) definida como u = G [w)
satisface . Asociandole una expansién asintética a w, a partir de la transfor-
maciéon de Gardner se deduce que cada coeficiente w,, estd en funciéon de u y
sus derivadas espaciales.

Al distribuir los coeficientes con respecto a las potencias de ¢, se tiene que
para cada natural par existen dos expresiones que satisfacen la ley de conser-
vacion 7 concluyendo que la ecuacién KdV tiene una cantidad infinita de
constantes de movimiento.

La importancia de esta ecuacién, y de la teoria de solitones, va més alld
de modelar una onda solitaria, su implementacién tiene lugar en multiples ra-
mas de la fisico matemaética: hallar soluciones para la ecuacién no lineal de
Schrodinger (NLS), modelar el desplazamiento de un Tsunami asi como el de
los pulsares, senales neuronales o la implementacion en las fibras 6pticas, por
nombrar algunos.



CapiTuLO 1
Del movimiento en los
fluidos

“No puede entrar en razén quien
piensa de forma automdtica”

AYN RAND (1905-1982)

En este capitulo se desarrollaran las herramientas necesarias para la deduccién
de las ecuaciones generales de la mecdnica de fluidos. Partiendo de la mecénica
de cuerpos rigidos se supondran condiciones para el flujo, con las cuales se
obtienen la ecuacion de Euler, la ecuacion de conservacion de masa y la ecuacion
de Bernoulli. Como referencias generales se tienen los libros [8], |15], [22] y [4],
asi como el articulo [27].

1.1. Conceptos preliminares

La mecdnica de fluidos —también conocida como dindmica de fluidos— tiene
como objetivo estudiar el movimiento de los ‘fluidos’, es decir su flujo. Entende-
remos por fluido a una sustancia que sufre una deformacién continua al aplicarle
una fuerza por muy pequena que sea. Son ejemplos de fluido los liquidos y los
gases. En este trabajo, solo trataremos con los primeros.

Asi como el estudio de la mecénica de cuerpos rigidos —la mecdnica newto-
niana— se apoya en el andlisis a los sistemas de particulas puntuales basdndose
en un punto material, la mecanica de fluidos se apoya en el analisis a una particu-
la de fluido o bien una masa ‘elemental’ sobre un medio.

La contribucién de Isaac Newton cambié la manera de estudiar los sélidos al
mostrar la relacién de la variaciéon del momento —lineal— con las fuerzas que
actian en la particula, la seqgunda ley de Newton, que se expresa matemaética-
mente como F' = m-a; donde F' denota a todas las fuerzas externas que actian
en una particula de masa m desplazdndose a una aceleracién a.

Partiremos de la validez de algunos resultados en el estudio de los sélidos,
para estudiar a los fluidos con las mismas bases. En este capitulo tendremos
como objetivo el escribir la segunda ley de Newton en los fluidos; de manera
que, en esta primer parte nos centraremos en conocer qué fuerzas actian en los
fluidos y la expresién que define a su aceleracién.
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A diferencia de los solidos, en los liquidos el concepto de ‘particula’ no se
encuentra bien definido, sin embargo la interpretaremos como un pequeno ele-
mento en la mecdnica de un medio continuo. Esta se supone lo suficientemente
pequena para que en todas sus partes guarde las mismas propiedades; es decir,
que la particula sea isdtropa. Por ejemplo, que todas las partes de una gota
diminuta de agua tengan una misma velocidad de traslacién, o bien, que en la
particula se mantenga una misma densidad p.

La hipdtesis del concepto de ‘continuidad’ es fundamental en fisica, aqui la
supondremos con respecto a la distribucién del fluido, esto es la hipdtesis del
medio continuo. Dicha hipotesis establece que el fluido es continuo con respecto
al espacio que ocupa. Asi, las propiedades del fluido pueden ser aplicadas de
manera uniforme a todos sus elementos en cualquier instante de tiempo. Por
ejemplo, la velocidad de un flujo situado en un espacio cartesiano estd dada por
un campo vectorial continuo.

Entonces las particulas tienen que ser lo suficientemente grandes para para
encerrar un cierto volumen de fluido, concluyendo que nuestro fluido esta cons-
tituido por elementos con volumen, particulas de fluido, no presentando huecos
entre ellos y cubriendo todo el medio.

Por ultimo, las propiedades moleculares de las particulas de fluido; como
movimientos brownianos o fuerzas intermoleculares, seran despreciadas en este
estudio. Por ejemplo, para el estudio del movimiento de las olas, omitiremos
el factor de la tensién superficial, restringiéndonos al andlisis de las olas de
gravedad.

Asi, comenzaremos definiendo los elementos que jugardn un papel muy im-
portante en el estudio de los fluidos, y concluiremos con un analisis de las olas
de gravedad situdndolas en un canal angosto y con profundidad hg constante.

1.1.1. Consideraciones para los fluidos

En el mundo hay un sinfin de fluidos y, debido a la riqueza en su diversidad de
propiedades, el querer estudiarlos globalmente es practicamente imposible; ello
dificulta poder generalizar resultados. No obstante, tener varias suposiciones
ayuda a agruparlos, de manera que las ecuaciones que obtendremos seran para
estudiar un tipo en particular de flujo: el movimiento del agua.

H; Flujo incompresible

El concepto de fluido dado en la pagina [9 no hace diferencia alguna entre
los liquidos y los gases. Las moléculas de un gas se encuentran mas separa-
das que las de un liquido, de manera que un gas es altamente compresible;
en cambio, un liquido es relativamente incompresible. Un claro ejemplo es
el aire; un gas facil de comprimir, y el agua; un liquido casi incompresible,
donde la variacién de su volumen y su masa es tan pequena que puede ser
despreciable.

Esta hipétesis se puede resumir en una pequena oracion: la cantidad de
fluido que fluye ‘por completo’ en un volumen determinado V y fijo a
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través del tiempo t no cambia. Es decir:

op
i 0. (1.1)

H; Fluido homogéneo

El estudiar a un fluido en particular no implica que sélo consista de uno,
es decir, que dicho fluido presente un solo tipo de particulas. Por ejemplo,
puede darse el caso donde quiera analizarse el fenémeno de verter aceite
en un vaso con agua, o el de una taza de café acompanada con un poco
de crema. Asi, puede haber fluidos heterogéneos u homogéneos. La densi-
dad, por ejemplo, es una de las propiedades que difieren entre estos dos
fenémenos.

En un fluido heterogéneo la densidad de la particula depende de su posi-
cion; si estamos en el primer ejemplo, la densidad obtenida en el fondo o
en la parte superior del vaso serd distinta —el agua es més densa que el
aceite—. Y si estamos en el segundo ejemplo, después de haber mezclado
el café con la crema, en cualquier posicién que ocupemos del interior de la
taza tendremos una misma densidad. Asi, si tenemos un fluido homogéneo
en el espacio cartesiano, la densidad de una particula no depende de la
posicién en la que se encuentre. Es decir,

Op Op Jp
— =0, —=0, —=0. 1.2
Ox T Oy T 0z (1.2)
Observacion 1. Si tenemos un flujo homogéneo donde su flujo sea in-
compresible, implica que p es constante.

La figura[I-1 muestra a una particula P sobre un fluido homogéneo, todos
los elementos de P tienen la misma densidad, no variando con respecto al
tiempo. Si el flujo es incompresible la cantidad de masa que contiene se
conserva y al tomar otra particula con el mismo volumen esta delimitard
la misma cantidad de masa, es decir la densidad del fluido es constante.

Figura 1.1: El paso de un fluido homogéneo con un flujo incompresible sobre una
particula P.
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Hs Flujo ideal

La viscosidad de un flujo puede interpretarse como la resistencia de las
particulas a su movimiento a partir una la fricciéon entre estas, creada
a partir de esfuerzos tangenciales. En el flujo no todas las particulas se
desplazan a una misma velocidad, por ejemplo las particulas que estdn en
contacto con las paredes de un envase, esto provoca que colisionen entre
ellas.

El agua es un fluido con una viscosidad muy pequena, de manera que
la consideramos despreciable para el presente estudio. En cambio, si estu-
viéramos trabajando con el aceite, tendriamos que considerar dicho factor.
Un flujo con viscosidad nula recibe el nombre de flujo ideal.

H,; Flujo irrotacional

En matemadticas, se dice que un campo vectorial U= (u,v,w) es irrota-
ctonal si su vorticidad es nula, es decir, si su rotacional es cero. Este se
define como el producto cruz del operador nabla V con dicho campo

— 1.
Oy 0z 0z Ox dr Oy (1.3)

rot(U)zVXUz(aw Ov Ou Ow Ov 8u>’

con nabla el operador gradiente
g (200
dx’ 0y’ 0z

Bajo la interpretacion fisica, se dice que las particulas del fluido siguen
una trayectoria sobre el flujo, una linea de corriente suave y ordenada.
Si el flujo se desplaza sobre una corriente circular, se dice que el flujo es
irrotacional si la velocidad angular de las particulas es cero. La imagen[1.2
presenta el caso de un flujo sobre una tuberia, donde las lineas de corriente
se encuentran en una corriente circular pero no se encuentran girando.

Figura 1.2: El paso de un flujo irrotacional sobre una tuberia.
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1.1.2. Formalismo matematico

Consideremos un fluido en un espacio coordenado. Para cada x en el espacio,
U(x,t) denota la velocidad de la particula del fluido que estd pasando por él al
tiempo t. La relaciéon que guardan la masa del fluido presente sobre un volumen
determinado —densidad de un fluido— es p(x,t) y la presién en cualquier
elemento del fluido la denotaremos como P (x,t).

Por ejemplo, si nos encontramos trabajando en el espacio cartesiano R? y
x =x(t) = (x(t),y(t), z(t)) describe la trayectoria de una particula al tiempo ¢,
satisface

donde
U=U(x,t) = (u(x,t),v(x,1t),w(x,t)).

Por la hipdtesis del medio continuo, el campo vectorial U y los campos escalares

py P son funciones continuas, supondremos ademés que son funciones C2.
Para estudiar a los fluidos, es de interés el saber cémo varia una cantidad

escalar ¢ en el tiempo a lo largo de una trayectoria de fluido. Estando en R3,

q = q(x(t),t) = q(x(t),y(t), 2(t), 1), as
dg dq 8qd£ aqd;g 8qdj

at "ot ordt dydt | Oz dt’ (14)

Como el cambio de posiciéon con respecto al tiempo t de x estd dado por U,
sustituyendo en (|1.4) obtenemos

gq_@+ dq 9q g
at ot " ar TVay T Ve

Agrupando términos, obtenemos la expresién

dg Oq
—=—+4+ (U -V)q.
a = UV
Tenemos como resultado un nuevo operador. Llamaremos derivada material
o derivada covariante a la variacién de una particula siguiendo un flujo con

velocidad U, dado por
D 0

—=—4+((U-V) . 1.5

D =5 ¢ ) (1.5)
Observacion 2. La diferencia entre la derivada total y la derivada material es
solamente el condicionar los cambios de las variables independientes con respecto

al tiempo t a la velocidad U del fluido.

Observacién 3. Si tenemos un fluido incompresible y homogéneo, por (1.1) y

= D 0 ) 0 0
pP_oP 9P L 0P ,OP
ﬁ_3t+u8x+v3y+waz 0. (1.6)
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Un célculo inmediato que podemos hacer con es desarrollar la expresién
para la aceleracién de una particula x, calculando la derivada material para
cada coordenada del vector velocidad. Como lo describimos anteriormente, la
velocidad de x en el fluido es U(x,t), de modo que su variacién sobre un flujo

estd definido por
dx dx dy dz .
= (505 —ue = U,
Ahora, al calcular la aceleracién de la particula

du (du do dw)

dt - \dt’dt’ dt
ou ov ow
ou
_ DU
=D
Asi, tenemos
du OJu DU

Para poder aplicar la segunda ley de Newton en los fluidos, falta definir las
fuerzas que interactian en ellos.

1.2. De Newton, Euler y mas

1.2.1. Acerca del movimiento

Para los fluidos, hay dos tipos de fuerzas que se consideran: la fuerza de la
particula dada su masa, fuerza volumétrica; que actia sobre todos sus elemen-
tos de volumen, y una fuerza local que se presenta a cada elemento por las
interacciones entre otras particulas alrededor suyo, actuando de manera normal
a su superficie, fuerza superficial.

Denotamos a la primera como F (x,¢) por unidad de masa. F expresa en
nuestro estudio a la gravedad, simplificindose como F = (0,0,—¢g) = g, con
¢ la constante gravitacional. En cambio, la fuerza superficial se compone de la
presion y la viscosidad de las particulas. Por Hg, al suponer la dindmica del agua,
s6lo consideramos la primera. Con esto la fuerza superficial sélo est4d compuesta
por P.

La presion estd definida como la fuerza sobre la superficie donde actua,
entonces la fuerza sobre un volumen es la integral sobre su frontera de la com-
ponente normal de la presién a dicha superficie.

Supongamos que tenemos un volumen determinado V y fijo, delimitado por
una superficie S dentro del fluido, de manera que su flujo fluye a través de S
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ocupandolo completamente. Asi, la fuerza total actuando en el fluido es

///V (pF)dV—//S (Pn)ds, (1.8)

con n un vector exterior, unitario y normal a S. Aplicando el Teorema de Gauss
—Teorema de la divergencia— al término dependiente de la presion,

- [][ vpav (1.9)

Para aplicar la segunda ley de Newton, sustituimos (1.9)) en 7 e igualandola
con el producto de la aceleracién —ecuacién (|1.7)— por la masa —ecuacién
(1.14)—, obtenemos

/// 7dv_///v(PF—VP)dv. (1.10)
[ (22 - m s wr) oo .

Como esto es vélido para cualquier volumen V fijo, el integrando de (1.11)) tiene
que ser cero. Desarrollandolo y distribuyendo llegamos a una expresién conocida
como la ecuacion de movimiento de Euler

%—?+(U V)U + VP g (1.12)

O bien,

Observacion 4. No hay que olvidar que las ecuaciones tienen una formulacion
vectorial. Conviene expresar en componentes, por ejemplo, la ecuacion ,
Dicha ecuacion representa un sistema de ecuaciones, donde cada componente
estd definida por una ecuacion:

%: <]:];’l:7]:];’:7]:]))1:> g:(o,ov_g),

@ o ou o ou w ou 4L 10P —0

ot o Ay ot pox

ov ov ov ov 10P

— — — 1.1

3T TV TS T ey 0 (1.13)
ow ow ow ow 10P

o or Ty T Tpe: T Y

1.2.2. Conservacién de la materia

Consideremos, al igual que en la subseccién [1.2.1] un volumen determinado V
y fijo delimitado por una superficie S en el interior del fluido, fluyendo por
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completo a través de S. Dado que la densidad del fluido es p (x,t), la masa del
fluido contenida en V al tiempo ¢ es

- [[] sav (1.14)

Asi, la variacion de la masa a través del tiempo en V es

()

Denotemos como n al vector exterior, unitario y normal a S, asi la componente
de la velocidad exterior del fluido a través de S es U-n. Por lo tanto, el cambio
neto al que fluye la masa fuera de V es

//S (pU) - n ds. (1.16)

Dado que «la materia no se crea ni de destruye», la variacion de la masa en V
es provocada unicamente por la velocidad de la masa que fluye en V a través de

S. Por (1.15) y (1.16) tenemos

jt(///vpdV):_//S(pU)mds. (1.17)

Aplicando nuevamente el Teorema de la divergencia al segundo miembro de la
ecuacién, podemos escribir ([1.17) de la forma

L (o) om0

puesto que tenemos a V fijo en nuestro sistema coordenado, la tinica dependencia

detenesp
/// (—i—V )) dv =0. (1.18)

Como (1.18)) es valida para cualquier volumen V fijo, el integrando debe ser cero

dp

—+ V. =0. 1.19

L4V (pU) (119

La ecuacién ([1.19)) se denomina ecuacidn de conservacidn de masa, o ecua-

cion de continuidad —haciendo referencia a la continuidad de la materia—.
Desarrollandola, llegamos a la expresion

Dp

— V-U) =0, 1.20

o +p(VU) = (1.20)
valida para cualquier fluido. Puesto que estamos interesados en estudiar el mo-
vimiento del agua, por la observacién |3} (1.20) se reescribe como

V-U=0. (1.21)
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Asi, la expresion describe la ecuacion de continuidad para un fluido in-
compresible y homogéneo. Los campos vectoriales que tienen divergencia nula
reciben el nombre de campos solenoidales; vemos pues, que U es un campo
solenoidal.

Las ecuaciones (|1.12]) y (1.21]) proporcionan las bases para el estudio de la
dindmica de fluidos ideales, incompresibles y homogéneos,

U 1
6—JF(U.V)UJFEVP:g

ot (1.22)

V-U=0.

El sistema recibe el nombre de ecuaciones de Stokes. Si se llegase a consi-
derar la viscosidad del fluido obtendriamos un sistema maés general, que recibe
el nombre de ecuaciones de Navier-Stokes; pero esto no forma parte del presente
trabajo, mas su andlisis puede consultarse en [15].

1.2.3. Sobre la presién

La gravedad g se puede ver como el gradiente de la funcién escalar 2 = —gz,
pues V) = g. Por otro lado, considerando la identidad

(U~V)U:%V(U~U)—er0t(U), (1.23)

sustituimos, despejamos y distribuimos en (|1.12))

ou 1 1
&+V<2U~U+pP—Q)—Uxmt(U). (124)

Vemos que los factores presentes en el movimiento de los fluidos estan condicio-
nados a la vorticidad o del flujo, « = rot (U). El suponer un comportamiento
irrotacional en el flujo, Hy, simplifica la ecuacién anterior a

ou 1 P
- -U.U+—-—-Q)=0. 1.2
5+ V(30047 -0) (1.25)

Diremos que U es un campo conservativo si es un campo gradiente, por ejem-
plo la gravedad. En la teoria de estos campos, el tener un campo irrotacional U
implica ser un campo gradiente —gracias al teorema de Helmholtz—; afirmando
la existencia de un campo escalar ¢ (x,t) C?, donde V¢ = U. Asi, el problema
se resume en encontrar tal funcién ¢, el potencial de flujo, que satisfaga

dg 1 2 P _
\Y% (at + 2|V¢\ + 5 —l—gz) =0, (1.26)
o bien 9 1 P
—_ — 2 —_— =
iT + 2|V¢| + 5 +gz=f(1). (1.27)
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Definiendo ¢ (x,t) = ¢ (x,t) — D(t), con D(t) primitiva de f(t), tenemos
Ve = V. Asi, ¢ satisface la ecuacién homogénea (|1.28), mejor conocida como
la ecuacion de Bernoulli

¢

1 , P
2 ul —0. 1.2
m‘%ngl+fp+gz 0 (1.28)

Con este andlisis, (1.22)) pasa a ser un nuevo sistema para ¢

Op 1 5 P
2 VPP + = 4g2=0
gt TalVel+ oy (1.29)

Ap =0,

donde A denota el operador laplaciano, A = V-V = V2. Si el laplaciano de una
funcion es cero, decimos que es una funcién armoénica. En nuestro caso, tenemos
que @ lo es.

Vemos que el sistema tiene como incognitas dos variables, la presion
P y el potencial de flujo ¢; de manera que conocer alguna de las dos incégnitas
daria por resuelto el sistema. Puesto que s6lo hemos trabajado dentro del fluido,
falta considerar lo que sucede en su frontera.

Para el andlisis a la frontera del fluido, en la primera parte del capitulo
definiremos las condiciones donde ubicaremos al fluido, un canal rectangular.
En ese punto nuestro andlisis se centrara en el paso de una gran onda solitaria
sobre la superficie del agua. Como la dindmica de la ola estara regida por las
condiciones de frontera, tendremos por objetivo obtener las expresiones necesa-
rias que gobiernan el movimiento de una gran ola con las restricciones dadas a

partir del sistema ((1.29)).



CApiTULO 2

La onda solitaria

“Si es un milagro, cualquier testimonio
es suficiente, pero si es un hecho,
es necesario probarlo.”

MARK TWwAIN (1835-1910)

En este capitulo continuaremos simplificando el sistema de ecuaciones (L.29). A
partir de las condiciones de frontera, con la motivacion de entender la dinamica
que hay detrds de la ‘linealizacién’ del sistema, se obtiene de manera natural
la ecuacién que desarrollaron Johannes Korteweg y Gustav de Vries, conocida

como la ecuacion KdV. Como consulta para este capitulo se tienen los articulos
[27] ¥ |18], asi como los libros [8], [15] ¥ [11].

2.1. Contornos y ondas sobre un canal

En esta seccién pondremos las bases para estudiar la frontera de los fluidos
gobernados por ; considerando el caso del movimiento de una ola. Sera
de nuestro interés analizar la frontera superior del fluido —el problema de la
frontera libre—, pues es la que conforma la onda en el agua, y es lo que queremos
modelar. También desarrollaremos un poco de la teoria de ondas para entender
las propiedades que guardan las ondas progresivas u ondas wiajeras, quienes
sirven como punto de partida para modelar las propiedades de las olas que
observé Russell, las ondas solitarias o solitones.

Nos ubicaremos en un canal de fondo liso con profundidad constante hg > 0,
situando su longitud y anchura con las coordenadas cartesianas x y y respec-
tivamente. En cuando a su profundidad, y por ende para las alturas de las
elevaciones presentes en el canal, le asignamos la coordenada z. Estudiaremos
el movimiento de una ola sobre un canal, desplazdandose con direccién positiva
sobre el eje x.

2.1.1. Condiciones sobre la frontera

En el capitulo [1] definimos las ecuaciones que gobiernan el movimiento de los
fluidos (incompresibles, homogéneos, ideales e irrotacionales). Es necesario co-
nocer las condiciones de contorno para saber cémo es el comportamiento en la
frontera del fluido.

19



20 CAPITULO 2. LA ONDA SOLITARIA

Definamos el paso de una ola —perturbacion en la superficie libre superior
del fluido— en un canal. Asignemos las coordenadas (z,y) para el largo y ancho
del mismo. Supongamos que la ola puede verse como la grafica de una funcién
—que la ola no se rompe—, asi, definimos la altura z de la ola al tiempo ¢ por
1 (xy,t) = z, donde x| = (z,y) son las coordenadas ortogonales a z.

Denotaremos por R(t) a la regién ocupada por el agua en el instante ¢, que
estd delimitada por el fondo de profundidad hy constante, estando el agua en
reposo, y la superficie S(t), tal como lo muestra la figura

z = U(XJ_7t)

z=0
R(t)
z = —hg
Figura 2.1: Descripcién del paso de una ola al tiempo t.
Entonces el fondo liso esta dado por el plano z = —hg, mientras que la regiéon
ocupada por el agua al tiempo ¢ es
R(t) ={(z,y,2) : —ho < z < n(xy,t)}, (2.1)
donde
S(t):{xeR3| L(x,t)=n(xy,t)—2z=0} (2.2)

o bien la superficie es el nicleo de T, S(t) = I'"! (0,t). Vemos que, si el agua se
encuentra en reposo, S coincide con el plano z = 0.

La superficie que separa al fluido de algiin otro medio, por ejemplo el aire,
conforma su frontera. Al conjunto de particulas que estan interactuando con la
frontera se denomina superficie libre. Para nuestro estudio tenemos una frontera
superior e inferior, de manera que nuestra superficie libre estd compuesta por el
fondo y la superficie donde se presentan las ondulaciones. Puesto que suponemos
el fondo fijo, sélo la frontera superior varia con respecto al tiempo. Esta se conoce
también como frontera libre.

Como los elementos de la superficie libre siguen siendo particulas, para cada
x en S(t) su velocidad estd dada por U (x,t); la condicién cinemdtica (sobre la
superficie), y su presién debe coincidir con la presién atmosférica Py, condicién
dindmica.

En cuanto al fondo, como que el agua es homogénea y despreciando su vis-
cosidad, las particulas x se mueven tangencialmente a él, esto nos genera otra
condicién cinemdtica (sobre el fondo). Asi, el campo de velocidad U(x,t), al
tomar el vector unitario y normal al fondo n= (0,0,1), n-U=w = 0.
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Como I' (x,t) = 0 para cualquier ¢, por la condicién cinemdtica para S(t)

Dr on on on

—=I"t+U.-Vll = — — — —w=0. 2.3

Dt et 8t+u8x+vay v (2:3)
Por la condicién dindmica, estamos considerando P = P, teniendo P/p cons-
tante, de manera que retomando la ecuacién ([1.27)) de la subseccién del
capitulo anterior, tenemos

Jdp 1

—+

Py
—|IVo|>?+ —=4gn=f(t); X, 1) =2z
5 2| | T F@); n(xy,t)

P,
Sustituyendo ¢ (x,t) = ¢ (x,t) — D(t) + =2, recordando que D(t) es primitiva
P

de f(t),
0 1
a*f+§|v%’|2+977=0; n(xL,t) =z (2.4)

Es decir, para S(t) en cada tiempo t, la ecuacién de Bernoulli se reduce a sélo
tres términos.

Dado lo anterior, nuestro problema se resume en el siguiente sistema de
ecuaciones, a partir del escalar ¢ (x,t) del campo gradiente de U (x,t):

i) En el fluido R(t) = {(x,y,2) : —ho < z < n(xL,t)} se satisface que

op 1 , P
_— — —_ :0
5 +2|V<p| + 5 + gz

Ay (x,t) = 0.

i1) Teniendo como condiciones de contorno para la superficie S(t) el sistema
siguiente; con x; = (z,y) y la altura de la ola z dada por n (x,,t) =z y
definiendo S(t) = {x € R®| n(x1,t) — z = 0},

On  Opon  Opon v

ot dxdxr  Oydy 0Oz

dp 1 2

— + |V =0.

5 TVl tan

i11) Y en cuanto a la condicién de contorno en su fondo liso descrito por
z = 7h07
d¢
— =0.
0z
O bien

Oga T Pyy + o = 0, R(t>
Pz = 07 z = _h'O

1
vt 5 (ot ey +el) +on=0, z=n(xLt)

Nt + Pafe + Pyny — 02 =0, z=mn(x1,1);
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donde
R(t) = {(xayvz) i—hy<z< n(XJ_at)}'

A partir de este momento supondremos que la dindmica —el movimiento—
del perfil de la ola no varia con respecto al ancho y del canal, moviéndose esta
en direccién al largo = del mism(ﬂ es decir, en movimiento de la ola no depende
de la variable .

Figura 2.2: Ondulaciones en un canal angosto, uniformes para la anchura del caudal.

Asi, todo el andlisis realizado en el capitulo [1| y lo desarrollado hasta el
momento, concluyendo con el sistema , puede considerarse en el caso bidi-
mensional (z, z); es decir, se pueden omitir todos los términos dependientes de la
variable y, pues el perfil de la ola no depende del ancho del canal. Para este caso,
tenemos definida nuestra ahora ola ‘plana’ —el perfil de onda— 7 (x, t) al tiem-
po t, perturbando a la ‘curva’ S(t), S(t) = {x € R?* | ' (x,t) = n(z,t) —z = 0}.
Ahora, para el sistema ([2.5)) tenemos

SOZ = Oa z = 7h0
1 (2.6)
ot 5 (o +9l) +m=0, z=n(a1)

N+ Qale — =0, z=n(z,1);

donde
R(t)={(z,2): —ho < z <n(z,t)}.

Las ultimas dos ecuaciones del sistema anterior son las ecuaciones bdsicas de
ondas sobre el agua, las olas; pues son quienes definen la dindmica de la curva
7n. Postulamos asi, nuestro problema del valor inicial para las ondas en el agua
—el Problema de Cauchy—:

Dados n(z,0),¢ (z,2,0), con x € R, —hy < z < n(z,0); queremos
encontrar 1 (x,t) € R y ¢ (x,2,t), para x € R,z € [—ho,n (z,t)],t > 0;
que satisfagan (2.6)).

IEsto se interpreta como trabajar en un canal muy angosto, un caudal.
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Bien, supongamos que la longitud —de onda— X de la ola es mayor que la
profundidad hg del canal, hg < A, y ésta es mayor que la amplitud —de onda—
a de la ola, a < hg. Con esto, estamos considerando olas largas (con respecto
a la profundidad del canal) y de amplitudes pequerias (comparadas con dicha
profundidad y por ende, a su longitud de onda).

I A I

=0 i TN
[T N <

fjo

Figura 2.3: Descripcién de las ondas largas perturbando al agua en reposo.

T

Las amplitudes de la ola pueden verse como pequenias perturbaciones al agua
en repostI z = 0. Adems4s, las variaciones de ¢ y 1 con respecto a sus variables
serdn muy pequenas, es decir, cada valor |1.|, |@z], ..., |e:| < 1; esto hace que
los términos de orden superior o igual a dos de (2.6)) puedan ser descartados. La
regién R (t) pasa a estar conformada por

R ={(z,2): —hy < 2z <0},

con las condiciones
e +922=0, R
p, =0, z=—hg
pe+gn=0, z=0
n—¢.=0, z2=0;

(2.7)

donde la incégnita n representa la distancia entre el nivel de equilibrio y la posi-
cién de la curva. Podemos dejar el sistema (2.7)) en términos del flujo potencial,
calculando la derivada parcial con respecto a t en su tercer ecuacion y utilizando
su ultima expresion,
Pra + Prz = 0, R
Yz = 0, Z = _hO (28)
it +90, =0, 2z=0.

Tenemos asi un nuevo sistema a trabajar. Estos sistemas tienen muchos tipos
de soluciones y, dependiendo de las condiciones iniciales, nos dara ‘diferentes’
tipos de olas. Realizaremos un pequeno analisis con ayuda de que servira
como motivacién para dar solucién al problema de la frontera libre.

2La interpretacién que se da a estas suposiciones tienen su punto de partida en considerar
un canal sobre aguas someras, es decir de poca profundidad.
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2.1.2. La ecuacion de onda

Si reescribimos las condiciones cinematicas de frontera descritas en (2.6) por
U= (u, w) —el campo gradiente de p—, hg la profundidad constante —siendo
un valor arbitrario y fijo— del canal,

0 0
ﬁ+u—n—w—0, z=n(x,t)

Oho '
um—F+tw=w=0, z=—-hy

Ox

Definiendo d = n + hy como la profundidad total de la ola

on od

— — = — . 2.10
ot +u81’ v z=n v z=—hg ( )

El segundo miembro de (2.10) puede interpretarse como la variacién del agua
en la ola al tiempo ¢. Integrando la ecuacién de continuidad (1.19)) con respecto

a z,
ou Ow T Ou
Oaxwz:/hO(ax)dZ“’

z=n

Z=—h0

Suponiendo independencia del integrando con respecto a z,

— a2 (2.11)

w
z=—ho ox

—w

z=
Sustituyendo en (2.10]) y simplificando

0=91,,2%, 40

ot T oz
oy 0(ud) (2.12)
T ox

Ahora supondremos lo mismo que para , variaciones de las funciones muy
pequenas con respecto a sus variables —como el estar sobre un canal de aguas
someras— interpretandose como perturbaciones al agua en reposo, teniéndose
ahora como profundidad total d = hg. Tomando la tercera ecuacién de
para calcular su derivada parcial con respecto a z, y recordando que ¢ es una
funcién C?

dy 0%p on _ Ou an

:E—l-gn:o:azat—kgax—a-i-g%' (2.13)

Considerando (|2.12]), obtenemos el sistema

0

ou an

ot +g(91:

(2.14)
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Derivando parcialmente la primera ecuacién de (2.14)) con respecto a x

0%u n @ B
ozot oz

y la segunda con respecto a t

0%y 0%u
a2 Thogg =0

Al despejar el término dependiente de 77 en esta iltima y sustituyendo en la otra
su valor, obtenemos

I e —0, =0, (2.15)
€T

Esta ecuacién es conocida como la ecuacion de onda, que tiene como solu-
cién general la suma de dos funciones arbitrarias n (z,y,t) = f (9: — \/gTot) +
h (:c + \/gTot). La primera representa una onda progresiva, que se propaga con
velocidad ¢ = v/ghg, velocidad de onda, de izquierda a derecha sobre la direccién
z, vy la segunda también es una onda progresiva, propagandose a la misma velo-
cidad, pero en sentido contrario. Dicha velocidad es la forma linealizada de v/gd.
Como vemos, es pertinente destacar las propiedades de estas ondas, la relevancia
de hablar sobre dichas propiedades y notar la utilidad de tal ecuacién.

2.2. Una mirada a la teoria de ondas

2.2.1. Sobre un sistema lineal

Recordemos al sistema . Nos propondremos darle solucién a este sistema
lineal
Paz T Pzz = 0, R
p.=0, z=—hg
o +9p-=0, z=0,
con
R ={(z,2): —hy < z < 0}.

Por su primer ecuacién, la ecuacion de Laplace, podemos aplicar el método
de separacién de variables, buscando soluciones no nulas de la forma

w(x,2,t) = X(2)Z(2)T(t). (2.16)
Sustituyendo en la primera ecuacién de (2.8))

d?X a2z

entonces
1d2X _ 1427

X dz2 ~  Zdz2°
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Ya que las funciones X, Z no dependen de z y x respectivamente, y para cual-
quier elemento de R tenemos dicha igualdad, éstas deben ser igual a una cons-
tante

1d?X 1d%Z7

= = —u —— =y, c R. 2.18

Xd2 = " Zza2 =W H# (2.18)
Si = 0 las soluciones son constantes, mismas que no hacen sentido a las
ondulaciones que queremos modelar. Para p < 0 definen soluciones no acotadas
para z, que no hacen sentido al fenémeno fisico que estamos estudiando. Asi,
con p > 0, definimos k% = p.

Para X tenemos la ecuacién de movimiento de un oscilador arménico sencillo

KD
da?

+ kX =0, (2.19)

con solucién general para = cualquier valor real
X (z) = Asen (kx) + Beos (kx), A,B€eR, k>0. (2.20)

En cuanto a Z,

d*z
o k*Z =0 (2.21)

tiene su solucién de forma exponencial
Z(z)=Ce"*+De **, C,DeR, k>0; zé€(—ho,0). (2.22)

Por la condicién de fondo z = —hg en (2.8)), y sustituyendo (2.22)) en (2.16]),
kCe=*ho _ Dekho — 0, (2.23)

Definimos una constante F, tal que

1 1
C = 5EekhO, D= 5Ee—kho, (2.24)

Sustituyendo los valores de las constantes en ([2.22))

1 1 1
Z(z) = 5Eekhoekz I iEefkhoesz _ 5E (ek(erho) 4 efk(z+ho))
= FEcosh (k(z + ho))

(2.25)

obtenemos la solucién general para Z. Definiendo A; = AFE, Ay = BFE y susti-
tuyendo las formas para X (z) y Z (2) en (2.16)

¢ = cosh (k (z + ho)) (A1 sen (kz) + A cos (kz) )T(t). (2.26)
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Para obtener T, sustituimos (2.26) en la ultima ecuacién de (2.8]), en z = 0:

P
ar?

Oy

0= gaz

z=0

= cosh (kho) (Al sen (kxz) + Ay cos (kx) )

z=0

d2T(t)
de?

+ gksenh (khy) (Al sen (kx) + Ag cos (kx) )T(t)

d2T(t)
de?

+ gk tanh (kho) cosh (kho) <A1 sen (kz) + As cos (kz) )T(t)

d2T(t)
di?

= cosh (kho) (Al sen (kxz) + Ay cos (kx) )

= cosh (khy) (Al sen (kx) + As cos (kx) ) [ + gk tanh (kho) T(t)} .

Como esto es vélido para cualquier real z en cada valor positivo arbitrario y fijo
k, el tercer factor del producto tiene que ser cero

d2T(t)
dt?

+w?T(t) =0, w? = gktanh (kho). (2.27)
Por la forma (2.20]), tenemos como solucién general para cada w = w (k)

T(t) =Tysen (wt) + Tocos(wt); Ti,To € R, w=+/gktanh (kho). (2.28)

Por lo tanto, como solucién para (2.16)), por (2.20)),(2.22) y (2.28)), para cada
k positivo tenemos

¢ (x,2,t) = cosh (k (z + ho)) [F (t) sen (kz) + G (t) cos (kz) ], (2.29)

donde
F(t) = ATy sen (wt) + A Th cos (wt), Ay = AE

G (t) = AxTy sen (wt) + AgTh cos (wt), Ag = BE;

w (k) = \/gk tanh (khy). (2.31)
En cuanto a la elevacion de la ola dada por n, tomando la tercera ecuacién

de (2.7) y evaluando en z = 0,

(2.30)

con

2=0

= —% cosh (khy) [sen (kx) [AlTl cos (wt) — A1 T3 sen (wt) }

+ cos (kx) [Ang cos (wt) — AsTs sen (wt) H .
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Multiplicando por w/w la expresién anterior y usando la igualdad ([2.31),

n(x,t) = 7% senh (kho) [sen (kx) {AlTl cos (wt) — A1T5 sen (wt) ]
(2.32)
+ cos (kx) |:A2T1 cos (wt) — ATy sen (wt) H .

Observacion 5. Las soluciones generales para ¢, 1 dadas por Y
respectivamente no son necesariamente soluciones particulares del problema de
condiciones de frontera; es decir, satisfacen las condiciones de frontera del sis-
tema, pero no necesariamente sus condiciones iniciales.

Debido a la aproximacion lineal, el omitir términos de orden dos, la solucion
precisa del sistema se podrd escribir como una combinacion lineal de soluciones
del tipo (2.29)) y , teniendo diferentes longitudes de onda y velocidades de

fase.

Definiendo valores particulares a las constantes de (2.30)) obtenemos distintas
ondas. Entre tantas, veremos un caso especial, las ondas progresivas —o viaje-
ras—; mismas que conforman la guia para modelar la ola que observé Russell,
la teoria para la onda solitaria y posteriormente, a la teoria del soliton.

2.2.2. Ondas progresivas

Al final de la subseccién [2.1.2] se mencionaron las ondas progresivas, también
llamadas ondas viajeras; las cuales, como su nombre lo indica, son ondas que
perturban la superficie del fluido avanzando en una cierta direccién, a una misma,
velocidad y manteniendo su forma a través del tiempo y del plano. Considera-
remos el caso donde la onda avanza con velocidad ¢ (positiva) en direccién al
ancho z del canal en un sentido positivo; es decir, de izquierda a derecha. Las
variables que intervienen en la dinamica del perfil de onda 7 son: la direccion z,
el tiempo ¢ y la velocidad ¢, (z,t) = (x — ct).

7 1

L baa1a

Figura 2.4: El paso de una ola viajera, a través del plano y del tiempo.

Definiendo los valores para las constantes del sistema (2.30]) como
E=1 B=0, T1=0, Th=2  A=A" (2.33)
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con A* un valor positivo constante. Por (2.29) tenemos para ¢

o (x,z,t) = A* cosh (kz + kho) [2sen (kx) cos (wt)]

2.34
= A* cosh (kz + khg) [sen (kz — wt) + sen (kx + wt)] (2:34)
y por (2.32), para n
k
n(x,t) = A* ” senh (khg) [2sen (kz) sen (wt)]
k
= A” " senh (khg) [cos (kx — wt) — cos (kz + wt)] (2:35)
= a|cos (kx — wt) — cos (kx + wt)];
con una constante a que hace referencia a la amplitud de la ola
kA* N aw
a = T senh (kh[)) — A = m (236)

Para ¢ y n se tiene como resultado, en cada una, la suma de dos ondas
progresivas; moviéndose en sentidos opuestos con una velocidadlﬂ ¢ = w/k; sa-
tisfaciéndose la ecuacién de onda E[) tanto para 7, como para el flujo . Por
ello, la solucién de la onda 7 @ resulta una onda ‘estacionaria’.

Una onda estacionaria permanece confinada en un espacio, no presentando
un desplazamiento con respecto al tiempo. Aparecen en ella puntos estacionarios
para su dinamica —més precisamente, los puntos donde cambia la concavidad de
las ondas sinusoidales—; es decir puntos que permanecen en una misma posiciéon
a través del tiempo, nodos. Esto lo podemos observar en la figura [2.5

Si consideramos para y sblo las funciones desplazdndose en
sentido positivo —donde su argumento es (kx — wt)— o las que van en sen-
tido negativo —con argumento (kz + wt)—, cumplen el sistema inicial (2.7).
Asi, considerando sélo las que tienen (kz — wt) como argumento, tenemos una
expresion sinusoidal de la ola progresiva, recorriendo la longitud del canal de
iziquierda a derecha. Concluimos asi con el sistema

aw cosh (kz + kho)
———————~sen (kx — wt

k  senh (kho) ( ) (2.37)
n = acos (kx — wt),

para el flujo ¢ y el perfil de ola 7 respectivamente.

Entonces, tenemos un tren de ondas infinito con dominio para todos los
numeros reales z, con a la amplitud de onda. En cuanto a las perturbaciones,
oscilan entre a y —a, tomando los valores maximos y minimos la cresta y el valle
respectivamente, con 2a la altura total de la onda.

En la teoria de ondas se define la frecuencia w como el nimero de crestas —o
valles— que pasan en un periodo ¢y por un punto fijo del plano, definiéndose éste
como el tiempo en que tarda una ola en recorrer su longitud A. Mientras que el

3Se justifica esta igualdad por la ecuacién
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f ] z n=f(x—ct)+g(x+ct)

f K z n=f(x—ct)+g(x+ct)

f " z n=f(x—ct)+g(x+ct)

Figura 2.5: El paso de dos ondas progresivas f, g viajando en sentido contrario creando
una onda estacionaria 7.
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numero de onda k indica el nimero de oscilaciones en una unidad de distancia
A. Cada una de estas magnitudes tiene dimensiones 1/tg y 1/ respectivamente.
Aqui, la longitud de onda X\ es la distancia que existe entre dos crestas —o
valles— consecutivos.

Vemos que, tanto el flujo como la ola son peridédicos; tanto espacial como
temporal, k = 2w/ y w = 27/t respectivamente. Es decir, a un tiempo ¢ fijo si
incrementamos A = 27 /k en el punto z, n toma el mismo valor. Andlogamente,
en algin punto z fijo al incrementar ¢y = 27/w en un tiempo ¢; tenemos una
ola con su longitud de onda A en el intervalo de periodo de tiempo ¢ty de manera
uniforme. Por lo anterior, tenemos que la velocidad de fase ¢ de una ola es

A 21 w g tanh (kh)
k) — ¢ — — = 2y 2V 2.
C( ) c to to2m L \/T ( 38)

Si tomamos un valor arbitrario fijo k, las ondas descritas por no se defor-
man con el transcurso del tiempo, pues su velocidad ¢ (k) es un valor constante.
Ademss (kxz — wt) mantiene el mismo valor, pues si partimos de xg al tiempo
t = 0 con velocidad constante ¢, para un tiempo ¢ estaremos en el punto z dado
por
r=xp+ct = kx—wt=k(z—ct) = kxo.

Por lo tanto, en la trayectoria x(t), ¢ no cambia; la onda se propaga por la
derecha a velocidad ¢, sin cambiar de forma.

Bajo la misma teoria, a la igualdad entre la frecuencia y el producto del
nimero de onda con la velocidad, w (k) = ke (k) se le conoce como relacion
de dispersidon; siendo w (k) directamente proporcional a k, mientras ¢ (k) lo es
inversamente. Esto quiere decir que las olas con alta frecuencia tienden a moverse
mas lentamente, en comparacién con las de baja frecuencia.

Retomemos las hipdtesis iniciales al canal, que sirvieron para pasar del sis-
tema no lineal a los sistemas lineales y (2.8), a < hg < A, estamos
considerando el paso de una onda larga. Tomando la relacién de dispersion,

2
2 = % = %tanh (kho) (2.39)
y, dado que k tiene dimensiones inversas a la longitud A, khy < A. Si conside-
ramos el limite cuando A es cada vez més grande, k tiende a cero. Asi

tanh (kho)
kho

Obtenemos la velocidad limite de olas lineales en el limite de ondas largas. Sin
considerar los efectos no lineales, la velocidad de propagacion de las ondas de
baja frecuencia en aguas rasas no depende de su longitud, de modo que una
superposicién de esas ondas no presenta dispersion.

Como estamos trabajando con conceptos fisicos, las variables —incluso las
funciones de onda— tienen magnitudes, siendo necesario definirlas y adimen-
stonalizar nuestros objetos, apareciendo parametros que indican los aspectos
fisicos de importancia en el fendmeno que queremos analizar, dichos pardametros
nos ayudaran a estudiar el problema de manera no lineal.

c? = ghg gho=c; X —o00; k—0. (2.40)
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2.3. Deduccion de la ecuacion KdV

Hasta el momento, no hemos dado una solucién al sistema . Lo realizado en
la seccién 2.2 fue estudiar su caso lineal, obteniendo as{ —por la observacién
soluciones particulares, pero concluyéndose ain como aproximaciones lineales.
No fue en vano dicho trabajo, pues obtuvimos expresiones para poder determinar
las magnitudes y dimensiones y variables del sistema.

La solucién general aprorimada se construird descartando coherentemente
los términos no lineales de mediante una serie de potencias, pero a partir
de sus ecuaciones y variables adimensionalizadas.

2.3.1. Adimensionalizacion

Al estudiar un problema fisico, es importante entender qué papel estan jugando
las variables, no son sélo expresiones, sino una serie de nimeros dependientes
de una wunidad. Por ejemplo, la velocidad: un valor dado por una relacién de
distancia entre un tiempo determinado.

Puesto que estamos estudiando la dindmica de las olas, tendremos que en-
tender el andlisis adimensional del problema, ddndonos herramientas suficientes
para determinar la solucion a las condiciones de contorno. En el estudio aparecen
distintas unidades que podriamos tomar como referencia para adimensionalizar
el sistema, mas la eleccion sera de manera convencional y natural.

Nuestra hipétesis a lo largo del capitulo ha sido suponer un movimiento de
onda en un canal, donde su longitud de onda A es mayor que la profundidad hg
del canal, y ésta es mayor que su amplitud de onda a. Al suponer que el perfil
de la ola es independiente al ancho del canal, obtuvimos el sistema no lineal
(2.6)) en la subseccion m

Prx + Pzz = 07 R(t)
Pz = 07 z = _hO

1
sot+§(soi+w§)+gn=07 z=n(z,t)

e+ @ale — 0> =0, z=n(x,t);

donde
R(t) ={(x,2) : —hg < z < n(x,t)}.

La teoria de ondas largas guia a un procedimiento de expansion de las ecua-
ciones de olas en parametros €, obtenidos después de adimensionalizar
el problema, derivando a ecuaciones aproximadas més sencillas. Llegaremos a
tales ecuaciones haciéndonos valer también de los resultados concluidos con la
linealidad.

Como hg < A, podemos —por — considerar la aproximacién de la
velocidad ¢ = cg, que satisface 2 = ghg. Puesto que la velocidad se define como
distancia recorrida sobre un tiempo dado, ¢y = A/to, expresamos a la unidad
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de tiempo como ¢ty = \/cp. En el caso de las unidades de longitud tenemos las
unidades A, hg y a. Con esto, definimos las nuevas variables adimensionales

= (2.41)
Por la forma de 7 dada en el sistema (2.37)), se sustituird por la ecuacién adi-

mensional v, con v = n/a. Para ¢ (x,2,t) y n(z,t) en funcién de las nuevas
variables, por la regla de la cadena obtenemos

1 1 1
P = Xgp§7 Pz = %@Cv Pt = %@Ta n=av, 042
1 1 a a (242)
Pz = ﬁ‘ﬁffa Pzz = Fg@((v m = %Vrv Ny = Xyﬂ

Ahora sustituiremos en el sistema (2.6) nuestros términos adimensionalizados.

Para su primer ecuacion,
2

h
ngsf + e =0. (2.43)
En cuanto a la segunda,
¢ =0. (2.44)
Para la tercera,
P (. AT 0
—¥Yr P Y 79 agry = Uj
t ¥ 5 \ n2¥e 12 Y¢ 9
entonces 2
€0 1 0 2 2 _
agj(ﬂ-,— + m ()\2§0§ + 4,04) +v=0. (245)
Y por tltimo,
a a 1
—Vr+ — — —pc=0. 2.46
P VLl (2.46)

Nos falta conocer la dimensién de ¢. Sustituyendo las igualdades de (2.41)
en la forma para ¢ dada en ([2.37)), tomando ahora valores en 0 < { < 1+ ev

aw cosh (kho()

v, (7)) = k- sonh (ko) sen (kAE — wtoT) . (2.47)

Haciendo k — 0, w/k = ¢ — ¢p; ¢co = A/tg, y evaluando en ¢ =1

cosh (kho)
senh (khg)
- acy kho
= khg tanh (kho)
alco kho
= Sho tanh (khg) M€~ 7)
ag

¢ (& 1,7) = aco sen (kA& — kAT)

sen (kX (£ —1))

2o sen (& —7).
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Por (2.47), sustituimos a ¢ (z, z,t) por la funcién adimensional ® (&,¢,7),
O = (cp/ag)) ¢ en las ecuaciones ([2.43)—(2.46])

h
2®§§+(I>CC =0

A
O, =0
1 hZ (agh\? 1 A2 2.48
— () 2 — (Y2 2 =0 (248)
2agh A2\ ¢ 2aghé \ co
a a agA 1 agA
Sy, Do — 1= =B = 0.
V +)\2 Co v h() ¢

Definiendo el pardmetro de longitud de onda o pardmetro de profundidad como
0= (ho//\)2 y €l pardmetro de amplitud dado por € = a/hg, concluimos con el
sistema adimensionalizado de (2.6):

5@5§+<b§§:0, 0<(<l+4ev

¢, =0,¢=0
2 _ 2.49
<I>+2€<I>§+25<I)<+y 0, ¢(=1+ev ( )
VT+5<I>5V5—7<I><:0, (=1+e¢v.

1)
2.3.2. Obtencion de la forma KdV

El sistema representa ecuaciones adimensionales con parametros €,§ que
pueden ser manipulados, pues por las suposiciones de las variables A, hy y a,
€< 1lyd < 1. Ain no tenemos una ecuacién que modele el comportamiento
de las ondas solitarias, comportandose estas como cumulos de agua solitarios,
viajando a velocidad constante y en una sola direccién, sin aparente cambio de
forma.

Tenemos a @ (£, ¢, 7) en términos de ¢ (z, z,t) y, salvo por sus dimensiones,
tienen operacionalmente las mismas propiedades, de manera que ® también
es una funciéon arménica, por ende admite también una expansion asintética.
Fijando las variables arbitrarias (£, 7), desarrollaremos una serie de potencias
en ( alrededor del origen

@ (&,¢,7) chfn 7)), (2.50)
para ,

0Pee + Pee =0, 0<(<1l+er
=0, (=0

o, + 8@54-25(1) +v=0, (=1+¢ev

UT—FE@EVg—g(I)C:O, (=1+evr.
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Como

o0

O (6,67) =D (n+1)¢" g1 (6,7)

n=0

= fl (577—) +2Cf2 (5,7‘) +3<2f3 (677—) +e

por la condicién del fondo en ¢ = 0, f; = 0. Calculando las segundas derivadas
parciales de ® con respecto a £ y ¢ en términos de (2.50)), sustituimos en la

primera ecuacién de ([2.49)
0 =0®¢e (§,¢,7) + Pec (6,6, 7)

00 9 oo
= 62 Cn%fn (& 7)+ Z(n +2)(n+1)¢" fat2 (§,7);5
n=0 n=0

despejando e igualando coeficiente a coeficiente con respecto a la variable (™,
para cada n natural

o 02 n! 02

fnr2 (§,7) = —m@fn &)= _6(n+ 2)!8752

fn (§,7).

Vemos que, si n es par, n + 2 también lo es; de manera similar para n impar,
n + 2 también lo serd. Ademds, si queremos saber el k-ésimo coeficiente par
—o impar—, éste estd en términos del anterior coeficiente par —impar—, éste
del anterior y asi sucesivamente. Por ello, todos los coeficientes pares estan
determinados por fy y los impares por f;. Como f; =0, en solo aparecen
los términos con potencia de ¢ par. Denotando fo = f, para los coeficientes de
fn tenemos

102
f2 (fa ) 558752 (51 T)
52 02 1o
f (57 )_ 4'8£2f (57 )— 24]854.}[(5’7—)
4 0? 5k a8
f (5, ) - 6' 8§2f (57 ) - 6' 866 (577—)
n n Z _ 1 1 932n - (_5)n o2n
f2’rL 57 Z];[1 2Z £2nf<£’7—) - (Qn)' aanf(§7T)
Entonces, ® queda expresada como
> CQn 82"
o (57477-) = Z(_&)n nf (EaT)
n=0 (2n)! ¢ (2.51)

_ 20 P L
=f C2f§£+C 4!f§§§§ ¢ 6!f§§§§£E+ ;
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con
f(f,'r) = fO (5;7_) :

Desarrollaremos con (2.51)) las correspondientes derivadas parciales para sus-
tituir en las tultimas dos ecuaciones, las ecuaciones basicas de las olas, sobre
¢=1+ev,

oo CQn 82n+1

e (6,6,7) =) (—o)" B ),a§2n+1f(§, 7)

-2 f&&f"’( 2 f{&fff‘C f§(7) +-

o <2n+1 02 (n+1)

(I)C (f, ¢ T) = Z(fé)nJrl (27’L I 1). 52(n+1 f (f, )

n=0

53
:*C5f55+4 fgggg ¢ ﬁfge) + -

o0 2n 38271
O, (€,¢,T) =) (=0)" (gn), 87agmf(é“m)
n=0

=fr=¢? fggr-i—C 4,fggggr ¢° fg(e)T i

interpretandose las potencias de las variables escritas como subindices el niimero
de veces que se tiene que derivar parcialmente la funcién tal con respecto a dicha
variable. Sustituyendo los valores en la dltima ecuacién de (2.49),

1
0=v, + E‘bgl/ﬁ — *(I)C

1
L (1 + 61/) an (1+ev)*"tt
=V; +evg Z f€(2n+1) + Z Wf&@(n#»l))
a1+ 81/) 2
=v,+ Z T—l—l) [61/5(271 =+ 1)f£(2n+1) + (1 =+ 61/) f&'(2(n+l)):|
(L4 ev)™”
=VUr+ Z m |:((]. + 61/) ff(2’n+1))£ + 2n (]— + 51/)5 f§(2n+1):|

)
2
=vr+ (1 +ev) fe), — (1 +ev) 3 {((1 +ev) feee)e +2(1 +ev), f&g] +
Como ¢, < 1, omitiremos los términos que estén relacionados con potencias
mayores o iguales a dos, €"0";n 4+ m > 2, pues ellos tienden a cero. Definiendo
w = f¢, concluimos para la ecuacién anterior

v, + ((1 +ev) w){ — gw555 + F (52, 62, €0, .. ) =0, (2.52)
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con F (52, 52,¢6,.. ) expresando los términos de potencias mayores o iguales a
dos.
En cuanto a la tercera ecuacién de (2.49)), tendremos algo similar,

1
0=v+0, + c0f +—7<I>2

29
(1+ev)™ - (1+ev)™ ’
EV n Ev
=v+ Z 7.}[‘{(277) + = 9 (Z(é) <2n)!f§(2n+l)>
n=0 n=0

0o (1—|—51/)2"+1 2
£ st ter)
o3 (Z( ) fﬁ”“’“”) '

n=0
Desarrollando los primeros sumandos

1) 52 53
0=v+ (f.r — (1 + 61/)2 ifEET + (1 + 81/)4 Ef&g&. — (1 + El/)6 afg(s).,.

| +>

20 1) 53
(f& —(1+ev)? Jfeee + (1+ev)* qrfeeeee — (1+ev)° ol

2
+)
2 3

€ 5 5 2
+25<_(1+EI/)(5fEE+(1+€V)33|f§§§£_(1+€V)55'f£(6)+"'> .

l\D\m

De nueva cuenta, agrupando los términos de grado mayor o igual a dos,

v+ fr — gfgg— + %f? +G(€2,(52,E(5,...) =0.

Calculando ahora la derivada parcial con respecto a & y sustituimos w = f;

)
ve +wr — §w557 +ewwe + E (82, 62,¢6, .. ) =0. (2.53)
Las ecuaciones (2.52)) y (2.53) nos brindan un sistema para las condiciones
de contorno de la superﬁ(:le en funmon de la variable w

0] 0 1.0°
—"+ C (@ +ev) = 2022 + F(2,6%e5,...) =0

¢ 6 og® (2.54)
omw  Ov 0w Pw '
— + = — == E (£2,6%,¢6,...) = 0.

R T zafagﬁ (5,0%ed....)

Observacién 6. w es una aprozimacion a ®¢ (§,¢,7) de orden uno, pues

1)
Qe (€,¢,7) = fe _C2§f£E£+P(5767~-)

)
:w_C2§WE£+P(E76,...).
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Y, considerando que en (2.49)) aparecen productos con respecto a € y 0, sdlo nos
interesa el término w.

Asumiremos que la onda solitaria tiene un comportamiento como las ondas
progresivas, viajando con una direccién paralela a & de izquierda a derecha, con
velocidad de fase ¢ —cg en términos dimensionales—. Entonces, el perfil de onda
es 7 = n(x — ct), con ¢ ~ 1 normalizado en nuestras unidades. Adimensionali-

zando tal resultado, v = v (§ — 7), vg = —v;.
Tomando la tercera ecuacién de (2.49) a orden uno y la observacién |§|,
0=v+®,+Q(,6,...) = 0=ve +w, +Q(c,9,...). (2.55)

Si proponemos una solucién de la forma
O ~w=v+ecA+IB; (2.56)

donde A (v,ve,vee,...) y B (v, ve, Vee,...) son funciones a conocer, afirmamos
que satisface el comportamiento progresivo de la onda solitaria. Pues bien, ya
que a orden cero la propuesta de solucién es w = v + R(e,4,...), por
ve+vr+8(€,6,...)=0.

Esto significa que la solucién a orden cero para es una funcién del tipo
v=v(€—71)+T(d,...). Es decir, es una ola viajera restringida a tener una
velocidad positiva unitaria, que es justo lo que queremos. Por lo tanto, nuestra
propuesta coincide con nuestra asuncién, a orden cero.

Ahora, sustituyendo en la primera ecuacién de (2.54]), tenemos

o 0 &
0= —+55((V+€A+5B)(1+61/)) 668—63(1/+5A+5B)
o 0 1.0%
—+a—§(5u +v+eA+0B) - 68§3+G
_v v (04, OvN  5(9B 10°vN
T or o ac " “Voe & 603 ’

y en la segunda

0= a(u—l—sA-i—éB)—i—f—F&(y-i-aA—&-éB)a

5 7€ 85( v+eA+0B)
L o?
-3 8652 (v+eA+6B)+E
0 o 1. 0%
8T(V+€A+5B)+37§+6V87£ 2567'78524_]{

3u+61/+ (9A+ ov 45 673_1 d3v H
¢ o€ Ot 2070¢€2 ’

Tenemos como resultado un sistema

1
VT+V€+E(AE+21/V€)+(S(35—6 555) +G (%,6%,65,...) =0

1
vr+ve+e(Ar+vre) +9 (BT - 2u§§T> + H (%,6%,¢5,...) =0,
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que consiste en dos representaciones de una misma ecuacién diferencial. Para
que ([2.57) sea consistente, los coeficientes deben satisfacer

Ae +2vvg = Ar + v
1

1
Be — gveee = Br — Seer

Como A, B sélo dependen de v,

dA@VdA( ov

TS o v —ag—FS(EI,é,...)) :—A5+U(€,5,...).

De igual forma para B,

dBov dB v
B—=——=—|—-——+4+5(,6,...) | =B+ V(gé,...).
dv or  dv < 0¢ +5( )> et Vi )
Con esto,
1 1 1 1
A= SVVE = —5Vur; Ae = oV = A= _ZVQ’
1 1 1 1
B, =—- = —Vger; B = - = B = —vg.
3 1333 3 133 3 3 333 31/55
Asi, obtenemos la ecuacién
ov  Ov 3 Ov 103y
0= — + — v ) 40 2 ) HT(€2,6%, 66, ... 2.58
8§+87’+€<2V8€>+ (68§3>+(€’ ,e0,...), (2.58)
No linealidad Dispersion

que modela a primer orden en ¢ y § la forma de la perturbacién v a la curva
libre, que se mueve en un solo sentido, la ola solitaria. Despreciando los términos
de orden dos, tenemos la ecuacién de Korteweg y de Vries (KdV), en su forma
adimensional,

3 1
vr+ve + gevve + 651/555 =0. (2.59)

La aproximacién de la ecuacién KdV tendra un error de orden 2. Su impor-
tancia radica en que es el modelo de mayor simplicidad que es capaz de predecir,
a partir de efectos no lineales y dispersivos, la existencia de ondas solitarias y
el comportamiento de éstas como solitones (Ver apéndice [Al).

Por ejemplo, otra propiedad atribuida a ellas es que la interaccién entre dos
ondas solitarias ocurre casi de manera lineal, guardando su forma y velocidad: la
KdV predice que al cruzarse dos ondas solitarias, a partir de un tiempo emergen
otras dos del cruce con las mismas propiedades que las primeras (misma forma
y velocidad), como si hubieran interactuado de forma lineal —mediante una
superposicién—, atin cuando su interacciéon es no lineal.

La tnica evidencia de su interaccién es un ligero desfasamiento de las posi-
ciones de las ondas respecto a las esperadas de una simple superposicién lineal.
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Figura 2.6: El paso de una onda solitaria en el canal.

Por esta propiedad, descubierta por Zabusky y Kruskal, les acunaron el término
soliton. La figura muestra la interaccién de dos solitones.

Los solitones son soluciones a un sistema no lineal espacialmente localizadas
y de forma permanente, donde después de interactuar con otras soluciones del
mismo tipo no sufren cambios en su forma.

La forma adimensional se presta a analizar los procesos fisicos encon-
trados en ella. Si se considerara a orden cero en términos de €, § se tendria una
ecuacién de onda moviéndose a la derecha con la misma velocidad unitaria. El
término € muestra que la velocidad de propagacion depende de su altura por v,
tomandose efectos no lineales relacionados con la amplitud de las ondas. Con §
estan asociados los términos dispersivos, pues consiste en derivadas de v, propias
de ondas largas. En conclusion:

La ecuacion KAV no lineal y de tercer orden considera la accion de efec-
tos dispersivos y no lineales sobre ondas largas con baja amplitud sobre
el agua, a orden uno.

Sustituyendo las variables adimensionales por sus valores dados en (2.41) y

(2.42), tenemos
to A 3a (n A 1 /hE N3
- /e il Wit/ |55 =) =0.
antJran +2ho (a a Jr6 PR

3¢ 1
Nt + coNz + 770"77758 + 7h(2)6077z:cx =0 (2'60)
2 ho 6

Asi,

es la ecuacién KdV en su forma dimensional.

Espacialmente, nos encontramos en un sistema de referencia S, en donde
la velocidad del agua es cero en el infinito, pues consideramos las partes de
la curva —superficie— libre no perturbadas como inmoviles. Nos moveremos
en un sistema S en el mismo sentido que la KdV. Tomando la magnitud de su
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Figura 2.7: Interaccién de dos solitones, a partir de una superposicién.

velocidad, un valor caracteristico de las ondas largas, la transformacion galileana
entre Sy S para z, ¢t es
t=1
- - (2.61)
T =T+ cot.

Constata que el origen de S, inmévil en dicho marco (z = 0), se desplazara con
velocidad —¢o (co > 0) en S. Asi

on _ Ondx  Onot (917 on

o orol Totor “or T
dn _Ondx  Onot  On
9% 9r0% | 0toF Oz

Sustituyendo en ([2.60)),
on 3¢y On 5\ 9%n
— = 2.62
8t+<2h0>8~+ —cohg 958 0 (2.62)

obtenemos la forma clasica de la ecuacién de Korteweg y de Vries en términos
dimensionales. Para obtener su forma candnica, definimos las nuevas variables

1 \/6 - Co ~
ahy " ho \/Eho (263)

Por la regla de la cadena

ow _W(@ndx+8ndt> 1 oy
aT on \0xdTl = 9t dT 4/6co O
ow oW (ondx onpdt 1 On
8_X_6_<8de amx)‘%%
»Pw ho 0*n\  h§ 0°
X3 7_X (%W> 461603
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Sustituyendo en (2.62))
_On 3¢\ On 15\ &
0_a£+(2ho)a~+( coho | 555
oW (3¢ ow 15\ [4-6V60°W
=4 — 4 4V — -
Voeo o + (2 ho> (4o W) ( ﬁax) * <6C°h0) ( 020X’
ow ow o3 W
= 4\/600 6 —+ 4 6\[COW a + 4\[6()

oW BPW
= 4V6¢y <8T +6W —— + ) .

X ' 9X3
Ast oW oW PW
S T o+ o = 0. (2.64)

Bajo la transformacién
Wi— —u X+—=z T+—t,

al sustituirla en (2.64), tenemos la presentacién canénica de la ecuacidn de
Korteweg-de Vries (KdV)
up = 6Uly — Ugge- (2.65)

No hay que confundir a u = wu (x,t) con la primera componente del campo
U, U (u,v,w). A partir de este momento u representa el perfil de una onda
solitaria sobre la superficie del agua.

A continuacién, procederemos a definir la teoria necesaria de los sistemas
integrables en dimensién finita, obteniendo asi las herramientas necesarias para
asociar una estructura tanto Lagrangiana como Hamiltoniana a la KdV.



CapriTULO 3

Sistemas Integrables de
dimension finita

“Todas las verdades son faciles de entender
una vez que han sido descubieras,
la clave es descubrirlas.”

GALILEO GALILEI (1564-1642)

En el siguiente capitulo veremos que la ecuacién KdV es un sistema ‘integra-
ble’ de dimensién infinita; para esto, necesitamos tener claros los conceptos
del caso en que el sistema ‘integrable’ sea de dimension finita. En concreto, en
este capitulo definiremos los sistemas Lagrangianos y los sistemas Hamiltonia-
nos; mostraremos en qué casos dichos sistemas son equivalentes para finalmente
definir el concepto de integrabilidad. Esto representa la teoria de los sistemas
integrables, siendo de utilidad en muchas dreas de la fisico-matematica, ademas
que define una manera de resolver estos sistemas especiales. Para este capitulo
se sugiere consultar [2].

3.1. Sistemas Lagrangianos

Una de las aportaciones a la fisica matemaética fue la desarrollada por Lagrange
quien, junto con Hamilton, mostré que muchas ecuaciones de la fisica se podian
obtener mediante principios variacionales —el llamado Principio de Hamilton
de minima accion—. Esto es, para cualesquiera dos elementos en el sistema, a
cada trayectoria posible que los ‘una’ se le asocia un numero, su accion, y la
trayectoria que resuelve el problema fisico es la que minimiza la accion.
Pensemos en un sistema con n grados de libertad dado por una funcién
Lagrangiana L. Es decir, para cada vector q en un espacio coordenado n-
dimensional M definimos una curva v, v = {(q(t),t) : q(t) = q,to <t <1},
en el espacio (n+1)-dimensional M x R. Tomando L : TM xR — R una funcién

diferenciable de 2n + 1 variables, y denotando q = ?T?’ definimos la funcional ®

D (y) = /t1 L(q,q,t)dt. (3.1)

to

Bien, si ahora consideramos una perturbacion v1 a v, y1 = {(qi(t),t) :

43
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ai1(t) = q(t)+h(t),to <t <t }, la denotaremos como vy, = v+ h. Asi, tomemos
el incremento de @, ® (v + h) — @ (v).

Definicién 3.1. Diremos que la funcional ® es diferenciable si ® (y+ h) —
® (y) = F + R; donde dada una curva v fija, F depende linealmente de h, y
R=0 (hQ).

A la diferencial de una funcional también es llamada variacion, y a h como
la variacion de la curva.

Teorema 3.1.1. La funcional ® descrita en (3.1)) es diferenciable, y su varia-
cion estd dada por

“roL oL oL
F(h)= — 2
(h) /to [3q dt(a )}hdtJrahtO (3.2)
Demostracion.
t ]
h)-00) = [ L(a+hatie) - L(aqt)d
to
oL oL 5
_/to (ah+ah)dt+0(h)
= F(h) +R.
Integrando por partes el segundo término de la integral
" oL, “d (oL oL
——hdt = / ( )hdt—i—h ;
04 to dt \ 0q 0 to
asi,
" ToL oL oL
F = —_— - = i _ 2y
(h) /t {8(1 dt(a )}hdtJra n| o m=00%)
O

Definicién 3.2. Decimos que una curva v es un extremal para la funcional ®
st para cualquier h se cumple que F (h) = 0.

Por la forma explicita de F' gracias al teorema|3.1.1) podemos dar un criterio
para una curva -y extremal a P.

Teorema 3.1.2. La curva v := q(t) = q es un extremal de la funcional ® (v) =
:01 L(q,q,t)dt en el espacio de curvas conectando a (qo,to) y (d1,t1) i, y sdlo

d /0L oL
3 (%) -5 -0 (33)

se satisface a lo largo de q(t). La ecuacidn (3.3) se conoce como la ecuacidn de
Euler-Lagrange para la funcional ®.
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Demostracion. Por el teorema para una perturbacién v; a v, donde y; =

v+ h
tird /oL oL oL
F(h)—‘/to [dt(%)‘aq]hd”&ah

Como estamos considerando fijos los extremos de la curva, estos no presentan
perturbacién alguna, implicando que h (t9) = h(t1) = 0. Puesto que 7y es un
extremal para @,

ty

to

/t:f(t)h(t)dt:O; f(t):i(%) _gTLl'

Ya que esto tiene que cumplirse para cualquier h, f = 0. Inversamente, si
f@®) =0, F(h)=0. [

La ecuacion de Euler-Lagrange representa un sistema de n ecuaciones de
segundo orden, donde la soluciéon depende de 2n constantes arbitrarias. Las 2n
condiciones q(to) = qo; q(t1) = q1 se utilizan para encontrarlos.

Observacion 7. Como esta teoria surge de la mecdnica, se utiliza la siguiente
terminologia: el espacio n-dimensional M se conoce como el espacio de confi-
guraciones, donde q = (q1,--.,qn) son las coordenadas generalizadas; inter-
pretdndose q = dq/dt = (q1, ..., qn) como las velocidades generalizadas y OL/
04 = p sus momentos conjugados

La pareja (p,q) se define como las variables candnicas. Para OL/0q las
fuerzas generalizadas y ® la accion. Como q; = ¢;(t) es una familia de curvas
en M, la pareja q; = ¢;(t),q; = ¢;(t) representa una familia de curvas en el haz
tangente TM. Aqui, trabajaremos en el espacio euclidiano R™.

En un problema mecénico —si el sistema es conservativo— aparece un ele-
mento de forma natural, una integral de movimiento o constante de movimiento
para el sistema. Esto es, una funcién que depende de las coordenadas y veloci-
dades generalizadas, pero es constante en cada instante del tiempo ¢ a lo largo
de una trayectoria del sistema. Cuando un sistema estd definido por ecuaciones
diferenciales recibe el nombre de primer integral. Una primer integral, para el
sistema, depende de las variables de la ecuacion diferencial y sus derivadas, y
resulta constante cuando se introduce una dependencia respecto al tiempo. Para
los sistemas Lagrangianos, tenemos la siguiente observacién:

Observacion 8. Las ecuaciones de Fuler-Lagrange tienen una primer integral,
llamada energia. Definamos E = E (q,q) = Lg (q4,4) 4 — L (q,q). Probaremos
que si q(t) es una solucidn de la ecuacion de Euler-Lagrange, entonces E (q,q)
es constante. Asi pues, por la regla de la cadena

de _ d oL\ . oL. OL.  OL.
ar  dt \ oq 941" aq1 agq1

_[d oL\ _oL].
T lat\agq)  aql9
—0.
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Por la dificultad de los sistemas Lagrangianos, generados a partir de n ecua-
ciones diferenciales de segundo orden; bajo ciertas suposiciones podemos expre-
sarlo como un sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden, podemos
llevarlo a un sistema Hamiltoniano.

3.2. Sistemas Hamiltonianos

Una funcién Hamiltoniana H en R?" es una funcién diferenciable, C*°, con
H :R?™ — R. Sea I la matriz dada por

0n —I, \
()

con I,,0, las matrices identidad y cero respectivamente, de n renglones con n
columnas. Asi, el campo vectorial definido como

x=1VH (3.4)

se llama el campo Hamiltoniano de H. Expresando la ecuacién en las variables
(P,q) = (P1,--+,Pn,q15- -+, Gn), €l sistema (3.4]) es equivalente a
OH . OH

*afq’ Q*%~ (3.5)

I') =
El sistema se conoce como las ecuaciones de Hamilton o bien, ecuaciones
canonicas.

Existe una fuerte relacién entre los sistemas Hamiltonianos y Lagrangianos,
pues a través de la transformada de Legendre esos dos sistemas son equivalentes.
Consideremos el caso de un sistema Lagrangiano p = 9L/9q, p = 0L/0q dado
por una funcién Lagrangiana L : R™ x R™ x R — R conveza con respecto a q.

Definicién 3.3. Sea f : R™ — R una funcion diferenciable, C*°, conveza; es
decir, fxx positiva definida. Entonces, la transformacion de Legendre de f es
una funcion g (p) definida como

9(p) = mix{p-x— f(x)}. (3.6)

Veamos que tiene sentido la definicién anterior. Si escribimos

F(p,X)=p~X—f(X),

por la condicién de convexidad de f, dado p existe un tnico x (p) tal que

p=Vf(x(p)).
Finalmente,
g(p)=p-x(p) — f(x(p)). (3.7)

Geométricamente, x(p) es el punto donde el plano tangente a la gréifica de f es
paralelo al plano p - x = 0.
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Teorema 3.2.1 (Equivalencia de las ecuaciones de Lagrange y Hamilton). El
sistema de ecuaciones de Lagrange es equivalente al sistema de 2n
ecuaciones diferenciales de primer orden de Hamilton, donde la funcion Ha-
miltoniana H (p,q,t) = p-q— L(q,q,t) es la transformada de Legendre de
la funcion Lagrangiana en su sequnda variable q, con la variable espacial q su
pardmetro.

Demostracion. Por definicién, la transformada de Legendre de L (q,q,t) con
respecto a q es la funcién H (p,q,t) = p-q— L(q,q,t), con q expresada en
términos de p por la expresién p = 9L/Jq, que depende de los pardmetros q y
t debido a . Por otro lado, la diferencial total de H es

OH  oH  OH
aif = Pap + Mg+ g
ap P T 9q" T 5

oL oL
= 4dp — —dq— —dt;
qdp — 5o da— od;

sustituyendo p = dL/dq, obtenemos las ecuaciones de Hamilton

_on,__on 2
P dq

Asi, si q(t) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange, (p(t),q(t)) satisface las

ecuaciones de Hamilton. Ademads, una propiedad que tiene la transformacién

de Legendre es ser involutiva; esto quiere decir que si se aplica dos veces, se

regresa a la funcion original. Asi, es valido el reciproco. Por lo tanto, los sistemas

Lagrangianos y Hamiltonianos son equivalentes. O

q

Proposicion 3.2.2. H es una primer integral del campo Hamiltoniano; es decir,
st x(t) es solucion de (3.4]), entonces H (x(t)) es constante respecto al tiempo t.

Demostracion. Por la expresion (3.4]),

d .
&H (x(t)) =VH -%x
=VH - -1IVH
_ (9H oH\ ( 0H OoH
“\op’ dq oq’ Op (3.9)

B Z": OHOH OH OH
- &= 9q; Ipi Ipi Ig;

7

=0.

Con esto, el valor del Hamiltoniano a lo largo de las trayectorias permanece
constante a través del tiempo ¢. O

La prueba de la proposicién anterior nos permite definir un nuevo operador.
Para F,G : R?" — R campos escalares, definimos el ‘bracket’ de Poisson como

" 9F 0G  OF 0G
ther= ; 9q; Op;  Opi 9q;’ (3.10)
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Proposicion 3.2.3. El bracket de Poisson de las funciones F,G es una funcion
bilineal antisimétrica. Es decir cumple

{F,G} =—{G,F} (3.11)
y, para Fy, Fy, G : R?" = R,
{G,aF + BF} = oG, A} + B{G, F»}; «o,B€R. (3.12)
Demostracion. Para , por definicién, tenemos

OF 0G  OF 0G
F —
tha) = Z dq; Opi  p; Vg

- Z 9GOF  9G OF
6% apz 8}’)1’ 8Qi

- —{G,F}.

En cuanto a (3.12)),

9G 9.
Ipi 0g;
_E"’:a dGOF,  9G OF 0GOF,  9G OF,
- =1 9q; Op;  Op; Oq; dq; Op;  Op; Oy
= o{G, F1} + B{G, F»}.

{GO&Fl—FﬂFQ} ZaGa aFl‘f’ﬁ ) (aF1+ﬁF2)

O

Definicién 3.4. Decimos que las funciones F y G se encuentran en involucion
si el bracket de Poisson es cero, {F,G} = 0.

Observacién 9. Por la proposicion[3.2.3, el Hamiltoniano H estd en involucidn
consigo mismo. Mds aun, puesto que el bracket es antisimétrico, para cualquier
funcion F, {F,F} = 0. Ademds, el nuevo operador nos permite calcular la
evolucion temporal de un campo escalar F definido sobre el espacio fase de H;
pues para F (p(t),q(t)) = F, los cambios de las variables independientes estdn
dados por el flujo de la funcion Hamiltoniana H, similar al caso de la derivada
material
Z oF dpZ OF dg;
Op; dt aqi dt

:Zafzpz
SaaL .

0q; Op;  Op; 0q¢;
:{F,H}.
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Corolario 3.2.4. La funcién F es una primer integral o constante de movi-
miento del Hamiltoniano H si, y solo si, estd en involucion con H. Esto es

{F,H} =0. (3.13)

Demostracion. Por la observacién [J] la variacién temporal de F' estd en funcién
del bracket de Poisson con respecto al Hamiltoniano H. Asi, la derivada con
respecto al tiempo t de la funcién F' es cero si, y sélo si, F' estd en involucién
con H. 0

El conocimiento de una primer integral permite reducir la dimension del
sistema de ecuaciones que describen el movimiento del sistema mecanico. Con
esto, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se reduce a otro sistema
con menos ecuaciones a resolver; es decir, se vuelve mas pequeno. En este caso,
la integral de movimiento debe estar en funcién de la posicién —coordenadas
generalizadas— y momento —momentos conjugados—.

Definicién 3.5. Una coordenada q;, 1 <1i <mn, se dice ciclica si no aparece en
la funcién Hamiltoniana H (p1,...,Pn,q1,-- - qn,t), es decir OH/dq; = 0.

Corolario 3.2.5. Sea q1 una coordenada ciclica. Entonces su momento py co-
rrespondiente se conserva; o bien, es una primer integral o constante de movi-
miento. Para las coordenadas restantes del sistema, su variacion con respecto
al tiempo es igual que para un sistema con n — 1 coordenadas independientes
q2,--->qn Y funcion Hamiltoniana

H(pZa"'7pn7QQ7"-aQTL7tac)7 con ¢ =pi.

Demostracion. Definiendo un nuevo sistema de coordenadas p’ = (pa,...,pn)
vy d = (q2,...,qn), tenemos las ecuaciones de Hamilton
d , OH d OH
—d ==, —h = o
dt 3[) dt (9p1 (3 14)
d , O0H d 0 '
a® T T aq” Pt

Asi, tenemos a p; como un valor constante ¢, entrando sélo como un pardmetro
en la funcién Hamiltoniana del sistema de 2n — 2 ecuaciones. Tras resolver el
sistema, tenemos para ¢

d 8 / !
Erid = f(t); con f(t)= Tle(phpaQ)'

O

Con estas bases para el estudio del caso finito, podemos definir en un espa-
cio de funciones las nociones de sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos. Serd
de nuestro interés definir la funcional Lagrangiana de manera tal, que para su
accién la KAV sea una funcién extremal. En cuanto a nuestra funcional Hamil-
toniana, sentaremos un criterio a partir de la ecuacién KdV y las ecuaciones de
Hamilton.
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CariTULO 4

Integrabilidad en dimension
infinita

“El dlgebra es muy generosa, siempre
nos dice mds de lo que
le prequntamos”

JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717-1783)

En este capitulo extenderemos los conceptos de sistemas integrales en dimen-
sion finita. Esto permite dotar de una estructura Lagrangiana y Hamiltoniana a
ciertos espacios de funciones, relacionados con la KdV. A partir de un analisis a
la dindmica de ciertos operadores mostraremos que la ecuaciéon KdV tiene aso-
ciada una infinidad de leyes de conservacién. Como consulta para este capitulo
se tienen [24], [25] y [12], asi como [3].

4.1. Sistemas integrables

La formulacién de sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos puede generalizarse a
espacios de dimensién infinita. En este caso, la dindmica estara actuando sobre
funciones en vez de ‘puntos’, es decir, el espacio de configuracién sera un espacio
de funciones. Para esto, nos limitaremos a definir sélo los conceptos necesarios
de la teoria de espacios de funciones para exhibir el siguiente hecho:

La ecuacion de Korteweg y de Vries puede ser vista tanto como un sis-
tema Lagrangiano como un sistema Hamiltoniano.

Ademaés, mostraremos la interpretacion funcional de constantes de movimiento
para la ecuacién KdV; estos son, valores definidos de forma integral.

Primero, sobre determinado espacio funcional definiremos un Lagrangiano L
de manera tal que su accién ® tendra un extremal u inicamente si u satisface
KdV.

Posteriormente, al considerar cierto espacio de funciones periédicas tendre-
mos una representacién en series de Fourier, para cada funcién en él. Dada una
curva ¢(t) en dicho espacio, para cada tiempo ¢ tendremos coeficientes de Fourier
gn sobre la base trigonométrica de nuestro espacio, fijos y dados. Si interpre-
tamos a g(t) (-) como una funcién u (-, t), con variables espacio y tiempo (z,t)

o1
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respectivamente, a partir de los coeficientes de Fourier u,, n € Z, se pueden
definir las igualdades

S|

Pn = U—n, qn Un; N E Z+; (41)
las coordenadas generalizadas de nuestro espacio ‘fase’. Con esto, definimos un
funcional Hamiltoniano H de forma tal, que su derivada variacional satisface
la ecuacion KdV si, y sélo si, H satisfard las ecuaciones canénicas de Hamilton
sobre las coordenadas generalizadas .

Necesitaremos primero generalizar los conceptos del capitulo anterior con
base en la teoria elemental del andlisis funcional. Asi, trabajaremos sobre con-
juntos V' de funciones reales f definidas en un dominio D, con el supuesto que
cada V' admita una estructura de espacio de Banach; es decir, sean espacios
vectoriales (de funciones, con sus operaciones naturales —adicién y producto

por un escalar— bajo el campo de los reales) normados y completos. Consultar
el apéndice [B]

4.2. Formulacion Lagrangiana

Consideremos la ecuacién de Korteweg y de Vries obtenida al final de la sub-

seccién del capitulo
up = 6uly — Ugga, (4.2)

misma que rige el movimiento de la ola solitaria u; donde u es una funcién
diferenciable, u € C*° (Rz), u : R? — R sobre las variables espacio y tiempo
(z,t) respectivamente. Una suposicién adicional que se hizo acerca del com-
portamiento de u, fue que las partes de la superficie no perturbadas por la
ola permanecian inméviles. Esto motiva a considerar el espacio funcional X,
formado por las funciones f : R — R tales que el conjunto

sop (f) ={z e R f(z) # 0},

llamado el soporte de f, sea compacto, con f € C* (R).

Observacion 10. Es claro que si f tiene soporte compacto entonces es acotada,
alcanzando su valor maximo en algun elemento de R,

[flloo = max{|f ()| : = € R}.

Asi, nuestro espacio de funciones con soporte compacto es un subespacio de 1%,
el espacio de las aplicaciones de R en R acotadas.

Dicho esto, en esta seccion trabajaremos en el espacio de funciones X definido
como

X ={feC®R)|z+— f(x), f tiene soporte compacto} .
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Observacion 11. En nuestro caso, el subespacio X no es cerrado con respecto
a 1% . Si consideramos su cerradura, obtenemos el espacio de las funciones que
se anulan en el infinito. Diremos que una funcion f : R — R se anula en el
infinito si el conjunto {x € R: |f (x)| > e} es compacto en R, para cada € > 0;
feX.

Consideremos el espacio tangente T'X para nuestro espacio de configuracio-
nes X. Esto es, para cada f en X, tenemos parejas de la forma (f,v), v € X;
representando v variaciones a f, para cada valor x de su dominio. Asi, definimos
el Lagrangiano L : TX — R como

)] = /R %fu - - %fﬁ de. (4.3)

Bien, si tomamos una curva g(t) en X, ¢t — g(t), podemos interpretarla como
una funcién u : R? — R, dada por

u(xz,t) :=g(t)(x) VteR.

Inversamente, si tenemos una funcién diferenciable de dos variables, u : R? — R,
podemos definir una curva en X

g(t) () :==u(x,t), teR.

Asi pues, de ahora en adelante usaremos indistintamente el término funcién
de dos variables u para referirnos a una curva g(t) en el espacio donde nos
encontremos trabajando.

Con esto, al considerar una curva ¢(t) en X, podemos aplicar el Lagrangiano
a su funcién asociada u. Tomando ¢ la funcién potencial de w, ¢, = wu, las
variaciones de nuestra curva estaran dadas por ¢;. Aplicar el Lagrangiano a
(u, ¢¢) nos proporcionard un real fijo, para cada valor ¢ de tiempo. Dicho esto,
podemos definir la accién ® de L para una curva a partir de u,

ol = [ Liwonlde= [[ Joo—ot- i ot @)

con ®: X — R.

Procederemos a calcular la variaciéon de ®, §®, para asi calcular sus extre-
males. Sea h(t) una curva en X, con v su funcién de dos variables asociada y v
su potencial, 1, = v. Con esto,

<I>[u+€v]—<1>[u}

i
// hl’% |: ¢a: + E%) (¢t + Ewt) - (¢a: + 5%)3 - 1 (¢a:w + Ewa:w)Q
r2€—20€ 2

- (500 - 02— o ) | asat
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- //R2 lim [; (Guthe + by + ehuthe) — (3020 + 3ed, 2 + £242)
—% (200040 +ev2,) | dadt
- // %stwt + %qbﬂbx - 3¢i¢$ — PraWay dadt.
R2

Integrando por partes cada sumando, y recordando que tanto u, v como sus
derivadas tienen soporte compacto —se anulan en el infinito—,

o= [ Greer
[ 6200 dn = =2 [ .60 dr 620] = 2 [ Guuct an

Gt do = — [ Qe dr+ 90| =— [ G dv = — [ ¢ da.
I I = /

En cuanto al primer sumando,

/IR Gothes di = - /IR Gonstbe AT 1 dustha

[bwtcdi=— [ buv at o] =~ [ ouw as

intercambiando el orden de integracion

//]1&2 Gztpr dadt = /R2 Gatpy dtdz = — //R2 Guttp dtdz = — //R2 bueth dadt.

Sustituyendo las igualdades anteriores en el calculo de la variacién de @,

1
sl = [ Sortt Sort 3620 — buuts da
= //Rz _sttw + 6¢x¢xaﬂ/) — ¢3:xxx1/1 dzdt
= //Rz (7¢xt + 6¢ac¢xw - bexx:c) w dzdt

R2

Sabemos que w es un extremal para la accidn @ si, y sélo si, §®,, [v] = 0 para
cualquier variacién v. Para que esto se cumpla el integrando tiene que ser cero,
pero como debe cumplirse para cualquier v, implica que u tiene que satisfacer la
KdV; es decir, u es un extremal para la accién definida a partir del Lagrangiano
L si, y sélo si, u satisface la ecuacién KdV.

Por lo tanto, las curvas en X que minimizan la accién del Lagrangiano
son las que su funcién asociada satisface KdV .
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4.3. Formulacion Hamiltoniana

Ahora, consideremos el espacio Y de funciones diferenciables periddicas, de pe-
riodo 27,

Y = {f€C®R)|f(z+2r) = f(x),Vz € R}.

A partir de la formulacién de las funciones ortogonales se desarrolla la teoria
de series de Fourier. Por el teorema de Dirichlet —Convergencia a una funcién
periédica—, una serie de Fourier converge a una funcién periédica dada. Puesto
que dicha serie se forma a partir del conjunto

ne Z*} :

2nm 2nm
cos | = |, sen | ——-=

donde T denota el periodo de la funcion, y las funciones en Y son 27 periédicas,
el argumento de las funciones trigonométricas sera nzx.

Por lo tanto, cualquier funcién f en Y admite una representacion en series
de Fourier y, por la identidad de Euler podemos escribir a la serie de la forma

f@)=>" fae™; (4.5)

ne”Z

con f, denotando los coeficientes de la base trigonométrica de nuestro espacio
funcional. Definamos la funcional H en términos de una funcién F como sigue:

2m 27

HU= [ FUoae= [ pe s an (46)

Si consideramos a f en funcidn de las variables f,, n € Z, podemos calcular
la derivada de H con respecto a cada coeficiente de Fourier, utilizando la deri-
vada variacional (Ver la ecuacién (B.10) del apéndice [B). Para cada coeficiente
Jrs

afe o 6T oR T

OH T
— = — T dg. 4.
o/, /0 5fe dx (4.7)

Observacion 12. La literatura utiliza la letra § para demotar la derivada va-
riacional; esto es, la derivada de una funcional. El inico fin de esta notacion
es para hacer énfasis en que sus variables son funciones.

gtk dz;

oH 2”5H6fd /2”57{
o Of

por lo tanto,

Si f s6lo dependiera de un fj, bastaria considerar la igualdad

M _ 1 OH ik
S5f 2w Ofy ’
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asumiendo la ortogonalidad del conjunto {e"™* | n € Z}. Pero, como k es algin
entero arbitrario, proponemos la forma de la derivada variacional de H en fun-
cién de la serie de Fourier como

= QWZaf_ e, (4.8)

Veamos que la propuesta (4.8) con base en la serie (4.5)) es correcta. Si sus-
4.7)

tituimos (4.8)) en el segundo miembro de la ecuacién (4.7)), tenemos que obtener
la expresion de su primer miembro. Sustituyendo

2m OH " o .
etk qp = mw ezkx dz
/0 of /0 o :Z af_
1 T oH
_ 'L(n+k):v
= n;oo | o dz.

Para el caso en que n # —k,

2 27
oH 1 oH [ ;
Tt i(ntk)z _ i(ntk)z
y OfnC = ar., (6 ) .
1 OF
"~ iln+k)0g_p (1-1)
=0.
Si consideramos n = —k,
2 2
oH OH
i(n+k)x do = A |
—e x T
/0 Of-n o Ofk
B 87?'[ 27
8fk 0
OH
=2,
"oy

Por lo tanto, es vélida .

Al igual que en la seccién anterior, consideremos una curva g(t) en Y, t —
g(t), que también tiene asociada una expresién en series de Fourier. Tomando
u (-, t) la funcién de dos variables asociada a la curva, para cada t en R tenemos

t) = Z u, ()™ w (x4 2m,t) = u(x,t); Vo € R. (4.9)
nez

Calculemos ahora la variacién de H, definida en (4.6)), sobre . Tomando a h(t)
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curva en Y, para v (z,t) su funcién de dos variables asociada,

5H, [v] = Tim L = H

e—=0 e

2
1 1
= /O 2136 - [(u +ev)® + 3 (up + ev2)® = F (u,u,) | dz
2
:/ 3ulv + ugv, dz
0

27
= 3u? — Uyy) v dz — v
/ ( )
0

- ()

cancelandose el segundo sumando al evaluarse por ser funciones periddicas y
obteniendo la tltima igualdad por la expresién (B.10). Tomando la derivada
variacional de H y derivandola con respecto a z,

Si vemos el calculo anterior con atencion, aparece la KAV, una condicién para
la funcional H. Con este cédlculo, u satisface la ecuaciéon KdV si, y sélo si, la
derivada variacional de H cumple

2

0

0 [(oH ou
donde 51
- = 2 —
S 3u’ — Ugy. (4.11)

Ahora, sustituiremos en (4.10) la derivada variacional de H con respecto a u
4.8

dada por la expresion (4.8]), asi como su forma en serie de Fourier expresada en

(4.9). Obtenemos

1 a aH ne _ 8 ne
2 2 (au ) =2 gy (™)

neE”Z

Desarrollando,

L in _ § dun ’L’I’LZL’
s 8u n
nez ne”Z

Ya que {€® | n € Z} es base de Y, los coeficientes tienen que coincidir. Para
cada entero n,
du, i OH
— =_—n .
dt 27 Ou_y,

(4.12)
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Considerando funciones con promedio cero, uy = 0, dotaremos a la funcional
(4.6) de una estructura hamiltoniana. Para cada n > 0 definimos

1 i
n = —Up, n = U—_p, = —H. 4.13
¢ n' b “ 2m ( )
Sustituyendo las anteriores variables en (4.12)),
dp, OH dg, OH
—_— ==, —_ = czZt. 4.14
dt gy dt ~ op, " (4.14)
Asi, tenemos definido un sistema Hamiltoniano H (p1,pe,...,q1,¢2,...) in-

finito dimensional, sobre nuestro espacio de funciones Y de periodo 2.
En lo siguiente, las funcionales que consideraremos son tales, que estédn defi-
nidas sobre las funciones u (z, t) asociadas a curvas en Y. Tomaremos funcionales

de la forma o

Flu] = [z u, ug, gy, - - ) dex; (4.15)

0
con el integrando definido sobre u y un ntimero finito de sus derivadas espaciales.
Entonces, para calcular la derivada variacional de F se aplica el operador Yj a

f

OF 0 o 0 9% 0

4.4. Integrales invariantes

Lo realizado en este trabajo ha sido una deduccion, partiendo desde la fisica, de
una ecuacién en derivadas parciales (EDP) y estructurdndola bajo la teoria de
los sistemas dinamicos. Al hablar de la ecuacién KdV en un sentido dindmico,
se aprecia la riqueza de las propiedades que guarda en si.

La KdV es un ejemplo de un sistema integrable en dimensién infinita, donde
también se le puede asociar un bracket de Poisson. Tiene muchas —muchisimas—
primeras integrales que estan en involucién, e incluso se pueden encontrar coor-
denadas de accién dngulo para dicho sistema. Sin embargo, para los propdsitos
de este trabajo, en esta secciéon mostraremos como de obtienen ‘muchas’ cons-
tantes de movimiento. Para ello, definiremos ciertas aplicaciones sobre nuestro
espacio Y.

Definicién 4.1. Sea F una funcional F : Y — R y sea u(z,t) la funcién de

dos variables asociada a una curva g(t) en'Y, solucién de KdV. Diremos que F

es una constante de movimiento o cantidad conservada para KdV, si y sdlo si,
d

a]—"[g(t)] =0. (4.17)

Definicion 4.2. Sea F una constante de movimiento, y T una funcion sobre

Y, T :Y — Y. Diremos que F es una integral invariante si se satisface la

igualdad
2m

Flu] = T (u, ) dz. (4.18)
0
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T recibe el nombre de densidad conservada.

Al tomar funciones 7 polinémicas en v y un numero finito de sus derivadas
espaciales, F es de la forma (4.15)), pudiéndose calcular su derivada variacional
a partir del operador (4.16|) sobre 7.

Un céalculo inmediato que podemos hacer es mostrar que H, el Hamiltoniano
del sistema, es una integral invariante. Sea w (x,t) solucién de KdV, asi

d 2 5H Ou
/2” OH O (OH

= —— | —)dz
o Oudx \ du

= ;,/0% % ((3u2 — um)Q) dx

= 0;

pues al ser funciones periédicas, al evaluar se cancelan los términos. El funcional
F3 = H es conocido como energia total del sistema, con T3 = u® + %ui

Ademis de ‘H, también existen otras constantes conocidas. Calculemos ahora
la derivada con respecto al tiempo de Fi, dado por

2m
Fi1 [u] :/0 u dx. (4.19)

Entonces,

27
@ :/ uy do
dt 0

2m
= butly — Ugpr dx
0
27
0
=0.

Esto quiere decir que cualquier funciéon que sea soluciéon de KdV, al integrarla
con respecto a x nos da una cantidad conservada. La cantidad recibe el
nombre de conservacion de masa, con T; = u. Si consideramos F» el funcional
expresado como

Falu] = /0 ﬂu2 dz, (4.20)
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tenemos

d 2
72 :/ 2uuy dz
0

dt
21
= 2u (6uty — Ugyy) dx
0
27 a
= ; 9 (4u3 — 2UUgy + ui) dx
=0.

En este caso F, se denomina conservacidn del momento, donde To = u2.

Como vemos, el proceso de exhibir la existencia de invariantes bajo la defi-
nicién [4.2] se basa en la bisqueda de funciones 7,, definidas sobre u solucién de
KdV; manipuldndose el integrando de forma tal, que con ayuda de y el
operador Yy para F,, obtenemos un valor nulo al integrar.

Definicién 4.3. Sean X,7T funciones en'Y , con argumentos en f y sus deriva-
das espaciales. Sea u (x,t) una solucion arbitraria de KdV y supdngase que se
cumple

oT  0X

o T, =0 (4.21)

para cada u solucion de KdV. Entonces, diremos que KdV presenta una ley de
conservacion (4.21)) con densidad T y flujo —X.

Observacion 13. Si tanto T como X fuesen integrables en 0 < x < 2w, en-
tonces

=0. (4.22)

Asi, el funcional F [u] = fo% T dx es una invariante integral.

Daremos un tltimo ejemplo que permita mostrar la complejidad del proce-
dimiento. Sea F; de la forma

2m 5 4 5 9 1 2 o
Fui = / SUT = SUT ULy + S UL, de = Ta dz. (423)
0 2 2 2 0
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Entonces,

dF, /27r 8F4 Ou
i —~ 17 dx
dt o ot Ot

NN AN AN
—Jo Ou Oz \ Ouy 02 \ Ouyy ot .

2m
= / (10u® — 10Uy — 5us + upw) (Buty — Ugey) d
0

27
= / 60u4um — 10u3ur(3> — 60u2umum + 6uUZp UL 1) — 30uu§
0
2
+ 10uumu$<3) + 5uzuw(3> = Uy (3) Uy, (4) dx

27
0
= / Pz (12u5 — 10u3um — 15u2ui + buug U, 3) + 2uuix
0

1
2 2
—Uzlor — 5l dx

=0.

Vemos que, conforme se tenga mas términos de v y demads variables en 7,
los polinomios a buscar crecen de manera exponencial. Por la observacién
podemos enfocarnos en hallar parejas de funciones (7, X,,), compuesta por las
densidades y flujos, para encontrar constantes J,, asociados a KdV.

Para encontrar dichas constantes bajo la ecuacién , un procedimiento
exhaustivo podria ser calcularlas por tanteo y obtener més. Sin embargo, Miura,
Gardner, et al implementaron un método que genera una serie infinita de parejas
(Tn, Xy,) de formas polinomiales, sobre u (x,t) solucién de KdV y sus derivadas
espaciales.

4.4.1. Obtencién de constantes

Procederemos a definir nuevos operadores con base en la ecuacion de Korteweg
y de Vries, obteniendo otras EDPs que nos permitirdn hacer un andlisis para
la construccién de integrales invariantes para KdV. Hay que tener presente la
ecuacién KdV, misma que representa la evolucién temporal de u (x,t), definida
sobre variables espaciales y temporales (x,t) respectivamente

Uy = 6UUL — Ugppy-

El espacio de funciones en donde trabajaremos es el mismo que el definido en
la seccién estamos considerando curvas en Y, tales que su funcién u de dos
variables asociada satisfaga KdV.

Ahora, consideremos una nueva ecuacién diferencial, la ecuacion KdV mo-
dificada (mKdV), dada por

v = 6020y — Vpa- (4.24)



62 CAPITULO 4. INTEGRABILIDAD EN DIMENSION INFINITA

Si tenemos v solucién de mKdV, entonces u definido como
u=Mp]=v?+u, (4.25)
satisface KdV, pues
Uty — Ugzpr — Ut
=6 (1;2 + vz) (2005 + Vgg) — (20045 + 202 + vzm)l_ — (20vy + vgy)
=6 (21)3111 + 0204, + 2’003 + vzvm) — (20Vg20 + 6VLVze + V) + 200 + Ugy)

=2v (61}21193 — Vgwx — vt) + (6112%@ + 121}11320 — V() — vm)
0

= (211 + al’) (6’027% — Ugax — Ut)

=0.

Por lo tanto, si v satisface mKdV, entonces tenemos u solucién para KdV. El
operador M definido en (4.25)) se conoce como transformacion de Miura. Si
calculamos la variacion de M, obtenemos

SM, [w] = 1im M0 H W] = M)

e—0 €

~lim 1 [(v +ew)” + (vp + ewy) — (v + Uoc)}

e—0 €

= 20w — Wy

0

Esto muestra que las ecuaciones KAV y mKdV estdn relacionadas por la varia-
cién de M,

OM ovy = (211 + 8850) (GU%I — vgm)
= 121}3% + 121”1925 + 61}21119; — 20Vpz5 — Uy
=6 (U2 + vz) (2v0g) + 6 (112 + vg) — (1)2 + vy)
=6 (112 + vx) (112 + vm) — (1)2 + fuz)

TTT

= 6Uuly — Ugpz-
El reciproco no es cierto, porque M no es invertible sobre Y. Bajo el cambio
de coordenadas

3
2e2

- . 1
t, t=t, u:u(:c,f) + et (4.26)
tenemos una transformacién Galileana para KdV, una transformacién que deja
invariante a KdV. Calculando las variaciones espaciales y temporales,

T=x+

Uy = Uy +
b 9e2

Uz, Uy = Uz Uggr = Uzzz-
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Al sustituir en KdV,
. 3 _ - 1y . -
Up = OUUL — Ugpe = U+ ——5Uz =6 | U+ — | Uz — Uszz-
2¢e2
Distribuyendo, concluimos con
Uy = 60Uz — Uzgs-

Sin embargo mKdV no es invariante bajo transformaciones. Al sustituir en
mKdV v (z,t) = ew (&,1) + 5= con el cambio de coordenadas (4.26)),

2
Vg =600y — Vgge => € (Wi + smwz | =6 (ew+ o~ | (ewz) — ewzaz.
2¢e 2¢
Por lo tanto, concluimos con la ecuacion
w; = 6w w;z + 6wwz — wizs
t — T T TXTL+

En cuanto a la relacién que hay entre u y w es, por (4.25)),

o 1 N 1\? N
u(x,ﬂ+4§—<sw(x,ﬂ+2€> + ew; (&,1)

:€2w2+w+€wi+i.
4e2
Asi, omitiendo las tildes, tenemos la ecuacién
wy = 62w wy, + 6wwy — Wape, (4.27)
junto con la transformacién
u = Gw] = *w? + w4+ cw,; (4.28)

llamadas ecuacion de Gardner y transformacion de Gardner respectivamente.
Observacién 14. La ecuacion de Gardner contiene a la ecuacion KdV y a

mKdV. Si en (4.27) tomamos e = 0, obtenemos KdV. Y, si damos la transfor-
macion W = ew, tenemos por resultado

. 9 - 1, .
Wy = ()‘wzwac + g6wwz — Wap-
Haciendo € — oo, obtenemos mKdV.

Mostremos lo mismo que para la transformacién de Miura: si w satisface
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(4.27), u definido por cumple KdV
U — Uty + Ugas
= 262 wwy + wp + ewgy — 6 (W + w + cw,) (282 Ww, + Wy + W)
+ 252ww$m + 652wmwm + Wypr + EWLa)
= 262w (wy + Wags) + € [(We), + (Waza) ) + (Wi + Waa) + 662 Wy Wy
— 6 [2c%w (2w w, + ww,) + € (282ww2 + W way + Wwey + W)

+ (eszwz + wwz) + €2wmwm]

0
(1 + 56— + 252w> (wt — 652w2wz — bww, + wmm)
i
0.

Entonces, dada una soluciéon w a se tiene una solucién para KdV, siempre
y cuando u esté definido por la forma . El reciproco no es valido, pues el
operador

1+ 5% + 2¢%w (4.29)
tampoco es invertible sobre el espacio de soluciones. Veamos también que este
operador es la variacién de ,

Glw+ eyl — Gw]

0Gy y] = lim ;
1
= HL%Z [62(w+ey)2+w+ey+6(wx+eyz)—G[w]
= 2wy 4y + ey
0
— (1 +eo-+ 252w> (v)-

Por lo tanto, la KAV y la ecuacién de Gardner estén relacionadas por la variacion
de la transformacién G,

0Gow = (1 + 6% + 2€2w) (662w2wx + 6ww, — wmm) = 60Ul — Ugpy-
z

Nos gustaria tener a w en funcién de u, de alguna manera invertir el operador
(4.29)). Para esto, considerando u solucién a KdV, si damos para w una expansién
asintética de la forma

w = ansn; (4.30)

donde cada coeficiente w,, estd en funcién de u y sus derivadas espaciales, al
sustituirla en la transformacién (4.28)),

u:w+5wx+£2w2

= E wpe™ + E (wp) L™t + E W wpe" M2,
n n

m,n
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podemos calcular los valores para cada coeficiente w,. Puesto que el primer
miembro de la ecuacion anterior carece de expresiones relacionadas a potencias
de €, para cualquier potencia positiva su coeficiente serd cero; en el caso €°,
wo = u. Desarrollando las series y distribuyendo con respecto a ", igualaremos
sus coeficientes a cero, obteniendo asi los coeficientes w,, n > 0, de manera

recursiva:
£ 1 u=wy= wy=u;
e 0=w+ (wy

(wo)e = W1 = —uy;
2 0=wy+(

(

(

2 2
W1 )z + Wy = W2 = Ugg — U,

e’ 0=ws+ (w9); + 2wowi = W3z = —Ugpr + 4Uly;

o — ~— —

et 0= wy + (w3)y + 2wows + w% = Wy = Uya) — 5u92€ — butg, + 2u3;

k—2
2k . _ 2 .
e 0=wop + (ka;_l)m +2 E WiWa(k—1)—i + wy_q, k> 2
i=0
k—1
2k+1 . _ E
€ : 0=wopy1 + (ka;)$ + 2 WiWak_1—4, k> 1.
i=0
Da esta manera ya tenemos a w expresada como una serie en términos que estan
en funcién de u y sus derivadas espaciales. Ahora, sustituiremos la serie (4.30))
en la ecuacién de Gardner, la ecuacién (4.27)), distribuyendo con respecto a las
potencias €™. Para esto,

wy = 622ww, + 6wwy — Wegy —> (w), = (252103 + 3w? — wm)jj ,

entonces
Z (wn)t " — 922 Z (wnwmwr)w €n+m+r+3z (wnwm)x €n+miz (wn)mm "
n n,m,r n,m n

Calculando los coeficientes de las potencias €™, tendremos parejas de polinomios,
derivados con respecto a las variables espaciales y temporales. Desarrollemos las
primeras potencias naturales de €:

e’ (w),=3 (wg)z — (W) e = (0), = (3u® — Ugz) -

Obtenemos asf nuestra primer ley de conservacién, 7; = u; —A&] = 3u? — Uy,.
Ahora, para el caso n = 2,

e?: (wa), = (3 (2wows + w?) + 2wy — (w2),,),
Sustituyendo,

(um — u2)t = (6u (um — u2) + Bui +2u® — (Umm) — 2u92C — 2uum))

= (8uum — 4t 4+ 5ui — ux(4>)

x

.
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Pero (ugz), = (ut),, = (6uty — Ugzq),,. Entonces,
(u2)t = (4u3 + ui — 2uum)m .

Asi, T = u?; Xy = 4u® + u? — 2uu,, conforma nuestra segunda ley de conser-
vacion. Y, para n = 4,

(wa), = (6w0w4 + 6wyws + 3w3 + 6wiw; + 6wew? — (w4)m)m
= <6u (ux@) — 5u? — 6uty, + 2u3) — By (—Uggr + duuy)
+3 (u2, — 20 ugy + ut) + 60 (upy — u?) + 6un’
— (uw@) — 5u:2c — Uy, + 2u3)m )z
Simplificando la ecuacién anterior,
(ux(4> — 5u926 — butg, + 2u3)t = (12uux(4) — 60uui — 42u2um + 9u?

+ 28Uz Uy + 19u§ch — uw(s)) .
x

Sumando a ambos miembros de la igualdad la expresién (—ux(zg + 6u§ + 6uum) .
y puesto que u satisface KdV,

(ui)t = 2ug (),

= 12ui + 120U Uy — 2UgUya);

(Wige )y = ugtiae +u(ut),,

_ 2 .
= 24uumuzr + 6u Ugrey — UgaUgpr — Ul 5) ]

(p@)y = (Ut) o
= (18u92m + 24U Up gy + 6UUL ) — uxw))m .
Entonces,
(ui + 2u3)t = (12uum<4) — 60uui — 42u2um +9ut + 28Uy Upy + 19ui$ — uzm))z
— (18u3m + 24U Up gy + BUULa) — uw@)z
+ 6 (12ui + 12Uty gy — 2u$uz(4>)
+ 6 (24uty Uy + 60U gy — Upglpzy — Wity ) -

Simplificando,

Ly 3 3 2 3
2 §“m +u = 36uuy + 12uuzug, — 6u Uy, + 120 — 2ugu )
t

= (9u4 — 66U Uy + 12uu2 — 2upUppy + uiw)x

9 1
=2 (27_1,4 — 3U2U:gz + GUUi — UgpUggy + 2”%&:) :
z
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Por lo tanto, la pareja (73, X3), con T3 = %ui +ud, X3 = %u4 — 3ulug, +
6uu2 —UpUggs + %uim, conforma la tercer ley de conservacién. Y en lo sucesivo, a
partir de las potencias pares de €, obtendremos las demads leyes de conservacion.

Para las potencias impares, los términos que se obtienen estdn puramente
relacionados a derivadas espaciales, no aportando informacién alguna con res-
pecto a la dindmica de la variacién temporal. Esto se debe a la forma en como
estd conformada la iteracién para los coeficientes w,,.

En las potencias pares aparece una potencia de la funcién u, estan relacio-
nadas al término wy = u; mientras que las potencias impares estan relacionadas
a w; = —u,. Por ejemplo, para el cason =1,

(6wowr — (w1),, )
= (—buuy + uzz),
= (—ut),

= (—uz), -

(wl)t x

Por lo tanto, para cada n par, la densidad conservada es no trivial, es decir,
no es una derivada con respecto a la variable espacial. Pues para cada nimero
par, la densidad contiene un término que es puramente una potencia de u, no
pudiéndose surgir estos términos de la diferenciacién. En cambio, para cada n
impar, no aparece un término que sea puramente una potencia de u, y al calcular
el flujo de la densidad conservada propuesta, obtenemos una ecuacién trivial.

En conclusién, para cada potencia par de € existe una densidad conservada
y un flujo asociado, que conforman una ley de conservaciéon para la ecuacién
KdV. Por lo tanto, la ecuacién de Johannes Korteweg y Gustav de Vries tiene
una infinidad de leyes de conservacion.

En este trabajo se presenta el estudio de la ecuacién KdV para la obtencion
de sus cantidades conservadas. Para la primer parte de este estudio, deducir la
ecuacion de Korteweg y de Vries, se realizé un analisis a la dindmica de fluidos
para la obtencién de sus ecuaciones generales; suponiendo condiciones para el
fluido, y las condiciones de frontera para el fluido; visto como el paso de una ola
sobre un canal.

En cuanto a la segunda parte, la obtencién de cantidades conservadas, se
definié la teoria necesaria para los sistemas integrales en el caso finito, sirviendo
como herramienta para generalizar sus conceptos a espacios de funciones. Con
esto, se mostraron los sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos para las funciones
solucién a KdV y, bajo transformaciones a partir de la estructura Hamiltoniana,
se dedujo una manera de obtener una infinidad de leyes de conservacion.
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APENDICE A

Solucion de tipo solitén

“No hay nada permanente en este
malvado mundo. Ni siquiera
nuestros problemas”.

CHARLES CHAPLIN (1889-1977)

Tanto la ecuacién de Boussinesq como la de Korteweg-de Vries son aproximacio-
nes de orden uno con respecto a los pardmetros ¢, J, asociados a las magnitudes
de onda y del canal. Dichas ecuaciones poseen soluciones exactas del tipo onda
viajera, con las caracteristicas de las ondas solitarias observadas por Russell.
El uso de la KAV presenta suma facilidad, es un buen modelo para analizar los
procesos fisicos de las ondas solucién a estas, entre tantas los solitones.

Decimos que un solitén es una solucion particular de una EDP no lineal, con
las siguientes caracteristicas:

1. Es una onda viajera.
2. Es continua, acotada y se encuentra localizada en el espacio.
3. La energia que transportan es finita.

A pesar de ser la KdV sélo una aproximacion, a partir de los efectos no
lineales y dispersivos presentes en ella puede mostrarse la existencia de ondas
solitarias y el comportamiento de éstas como solitones. Consideremos la forma
KdV en su forma dimensional, dada en la pagina [40] del capitulo

1

6h(2)CU77xzr =0. (A1)

+eotle + o Lo +
Collx Y x
e o+ 57

Para mostrar dicho resultado, buscamos soluciones de la forma

9

1wt =pl-a=¢©. (5

>—>O; |x] — o0, j €N.

Entonces, tenemos
n_dodc _
or d¢ Ox

o _dpoc _
o _ dcot

69
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Sustituyendo en (A.1)),

= £¢’+@’+iw’+hjw’” =0 (A.2)
Co 2ho 6 ' '

Integrando la expresién (|A.2)), tenemos
c 3 h3
_ = 1 Y 2 o — A
(CO+>90+4h080+680 )

con A una constante de integracién. Como esta igualdad debe satisfacerse para
cualquier valor x real, al hacer tender |z| a infinito, concluimos que A =0

c 3 h?
—— 41 =2+ 8y =0, A3
(C()+)<p+4h0<p+6<p (A.3)

Pues buscamos soluciones que se anulan en el finito. Multiplicando (A.3) por ¢’
e integrandola,

1 C 1 h2 2
- _ 1 2 -3 o / :B
2( o )SO Tt T
De nueva cuenta, se concluye que B = 0,
1 C 1 h2 2
—(—=41) P+ —p3+ 2(Y) =0. A4
s (-2 +1) gl W) (A4)

Despejando el tercer término del primer miembro de (A.4) y multiplicando la

ecuacion por cuatro,

h2 2 C 1

S = [2(2-1)- e (A5)
Co

Definiendo v (¢) = ‘;gfo) con =2 (é — 1) , © = Bhov. Sustituyendo en ((A.5)

Ya que todos los términos del segundo miembro son positivos, pues la velocidad
c de la ola es positiva y también mayor a la velocidad linealizada cgy, asi como
la expresion 1 — v, pues puede verse como la altura de la ola normalizada por
la funcién v siendo entonces positiva, concluimos con la igualdad

V=——"vv1—v. (A.6)

Separando variables e integrando,

@c +C. (A.7)

/ dv _
vwi—v  ho
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Considerando la sustitucién
v = sech?(z) = dv = —2sech?(z) tanh(z)dz;

para el primer miembro de (A.7))

2
/ / 2sech”( tanh( ) ds— 9224+ D
wWI—v — sech?(z)

sech2

Entonces, 2z + D = ‘{Li?( + C, es decir z = %C — F. Asi, v es de la forma

v (¢) = sech? <§3f< — E) . (A.8)
Y, por tanto,
¢ (¢) = (Bho)sech® (‘;}fc E) B=2 (% - 1) . (A.9)

Con esto, una solucién tipo solitén para la KdV es

n(x,t) = (Bhg)sech2 (g

Figura A.1: Grafica de un solitén, con valores ho = 7.6, 3 = 0.254, ¢ = 9.73 y
E=-12.
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APENDICE B

Un acercamiento al analisis
funcional

“Para quedarte donde estds tienes que
correr lo mds rapido que puedas...

y st quieres ir a otro sitio, deberds correr,
por lo menos, dos veces mds rdpido”

LeEwis CARROLL (1832-1898)

Definicién B.1. Sea V un espacio vectorial de funciones f. Para cualquier
funcion fen V, tiene como dominio un conjunto D de los reales fijo, f : D — R,
D C R. Decimos que V' es un espacio de Banach si cumple:

1. Para cualquier elemento f € V se puede definir una norma | f||; esto es,
un operador || || : V. — Rt U {0} que es nulo si, y sdlo si, f es la funcidn
idénticamente cero, f = 0. También que satisfaga la propiedad de homo-
geneidad, ||INf|| = ||| f]], con A un valor real; y cumpla la desigualdad del
tridngulo, ||f + gl| < |1l + llg9]l, para cualesquiera f,g elementos de V.

2. Con la topologia inducida por dicha norma, es completo. Es decir, el limite
de cualquier sucesion de Cauchy en V también pertenece a V.

Por comodidad, a los espacios vectoriales de funciones que poseen una es-
tructura de espacio de Banach sélo les llamaremos espacios vectoriales —de
funciones—.

Definicién B.2. Sea V un espacio vectorial y D un subconjunto de V. Una
funcional real F en D es una aplicacion F : D — R; donde a cada funcion f de
su dominio D, D C V, le asocia un valor real.

Ejemplo 1. El conjunto V = C* ([a,b]) se define como el espacio de funciones
reales continuas sobre el intervalo [a,b] con primer derivada continua sobre el
mismo intervalo. Si definimos sobre C! ([a,b]) la norma

A= 11fllo = sup {|f(x)]},
z€Ja,b]
se establece una estructura de espacio de Banach.
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En general, se define C™ ([a, b]) como el espacio de funciones reales continuas
sobre el intervalo [a,b] n veces diferenciables, sobre el mismo intervalo. En el
caso donde el dominio de las funciones sean todos los reales, se denota como

™ (R).

Definiremos un funcional ® en particular, teniendo como base la accién de
un Lagrangiano. Para esta funcional, definimos su dominio

Do = {f € C*([a,b]) | f(a) = A, f (b) = B}, (B.1)

con A, B constantes arbitrarias fijas. Ademds, consideremos una funcién F' con
dominio en R? definida sobre los reales F (z,v,2), continua y con derivadas
parciales de segundo orden. Asi, definimos a ¢ como

b
o (f] = / F(f(s).f'(s).5)ds, VfeD(®). (B.2)

Observacion 15. El dominio Dg no necesariamente es un subespacio vectorial
de C? ([a,b]). Puede considerarse, por ejemplo, las funciones tales que f(a) =

f(0).

Definicién B.3. Sea C™ ([a,b]). Definimos el subespacio M™ del espacio de
funciones reales continuas n veces diferenciables como

M™ = {h e ([a,b]) | h(a) = h(b) =0} (B.3)

Para las funciones reales en varias variables, tenemos el concepto de di-
ferenciabilidad. Decimos que f : R” — R es diferenciable en un punto x =
(z1,22,...,2,) si existe una funcién lineal dfy : R™ — R tal, que satisfaga

f(x+a)=f(x)+dfx(a)+0(a%); (B.4)

donde la notacién d fx asume unicidad. Para este caso, podemos concluir que
" 0
dfx(a) =Vf(x) -a= Z;aia—xif(x); a=(ar,a...,a,). (B.5)

Definiciéon B.4. Un funcional F : D — R diremos que es continuo en f,
f €D, si para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal, que si para g, g € D, ocurre
que ||f — gl| < §; entonces |F(f) — F(g)| < e. O bien,

lim F(g) = F (f). (B.6)

g—f
Con esto, un funcional es continuo si lo es en cada elemento de su dominio D.

En esta definicién, la norma a la que se hace referencia es la misma por la
que V es definido como espacio de Banach.
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Definicién B.5. Un funcional F : D — R es diferenciable en la funcion f € D
st existe un funcional lineal 0Fy : M — R tal, que en cierto entorno de f en D
—asociado a un cierto entorno 0 en M— se satisfaga

F(f+eh)=F(f)+edF;(h)+0(*), VheM, (B.7)
esto es la derivada de Gateauz.

La ecuacion (B.7) es equivalente a buscar la funcional lineal 6Ff : M — R
que satisfaga
F(f+eh)+ F(f)

OF; (h) = lim - , VheM. (B.8)

A la funcional 6F; se le conoce como variacion del funcional F en la funcién f.
Para el caso de la variacién de la funcional (B.2]), como se supone el caso donde
no hay variacién en los extremos, h(a) = h(b) = 0, la variacién de ® se reduce a

50 (h) = /ab B? - % (ggﬂ h ds. (B.9)

Este concepto, la variacién, es el andlogo del concepto de derivada direccional.
Asi, se tiene la variacién de la funcién F' con respecto a f en la direccién de la
funcion h.

Definiciéon B.6. Sea V un espacio vectorial lineal de funciones donde Vf €
Vif :D—=>R;, DCR,g:V = V. Sea F un funcional en V, con F(f) =
Ip lg ()] (s)ds. Una derivada variacional de F es una funcion

oOF
3 V-V
que satisface
oF
0F¢ (h) :/ Lsf] h(s)ds, VfeV, Vhe M. (B.10)
D

Por la notacion se asume unicidad.

Por y(B.10)), para (B.2)) tenemos

5 9F d OF

5 na (B.11)

la expresién para la derivada variacional. Por 7 la expresién de la variacién
del funcional , concluimos que, si en la funciéon f el funcional tiene un
méximo o minimo, entonces debe de valer cero, 6@ (h) = 0; Yh € M. Con
esto, obtenemos la version de la ecuacién de Euler-Lagrange para espacios de

funciones 4 /oF oF
4 <W> -5 =0 (B.12)
con L (f(s), f'(s),s)=F (f(s), f'(s),s) la funcién lagrangiana.
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APENDICE C

Operadores de Lax

“Dios hizo los numeros enteros;
el resto el obra del hombre.”

LeEoPOLD KRONECKER (1823-1891)

El trabajo de Lax estuvo inspirado por el redescubrimiento de la ecuacién KdV
en los trabajos de Zabusky y Kruskal, por ejemplo [30], y posteriormente con
Gardner et al en [13]. La conclusién del nuevo andlisis a KdV concluye a consi-
derarla como la ecuacién de un sistema Hamiltoniano integrable de dimension
infinita; se consideraba que las estructuras de las soluciones eran consecuencia
de la existencia de distintos pardametros de conservacion.

Lax interpret6 a KAV como una condicién de integrabilidad entre ciertos pa-
res de operadores diferenciales, implicando que el espectro de estos se mantenia
constante.

C.1. Motivacion

Sea Ly una matriz con sus entradas reales de m X m. Supongamos que tenemos
una curva de matrices L(t). Asi, L(t) es una curva de matrices similares a Lg
si existe Q(t) curva de matrices tal que Lo = Q~1(¢)L(t)Q(t). Dicho esto, nos
proponemos analizar la evoluciéon con respecto a t del siguiente sistema con
condiciones iniciales

Lo=Q ' (OLMQE),  Q7H0)Q0) = Lnxm. L) =L, Q(t) =Q.

(C.1)
Si derivamos con respecto a t la ecuacion del sistema, tenemos
0=Q 'LQ+Q 'LQ+Q'LQ, (C2)
despejando L . ) .
L=-QQ'L- L™ (C.3)

Como I,xm = AA™! para cualquier matriz A invertible,
d B ) . . .
0= Em (QR™) =QQR'+QQ "= QQ "' =-QQ . (C4)

Entonces, para (C.3)), . .
L=00 'L - LOQ™. (C.5)

7
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Si expresamos como M = M (t) a la expresién QQ!, se tiene para L(t) la
igualdad, por (C.3]), )
L(t) = M(t)L(t) — L(t)M (t); (C.6)
donde M (t) satisface .
Q(t) = M(t)Q(t). (C.7)

C.2. Par de Lax

Sea £ una matriz donde sus entradas [;; estdn definidas sobre el espacio fase
R?*™ 1;; = l;j (p,q), £ € Mayx2, (R). Consideremos una curva x(t) en el espacio
fase, teniendo asf sus coordenadas generalizadas dadas por un pardmetro ¢ de
tiempo.

Si aplicamos la matriz a la curva —aplicar cada entrada de la matriz a
la curva— podremos calcular el cambio de £ (x(t)) con respecto al tiempo,
L (x(t)) = L(t) = L. Supongamos que existe una matriz M = M(t) tal que el
cambio con respecto al tiempo de L estd dado por
d L=[M,L C.8

Sr=(M,1], (C.8)
donde [M,L] = ML — LM es el conmutador de L'y M, M € Ma,x2, (R). Si
tenemos dos matrices que cumplen , se dice que forman un par de Lax y
la ecuacion anterior se denomina ecuacion de Lazx.

Supongamos que la evolucién de L es de la forma

L(t) = QM) LoQ() ™", Q(0) = Lanxan; (C.9)
donde la matriz invertible @ = Q(t) estd determinada por la ecuacién
w=(SQ)o = (SQ) =mq (C.10)
S \dt a”) '

Asi tenemos una ecuacion diferencial con condiciones iniciales, de manera que la
solucién @ (t) estd bien definida y es tinica. Definiendo la matriz Lo = Q'LQ
y calculando su derivada con respecto al tiempo,

%(Q*LQ) =Q 'LO+Q'LQ + Q'LQ. (C.11)

Debido a (C.4)), Q;1 = —Q'QQ'. Considerando (C.10) y asumiendo que

el cambio con respecto a t de L estd dado por el conmutador, al sustituir en la

ecuacién (C.11)) obtenemos

4 L) = Q' LMQ + Q" (ML - LM)Q — Q7' 0Q'LQ

dt
Q" (ML-QQ'L)Q
=0.
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Por lo tanto, Lg se mantiene constante a lo largo del tiempo, de manera que
es un sistema estacionario, donde el valor en cualquier instante ¢ sera el mismo
que el inicial. Asi,

(QT'LQ) (1) = (R7'LQ) (0) = Lo = L(0), (C.12)
De manera que la evolucién de L es de la forma
L(t) = QL(0)Q™ . (C.13)

Esto implica, que las matrices L(t) y L(0) son similares. Una propiedad
importante de las matrices similares, es que tienen el mismo polinomio carac-
teristico, asi, L y Lo tienen los mismos valores propios. Esto implica que para
cualquier valor propio A;, 1 < i < n se mantiene constante con respecto al
tiempo

d
—A=0, 0<i<n. (C.14)

dt
En este caso decimos que el cambio temporal de L dado por una representa-
cion de Lax es isoespectral, es decir, el espectro se preserva en la variacién con

respecto al tiempo. Existen otros valores que también se preservan con respecto
a t, las trazas.

Observacion 16. La traza del conmutador se anula. En efecto, pues

tra (M, L]) = tra (ML — LM)
= tra (ML) — tra (LM)
=0.

Ast, st un par de matrices (L(t), M (t)) admite una representacion de Laz, por
la linealidad del operador traza, la traza de L es una constante del movimiento

d d

&tra (L) = tra <dtL>
= tra ([M, L])
=0.

Observacién 17. Si (L, M) forma un par de Laz, también lo forma la pareja
(LZ,M), pues

%LzzLLJrLL': [M,L]L+ L[M,L]

= (ML —LM)L+ L(ML — LM) (C.15)
= [M,L?].

De manera general podemos mostrar que (Lk,M ) es un par de Lax si la
pareja (L, M), asi como con las potencias anteriores a &, forman un par de Lax;
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donde 1 < k <mn y 2n es la dimensién del espacio fase:

d k rrk—1 d k—1 k—1 k—1
L T A L L = M L)L + L[M, L]
= (ML — LM)LF=' 4 L(ML*' — LF=1 M)

= [M, L"].

Un sistena de ecuaciones de Hamilton, construido a partir de una funcién
hamiltoniana H, puede definirse a partir de una matriz L, L € Ma, w2, (R) [3].
Entonces, las n constantes de movimiento para las ecuaciones de Hamilton se
dan, por lo anterior y las observaciones y a partir de las trazas de las
potencias de la matriz L, teniendo el criterio de integrabilidad para dar solucién
al sistema. Enunciamos asi la siguiente proposicion

Proposicién C.2.1. Si un sistema Hamiltoniano definido sobre el espacio fase
R?" admite una representacion de Lax, L = [M, L], entonces las funciones
definidas de la forma

L =tra(L), Iy =tra(L?), ..., I, =tra(L"),

son constantes de movimiento

d

kT a=Esn

C.3. Representacion de Lax para la KdV
Veremos que la ecuacion KdV
Uy = GUU:E — Ugaa

puede ser escrita a partir de una representacion de Lax

L=[M,L); (C.16)

donde [M, L] = ML — LM es el conmutador de la pareja de los operadores L y
M sobre cierto espacio funcional. En efecto, tomando el espacio Y de funciones
diferenciables periédicas de periodo 27, definido en la seccién [4.3] del capitulo

Y= {f €C®(R) | f(¢+2m) = f(2),Va € R},

tomemos una curva ¢(t) arbitraria y fija en Y. Asi, considerando la funcién
u (z,t) de dos variables asociada, definimos a los operadores L, M : Y — Y
como sigue

L:=—0>+u

C.17
M :=— 45& + 6ud; + 3u,. ( )
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Calculemos ahora las composiciones M L y LM. Denotando el operador de-
rivada parcial con respecto a x simplemente como el operador derivada parcial,
0, = 0, tenemos

ML = —49* (=0% + u) + 6ud (0% +u) + 3uy (0% + u)
= 40° — 40* (uy + ud) + 6u (—33 + uy + ua) — 3u,0% + 3uu,
=40° — 40 (um + 2u,0 + u62) — 6ud® + uu, + 6u?d — 3u,0?
= 40° — Miyyy — 120,,0 — 15u,0% — 10ud® + Juu, + 6u0.

Por otro lado,

LM = —9? (—463 + 6ud + 3ux) +u (—483 + 6u0 + 3um)
=40° — 0 (9us0 + 6ud® + 3ug,) — 4ud® + 6u*0 + 3uu,
=40° — 1203,0 — 15u,0% — 6ud® — 3upyr — 4ud> + 6u? + 3uu,
= 40° — 3ugpy — 1204,0 — 15u,0% — 10ud® + 3uu, + 6u20.
Asi,

[M,L]= ML~ LM
= 40° — uygs — 12u440 — 15u,0° — 10ud® + Yuu, + 6u*0
— (40° = Buggs — 12u4,0 — 15u,0° — 10ud® + Buu, + 6u0)

= 6uly — Uggs-
Por lo tanto, si u satisface la ecuacién KdV, tenemos que
L= Ut.

Es decir, la ecuacién KdV admite una representaciéon de Lax.
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