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Prefacio

Durante el siglo pasado el Análisis Combinatorio tuvo un avance significativo
gracias a la introducción del concepto de Álgebras de Incidencia. La importancia de
esta estructura matemática radica en que es una generalización de diversos concep-
tos clásicos del Análisis Combinatorio, matemáticos como Gian-Carlo Rota sentaron
las bases y desarrollaron la teoría de forma extensa. En este contexto, el presente
trabajo tiene como principal objetivo, estudiar la propiedad lineal de la iteración
del operador Suma Σ sobre las funciones aritméticas, a menudo desapercibida en el
Análisis Combinatorio, debido en gran medida a que en el contexto más general de
las Álgebras de Incidencia, ésta se deriva de forma inmediata de la asociatividad de
la convolución de las funciones de incidencia. Sin embargo, esta propiedad resulta
ser una herramienta fundamental en el estudio de diversos problemas del Análisis
Combinatorio, por lo tanto, es necesario presentar dicha propiedad de una manera
elemental y detallada de tal forma que se haga presente su importancia. Hemos
optado por restringir el estudio a un caso particular de las Álgebras de Incidencia,
por dos razones fundamentales. Primero, la estructura del texto está pensada de
tal forma que los conceptos y resultados que se pretenden exponer vayan surgiendo
de una manera intuitiva, partiendo del estudio de problemas clásicos del Análisis
Combinatorio, los cuales sirven como referencia al situarse en el contexto más gene-
ral. Y la segunda, al centrarnos en las funciones aritméticas, una vez presentada la
definición de función iterada respecto al operador Suma Σ, mostraremos una nota-
ción completamente nueva para denotar dichas iteraciones, esta notación tiene una
importancia implícita en el Análisis Combinatorio, ya que gracias al uso de ésta,
no solo se puede sintetizar de forma alternativa la solución de diversos problemas,
sino que da la pauta en la generación y solución de nuevos problemas, por ejem-
plo algunas generalizaciones de la suma geométrica, entre otros, las cuales serán
presentadas al término de cada apartado.

En síntesis, la idea esencial de esta tesis es hacer un estudio de la propie-
dad en cuestión de la forma más original e independientemente posible. Con esto
nos referimos a que los conceptos, demostraciones y los problemas expuestos han
sido pensados de forma muy selectiva de tal modo que sirvan como un acerca-
miento elemental hacia lo presentado con gran maestría y elegancia por diversos
autores, y es precisamente su trabajo lo que sirve como inspiración del nuestro.
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Introducción

Como nos centraremos en un caso particular de las Álgebras de Incidencia,
resulta necesario verificar la certeza de la propiedad en cuestión incluso en esta
estructura más general. Sin embargo, como se ha optado por un acercamiento ele-
mental, nos limitaremos a presentar un breve análisis de los conceptos de Álgebras
de Incidencias y la propiedad lineal de iteración del operador Suma Σ sobre las fun-
ciones de incidencia. Para un estudio más detallado y completo sobre las Álgebras
de Incidencias se pueden revisar [4] y [7].

Álgebras de Incidencia
Primero veamos algunas definiciones.

Definición 0.0.1 Un conjunto (P,≤) parcialmente ordenado, es un conjunto P
provisto con una relación denotada como ≤, tal que
(i) a ≤ a ∀a ∈ P
(ii) a ≤ b , b ≤ a ⇒ a = b ∀a, b ∈ P
(iii) a ≤ b , b ≤ c ⇒ a ≤ c ∀a, b, c ∈ P

Definición 0.0.2 Sean a, b ∈ P donde (P,≤) es un conjunto parcialmente orde-
nado. Se llama intervalo al conjunto I tal que

I = {x : a ≤ x ≤ b } .

y se denota como [ a, b ]

Definición 0.0.3 Un conjunto parcialmente ordenado (P,≤) es localmente finito,
si todo intervalo es finito.

Definición 0.0.4 Sea (P,≤) un conjunto parcialmente ordenado localmente finito
y K un campo de característica cero. Entonces definamos el siguiente conjunto,

Λ(P ) =
{
f : P 2 → K | f(x, y) = 0 x � y , ∀x, y ∈ P

}
.

Entonces en Λ(P ) se definen las siguientes operaciones;
(i) (f + g)(x, y) := f(x, y) + g(x, y) ∀f, g ∈ Λ(P )
(ii) (αf)(x, y) := αf(x, y) ∀f ∈ Λ(P ) ∀α ∈ K
(iii)

(f ∗ g)(x, y) :=
∑

x≤z≤y

f(x, z)g(z, y)

1



2 INTRODUCCIÓN

Es claro que la suma del inciso (iii) está bien definida porque (P,≤) es un
conjunto parcialmente ordenado localmente finito. Por otra parte, es inmediato que
el producto, también llamado convolución, es asociativo

(f ∗ g) ∗ h =
∑

x≤z≤y

(f ∗ g)(x, z)h(z, y)

=
∑

x≤z≤y

 ∑
x≤w≤z

f(x,w)g(w, z)

h(z, y)

=
∑

x≤w≤z≤y

f(x,w)g(w, z)h(z, y)

=
∑

x≤w≤y

f(x,w)

 ∑
w≤z≤y

g(w, z)h(z, y)


=

∑
x≤w≤y

f(x,w)(g ∗ h)(w, y) = f ∗ (g ∗ h)

Definición 0.0.5 Sea (P,≤) un conjunto parcialmente ordenado localmente finito
y K un campo de característica cero. Entonces, al conjunto ( Λ(P ) , K , + , ∗ ) se le
llama álgebra de incidencia del conjunto P sobre K.

A los elementos de Λ(P ) se les conoce como funciones de incidencia.

Definición 0.0.6 Sea ( Λ(P ) , K , + , ∗ ) un álgebra de incidencia. Entonces, defi-
namos las siguientes funciones
(i) ∀a ∈ K se tiene que

aK ∈ Λ(P )⇔ aK := aK(x, y) =
{
aK x ≤ y
0K x � y

En particular, sea

1K := ζ(x, y) =
{

1K x ≤ y
0K x � y

(ii) Sea δ ∈ Λ(P ) tal que

1K :=
∑

x≤z≤y

ζ(x, z)δ(z, y)

entonces, se tiene que

δ(x, y) =
{

1 x = y
0 x 6= y

(iii) Sea µ ∈ Λ(P ) tal que

δ(x, y) :=
∑

x≤z≤y

ζ(x, z)µ(z, y).

Ahora que ya contamos con los elementos suficientes de las álgebras de inciden-
cia mostraremos como se aplican los conceptos que se abordarán a lo largo de este
texto, situándonos en este contexto más general.
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Conceptos de funciones iteradas de una funciones de inciden-
cia respecto al operador Suma Σ
Definición 0.0.7 Sea f ∈ Λ(P ) y m ∈ N. Diremos que la función iterada de grado
m de la función f, es la función de incidencia h, tal que

h(x, y) =
∑

x≤z1≤y

∑
z1≤z2≤y

· · ·
∑

zm−2≤zm−1≤y

∑
zm−1≤zm≤y

f(zm, y)

y la denotaremos como ∑
m

x≤z≤y

f(z, y)

esto es, ∑
m

x≤z≤y

f(z, y) =
∑

x≤z1≤y

∑
z1≤z2≤y

· · ·
∑

zm−2≤zm−1≤y

∑
zm−1≤zm≤y

f(zm, y).

Análogamente a lo anterior, se tiene lo siguiente.

Definición 0.0.8 Sea f ∈ Λ(P ) y m ∈ N. Diremos que la función iterada dual de
grado m de la función f respecto al operador Suma Σ, es la función de incidencia
h, tal que

f(x, y) =
∑

x≤z1≤y

∑
z1≤z2≤y

· · ·
∑

zm−2≤zm−1≤y

∑
zm−1≤zm≤y

h(zm, y)

y la denotaremos como ∑
−m

x≤z≤y

f(z, y)

esto es,∑
−m

x≤z≤y

f(z, y) =
∑

x≤z1≤y

∑
z1≤z2≤y

· · ·
∑

zm−2≤zm−1≤y

∑
zm−1≤zm≤y

h(zm, y).

Definición 0.0.9 Sean n ∈ N,m ∈ Z. Entonces definimos la siguiente función de
incidencia

θm(x, y) =
∑

m
x≤z≤y

δ(z, y)

Con esta última definición ya contamos con los elementos suficientes para descri-
bir la linealidad en la iteración del operador Suma sobre las funciones de incidencias.

Teorema 0.0.10 Para cualquier función de incidencia f se tiene que∑
m

x≤z≤y

f(z, y) =
∑

x≤z≤y

θm(x, z)f(z, y) ∀m ∈ Z

Solución. Se sigue de las definiciones anteriores y de la asociatividad del producto
de Cauchy. �
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Es importante mencionar que lo que se describe en el resultado anterior es que
al iterar un número finito de veces el operador Suma sobre una función de inci-
dencia, la función de incidencia resultante se puede calcular mediante una simple
suma que involucra a la función de incidencia original y una función de incidencia
que es independiente de la función original sobre la que se realizan las iteraciones.
Realmente, resulta sencillo presentar dicho resultado al situarnos en los conceptos
de Álgebras de Incidencia. Sin embargo, pese a esta simpleza, esta propiedad re-
sulta ser una herramienta muy poderosa cuando se abordan diversos problemas del
Análisis Combinatorio, presentados en casos concretos de las Álgebras de Inciden-
cia. Por lo tanto, el objetivo de este trabajo es analizar de una forma elemental, la
trascendencia que esta propiedad tiene sobre las funciones aritméticas.

Funciones aritméticas y la propiedad lineal en la iteración
finita sobre el operador Suma

Antes que nada, estaremos trabajando sobre el conjunto de funciones aritmé-
ticas, esto es, funciones de dominio natural y valores complejos denotado como
A(N) es decir, A(N) = {f | f : N→ C} . Por otra parte, es inmediato verificar que
las funciones de aritméticas son un álgebra de incidencia respecto al producto de
Cauchy sobre el campo de los números complejos. Por último, en lo que resta de
esta introducción dejaremos de lado las referencias históricas e intentaremos hacer
todo lo posible por describir de forma breve los resultados más importantes de cada
apartado, al igual que sus aplicaciones más significativas.
Sin más preámbulo, en la primera sección partimos analizando la solución del Pro-
blema 1.1.1; encontrar el valor de la suma de los primeros n números naturales
elevados a una potencia p, este problema nos permite mostrar la importancia que
existe en aplicar iteraciones del operador Suma sobre las funciones aritméticas. Se
hace presente la necesidad de formular una definición y una notación que describan
la iterada del operador Suma sobre las funciones aritméticas en general, lo cual se
logra como veremos a continuación;

Definición 1.1.4 Sea f ∈ A(N) y m ∈ N. Diremos
que la función iterada de grado m de f, respecto al
operador Suma, es la función aritmética h tal que

h(n) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

f(km).

y la denotaremos como
n∑
m

k=1

f(k)

esto es,

n∑
m

k=1

f(k) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

f(km).
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Por otra parte, se demuestra un resultado fundamental para el texto porque
está ligado a varias demostraciones del primer capítulo;

Teorema 1.1.2 Sean f, g, h y p funciones aritméticas
tales que

n∑
k=1

f(k) = g(n)

n∑
k=1

h(k) = p(n)

entonces se tiene que
n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k).

Además, se demuestra la primera versión del teorema de linealidad sobre las itera-
ciones del operador Suma respecto de las funciones aritméticas;

Teorema 1.1.9 Para cualquier función aritmética f
se tiene que
n∑
m

k=1

f(k) =
n∑
k=1

(
m+ k − 2
k − 1

)
f(n+1−k) ∀m > 0.

Para finalizar la sección, en las aplicaciones se presenta dos generalizaciones equi-
valentes de la suma geométrica. Estos ejemplos son gran importancia porque se
ocuparán como referencia en secciones posteriores.

i) ∀n,m ∈ N y ∀v ∈ C \ {0, 1}.

n∑
k=1

θm(k)vk−1(1− v)m +
m∑
r=1

θn(r)(v − 1)r−1vn = 1

ii) ∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {0, 1}.

n∑
k=1

m xk +
m∑
r=1

n

(
x

x− 1

)r
= xn

(
x

x− 1

)m
.

donde

θm(n) =
n∑
m

k=1

[
1
k

]
.
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En la segunda sección, mostramos la definición de iterada dual;

Definición 1.2.1 Sea f ∈ A(N) y m ∈ N. Diremos
que la función iterada dual de grado m respecto al
operador Suma de la función f, es una función arit-
mética h tal que

f(n) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

h(km) ∀n ∈ N

y la denotaremos como
n∑
−m

k=1

f(k).

Por otro lado, se enuncia una generalización del Teorema 1.1.9;

Teorema 1.2.5 Para cualquier función aritmética f
se tiene que

n∑
m

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N,∀m ∈ Z

donde

θm(n) =



(
m+ k − 2
k − 1

)
, m > 0,[ 1

n

]
, m = 0,

(−1)n−1
(
−m
n− 1

)
, m < 0.

La importancia de este resultado se hace visible porque describe de forma uni-
ficada la linealidad del operador Suma respecto a la iteración para las definiciones
de iterada e iterada dual de una función aritmética. Finalizamos dando unas exten-
siones complejas de los conceptos previos y en este contexto se deducen identidades
que generalizan la suma geométrica, como se podrá ver en el Problema 1.2.11.
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En el segundo capítulo, se introducen los conceptos de iteradas respecto a una
función aritmética fija;

Definición2.1.2 Sean f ∈ A(N) y m ∈ N. Diremos
que la función iterada de grado m de f respecto de
la función aritmética g es una función aritmética h
tal que

h(n) =
n∑

k1=1
g(n+ 1− k1)

k1∑
k2=1

g(k1 + 1− k2) · · ·

g(km−2 + 1− km−1)
km−1∑
km=1

g(km−1 + 1− km)f(km)

y la denotaremos como
n∑

[m,g(n)]
k=1

f(k).

y por otro lado,

Definición 2.1.5 Sean f ∈ A(N), g ∈ A(N) con
g(1) 6= 0 y m ∈ N . Diremos que la función iterada
dual de grado m f respecto de la función g es una
función aritmética h tal que

f(n) =
n∑

k1=1
g(n+ 1− k1)

k1∑
k2=1

g(k1 + 1− k2) · · ·

g(km−2 + 1− km−1)
km−1∑
km=1

g(km−1 + 1− km)h(km)

y la denotaremos como
n∑

[−m,g(n)]
k=1

f(k).

De igual forma se demuestra la linealidad del operador Suma en la iteración res-
pecto a una función aritmética dada. Conviene advertir que estas generalizaciones
están lejos de ser redundantes, ya que son la base para poder definir y entender
cómo funcionan las iteradas del operador Suma, cuando la suma se realiza sobre el
conjunto de multi-índices que representan las particiones positivas de un número
natural.
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Por lo tanto, usando la Notación 2.1.13 se tiene que;

∀f ∈ A(N) y ∀n,m ∈ N se tiene que

∑
µkrm (n)

f(kr) =
∑

k1+···+kr+···+km=n+m−1
1≤r≤m

f(kr).

Y con ayuda de lo siguiente,

Observación 2.1.16 Para cualquier m ∈ N y para
toda f ∈ A(N) se tiene que

∑
µrm(n)

f(kr) =
n∑
k=1

m−1f(k)

utilizando la Definición 2.1.2 esto es equivalente a

∑
µrm(n)

f(kr) =
n∑
k=1

[1,θm−1(n)]f(k)

Entonces se proponen las iteradas del operador Suma sobre el conjunto de multi-
índices que representan las particiones positivas de un número natural como sigue;

Definición 2.1.15 Sean f ∈ A(N) y p ∈ N. Diremos
que la función iterada de grado p sobre el operador∑

µrp(n)

[ ]

de f, es una función aritmética h tal que

h(n) =
∑
µ
r1
m (n)

∑
µ
r2
m (kr1 )

· · ·
∑

µ
rp−1
m (kp−2)

∑
µ
rp
m (krp−1 )

f(kp)

y la denotaremos como∑
p

µrm(n)

f(kr).
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De forma análoga se define la función iterada dual para este caso,

Definición 2.1.17 Sean f ∈ A(N) y p ∈ N. Dire-
mos que la función iterada dual de grado p sobre el
operador ∑

µrp(n)

[ ]

de f, es una función aritmética h tal que

f(n) =
∑
µ
r1
m (n)

∑
µ
r2
m (kr1 )

· · ·
∑

µ
rp−1
m (kp−2)

∑
µ
rp
m (krp−1 )

h(kp)

y la denotaremos como∑
−p

µrm(n)

f(kr).

Estas definiciones más que ser repetitivas son expuestas con la intención de que sean
ilustrativas, si bien los problemas relacionados con el conjunto de multi-índices que
representan a las particiones positivas de números naturales son abundantes en la
literatura, la idea de iterar sobre dichos conjuntos es casi nula. Por tal motivo,
estas iteraciones son presentadas hasta en el segundo capítulo, se demuestra el teo-
rema de linealidad para este caso y como es de esperarse los resultados del primer
capítulo surgen como casos particulares. Para finalizar la sección se introduce el
concepto usual de convolución de Cauchy, una herramienta fundamental como se
muestra en las aplicaciones, ya que el combinarse con los conceptos anteriormente
descritos, se pueden deducir interesantes identidades finitas como se muestran en
el Problema 2.1.27.
Por último, en las últimas dos secciones se muestra cómo se relacionan el concep-
to de iterada del operador suma sobre las funciones aritméticas con las matrices
infinitas de entradas complejas. Además, se toma como referencia la suma sobre
los factores de un número natural para determinar que es posible realizar la suma
sobre sucesiones de subconjuntos de números naturales considerados con su orden
usual, se generalizan las definiciones de función iterada e iterada dual y se muestra
que la propiedad lineal está determinada por las propiedades del álgebra de matri-
ces triangulares infinitas. Se concluye mostrando algunos ejemplos del uso de estos
conceptos.
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Capítulo 1

Fundamentos

1.1. Conceptos básicos
En esta sección estudiaremos el comportamiento del operador Suma usualmente

denotado como Σ, respecto a la iteración sobre funciones aritméticas, introducire-
mos la definición de función iterada de una función aritmética. Para cada función
aritmética f y m ∈ N, se dirá que la función iterada de grado m de f, respecto al
operador Suma, es la función aritmética h tal que

h(n) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

f(km).

y la denotaremos como
n∑
m

k=1

f(k)

esto es,
n∑
m

k=1

f(k) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

f(km).

Demostraremos la propiedad lineal que existe en dicha iteración, daremos una
prueba elemental a la propiedad asociativa respecto a la convolución de las funciones
aritméticas y expondremos algunas aplicaciones.

11
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1.1.1. Preliminares
Como punto de partida, consideremos lo siguiente,

Problema 1.1.1 Hallar una fórmula para
n∑
k=1

kp ∀n, p ∈ N.

Antes de comenzar a analizar la solución del problema anterior, vale la pena
aclarar que hemos elegido este problema en particular, como punto inicial de esta
tesis, debido a que el planteamiento y solución de este, sirvieron como inspiración
de este trabajo y la razón de esto es simple: existen dos métodos totalmente análo-
gos con los que dicho problema se puede resolver de manera efectiva; el método
telescópico y el método iterativo. No obstante que el primero es el más simple, el
segundo es más general, y precisamente, el método iterativo, es el que nos sirve
como punto de referencia en el estudio de la propiedad lineal del operador Suma
respecto a la iteración sobre funciones aritméticas.

Método telescópico1

Recordemos que una solución elemental de este problema, esta implícitamente
ligada a la función fp(n) = np − (n − 1)p, pues se basa en dos características
fundamentales.
La primera es su propiedad telescópica:

n∑
k=1

fp(k) = np ∀n, p ∈ N.

Y la segunda, se puede desarrollar en potencias menores de np :

fp(n) = np −
p∑
r=0

(p
r

)
(−1)rnp−r ∀n, p ∈ N.

Así, la solución del problema se reduce a calcular la fórmula para las potencias me-
nores, puesto que

fp(n) =
p−1∑
r=0

(
p

r + 1

)
(−1)rnp−r−1

entonces, aplicando el operador Suma a la igualdad anterior, obtenemos

n∑
k=1

fp(n) =
p−1∑
r=0

(
p

r + 1

)
(−1)r

n∑
k=1

kp−r−1 ∀n, p ∈ N.

y como
n∑
k=1

fp(k) = np ∀n, p ∈ N,

1Este método de solución puede verse en Spivak, M. (1984). Calculus Vol. I, II. Editorial
Reverté, Barcelona.
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entonces

p−1∑
r=0

(
p

r + 1

)
(−1)r

n∑
k=1

kp−r−1 = np.

Por lo tanto, dando valores a los p − 1 términos en la igualdad anterior y
despejando se obtiene la solución de

n∑
k=1

kp.

Es notable la simpleza de esta solución, sin embargo, como ya se ha mencionado,
nuestra idea es mostrar un método más general, que nos permitirá dar solución a
diversos problemas aplicando el operador Suma de forma recursiva.

Método iterativo

Procederemos de forma similar al método anterior. Primero, observamos que
para cualquier función aritmética f al aplicarle el operador Suma

n∑
k=1

[ ],

haciendo correr el límite superior n en todo el conjunto de números naturales, se
define una nueva función aritmética g de modo tal que

g(n) =
n∑
k=1

f(k),

y si aplicamos nuevamente el operador Suma, se tiene que

n∑
k=1

g(k) =
n∑
s=1

s∑
k=1

f(k).

Por lo tanto, recordando que

n∑
k=1

1 = n ∀n ∈ N,

entonces aplicando el operador Suma a la igualdad anterior, obtenemos que

n∑
k=1

k =
n∑
s=1

s∑
k=1

1 (1.1)

Por otro lado, aplicando el operador Suma a la siguiente igualdad

n∑
k=1

k = n2

2 + n

2
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se tiene que,
n∑
s=1

s∑
k=1

k =
n∑
k=1

k2

2 +
n∑
k=1

k

2 . (1.2)

Por otra parte, aplicando el operado Suma a (1.1 ) tenemos que

n∑
s=1

s∑
k=1

k =
n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1. (1.3)

Así, despejando la suma de los cuadrados en (1.2) y sustituyendo (1.1) y (1.3) se
tiene que,

n∑
k=1

k2 = 2
n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−
n∑
s=1

n∑
k=1

1

esto es,
n∑
k=1

k = n2

2 + n

2 ⇒
n∑
k=1

k2 = 2
n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−
n∑
s=1

n∑
k=1

1.

De manera análoga y utilizando lo anterior podemos deducir que,

n∑
k=1

k2 = n3

3 + n2

2 + n

6 ⇒
n∑
k=1

k3 = 6
n∑
t=1

t∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−6
n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1+
n∑
s=1

n∑
k=1

1

y que,

n∑
k=1

k3 = n4

4 + n3

2 + n2

4 ⇒
n∑
k=1

k4 = 24
n∑
v=1

v∑
t=1

t∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1− 36
n∑
t=1

t∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1

+ 14
n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−
n∑
s=1

s∑
k=1

1.

Por lo tanto, la idea es hallar una expresión de
n∑
k=1

kp,

en términos de

n∑
k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

1. (1.4)
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En resumen, lo este método de solución del Problema 1.1.1 nos plantea, es
encontrar el valor de la suma (1.4) para poder resolverlo. Es claro que a diferencia
del método telescópico, el método iterativo tiene un grado de complejidad mayor,
sin embargo, hay que mencionar que este razonamiento es la base de lo que se
pretende mostrar en este texto. Además, de que obtener la solución de (1.4) resulta
casi inmediata como veremos a continuación.

Primero notemos que,
n∑
k=1

1 = n =
(n

1

)
entonces

n∑
k=1

k∑
s=1

1 =
n∑
k=1

k = n2

2 + n

2 =
(
n+ 1

2

)
.

Por otra parte,

n∑
k=1

k = n2

2 + n

2 ⇒
n∑
s=1

s∑
k=1

k =
n∑
k=1

k2

2 +
n∑
k=1

k

2

y aplicando el operador Suma a la siguiente igualdad

n∑
k=1

k∑
s=1

1 =
n∑
k=1

k

se tiene que
n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1 =
n∑
s=1

s∑
k=1

k,

por lo tanto,

n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1 = n(n+ 1)(n+ 2)
6 =

(
n+ 2

3

)

Así, procediendo de manera recursiva se conjetura que

n∑
m

k=1

1 =
(
m+ n− 1
n− 1

)
∀n,m ∈ N

donde
n∑
m

k=1

1 =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

1.

Antes de demostrar esto, necesitamos introducir un resultado fundamental, no
solo para la solución del problema anterior, sino que es una herramienta indispen-
sable en la demostración de varios resultados que se presentarán a lo largo de este
texto.
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Teorema 1.1.2 Sean f, g, h y p funciones aritméticas tales que

n∑
k=1

f(k) = g(n)

n∑
k=1

h(k) = p(n)

entonces se tiene que

n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k)

Demostración.

Primero, definimos las siguientes funciones aritméticas

X(n) =
n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k)

Y (n) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k)

entonces aplicaremos inducción sobre n.

i) Demostraremos que X(n) = Y (n) para n = 1.
Notemos que,

X(1) =
1∑
k=1

f(2− k)p(k) = f(1)p(1) = f(1)h(1)

Y (1) =
1∑
k=1

h(2− k)g(k) = h(1)g(1) = h(1)f(1) = f(1)h(1)

entonces, se tiene que X(1) = Y (1).

ii) Ahora, supongamos que X(n) = Y (n) es cierta hasta alguna n ∈ N. Entonces,
demostraremos que X(n+ 1) = Y (n+ 1). Notemos que,

X(1) = f(1)p(1)
X(2) = f(2)p(1) + f(1)p(2)
X(3) = f(3)p(1) + f(2)p(2) + f(1)p(3)

...
X(n− 1) = f(n− 1)p(1) + f(n− 2)p(2) + f(n− 3)p(3) + · · ·+ f(1)p(n− 1)

X(n) = f(n)p(1) + f(n− 1)p(2) + f(n− 2)p(3) + · · ·+ f(2)p(n− 1) + f(1)p(n)
X(n+ 1) = f(n+ 1)p(1) + f(n)p(2) + f(n− 1)p(3) + · · ·+ f(2)p(n) + f(1)p(n+ 1)



1.1. CONCEPTOS BÁSICOS 17

así, sumando las igualdades anteriores se tiene que;
n+1∑
k=1

X(k) = (f(1) + f(2) + f(3) + · · ·+ f(n− 1) + f(n) + f(n+ 1)) p(1) +

(f(1) + f(2) + f(3) + · · ·+ f(n− 1) + f(n)) p(2) +
(f(1) + f(2) + f(3) + · · ·+ f(n− 1)) p(3) +
+ · · ·+
(f(1) + f(2) + f(3)) p(n− 1) + (f(1) + f(2)) p(n) + (f(1)) p(n+ 1)

por lo tanto,
n+1∑
k=1

X(k) = g(n+ 1)p(1) + g(n)p(2) + · · ·+ g(3)p(n− 1) + g(2)p(n) + g(1)p(n+ 1)

=
n+1∑
k=1

g(n+ 2− k)p(k) (1.5)

análogamente,

Y (1) = h(1)g(1)
Y (2) = h(2)g(1) + h(1)g(2)
Y (3) = h(3)g(1) + h(2)g(2) + h(1)g(3)

...
Y (n− 1) = h(n− 1)g(1) + h(n− 2)g(2) + h(n− 3)g(3) + · · ·+ h(1)g(n− 1)

Y (n) = h(n)g(1) + h(n− 1)g(2) + h(n− 2)g(3) + · · ·+ h(2)g(n− 1) + h(1)g(n)
Y (n+ 1) = h(n+ 1)g(1) + h(n)g(2) + h(n− 1)g(3) + · · ·+ h(2)g(n) + h(1)g(n+ 1)

y sumando las igualdades anteriores se tiene que;
n+1∑
k=1

Y (k) = (h(1) + h(2) + h(3) + · · ·+ h(n− 1) + h(n) + h(n+ 1)) g(1)

+(h(1) + h(2) + h(3) + · · ·+ h(n− 1) + h(n)) g(2) +
(h(1) + h(2) + h(3) + · · ·+ h(n− 1)) g(3) + · · ·+
(h(1) + h(2) + h(3))g(n− 1)(h(1) + h(2)) g(n) + (h(1))g(n+ 1)

así que,

n+1∑
k=1

Y (k) = p(n+ 1)g(1) + p(n)g(2) + · · ·+ p(3)g(n− 1) + p(2)g(n) + p(1)g(n+ 1)

=
n+1∑
k=1

g(n+ 2− k)p(k)

=
n+1∑
k=1

p(n+ 2− k)g(k) (1.6)
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entonces, comparando las igualdades (1.5) y (1.6) se sigue que
n+1∑
k=1

X(k) =
n+1∑
k=1

Y (k)

y por la hipótesis de inducción sabemos que
n∑

k=1
X(k) =

n∑
k=1

Y (k)

por lo tanto, se tiene que X(n+ 1) = Y (n+ 1) .
�

Ahora, retomaremos uno de nuestros problemas pendientes.

Problema 1.1.3 2 Demostrar que
n∑
m

k=1

1 =
(
m+ n− 1
n− 1

)
∀n,m ∈ N

donde
n∑
m

k=1

1 =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

1.

Solución.
Procederemos por inducción sobre m.

i) Para el caso m = 1, la igualdad es inmediata.
ii) Supongamos que

n∑
m

k=1

1 =
(
m+ n− 1
n− 1

)
∀n ∈ N

es cierta hasta alguna m ∈ N. Entonces necesitamos probar que
n∑
m+1

k=1

1 =
(
m+ n

n− 1

)
∀n ∈ N.

Por la hipótesis de inducción sabemos que
n∑
m

k=1

1 =
(
m+ n− 1
n− 1

)
∀n ∈ N;

entonces
n∑
m

k=1

1 =
n∑
r=1

r∑
m−1

k=1

1 =
n∑
k=1

(
m+ k − 2
k − 1

)
∀n ∈ N.

Por lo tanto, se sigue que
n∑
k=1

(
m+ k − 2
k − 1

)
=
(
m+ n− 1
n− 1

)
∀n ∈ N.

2Este es un problema común en Análisis Combinatorio, la solución más frecuente usa
argumentos combinatorios, como puede verse en [5]. La solución que presentamos es pu-
ramente inductiva y algebraica.
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Ahora, aplicaremos el Teorema 1.1.2 a lo siguiente,
n∑
k=1

(
m+ k − 2
k − 1

)
=
(
m+ n− 1
n− 1

)
n∑
k=1

1 = n

se tiene que
n∑
k=1

(
m+ k − 1
k − 1

)
=

n∑
k=1

(n+ 1− k)
(
m+ k − 2
k − 1

)
(1.7)

Por otro lado, sabemos que(
m+ k − 1
k − 1

)
= (m+ k − 1)

m

(
m+ k − 2
k − 1

)
∀k,m ∈ N

esto implica que
n∑
k=1

(
m+ k − 1
k − 1

)
=

n∑
k=1

(m+ k − 1)
m

(
m+ k − 2
k − 1

)
(1.8)

Así, comparando (1.7) y (1.8) se deduce que,
n∑
k=1

(n+ 1− k)
(
m+ k − 2
k − 1

)
=

n∑
k=1

(m+ k − 1)
m

(
m+ k − 2
k − 1

)
∀n ∈ N

y manipulando esta igualdad, obtenemos
n∑
k=1

k

(
m+ k − 2
k − 1

)
= (mn + 1)

m+ 1

n∑
k=1

(
m+ k − 2
k − 1

)
= (mn + 1)

m+ 1

(
m+ n− 1
n− 1

)
Sustituyendo lo anterior en (1.8), ésta se reduce a lo siguiente:

n∑
k=1

(
m+ k − 1
k − 1

)
=

n∑
k=1

(m+ k − 1)
m

(
m+ n− 2
k − 1

)

=
(
m− 1
m

) n∑
k=1

(
m+ k − 2
k − 1

)
+
(

1
m

) n∑
k=1

k

(
m+ k − 2
k − 1

)
=

(
m− 1
m

)(
m+ n− 1
n− 1

)
+
(

1
m

)
(mn + 1)
(m+ 1)

(
m+ n− 1
n− 1

)
=

(
m+ n

n− 1

)
∀n ∈ N

Así, aplicando el operador Suma a la hipótesis de inducción y gracias a la última
igualdad se prueba que

n∑
m+1

k=1

1 =
n∑
k=1

k∑
m

r=1

1 =
n∑
k=1

(
m+ k − 1
k − 1

)
=
(
m+ n

n− 1

)
∀n,m ∈ N.

�
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Por lo tanto, regresando al Problema1.1.1, recordemos algunas de las igualdades
que ya habíamos obtenido anteriormente y que nos condujeron al Problema1.1.3 ;

n∑
k=1

k =
n∑
s=1

s∑
k=1

1

n∑
k=1

k = n2

2 + n

2 ⇒
n∑
k=1

k2 = 2
n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−
n∑
s=1

n∑
k=1

1.

n∑
k=1

k2 = n3

3 + n2

2 + n

6 ⇒
n∑
k=1

k3 = 6
n∑
t=1

t∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1− 6
n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1 +
n∑
s=1

n∑
k=1

1

n∑
k=1

k
3 =

n4

4
+

n3

2
+

n2

4
⇒

n∑
k=1

k
4 = 24

n∑
v=1

v∑
t=1

t∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1− 36

n∑
t=1

t∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1 + 14

n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−

n∑
s=1

s∑
k=1

1.

Entonces usando lo obtenido en el Problema1.1.3, se deduce que;

n∑
k=1

kp =
p∑
r=1

g(p, r)
n∑
k=1

r 1 =
p∑
r=1

g(p, r)
(
r + n+ 1
n− 1

)
∀n, p ∈ N,

donde g(p,r)3 son constantes que solo depende del parámetro p. Para finalizar,
no está de más comentar la importancia que tiene lo expuesto anteriormente pa-
ra el desarrollo posterior del texto. Ya que la estructura de este, ha sido pensada
para que cada sección sea una generalización de las anteriores, es necesario visua-
lizar de forma clara la idea de lo que se ha pretendido mostrar hasta el momento.
En la demostración Problema1.1.3 se puede observar de forma implícita, que
para cualquier función aritmética f al aplicarle recursivamente el operador Suma,
haciendo correr el límite superior n en todo el conjunto de números naturales, se
define una nueva función aritmética g, que representa dicha iteración. Así el pro-
blema estriba en encontrar una expresión general para dicha función, y como se
pudo notar en la demostración de tal problema, el Teorema 1.1.2 es una herramien-
ta indispensable. Por lo tanto, el siguiente paso es proveernos de una definición y
una notación adecuada, para abordar el caso general, y eso es precisamente lo que
haremos continuación.

3Estas constantes que aparecen en la solución del Problema1.1.1, dependiendo de su
forma de expresión reciben diversos nombres, las que se exponen aquí son una variación
de los Números de Stirling de primera especie.
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1.1.2. Definición de iteradas respecto al operador Suma
Como ya habíamos mencionado, necesitamos introducir una definición que se

pueda aplicar a cualquier función aritmética, para esto denotaremos al conjunto de
las funciones aritméticas de forma usual como A(N). Entonces veamos lo siguiente.

Definición 1.1.4 4 Sea f ∈ A(N) y m ∈ N. Diremos que la función iterada de
grado m de f, respecto al operador Suma, es la función aritmética h tal que

h(n) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

f(km).

y la denotaremos como
n∑
m

k=1

f(k)

esto es,
n∑
m

k=1

f(k) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

f(km)

Observación 1.1.5 Para cualquier función aritmética f, diremos que la misma
función f es su función iterada de grado 0 y denotaremos esto como

n∑
0

k=1

f(k) = f(n).

Observación 1.1.6 Hay que advertir, que la Definición 1.1.4 no es aplicable
al siguiente caso.

Supongamos que

g(n) =
n∑
k=1

f(n, k),

entonces, aplicando el operador Suma, a esta igualdad se tiene que

n∑
k=1

g(k) =
n∑
k=1

k∑
s=1

f(k, s)

y como puede observarse la expresión

n∑
k=1

k∑
s=1

f(k, s)

es de una naturaleza distinta a las que se han manejado hasta el momento, pues
depende tanto del límite superior como del límite inferior del operador, a diferencia
de lo que se expresa en la Definición 1.1.4. Este caso lo estudiaremos más
adelante.

4Esta definición, en su forma simple, puede verse en términos de antidiferencias en [6]
y [1].
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Antes de continuar, notemos algunas cuestiones; la Definición 1.1.4 es equi-
valente a la definición de antidiferencia y comúnmente se usan los símbolos ∆−1 y
∇ para denotar al operador antidiferencia. Aunque resulta irrelevante la notación,
nosotros no nos apegaremos a la terminología usual, optaremos por el símbolo

n∑
m

k=1

ya que, para los objetivos de este trabajo, es el que mejor describe la esencia de
la Definición 1.1.4, esto es, que se está realizando una suma sobre una función
aritmética dada, lo cual únicamente denota la suma de los n primeros valores de la
iteración correspondiente, tomados con el orden usual de N.

Veamos lo que queremos describir con lo anterior,
n∑
k=1

f(k) = f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 1) + f(n)

n∑
2

k=1

f(k) =
1∑
k=1

f(k) +
2∑
k=1

f(k) + · · ·+
n−1∑
k=1

f(k) +
n∑
k=1

f(k)

n∑
3

k=1

f(k) =
1∑
k=1

2 f(k) + · · ·+
n−1∑
k=1

2f(k) +
n∑
k=1

2 f(k)

n∑
4

k=1

f(k) =
1∑
k=1

3 f(k) + · · ·+
n−1∑
k=1

3f(k) +
n∑
k=1

3 f(k)

Con esto podemos ver que en
n∑
m

k=1

f(k) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

f(km)

se tiene que
1 ≤ km ≤ km−1 ≤ · · · ≤ k2 ≤ k1 ≤ n

y lo que esto indica, es simplemente el orden de los sumandos en las iteraciones.

Análisis del Método Iterativo
Como se observó anteriormente, la demostración del Problema 1.1.3 se puede

advertir un hecho relevante; supongamos que

g(n) =
n∑
k=1

f(k)

n =
n∑
k=1

1

entonces aplicando el Teorema 1.1.2 resulta que
n∑
k=1

g(k) =
n∑
k=1

(n+ 1− k) f(k)
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y según la Definición 1.1.4, esto implica que

n∑
2

k=1

f(k) =
n∑
k=1

(n+ 1− k) f(k).

Análogamente, si suponemos que

h(n) =
n∑
k=1

g(k),

entonces

n∑
2

k=1

g(k) =
n∑
k=1

(n+ 1− k) g(k)

y por la Definición 1.1.4 tenemos que

n∑
3

k=1

f(k) =
n∑
k=1

(n+ 1− k) g(k)

pero, aplicando el Teorema 1.1.2 a las siguientes igualdades

g(n) =
n∑
k=1

f(k)

(
n+ 1

2

)
=

n∑
k=1

k

se sigue que
n∑
k=1

(n+ 1− k) g(k) =
n∑
k=1

(
n+ 1− k

2

)
f(k)

por lo tanto,
n∑

3
k=1

f(k) =
n∑
k=1

(
n+ 1− k

2

)
f(k)

por la Definición 1.1.4.
Entonces, este análisis sugiere que no importa que función aritmética tomemos,

siempre podremos calcular
n∑
m

k=1

f(k)

en términos de la función f. Demostremos lo anterior.

Definición 1.1.7 Sean n ∈ N,m ∈ N. Entonces definimos la siguiente función

θm(n) =
n∑
m

k=1

[
1
k

]
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Observación 1.1.8 De la Definición 1.1.4 tenemos que

θm(n) =
n∑
m−1

k=1

1

ya que

1 =
n∑
k=1

[
1
k

]
por lo tanto,

θm(n) =
(
m+ k − 2
k − 1

)
∀n,m ∈ N.

En adelante, denotaremos de forma usual al conjunto de los números naturales
que incluyen al cero como N∗ = N ∪ {0}. Ahora que ya contamos con lo necesario,
vamos a exponer nuestro primer resultado sobre la linealidad del operador Suma
sobre las funciones aritméticas, es conveniente dejar claro de qué forma se hace
presente la linealidad, esto es, cuando se itera el operador Suma un número finito
de veces sobre una función aritmética fija, la expresión resultante se puede reducir
a una simple suma de dos funciones aritméticas, la función aritmética inicial sobre
la que se realiza la iteración y una función que aparecerá de forma constante la cual
no dependerá de la función sobre la que se aplica la iteración, sino del número de
veces que use el operador Suma.

Teorema 1.1.9 (Primera versión) Para cualquier función aritmética f se tiene que
n∑
m

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k) ∀m ∈ N∗.

Demostración. Se aplicará inducción sobre m.
(i) Probaremos que

n∑
0

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θ0(n+ 1− k)f(k) ∀f ∈ A(N).

Por la Observación 1.1.5, resulta que
n∑

0
k=1

f(k) = f(n) ∀f ∈ A(N)

y por la Definición 1.1.7 sabemos que

θ0(n) =
[

1
n

]
entonces

n∑
k=1

θ0(n+ 1− k)f(k) =
n∑
k=1

[
1
k

]
f(n+ 1− k) = f(n) ∀f ∈ A(N).

Así, comparando igualdades se concluye que
n∑

0
k=1

f(k) =
n∑
k=1

θ0(n+ 1− k)f(k) ∀f ∈ A(N).
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(ii) Supongamos que

n∑
m

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k)

es cierta hasta alguna m ∈ N∗ y ∀f ∈ A(N) Demostraremos que
n∑
m+1

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θm+1(n+ 1− k)f(k) ∀f ∈ A(N).

Por el Teorema 1.1.2 y Definición 1.1.7 sabemos que
n∑
k=1

θm(k) = θ m+1(n)

si suponemos que
n∑
k=1

f(k) = g(n),

entonces se tiene que
n∑
k=1

θm+1(n+ 1− k)f(k) =
n∑
k=1

θm(n+ 1− k)g(k)

por el Teorema 1.1.2.
Por otro lado, de la hipótesis de inducción se sigue que

n∑
m

k=1

g(k) =
n∑
k=1

θm(n+ 1− k)g(k)

y por la Definición 1.1.4
n∑
m+1

k=1

f(k) =
n∑
m

k=1

g(k).

Por lo tanto, comparando las últimas igualdades se concluye que
n∑
m+1

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θm+1(n+ 1− k)f(k) ∀m ∈ N ∀f ∈ A(N).

�

Con esto último, hemos logrado demostrar la propiedad lineal en una versión
simple de la iteración del operador Suma sobre las funciones aritméticas. Así, para
finalizar esta sección, expondremos una serie de ejemplos, en los cuales, se hacen
presentes los conceptos anteriores.
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1.1.3. Aplicaciones
Los ejemplos sobre los cuales se pueden trabajar los conceptos de linealidad

respecto a la iteración del operador Suma son diversos, basta con tomar una suma
finita de una función aritmética y aplicar el operador Suma de forma recurrente. Sin
embargo, existen ejemplos que por su naturaleza valen la pena tomarse un momento
para analizarlos. Por lo tanto, hemos optado por no extendernos, solo elegimos
unos escasos ejemplos que pueden ser generalizados o que tienen una relación con
la solución de otros problemas. En lo siguiente, pondremos SG para denotar a la
suma geométrica, ya que nos referiremos a ella en varias ocasiones.

Problema 1.1.10 (SG versión simétrica simple)

Aplicar Definición 1.1.4 y el Teorema 1.1.9 a la suma geométrica
n∑
k=1

xk = x− xn+1

1− x ∀n ∈ N , ∀x ∈ C \ {1}

y demostrar la siguiente generalización

n∑
m

k=1

xk +
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
= xn

(
x

x− 1

)m
∀m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1},

o de forma explícita,

n∑
k1=1
· · ·

km−1∑
km=1

xkm +
m∑

r1=1
· · ·

rn−1∑
rn=1

(
x

x− 1

)rn
= xn

(
x

x− 1

)m
.

Solución.
Procederemos por inducción sobre m.
El caso n=1 es claro aplicando la Definición 1.1.4. Ahora supongamos que

la igualdad,

n∑
m

k=1

xk +
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
= xn

(
x

x− 1

)m
∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

es cierta hasta alguna m ∈ N, entonces aplicando el operador
n∑
k=1

[ ]

a ambos lados de la igualdad anterior y usando la Definición 1.1.4 obtenemos
que

n∑
m+1

k=1

xk +
n∑
k=1

m∑
k

r=1

(
x

x− 1

)r
=

n∑
k=1

xk
(

x

x− 1

)m
∀x ∈ C \ {1} (1.9)

por el Teorema 1.1.9 tenemos que
m∑

k
r=1

(
x

x− 1

)r
=

m∑
r=1

(
m+ k − r − 1

m− r

)(
x

x− 1

)r
.
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Además

m∑
r=1

(
m+ k − r − 1
m+ 1− r

)(
x

x− 1

)r
=

m∑
r=1

(
(m+ 1− r) + k − 2

k − 1

)(
x

x− 1

)r
,

entonces

n∑
k

k=1

m∑
r=1

(
x

x− 1

)r
=

n∑
k=1

m∑
r=1

(
(m+ 1− r) + k − 2

k − 1

)(
x

x− 1

)r
=

m∑
r=1

n∑
k=1

(
(m+ 1− r) + k − 2

k − 1

)(
x

x− 1

)r
∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

y como

n∑
k=1

(
(m+ 1− r) + k − 2

k − 1

)
=
(

(m+ 1− r) + n− 1
n− 1

)
por lo tanto,

n∑
k

k=1

m∑
r=1

(
x

x− 1

)r
=

m∑
r=1

(
(m+ 1− r) + n− 1

n− 1

)(
x

x− 1

)r
=

m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r
∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

Así, sustituyendo lo anterior en (1.9) y utilizando la siguiente igualdad

n∑
k=1

xk = x− xn+1

1− x ∀n ∈ N , ∀x 6= 1

obtenemos que,

n∑
m+1

k=1

xk+
m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r
=
(
x− xn+1

1− x

)(
x

x− 1

)m
∀x ∈ C\{1}.

Por otro lado, tenemos que

(
x− xn+1

1− x

)(
x

x− 1

)m
= −

(
x

x− 1

)m+1
+ xn

(
x

x− 1

)m+1
∀x ∈ C \ {1}

entonces se sigue que,

n∑
m+1

k=1

xk +
m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r
+
(

x

x− 1

)m+1
= xn

(
x

x− 1

)m+1
(1.10)



28 CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS

y por el Teorema 1.1.9 sabemos que,
m+1∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
=

m+1∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r
=

m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r
+
(
n− 1

0

)(
x

x− 1

)m+1

=
m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r
+
(

x

x− 1

)m+1

por lo tanto, sustituyendo lo anterior en la igualdad (1.10) se tiene que

n∑
m+1

k=1

xk +
m+1∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
= xn

(
x

x− 1

)m+1
∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

�

Problema 1.1.11 (SG forma simétrica equivalente) Demostrar que los si-
guientes enunciados son equivalentes:

(i)
n∑
k=1

θm(k)vk−1(1−v)m +
m∑
r=1

θn(r)(1− v)r−1vn = 1 ∀n,m ∈ N y ∀v ∈ C\{0, 1}.

(ii)
n∑
m

k=1

xk +
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
= xn

(
x

x− 1

)m
∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {0, 1}.

Solución. Primero notemos que por el Teorema 1.1.9 se tiene lo siguiente,

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r
=

m∑
r=1

θn(m+ 1− r)
(

x

x− 1

)r
=

m∑
r=1

θn(r)
(

x

x− 1

)m+1−r

=
m∑
r=1

θn(r)
(

x

x− 1

)m(
x− 1
x

)r−1
∀m ∈ N , ∀x 6= 0, 1

por lo tanto
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
=

m∑
r=1

θn(r)
(

x

x− 1

)m(
x− 1
x

)r−1
∀m ∈ N , ∀x 6= 1, 0.

Análogamente, se tiene que
n∑
m

k=1

xk =
n∑
k=1

θm(k)xn
(

1
x

)k−1
∀n ∈ N , ∀x 6= 1, 0
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entonces sumando las igualdades anteriores se tiene que

n∑
m

k=1

xk+
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
=

n∑
k=1

θm(k)xn
(

1
x

)k−1
+

m∑
r=1

θn(r)
(

x

x− 1

)m(
x− 1
x

)r−1

por otro lado, sabemos que

n∑
m

k=1

xk +
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
= xn

(
x

x− 1

)m
∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {0, 1}

entonces

n∑
k=1

θm(k)xn
(

1
x

)k−1
+

m∑
r=1

θn(r)
(

x

x− 1

)m(
x− 1
x

)r−1
= xn

(
x

x− 1

)m
.

Ahora, dividiendo la igualdad anterior por xn
(

x
x−1

)m
obtenemos

n∑
k=1

θm(k)
(
x− 1
x

)m( 1
x

)k−1
+

m∑
r=1

θn(r)
(

1
x

)n(
x− 1
x

)r−1
= 1 ∀x 6= 0, 1 (1.11)

Por último, haciendo el cambio de variable v = 1
x se tiene que x = 1

v y x−1
x = 1−v.

Así, sustituyendo en la igualdad (1.11) se concluye que

n∑
k=1

θm(k)vk−1(1−v)m +
m∑
r=1

θn(r)(v − 1)r−1vn = 1 ∀n,m ∈ N y ∀v ∈ C\{0, 1}.

El recíproco se prueba análogamente.
�

Problema 1.1.12 Probar que ∀p, q, n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {0, 1} se tiene que

m∑
q

r=1

n∑
r+p

k=1

xk +
n∑
p

k=1

m∑
k+q

r=1

(
x

x− 1

)r
=

 n∑
p

k=1

xk

 m∑
q

r=1

(
x

x− 1

)r .

Solución. Para probar esto sólo hay que definir las siguientes funciones:

f(m,n) =
n∑
m

k=1

xk y g(n,m) =
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
∀m,n ∈ N ∀x 6= 0, 1

entonces por el Problema 1.1.10 sabemos que

n∑
m

k=1

xk +
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
= xn

(
x

x− 1

)m
∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.
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lo que implica que,

f(m,n) + g(n,m) = xn
(

x

x− 1

)m
∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

así, aplicando los operadores
n∑
p

k=1

[ ] y
m∑

q
r=1

[ ] ∀n,m, p, q ∈ N

a la igualdad anterior se tiene que

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

f(r, k) +
m∑

q
r=1

n∑
p

k=1

g(k, r) =
m∑

q
r=1

n∑
p

k=1

xk
(

x

x− 1

)r
∀n,m, p, q ∈ N, x 6= 0, 1.

Por otro lado, utilizando la Definición 1.1.4 observamos que
m∑

q
r=1

n∑
p

k=1

f(r, k) =
m∑

q
r=1

n∑
p

k=1

k∑
s=1

rx
s

=
m∑

q
r=1

n∑
p+r

k=1

xk ∀n,m, p, q ∈ N, x 6= 0, 1

además,

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

g(k, r) =
m∑

q
r=1

n∑
p

k=1

r∑
k

t=1

(
x

x− 1

)t

=
n∑
p

k=1

m∑
q

r=1

r∑
k

t=1

(
x

x− 1

)t

=
n∑
p

k=1

m∑
q+k

r=1

(
x

x− 1

)r
∀n,m, p, q ∈ N, x 6= 0, 1

y, por último

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

xk
(

x

x− 1

)r
=

 n∑
p

k=1

xk

 m∑
q

r=1

(
x

x− 1

)r .

Por lo tanto, comparando las igualdades anteriores se sigue que,

m∑
q

r=1

n∑
r+p

k=1

xk +
n∑
p

k=1

m∑
k+q

r=1

(
x

x− 1

)r
=

 n∑
p

k=1

xk

 m∑
q

r=1

(
x

x− 1

)r
∀n,m, p, q ∈ N, x 6= 0, 1.

�
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Problema 1.1.13 Demostrar que
∞∑
k=1

(
k +m− 2
k − 1

)
xk−1 = 1

(1− x)m ∀m ∈ N y ∀ |x| < 1

utilizando la igualdad,
n∑
k=1

θm(k)xk−1(1−x)m +
m∑
r=1

θn(r) (1− x)r−1
xn = 1 ∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C\{0, 1}.

Solución.
Sólo hay que aplicar el operador ĺımn→∞ a la siguiente igualdad,

n∑
k=1

θm(k)xk−1(1− x)m +
m∑
r=1

θn(r) (1− x)r−1
xn = 1

para obtener que

ĺım
n→∞

n∑
k=1

θm(k)xk−1(1− x)m + ĺım
n→∞

m∑
r=1

θn(r) (1− x)r−1
xn = ĺım

n→∞
1

entonces

ĺım
n→∞

n∑
k=1

θm(k)xk−1(1− x)m +
m∑
r=1

(
ĺım
n→∞

θn(r)xn
)

(1− x)r−1 = 1 (1.12)

Por otro lado, por las propiedades de los límites sabemos que

ĺım
n→∞

n∑
k=1

θm(k)xk−1(1− x)m = (1− x)m ĺım
n→∞

n∑
k=1

θm(k)xk−1

= (1− x)m
∞∑
n=1

θm(n)xn−1

= (1− x)m
∞∑
n=1

(
m+ n− 2
n− 1

)
xn−1

y, dado que(
ĺım
n→∞

θn(r)xn
)

=
(

ĺım
n→∞

(
n+ r − 2
n− 1

)
xn
)

= 0 ∀ |x| < 1

entonces sustituyendo lo anterior en la igualdad (1.12) se concluye que
∞∑
k=1

(
k +m− 2
k − 1

)
xk−1 = 1

(1− x)m ∀m ∈ N y ∀ |x| < 1.

�
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Problema 1.1.14 Supongamos que
∑n
k=1 g(k) = f(n) ∀n ∈ N. Demostrar que

n∑
k=1

((k + 1)p − kp) f(k) = (n+ 1)pf(n) −
n∑
k=1

kpg(k) ∀p ∈ N̂.

Solución. Se aplicará inducción sobre p.
El caso p = 0 es claro. Sea p = 1 veamos que

n∑
k=1

(
(k + 1)1 − k1) f(k) =

n∑
k=1

f(k) ∀n ∈ N

además,

(n+ 1)1f(n) −
n∑
k=1

k1g(k) = (n+ 1)f(n) −
n∑
k=1

kg(k) ∀ ∈ N.

Por otro lado, por la Definición 1.1.4 sabemos que
n∑
k=1

g(k) = f(n) ⇒
n∑

2
k=1

g(k) =
n∑
k=1

f(n) ∀n ∈ N

y por el Teorema 1.1.9 tenemos que

n∑
2

k=1

g(k) =
n∑
k=1

(n+ 1− k)g(k)

= (n+ 1)
n∑
k=1

g(k)−
n∑
k=1

kg(k) ∀ ∈ N

Así, comparando las igualdades anteriores se sigue que
n∑
k=1

f(k) = (n+ 1)f(n)−
n∑
k=1

kg(k) ∀ ∈ N.

Ahora, supongamos que
n∑
k=1

((k + 1)p − kp) f(k) = (n+ 1)pf(n) −
n∑
k=1

kpg(k) ∀n ∈ N

es cierta hasta alguna p ≥ 0. Entonces, aplicando el operador Suma a la igualdad
anterior y utilizando la Definición 1.1.4 se tiene que,

n∑
2

k=1

((k + 1)p − kp) f(k) =
n∑
k=1

(k + 1)pf(k) −
n∑

2
k=1

kpg(k) ∀n ∈ N

entonces

n∑
2

k=1

((k + 1)p − kp) f(k) +
n∑

2
k=1

kpg(k) =
n∑
k=1

(k + 1)pf(k) ∀n ∈ N.
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Por otra parte, por el Teorema 1.1.9 sabemos que

n∑
2

k=1

((k + 1)p − kp) f(k) =
n∑
k=1

(n+ 1− k) ((k + 1)p − kp) f(k) =

(n+ 1)
n∑
k=1

((k + 1)p − kp) f(k) −
n∑
k=1

(
k(k + 1)p − kp+1) f(k) ∀n ∈ N

Análogamente,

n∑
2

k=1

kpg(k) =
n∑
k=1

(n+ 1− k)kpg(k)

= (n+ 1)
n∑
k=1

kpg(k)−
n∑
k=1

kp+1g(k) ∀n ∈ N

Así, por las igualdades anteriores se tiene que

n∑
2

k=1

((k + 1)p − kp) f(k) +
n∑

2
k=1

kpg(k) =

(n+ 1)
(

n∑
k=1

((k + 1)p − kp) f(k)−
n∑
k=1

kpg(k)
)
−

n∑
k=1

((
k(k + 1)p − kp+1) f(k) + kp+1g(k)

)
pero, por la hipótesis de inducción sabemos que,

n∑
k=1

((k + 1)p − kp) f(k) = (n+ 1)pf(n) −
n∑
k=1

kpg(k) ∀n ∈ N

entonces
n∑
k=1

((k + 1)p − kp) f(k) +
n∑
k=1

kpg(k) = (n+ 1)pf(n) ∀n ∈ N.

Por lo tanto,

n∑
2

k=1

((k + 1)p − kp) f(k) +
n∑

2
k=1

kpg(k) =

(n+ 1)p+1f(n)−
n∑
k=1

(
k(k + 1)p − kp+1) f(k)−

n∑
k=1

kp+1g(k) ∀n ∈ N.

Por otra parte, sabemos que
n∑

2
k=1

((k + 1)p − kp) f(k) +
n∑

2
k=1

kpg(k) =
n∑
k=1

(k + 1)pf(k) ∀n ∈ N
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Entonces, comparando las igualdades anteriores se sigue que

(n+1)p+1f(n)−
n∑
k=1

(
k(k + 1)p − kp+1) f(k)−

n∑
k=1

kp+1g(k) =
n∑
k=1

(k+1)pf(k) ∀n ∈ N

y manipulando esta igualdad obtenemos que

(n+ 1)p+1f(n)−
n∑
k=1

kp+1g(k) =
n∑
k=1

(k + 1)pf(k) +
n∑
k=1

(
k(k + 1)p − kp+1) f(k)

=
n∑
k=1

(
(k + 1)p +

(
k(k + 1)p − kp+1)) f(k)

=
n∑
k=1

(
(k + 1)(k + 1)p − kp+1) f(k)

=
n∑
k=1

(
(k + 1)p+1 − kp+1) f(k) ∀n ∈ N.

Por lo tanto, se concluye que

(n+ 1)p+1f(n)−
n∑
k=1

kp+1g(k) =
n∑
k=1

(
(k + 1)p+1 − kp+1) f(k) ∀n ∈ N.

�
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1.2. Conceptos duales
En esta sección se presentará el concepto de iterada dual o de orden negativo de

una función aritmética respecto del operador Suma. Para cada función aritmética
f, diremos que la función iterada dual de grado m respecto al operador Suma, es
una función h tal que

f(n) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

h(km)∀n ∈ N

y la denotaremos como
n∑
−m

k=1

f(k),

además, se probará la propiedad lineal de dicha iteración. Cabe advertir que la
definición anterior es equivalente a la que se expone de forma clásica en el análi-
sis combinatorio5, cuando se toma como referencia el operador Diferencia discreta
∆. Sin embargo, como ya se había mencionado, la notación que emplearemos es
completamente diferente a la usual y es una extensión de la Definición 1.1.4.
Además, concluiremos enunciando el teorema de recursividad lineal del operador
Suma sobre las funciones iteradas de una función aritmética y mostraremos algunas
aplicaciones.

1.2.1. Definición dual de función iterada
respecto al operador Suma

Recordemos que los conceptos empleados en la Sección 1.1 se pueden expre-
sar en términos del operador antidiferencia, denotado como ∇. Análogamente los
resultados de esta sección pueden escribirse en términos del operador diferencia ∆,
además de que se puede utilizar la relación que existe entre dichos operadores in-
versos y sus análogos continuos, el de derivada y antiderivada. Sin embargo, hemos
optamos por usar una notación y un método alternativo para presentar conceptos
equivalentes, intentando mostrar la preeminencia natural que hay en el caso discre-
to sobre el caso continuo cuando se describen iteraciones discretas sobre funciones
aritméticas.

Nuestro primer paso es introducir el concepto de iterada de grado negativo de
una función aritmética, para mostrar resultados duales a los de sección anterior.

Definición 1.2.1 Sea f ∈ A(N) y m ∈ N. Diremos que la función iterada dual de
grado m respecto al operador Suma de la función f, es una función aritmética h tal
que

f(n) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

h(km) ∀n ∈ N

y la denotaremos como
n∑
−m

k=1

f(k).

5Esto puede verse en [1],[4] y [6] por mencionar algunos.
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Ahora que ya contamos con la definición de iterada dual (negativa), el siguiente paso
es extender la Definición 1.1.7 en términos de la Definición 1.2.1. Recordemos
que por la Definición 1.1.7, tenemos que

θm(n) =
n∑
m

k=1

[
1
k

]
∀n,m ∈ N

y por la Observación 1.1.8 sabemos que

1 =
n∑
k=1

[
1
k

]
.

Entonces nuestro propósito es aplicar la Definición 1.2.1 a la función

f(n) =
[

1
n

]
para hallar sus funciones iteradas de grado negativo.
Esto es, debemos encontrar el valor de

n∑
−m

k=1

[
1
k

]
∀n,m ∈ N.

Primero vamos a deducir una función aritmética h tal que
n∑
k=1

h(k) =
[

1
n

]
∀n ∈ N.

entonces de la igualdad anterior se tiene que

h(1) =
[

1
1

]
= [1] = 1

h(1) + h(2) =
[

1
2

]
= 0

h(1) + h(2) + h(3) =
[

1
3

]
= 0

h(1) + h(2) + h(3) + h(4) =
[

1
4

]
= 0

...

así, resolviendo el sistema anterior se concluye que

h(1) = 1 , h(2) = −1 y h(n+ 2) = 0 ∀n ∈ N

por lo tanto,
n∑
−1

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
1

n− 1

)
∀n ∈ N.
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Análogamente, encontremos una función aritmética g tal que

n∑
k=1

g(k) = h(n) ∀n ∈ N

para esto, notemos que;

g(1) = h(1) = 1
g(1) + g(2) = h(2) = −1
g(1) + g(2) + g(3) = h(3) = 0
g(1) + g(2) + g(3) + g(4) = h(4) = 0

...

entonces resolviendo el sistema, se tiene que

g(1) = 1, g(2) = −2, g(3) = 1 y g(n+ 3) = 0 ∀n ∈ N

por lo tanto,
n∑
−2

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
2

n− 1

)
∀n ∈ N.

Así, de lo anterior podemos conjeturar que

n∑
−m

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n,m ∈ N

entonces, el siguiente paso es demostrar lo anterior.

Problema 1.2.2 Demostrar que

n∑
−m

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n,m ∈ N

Solución. Se demostrará usando inducción sobre m.
Supongamos que

n∑
−m

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N

es cierta hasta alguna m ∈ N. Probar que

n∑
−m−1

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
m+ 1
n− 1

)
∀n ∈ N
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Primero, veamos que(
m+ 1
n

)
=
(m
n

)
+

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N6

entonces

(−1)n
(
m+ 1
n

)
= (−1)n

(m
n

)
+ (−1)n

(
m

n− 1

)
= (−1)n

(m
n

)
− (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N

por lo tanto, aplicando el operador Suma a la igualdad anterior tenemos

n∑
k=1

(−1)k
(
m+ 1
k

)
=

n∑
k=1

(−1)k
(m
k

)
−

n∑
k=1

(−1)k−1
(

m

k − 1

)
∀n ∈ N (1.13)

Por otro lado,
n+1∑
k=1

(−1)k−1
(
m+ 1
k − 1

)
= 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(
m+ 1
k

)
∀n ∈ N

entonces, utilizando (1.13) en la igualdad anterior tenemos que,

n+1∑
k=1

(−1)k−1
(
m+ 1
k − 1

)
= 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(m
k

)
−

n∑
k=1

(−1)k−1
(

m

k − 1

)
(1.14)

Ahora, por la hipótesis de inducción sabemos que
n∑
−m

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
entonces, aplicando el operador Suma se tiene que

n∑
k=1

k∑
−m

r=1

[
1
r

]
=

n∑
k=1

(−1)k−1
(

m

k − 1

)
y la Definición 1.2.1 implican que

n∑
k=1

k∑
−m

r=1

[
1
r

]
=

n∑
1−m

k=1

[
1
k

]
=

n∑
−(m−1)

k=1

[
1
k

]
6Esto es claro,(
m

n

)
+
(

m

n − 1

)
= m!

n!(m − n)! + m!
(n − 1)!(m + 1 − n)!

= m!
n!(m − n)!

(
1 + n

m + 1 − n

)
= m!

n!(m − n)!
(m + 1 − n + n)

(m + 1 − n)

= m!(m + 1)
n!(m − n)!(m + 1 − n) = (m + 1)!

n!(m + 1 − n)!
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y como la hipótesis de inducción es cierta hasta m, en particular también es
cierta para m-1 por lo tanto, se tiene que

n∑
−(m−1)

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
m− 1
n− 1

)
entonces, comparando las igualdades anteriores tenemos que

n∑
k=1

(−1)k−1
(

m

k − 1

)
= (−1)n−1

(
m− 1
n− 1

)
∀n ∈ N. (1.15)

Ahora, notemos que (1.15) es cierta para cualquier número natural, entonces
es válida para n+1, esto es

n+1∑
k=1

(−1)k−1
(

m

k − 1

)
= (−1)n

(
m− 1
n

)
y por otra parte

n+1∑
k=1

(−1)k−1
(

m

k − 1

)
= 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(m
k

)
.

Así, se tiene que

n+1∑
k=1

(−1)k−1
(

m

k − 1

)
= 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(m
k

)
. (1.16)

Por lo tanto, sustituyendo (1.15) y (1.16) en (1.14) se tiene que

n+1∑
k=1

(−1)k−1
(
m+ 1
k − 1

)
= (−1)n

(
m− 1
n

)
− (−1)n−1

(
m− 1
n− 1

)
= (−1)n

(m
n

)
∀n ∈ N

es decir,
n∑
k=1

(−1)k−1
(
m+ 1
k − 1

)
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N (1.17)

y por la hipótesis de inducción
n∑
−m

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N

entonces, aplicando el operador
∑
−1

a esta igualdad tenemos que
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n∑
−m−1

k=1

[
1
k

]
=

n∑
−1

k=1

(−1)k−1
(

m

k − 1

)
∀n ∈ N.

Por último, usando (1.17) y la Definición 1.2.1 se sigue que
n∑
−1

k=1

(−1)k−1
(

m

k − 1

)
= (−1)n−1

(
m+ 1
n− 1

)
∀n ∈ N

por lo tanto,
n∑
−m−1

k=1

[
1
k

]
= (−1)n−1

(
m+ 1
n− 1

)
∀n ∈ N.

Con lo que se concluye la demostración. �

Una vez demostrado lo anterior, terminaremos este apartado con una generalización
de la Definición 1.1.7

Definición 1.2.3 Sean n ∈ N, m ∈ Z. Entonces definimos la siguiente función

θm(n) =
n∑
m

k=1

[
1
k

]

Esta función, como pudo observarse en la Sección 1.1 desempeña un papel im-
portante en texto, no solo porque hace posible el cálculo de las iteradas de cualquier
función aritmética, sino porque sus propiedades nos servirán como referencia para
poder definir funciones análogas que van a hacer posible demostrar la linealidad en
la iteración sobre las funciones aritméticas, dependiendo de la generalización sobre
la que se esté trabajando.

Para finalizar, veamos los valores que toma dicha función.

Observación 1.2.4 Del Problema 1.2.2 y la Observación 1.1.8 se concluye
que ∀n ∈ N

θm(n) =



(
m+ k − 2
k − 1

)
, m > 0,[ 1

n

]
, m = 0,

(−1)n−1
(
−m
n− 1

)
, m < 0.
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1.2.2. Teorema de linealidad sobre las iteraciones del opera-
dor Suma respecto las funciones aritméticas

Como se había mencionado antes, uno de los objetivos de esta sección es genera-
lizar el Teorema 1.1.9, en resumen, el teorema afirmaba que era posible expresar
el valor de la suma de

n∑
m

k=1

f(k) ∀n,m ∈ N

en términos de la función f para cualquier función aritmética, entonces el siguiente
paso es hallar el valor de la suma

n∑
m

k=1

f(k) ∀n ∈ N y m ∈ Z

en términos de la función f, para cualquier función aritmética dada.

Teorema 1.2.5 (Segunda versión). Para cualquier función aritmética f se tiene
que

n∑
m

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N,∀m ∈ Z

Demostración. Ya se demostró que

n∑
m

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N,∀m ∈ N̂.

Sólo falta probar la igualdad para las m negativas.
Como m ∈ Z ⇔ m = −p para alguna p ∈ N, entonces aplicaremos inducción

sobre p.
(i) Probar que

n∑
−1

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θ−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N∀f ∈ A(N).

Por la Definición 1.2.3 se tiene que

n∑
k=1

θ−1(k) =
[

1
n

]
∀n ∈ N

y suponiendo que
n∑
k=1

gf (k) = f(n) ∀n ∈ N∀f ∈ A(N)

entonces
n∑
k=1

gf (n+ 1− k)
[

1
k

]
=

n∑
k=1

θ−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N
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aplicando el Teorema 1.1.9 a las igualdades anteriores y por el Teorema 1.1.2
se tiene que

n∑
k=1

gf (n+ 1− k)
[

1
k

]
= gf (n) ∀n ∈ N

luego

gf (n) =
n∑
k=1

θ−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N (1.18)

Por otro lado,
n∑
k=1

gf (k) = f(n) ∀n ∈ N

lo cual implica que

gf (n) =
n∑
−1

k=1

f(k) ∀n ∈ N . (1.19)

por la Definición 1.2.1.
Por lo tanto, comparando las igualdades (1.18) y (1.19) se tiene que

n∑
−1

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θ−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N ∀f ∈ A(N).

( ii ) Supongamos que

n∑
m

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N

es cierta hasta alguna p ∈ N y ∀f ∈ A(N). Demostrar que

n∑
−p−1

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θ−p−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N,∀f ∈ A(N).

Por el Problema 1.2.2 y Definición 1.2.1 sabemos que
n∑
k=1

θm(k) = θm+1(n) ∀n ∈ N

Si suponemos que
n∑
k=1

gf (k) = f(n) ∀n ∈ N

entonces
n∑
k=1

θ−p−1(n+ 1− k)f(k) =
n∑
k=1

θ−p(n+ 1− k)gf (k) ∀n ∈ N

por el Teorema 1.1.2
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Por otra parte, la hipótesis de inducción implica que

n∑
−p

k=1

g(k) =
n∑
k=1

θ−p(n+ 1− k)gf (k) ∀n ∈ N

y por la Definición 1.2.1

n∑
−p−1

k=1

f(k) =
n∑
−p

k=1

g(k) ∀n ∈ N.

Por lo tanto, comparando las últimas igualdades se concluye que

n∑
−p−1

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θ−p−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N ∀f ∈ A(N).

�

Hasta este punto, con la demostración del teorema anterior, hemos logrado
presentar de forma satisfactoria la propiedad lineal de las iteraciones del operador
Suma sobre las funciones aritméticas, pero aún no hemos advertido un hecho que
demostraremos a continuación, la equivalencia que existe entre Teorema 1.1.2 y
el Teorema 1.2.5 pues, a simple vista, el Teorema 1.1.2 parece más general,
puesto que en la demostración del Teorema 1.2.5 se ha hecho uso de éste.

Teorema 1.2.6 Son equivalentes los siguientes enunciados:

(i)Sean f , g , h y p funciones aritméticas tales que

n∑
k=1

f(k) = g(n) ,

n∑
k=1

h(k) = p(n) ∀n ∈ N

entonces se tiene que

n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k) ∀n ∈ N.

(ii) Para cualquier función aritmética f se tiene que;

n∑
p

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θp(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N , ∀p ∈ Z.

Demostración.
Sólo vamos a demostrar que (ii) implica (i) ya que de la demostración del

Teorema 1.2.5 se sigue que (i) implica (ii). Primero, supongamos que f , g , h y
p son funciones aritméticas tales que

n∑
k=1

f(k) = g(n) ,

n∑
k=1

h(k) = p(n) ∀n ∈ N .
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Por ( ii ) para el caso particular p= -1 y de la Definición 1.2.1 se tiene que

f(n) =
n∑
−1

k=1

g(k) = g(n)− g(n− 1) ∀n ≥ 2 , f(1) = g(1)

y

h(n) =
n∑
−1

k=1

p(k) = p(n)− p(n− 1) ∀n ≥ 2 , h(1) = p(1).

Entonces,

n∑
k=1

f(k) = p(n+ 1− k)f(1)p(n) + f(2)p(n− 1) + · · ·+ f(n− 1)p(2) + f(n)p(1)

= g(1)p(n) + (g(2)− g(1)) p(n− 1) + · · ·+ (g(n)− g(n− 1)) p(1)
= g(1) (p(n)− p(n− 1)) + g(2) (p(n− 1)− p(n− 2)) + · · ·+ g(n)p(1)
= g(1)h(n) + g(2)h(n− 1) + · · ·+ g(n− 1)p(2) + g(n)p(1)

=
n∑
k=1

g(k)h(n+ 1− k)

por lo tanto, se tiene que
n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k) ∀n ∈ N.

�
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1.2.3. Extensiones complejas
Concluiremos esta sección haciendo algunas generalizaciones a los números com-

plejos, las cuáles serán herramientas fundamentales en la siguiente sección, aparte
de que las usaremos para exponer algunas identidades finitas, generalizaciones de
la SG.

Definición 1.2.7 Para cualquier z ∈ C y ∀n ∈ N definimos la función θz(n) como;

θz(n) =


(z)n−1

(n− 1)! , ∀z 6= 0 ,[ 1
n

]
, z = 0.

A diferencia de las secciones pasadas, para este caso es más conveniente apo-
yarnos en la notación habitual de las generalizaciones de los factoriales7, pues la
propiedades de la función que acabamos de definir resultaran más naturales.

Definición 1.2.8 Sea f ∈ A(N) y z ∈ C . Diremos que la función iterada de grado
z de la función f, es una función aritmética g tal que

g(n) =
n∑
k=1

θz(n+ 1− k)f(k)

y la denotaremos como
n∑
z

k=1

f(k).

Observación 1.2.9 Usando las definiciones anteriores se sigue que

θz(n) =
n∑
z

k=1

[
1
k

]
∀n ∈ N , ∀z ∈ C.

No esta demás decir que la Definición 1.2.8, para el caso entero, describe
la iteración del operador Σ sobre las funciones aritméticas, coincidiendo con las
definiciones que se estudiaron anteriormente.

7Las generalizaciones de los factoriales son muy comunes en la literatura, por ejemplo
se pueden ver en [1] y [6], por mencionar algunas referencias, y están dadas como

(z)n−1 = z(z + 1)...(z + n − 1)

(z)n−1 = z(z − 1)...(z − n + 1)
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1.2.4. Aplicaciones
Los ejemplos de esta sección están más enfocados en mostrar las generalizaciones

de la SG que se mencionaron anteriormente, hemos optado por restringir en la
selección de ejercicios, no por falta de ejemplos, como ya se comentó el estudio de
las diferencias finitas, es muy usual en la literatura y los conceptos de esta sección
son análogos, solo cambia la notación.

Problema 1.2.10 Sean f, g, h y p funciones aritméticas tales que
n∑
z

k=1

f(k) = g(n) y
n∑
z

k=1

h(k) = p(n) ∀n ∈ N , ∀z ∈ C

entonces se tiene que
n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k) ∀ ∈ N , ∀z ∈ C.

Solución. Primero definimos las siguientes funciones

X(n) =
n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k) y Y (n) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k) ∀n ∈ N

entonces aplicaremos inducción sobre n.
i) Demostrar que X(n) = Y (n) para n = 1. Veamos que

X(1) =
1∑
k=1

f(2− k)p(k) = f(1)p(1) = f(1)θz(1)h(1)

Y (1) =
1∑
k=1

h(2− k)g(k) = h(1)g(1) = h(1)θz(1)f(1) = f(1)θz(1)h(1)

entonces se tiene que X(1) = Y (1) .

ii) Ahora, supongamos que X(n) = Y (n) es cierta hasta alguna n ∈ N. Demostrar
que X(n+ 1) = Y (n+ 1). Como

g(n) =
n∑
k=1

f(n+ 1− k)θz(k)

p(n) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)θz(k)

entonces

g(1)h(n+ 1) = f(1)θz(1)h(n+ 1)
g(2)h(n) = f(1)θz(2)h(n) + f(2)θz(1)h(n)

...
g(n)h(2) = f(1)θz(n)h(2) + f(2)θz(n− 1)h(2) + · · ·+ f(n)θz(1)h(2)

g(n+ 1)h(1) = f(1)θz(n+ 1)h(1) + f(2)θz(n)h(1) + · · ·+ f(n)θz(2)h(1) + f(n+ 1)θz(1)h(1)
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entonces sumando las igualdades anteriores se tiene que;

n+1∑
k=1

X(k) =
n+1∑
k=1

g(k)h(n+ 2− k)

= (θz(1)h(n+ 1) + θz(2)h(n) + · · ·+ θz(n)h(2) + θz(n+ 1)h(1))f(1)+
(θz(1)h(n) + θz(2)h(n− 1) + · · ·+ θz(n)h(1))f(2) + · · ·+
(θz(1)h(2) + θz(2)h(1))f(n) + (θz(1)h(1))f(n+ 1)

=
n+1∑
k=1

p(n+ 2− k)f(k) =
n+1∑
k=1

Y (k)

así que,
n+1∑
k=1

X(k) =
n+1∑
k=1

Y (k)

y por la hipótesis de inducción sabemos que
n∑
k=1

X(k) =
n∑
k=1

Y (k)

por lo tanto se tiene que X(n+ 1) = Y (n+ 1) . �

Problema 1.2.11 Sean n,m ∈ N , x ∈ C \ {0, 1} . Demostrar que ∀z, w ∈ C se
tiene lo siguiente:

i)

m∑
w

r=1

n∑
r+z

k=1

xk +
n∑
z

k=1

m∑
k+w

r=1

(
x

x− 1

)r
=
(

n∑
z

k=1

xk

)(
m∑

w
r=1

(
x

x− 1

)r)
.

ii)

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)xk−1(1−x)r+
m∑

w+1
r=1

n∑
z

k=1

θn(r)
(

x

x− 1

)r−1
xk = θz+1(n)θw+1(m).

iii)

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)B(a+ k, b+ r + 1) +
m∑

w+1
r=1

n∑
z

k=1

θk(r)B(a+ k + 1, b+ r) =

θz+1(n)θw+1(m)B(a, b) a, b ∈ C. donde <(a),<(b) > 0.
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Solución.
i) Por el Problema 1.1.10 sabemos que

n∑
m

k=1

xk +
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
= xn

(
x

x− 1

)m
∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1},

entonces de forma análoga a la solución del Problema 1.1.12 definimos las si-
guientes funciones

f(m,n) =
n∑
m

k=1

xk y g(n,m) =
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
∀m,n ∈ N ∀x 6= 0, 1.

Entonces

f(m,n) + g(n,m) = xn
(

x

x− 1

)m
∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}

y aplicando los operadores ∀n,m ∈ N , ∀z, w ∈ C
n∑
z

k=1

[ ]

y
n∑
w

k=1

[ ]

∀n,m ∈ N , ∀z, w ∈ C a la igualdad anterior, se tiene que
m∑

w
r=1

n∑
z

k=1

f(r, k) +
m∑

w
r=1

n∑
z

k=1

g(r, k) =
m∑

w
r=1

n∑
z

k=1

xk
(

x

x− 1

)r
∀n,m ∈ N , ∀z, w ∈ C , x 6= 0, 1.

Ahora, observemos lo siguiente

n∑
z

k=1

f(r, k) =
n∑
z

k=1

k∑
r

s=1

xs =
n∑
z+r

k=1

xk

∀n, r ∈ N , ∀z ∈ C , x 6= 0, 1.

Análogamente,

n∑
w

k=1

g(r, k) =
m∑

w
r=1

r∑
r

t=1

(
x

x− 1

)t
=

m∑
w+k

r=1

(
x

x− 1

)t
∀m, t ∈ N , ∀w ∈ C , x 6= 0, 1.

Por lo tanto,
m∑

w
r=1

n∑
r+z

k=1

xk +
n∑
z

k=1

m∑
k+w

r=1

(
x

x− 1

)r
=
(

n∑
z

k=1

xk

)(
m∑

w
r=1

(
x

x− 1

)r)
.
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ii) Por el Problema 1.1.11 sabemos que
n∑
k=1

θm(k)vk−1(1− v)m +
m∑
r=1

θn(r)(1− v)r−1vn = 1

Entonces, aplicando
n∑
z

k=1

[ ] y
n∑
w

k=1

[ ] ∀n,m ∈ N , ∀z, w ∈ C

a la igualdad anterior, se tiene que
n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)xk−1(1− x)r +
m∑

w+1
r=1

n∑
z

k=1

θk(r)(1− x)r−1xk =
n∑
z

k=1

m∑
w

r=1

1

= θz+1(n)θw+1(m)

iii) Por el inciso anterior se tiene que
n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)xk−1(1− x)r +
m∑

w+1
r=1

n∑
z

k=1

θk(r)(1− x)r−1xk = θz+1(n)θw+1(m)

entonces, multiplicando por xa−1 (1− x)b−1 <(a),=(b) > 0 la igualdad anterior
obtenemos que

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)xa+k−2(1− x)b+r−1 +
m∑

w+1
r=1

n∑
z

k=1

θk(r)(1− x)b+r−2xa+k−1

= θz+1(n)θw+1(m)xa−1 (1− x)b−1

Entonces, aplicando el operador
∫ 1

0 [ ] a la igualdad anterior , se deduce que

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)B(a+ k, b+ r + 1) +
m∑

w+1
r=1

n∑
z

k=1

θk(r)B(a+ k + 1, b+ r)

= θz+1(n)θw+1(m)B(a, b) ∀a, b ∈ C <(a),<(b) > 0

�

Problema 1.2.12 Sean n,m ∈ N y f ∈ A(N) tal que f(n) 6= 0 ∀n ∈ N . Entonces
diremos que la función iterada dual de grado m de la función f respecto del operador

n∏
k=1

[ ] ,

es una función aritmética h tal que

f(n) =
n∏

k1=1

k1∏
k2=1
· · ·

km−2∏
km−1=1

km−1∏
km=1

h(km)∀n ∈ N
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y la denotaremos como
n∏
m

k=1

f(k)

Además, diremos que f es su función iterada de grado 0 respecto del operador∏n
k=1 [ ] y denotaremos esto como

n∏
0

k=1

f(k) = f(n)∀n ∈ N.

Demostrar que
n∏
p

k=1

f(k) =
n∏
k=1

(f(n+ 1− k))θp(k) ∀n ∈ N , ∀p ∈ Z.

Solución. Aplicando logaritmos y la exponencial es inmediato, pues se sigue de
las propiedades de la suma. �

Problema 1.2.13 Sean n ∈ N y f, g ∈ A(N). Demostrar lo siguiente:
(i)

n∑
m

k=1

f(k) = g(n) ⇔
n∑
−m

k=1

g(k) = f(n) ∀n ∈ N,∀ ∈ Z.

(ii)
n∑
m+p

k=1

f(k) =
n∑
p+m

k=1

f(k)∀m, p ∈ Z

(iii) Si
n∑
m+p

k=1

f(k) =
n∑
p

k=1

g(k)

entonces
n∑
m

k=1

f(k) = g(n) ∀m, p ∈ Z

(iv) Definimos en el conjunto A(N) la relación ∼ dada por f ∼ g sí, y solo sí,
∃m ∈ Z tal que

n∑
k=1

m f(k) = g(n).

Probar que
a) f ∼ f ∀f ∈ A(N)
b)) Si f ∼ g ,entonces g ∼ f ∀f, g ∈ A(N)
c) Si f ∼ g y g ∼ h ,entonces f ∼ h ∀f, g, h ∈ A(N)
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Solución.
(i) Se sigue de la definición de iterada dual.
(ii) Se sigue de la asociatividad de la composición de funciones.
(iii) Supongamos que f ∼ g y g ∼ h , entonces ∃m, p ∈ Z tales que

n∑
m

k=1

f(k) = g(n) y
n∑
k=1

p g(k) = h(n).

Entonces aplicando el operador
n∑
k=1

p[ ]

a la igualdad
n∑
m

k=1

f(k) = g(n)

se tiene que
n∑
k=1

p+m f(k) =
n∑
k=1

p g(k) = h(n).

(iv) Se sigue de los anteriores que es una relación de equivalencia.
�
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Capítulo 2

Generalizaciones

2.1. Iteraciones respecto a una función aritmética
Los resultados de esta sección son generalizaciones de lo dado en el Capítulo 1,

lo primero que haremos será introducir el concepto de función iterada respecto de
una función aritmética sobre el operador Suma. Para cada f ∈ A(N) y m ∈ N,
diremos que la función iterada de grado m de f respecto de la función aritmética g
es una función aritmética h tal que

h(n) =
n∑

k1=1
g(n+ 1− k1)

k1∑
k2=1

g(k1 + 1− k2) · · ·

· · ·
km−2∑
km−1=1

g(km−2 + 1− km−1)
km−1∑
km=1

g(km−1 + 1− km)f(km)

y la denotaremos como
n∑

[m,g(n)]
k=1

f(k) ∀n,m ∈ N.

Análogamente al Capítulo 1, expondremos conceptos duales y analizaremos la pro-
piedad lineal en dichas iteraciones. Para finalizar, estudiaremos un caso particular
que está estrechamente relacionado con la función dada en laDefinición 1.2.7 y en
la Definición 1.2.8; esto es, investigaremos las iteradas del operador Suma sobre
las funciones aritméticas cuando la suma se realiza sobre un conjunto de particiones
positivas de los números naturales. En términos de los conceptos de esta sección,
probaremos la propiedad lineal de estas iteraciones y concluiremos mostrando en
las aplicaciones, la importancia que tiene usar el concepto de iteración del operador
suma sobre el conjunto de particiones positivas.

2.1.1. Planteamiento
Primero, veamos a denotar al conjunto de funciones aritméticas que no se anulan

en su primer valor como, A0(N) = {f ∈ A(N) : f(1) 6= 0} .
Por otra parte, vamos a usar la siguiente notación para minimizar un poco la

escritura en lo que resta del texto.

53
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Notación 2.1.1 Sea g función aritmética, entonces tenemos que

ĝ(k) = g(n+ 1− k)∀n ∈ N.

Empezaremos por analizar de forma breve el comportamiento de las funciones
iteradas respecto de una función en particular, como referencia tomaremos la fun-
ción definida al término de la sección anterior y gracias a todo el trabajo realizado
en las secciones previas los conceptos de esta sección surgirán de forma natural.

Iteradas sobre la función θz(n)
Recordemos que, según la Definición 1.2.8 , la función iterada de grado z de

una función aritmética f está dada por la siguiente igualdad,
n∑
z

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θz(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N ∀z ∈ C

esto es,
n∑
z

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θz(k)f̂(k) ∀n ∈ N , ∀z ∈ C

utilizando la Notación 2.1.1.
Por otra parte, aplicaremos un razonamiento iterativo, similar al utilizado en la
Sección 1.1 en el desarrollo del Teorema 1.1.9 para ver lo siguiente. Si

g(n) =
n∑
z

k=1

f(k) ∀n ∈ N , ∀z ∈ C

entonces iterando la función aritmética g sobre θz(n) y aplicando la Definición
1.2.8 se tiene que

n∑
k=1

θz(k)ĝ(k) =
n∑
k=1

θz(n+ 1− k)
k∑
s=1

θz(s)f̂k(s) ∀n ∈ N

y de forma recurrente

n∑
k1=1

θz(n+1−k1)
k1∑
k2=1

θz(k1+1−k2) · · ·
km−2∑
km−1=1

θz(km−2+1−km−1)
km−1∑
km=1

θz(km−1+1−km)f(km).

Así, la cuestión es hallar una relación para la expresión anterior en términos de
la función f.
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Y de forma análoga a la Sección 1.2, se define una función h tal que

f(n) =
n∑

k1=1
θz(n+ 1− k1)

k1∑
k2=1

θz(k1 + 1− k2) · · ·

· · ·
km−2∑
km−1=1

θz(km−2 + 1− km−1)
km−1∑
km=1

θz(km−1 + 1− km)h(km)

Por lo tanto, el problema estriba en el estudio de la propiedad lineal de las itera-
ciones anteriores. Hay que notar que este es un problema particular, pero de gran
importancia cuando la suma se realiza sobre las particiones positivas de un número
natural. Por lo tanto, una vez fija la idea de la iteración respecto a una función
aritmética, vamos a exponer los conceptos necesarios que ayuden a describir dichas
iteraciones para el caso general.

2.1.2. Definición de funciones iteradas respecto a una fun-
ción aritmética sobre el operador Suma

Definición 2.1.2 Sean f ∈ A(N) y m ∈ N. Diremos que la función iterada de
grado m de f respecto de la función aritmética g es una función aritmética h tal que

h(n) =
n∑

k1=1
ĝ(k1)

k1∑
k2=1

ĝ(k2) · · ·
km−2∑
km−1=1

ĝ(km−1)
km−1∑
km=1

ĝ(km)f(km)

y la denotaremos como
n∑

[m,g(n)]
k=1

f(k).

Definición 2.1.3 Sea f ∈ A(N), entonces diremos que f es su función iterada de
grado 0 respecto de g y denotaremos esto como

n∑
[0,g(n)]

k=1

f(k) = f(n).

Observación 2.1.4 Análogamente a laObservación 1.1.6, laDefinición 2.1.2
no es aplicable si se tiene una suma del tipo

h(n) =
n∑
k=1

f(n, k).

Pues como se mencionó en su momento, la naturaleza de esta suma es distinta
a la de la Definición 2.1.2, pues de pende tanto del límite superior e inferior.
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Definición 2.1.5 Sean f ∈ A(N), g ∈ A0(N) y m ∈ N . Diremos que la función
iterada dual de grado m f respecto de la función g es una función aritmética h tal
que

f(n) =
n∑

k1=1
ĝ(k1)

k1∑
k2=1

ĝ(k2) · · ·
km−2∑
km−1=1

ĝ(km−1)
km−1∑
km=1

ĝ(km)h(km)

y la denotaremos como
n∑

[−m,g(n)]
k=1

f(k).

Observación 2.1.6 Antes de continuar, vale la pena explicar por qué en esta defi-
nición que acabamos de dar, se incluye la restricción g ∈ A0(N) o equivalentemente
que g(1)6=0 y la respuesta es simple, si g(1)=0 y f(1)6=0, entonces no es posible ha-
llar una función h tal que f(1)=g(1) h(1). Con esto podemos ver que la existencia
de

n∑
[−m,g(n)]

k=1

f(k)

depende de la naturaleza de la función g y es independiente de la función aritmética
f sobre la cual se trabaje.

Definición 2.1.7 Sean n ∈ N , m ∈ Z y g ∈ A0(N). Entonces definimos la
siguiente función

θ[m,g(n)] (n) =
n∑

[m,g(n)]
k=1

[
1
k

]
.

Ahora ya contamos con las herramientas necesarias, daremos los análogos a los
teoremas de la primera sección, para el caso general, cuando la suma se realiza
respecto a una función aritmética.

Teorema 2.1.8 Sean q, g, f, h y p ∈ A(N) tales que
n∑

[1,q(n)]
k=1

f(k) = g(n)

y
n∑

[1,q(n)]
k=1

h(k) = p(n)

entonces se tiene que
n∑
k=1

f̂n(k)p(k) =
n∑
k=1

ĥn(k)g(k)∀n ∈ N.

Demostración. La demostración es análoga a la solución del Problema 1.2.10.
Definamos lo siguiente,

X(n) =
n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k)

Y (n) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k)
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entonces aplicaremos inducción sobre n.
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(i) Demostrar que X(n) = Y (n) para n = 1. Sabemos que,

X(1) =
1∑
k=1

f(2− k)p(k) = f(1)p(1) = f(1)q(1)h(1)

Y (1) =
1∑
k=1

h(2− k)g(k) = h(1)g(1) = h(1)q(1)f(1) = f(1)q(1)h(1)

entonces se tiene que X(1) = Y (1).
(ii) Ahora, supongamos que X(n) = Y (n) es cierta hasta alguna n ∈ N. Demostrar
que X(n+ 1) = Y (n+ 1). Como

g(n) =
n∑
k=1

f(k)q̂n(k)

p(n) =
n∑
k=1

h(k)q̂n(k)

entonces

g(1)h(n+ 1) = f(1)q(1)h(n+ 1)
g(2)h(n) = f(1)q(2)h(n) + f(2)q(1)h(n)

...
g(n)h(2) = f(1)q(n)h(2) + f(2)q(n− 1)h(2) + · · ·+ f(n)q(1)h(2)

g(n+ 1)h(1) = f(1)q(n+ 1)h(1) + f(2)q(n)h(1) + · · ·+ f(n)q(2)h(1) + f(n+ 1)q(1)h(1)

entonces sumando las igualdades anteriores se tiene que

n+1∑
k=1

X(k) =
n+1∑
k=1

g(k)h(n+ 2− k)

= (q(1)h(n+ 1) + q(2)h(n) + · · ·+ q(n)h(2) + q(n+ 1)h(1)) f(1)
+ (q(1)h(n) + q(2)h(n− 1) + · · ·+ q(n)h(1)) f(2)
+ · · ·+ (q(1)h(2) + q(2)h(1)) f(n) + (q(1)h(1)) f(n+ 1)

=
n+1∑
k=1

p(n+ 2− k)f(k) =
n+1∑
k=1

Y (k)

así que,
n+1∑
k=1

X(k) =
n+1∑
k=1

Y (k)

y por la hipótesis de inducción sabemos que
n∑
k=1

X(k) =
n∑
k=1

Y (k)

por lo tanto, se tiene que X(n+ 1) = Y (n+ 1) .
�
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Este resultado, es una generalización del Teorema 1.1.2 y al igual que su análogo
de la primera sección, es fundamental en la demostración de la linealidad que existe
en la iteración de operador Suma respecto a una función aritmética.

Por lo tato en esta generalización, la linealidad en la iteración respecto una
función aritmética sobre el operador Suma queda descrita en el siguiente resultado.

Teorema 2.1.9 (Tercera versión) Sean q ∈ A0(N) y f ∈ A(N), entonces tenemos
que

n∑
[m,g(n)]

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θ[m,q(n)] (k) f̂(k) ∀n ∈ N,∀m ∈ Z

Y la demostración de este hecho es inmediata y análoga a la de las versiones
anteriores, solo basta con aplicar un razonamiento inductivo, utilizando la función
dada en la Definición 2.1.7, la Definición 2.1.2 (o la Definición 2.1.5, según se el
caso) y el Teorema 2.1.8.

Definición de Convolución de Cauchy
Es momento de hacer un paréntesis en esta sección, primero introduzcamos la

definición usual de convolución discreta o producto de Cauchy en el conjunto de
funciones aritméticas.

Definición 2.1.10 Para cualesquiera funciones f, g ∈ A(N) se define el producto
de Cauchy f ∗ g como

f ∗ g(n) =
n∑
k=1

f(n+ 1− k)g(k) ∀n ∈ N.

Entonces, según la definición anterior podemos notar que f ∗ g es una función
aritmética; es más, podemos comprobar la siguiente observación.

Observación 2.1.11 La terna (A(N),+,∗) forma un anillo conmutativo con uni-
tario.

Como se podrá notar, lo más difícil de probar es la asociatividad respecto al
producto, pero la demostración de este hecho fue exhibida en el Teorema 2.1.8
Así, en términos de la definición anterior se tiene que ∀q, g, f, h p ∈ A(N) tales que
q ∗ f = g , q ∗ h = p, entonces g ∗ h = f ∗ p esto es,

(f ∗ q) ∗ h = f ∗ (q ∗ h).

Es claro que la mayoría de los conceptos expuestos hasta este punto, pudieron
haber sido escritos en términos de convoluciones. Es más, conceptos como el de
iterada respecto a una función aritmética, pueden parecer innecesarios, pues en
este caso lo único que se está haciendo es una convolución de funciones aritméticas
con las potencias de una función invertible respecto a la convolución. Sin embargo,
es conveniente advertir que el estudio de la propiedad lineal del operador suma
sobre las funciones aritméticas descrito en las secciones previas es de una naturaleza
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distinta al de concepto de convolución pese a que se pueden usar para describirse
mutuamente.

Independiente de lo comentado anteriormente, hemos elegido introducir el con-
cepto de convolución de Cauchy porque será una herramienta indispensable en la
siguiente sección, el cual combinado con el concepto de iterada respecto a una fun-
ción aritmética, harán posible definir las iteradas de una función aritmética cuando
la suma se realiza sobre el conjunto de particiones positivas de un número natural
y establecer la propiedad lineal en dicha iteración.

2.1.3. Iteraciones sobre multi-índices
Primero veamos lo siguiente.

Observación 2.1.12 Sean f1, · · · , fm funciones aritméticas tales les que

f(n) =
n∑

k1=1
f̂1(k1)

k1∑
k2=1

f̂2(k2) · · ·
km−2∑
km−1=1

f̂m−1(km−1)
km−1∑
km=1

fm(km) ∀n,m ∈ N.

Entonces se tiene que

f(n) =
∑

k1+···km=n+m−1
1≤krk≤n

ri 6=rj 1≤i,j,k≤m

f1(kr1) · · · fm(krm) ∀n,m ∈ N.

Esto es claro, ya que f(n) = f1(n) ∗ · · · ∗ fm(n) es un producto conmutativo y
asociativo.

Notación 2.1.13 Sea f función m-aritmética, esto es, f ∈ Λm(N) = {g | g : Nm → C}
Entonces denotaremos la suma extendida al conjunto de multi-índices k1, ..., km

tales que
k1 + · · ·+ km = n+m− 1 n,m ∈ N

como ∑
µ
r1,...,rs
m (n)

f(kr1 , ..., krs);

es decir,∑
µ
r1,...,rs
m (n)

f(kr1 , ..., krs) =
∑

k1+...+km=n+m−1
1≤s≤m

f(kr1 , ..., krs) ∀n,m ∈ N.

Hay que observar que los rj únicamente denotan la posición del sumando de la
partición, sobre el cual se hace correr la suma.
Observación 2.1.14 Para cualquier m ∈ N y para toda f ∈ A(N) se tiene que∑

µrm(n)

f(kr) =
n∑
m−1

k=1

f(k) ∀n ∈ N

entonces utilizando la Definición 2.1.2 esto es equivalente a∑
µrm(n)

f(kr) =
n∑

[1,θm−1(n)]
k=1

f(k) ∀n ∈ N.
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Definición 2.1.15 Sean f ∈ A(N) y p ∈ N. Diremos que la función iterada de
grado p sobre el operador ∑

µrp(n)

[ ]

de f, es una función aritmética h tal que

h(n) =
∑
µ
r1
m (n)

∑
µ
r2
m (kr1 )

· · ·
∑

µ
rp−1
m (kp−2)

∑
µ
rp
m (krp−1 )

f(kp) ∀n ∈ N

y la denotaremos como ∑
p

µrm(n)

f(kr).

Observación 2.1.16 Sea f ∈ A(N), entonces diremos que f es su función iterada
de grado 0 sobre el operador ∑

µrp(n)

[ ]

y denotaremos esto como

f(n) =
∑

0
µrm(n)

f(kr) ∀n ∈ N.

Definición 2.1.17 Sean f ∈ A(N) y p ∈ N. Diremos que la función iterada dual
de grado p sobre el operador ∑

µrp(n)

[ ]

de f, es una función aritmética h tal que

f(n) =
∑
µ
r1
m (n)

∑
µ
r2
m (kr1 )

· · ·
∑

µ
rp−1
m (kp−2)

∑
µ
rp
m (krp−1 )

h(krp) ∀n ∈ N

y la denotaremos como ∑
−p

µrm(n)

f(kr).

Definición 2.1.18 Sean n,m ∈ N , p ∈ Z. Entonces definimos la siguiente fun-
ción

Θ̄m(n) =
∑

m
µrm(n)

[
1
kr

]

Definición 2.1.19 Para cualesquiera funciones f, g ∈ A(N) y m ∈ N se define el
producto ∗µm como

f ∗ µmg(n) =
∑

k1+···+km=n+m−1
f(ki)g(kj) i 6= j 1 ≤ i, j ≤ m ∀n ∈ N.

Entonces resulta inmediato lo siguiente
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Observación 2.1.20 Sean f1, ..., fv , g1, ..., gw , f y g en A(N) tales que∑
µ
r1,...,rv
m (n)

f1(kr1) · · · fv(krv ) = f(n)

y ∑
µ
r1,...,rw
m (n)

g1(kr1) · · · gv(krw) = g(n) ∀n,m ∈ N 1 < m , 1 ≤ v < m , 1 ≤ w ≤ m−v

entonces∑
µ
r1,...,rv,s
m (n)

f1(kr1) · · · fv(krv )f(ks) =
∑

µ
r1,...,rw,s
m (n)

g1(kr1) · · · gv(krw)g(ks) ∀n,m ∈ N

Teorema 2.1.21 (Versión para particiones) Para cualquier función aritmética f
se tiene que∑

m
µrm(n)

f(kr) =
∑

k1+...+km=n+m−1
Θ̄m(ks)f(kr) ∀n ∈ N,∀m ∈ Z

Con todo el trabajo previo, resultaron inmediatos los conceptos anteriores, en
las aplicaciones mostraremos algunas de sus propiedades. Además, cabe mencionar
que para el caso particular m = 2, lo expuesto en este apartado coinciden con lo
visto en la Sección 1.1, por tanto, no está de más resaltar la importancia que tiene
el definir iteraciones sobre particiones positivas de números naturales.



2.1. ITERACIONES RESPECTO A UNA FUNCIÓN ARITMÉTICA 63

2.1.4. Aplicaciones
Los ejemplos de esta sección se han elegido de forma minuciosa, de todas las

secciones de ejemplos, resulta la más extensa y su importancia no radica en la
cantidad de ejercicios que revolveremos sino en que se presentaran las funciones que
hacen posible la linealidad en la iteración del operador Suma cuando se realiza sobre
el conjunto de particiones positivas de un número natural. Además, presentaremos
unas generalizaciones de la SG utilizando la idea de iterada respecto a una función
aritmética y el producto de Cauchy.

Problema 2.1.22 Utilizar la Definición 2.1.2 y la Definición 2.1.7 para de-
mostrar lo siguiente;

i) Probar que

n∑
[m,θz(n)]

k=1

[
1
k

]
= θmz(n) ∀n ∈ N , ∀m ∈ Z y ∀z ∈ C

ii) Sean f ∈ A(N) y ∀z ∈ C. Demostrar que

n∑
[m,θz(n)]

k=1

f(k) =
n∑
k=1

θmz(k)f(n+ 1− k) ∀n ∈ N,∀m ∈ Z

Solución.
i) Para m = 0 es claro, entonces solo debemos verificar los siguientes casos

(a)

n∑
[m,θz(n)]

k=1

[
1
k

]
=

n∑
km=1

θz(n+ 1− km) · · ·
k2∑
k1=1

θz(k2 + 1− k1)
[

1
k1

]

= θz(n) ∗ · · · ∗ θz(n) = θmz(n) ∀n,m ∈ N,∀z ∈ C

(b) Para m < 0 se sigue de la Definición 2.1.5 y del inciso anterior.
ii) Es inmediata de la Definición 1.2.9 y del Teorema 2.1.8, usando los incisos

anteriores.
�
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Problema 2.1.23 Sean f ∈ A(N) y z ∈ C, entonces veamos lo siguiente
Definición 3a. Para cualquier w ∈ C diremos que la función θ[w,θz(n)](n) está

dada como
θ[w,θz(n)](n) = θwz(n) ∀n ∈ N.
Definición 3b. Diremos que la función iterada de grado w de f respecto de θz(n),

es una función aritmética g tal que

g(n) =
n∑
k=1

θ[wθz(n)](n+ 1− k)f(k)∀n ∈ N

y la denotaremos como
n∑

[w,θz(n)]
k=1

f(k).

Esto es

g(n) =
n∑
k=1

θ[wθz(n)](n+ 1− k)f(k)

Utilizar lo anterior para demostrar que para cualquiera f, g, h y p funciones
aritméticas tales que ∀n ∈ N y ∀w ∈ C

n∑
[w,θz(n)]

k=1

f(k) = g(n)

y
n∑

[w,θz(n)]
k=1

h(k) = p(n)

se tiene que
n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k) =
n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k) ∀ ∈ N y ∀z ∈ C.

Solución. Se sigue del Problema 1.2.10
�

Problema 2.1.24 Utilizar el Problema 2.1.22 , la Observación 2.1.16 y la
Definición 2.1.18 para probar que

Θ̄m(n) = θ(m−1)(p−1)+1(n) ∀p, n ∈ N , ∀m ∈ Z

esto es ∑
m

µrp(n)

[
1
kr

]
= θ(m−1)(p−1)+1 .
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Solución. Primero, sabemos que∑
µrp(n)

Θ̄0(kr) = 1,

entonces utilizando la Observación 2.1.16, esto es equivalente a
n∑

[1,θp−1(n)]
k=1

Θ0(k) = 1

Por lo tanto Θ̄0(n) = θ2−p(n).
Por otra parte, aplicando lo visto en el Problema 2.1.22 y la Definición

2.1.18 se tiene que

Θ̄m(n) =
∑

m
µrp(n)

Θ̄0(kr)

=
n∑

[m,θp−1(n)]
k=1

Θ̄0(k)

=
n∑
k=1

θm(p−1)(k)Θ̄0(n+ 1− k)

=
n∑
k=1

θm(p−1)(k)θ2−p(n+ 1− k)

= θ(m−1)(p−1)+1(n) ∀n ∈ N,∀m ∈ Z.

�

Problema 2.1.25 Para cualquier f ∈ A(N) y p ∈ N definimos lo siguiente:

Definición 3c Para toda z ∈ C diremos que la función Θ̄z(n) está dada como

Θ̄z(n) = θ(z−1)(p−1)+1(n) ∀n ∈ N .
Definición 3d Diremos que la función iterada de grado z sobre el operador

∑
µrp(n) [ ]

de la función f , está dada por∑
z

µrp(n)

f(kr) =
∑

k1+...+kp=n+p−1
Θ̄z(ks)f(kr) ∀n ∈ N.

Utilizando lo anterior, probar lo siguiente:
i) ∑
k1+...+kp=n+p−1

Θ̄x1(k1)· · ·Θ̄xp(kp) = Θ̄x1+···+xp+2−p(n) ∀n ∈ N , ∀x1, ..., xp ∈ C
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ii) ∑
k1+...+kp=n+p−1

θx1(k1)· · ·θxp(kp) = θx1+···+xp(n) ∀n ∈ N , ∀x1, ..., xp ∈ C

iii) ∑
k1+...+kp=n+p−1

θx1(k1)· · ·θxp−1(kp−1)f(kp) = f(n) ∀n ∈ N

sí, y solo sí,
x1 + · · ·+ xp−1 = 0 y x1, ..., xp−1 ∈ C .

iv) ∑
k1+...+kp=n+p−1

Θ̄x1(k1)· · ·Θ̄xp−1(kp−1)f(kp) = f(n) ∀n ∈ N

sí, y solo sí,

x1 + · · ·+ xp−1 = p− 2 y x1, ..., xp−1 ∈ C

Solución.
i) Sabemos que

∑
k1+...+kp=n+p−1

Θ̄x1(k1)· · ·Θ̄xp(kp) = Θ̄x1(n) ∗ · · · ∗ Θ̄xp(n)

= θ(x1−1)(p−1)(n) ∗ · · · ∗ θ(x1−1)(p−1)(n)
= Θ̄x1+···+xp+2−p(n) ∀n ∈ N,∀x1, ...., xp ∈ C

ii) Análogamente al inciso anterior

∑
k1+...+kp=n+p−1

θx1(k1)· · ·θxp(kp) = θx1 ∗ · · · ∗ θxp(n)

= θx1+···+xp(n) ∀n ∈ N , ∀x1, ..., xp ∈ C

iii) Primero veamos lo siguiente

∑
k1+...+kp=n+p−1

θx1(k1)· · ·θxp−1(kp−1)f(kp) = θx1(n) ∗ · · · ∗ θxp−1(n) ∗ f(n)

= θx1+···+xp(n) ∗ f(n) ∀n ∈ N

y como θw(n) ∗ f(n) = f(n) ⇔ w = 0 , entonces se tiene lo pedido.
�
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Problema 2.1.26 Sean n, p ∈ N y x ∈ C \ {0, 1} Demostrar que

∑
k1+···+kp+1=n+p

xkr +
∑

s1+···+sn+1=n+p

(
x

x− 1

)sr
= xn

(
x

x− 1

)p
Solución. Sabemos que

n∑
m

k=1

xk +
m∑

n
r=1

(
x

x− 1

)r
= xn

(
x

x− 1

)m
∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

entonces por la Observación 2.1.16 se tiene que

∑
k1+···+kp+1=n+p

xkr +
∑

s1+···+sn+1=n+p

(
x

x− 1

)sr
= xn

(
x

x− 1

)p
.

�

Problema 2.1.27 Sean n ∈ N , m ∈ Z y x ∈ C \ {0, 1} ,entonces definamos las
siguientes funciones:

a) x<m>(n) = xmθm(n)
b) ρ<p>x (n) = ρx(n) ∗ · · · ∗ ρx(n)︸ ︷︷ ︸

p−veces
donde,

ρx(n) =
n∑
−1

k=1

1
(1− x)k = x1−[ 1

n ]
(1− x)n

c) κ<p>x (n) = κx(n) ∗ · · · ∗ κx(n)︸ ︷︷ ︸
p−veces

donde,
κx(n) = x<1>(n) ∗ (−ρx(n)) = −x

(1− x)n

Demostrar lo siguiente:
i) x<m>(n) ∗ x<p>(n) = x<m+p>(n) ∀m, p ∈ Z
ii)

m∑
r=1

x<r>(n) = ρx(n) ∗ (x<1>(n)− x<m+1>(n)) ∀m ∈ N

iii)
m∑

p
r=1

x<r>(n) +
p∑
m

s=1

κ<s>x (n) = x<m>(n) ∗ κ<p>x (n)

iv)
m∑

p
r=1

θr(n)xr +
p∑
m

s=1

θs(n)
xn−1

(
x

x− 1

)s
= xm

(
x

x− 1

)p n∑
m

k=1

θp(k)
xk−1
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v)
m∑

p
r=1

θr+z(n)xr +
p∑
m

s=1

n∑
z

k=1

θs(k)
xk−1

(
x

x− 1

)s
= xm

(
x

x− 1

)p n∑
m+z

k=1

θp(k)
xk−1

vi)
m∑

p
r=1

θr+m(n)xr+m +
p∑
m

s=1

m∑
s

r=1

θr(n)xr =

x2m
(

x

x− 1

)p n∑
2m

k=1

θp(k)
xk−1 −

p∑
2m

s=1

θs(n)
xn−1

(
x

x− 1

)s
Solución.

i) Es inmediato

x<m>(n) ∗ x<p>(n) = xmθm(n) ∗ xpθp(n)
= xm+pθm+p(n)
= x<m+p>(n) ∀m, p ∈ Z

ii) Sea

S(n,m) =
m∑
r=1

x<r>(n) ⇒ S(n,m)∗(x<0>(n)−x<1>(n)) = x<1>(n)−x<m+1>(n)

Ahora, solo hace falta ver que ρ(n) ∗ (x<0>(n)− x<1>(n)) =
[ 1
n

]
.

Por el inciso b) sabemos que ρ(n) = θ−1(n) ∗ 1
(1−x)n , entonces se tiene que

ρ(n) ∗ (x<0>(n)− x<1>(n)) = θ−1(n) ∗ 1
(1− x)n ∗ (x<0>(n)− x<1>(n))

= θ−1(n) ∗ 1
(1− x)n ∗ (θ0(n)− xθ1(n))

= θ−1(n) ∗ 1
(1− x)n −

x

(1− x)n

= x1−[ 1
n ]

(1− x)n −
x

(1− x)n =
[

1
n

]
Por lo tanto, se sigue que

m∑
r=1

x<r>(n) = ρx(n) ∗ (x<1>(n)− x<m+1>(n))

iii) Aplicaremos inducción sobre p.
El caso p = 1 es claro. Entonces, supongamos que la igualdad

m∑
p

r=1

x<r>(n) +
p∑
m

s=1

κ<s>x (n) = κ<p>x (n) ∗ x<m>(n)

es cierta hasta alguna p ∈ N.
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Entonces aplicando el operador
m∑
r=1

[ ]

a ambos lados de la igualdad anterior y usando la Definición 1.1.4 obtenemos
que

m∑
p+1

r=1

x<r>(n) +
m∑
r=1

p∑
r

s=1

κ<s>x (n) = κ<p>x (n) ∗
m∑
r=1

x<r>(n) (2.1)

y como
p∑
r

s=1

κ<s>x (n) =
p∑
s=1

(
(p+ 1− s) + r − 2

r − 1

)
κ<s>x (n)

entonces,

m∑
r=1

p∑
r

s=1

κ<s>x (n) =
m∑
r=1

p∑
s=1

(
(p+ 1− s) + r − 2

r − 1

)
κ<s>x (n)

=
p∑
s=1

m∑
r=1

(
(p+ 1− s) + r − 2

r − 1

)
κ<s>x (n) ∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

Por lo tanto,
m∑
r=1

p∑
r

s=1

κ<s>x (n) =
p∑
s=1

(
(p+ 1− s) +m− 1

m− 1

)
κ<s>x (n)

=
p∑
s=1

(
(p+ 1) +m− s− 1

(p+ 1)− s

)
κ<s>x (n) ∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

Así, sustituyendo lo anterior en (2.1) y utilizando la siguiente igualdad
m∑
r=1

x<r>(n) = ρx(n) ∗ (x<1>(n)− x<m+1>(n))

obtenemos que,

m∑
p+1

r=1

x<r>(n)+
p∑
s=1

(
(p+ 1) +m− s− 1

(p+ 1)− s

)
κ<s>x (n) = κ<p>x (n)∗(x<1>(n)−x<m+1>(n))

y como

κ<p>x (n) ∗ ρx(n) ∗ (x<1>(n)− x<m+1>(n)) = κ<p+1>
x (n) ∗ x<m>(n)− κ<p+1>

x (n)

entonces se sigue que,

m∑
p+1

r=1

x<r>(n)+
p∑
s=1

(
(p+ 1) +m− s− 1

(p+ 1)− s

)
κ<s>x (n) = κ<p+1>

x (n)∗x<m>(n)−κ<p+1>
x (n).
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Así que,

m∑
p+1

r=1

x<r>(n) +
p∑
s=1

(
(p+ 1) +m− s− 1

(p+ 1)− s

)
κ<s>x (n) + κ<p+1>

x (n) = κ<p+1>
x (n)∗x<m>(n)

y por lo tanto

m∑
p

r=1

x<r>(n) +
p+1∑

m
s=1

κ<s>x (n) = κ<p+1>
x (n) ∗ x<m>(n) ∀p ∈ N.

iv) Por el inciso c) se tiene que

κx(n) = x<1>(n) ∗ (−ρx(n)) = −x
(1− x)n ,

entonces

κ<p>x (n) = −x
(1− x)n ∗ · · · ∗

−x
(1− x)n = (−x)pθp(n)

(1− x)n+p−1 .

Por otra parte, usando el inciso iii) sabemos que

m∑
p

r=1

x<r>(n) +
p∑
m

s=1

κ<s>x (n) = κ<p>x (n) ∗ x<m>(n)

por lo tanto, sustituyendo el valor de κ<p>x (n) en la igualdad anterior se tiene
que

m∑
p

r=1

x<r>(n) +
p∑
m

s=1

(−x)sθs(n)
(1− x)n+s−1 = (−x)pθp(n)

(1− x)n+p−1 ∗ x
<m>(n).

Entonces

m∑
p

r=1

x<r>(n) +
p∑
m

s=1

(−x)sθs(n)
(1− x)n+s−1 = (−x)pθp(n)

(1− x)n+p−1 ∗ x
<m>(n)

=
(

x

x− 1

)p
θp(n)

(1− x)n−1 ∗ x
mθm(n)

= xm
(

x

x− 1

)p n∑
m

k=1

θp(k)
(1− x)k−1

con lo que concluimos la demostración.
v) Es inmediato aplicando el operador

n∑
z

k=1

[ ]

a la igualdad del inciso iv).
vi) Basta con aplicar z = m en el inciso anterior y la igualdad del inciso iv).

�
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2.2. Iteraciones respecto a una matriz triangular
Los resultados de esta sección son un caso muy particular de iteración del

operador Suma sobre las funciones aritméticas, pues las iteraciones se realizarán
respecto a una matriz y no sobre una función. El estudio de esto no es nada nuevo
en el análisis combinatorio1, pues la ventaja de asociar una matriz al operador Suma
radica en que se heredan propiedades algebraicas, útiles en la demostración de los
resultados de linealidad. Por lo tanto, nuestro principal objetivo es introducir de la
forma más detallada posible, la notación y la definición de iterada de una función
aritmética respecto a una matriz sobre el operador Suma y exponer la propiedad
lineal en dichas iteraciones, mostrando así un enfoque alternativo a la manera usual.
Para esto, centraremos el análisis sobre las matrices triangulares inferiores.

2.2.1. Conceptos algebraicos
Comencemos estudiando el caso que fue excluido en la Observación 1.1.6,

esto es, cuando se tienen sumas de la forma

g(n) =
n∑
k=1

f(n, k).

La cuestión es, cómo relacionar este tipo de sumas a los resultados anteriores, pues
si recordamos, todas las funciones que habíamos considerado eran elementos de
A(N) y f no sólo no pertenece al conjunto de funciones aritméticas, sino que al
aplicarle el operador

n∑
k=1

[ ]

nuestras definiciones anteriores carecen de sentido, pues no son del todo aplica-
bles. Entonces, con este propósito estudiaremos la relación natural que existe entre
A2(N), MNxN(C) y los conjuntos Mnxm(C) ∀n,m ∈ N.

Observación 2.2.1 Veamos lo siguiente,
i) La función

Φ : A2(N) −→ MNxN(C)
f(n,m) 7→ [Mf ]

donde
[Mf ]mn = f(n,m) ∀n,m ∈ N

es una biyección de conjuntos.

1Una muy buena referencia al respecto es [1], no obstante, a que es muy frecuente
encontrar esto en la literatura mediante el estudio de coeficientes universales, por ejemplo
los números de Stirling, por mencionar algunos, la mayoría de los textos tratan el tema
de invertibilidad respecto a ellos de una manera particular.
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ii) Sea TINxN(C) = {M ∈MNxN(C) |Mm
n = 0 ∀n < m} el conjunto de matrices

triangulares inferiores infinitas con entradas complejas. Entonces se tiene que la
siguiente función biyectiva

Ψ :MNxN(C)−→ TINxN(C)
M 7→ TM

donde
[TM ]mn =

{
Mm
n+1−m si n ≥ m
0 si n < m

iii) Sea T = {(Tn)∞n=1 : Tn ∈ TInxn(C) , [Tn]rk = [Tn+1]rk 1 ≤ r, k ≤ n} y definamos
la función

Ξ : T −→ TINxN(C)
S = (Tn)∞n=1 7→ T

definiendo
T = ĺım

n→∞
Tn,

es una biyección.

iv) Para cualquier número natural w definimos la siguiente función

Πw :TINxN(C)−→ TIwxw(C)
T 7→ Tw

donde
[Tw]qp = [T ]qp 1 ≤ p, q ≤ w

Definición 2.2.2 Sean T, S ∈ TINxN(C), entonces diremos que el producto de T, S
es una matriz U definida como U = ĺımw→∞Πw(T )Πw(S) y la denotaremos como
U = T ◦ S.

Definición 2.2.3 Sea T ∈ TINxN(C), entonces diremos que T es invertirle sí , y
sólo sí, Πw(T ) es invertirle ∀w ∈ N. Así, T−1 = ĺımw→∞Π−1

w (T ).
Por otro lado, definimos

STNxN(C) = {T ∈ TINxN(C) : T es invertible}

Definición 2.2.4 Sea T ∈ TINxN(C), entonces definimos a la matriz inducida por
T como

T τ = Ψ(Ψ−1(T )t)

Los conceptos anteriores son las bases para desarrollar de forma general las
iteraciones sobre matrices, es muy común en la literatura que se den por inmediatos,
pues surgen de forma natural de las propiedades de las matrices infinitas.



2.2. ITERACIONES RESPECTO A UNA MATRIZ TRIANGULAR 73

2.2.2. Definición de función iterada respecto a elementos de
STNxN(C) sobre el operador Suma

Análogamente, a lo hecho en la Sección 1.2 veamos lo siguiente:

Definición 2.2.5 Sean f ∈ A(N) y m ∈ N. Diremos que la función iterada de
grado m de f respecto de la matriz triangular T ∈ TNxN(C) es una función aritmética
h tal que

h(n) =
n∑

k1=1
T (n, k1)

k1∑
k2=1

T (k1, k2) · · ·
km−2∑
km−1=1

T (km−2, km−1)
km−1∑
km=1

T (km−1, km)f(km)

y la denotaremos como
n∑

[m,T )]
k=1

f(k).

Observación 2.2.6 Sea f ∈ A(N), entonces diremos que f es su función iterada
de grado 0 respecto de T ∈ STNxN(C) y denotaremos esto como

n∑
[0,T )]

k=1

f(k) = f(n).

Definición 2.2.7 Sean f ∈ A(N) y m ∈ N. Diremos que la función iterada dual
de grado m de f respecto de matriz triangular T ∈ STNxN(C)
T (n, n) 6= 0 ∀n ∈ N, es una función aritmética h tal que

f(n) =
n∑

k1=1
T (n, k1)

k1∑
k2=1

T (k1, k2) · · ·
km−2∑
km−1=1

T (km−2, km−1)
km−1∑
km=1

T (km−1, km)h(km)

y la denotaremos como
n∑

[−m,T )]
k=1

f(k).

Como se puede ver en esta definición se ha supuesto que T(n,n)6=0 y la respuesta
es simple, ya que al asociar la matriz triangular T por laDefinición 2.2.3 tenemos
que T es invertible sí, y sólo sí, sus entradas diagonales son distintas de cero, para
este caso concreto, T (n, n) 6=0 para cualquier número natural n. Así, la existencia
de

n∑
[−m,T )]

k=1

f(k)

depende de la matriz T ∈ STNxN(C).

Definición 2.2.8 Sean n ∈ N, p ∈ Z y una matriz T ∈ STNxN(C) tal que T (n, n) 6=
0 ∀n ∈ N. Entonces definimos la siguiente función

ϑTp,n(s, t) = [Πp
n(T )]ts.
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Teorema 2.2.9 Sean f ∈ A(N) y p ∈ Z y una matriz T tal que T (n, n) 6= 0
∀n ∈ N. Entonces se tiene que

n∑
[p,T )]

k=1

f(k) =
n∑
k=1

ϑTp,n(n, k)f(k)∀n ∈ N.

Con este último resultado queda evidenciada la importancia de usar conceptos
matriciales cuando se habla de iteraciones del operador suma sobre las funciones
aritméticas, ya que cuando se está calculando el valor de una iterada de una función,
en realidad, lo que se hace es resolver un sistema de ecuaciones lineales. Por lo
tanto, salvo la Subsección 2.1.3, no debe sorprendernos que todo los estudiado
anteriormente se puede adecuar y analizar en términos de los conceptos de esta
sección.

Para finalizar, recordemos una generalización usual del producto de Cauchy en
términos de esta sección.

Definición 2.2.10 Para cualesquiera funciones f, g ∈ A(N) definimos el producto
( o convolución) respecto de la función T ∈ STNxN(C), como

f(n) ∗T g(n) =
n∑
k=1

T (n, k)f(k)g(n+ 1− k).

Las propiedades de este producto son diferentes a las propiedades del producto
usual de Cauchy, ya que la asociatividad, la existencia de elemento neutro y la
conmutatividad en A(N) no se cumple en general, pues están determinadas por el
elemento de Λ2(N) respecto al cual, se realiza la suma.

2.3. Iteraciones sobre conjuntos y su relación con
matrices infinitas

Esta sección es un punto y aparte ya que estudiaremos un tipo de iteración
distinta a la de secciones previas, seguiremos trabajando sobre el conjunto A(N),
pero la diferencia radicará en que modificaremos un poco el operador

∑
. Como

pudimos apreciar en la 2.1.3 es posible cambiar el conjunto sobre el que se realiza
la suma, hasta el momento todo giraban en torno al comportamiento de los ele-
mentos de A(N) cuando se les aplicaba el operador

∑n
k=1[ ]. Ahora analizaremos

el comportamiento de A(N) sobre el operador
∑
d|n[ ], esto es, cuando la suma se

realiza sobre el conjunto de factores del número natural n. La idea es encontrar
un punto de comparación entre ambos casos y sobre esta comparación mostrar el
comportamiento general de este tipo de iteraciones. Concluiremos con el resultado
de linealidad en términos de esta sección y mostraremos algunos ejemplos.
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2.3.1. Conceptos de conjuntos ordenados y el operador Suma
Antes que nada, comenzaremos con unas observaciones necesarias para poder

iniciar nuestro análisis.

Observación 2.3.1 Sea PF (N) = {A ⊂ N : 0 < |A| , |A| ∈ N} el conjunto de
subconjuntos finitos no vacíos del conjunto N.
(i)Entonces podemos notar que ∀B ∈ PF (N) existe un conjunto CB ∈ PF (N) tal que
CB = {1, 2, ..., nB} donde nB = |B|, además como es usual sea SnB = S(CB) =
{ε : CB→B | ε es biyectiva} .
(ii) Por otro lado, sí A(PF (N)) = {k | k : PF (N)→C} y
ΛF (N) = {α | : N→PF (N)} , entonces f = α◦k ∈ A(N)
para cada α ∈ ΛF (N) y k ∈ A(PF (N)).

Observación 2.3.2 Para cualquier γ ∈ Λ(N) = {α | α : N→P (N)} se puede aso-
ciar una matriz infinita Eγ ∈MNxN(C) definida como
Eγ = [β(n,m)]m∈Nn∈N tal que

Eγ =
{

1, m ∈ An = γ(n) ,
0, m /∈ An = γ(n).

Definición 2.3.3 Sean f ∈ A(N), B ∈ PF (N) y ε ∈ S(CB), entonces diremos que
la suma de la función f sobre el operador

∑
p∈B [ ] está dada por la igualdad

∑
p∈B

f(p) =
nB∑
k=1

f(ε(k)).

Ahora que ya contamos con las herramientas suficientes, empezaremos por comparar
la relación que existe entre

∑n
k=1 f(k) y

∑
d|n f(d). Recordemos que la función

iterada de grado m de la función f, es una función aritmética h tal que

h(n) =
n∑

k1=1

k1∑
k2=1
· · ·

km−2∑
km−1=1

km−1∑
km=1

f(km)∀n ∈ N

y la denotamos como
n∑
m

k=1

f(k).

Ahora, el primer obstáculo que se nos presenta es modificar esta definición de tal
forma que indique sobre que tipo de operador se realiza la suma, pero este pro-
blema ya se nos había presentado, cuando la suma se realizaba sobre el operador∑
µrp(n) [ ] . Por lo tanto, usando simple analogía se tiene lo siguiente.
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Definición 2.3.4 Sea f ∈ A(N) y m ∈ N. Diremos que la función iterada de grado
m de la función f sobre el operador

∑
d|n[ ], es una función aritmética h tal que

h(n) =
∑
d1|n

∑
d2|d1

· · ·
∑

dm−1|dm−2

∑
dm|dm−1

f(dm)∀n ∈ N

y la denotaremos como ∑
m

d|n

f(d).

Definición 2.3.5 Sea f ∈ A(N), m ∈ N. Diremos que la función iterada dual de
grado m de la función f sobre el operador∑

d|n

[ ],

es una función aritmética h tal que

f(n) =
∑
d1|n

∑
d2|d1

· · ·
∑

dm−1|dm−2

∑
dm|dm−1

h(dm)∀n ∈ N

y la denotaremos como ∑
−m

d|n

f(d).

Por tanto, nosotros podemos manipular todos los conceptos dados en seccio-
nes previas, para obtener varios resultados en estos nuevos términos, pero nuestro
objetivo fundamental, es desarrollar una teoría general, estudiando la diferencia
implícita que existe entre los operadores

∑
d|n[ ] y

∑n
k=1[ ].

Primero, veamos que estos operadores tienen la misma naturaleza, ambos re-
presentan una suma cuando se aplican a los elementos del conjunto A(N) para cada
número natural n, con la diferencia que el conjunto finito de números naturales
sobre el que se realiza la suma en cada caso es distinto, veamos esto a detalle.

Observación 2.3.6
(i)Cuando ocupamos el operador

n∑
k=1

[ ]∀n ∈ N

estamos asociando al operador
∑

una función

β ∈ ΛF (N) = {α | α : N→PF (N)} ,

es decir, le asociamos una sucesión de subconjuntos de números naturales tales que

β(n) = Bn = {m ∈ N : 1 ≤ m ≤ n} ∀n ∈ N

por lo tanto, podemos escribir
n∑
k=1

[ ]

como ∑
p∈Bn=β(n)

[ ].



2.3. ITERACIONES SOBRE CONJUNTOS Y SU RELACIÓN CON MATRICES INFINITAS 77

Además, según la Observación 2.3.1 a cada Bn = β(n) le asociamos una
función εn ∈ S(Bn) tal que εn(p) = p, ya que en este caso se tiene que CBn =
Bn,∀n ∈ N. Por tanto, si denotamos como ≤ al orden usual de los números
Naturales, entonces εn : (CBn ,≤)→(Bn ,≤) es un isomorfismo ∀n ∈ N, esto último
indica el orden en el que se tomarán a los elementos de Bn = β(n) cuando se realice
la suma.
(ii)Análogamente al inciso anterior, cuando se utiliza el operador∑

d|n

[ ] ∀n ∈ N

estamos asociando al operador
∑

a una función

α ∈ ΛF (N) = {α | α : N→PF (N)} .

Esto es, le asociamos una sucesión de subconjuntos de números naturales tales que

α(n) = An = {d ∈ N : d|n} ∀n ∈ N,

por lo tanto, podemos escribir
∑
d|n[ ]∀n ∈ N como∑

p∈An=α(n)

[ ]∀n ∈ N

y según Observación 2.3.1 a cada An = α(n) le asociamos una función εn ∈
S(An) tal que εn : (CAn ,≤)→(An ,≤) es un isomorfismo ∀n ∈ N.

Entonces, podemos asegurar que la diferencia fundamental que existe entre los
operadores

∑
d|n[ ] y

∑n
k=1[ ] surge porque en cada caso se asocia una función

γ ∈ ΛF (N) diferente al operador
∑

además de una sucesión de isomorfismo εn :
(CDn ,≤)→(Dn ,≤) ( con el orden usual de N ) tales que Dn = γ(n) ∀n ∈ N.

Por otro lado, sí aplicamos la Definición 2.3.3 a cualquiera de los casos
anteriores conservando la notación utilizada en ellos tenemos que, ∀f ∈ A(N), para
cada Bn = β(n) y εn ∈ S(Bn) la suma de la función f sobre el operador∑

p∈Bn=β(n)

[ ] ∀n ∈ N

está dada por la igualdad

∑
p∈β(n)

f(p) =
mβ(n)∑
k=1

f(εn(k))

y con ayuda de ésta podemos definir una función k ∈ A(PF (N)) tal que

k(Bn) =
∑

p∈β(n)

f(p).

Y por otra parte como la suma describe una función aritmética, entonces existe una
función g ∈ A(N) tal que

g(n) =
∑

p∈β(n)

f(p).
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Pero esto nos genera un problema, ya que cuando aplicábamos el operador∑
p∈Bn=β(n)

[ ]

sobre el conjunto A(N) obteníamos una única función g ∈ A(N) y ahora también
debemos de asociar una función k ∈ A(PF (N)) que tiene una naturaleza distinta
a las funciones aritméticas. Sin embargo, esto no debería sorprendernos y menos
causarnos algún conflicto puesto que la función g ∈ A(N) y la función k ∈ A(PF (N))
denotan la misma suma

∑
p∈β(n)

f(p) =
mβ(n)∑
k=1

f(εn(k)) ∀n ∈ N.

Esto es claro, por la Observación 2.3.1 se tiene que que g = β◦k ∈ A(N) donde
β ∈ ΛF (N) y k ∈ A(PF (N)).

Por lo tanto, reescribiendo lo anterior tenemos que para toda f ∈ A(N) para
cada Bn = β(n) y εn ∈ S(Bn) tales que

εn : (CBn ,≤)→(Bn ,≤)

es un isomorfismo, entonces la suma de la función f sobre el operador∑
p∈Bn=β(n)

[ ]

define una función aritmética g dada por la igualdad

g(n) = β ◦ k(n) =
∑

p∈β(n)

f(p)

donde k ∈ A(PF (N)) está dada como

k(Bn) =
∑

p∈β(n)

f(p)∀n ∈ N.
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2.3.2. Definiciones
El análisis del apartado anterior nos permite visualizar el tipo de generalizacio-

nes que haremos a continuación, éstas consistirán en asociar elementos del conjunto
Λ(PF (N)) con el operador

∑
y sobre dichas asociaciones estableceremos nuevas de-

finiciones. Nos vamos a restringir al conjunto

Ω(PF (N)) = {α ∈ Λ(PF (N)) : {1, n} ⊆ α(n) ⊆ {1, ..., n} ∀n ∈ N} ,

ya que, según la Observación 2.3.2 a cada α ∈ Ω(PF (N)) le podemos asociar
una matriz triangular inferior infinita con entradas complejas y con ello podemos
utilizar los resultados de la sección anterior. Primero, establezcamos la siguiente
definición,

Definición 2.3.7 Sean f ∈ A(N) y β ∈ Ω(PF (N)). Además, a cada Bn = β(n) le
asociamos una función εn ∈ S(Bn) tal que εn : (CBn ,≤)→(Bn ,≤) es un isomor-
fismo ∀n ∈ N con el orden usual de N, entonces diremos que la suma de la función
f sobre el operador ∑

p∈Bn=β(n)

[ ]∀n ∈ N

es una función aritmética g definida por la igualdad

g(n) = β ◦ k(n) =
∑

p∈β(n)

f(p)

donde k ∈ A(PF (N)) está dada por

k(Bn) =
∑

p∈β(n)

f(p)∀n ∈ N.

Recordando que por la Definición 2.3.3, la igualdad

g(n) = β ◦ k(n) =
∑

p∈β(n)

f(p)

está definida como ∑
p∈β(n)

f(p) =
r∑

k=1
f(εn(k))

donde r = |β(n)| ∀n ∈ N. Por otra parte, vemos lo siguiente,

Definición 2.3.8 Sean f ∈ A(N) y β ∈ Ω(PF (N)). Además, a cada Bn = β(n) le
asociamos una función εn ∈ S(Bn) tal que εn : (CBn ,≤)→(Bn ,≤) es un isomor-
fismo con el orden usual de N, entonces definimos la función f̂ como

f̂(p) = f(εn(r + 1− k)) ∀p ∈ Bn , p = f(εn(k))

donde r = |β(n)| ∀n ∈ N.
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Así, utilizando lo anterior se tiene que:

Definición 2.3.9 Sean f ∈ A(N) y β ∈ Ω(PF (N)). Además, a cada Bn = β(n) se
asocia una función εn ∈ S(Bn) tal que εn : (CBn ,≤)→(Bn,≤) es un isomorfismo
con el orden usual de N. Entonces ∀m ∈ N diremos que la función iterada de grado
m de la función f sobre el operador ∑

p∈Bn=β(n)

[ ]

es una función aritmética h tal que

h(n) =
∑

p1∈β(n)

∑
p2∈β(p1)

· · ·
∑

pm−1∈β(pm−2)

∑
pm∈β(pm−1)

f(pm)∀n ∈ N

y la denotaremos como ∑
m

p∈β(n)

f(p).

Observación 2.3.10 Sea f ∈ A(N), entonces diremos que f es su función iterada
de grado 0 sobre el operador ∑

p∈Bn=β(n)

[ ]

y denotaremos esto como
f(n) =

∑
0

p∈β(n)

f(p).

Análogamente,

Definición 2.3.11 Sean f ∈ A(N) y β ∈ Ω(PF (N)). Además, a cada Bn = β(n)
le asociamos una función εn ∈ S(Bn) tal que εn : (CBn ,≤)→(Bn ,≤) es un iso-
morfismo con el orden usual de N, entonces ∀m ∈ N diremos que la función iterada
dual de grado m de la función f sobre el operador∑

p∈Bn=β(n)

[ ]

es una función aritmética h tal que

f(n) =
∑

p1∈β(n)

∑
p2∈β(p1)

· · ·
∑

pm−1∈β(pm−2)

∑
pm∈β(pm−1)

h(pm)∀n ∈ N

y la denotaremos como ∑
−m

p∈β(n)

f(p).

Ahora daremos la definición el producto de Cauchy en términos de esta sección.

Definición 2.3.12 Sean f, g ∈ A(N) y β ∈ Ω(PF (N)). Además, a cada Bn =
β(n) se asocia una función εn ∈ S(Bn) tal que εn : (CBn ,≤)→(Bn ,≤) es un
isomorfismo con el orden usual de N, entonces definimos el producto o convolución
de Cauchy de las funciones aritméticas f y g como

f ∗ g(n) =
∑

p∈β(n)

f̂n(p)g(p) ∀n ∈ N.
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Cabe mencionar que este producto es conmutativo por su definición.

Definición 2.3.13 Sean n ∈ N, p ∈ Z y β ∈ Ω(PF (N)). Además, a cada Bn =
β(n) le asocia una función εn ∈ S(Bn) tal que εn : (CBn ,≤)→(Bn ,≤) es un
isomorfismo ∀n ∈ N con el orden usual de N, y consideremos la matriz Tβ =
[θ(n,m)]m∈Nn∈N

θ(n,m) =
{

1, m ∈ Bn = β(n) ,
0, m /∈ Bn = β(n).

Entonces definimos la siguiente función;

%
Tβ
p (s, t) = [Πp

n(Tβ)]ts ∀s, t ∈ N.

Para finalizar la sección no queda más que dar el resultado de linealidad respecto
a la iteración sobre las funciones aritméticas, como se puede ver este es un caso
particular del Teorema 2.2.9 en cuanto a la forma de obtener la función que
hace posible la linealidad pues su representación matricial coincide con la vista en
la sección anterior, es claro que la diferencia estriba en la elección del orden del que
se provee al conjunto sobre el que se realiza la suma, de ahí que los productos de
Cauchy definidos en ambos casos sean tan distintos en cuanto a sus propiedades.

Teorema 2.3.14 Sean f ∈ A(N), n ∈ N, q ∈ Z y β ∈ Ω(PF (N)). Entonces se tiene
que ∑

q
p∈β(n)

f(k) =
n∑
k=1

%
Tβ
q (n, k)f(k).

Demostración. Se sigue del Teorema 2.2.9. �

Con este resultado terminamos el estudio la propiedad lineal en la iteración
del operador Suma sobre las funciones aritméticas, como se pudo observar elegimos
hacer un estudio de la propiedad de una forma detallada y elemental pero siste-
matizada, sobra decir que su aplicación es diversa, sin embargo, nos limitamos a
exponer algunos ejemplos debido a que el objetivo principal fue mostrar sus bases
teórica, no obstante, su importancia se hace presente, ya que sólo basta una identi-
dad finita que involucre sumas de funciones aritméticas y un poco de imaginación
en las iteraciones.



82 CAPÍTULO 2. GENERALIZACIONES

2.3.3. Ejemplos
Los ejemplos de esta sección simplemente son puestos como referencia, es rutina

reescribirlos en términos de las secciones anteriores.

Ejemplo 2.3.15 Sea Tw(n, k) =
(n
k

)
la matriz triangular usual del binomio, de-

mostrar lo siguiente;
(i)

n∑
[m,Tw)]

k=0

g(k) =
n∑
k=0

βm(n, k)g(n− k) ∀g ∈ A(N)

donde

βm(n, k) =


(n
k

)
mk, m 6= 0 ,[

1
k+1

]
, m = 0.

(ii) Sean f , g , h y p funciones tales que
n∑
k=0

(n
k

)
f(k) = h(n) y

n∑
k=0

(n
k

)
g(k) = p(n)

entonces se tiene que
n∑
k=0

(n
k

)
f(k)p(n− k) =

n∑
k=0

(n
k

)
g(k)h(n− k) ∀n ≥ 0.

Concluir que (f ∗Tw g) ∗Tw h = f ∗Tw (g ∗Tw h) ∀f, g, h
(iii)Primero extendemos la función dada en el inciso (i) de la siguiente forma

βz(n, k) =


(n
k

)
zk, ∀z ∈ C \ {0} ,[

1
k+1

]
, z = 0.

Ahora definimos lo siguiente
Definición 4a . Sea z ∈ C, diremos que la función iterada de grado z de g respecto
de la función f(n, k) =

(n
k

)
, es una función aritmética h tal que

h(n) =
n∑
k=0

(n
k

)
z(k)g(n− k)

donde

z(k) =
{
zk, ∀z 6= 0 ,[

1
k+1

]
, z = 0.

y la denotaremos como

h(n) =
n∑
k=0

[z,Tw]g(k)

Utilizar lo anterior para comprobar que.
n∑

[x,Tw)]
k=0

yk =
n∑
k=0

(n
k

)
xkyn−k = (x+ y)n ∀x, y ∈ C , ∀n ≥ 0
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Ejemplo 2.3.16 Sea n ∈ N tal que n = pm1
1 · · · pmrr es su descomposición prima.

(i) Como es usual, sea δz(n) = θz(m1) · · · θz(mr) la generalización usual de la
función de los divisores de un número natural. Demostrar que∑

m
d|n

f(n) =
∑
d|n

δm(d)f(n/d) ∀f ∈ A(N) m ∈ Z y ∀n ∈ N.

(ii) Ahora, utilizaremos la extensión compleja de la función divisor para establecer
lo siguiente
Definición 4b. Sea f ∈ A(N) y z ∈ C. Diremos que la función iterada de grado o
z de la función f sobre el operador ∑

d|n

[ ]

es una función aritmética h tal que

h(n) =
∑
d|n

δz(d)f(n/d)

y la denotaremos como
h(n) =

∑
z

d|n

f(d).

Demostrar que∑
z

d|n

Λ(d) = −δz(n)
z

log(n) ∀z ∈ C \ {0} , ∀n ∈ N.

Ejemplo 2.3.17 Demostrar que son equivalentes lo siguientes enunciados
(i)

f ∗Th g(n) = g ∗Th f(n) ∀f, g ∈ A(N) .

(ii)
Th(n, k) = Th(n, n− k) 1 ≤ k ≤ n , ∀n ∈ N , Th ∈ TINxN.

Ejemplo 2.3.18
(i)Sean g, f1, · · · , fm ∈ A(N ∪ {0}) tales que

g(n) =
n∑

k1=0

(
n

n− k1

)
f1(k1)

k1∑
k2=0

(
k1

k1 − k2

)
f2(k2) · · ·

· · ·
km−2∑
km−1=0

(
km−2

km−2 − km−1

)
fm−1(km−1)

km−1∑
km=0

(
km−1

km−1 − km

)
fm(km)

Entonces se tiene que

g(n) =
∑

k1+···km=n

(
n

k1, · · · , km

)
f1(kr1) · · · fm(krm)

∀m ∈ Nn ≥ 0 0 ≤ rk ≤ n ri 6= rj 1 ≤ i, j, k ≤ m.
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(ii)Sea H ∈ Λm(N ∪ {0}) = {g | g : (N ∪ {0})m → C}
y de notaremos a la suma∑

k1+...+km=n

(
n

k1, · · · , km

)
h(kr1 , ..., krs)

como ∑
γ
r1,...,rs
m (n)

h(kr1 , ..., krs)

esto es ,∑
γ
r1,...,rs
m (n)

h(kr1 , ..., krs) =
∑

k1+...+km=n

(
n

k1, · · · , km

)
h(kr1 , ..., krs) ∀m ∈ N n ≥ 0. 1 ≤ s ≤ m

y utilizando ésta notación tenemos las siguientes definiciones
Definición 4c.Sean h ∈ A(N ∪ {0}) y p ∈ N. Diremos que la función iterada de
grado p sobre el operador ∑

γrp(n)

[ ]

de h, es una función aritmética g tal que

g(n) =
∑
γ
r1
m (n)

∑
γ
r2
m (kr1 )

· · ·
∑

γ
rp−1
m (kp−2)

∑
γ
rp
m (krp−1 )

h(kp)∀n ≥ 0

y la denotaremos como ∑
γrm(n)

p h(kr).

Como es usual, diremos que h es su función iterada de grado 0 sobre el operador∑
γrp(n)

[ ]

y denotaremos esto como

h(n) =
∑
γrm(n)

0 h(kr)∀n ≥ 0.

Definición 4d. Sean h ∈ A(N∪{0}) y p ∈ N. Diremos que la función iterada
de grado -p sobre el operador ∑

γrp(n)

[ ]

de h, es una función aritmética g tal que

h(n) =
∑
γ
r1
m (n)

∑
γ
r2
m (kr1 )

· · ·
∑

γ
rp−1
m (kp−2)

∑
γ
rp
m (krp−1 )

g(krp)∀n ≥ 0

y la denotaremos como ∑
γrm(n)

−p h(kr).
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Para finalizar, daremos las siguientes definiciones;
Definición 4e. Sean n ≥ 0 m ∈ N , p ∈ Z. Entonces definimos la siguiente

función

B̄p(n) =
∑
γrm(n)

p

[
1

k + 1

]

a) Utilizar lo anterior para demostrar lo siguiente; ∀h ∈ Λ(N ∪ {0}) se tiene que∑
γrm(n)

p h(kr) =
∑

k1+...+km=n

(
n

k1, · · · , km

)
B̄p(ks)h(kr) ∀m ∈ N,∀p ∈ Z, n ≥ 0

b) Demostrar el teorema del multinomial:

∑
k1+...+kp=n

(
n

k1, · · · , kp

)
x1(k1)· · ·xp(kp) = x1+· · ·+xp(n) ∀n ≥ 0 , ∀x1, ..., xp ∈ C

donde

xr(kr) =
{
xkrr , ∀xr 6= 0 ,[

1
1+kr

]
, xr = 0.

Ejemplo 2.3.19 Supongamos que
n∑
k=1

g(k) = f(n) ∀n ∈ N.

Demostrar que

n∑
k=1

(
k +m− 1
k − 1

)
g(k) =

(
n+m

n

)
f(n) −

n∑
k=1

m∑
r=1

h(m, r)kr−1f(k) ∀m ∈ N.

donde h(m, r) = (−1)m+rs(m,r)
(m−1)! y s(m, r) son los Números de Stirling de primera

especie.
Usando lo anterior se deduce que

(i)
n∑
k=1

m∑
r=1

h(m, r)kr = m

(
n+m

n− 1

)
∀n,m ∈ N

(ii )
m∑
r=1

(−1)m+rs(m, r) = m! ∀m ∈ N
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Ejemplo 2.3.20 Demostrar que
i)

m∑
r=1

h(m, r)nr = mθm+1(n) ∀n,m ∈ N

ii)
m∑
r=1

(−1)m+rs(m, r)nr = m!
(
n+m− 1
n− 1

)
∀n,m ∈ N

iii)
p∑
r=1

g(p, r)θr(n) = np − (n− 1)p ∀p, n,m ∈ N

Ejemplo 2.3.21 Supongamos que
n∑
k=1

−n f(k) = g(n) ∀n ∈ N.

Demostrar ∀1 ≤ m < n que
n∑
k=1

m−n g(k) = p(n) ⇔
n∑
k=1

(−1)n−kθm(n+ 1− k)f(k) = p(n).

Ejemplo 2.3.22 Suponer que
n∑
k=1

−n x
k = (x− 1)n − (−1)n ∀n ∈ N , ∀x ∈ Cb.

Demostrar que
i)

n∑
k=1

1−n x
k = x(x− 1)n ∀n ∈ N , ∀x ∈ C

ii)
n∑
k=1

−n 1 = θ1−n(n) = (−1)n−1 ∀n ∈ N

Ejemplo 2.3.23 Demostrar que
i)

n∑
m

k=1

(−1)kθm+z−k(k) = (−1)nθz−n(n) ∀n,m ∈ N,∀z ∈ C.

ii)
n∑
k=1

m−n x
k+

m∑
r=1

θm+1−n−r(n)
(

x

x− 1

)r
= ((x− 1)n − (−1)n)

(
x

x− 1

)m
∀n,m ∈ N,∀x 6= 0, 1.

Ejemplo 2.3.24 Demostrar lo siguiente:
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i)
n∑
k=1

(
m+ k + p− 2
k + p− 1

)
=
(
m+ n+ p− 1
n+ p− 1

)
−
(
m+ p− 1
p− 1

)
ii)

m∏
r=0

nr∑
kr=1

(
k0 + · · ·+ km − 2

k0 − 1

)
=

m∑
r=0

(−1)r

(m
r

)
∑
j=1

(
m+ n− 1 + n1 + · · ·+ nm − SCm(r, j)

m+ n− 1

)

donde n0 = n y SCm(r, j) es la suma de una combinación de las n1, ..., nm en
grupos de r elementos.

iii)

n∑
k=1

m∏
r=1

nr∑
kr=1

θp(n+ 1− k)
(
k + k1 · · ·+ km − 2

k − 1

)
=

m∑
r=0

(−1)r

(m
r

)
∑
j=1

(
p+m+ n− 1 + n1 + · · ·+ nm − Sm(r, j)

m+ n− 1

)
−

m∑
r=0

(−1)r

(m
r

)
∑
j=1

p∑
k=1

(
n+ p− k − 1

n− 1

)(
m+ k − 1 + n1 + · · ·+ nm − Sm(r, j)

m− 1

)

(iv)

n∑
k=1

m∏
r=1

nr∑
kr=1

(
n+ k1 + · · ·+ km − k − 1

n− k

)
f(k) =

n∑
k=1

m∑
r=0

(−1)r

(m
r

)
∑
j=1

(
n1 + · · ·+ nm − Sm(r, j) +m+ n− k − 1

n− k

)
f(k)
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Ejemplo 2.3.25 Sean S 6= ∅ un conjunto finito. Y consideremos el conjunto de
funciones con valores complejas definidas en S tal que f ∈ A(S) = {f |f : S → C}.
Como es usual, definamos las iteradas respecto a sus subconjuntos:

Definición 4c Sea f ∈ A(S) y m ∈ N. Diremos que la función iterada de grado
m de la función f sobre el operador ∑

B⊂S
[ ],

es una función h tal que

h(S) =
∑
B1⊂S

∑
B2⊂B1

· · ·
∑

Bm−1⊂Bm−2

∑
Bm⊂Bm−1

f(Bm)

y la denotaremos como ∑
m

B⊂S

f(B).

Definición 4d Sea f ∈ A(S) y m ∈ N. Diremos que la función iterada dual de
grado m de la función f sobre el operador∑

B⊂S
[ ],

es una función h tal que

f(S) =
∑
B1⊂S

∑
B2⊂B1

· · ·
∑

Bm−1⊂Bm−2

∑
Bm⊂Bm−1

h(Bm)

y la denotaremos como ∑
−m

B⊂S

f(B).

Demostrar que ∑
m

B⊂S

f(B) =
∑
B⊂S

ιm(B)f(S \B)

donde

ιm(B) =
{
m|B|, m 6= 0 ,[

1
|B|+1

]
, m = 0.



Capítulo 3

Conclusiones finales

La propiedad lineal en la iteración del operador suma sobre las funciones arit-
méticas es una herramienta tan útil en el análisis combinatorio que nos pareció
necesario el desarrollarla de forma sistematizada, es claro que la manera de abor-
dar dicha propiedad hizo presente la originalidad y la importancia de este trabajo
pues como se puede concluir, al adoptar el concepto de iterada e iterada dual de
una función aritmética sobre el operador suma con la notación presentada, logra-
mos mostrar identidades finitas que no habían sido estudiadas antes y que resultan
ser identidades inmediatas de la propiedad lineal en la iteración. Es sorprendente
que pese al gran desarrollo que tuvo el análisis combinatorio a finales del siglo pa-
sado, aún no hay una universalidad en las notaciones que se emplean para describir
diversos conceptos del análisis combinatorio, un buen ejemplo de esto es la genera-
lización compleja de los factoriales, ya que existen diversos símbolos que denotan
lo mismo, lo cual pareciera que no tiene mayor relevancia matemática, sin embargo
el convenir notaciones adecuadas siempre facilitan el desarrollo de los conceptos
matemáticos y aunque no fuera el objetivo principal de esta tesis, abordamos este
hecho de una forma implícita cuando se desarrolló la notación que empleamos para
denotar a las funciones iteradas. Por lo tanto, el mérito de este trabajo no solo es
el estudio de la propiedad en cuestión, sino que de igual forma es una invitación a
la reflexión de la forma de hacer matemática.
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