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Prefacio

Durante el siglo pasado el Andlisis Combinatorio tuvo un avance significativo
gracias a la introduccion del concepto de Algebras de Incidencia. La importancia de
esta estructura matematica radica en que es una generalizacién de diversos concep-
tos clasicos del Andlisis Combinatorio, mateméticos como Gian-Carlo Rota sentaron
las bases y desarrollaron la teoria de forma extensa. En este contexto, el presente
trabajo tiene como principal objetivo, estudiar la propiedad lineal de la iteracién
del operador Suma Y sobre las funciones aritméticas, a menudo desapercibida en el
Anélisis Combinatorio, debido en gran medida a que en el contexto més general de
las Algebras de Incidencia, ésta se deriva de forma inmediata de la asociatividad de
la convolucién de las funciones de incidencia. Sin embargo, esta propiedad resulta
ser una herramienta fundamental en el estudio de diversos problemas del Anélisis
Combinatorio, por lo tanto, es necesario presentar dicha propiedad de una manera
elemental y detallada de tal forma que se haga presente su importancia. Hemos
optado por restringir el estudio a un caso particular de las Algebras de Incidencia,
por dos razones fundamentales. Primero, la estructura del texto estd pensada de
tal forma que los conceptos y resultados que se pretenden exponer vayan surgiendo
de una manera intuitiva, partiendo del estudio de problemas clasicos del Anélisis
Combinatorio, los cuales sirven como referencia al situarse en el contexto més gene-
ral. Y la segunda, al centrarnos en las funciones aritméticas, una vez presentada la
definicién de funcién iterada respecto al operador Suma ¥, mostraremos una nota-
ciéon completamente nueva para denotar dichas iteraciones, esta notacién tiene una
importancia implicita en el Anélisis Combinatorio, ya que gracias al uso de ésta,
no solo se puede sintetizar de forma alternativa la solucién de diversos problemas,
sino que da la pauta en la generacién y solucién de nuevos problemas, por ejem-
plo algunas generalizaciones de la suma geométrica, entre otros, las cuales serdn
presentadas al término de cada apartado.

En sintesis, la idea esencial de esta tesis es hacer un estudio de la propie-
dad en cuestién de la forma méas original e independientemente posible. Con esto
nos referimos a que los conceptos, demostraciones y los problemas expuestos han
sido pensados de forma muy selectiva de tal modo que sirvan como un acerca-
miento elemental hacia lo presentado con gran maestria y elegancia por diversos
autores, y es precisamente su trabajo lo que sirve como inspiraciéon del nuestro.
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Introduccion

Como nos centraremos en un caso particular de las Algebras de Incidencia,
resulta necesario verificar la certeza de la propiedad en cuestién incluso en esta
estructura més general. Sin embargo, como se ha optado por un acercamiento ele-
mental, nos limitaremos a presentar un breve andlisis de los conceptos de Algebras
de Incidencias y la propiedad lineal de iteracién del operador Suma X sobre las fun-
ciones de incidencia. Para un estudio més detallado y completo sobre las Algebras
de Incidencias se pueden revisar [4] y [7].

Algebras de Incidencia

Primero veamos algunas definiciones.

Definicién 0.0.1 Un conjunto (P, <) parcialmente ordenado, es un conjunto P
provisto con una relacion denotada como <, tal que

(i)a<aVaeP
(ii)a<b,b<a = a=0bVabeP
(iii) a <b, b<c = a<c VabceP

Definicién 0.0.2 Sean a,b € P donde (P, <) es un conjunto parcialmente orde-
nado. Se llama intervalo al conjunto I tal que

I={z:a<z<b}.
y se denota como [a, b]

Definicién 0.0.3 Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) es localmente finito,
si todo intervalo es finito.

Definicién 0.0.4 Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado localmente finito
y K un campo de caracteristica cero. Entonces definamos el siguiente conjunto,

AP)={f:P*>K| flz,yy=0axgy, Vo,ye P }.
Entonces en A(P) se definen las siguientes operaciones;
(i) (f +9)(z,y) = f(z.y) + 9(x,y) Vf g € A(P)
(ii) (af)(@,y) = af(z,y) Vf € A(P) ¥a €K
(fxg)@,y) = > flx,2)g(zy)

<2<y



2 INTRODUCCION

Es claro que la suma del inciso (iii) estd bien definida porque (P, <) es un
conjunto parcialmente ordenado localmente finito. Por otra parte, es inmediato que
el producto, también llamado convolucién, es asociativo

(fxg)xh = > (f*9)(@2)h(zy)

w<z<y

= Z Z flz,w)g(w,2) | h(z,y)

r<z<y \zlw<z

= Z [z, w)g(w, z)h(z,y)

e<w<z<y

= > flaw) | D gw 2)h(zy)

r<w<y w<z<y
= > flmw)(grh)(wy) = f*(g*h)
z<w<y

Definicién 0.0.5 Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado localmente finito
y K un campo de caracteristica cero. Entonces, al conjunto (A(P), K, +, %) se le
llama dlgebra de incidencia del conjunto P sobre K.

A los elementos de A(P) se les conoce como funciones de incidencia.
Definicién 0.0.6 Sea (A(P), K, +, %) un dlgebra de incidencia. Entonces, defi-
namos las siguientes funciones

(i) Ya € K se tiene que

<
ag € A(P) & ag = ax(z,y) = {C(L)]i xszg

En particular, sea

= G = {2 05

(ii) Sea & € A(P) tal que

Ik := Z C(z,2)d(z,y)

z<z<y
entonces, se tiene que

s ={g s

(iii) Sea p € A(P) tal que

S(a,y) = Y (@ 2)ul(zy).

2<z<y

Ahora que ya contamos con los elementos suficientes de las algebras de inciden-
cia mostraremos como se aplican los conceptos que se abordaran a lo largo de este
texto, situdndonos en este contexto méas general.



INTRODUCCION 3

Conceptos de funciones iteradas de una funciones de inciden-
cia respecto al operador Suma X

Definicién 0.0.7 Sea f € A(P) ym € N. Diremos que la funcidn iterada de grado
m de la funcion f, es la funcion de incidencia h, tal que

hay)= D>, > D) Y. fGmy)

<z1<y 21<22<y Zm—2<2m—-1<Y 2m—-1<2m <Y

y la denotaremos como

> fzy)

z<z<y
esto es,

Yo fey= D > Y S fGmy)

z<z<y 2<z1<y 215225y zm-252m-15Y 2m-1<2m <y
Anéilogamente a lo anterior, se tiene lo siguiente.

Definicién 0.0.8 Sea f € A(P) y m € N. Diremos que la funcién iterada dual de
grado m de la funcion f respecto al operador Suma X, es la funcion de incidencia
h, tal que

<21 <y 215225y 2m—2<2m-15Y 2m-1<2m <y

y la denotaremos como

> =)

z<z<ly
esto es,

PRI EED DD DI Y S hmy):

<2<y r<z1<y 21<22<y 2m—2<2m-1SY 2m—-1<2m <y

Definicién 0.0.9 Sean n € N;m € Z. Entonces definimos la siguiente funcion de
incidencia

em(x’ y) = Zm 5(Za y)

w<z<y

Con esta ultima definicion ya contamos con los elementos suficientes para descri-
bir la linealidad en la iteraciéon del operador Suma sobre las funciones de incidencias.

Teorema 0.0.10 Para cualquier funcion de incidencia f se tiene que
> fzy)= D Om(z,2)f(2,y) Vm e Z
m
z<z<y z<z<y

Solucion. Se sigue de las definiciones anteriores y de la asociatividad del producto
de Cauchy. |
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Es importante mencionar que lo que se describe en el resultado anterior es que
al iterar un ntmero finito de veces el operador Suma sobre una funcién de inci-
dencia, la funcién de incidencia resultante se puede calcular mediante una simple
suma que involucra a la funcién de incidencia original y una funcién de incidencia
que es independiente de la funcién original sobre la que se realizan las iteraciones.
Realmente, resulta sencillo presentar dicho resultado al situarnos en los conceptos
de Algebras de Incidencia. Sin embargo, pese a esta simpleza, esta propiedad re-
sulta ser una herramienta muy poderosa cuando se abordan diversos problemas del
Anélisis Combinatorio, presentados en casos concretos de las Algebras de Inciden-
cia. Por lo tanto, el objetivo de este trabajo es analizar de una forma elemental, la
trascendencia que esta propiedad tiene sobre las funciones aritméticas.

Funciones aritméticas y la propiedad lineal en la iteracion
finita sobre el operador Suma

Antes que nada, estaremos trabajando sobre el conjunto de funciones aritmé-

ticas, esto es, funciones de dominio natural y valores complejos denotado como
A(N) es decir, A(N) = {f | f: N — C}. Por otra parte, es inmediato verificar que
las funciones de aritméticas son un dlgebra de incidencia respecto al producto de
Cauchy sobre el campo de los nimeros complejos. Por tdltimo, en lo que resta de
esta introduccién dejaremos de lado las referencias histéricas e intentaremos hacer
todo lo posible por describir de forma breve los resultados méas importantes de cada
apartado, al igual que sus aplicaciones més significativas.
Sin més preambulo, en la primera seccién partimos analizando la solucién del Pro-
blema [I.1.1} encontrar el valor de la suma de los primeros n nimeros naturales
elevados a una potencia p, este problema nos permite mostrar la importancia que
existe en aplicar iteraciones del operador Suma sobre las funciones aritméticas. Se
hace presente la necesidad de formular una definicién y una notacién que describan
la iterada del operador Suma sobre las funciones aritméticas en general, lo cual se
logra como veremos a continuacién;

Definicién Sea f € A(N) y m € N. Diremos
que la funcién iterada de grado m de f, respecto al
operador Suma, es la funcién aritmética h tal que

km—2 km-1

=D R Sl S

Fi=lko=1  kp_1=1kn=1
y la denotaremos como
n
> fk)
m
k=1
esto es,

km—2 km-1

SIICED 3D VIS i SyICH

k?l*1 k27 7n 171 kmfl
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Por otra parte, se demuestra un resultado fundamental para el texto porque
estd ligado a varias demostraciones del primer capitulo;

Teorema Sean f, g, hy p funciones aritméticas
tales que

> f(k) =g(n)
k=1

> hik) = p(n)
k=1

entonces se tiene que
S fn+1-k)pk) =Y h(n+1-k)g(k).

k=1 k=1

Ademas, se demuestra la primera version del teorema de linealidad sobre las itera-
ciones del operador Suma respecto de las funciones aritméticas;

Teorema (1.1.9| Para cualquier funciéon aritmética f
se tiene que

NIOE (mZiQ) f(n+1—k) ¥m > 0.
k=1 k=1

Para finalizar la seccién, en las aplicaciones se presenta dos generalizaciones equi-
valentes de la suma geométrica. Estos ejemplos son gran importancia porque se
ocuparan como referencia en secciones posteriores.

i) Vn,m € Ny Vv e C\{0,1}.

n m

> O (B)FT A= 0)" > 0, () (v — 1) " =1

k=1 r=1

ii) Yn,m e NyVvz € C\ {0,1}.

n m T T N T m
kzz:lmxk—&-;n (1:—1) =z (z—l) .

donde
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En la segunda seccion, mostramos la definiciéon de iterada dual;

Definicién Sea f € A(N) y m € N. Diremos
que la funcién iterada dual de grado m respecto al
operador Suma de la funcién f, es una funcién arit-
mética h tal que

k1 km—2 km-1

fn)=">Y" o > > h(ky) VnEN

k1=1ko=1 km—1=1kn=1
y la denotaremos como

> k).

k=1

Por otro lado, se enuncia una generalizacién del Teorema [1.1.9}

Teorema Para cualquier funcién aritmética f
se tiene que

n

im f(k) = Om(n+1—k)f(k) ¥n € N,Ym € Z
k=1

k=1
donde
<m+kz—2> m >0
k—l b b
Om(n) = [L], m =0,
_1\n—1 -m
(-1) (n—l)’ m < 0.

La importancia de este resultado se hace visible porque describe de forma uni-
ficada la linealidad del operador Suma respecto a la iteracién para las definiciones
de iterada e iterada dual de una funcién aritmética. Finalizamos dando unas exten-
siones complejas de los conceptos previos y en este contexto se deducen identidades
que generalizan la suma geométrica, como se podra ver en el Problema [1.2.11
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En el segundo capitulo, se introducen los conceptos de iteradas respecto a una
funcién aritmética fija;

Definicié Sean f € A(N) y m € N. Diremos
que la funcién iterada de grado m de f respecto de
la funcién aritmética g es una funcién aritmética h

tal que
n k?l
hn) =Y gn+1—k) Y glkr+1—ky)--
ki=1 ka=1
km—1
g(km—2 +1- km—l) Z g(km—l +1- km)f(km)
km=1

y la denotaremos como

k).
Z[m,g(n)] J(k)
k=1

y por otro lado,

Definicién Sean f € A(N), g € A(N) con
g(1) # 0 y m € N . Diremos que la funcién iterada
dual de grado m f respecto de la funcién g es una
funcién aritmética h tal que

n k1
f(n)= Zg(n—kl—kﬂ Z glk1 +1—ky)---
k1=1 ko=1
km,—l
g(k'm—Q + 1-— km—l) Z g(km—l + 1- km)h(k'm)
km=1

y la denotaremos como

n

Z[,m,g(m] F(k).

k=1

De igual forma se demuestra la linealidad del operador Suma en la iteraciéon res-
pecto a una funcién aritmética dada. Conviene advertir que estas generalizaciones
estan lejos de ser redundantes, ya que son la base para poder definir y entender
cémo funcionan las iteradas del operador Suma, cuando la suma se realiza sobre el
conjunto de multi-indices que representan las particiones positivas de un ntimero
natural.
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Por lo tanto, usando la Notacion [2.1.13|se tiene que;

Vfe AN) y VYn,m € N se tiene que

> flk) = > £ (k).

ke kit tkpto+km=ntm—1
K (1) 1<rm

Y con ayuda de lo siguiente,

Observacién [2.1.16| Para cualquier m € N y para
toda f € A(N) se tiene que

> fke) = moaf(k)
i (1) k=1
utilizando la Definicién esto es equivalente a

D fh) = o f(R)
k=1

Wi, (1)

Entonces se proponen las iteradas del operador Suma sobre el conjunto de multi-
indices que representan las particiones positivas de un niimero natural como sigue;

Definicién [2.1.15|Sean f € A(N) y p € N. Diremos
que la funcion iterada de grado p sobre el operador

> 1]

p(n)

de f, es una funcién aritmética h tal que

hn)= % > Y Yo fky)

gt (n) o (k) ™ (kp) i (k)

y la denotaremos como

>, Fk).

K (n)
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De forma anéloga se define la funcién iterada dual para este caso,

Definicién Sean f € A(N) y p € N. Dire-

mos que la funcién iterada dual de grado p sobre el

operador
>0

pp(n)

de f, es una funcién aritmética h tal que

Fmy= > > D] Y. hiky)

toi () pt (k) P (kp—2) i (k)

y la denotaremos como

>, Fk).

Ko, (n)

Estas definiciones més que ser repetitivas son expuestas con la intencién de que sean
ilustrativas, si bien los problemas relacionados con el conjunto de multi-indices que
representan a las particiones positivas de nimeros naturales son abundantes en la
literatura, la idea de iterar sobre dichos conjuntos es casi nula. Por tal motivo,
estas iteraciones son presentadas hasta en el segundo capitulo, se demuestra el teo-
rema de linealidad para este caso y como es de esperarse los resultados del primer
capitulo surgen como casos particulares. Para finalizar la seccién se introduce el
concepto usual de convolucién de Cauchy, una herramienta fundamental como se
muestra en las aplicaciones, ya que el combinarse con los conceptos anteriormente
descritos, se pueden deducir interesantes identidades finitas como se muestran en
el Problema

Por dltimo, en las Gltimas dos secciones se muestra como se relacionan el concep-
to de iterada del operador suma sobre las funciones aritméticas con las matrices
infinitas de entradas complejas. Ademas, se toma como referencia la suma sobre
los factores de un niimero natural para determinar que es posible realizar la suma
sobre sucesiones de subconjuntos de niimeros naturales considerados con su orden
usual, se generalizan las definiciones de funcion iterada e iterada dual y se muestra
que la propiedad lineal estd determinada por las propiedades del algebra de matri-
ces triangulares infinitas. Se concluye mostrando algunos ejemplos del uso de estos
conceptos.
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Capitulo 1

Fundamentos

1.1. Conceptos basicos

En esta seccion estudiaremos el comportamiento del operador Suma usualmente
denotado como 3, respecto a la iteracién sobre funciones aritméticas, introducire-
mos la definicién de funcién iterada de una funcién aritmética. Para cada funcién
aritmética f y m € N, se dird que la funcion iterada de grado m de f, respecto al
operador Suma, es la funcién aritmética h tal que

n kl

Em—2 km_1
=33 3 S k),

ki1=1ko=1 km—-1=1kn=1

y la denotaremos como

3

f()
k=1
esto es,
n n  kp km—2 km-1
D fB =23 > flkm):
k=1 ki=1ke=1  km_1=1ky,=1

Demostraremos la propiedad lineal que existe en dicha iteracién, daremos una
prueba elemental a la propiedad asociativa respecto a la convolucién de las funciones
aritméticas y expondremos algunas aplicaciones.

11



12 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

1.1.1. Preliminares

Como punto de partida, consideremos lo siguiente,

Problema 1.1.1 Hallar una formula para

> k" VnpeN.
k=1

Antes de comenzar a analizar la solucién del problema anterior, vale la pena
aclarar que hemos elegido este problema en particular, como punto inicial de esta
tesis, debido a que el planteamiento y solucién de este, sirvieron como inspiracién
de este trabajo y la razén de esto es simple: existen dos métodos totalmente andlo-
gos con los que dicho problema se puede resolver de manera efectiva; el método
telescépico y el método iterativo. No obstante que el primero es el mas simple, el
segundo es mas general, y precisamente, el método iterativo, es el que nos sirve
como punto de referencia en el estudio de la propiedad lineal del operador Suma
respecto a la iteracion sobre funciones aritméticas.

Método telescépicd]

Recordemos que una solucion elemental de este problema, esta implicitamente
ligada a la funcién f,(n) = n? — (n — 1)P, pues se basa en dos caracteristicas
fundamentales.

La primera es su propiedad telescépica:

Z fpk)=nP  Vn,peN.
k=1

Y la segunda, se puede desarrollar en potencias menores de n? :

o= () e e

r
=0
Asi, la solucién del problema se reduce a calcular la férmula para las potencias me-
nores, puesto que

fo(n) = iz_;l) (r i 1) (=1)"pP1

entonces, aplicando el operador Suma a la igualdad anterior, obtenemos

n p—1 n
S nm =3 (2 ) vipen
k=1

r=0 k=1
y como

> folk)=n? VnpeN,

k=1

'Este método de solucién puede verse en Spivak, M. (1984). Calculus Vol. I, II. Editorial
Reverté, Barcelona.
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entonces

r=0 k=1

Por lo tanto, dando valores a los p — 1 términos en la igualdad anterior y
despejando se obtiene la solucién de

k=1

Es notable la simpleza de esta solucién, sin embargo, como ya se ha mencionado,
nuestra idea es mostrar un método mas general, que nos permitird dar soluciéon a
diversos problemas aplicando el operador Suma de forma recursiva.

Método iterativo

Procederemos de forma similar al método anterior. Primero, observamos que
para cualquier funcién aritmética f al aplicarle el operador Suma

> L
k=1

haciendo correr el limite superior n en todo el conjunto de nimeros naturales, se
define una nueva funcién aritmética g de modo tal que

y si aplicamos nuevamente el operador Suma, se tiene que
n n S
D9k =3 > f(k).
k=1 s=1k=1
Por lo tanto, recordando que

Zl:n Vn € N,
k=1

n

entonces aplicando el operador Suma a la igualdad anterior, obtenemos que

k=) Y1 (1.1)
k=1

s=1 k=1

Por otro lado, aplicando el operador Suma a la siguiente igualdad

i ’I’L2 n
k=1 42
k=1
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se tiene que,

Por otra parte, aplicando el operado Suma a (1.1]) tenemos que

n S n T S
Sy -y Y 0
s=1 k=1 r=1s=1k=1
Asi, despejando la suma de los cuadrados en (1.2) y sustituyendo (L.1]) y (1.3) se
tiene que,

n

Zk2—22221—221

r=1s=1 k=1 s=1 k=1
esto es,

DD H UL B!

r=1s=1 k=1 s=1 k=1

n 'rL
2h=Gt

De manera andloga y utilizando lo anterior podemos deducir que,

1\3\3

S

Zk: ST zktazzzzl 6333 1433

t=1r=1s=1k=1 r=1s=1k=1 s=1k=1
y que,
n 7’L4 TLS 712 n n v t T s n t s s
3 _ v w e 4 _ _
) D S 3) 3) 3) ) M) ) 9)'S
k=1 k=1 v=1t=1 r=1 s=1 k=1 t=1r=1s=1k=1
n or s n s
+14) 1->">"1
r=1s=1k=1 s=1k=1

en términos de
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En resumen, lo este método de solucién del Problema nos plantea, es
encontrar el valor de la suma para poder resolverlo. Es claro que a diferencia
del método telescépico, el método iterativo tiene un grado de complejidad mayor,
sin embargo, hay que mencionar que este razonamiento es la base de lo que se
pretende mostrar en este texto. Ademads, de que obtener la solucién de resulta
casi inmediata como veremos a continuacién.

Primero notemos que,

entonces
n k

n 2
n n n+1
1= k=—+—-—= .
D k=g ( ) )
k=1s=1 k=1

Por otra parte,

k=—+—- = k= — —
> k=5 +3 > T +2.3
k=1 s=1k=1 k=1 k=1
y aplicando el operador Suma a la siguiente igualdad
n k n

> D 1=k

k=1s=1 k=1
se tiene que

n T S S

por lo tanto,

Zzzlzn(n+1é(n+2) _ <n;r2>

r=1s=1 k=1

Asi, procediendo de manera recursiva se conjetura que

- -1
Z 1= (m—i—n ) Vn,m € N
m nfl

k=1
donde
n n k1 km—2 km-1
Do =d 0 > Y
m
k=1 ki=1lko=1  km_1=1kn,=1

Antes de demostrar esto, necesitamos introducir un resultado fundamental, no
solo para la solucién del problema anterior, sino que es una herramienta indispen-
sable en la demostracion de varios resultados que se presentaran a lo largo de este
texto.
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Teorema 1.1.2 Sean f, g, h y p funciones aritméticas tales que

> (k) =g(n)
k=1

> h(k) = p(n)
k=1

entonces se tiene que
D fn+1—k)p(k) = h(n+1-k)g(k)

k=1 k=1

Demostracion.

Primero, definimos las siguientes funciones aritméticas

X(n) =S f(n+1—k)p(k)
k=1

n

Y(n) = h(n+1-k)g(k)
k=1

entonces aplicaremos induccion sobre n.

i) Demostraremos que X(n) =Y (n) para n = 1.

Notemos que,

k=1
entonces, se tiene que X (1) =Y (1).

it) Ahora, supongamos que X (n) =Y (n) es cierta hasta algunan € N. Entonces,
demostraremos que X(n+1) =Y (n+ 1). Notemos que,

X(1) = fWp@)
X(2)
X3) = fBp()+f2)p2)+ f(1)p(3)

I
=
N
~—
=
—_
~—
+
By
—~
=
=
~
\)
~—

X(n—1) = f(n—"1p1Q)+ f(n—2)p(2) + f(n—3)p(3) +---+ f(1)p(n — 1)
X(n) = f(n)p()+ f(n—1)p(2)+ f(n—2)p(3) +---+ f(
X(n+1) = f(n+p(1)+ f(n)p2) + f(n—1)p(3) + -+ f(

2)p(n — 1) + f(1)p(n)
2)p(n) + f(1)p(n + 1)
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ast, sumando las igualdades anteriores se tiene que;

SOX(k) = (FO)+F@+fB) 4+ fn—1)+ f(n) + f(n+1))p(1) +

O+ fR)+fB) 4+ f(n=1)+ f(n)p(2) +
O+ Q)+ B+ +fln=1))pB3) +
W)+ Q)+ fB)pn =1+ (F(1) + £(2) p(n) + (f(1)) p(n + 1)

por lo tanto,

n+1
> X(k) = gln+1)p1)+g(n)p(2) + -+ g(3)p(n — 1) + g(2)p(n) + g(1)p(n + 1)
n+1
= > gln+2—k)pk) (1.5)
k=1
andlogamente,
Y(1) = h(l)g(1)
Y(2) = h(2)g(1)+h(1)g(2)
Y(3) = h3)g(1)+h(2)g(2) + h(1)g(3)
Y(n—1) = hn—1)g(1)+h(n—2)g(2) + h(n—3)g(3) + -+ h(l)g(n — 1)
Y(n) = h(n)g(l)+h(n—1)g(2)+h(n—2)g(3) +---+ h(2)g(n — 1) + h(1)g(n)
Y(n+1) = h(n+1)g(1) +h(n)g(2) +h(n —1)g(3) +--- + h(2)g(n) + h(1)g(n + 1)
y sumando las igualdades anteriores se tiene que;
n+1
YY) = (h(1)+h(2)+hB)+--+h(n—1)+h(n)+h(n+1)) g(1)
k=1
+(h(1) +n(2) + h(3) +---+h(n—1)+h(n)) g(2) +
(h(1) +h(2)+h3B)+---+h(n—1)) g3)+---+
(h(1) + h(2) + h(3))g(n — 1)(h(1) + h(2)) g(n) + (h(1))g(n +1)
asi que,
n+1
DY (k) = pn+1)g(1) +p(n)g(2) + - +p(3)g(n —1) + p(2)g(n) + p(1)g(n +1)
k=
1 n+1
= Z g(n+2—k)p(k)
o
= > pn+2-k)g(k) (1.6)
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entonces, comparando las igualdades Y @ se sigue que

n+1 n+1
> X(k)= Y Y(k)
k=1 k=1

y por la hipotesis de induccion sabemos que

> X =3 vh

k=1

por lo tanto, se tiene que X(n+1)=Y(n+1) .

Ahora, retomaremos uno de nuestros problemas pendientes.

Problema 1.1.3 E| Demostrar que

k=1
donde
n n 1 km—2 km-1
Y= > 1
m
k=1 k1=1ko=1 km—1=1kpn=1
Solucion.

Procederemos por induccion sobre m.

i) Para el caso m = 1, la igualdad es inmediata.

i) Supongamos que
n

-1
o= (m+” ) Vn e N
m n—1
k=1
es cierta hasta alguna m € N. Entonces necesitamos probar que

5 1=(m+”> Vn e N.
m+1 n—1
k=1

Por la hipétesis de induccion sabemos que

k=1
entonces
So=n Y, 1= (M) waen
k=1 r=1 =1 k=1

Por lo tanto, se sigue que
- k—2 ~1
§ <m+ >_<m+” > Vn € N.
— n—1

2Este es un problema comutn en Anslisis Combinatorio, la solucién més frecuente usa
argumentos combinatorios, como puede verse en [5]. La solucién que presentamos es pu-
ramente inductiva y algebraica.
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Ahora, aplicaremos el [Teorema 1.1.2 a lo siguiente,

S (= (Y

se tiene que

Por otro lado, sabemos que

(m+k—1> _(m+k-1) (m+l<;—2

k—1 m k—1 ) Vk,m €N

esto implica que
“(mtk—1 ““(m+k—1) (m+k—2
O S (S B
k=1 k=1
Ast, comparando Y (@ se deduce que,
n n
m+k—2 (m+k—-1) (m+k—2
1-k = —_ Vn e N
ot (M) 2R (M) e

y manipulando esta igualdad, obtenemos

Zn: (erk 2>(mn+1)i<m+k2)(mn+l) <m+n1)
— m+1 — k—1 m+1 n—1
Sustituyendo lo anterior en @, ésta se reduce a lo siguiente:
i m+k—-1\ Zn:(m—l—k—l) m+n—2
k—1 B m k—1

k=1 k=1
- ()R () G ()
- () () @) e ()

- (m+”) Vn € N

n—1

Ast, aplicando el operador Suma a la hipdtesis de induccion y gracias a la ultima
igualdad se prueba que

n n k n
Zm+1 1_sz1_z(mzf1l>_(:j?> vr,m € N.

k=1 k=1 r=1 k=1
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Por lo tanto, regresando al Problemall.1.1] recordemos algunas de las igualdades
que ya habiamos obtenido anteriormente y que nos condujeron al Problemal.1.3];

D k=2 > 1
s=1k=1
n2
2

k=1
k=1 k=1 r=1s=1k=1 s=1 k=1

n n3 TL2 n n n t T s n T s n o on
Zk2:§+7—|—8 = D E=6> > 33 1-6> > > 14> >
k=1 c=1 t=1r=1s=1k=1 r=1s=1k=1 s=1k=1

n

Zk —*+*+*$Zk S5 HHHAED I HRED 3 B NEH B

v=1 t=1 r=1 s=1 k=1 t=1 r=1 s=1 k=1 r=1 s=1 k=1 s=1 k=1

Entonces usando lo obtenido en el Problemal.1.3| se deduce que;

- 3 - & r+n+1
kazzg@,mzrlzzg(p,r)( e ) vnpeN,
k=1 r=1 k=1 r=1

donde g(p,rﬂ son constantes que solo depende del pardametro p. Para finalizar,
no estd de mas comentar la importancia que tiene lo expuesto anteriormente pa-
ra el desarrollo posterior del texto. Ya que la estructura de este, ha sido pensada
para que cada seccién sea una generalizacion de las anteriores, es necesario visua-
lizar de forma clara la idea de lo que se ha pretendido mostrar hasta el momento.
En la demostracién Problemal.1.3] se puede observar de forma implicita, que
para cualquier funcién aritmética f al aplicarle recursivamente el operador Suma,
haciendo correr el limite superior n en todo el conjunto de ntimeros naturales, se
define una nueva funcién aritmética g, que representa dicha iteracién. Asi el pro-
blema estriba en encontrar una expresién general para dicha funcién, y como se
pudo notar en la demostracién de tal problema, el es una herramien-
ta indispensable. Por lo tanto, el siguiente paso es proveernos de una definicién y
una notacién adecuada, para abordar el caso general, y eso es precisamente lo que
haremos continuacion.

3Estas constantes que aparecen en la solucién del Problemdl.1.1l dependiendo de su
forma de expresion reciben diversos nombres, las que se exponen aqui son una variacién
de los Ntumeros de Stirling de primera especie.
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1.1.2. Definicion de iteradas respecto al operador Suma

Como ya habiamos mencionado, necesitamos introducir una definicién que se
pueda aplicar a cualquier funcién aritmética, para esto denotaremos al conjunto de
las funciones aritméticas de forma usual como A(N). Entonces veamos lo siguiente.

Definicién 1.1.4 E| Sea f € A(N) y m € N. Diremos que la funcién iterada de
grado m de f, respecto al operador Suma, es la funcion aritmética h tal que

km—2 km-_1

S Sh o > 3t

k1=1k2=1 km—1=1km

y la denotaremos como
> fk)
k=1

esto es,

K —2

> zz S it

k=1 =1ko=1 km_1=1k,,=1

Observacion 1.1.5 Para cualquier funcion aritmética f, diremos que la misma
funcion f es su funcion iterada de grado 0 y denotaremos esto como

S° Fk) = fn).
k=1

Observacién 1.1.6 Hay que advertir, que la Definicion no es aplicable
al siguiente caso.
Supongamos que

ZZEE:f(n,k%
k=1

entonces, aplicando el operador Suma, a esta igualdad se tiene que

n

309 = 33 Stk

k=1 k=1s=1

y como puede observarse la erpresion

n k

f(k,s)

k=1s=1

es de una naturaleza distinta a las que se han manejado hasta el momento, pues
depende tanto del limite superior como del limite inferior del operador, a diferencia
de lo que se expresa en la Definicion [1.1.J} Este caso lo estudiaremos mds
adelante.

“Esta definicién, en su forma simple, puede verse en términos de antidiferencias en [6]
y [l
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Antes de continuar, notemos algunas cuestiones; la Definicién [1.1.4] es equi-
valente a la definicién de antidiferencia y cominmente se usan los simbolos A~! y
V para denotar al operador antidiferencia. Aunque resulta irrelevante la notacion,
nosotros no nos apegaremos a la terminologia usual, optaremos por el simbolo

n

2.,

k=1

ya que, para los objetivos de este trabajo, es el que mejor describe la esencia de
la Definicién [1.1.4] esto es, que se esta realizando una suma sobre una funcién
aritmética dada, lo cual inicamente denota la suma de los n primeros valores de la
iteracién correspondiente, tomados con el orden usual de N.

Veamos lo que queremos describir con lo anterior,

> f(k)
k=1

fO+F2)+--+fln=1)+ f(n)

n 1 2 n—1 n
Y FE) = D SR DY R D f(R) D f(R)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

[

SR = S ) 4 D af )+ Y4 £
k=1 k=1

ES
Il
-
£l
Il
-

Con esto podemos ver que en

n k1 km—2 km-1
D S0 =203 e D > flkm)
k=1 k1=1ko=1 km—1=1kn=1

se tiene que
lékmgkm—lg"'gk&gklgn

y lo que esto indica, es simplemente el orden de los sumandos en las iteraciones.

Analisis del Método Iterativo

Como se observé anteriormente, la demostracién del Problema se puede
advertir un hecho relevante; supongamos que

g(n) = f(k)
k=1

n
n = Zl
k=1

entonces aplicando el Teorema resulta que

n n

D gk)=> (n+1—k) f(k)

k=1 k=1
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y segtn la Definicién [1.1.4] esto implica que

Zf Zn+1—k)f(k).
k=1

Andlogamente, si suponemos que

entonces

3
3

—

=
Il

—

k=

y por la Definicién tenemos que

Do k)= (n+1-k)g(k)

k=1 k=1

pero, aplicando el Teorema a las siguientes igualdades

se sigue que
por lo tanto,

por la Definicién [1.1.4
Entonces, este anélisis sugiere que no importa que funcién aritmética tomemos,

siempre podremos calcular
n
> k)

=1

=

en términos de la funcién f. Demostremos lo anterior.

Definicién 1.1.7 Sean n € N;m € N. Entonces definimos la siguiente funcion
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Observacién 1.1.8 De la Definicién tenemos que

ya que
por lo tanto,

En adelante, denotaremos de forma usual al conjunto de los niimeros naturales
que incluyen al cero como N* = NU {0}. Ahora que ya contamos con lo necesario,
vamos a exponer nuestro primer resultado sobre la linealidad del operador Suma
sobre las funciones aritméticas, es conveniente dejar claro de qué forma se hace
presente la linealidad, esto es, cuando se itera el operador Suma un ntimero finito
de veces sobre una funcién aritmética fija, la expresién resultante se puede reducir
a una simple suma de dos funciones aritméticas, la funcién aritmética inicial sobre
la que se realiza la iteracién y una funcién que aparecera de forma constante la cual
no dependera de la funcién sobre la que se aplica la iteracién, sino del ntimero de
veces que use el operador Suma.

Teorema 1.1.9 (Primera version) Para cualquier funcion aritmética f se tiene que
S fk) = Om(n+1—k)f(k) Vm € N*.
k=1 k=1

Demostracion. Se aplicard induccion sobre m.

(i) Probaremos que
ioﬂk) = i%(nﬂ—k)f(k) Vf € A(N).
Por la Observizén mk :'rlesulta que
iof(k) = f(n) Vf € A(N)
k=1

y por la Definicion |1.1.7 sabemos que

entonces
n n 1
D Oo(n+1-k)f(k) = M fln+1—k)=f(n) VfeAN).
k=1 k=1
Ast, comparando igualdades se concluye que

ZO fk) = 6o(n+1—k)f(k) VfeAN).
k=1

k=1
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(ii) Supongamos que

3

Yo fR) =D Omn+1-k)f(k)
k=1

k=

[

es cierta hasta alguna m € N* yVf € A(N) Demostraremos que

Zm—i—l ) = Zem+1(n +1- k)f(k) vf € A(N)
k

k=1

Por el Teorema [1.1.2)y Definicién sabemos que

Zem —9m+1( )

k=1

St SUPONEMos que

entonces se tiene que
> O+ 1—=k)f(k) = Om(n+1—k)g(k)
k=1 k=1

por el Teorema [1.1.2

Por otro lado, de la hipétesis de induccion se sigue que

n

> 9 i&mn—i-l— g(k)
k=1

k=1

y por la Definicion

3

e JE =D g(k)

k=1 k=1

Por lo tanto, comparando las ultimas igualdades se concluye que

n

ZmH FB) = Ompa(n+1—k)f(k) VYmeN VfeAN).
k=1

Con esto ultimo, hemos logrado demostrar la propiedad lineal en una versién
simple de la iteracion del operador Suma sobre las funciones aritméticas. Asi, para
finalizar esta seccién, expondremos una serie de ejemplos, en los cuales, se hacen
presentes los conceptos anteriores.
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1.1.3. Aplicaciones

Los ejemplos sobre los cuales se pueden trabajar los conceptos de linealidad
respecto a la iteracién del operador Suma son diversos, basta con tomar una suma
finita de una funcién aritmética y aplicar el operador Suma de forma recurrente. Sin
embargo, existen ejemplos que por su naturaleza valen la pena tomarse un momento
para analizarlos. Por lo tanto, hemos optado por no extendernos, solo elegimos
unos escasos ejemplos que pueden ser generalizados o que tienen una relaciéon con
la solucién de otros problemas. En lo siguiente, pondremos SG para denotar a la
suma geométrica, ya que nos referiremos a ella en varias ocasiones.

Problema 1.1.10 (SG versién simétrica simple)

Aplicar Definicién y el Teorema a la suma geométrica

_ n+l
Zx =%  wneN , VeeC\{1}

y demostrar la szguzente generalizacion

imx +Z (x_1> x”(xfl)m ¥m e NyVa € C\ {1},

o de forma explicita,

S eSS () — e ()

k1=1 km=1 ri=1 rn=1

Solucion.

Procederemos por induccion sobre m.

El caso n=1 es claro aplicando la Definicién [1.1.4] Ahora supongamos que
la igualdad,

Z z* +Z (x_l) :x"<xfl>m ¥neNyVeeC\ {1}.

es cierta hasta alguna m € N, entonces aplicando el operador
n
>
k=1

a ambos lados de la igualdad anterior y usando la Definicion obtenemos
que

Yot Yy, () = A (Bh) weevw o)
k=1 k=1 r=1 k=1

por el Teorema tenemos que

i r \ &< (m+k-r—1 r \

Zk(az—l) _Z( m-—r >(m—1) '

r=1 r=1




1.1. CONCEPTOS BASICOS 27

Ademas

= ii((mﬂk_ﬂﬁkJ) (xx > VneNyVeeC\ {1}.

—_

Yy como

z": m—|—1—r)—|—k 2 (m+1-r)4n-1
-1 n—1

k=1

por lo tanto,

>3 ()

k=1 r=1

r—1

i( m+1ni)1+n1) (x:)
>

(T ) e

Ast, sustituyendo lo anterior en @ y utilizando la siguiente igualdad

n o n+1
Zxk vneN | Ve #l1

k=1

obtenemos que,

Xn:mﬂw +Z( m:f;_r_l) (:Exl) = (xl_x;) (xxlyn Vo € C\{1}.

k=1

Por otro lado, tenemos que

() ) - ) )T e

entonces se sigue que,

n m+1 +7’L—T‘—1 x r x m+1 T m—+1
- = n 1.1
Zm+1 Z( )—r )(w—l) +(x—l) v <m—l> (1.10)

k=1
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y por el Teorema 1.1.9 sabemos que,
”f:l z \" ngl (m+1)+n—r—1 r \"
n\x—1 B (m+1)—r xz—1
r=1
_ i (m+1)+n—-r—1 x T—I— n—1 z "
N m+1)—r z—1 0 r—1
r=1 (

- (T ) ()T

por lo tanto, sustituyendo lo anterior en la igualdad (1.10) se tiene que

n m+1 2 m-+1
ZmH +Z <x—1> x (x—l) VYn e NyVe e C\{1}.

k=1
]

Problema 1.1.11 (SG forma simétrica equivalente) Demostrar que los si-
guientes enunciados son equivalentes:

(i)
ZG VP (1—0)™ + Z@n(r)(l —0)"" " =1 V¥n,m € NyVYocC\{0,1}.
(ii)
z": xk—l—i r Y T " Vn,m € NyVz € C\ {0,1}.
—m i \T— 1 z—1 ’ ’

Solucion. Primero notemos que por el Teorema 1.1.9 se tiene lo siguiente,

m z T m r
Zn (.’L’—l) - Zarbm+1_T <1’—1>

r=1
m-+1—r
X
=

m r—1
( ) <x1> VmeN, Vo #0,1
rz—1 T

= ) Oulr)
r=1
2 0l

por lo tanto

= x " m mx—]_T71
£ () - Ern () () men e

Andlogamente, se tiene que

n n k—1
1
§ k= § O (k)™ () VneN, Vo #£1,0
m X
k=1

k=1
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entonces sumando las igualdades anteriores se tiene que

B () - e () 00 (=) (5

k=1 r=1 r=1

por otro lado, sabemos que

n . m T T 7 N T m
me +;n(x_1) =z <x—1) Vn,m e NyVe e C\ {0,1}

k=1

entonces
n 1 k—1 m x m r—1 r—1 x m
;em(k)x (x) +;9n(r)(m1) ( - ) -z (x1> :

m
Ahora, dividiendo la igualdad anterior por z™ (ﬁ) obtenemos

znjem(k) (x;1>m<i)“+i9n(r) <;>n<x;1>l 1 Va#£0,1 (1.11)

k=1 r=1

Por ultimo, haciendo el cambio de variable v = i se tiene que x = % Yy %1 =1-w.
Ast, sustituyendo en la igualdad se concluye que

Zem(k‘)vk_l(l—v)m + Z@n(r)(v — 1) =1 Vn,m e NyWoveC\{0,1}.
k=1

r=1

El reciproco se prueba andlogamente.

Problema 1.1.12 Probar que Vp,q,n,m € Ny Vx € C\ {0,1} se tiene que

p
r=1 k=1 k=1 r=1 k=1

m n n m T s n m T ka
k k
x = x
D SIS D5 SN o3 B Dor N D SR E=oy
r=1
Solucion. Para probar esto sélo hay que definir las siguientes funciones:
m

f(m,n):zn:m:v’C y g(n,m)zzn< * )’” vm,n € N Vo #0,1

z—1
k=1 r=1

entonces por el Problema |1.1.10 sabemos que

n i m T T _ " T m
me +;”(I_1) = (x—l) Vn,m e NyVz € C\ {1}.
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lo que implica que,

xT

fim,n) + g(n,m) = x"< > Yn,m € NyVe e C\ {1}.

r—1

ast, aplicando los operadores

n

Yolly Zq[ ] Vn,m,p,q €N

p
k=1 r=1

a la igualdad anterior se tiene que

Zq pf(r,k:)—b-zq Zpg(k,r)zzq Zp o (xfl) Vn,m,p,q € N;x #£0,1.
r=1 k=1

ademdas,

NE
)
I\
o
u@‘
=
I
"@Mﬁ
.
x>
VRS
1S3
| &
L
N———
g

Yy, por ultimo

m n T T n m T T
k _ k
Zq px (x—l) B pr 2‘1 (x—l)

r=1 k=1 k=1

Por lo tanto, comparando las igualdades anteriores se sigue que,

m

m n n m T T n T T
Zq T+pxk+zp ZkJrq <$_1> N szk Eq <$_1>

r=1 k=1 k=1 r=1 k=1

Yn,m,p,q € Nyx # 0, 1.
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Problema 1.1.13 Demostrar que

—~(k+m-—-2\ ., 1
;( Ll >:17 = Togm "meNy Vel <1

utilizando la igualdad,

n m
Zﬁm(k)xkﬂ(l—x)m + Zﬂn(r) (1—2)"'2" =1 Vn,meNyVaeeC\{0,1}.
k=1 r=1
Solucion.
Sdlo hay que aplicar el operador lim, . a la siguiente igualdad,

Z O (k)21 (1 — )™ + Z On(r)(1—xz) 'a™ =1
k=1 r=1
para obtener que
’ k—1 _ m . _ r—1 n _ ,
nl;rrgo;ﬁm(k)x 1-a)™ + nh%rroloz:lﬂn(r) 1—z) "z Tblglgol

entonces

Tim S O (k)2 (- 2)™ 4 Z(lim Gn(r)x") 1-2)"' =1 (112
k=1

Por otro lado, por las propiedades de los limites sabemos que

, k—1 m _ m 1z k—1
JLH;OZHm(k)x 1-2)™ = (1-2x) nh_{r;OZHm(k)x
k=1 k=1
= (1-o)™ Z O ()"
n=1
= (m4n—2 1
— 1_ m n
S (%)

y, dado que

, N n+r—2\ .\
(nh_{I;OQn(r)m>—(nh_>ngo< S )w)—O Vojz] <1

entonces sustituyendo lo anterior en la igualdad (1.12) se concluye que

— (k+m—2 1
Z( m )xk_lz YmeN y V|z| < 1.
Pt k-1 (1—x)m
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Problema 1.1.14 Supongamos que Y ,_, g(k) = f(n) Vn € N. Demostrar que

n

D (k412 =k f(k) = (n+ 1P f(n) — Y kg(k) VpeN.
k=1

k=1
Solucion. Se aplicard induccion sobre p.
El caso p =0 es claro. Sea p =1 veamos que

i k+1 if Vn eN
k=1 k=1

ademds,

n n

(n+1)'f(n) — > k'g(k) = (n+1)f(n) — Y kg(k) VeN.

k=1 k=1

Por otro lado, por la Definicion sabemos que

Ygk)y=fn) = Y gk)=) f(n) VneN
k=1 k=1 k=1
y por el Teorema tenemos que

n

S ok) =3+ 1 k)g(h)
k=1 k=1

=(n+1)> gk)=> kg(k) YVeN

k=1 k=1

Ast, comparando las igualdades anteriores se sigue que

Zf =(n+1)f Zkgk Ve N.

Ahora, supongamos que
S((k+1)P = k) f(k) = (n+1)Pf(n) — Y kPg(k) VneN
k=1 k=1

es cierta hasta alguna p > 0. Entonces, aplicando el operador Suma o la igualdad
anterior y utilizando la Definicion se tiene que,

ZQ ((k+1)P — = (k+1)7f(k) sz’)g(k) vneN
k=1 k=1 k=1
entonces

n

>, ((k+1)7 — +Z kPg( En: 1Pf(k) ¥neN.

k=1 k=1 k=1
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Por otra parte, por el Teorema sabemos que

M:
M=

L+ DP=k2) f(R) = (n+1—Fk)((k+1)? —kP) f(k) =
k=1 k=1
(n+1);((k+1)”—k’°)f(k) - g:l(k(kﬂ)p—k”“) f) vnen
Andlogamente,
z:kpg(k) = inﬂ— g(k)
k=1 k=1

(n—l—lzn: Zk”“ (k) YneN
k=1

Ast, por las igualdades anteriores se tiene que

22 ((k+1)? +Z kP g(

) D (ke + 1P = k7) f(k) — kpgdf)) ((eCk + 1) = KP*) f(k) + K7 g())
k=1 k=1 k=1

=

+

"
N
HM3

™

+

=
NIE

pero, por la hipdtesis de induccion sabemos que,

D ((k+1P=k) f(k) = (n+1)Pf(n) — Y KkPg(k) VneN
k=1 k=1

entonces
S ((k+1)P = k) f(k) + Y Kg(k) = (n+1)Pf(n) ¥neN.
k=1 k=1

Por lo tanto,

n n

Do, (B —k2) f(k)+ )

k=1 k=1

(n+ 1P f(n zn: k(k+ 1) — kPTY) f(k) — i kPtlg(k) VneN.
k=1

,KPg(k) =

Por otra parte, sabemos que

n n

22 ((k+1)P — kP) f(k) + 22 Kg(k) = (k+1)Pf(k) VneN
k=1 k=1 k=1
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Entonces, comparando las igualdades anteriores se sigue que

n

(n+1)PF ()= (k(k+1)7 — kP f(k;)—zn: kP g( zn: k+1)Pf(k) VneN
k=1 k=1

k=1

y manipulando esta igualdad obtenemos que

n n

(n+ 1P f(n) ka“ = Y G+ VPR + Y (R +1)7 = k1) F(R)

=1

—
o

n

- ((k+1)7 + (k(k +1)P — kP*1)) f(k)
= > ((k+1)(k+1)P — k") f(k)

— ((k+1)Ptt — k1) f(k) VneN.
Por lo tanto, se concluye que

(n+ 1Pt f(n) Zkz”“ => ((k+1)PT —kP*) f(k)  VneN.
k=1 k=1
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1.2. Conceptos duales

En esta seccién se presentara el concepto de iterada dual o de orden negativo de
una funcién aritmética respecto del operador Suma. Para cada funciéon aritmética
f, diremos que la funcién iterada dual de grado m respecto al operador Suma, es
una funcién h tal que

km—2 km_1

anz > Zh )Vn e N

ki1=1ko=1 km—1=1kn,

y la denotaremos como

S W

k=1

ademds, se probard la propiedad lineal de dicha iteraciéon. Cabe advertir que la
definicién anterior es equivalente a la que se expone de forma clésica en el anali-
sis combinatorid®} cuando se toma como referencia el operador Diferencia discreta
A. Sin embargo, como ya se habia mencionado, la notacién que emplearemos es
completamente diferente a la usual y es una extensién de la Definicién [1.1.4
Ademas, concluiremos enunciando el teorema de recursividad lineal del operador
Suma sobre las funciones iteradas de una funcién aritmética y mostraremos algunas
aplicaciones.

1.2.1. Definicién dual de funcién iterada
respecto al operador Suma

Recordemos que los conceptos empleados en la se pueden expre-
sar en términos del operador antidiferencia, denotado como V. Andlogamente los
resultados de esta seccion pueden escribirse en términos del operador diferencia A,
ademas de que se puede utilizar la relacién que existe entre dichos operadores in-
versos y sus analogos continuos, el de derivada y antiderivada. Sin embargo, hemos
optamos por usar una notacién y un método alternativo para presentar conceptos
equivalentes, intentando mostrar la preeminencia natural que hay en el caso discre-
to sobre el caso continuo cuando se describen iteraciones discretas sobre funciones
aritméticas.

Nuestro primer paso es introducir el concepto de iterada de grado negativo de
una funcién aritmética, para mostrar resultados duales a los de seccién anterior.

Definicién 1.2.1 Sea f € A(N) y m € N. Diremos que la funcién iterada dual de
grado m respecto al operador Suma de la funcion f, es una funcion aritmética h tal
que

km—2 km-1

iz > Zh ) VneN

ki1=1ko=1 km—1=1kn,

y la denotaremos como
S s
k=1

5Esto puede verse en [I],[4] y [6] por mencionar algunos.
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Ahora que ya contamos con la definicién de iterada dual (negativa), el siguiente paso
es extender la Definicién [I.1.7] en términos de la Definicién [1.2.1] Recordemos
que por la Definicién [1.1.7] tenemos que

Om(n) = Zm H] Yn,m € N
k=1

y por la Observacién sabemos que

para hallar sus funciones iteradas de grado negativo.
Esto es, debemos encontrar el valor de

n

Z,m [H Vn,m € N.

k=1
Primero vamos a deducir una funcién aritmética h tal que
= 1
> h(k) = H Vn € N.
n
k=1

entonces de la igualdad anterior se tiene que
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Aniélogamente, encontremos una funcién aritmética g tal que

Zg(k) =h(n) VneN
k=1

para esto, notemos que;

g(l)=n(1)=1

9(1) +g(2) =n(2) = -1

g(1) +g(2) +9(3)=n(3) =0

9(1) +9(2) +9(3) +g(4) =h(4) =0

entonces resolviendo el sistema, se tiene que

g1)=1,912)=-2,93)=1 y gn+3)=0 VneN
por lo tanto,
- 1 n—1 2
>, M = (1) (n_ 1) Vn €N,
k=1
Asi, de lo anterior podemos conjeturar que

zn:fm m (1)n1< " > Vn,m € N

n—1
k=1

entonces, el siguiente paso es demostrar lo anterior.

Problema 1.2.2 Demostrar que

zn:_m m :(_1)"—1< " ) ¥n,m € N

n—1
k=1
Solucion. Se demostrard usando induccion sobre m.
Supongamos que
- 1 m
= (— n—1
Z_m M (-1) (n_1> Vn e N
k=1
es cierta hasta alguna m € N. Probar que

iimfl m = (-1 <m+ 1) Wn € N

n—1
k=1

37
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Primero, veamos que

(Y- () e
entonces
(Y () s e,

—cur (M) - (") wen

n—1

por lo tanto, aplicando el operador Suma a la igualdad anterior tenemos

i(_l)k (m;r 1) N i(_l)k (TZ) i(—l)k_l (;_11) VneN (1.13)

k k=1 k=1
Por otro lado,

n+1 n

;(—1)k—1 (’ZT) =1 + ;(—1)"‘ (m;l) Vn €N
entonces, utilizando en la igualdad anterior tenemos que,
nf(_nk—l (”” 1) =1 + Zn:(—1)k (m) - zn:(_nk—l ( m ) (1.14)
k=1 k=1 k=1 k k=1 k=1

Ahora, por la hipétesis de induccion sabemos que

5o ()

k=1
entonces, aplicando el operador Suma se tiene que

n k |:1:| n m
>y [ = ()
=1 = L7 k=1 k=1

y la Definicion [1.2.1] implican que

i im H =2 m - gmm m

k=1 r=1 k=1

5Esto es claro,

(7:) * (nT 1) = n!(mmi R 1)!(Z!+ =)
- n!(mmi n)! ( * m—i—yi —n) - n!(mmi n)! (Wz;z_—ll—zﬁ:;)n)

ml(m+1) _ (m4+1)!

nllm—n)(m+1—-n) nl(lm+1—n)!
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y como la hipétesis de induccion es cierta hasta m, en particular también es
cierta para m-1 por lo tanto, se tiene que

kznjl—(m—n m =) (7:—_11>

entonces, comparando las igualdades anteriores tenemos que

27::(—1)’“_1 <kﬂ_11) = (- (Z:f) Vn €N, (1.15)

k=1

Ahora, notemos que es cierta para cualquier ndmero natural, entonces
es vdlida para n+1, esto es

n+1 m n m
S0 (1) =1 et () (116)

k=1

Por lo tanto, sustituyendo (1.15) y (1.16) en (1.14) se tiene que

S (7)) = (M) e (00)

k=1
= (~1)" (7:) Vn € N

es decir,

- 1 (m+1 _ m
> -1k 1(k1> =(-1)" 1(n1> vn € N (1.17)
k=1

y por la hipdtesis de induccion

- 1

S {k] = (—1)n1 (nan VneN

k=1

entonces, aplicando el operador Z L@ esta igualdad tenemos que
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= e () e

k=1 k=1

Por ltimo, usando y la Definicién se sigue que
_1 k—1 m — _1 n—1 m
Z—l( ) <kzl) (=1) n—1 vn el

k=1

por lo tanto,
n

g}m_lﬁ]z(—nmﬂ(:+f> Wi e N.

Con lo que se concluye la demostracion. |

Una vez demostrado lo anterior, terminaremos este apartado con una generalizaciéon

de la Definicién [1.1.7]

Definicién 1.2.3 Sean n € N, m € Z. Entonces definimos la siguiente funcion

Esta funcién, como pudo observarse en la desempefia un papel im-
portante en texto, no solo porque hace posible el cdlculo de las iteradas de cualquier

funcién aritmética, sino porque sus propiedades nos serviran como referencia para
poder definir funciones andlogas que van a hacer posible demostrar la linealidad en
la iteracion sobre las funciones aritméticas, dependiendo de la generalizacion sobre
la que se esté trabajando.

Para finalizar, veamos los valores que toma dicha funcién.
Observacion 1.2.4 Del Problema y la Observacion se concluye

que Yn € N
<m+k—2> m >0
kfl b )

Om(n) =4 [5], m =0,
(W”<_m>,m<Q
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1.2.2. Teorema de linealidad sobre las iteraciones del opera-
dor Suma respecto las funciones aritméticas

Como se habia mencionado antes, uno de los objetivos de esta seccién es genera-
lizar el [Teorema 1.1.9| en resumen, el teorema afirmaba que era posible expresar
el valor de la suma de

im f(k) Yn,meN

k=1

en términos de la funcién f para cualquier funcién aritmética, entonces el siguiente
paso es hallar el valor de la suma

Z f(k) YneNy meZ
k=1

en términos de la funcién f, para cualquier funcién aritmética dada.

Teorema 1.2.5 (Segunda versién). Para cualquier funcién aritmética f se tiene
que

imf ieanrl— k) f (k) Vn € N,Vm € Z

k=1 k=1

Demostracion. Ya se demostre que
S fk) = Om(n+1—k)f(k) vn € N,vm e N.
k=1 k=1

Sdlo falta probar la igualdad para las m negativas.

Como m € Z < m = —p para alguna p € N, entonces aplicaremos induccion
sobre p.

(i) Probar que

Z_lf Ze (n+1—k)f(k) ¥neNVYfe AN).
k=1
Por la Definicion se tiene que
. 1
> 0-a(k) = H Vn € N
n
k=1

y suponiendo que

> gs(k) = f(n) VneNVfe AN)

entonces

n

gr(n+1—Fk) { } 29 1in+1—-k)f(k) vneN
k=1 k=1
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aplicando el Teorema a las igualdades anteriores y por el Teorema
se tiene que

kz;: gr(n+1—k) m =gs(n) YneN

luego
gr(n) = _0_1(n+1—k)f(k) ¥neN (1.18)

Por otro lado,

lo cual implica que

gr(m)=3_  f(k) YneN . (1.19)

k=1

n

por la Definicion [1.2.1|
Por lo tanto, comparando las igualdades Y se tiene que
Z_l fk) =Y "60_1(n+1—k)f(k) VneNVfeAN).
k=1 k=1

( it ) Supongamos que

Zm Fk) = Om(n+1—k)f(k) Vn e N
k

k=1 =1
es cierta hasta alguna p € N yVf € A(N). Demostrar que

n

2o, )= ie—p—l(n +1-k)f(k) VYneNYfe AN).
k=1

k=1
Por el Problema y Definicion [1.2.1] sabemos que

> Om(k) =0Omir(n) VYneN
k=1

n
Si suponemos que

S gr(k) = f(n) VneN

entonces

n

ZQ,p,l(n—f—l—k)f(k):zn:ﬂ,p(n—l—l—k)gf(k) Vn e N
k=1

por el Teorema
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Por otra parte, la hipdtesis de induccion implica que

n

> 9k =Y 04+ 1-kygs(k) VYneN
k=1

k=1
y por la Definicion [1.2.1]
Yo, S =2 gk) VneN.
k=1 k=1

Por lo tanto, comparando las ultimas igualdades se concluye que
Z_p_l f(k) = ; 0_, 1(n+1—k)f(k) V¥neNVfeAN).

k=1

Hasta este punto, con la demostracién del teorema anterior, hemos logrado
presentar de forma satisfactoria la propiedad lineal de las iteraciones del operador
Suma sobre las funciones aritméticas, pero aun no hemos advertido un hecho que
demostraremos a continuacién, la equivalencia que existe entre [Ieorema 1.1.2|y
el [Teorema 1.2.5| pues, a simple vista, el [leorema 1.1.2| parece mas general,
puesto que en la demostracion del [Teorema 1.2.5|se ha hecho uso de éste.

Teorema 1.2.6 Son equivalentes los siguientes enunciados:

(i)Sean f, g, h y p funciones aritméticas tales que

S fky=gm) . Y h(k)=p(n) vneN
k=1

entonces se tiene que
> fn+1—k)p(k) =Y h(n+1-k)g(k) V¥neN.

(it) Para cualquier funcidn aritmética f se tiene que;

n

pr(k)=i9p(n+1—k)f(k) VneN |, VpeLZ.
k=1

k=1 =

Demostracion.

Solo vamos a demostrar que (i) implica (i) ya que de la demostracion del
Teorema [1.2.5 se sigue que (i) implica (ii). Primero, supongamos que f, g, h y
p son funciones aritméticas tales que

Zf(k) =g(n) ; Zh(k) =pn) VneN .

k=1 k=1

n n
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Por (i ) para el caso particular p= -1 y de la Definicion se tiene que

k=1
Y
hin) = p(k)=p(n)—pn—1) Yn>2 , h(1)=p(1)
k=1
FEntonces,

Y fk) = pn+1-k)f()p(n)+ f)p(n— 1)+ -+ f(n = 1)p(2) + f(n)p(1)

k=1
= g9(M)p(n) +(9(2) —g(1)) p(n = 1) +--- + (9(n) — (n—l)) (1)
= g9(1)(p(n) —p(n—1)) + (2) (p(n — 1) p(n—=2)) +---+g(n)p(1)
= g(Mh(n)+92)h(n—1)+---+g(n—1)p(2) + g(n)p ( )
= Y g(k)h(n+1—k)
k=1
por lo tanto, se tiene que
Xn:fTH-l— :zn:hn—l-l— glk) VYneNlN.
k=1 =1
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1.2.3. Extensiones complejas

Concluiremos esta seccién haciendo algunas generalizaciones a los nimeros com-
plejos, las cudles seran herramientas fundamentales en la siguiente seccién, aparte
de que las usaremos para exponer algunas identidades finitas, generalizaciones de
la SG.

Definicién 1.2.7 Para cualquier z € C yVn € N definimos la funcion 0,(n) como;
( Z)ﬁ

b.n)={ -0 270
i, o

A diferencia de las secciones pasadas, para este caso es mas conveniente apo-
yarnos en la notacién habitual de las generalizaciones de los factorialeﬂ pues la
propiedades de la funcién que acabamos de definir resultaran mas naturales.

Definicién 1.2.8 Sea f € A(N) y z € C . Diremos que la funcién iterada de grado
z de la funcion f, es una funcién aritmética g tal que

g(n) =" 0.(n+1— k) f(k)
k=1

y la denotaremos como

> fk).
z

k=1
Observacion 1.2.9 Usando las definiciones anteriores se sigue que
H(n)—zn: 1 vneN, VzeC
z - P 2 k ) *

1

No esta demas decir que la Definicién para el caso entero, describe
la iteracién del operador ¥ sobre las funciones aritméticas, coincidiendo con las
definiciones que se estudiaron anteriormente.

"Las generalizaciones de los factoriales son muy comunes en la literatura, por ejemplo
se pueden ver en [1] y [6], por mencionar algunas referencias, y estdn dadas como

)" P=z2(z+1)..(z+n—-1)

(22t =2(z—1)..(z—n+1)
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1.2.4. Aplicaciones

Los ejemplos de esta seccién estan méas enfocados en mostrar las generalizaciones
de la SG que se mencionaron anteriormente, hemos optado por restringir en la
seleccién de ejercicios, no por falta de ejemplos, como ya se comenté el estudio de
las diferencias finitas, es muy usual en la literatura y los conceptos de esta seccién
son analogos, solo cambia la notacién.

Problema 1.2.10 Sean f,g,h y p funciones aritméticas tales que
S fB) =gy > hk)=pi) YneN, VzeC
k=1 k=1

entonces se tiene que

n

zn:f(n+1—k)p(k):Zh(n+1—k)g(k) VYeN, VzeC.
k=1

k=1

Solucion. Primero definimos las siguientes funciones

X(n) =Y fn+1-kpk) y Y(n)=> h(n+1-k)gk) VneN
k=1 k=1

entonces aplicaremos induccion sobre n.

i) Demostrar que X (n) =Y (n) para n =1. Veamos que
X(1) =Y f2=kpk) = fF(L)p(1) = F(1)8-(1)h(1)

V(1) =) h(2=k)g(k) = h(1)g(1) = h(1)0-(1)f(1) = f(1)0-(1)h(1)

k=1

entonces se tiene que X (1) =Y (1) .

ii) Ahora, supongamos que X(n) =Y (n) es cierta hasta alguna n € N. Demostrar
que X(n+1) =Y (n+1). Como

n

g(n) = f(n+1-k)b.(k)
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entonces sumando las igualdades anteriores se tiene que;

n+1 n+1
S OX(k) =) gk)h(n+2-k)
k=1

k=1

= (0:(Dh(n+1) + 0.(2)h(n) + 0-(n)h(2) + 0.(n + 1)h(1))f(1)+
0.(D)h(n) +0,(2)h(n—1) + - ( (1) f(2) + -+
0L00H) + LM )+ 00O S+ 1)
n+1 n+1
= pn+2-k)f(k) =D Y(k)
k=1 k=1
ast que,
n+1 n+1
D X(k) =) Y(k)
=1 k=1
y por la hipdtesis de induccion sabemos que
> X( k)
k=1 k=1
por lo tanto se tiene que X(n+1) =Y (n+1) . [ |

Problema 1.2.11 Sean n,m € N, 2z € C\ {0,1} . Demostrar que Vz,w € C se
tiene lo siguiente:

i)
ol m B () - (5 (5.())
i)
n m m n r—1
Zz+1 Zw Hr(k)gck—l(l—x)r-i-zwﬂ ZZ O ( )(Iml) % = 0.1(n)0ys1(m)
k=1 r=1 r=1 k=1
i)

n

ZZH Zwer(l{)B(a—i-k’b—kr—i—l) + ZwH Ou(r)Blat+k+1,b+7) =

k=1 r=1 r=1 k=1

0:1+1(n)0y41(m)B(a,b) a,be C. donde R(a),R(b) > 0.
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Solucion.

i) Por el Problema sabemos que

k
>ty (5
k=1 r=1
entonces de forma andloga a la solucion del Problema definimos las si-

guientes funciones

i ) :x"( a ) Vn,m e NyVz e C\ {1},

B n L 7 m T T
f(m,n)—;mx Y g(n,m)zn<x_1> vYm,n €N Vz #0,1.

r=1

FEntonces

fim,n) + g(n,m) = z" <xi1> Vn,m € NyVe e C\ {1}

y aplicando los operadores Vn,m € N | Vz,w e C

=1

=

<
3

[ ]

w
=1

Vn,meN | Vz,w € C a la igualdad anterior, se tiene que

DI INTED SO SR TITED Db S =y |

z
r=1 k=1 T

Eo

r=1 k=1

Ahora, observemos lo siguiente
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it) Por el Problema 1.1.11 sabemos que

i@m(k)vk71(1 —0)™" 4+ i@n(r)(l —o)" " =1

k=1

Entonces, aplicando

zn:z yiw |¥vn,meN | Vz,weC
k=1 k=1

a la igualdad anterior, se tiene que

Zz+1 Zw Gr(k’)xk_l(l —z)" + Zw+1 Zz O (r)(1 — :C)T_lxk = Zz Zw 1

n
k=1 r=1 r=1 k=1
i1i) Por el inciso anterior se tiene que

m m

Zz—l—l z_: + Zw+1 Z - T 1xk = 6Z+1 (n)9w+1(m)

=1

x>

entonces, multiplicando por z°~* (1 —z)"™" R(a), 3(b) > 0 la igualdad anterior
obtenemos que

FEntonces, aplicando el operador fol [ ] ala igualdad anterior , se deduce que

n

z;wer Bla+Fkb+r+1) +Z +1Z 0x(r)Bla+k+1,b+7)

=0.+1(n)0w41(m)B(a,b) Va,b € (C R(a), R(b) >0
|

Problema 1.2.12 Seann,m € Ny f € A(N) tal que f(n) # 0 Vn € N . Entonces
diremos que la funcion iterada dual de grado m de la funcion f respecto del operador

n
I1c
k=1

es una funcion aritmética h tal que

km—2 km-1

=TI TT 0T sk

k1=1ko=1 km—-1=1kn=1
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y la denotaremos como
II s
k=1

Ademds, diremos que f es su funcién iterada de grado 0 respecto del operador
[Ti—, [ ]y denotaremos esto como

n

HO f(k) = f(n)¥n € N.

k=1

Demostrar que
II &) =[[(fn+1-k)"*® WneN, Vpez.
P
k=1 k=1

Solucion. Aplicando logaritmos y la exponencial es inmediato, pues se sigue de
las propiedades de la suma. |

Problema 1.2.13 Seann € N y f,g € A(N). Demostrar lo siguiente:
(i) . §
me(k;):g(n) < Z g(k) = f(n) YneN,VeZ.

k=1 —_
(it)
Do B =30 Jk)¥mp e
k=1 k=1
(i) Si
Do FRY =D g(k)
m+p p
k=1 k=1
entonces

I =g(n) Ympez
k=1

(iv) Definimos en el conjunto A(N) la relacién ~ dada por f ~ g si, y solo si,

dm € 7Z tal que
> m f(k) = g(n).
k=1

Probar que

a) f~f VfeAN)

b)) Si f ~g ,entonces g~ f Vf,ge AN)

c) Sif~guygr~h entonces f ~h Vf g he A(N)
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Solucion.

(i) Se sigue de la definicion de iterada dual.
(ii) Se sigue de la asociatividad de la composicion de funciones.
(i) Supongamos que f ~ g y g ~ h , entonces Im,p € Z tales que

Y fR) =gn)y Y pek) = hn).

k=1 k=1

Entonces aplicando el operador

a la igualdad

3

I =g(n)
k=1

se tiene que
n

> pem fk) = pg(k) = h(n).

k=1 k=1

3

(iv) Se sigue de los anteriores que es una relacion de equivalencia.
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Capitulo 2

(Generalizaciones

2.1. Iteraciones respecto a una funcién aritmética

Los resultados de esta seccién son generalizaciones de lo dado en el
lo primero que haremos serd introducir el concepto de funcién iterada respecto de
una funcién aritmética sobre el operador Suma. Para cada f € A(N) y m € N,
diremos que la funcién iterada de grado m de f respecto de la funcién aritmética g
es una funcién aritmética h tal que

n k?l
h(n) = gn+1—k) > glkr+1—ky)---
k1=1 ko=1
Km—2 km—1
Z g(km—Q + 1 - km—l) Z g(km—l + 1 - km)f(km)
B _1=1 Em—=1

y la denotaremos como

n

Z f(k) Vn,meN.
[m.g(n)]

k=1

Andilogamente al expondremos conceptos duales y analizaremos la pro-
piedad lineal en dichas iteraciones. Para finalizar, estudiaremos un caso particular
que est4 estrechamente relacionado con la funcién dada en la Definicién [1.2.7]y en
la Definicién esto es, investigaremos las iteradas del operador Suma sobre
las funciones aritméticas cuando la suma se realiza sobre un conjunto de particiones
positivas de los niimeros naturales. En términos de los conceptos de esta seccién,
probaremos la propiedad lineal de estas iteraciones y concluiremos mostrando en
las aplicaciones, la importancia que tiene usar el concepto de iteracién del operador
suma sobre el conjunto de particiones positivas.

2.1.1. Planteamiento

Primero, veamos a denotar al conjunto de funciones aritméticas que no se anulan
en su primer valor como, Ag(N) = {f € A(N) : f(1) # 0}.

Por otra parte, vamos a usar la siguiente notacién para minimizar un poco la
escritura en lo que resta del texto.

53
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Notacion 2.1.1 Sea g funcion aritmética, entonces tenemos que
gk)=g(n+1—-k)Vn e N.

Empezaremos por analizar de forma breve el comportamiento de las funciones
iteradas respecto de una funcién en particular, como referencia tomaremos la fun-
cién definida al término de la seccién anterior y gracias a todo el trabajo realizado
en las secciones previas los conceptos de esta seccién surgiran de forma natural.

Iteradas sobre la funcidn 6,(n)

Recordemos que, segin la Definicién , la funcion iterada de grado z de
una funcién aritmética f estd dada por la siguiente igualdad,

S A -
k=1

M=

0.(n+1—-k)f(k) ¥YneNVzeC

E
Il

1

esto es,

3

f(k) =Y 6.(k)f(k) ¥neN , VzeC

1

z
k=1 k

utilizando la Notacién 2.1.1]
Por otra parte, aplicaremos un razonamiento iterativo, similar al utilizado en la
en el desarrollo del [Teorema 1.1.9|para ver lo siguiente. Si

n

g(n) = sz(k) VneN,VzeC
k=1

entonces iterando la funcién aritmética g sobre 0,(n) y aplicando la Definicién

[1.2:8] se tiene que

n n k
Zez(k)g(k) = Zez(n +1- k) Zez(s)fk(s) Vn €N
k=1 k=1 s=1
y de forma recurrente
n k1 Km—2 Kom—1
> 0(ntl=k1) Y O(kitl=ka) - > Ok tl—km 1) > Ou(kmo1+1=km) f (k).
k=1 ko=1 B 1 =1 =1

Asi, la cuestién es hallar una relacién para la expresién anterior en términos de
la funcion f.
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Y de forma ansloga a la se define una funcién h tal que

n k1
f) =" 0.(n+1-k) Y 0.(ky+1—ky)---
ki=1 ko=1
k,,L72 k,,L71
o Z ez(km72 +1- kmfl) Z ez(k/’mfl +1- km)h(km)
km—1=1 km=1

Por lo tanto, el problema estriba en el estudio de la propiedad lineal de las itera-
ciones anteriores. Hay que notar que este es un problema particular, pero de gran
importancia cuando la suma se realiza sobre las particiones positivas de un nimero
natural. Por lo tanto, una vez fija la idea de la iteracién respecto a una funcién
aritmética, vamos a exponer los conceptos necesarios que ayuden a describir dichas
iteraciones para el caso general.

2.1.2. Definicion de funciones iteradas respecto a una fun-
cion aritmética sobre el operador Suma

Definicién 2.1.2 Sean f € A(N) y m € N. Diremos que la funcién iterada de
grado m de f respecto de la funcion aritmética g es una funcion aritmética h tal que

n k1 km—2 km—1
h(n) =" (k) Y glka) -+ Y §lkm—1) Y §lkm)f(km)
k1=1 ko=1 km—1=1 km=1

y la denotaremos como

k).
Z[m,g(n)] I (k)
k=1

Definicién 2.1.3 Sea f € A(N), entonces diremos que f es su funcion iterada de
grado 0 respecto de g y denotaremos esto como

n

D gty L) = £ (0.

k=1

Observacion 2.1.4 Andlogamente a la Observacion[1.1.6, la Definicion[2.1.2
no es aplicable si se tiene una suma del tipo

h(n) =Y f(n,k).

k=1

n

Pues como se mencioné en su momento, la naturaleza de esta suma es distinta
a la de la Definicion pues de pende tanto del limite superior e inferior.
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Definicién 2.1.5 Sean f € A(N), g € Ag(N) y m € N . Diremos que la funcion
iterada dual de grado m f respecto de la funcion g es una funcion aritmética h tal
que

n kl k77n—2 knzfl
F) =" ak) > glka)-- D> akm—1) Y d(km)h(km)
k1=1 ko=1 kpm—_1=1 km=1

y la denotaremos como
n

Z[*m’g(n)] J (k).

k=1
Observacion 2.1.6 Antes de continuar, vale la pena explicar por qué en esta defi-
nicion que acabamos de dar, se incluye la restriccion g € Ag(N) o equivalentemente
que g(1)#£0 y la respuesta es simple, si g(1)=0y f(1)#0, entonces no es posible ha-
llar una funcion h tal que f(1)=g(1) h(1). Con esto podemos ver que la existencia
de

n

Z[—m,g(n)] )

depende de la naturaleza de la funcion g y es independiente de la funcion aritmética
f sobre la cual se trabaje.

Definicién 2.1.7 Sean n € N | m € Z y g € Ao(N). Entonces definimos la
siguiente funcion

n 1
k=1

Ahora ya contamos con las herramientas necesarias, daremos los andlogos a los
teoremas de la primera seccién, para el caso general, cuando la suma se realiza
respecto a una funcién aritmética.

Teorema 2.1.8 Sean q,g, f,hyp € AN) tales que

h(k) =

21 gy M0 = 2()
k=1

entonces se tiene que

n

3" Fulk)p(k) = 3" b (k)g(k) ¥n € N,
k=1 k

=1
Demostracion. La demostracion es andloga a la solucion del Problema |1.2.10
Definamos lo siguiente,

X(n) =) f(n+1-k)pk)
k=1

Y(n)=> h(n+1-k)g(k)
k=1
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entonces aplicaremos induccion sobre n.
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(i) Demostrar que X(n) =Y (n) para n = 1. Sabemos que,

X(1) =) f(2=kp(k) = fF(1)p(1) = f(1)a(1)h(1)
k=1

Y(1) =Y A2 = k)g(k) = h(1)g(1) = h(1)g(1) f(1) = F(1)q(1)h(1)
k=1

entonces se tiene que X (1) =Y (1).

(ii) Ahora, supongamos que X (n) =Y (n) es cierta hasta alguna n € N. Demostrar
que X(n+1) =Y (n+1). Como

k=1
p(n) =Y h(k)gn(k)
k=1
entonces
gh(n+1) = [f(1)g(1)h(n+1)

9(2)h(n) = F()q(2)h(n) + f(2)q(1)h(n)

g(n)h(2) = f()q(n)h(2) + f(2)a(n = DA(2) + - + f(n)q(1)h(2)
g(n+ D) = fW)gn+ A1)+ F2)g(n)h(1) + -+ f(n)q(2)h(1) + f(n + 1)g(1)h(1)

entonces sumando las igualdades anteriores se tiene que

=D pn+2-k)f(k) =) Y (k)
k=1 k=1
asi que,
n+1 n+1
S X(k) =Y Y(k)
k=1 k=1

y por la hipotesis de induccion sabemos que
S X = 3
k=1 k=1

por lo tanto, se tiene que X(n+1)=Y(n+1) .
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Este resultado, es una generalizacién del y al igual que su analogo
de la primera seccién, es fundamental en la demostracién de la linealidad que existe

en la iteracion de operador Suma respecto a una funcién aritmética.
Por lo tato en esta generalizacién, la linealidad en la iteraciéon respecto una
funcién aritmética sobre el operador Suma queda descrita en el siguiente resultado.

Teorema 2.1.9 (Tercera version) Sean q € Ag(N) y f € A(N), entonces tenemos
que

n n

Z[m g(n)] fk) = Z Opm,g(n)) (K) f(E) VneN,VmeZ

k=1 7 k=1

Y la demostracién de este hecho es inmediata y andloga a la de las versiones
anteriores, solo basta con aplicar un razonamiento inductivo, utilizando la funcién
dada en la Definicién 2.1.7, la Definicién 2.1.2] (o la Definicién 2.1.5] segtin se el

caso) y el [Teorema 2.1.8

Definicion de Convolucién de Cauchy

Es momento de hacer un paréntesis en esta seccién, primero introduzcamos la
definicién usual de convolucién discreta o producto de Cauchy en el conjunto de
funciones aritméticas.

Definicién 2.1.10 Para cualesquiera funciones f,g € A(N) se define el producto
de Cauchy f x g como

frgn)=>"fln+1—k)g(k) VneN.
k=1

Entonces, segin la definicion anterior podemos notar que f % g es una funciéon
aritmética; es mas, podemos comprobar la siguiente observacion.

Observacién 2.1.11 La terna (A(N), +,%) forma un anillo conmutativo con uni-
tario.

Como se podra notar, lo mas dificil de probar es la asociatividad respecto al
producto, pero la demostracién de este hecho fue exhibida en el Teorema [2.1.8
Asi, en términos de la definicién anterior se tiene que Vg, g, f,h p € A(N) tales que
gx f=g, qxh=p, entonces g x h = f % p esto es,

(fxq)xh=fx(qgxh).

Es claro que la mayoria de los conceptos expuestos hasta este punto, pudieron
haber sido escritos en términos de convoluciones. Es mas, conceptos como el de
iterada respecto a una funcién aritmética, pueden parecer innecesarios, pues en
este caso lo unico que se esta haciendo es una convolucién de funciones aritméticas
con las potencias de una funcién invertible respecto a la convolucién. Sin embargo,
es conveniente advertir que el estudio de la propiedad lineal del operador suma
sobre las funciones aritméticas descrito en las secciones previas es de una naturaleza
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distinta al de concepto de convolucién pese a que se pueden usar para describirse
mutuamente.

Independiente de lo comentado anteriormente, hemos elegido introducir el con-
cepto de convolucién de Cauchy porque serda una herramienta indispensable en la
siguiente seccién, el cual combinado con el concepto de iterada respecto a una fun-
cién aritmética, haran posible definir las iteradas de una funcién aritmética cuando
la suma se realiza sobre el conjunto de particiones positivas de un ntimero natural
y establecer la propiedad lineal en dicha iteracién.

2.1.3. Iteraciones sobre multi-indices

Primero veamos lo siguiente.

Observacion 2.1.12 Sean f1,--- , fm funciones aritméticas tales les que
nz 2
Zflkl Zfzkz Z fm1 m—1) me m) Vn,m € N.
k1=1 ko=1 km—1=1 km=1

Entonces se tiene que

f(n) = Z filkr) - f(kr,) VYn,m e N.

ki+--km=n+m—1
1<k, <n

rir; 1<i,j,k<m
Esto es claro, ya que f(n) = fi(n) % -+ * f,,(n) es un producto conmutativo y
asociativo.

Notacién 2.1.13 Sea f funcién m-aritmética, esto es, f € A,,(N) ={g | g: N = C}
Entonces denotaremos la suma extendida al conjunto de multi-indices k1, ..., km,
tales que
kit+--+kn=n+m-1 nmeN

como
Do e kr);
pa 7 ()
es decir,
S Fry k) = > f(krysooskr.)  Vn,meN.
JReshn “(n) ki+...+km=n+m—1
1<s<m

Hay que observar que los r; unicamente denotan la posicién del sumando de la
particién, sobre el cual se hace correr la suma.

Observacién 2.1.14 Para cualquier m € N y para toda f € A(N) se tiene que

n

S k)= f(k) V¥neN

wi (n) k=1
entonces utilizando la Definicién esto es equivalente a

n

Z f(k Zu,em_1<n>] f(k) V¥neN.

Wi (1) k=1
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Definicién 2.1.15 Sean f € A(N) y p € N. Diremos que la funcién iterada de
grado p sobre el operador
> 1]

pp(n)

de f, es una funcion aritmética h tal que

hn)= > > N > f(ky) ¥neN

pop (n) pd (key) P (kp—2) sk (k)

pr(k,.).

Ky (n)

y la denotaremos como

Observacién 2.1.16 Sea f € A(N), entonces diremos que f es su funcidén iterada
de grado 0 sobre el operador
> 1]

pp(n)

y denotaremos esto como

f(n) = Zof(kr) Vn € N.
B ()
Definicién 2.1.17 Sean f € A(N) y p € N. Diremos que la funcion iterada dual
de grado p sobre el operador
D0

pp(n)

de f, es una funcion aritmética h tal que

HOES DD DT > h(k,) VneN

H:r% (n) N:r? (kr1) Hrf;_l(kp—2) H:—,f (krp—l)

>, Flk).

Wi (1)

y la denotaremos como

Definicién 2.1.18 Sean n,m € N | p € Z. Entonces definimos la siguiente fun-
cion

_ 1
-5 [1]
pn(n) -

Definicién 2.1.19 Para cualesquiera funciones f,g € A(N) y m € N se define el
producto *,, como

f# o, g(n) = > flki)g(k;) i#j 1<i,j<m VneN.
kit +km=n+m—1

Entonces resulta inmediato lo siguiente
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Observacién 2.1.20 Sean fi,...,fy , g1,y 9w , [y g en A(N) tales que

Z fl(krl)"'fv(krv):f(n)

Z g1(kr) - go(kr,) =9g(n) VYnmeN l<m ,1<v<m,l<w<m—v

T ey

p T (n)

entonces
Z Ji(kr) - folke,) f(ks) = Z 91(kr) - go(kr,)g(ks)  ¥n,m €N
A (D) pr T (n)

Teorema 2.1.21 (Versidn para particiones) Para cualquier funcion aritmética f
se tiene que

Y i)=Y Gnk)i()  YneNVmez

ur (n) ki+...+kpm=n+m—1

Con todo el trabajo previo, resultaron inmediatos los conceptos anteriores, en
las aplicaciones mostraremos algunas de sus propiedades. Ademds, cabe mencionar
que para el caso particular m = 2, lo expuesto en este apartado coinciden con lo
visto en la por tanto, no estd de mas resaltar la importancia que tiene
el definir iteraciones sobre particiones positivas de niimeros naturales.
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2.1.4. Aplicaciones

Los ejemplos de esta seccién se han elegido de forma minuciosa, de todas las
secciones de ejemplos, resulta la mas extensa y su importancia no radica en la
cantidad de ejercicios que revolveremos sino en que se presentaran las funciones que
hacen posible la linealidad en la iteracién del operador Suma cuando se realiza sobre
el conjunto de particiones positivas de un niimero natural. Ademaés, presentaremos
unas generalizaciones de la SG utilizando la idea de iterada respecto a una funcién
aritmética y el producto de Cauchy.

Problema 2.1.22 Utilizar la Definicion y la Definicion para de-
mostrar lo siguiente;

i) Probar que

n

1
1[m,02(n)} |:k:| = Hmz(n) Vn e N , VYm € Z, y Vz e C

=
Il

it) Sean f € A(N) yVz € C. Demostrar que

Z[mﬂz(n” Fk) =" Omz(k) f(n+1—k) Vn € N,Ym € Z
k=1 k=1
Solucion.

i) Para m = 0 es claro, entonces solo debemos verificar los siguientes casos

(a)

n n k2
1 1
- O.n+1—kp)-- S (ko +1—h1) | —
2 (o M 2 be(nt Joo 2 bella 1= k) Lﬁ}

k=1 km=1 k1=1

= 6,(n)x---x0,(n) =0pn.(n) Vn,m e N,Vz € C

(b) Para m < 0 se sigue de la Definicién y del inciso anterior.

it) Es inmediata de la Deﬁnicién y del Teorema usando los incisos
anteriores.
|
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Problema 2.1.23 Sean f € A(N) y z € C, entonces veamos lo siguiente

Definicion 3a. Para cualquier w € C diremos que la funcion O}, o_(ny(n) estd
dada como

O1w,0. (n)) (1) = Ouz(n) Vn € N.

Definicidn 3b. Diremos que la funcion iterada de grado w de f respecto de 6, (n),
es una funcion aritmética g tal que

9(0) =" Brup. () (n+1— k) f(k)Vn € N
k=1

y la denotaremos como
k).
Z[wﬂz(n)} )
k=1

FEsto es .
9(n) = Opuwo. (ny (n + 1 — k) f (k)
k=1

Utilizar lo anterior para demostrar que para cualquiera f, g, h y p funciones
aritméticas tales que Vn € N y Yw € C

n

3 oy £ = 90)

k=1

Z[w,ez (o "1(B) = p(n)

=1

=

se tiene que

if(n+17k)p(k):ih(n+17k)g(k) veN y VzeC.

1 k=1

Solucion. Se sigue del Problema

Problema 2.1.24 Utilizar el Problema , la Observacion y la
Definicion para probar que

Om(n) = Om-1y(p—1)+1(n) Vp,n €N, Vm € Z

1
> {k} = O(m-1)(p-1)+1

pyp(n)

esto es
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Solucion. Primero, sabemos que
> 6
py(n)

entonces utilizando la Observacion esto es equivalente a

n

Oy(k) =1
Zuep oy S0 )

k=1

Por lo tanto ©g(n) = 0z_,(n).
Por otra parte, aplicando lo visto en el Problema y la Definicion

[2.1.18 se tiene que

> Ok
p(n)

n

Z[m,ep_1<n>1 o(k)

k=1

- Zem(p 1(k)Oo(n +1—k)

= Z9m<p 1)(k)b2—p(n+1—k)

= e(m_l)(p_1)+1( ) Vn € N,Vm € Z.

Problema 2.1.25 Para cualquier f € A(N) y p € N definimos lo siguiente:
Definicion 3¢ Para toda z € C diremos que la funcion ©,(n) estd dada como

éz( ) = 0(2 1)(p—1 +1( ) Vn € N .
Definicion 3d Dzremos que la funcion iterada de grado z sobre el operador Z“T(n) []
P

de la funcion f, estd dada por

S Sk = Y 6.k f(k) Vi€ N,

pn(n) ki4...+kp=n+p—1

Utilizando lo anterior, probar lo siguiente:

> Oq, (k1) O, (kp) = Oy 4w p2-p(n) VR €N, Vay, ...z, € C
k1+...4+kp,=n+p—1
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> 00y (k1) 0s, (kp) = Op 4oy, () VR EN, Vay, .. 2, €C
ki+...+kp=n+p—1
i)
> Ou, (k1) Ox,_, (kp1) f(kp) = f(n) Vn €N

ki+...+kp=n+p—1

st, y solo st,
x1+...+xp_1:0 Yy xl,...,xp_1€(c.

)
Z ém (k1) 'éwpq(kpfl)f(kp) =f(n) VneN
ki4...+kp=n+p—1

st, y solo st,

T4t Ty1=p—2 y z1,.,2p-1 €C

Solucion.

i) Sabemos que

S Gk Ou, (k) = 6,,(m)5 0, (n)
ki+...+kp=n+p—1

= bai—)p-1) () * - 1) (p-1)(n)
= Outetapr2-p(n) VR ENVzy, ... ,z, €C

1) Andlogamente al inciso anterior

> Oy (k1) 0p, (kp) = Opy % %0, (n)
ki4...+kp=n+p—1

= Optge,(n) YneN,Vry, . ,2,€C

iti) Primero veamos lo siguiente

> Ouy (k1) 0n,  (kp—1)f(kp) = 0, (n)*--x0,  (n)* f(n)

ki+...+kp=n+p—1
Outooiay(n) % f(n) ¥ €N

y como O,(n) x f(n) = f(n) & w=0, entonces se tiene lo pedido.
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Problema 2.1.26 Sean n,p € N y z € C\ {0,1} Demostrar que

DS (xfl)”_mn(xfl)”

ki+-+kpi1=n+p s1+ - +snp1=n+p

Solucion. Sabemos que

n . m T r B . z m
z_:mx + z;n<x1> =z (xl) Vn,m € NyVe e C\ {1}.

k=1

entonces por la Observacion se tiene que

DS (xxl):x(xxl)

ki4-+kpr1=n+p S1+-FSpp1=n+p

Problema 2.1.27 Seann € N, m € Zyx € C\ {0,1} ,entonces definamos las
siguientes funciones:

a) x<"™>(n) = 2™0,,(n)

b) P> (1) = pu(n) - pu(n)

p—veces
donde,
o 1 xl_[%]
pw(n) Z—l (1 _ x)k; (1 _ x)n
k=1
¢) KSP7(n) = kg(n) * - * Ky (n)
p—veces
donde,
() = 217 () (= pan) = =
Demostrar lo siguiente:
i) x<™>(n) * x<P>(n) = 2<™TP>(n) VYm,p € Z
> 2% (n) = pa(n) * (257 (n) — 2" (n)) ¥m e N
r=1
m P
ST m) + Y0 () = 5 () + w5 ()
r:lp szlm

> o’ + ;m 20 () = () 3, B



CAPITULO 2. GENERALIZACIONES

P n s p n
. (k) (_a m(_z (k)
Zp 9r+z(n)$ T Z’m, Zz xh-1 (517 — 1) - (.’,E - 1) Z"H_Z ‘;;71
r=1 s=1 k=1 k=1
vi)
m p m
S Gt + 3 Y f(n)a” =
r=1 Szlm r=1
o (2 )52 Bl) g ) (2 Y
x—1 2m pk—1 —am znt \z—1
Solucion.

i) Fs inmediato

<" (n) * 2P~ (n) ™0, (n) * 2P0, (n)
£, ()

= 2P (n) Vm,peZ
i) Sea

m

S(n,m) =

r=1

a7 (n) = S(n,m)x@=" (n)-z<"> (n))

Ahora, solo hace falta ver que p(n) x (x<°>(n) — 2<'>(n))

Il
—
3=
il

Por el inciso b) sabemos que p(n) = 0_1(n) * ¢

a7 entonces se tiene que

pla) (50 (1) = 5 (1)) = 02 () w050 () = <1 1)
1
=0_1(n) * a—on * (Bp(n) — zb1(n))
1 T
=0 T T T
:Ulf[ﬂ x 1
S Q-o)m (L) {N]
Por lo tanto, se sigue que

m

r=1

Zx<r>(n) = pa(n) * (x<1>(n) _ $<m+1>(n))
iti) Aplicaremos induccidén sobre p.

El caso p =1 es claro. Entonces, supongamos que la igualdad

m p

E CL'<T>(7”L)+ § : m§s>(n) :K§p>
P m

r=1 s=1

(n) *x="7 (n)
es cierta hasta alguna p € N.
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Entonces aplicando el operador

>l

a ambos lados de la igualdad anterior y usando la Definicion obtenemos
que

m m D m
ZP+1 <r> Jr Z ZT H<S> H§p> (n) " Zx<r> (n) (2'1)
r=1
Y como
- <s>( . ptl—s)+r—2\ .
Y s =Y (U K™ (n)

entonces,

M@

R = zm:2<(p+1;i)1+r—2) < ()

1 r=1s

= ZZ<(p+1S)+T2)H§S>(”) Vn e NyVz e C\ {1}.

[

S

Por lo tanto,
m P p
s (p +1- 8) +m—1 s
S e = (YT T
P p+1) —|— m—s—1
= Z( >n§S>(n) Vn,m € NyVz € C\ {1}.
Asi, sustituyendo lo anterior en y utilizando la siguiente igualdad

S w7 (n) = pa(n) * (25 (n) — 257> ()
r=1

obtenemos que,

50 e (T U TITIT ) ws ) —w o  ()-a <  o)

REP7 (1) # pe(n) * (2517 (n) = 25712 () = K575 (n) #2572 (n) — 5571 ()
entonces se sigue que,

- +1)+m—s—1

D Z ( 3 ) R (0) = K57 ()< (n) =k 57 ().
p+1

(p+1)—s

r=1
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m p
1) — 1
ISR OEDY (“ S )m;s><n)+f@§p“>(n>:K;p+1><n)m<m><n)
P (p -8

r=1 s=1

y por lo tanto

m p+1

E <" (n) + E Ko7 (n) = k2P (n) x 2<™>(n)  Vp e N.
P —m

r—=1 5=

iv) Por el inciso c) se tiene que

al) = 2517 () (palm) = (7= i
entonces
K§p> (TL) _ - -z - (71')}7913(”)

T T O T ey

Por otra parte, usando el inciso i) sabemos que

m
Z x<’r> + Z H<s> <p>(n)*x<m>(n)
P m

s=1

por lo tanto, sustztuyenda el valor de kP~ (n) en la igualdad anterior se tiene
que
m p
2<m>( (n) _ (=2)P0y(n) <m>
Zp ) + Zm 1_3; n+s = (1 —gynte1 ° 7 ().
r=1 s=1
Entonces

con lo que concluimos la demostracion.
v) Es inmediato aplicando el operador
n
> .l
z
k=1
a la igualdad del inciso iv).

vi) Basta con aplicar z = m en el inciso anterior y la igualdad del inciso iv).
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2.2. Iteraciones respecto a una matriz triangular

Los resultados de esta seccién son un caso muy particular de iteracién del
operador Suma sobre las funciones aritméticas, pues las iteraciones se realizardn
respecto a una matriz y no sobre una funcién. El estudio de esto no es nada nuevo
en el andlisis combinatoriﬂ pues la ventaja de asociar una matriz al operador Suma
radica en que se heredan propiedades algebraicas, utiles en la demostraciéon de los
resultados de linealidad. Por lo tanto, nuestro principal objetivo es introducir de la
forma méas detallada posible, la notacién y la definicién de iterada de una funcién
aritmética respecto a una matriz sobre el operador Suma y exponer la propiedad
lineal en dichas iteraciones, mostrando asi un enfoque alternativo a la manera usual.
Para esto, centraremos el andlisis sobre las matrices triangulares inferiores.

2.2.1. Conceptos algebraicos

Comencemos estudiando el caso que fue excluido en la Observacién [1.1.6
esto es, cuando se tienen sumas de la forma

g(n) =Y fnk).
k=1

La cuestién es, como relacionar este tipo de sumas a los resultados anteriores, pues
si recordamos, todas las funciones que habiamos considerado eran elementos de
A(N) y f no sélo no pertenece al conjunto de funciones aritméticas, sino que al

aplicarle el operador
> L]
k=1

nuestras definiciones anteriores carecen de sentido, pues no son del todo aplica-
bles. Entonces, con este proposito estudiaremos la relacién natural que existe entre
As(N), My,n(C) y los conjuntos My, (C) Vn,m € N.

Observacion 2.2.1 Veamos lo siguiente,
i) La funcion
®: A>(N) — Mp,n(C)
f(n,m) — [My]
donde
[My]t = f(n,m) ¥n,m € N

es una biyeccion de conjuntos.

Una muy buena referencia al respecto es [1], no obstante, a que es muy frecuente
encontrar esto en la literatura mediante el estudio de coeficientes universales, por ejemplo
los niimeros de Stirling, por mencionar algunos, la mayoria de los textos tratan el tema
de invertibilidad respecto a ellos de una manera particular.
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it) Sea TInyn(C) = {M € Myn(C) | M =0 Vn < m} el conjunto de matrices
triangulares inferiores infinitas con entradas complejas. Entonces se tiene que la
siguiente funcion biyectiva

g MNmN((C}—) TINmN((C)
M — T

donde
(Tos]™ = { MY, ., sin>m

n 0 sin<m

iii) Sea T ={(Tn)ory : T € TLizn(C) , [T, = [Tnt1]y, 1 <rk <n}y definamos
la funcion

(1]
=
rl

definiendo

es una biyeccion.

i) Para cualquier nimero natural w definimos la siguiente funcion

1L, :TININ((CH lezw(c)
T — Ty

donde
[Tu) = [T} 1<p,g<w

Definicién 2.2.2 Sean T, S € TIn.n(C), entonces diremos que el producto de T, S

es una matriz U definida como U = limy,— 00 IL, (T, (S) y la denotaremos como
U=ToS.

Definicién 2.2.3 Sea T € TIn.n(C), entonces diremos que T es invertirle si , y
sélo si, I1,,(T) es invertirle Vw € N. Asi, T—1 = limy, 00 11,1 (T).
Por otro lado, definimos

STnzn(C) = {T € TInyn(C) : T esinvertible}

Definicién 2.2.4 Sea T € TIyn,n(C), entonces definimos a la matriz inducida por
T como
7 =9 (1))

Los conceptos anteriores son las bases para desarrollar de forma general las
iteraciones sobre matrices, es muy comun en la literatura que se den por inmediatos,
pues surgen de forma natural de las propiedades de las matrices infinitas.
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2.2.2. Definicién de funcion iterada respecto a elementos de
STh.n(C) sobre el operador Suma

Analogamente, a lo hecho en la Seccién veamos lo siguiente:

Definicién 2.2.5 Sean f € A(N) y m € N. Diremos que la funcion iterada de
grado m de f respecto de la matriz triangular T € Tn.n(C) es una funcion aritmética
h tal que

kl krnf2 k7n— 1

h(n) = znj T(n, k1) Y T(kik2) - Y T(km-2,km-1) O T(km-1,km)f(km)
ki1=1

ko=1 A kp=1

y la denotaremos como
n

Dy { )

k=1

Observacién 2.2.6 Sea f € A(N), entonces diremos que f es su funcion iterada
de grado 0 respecto de T' € STnn(C) y denotaremos esto como

Definicién 2.2.7 Sean f € A(N) y m € N. Diremos que la funcion iterada dual
de grado m de f respecto de matriz triangular T € STnn(C)
T(n,n) #0 Vn € N, es una funcion aritmética h tal que

n kq km—2 km—1
f) =Y T(n ki)Y Tlhike)- > T(hm-2.km-1) Y T(km—1,km)h(km)
ki=1 ko=1 km—1=1 km=1

y la denotaremos como

Z[fmm fk).
k=1

Como se puede ver en esta definicién se ha supuesto que T'(n,n)#0 y la respuesta
es simple, ya que al asociar la matriz triangular 7" por la Definiciéon tenemos
que T es invertible si, y sélo si, sus entradas diagonales son distintas de cero, para
este caso concreto, T'(n,n)#0 para cualquier niimero natural n. Asi, la existencia
de

k
Z[*m’T)] F(k)
k=1
depende de la matriz T € STn,n(C).

Definicién 2.2.8 Seann € N, p € Z y una matrizT € STyn(C) tal que T(n,n) #
0 Vn € N. Entonces definimos la siguiente funcion

Ipn(s,t) = IR (T)]S.
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Teorema 2.2.9 Sean f € A(N) yp € Z y una matriz T tal que T'(n,n) # 0
Vn € N. Entonces se tiene que

Dy T =D 05 (0 k) (k) ¥ € N
k=1 k=1

Con este tltimo resultado queda evidenciada la importancia de usar conceptos
matriciales cuando se habla de iteraciones del operador suma sobre las funciones
aritméticas, ya que cuando se estd calculando el valor de una iterada de una funcion,
en realidad, lo que se hace es resolver un sistema de ecuaciones lineales. Por lo
tanto, salvo la [Subseccion 2.1.3] no debe sorprendernos que todo los estudiado
anteriormente se puede adecuar y analizar en términos de los conceptos de esta
seccién.

Para finalizar, recordemos una generalizacién usual del producto de Cauchy en
términos de esta seccién.

Definicién 2.2.10 Para cualesquiera funciones f,g € A(N) definimos el producto
( o convolucién) respecto de la funcién T € STyzn(C), como

n

f(n) " g(n) =Y T(n, k) f(k)g(n +1 - k).

k=1

Las propiedades de este producto son diferentes a las propiedades del producto
usual de Cauchy, ya que la asociatividad, la existencia de elemento neutro y la
conmutatividad en A(N) no se cumple en general, pues estdn determinadas por el
elemento de Ao(N) respecto al cual, se realiza la suma.

2.3. Iteraciones sobre conjuntos y su relacién con
matrices infinitas

Esta seccién es un punto y aparte ya que estudiaremos un tipo de iteracién
distinta a la de secciones previas, seguiremos trabajando sobre el conjunto A(N),
pero la diferencia radicard en que modificaremos un poco el operador Y . Como
pudimos apreciar en la [2.1.3] es posible cambiar el conjunto sobre el que se realiza
la suma, hasta el momento todo giraban en torno al comportamiento de los ele-
mentos de A(N) cuando se les aplicaba el operador > ,_,[ ]. Ahora analizaremos
el comportamiento de A(N) sobre el operador d‘n[ ], esto es, cuando la suma se
realiza sobre el conjunto de factores del ntimero natural n. La idea es encontrar
un punto de comparacién entre ambos casos y sobre esta comparacién mostrar el
comportamiento general de este tipo de iteraciones. Concluiremos con el resultado
de linealidad en términos de esta seccién y mostraremos algunos ejemplos.
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2.3.1. Conceptos de conjuntos ordenados y el operador Suma

Antes que nada, comenzaremos con unas observaciones necesarias para poder
iniciar nuestro anélisis.

Observacién 2.3.1 Sea Pr(N) = {ACN : 0<|4|, |A| € N} el conjunto de
subconjuntos finitos no vacios del conjunto N.

(i) Entonces podemos notar que VB € Pp(N) existe un conjunto Cp € Pp(N) tal que
Cp ={1,2,...,np} donde np = |B|, ademds como es usual sea S,, = S(Cp) =
{e :Cp—B|e es biyectiva}.

(ii) Por otro lado, si A(Pp(N)) ={k| k: Pr(N)=C} y
Ap(N)={a| :N—=Pr(N)}, entonces f = aok € A(N)
para cada o € Ap(N) y k € A(Pr(N)).

Observacién 2.3.2 Para cualquier v € A(N) = {a | o : N=P(N)} se puede aso-
ctar una matriz infinita E, € Myn,n(C) definida como

Ey = [B(n,m)|"SY tal que

1, meA,=~vn),
E, =
0, m¢A,=v(n).

Definicién 2.3.3 Sean f € A(N),B € Pp(N) ye € S(Cg), entonces diremos que

la suma de la funcion f sobre el operador 3 [ | estd dada por la igualdad
D T0) =) [(e(k).
pEB k=1

Ahora que ya contamos con las herramientas suficientes, empezaremos por comparar
la relacién que existe entre Y ;_, f(k) y > djn f(d). Recordemos que la funcién
iterada de grado m de la funcién f, es una funcién aritmética h tal que

n k}l

km—2 km-1
hn)=>"Y - > > f(km)VneN

k1=1ko=1 km—1=1kn=1

y la denotamos como
>, fk).
k=1

Ahora, el primer obstdculo que se nos presenta es modificar esta definicién de tal
forma que indique sobre que tipo de operador se realiza la suma, pero este pro-
blema ya se nos habia presentado, cuando la suma se realizaba sobre el operador
> ) [ ]. Por lo tanto, usando simple analogia se tiene lo siguiente.
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Definicién 2.3.4 Sea f € A(N) ym € N. Diremos que la funcién iterada de grado
m de la funcion f sobre el operador _ ;[ ], es una funcidn aritmética h tal que

hn)=> "3 Y > fldm)¥neN

d1"rld2‘d1 dm,—l‘dm—Q dh’L‘dM*l

S s,
d|n

Definicién 2.3.5 Sea f € A(N), m € N. Diremos que la funcién iterada dual de
grado m de la funcion f sobre el operador

DL

y la denotaremos como

es una funcion aritmética h tal que

=33 3 Y hdnVneN

dll"l d2|d1 dm—lldm,72 d'mldm,fl

> )

d|n

y la denotaremos como

Por tanto, nosotros podemos manipular todos los conceptos dados en seccio-
nes previas, para obtener varios resultados en estos nuevos términos, pero nuestro
objetivo fundamental, es desarrollar una teoria general, estudiando la diferencia
implicita que existe entre los operadores Y d|n[ Iyl

Primero, veamos que estos operadores tienen la misma naturaleza, ambos re-
presentan una suma cuando se aplican a los elementos del conjunto A(N) para cada
numero natural n, con la diferencia que el conjunto finito de nimeros naturales
sobre el que se realiza la suma en cada caso es distinto, veamos esto a detalle.
Observaciéon 2.3.6

(i) Cuando ocupamos el operador

n

[ VneN
k=1

estamos asociando al operador . una funcidn
BeAr(N)={a|a: N=>Pp(N)},
es decir, le asociamos una sucesion de subconjuntos de numeros naturales tales que
Bn)=B,={meN: 1<m<n}¥neN

por lo tanto, podemos escribir

como

peEB, :B(TL)
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Ademds, segin la Observacion m a cada B, = f(n) le asociamos una
funcion e, € S(B,) tal que €,(p) = p, ya que en este caso se tiene que Cp, =
B,,Vn € N. Por tanto, si denotamos como < al orden usual de los nimeros
Naturales, entonces e, : (Cp,, , <)—(By, , <) es un isomorfismo ¥n € N, esto dltimo
indica el orden en el que se tomardn a los elementos de B,, = 5(n) cuando se realice
la suma.

(it) Andlogamente al inciso anterior, cuando se utiliza el operador
Z[ ]¥n eN
dln
estamos asociando al operador > a una funcién
a€Ap(N)={a|a:N=>Ppr(N)}.
Esto es, le asociamos una sucesion de subconjuntos de numeros naturales tales que
amn)=A4,={deN:dn}Vn €N,
por lo tanto, podemos escribir 3 ;[ ]Vn € N como
> []vneN
pEA,=a(n)

y segin Observacion a cada A, = a(n) le asociamos una funcion e, €
S(A,) tal que ey, : (Cya, ,<)—=(An , <) es un isomorfismo Vn € N.

Entonces, podemos asegurar que la diferencia fundamental que existe entre los
operadores 3,1 | y Sor_il ] surge porque en cada caso se asocia una funcién

v € Ap(N) diferente al operador Y ademds de una sucesion de isomorfismo ey, :
(Cp,, ,<)=(Dy, ,<) ( con el orden usual de N ) tales que Dy, = y(n) Vn € N.

Por otro lado, si aplicamos la Definicién [2.3.3| a cualquiera de los casos
anteriores conservando la notacién utilizada en ellos tenemos que, Vf € A(N), para
cada B, = (n) y €, € S(B,,) la suma de la funcién f sobre el operador

Z [ ]VneN

pEB,=p(n)
estd dada por la igualdad
mp(n)
Y @)=Y flealk)
pEB(n) k=1

y con ayuda de ésta podemos definir una funcién k € A(Pr(N)) tal que

E(Bn)= Y f(p)

peEB(n)

Y por otra parte como la suma describe una funcién aritmética, entonces existe una
funcién g € A(N) tal que

gy = 3 f).

pEB(n)
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Pero esto nos genera un problema, ya que cuando aplicibamos el operador

> [

peBn:B(n)

sobre el conjunto A(N) obtenfamos una tnica funcién g € A(N) y ahora también
debemos de asociar una funcién k& € A(Pr(N)) que tiene una naturaleza distinta
a las funciones aritméticas. Sin embargo, esto no deberia sorprendernos y menos
causarnos algin conflicto puesto que la funcién g € A(N) y la funcién k € A(Pp(N))
denotan la misma suma

Mg (n)

STty =Y flealk)) ¥neN.
k=1

pEB(n)

Esto es claro, por la Observacién m se tiene que que g = fok € A(N) donde
B S AF(N) y ke A(PF(N))
Por lo tanto, reescribiendo lo anterior tenemos que para toda f € A(N) para
cada B, = f(n) y e, € S(B,,) tales que
en: (Cp, ,<)—=(B, ,<)

o=

es un isomorfismo, entonces la suma de la funcién f sobre el operador

> 11

pEBn=0(n)

define una funcién aritmética g dada por la igualdad

g(n)=Bokn)= > f(p)

peB(n)

donde k € A(Pr(N)) estd dada como

k(Bn)= Y f(p)yneN.
peB(n)
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2.3.2. Definiciones

El anélisis del apartado anterior nos permite visualizar el tipo de generalizacio-
nes que haremos a continuacion, éstas consistiran en asociar elementos del conjunto
A(Pr(N)) con el operador Y y sobre dichas asociaciones estableceremos nuevas de-
finiciones. Nos vamos a restringir al conjunto

Q(Pp(N)) = {a € A(PF(N)) : {1,n} Ca(n) C{1,..,n} VneN},

ya que, segin la Observacién a cada a € Q(Pp(N)) le podemos asociar
una matriz triangular inferior infinita con entradas complejas y con ello podemos
utilizar los resultados de la seccién anterior. Primero, establezcamos la siguiente
definicién,

Definicién 2.3.7 Sean f € A(N) y 8 € Q(Pr(N)). Ademds, a cada B, = 5(n) le
asociamos una funcion €, € S(By,) tal que €, : (Cp,, ,<)—(Bn ,<) es un isomor-
fismo ¥n € N con el orden usual de N, entonces diremos que la suma de la funcion

f sobre el operador
> [lvneN
pPEBn=P(n)
es una funcion aritmética g definida por la igualdad

g(n)=Bokmn)= > f(p)

peB(n)

donde k € A(Pr(N)) estd dada por

k(Bn) = Y_ f(p)¥neN.
peEB(n)

Recordando que por la Definiciéon la igualdad

g(n) =pokn)= > f(p)

pEB(n)

estd definida como
T

Z flp) = Zf(en(k))

peEB(n) k=1

donde r = |3(n)| Vn € N. Por otra parte, vemos lo siguiente,

Definicién 2.3.8 Sean f € A(N) y 5 € Q(Pr(N)). Ademds, a cada B,, = B(n) le
asociamos una funcion e, € S(By,) tal que £, : (Cp, ,<)—(Bn ,<) es un isomor-
fismo con el orden usual de N, entonces definimos la funcion f como

fo) = fen(r+1-k)) Vp€ By, p= flenlk))
donde r = |B(n)] Vn € N.



80 CAPITULO 2. GENERALIZACIONES

Asi, utilizando lo anterior se tiene que:

Definicién 2.3.9 Sean f € AN) y 8 € Q(Pr(N)). Ademds, a cada B,, = 5(n) se
asocia una funcion €, € S(By) tal que €y, : (Cp, , <)—= (B, <) es un isomorfismo
con el orden usual de N. Entonces Vm € N diremos que la funcion iterada de grado
m de la funcion f sobre el operador

> [

peBn:B(n)
es una funcion aritmética h tal que

h(n) = Z Z Z Z f(pm)Vn eN

p1E€BR(n) p2€B(p1) Pm—1€L(Pm—2) PmELBDBm—1)

> [

peB(n)

y la denotaremos como

Observacién 2.3.10 Sea f € A(N), entonces diremos que f es su funcion iterada
de grado 0 sobre el operador
>, [

peBn:B(n)
y denotaremos esto como

f)y= " ).

pEB(n)
Anélogamente,
Definicién 2.3.11 Sean f € A(N) y § € Q(Pr(N)). Ademds, a cada B,, = 3(n)
le asociamos una funcion e, € S(By) tal que &y, : (Cp,,<)—(Bn ,<) es un iso-

morfismo con el orden usual de N, entonces Ym € N diremos que la funcion iterada
dual de grado m de la funcién f sobre el operador

> 1]
pEBR=PB(n)

es una funcion aritmética h tal que

fy= > > > Y h(pm)V¥neN

pleﬁ(n) pQEB(pl) Pm—lEB(Pm—z)Pmeﬂ(Pm—l)

y la denotaremos como
> f)

pEB(n)

Ahora daremos la definicién el producto de Cauchy en términos de esta seccién.
Definicién 2.3.12 Sean f,g € A(N) y 8 € Q(Pp(N)). Ademds, a cada B, =
B(n) se asocia una funcién e, € S(By) tal que &, : (Cp, ,<)—=(Bn ,<) es un
isomorfismo con el orden usual de N, entonces definimos el producto o convolucion
de Cauchy de las funciones aritméticas f y g como

Frgn)= > fulp)g(p) VneN.

pEB(n)
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Cabe mencionar que este producto es conmutativo por su definicion.

Definicién 2.3.13 Seann € Nyp € Z y [ € Q(Pr(N)). Ademds, a cada B, =
B(n) le asocia una funcion €, € S(By) tal que €, : (Cp, ,<)—(Bn ,<) es un
isomorfismo Vn € N con el orden usual de N, y consideremos la matriz Tz =
[0(n, m)]&
1 B, = ’
bnmy =5 ME p(n)
0, m¢ B, =73(n).

Entonces definimos la siguiente funcion;

22 (s,t) = [2(Tp)).  Vs,t €N.

Para finalizar la seccién no queda més que dar el resultado de linealidad respecto
a la iteracién sobre las funciones aritméticas, como se puede ver este es un caso
particular del [Teorema 2.2.9| en cuanto a la forma de obtener la funcién que
hace posible la linealidad pues su representacién matricial coincide con la vista en
la seccién anterior, es claro que la diferencia estriba en la eleccién del orden del que
se provee al conjunto sobre el que se realiza la suma, de ahi que los productos de
Cauchy definidos en ambos casos sean tan distintos en cuanto a sus propiedades.

Teorema 2.3.14 Sean f € AN),neN, g€ Z y p € Q(Pr(N)). Entonces se tiene

que
T
>, T =20 (n, k) f (k).
p€P(n) k=1
Demostracion. Se sigue del[Teorema 2.2.9 [ |

Con este resultado terminamos el estudio la propiedad lineal en la iteracién
del operador Suma sobre las funciones aritméticas, como se pudo observar elegimos
hacer un estudio de la propiedad de una forma detallada y elemental pero siste-
matizada, sobra decir que su aplicacién es diversa, sin embargo, nos limitamos a
exponer algunos ejemplos debido a que el objetivo principal fue mostrar sus bases
tedrica, no obstante, su importancia se hace presente, ya que sélo basta una identi-
dad finita que involucre sumas de funciones aritméticas y un poco de imaginacién
en las iteraciones.
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2.3.3. Ejemplos

Los ejemplos de esta seccidon simplemente son puestos como referencia, es rutina
reescribirlos en términos de las secciones anteriores.

Ejemplo 2.3.15 Sea T,,(n, k) = (Z) la matriz triangular usual del binomio, de-

mostrar lo siguiente;

()

n

o k=0

k=0
donde

(1)ut wso.
], m=o
(it) Sean f, g , h y p funciones tales que

S (M) =re v 3 (1) o) = ol

k=0 k=0

Bm(n, k) =

entonces se tiene que

Zn: (Z) f(k)p(n — k) = i (Z) g(k)h(n —k) ¥n>0.
k=0

k=0
Concluir que (f ¥ g) «Tw h = f«Tv (g«Tw h) VYf,g,h

(i) Primero extendemos la funcién dada en el inciso (i) de la siguiente forma

(Z) 25 WzeC\ {0},

Bx(n, k) = [ﬁl}’ L= 0.

Ahora definimos lo siguiente
Definicion 4a . Sea z € C, diremos que la funcion iterada de grado z de g respecto

de la funcién f(n, k) = (Z) , es una funcién aritmética h tal que

donde

y la denotaremos como
h(n) = Z [z,Tw]g(k)
k=0
Utilizar lo anterior para comprobar que.

n

Zmu) :Z(>k"k (z4+y)" Vz,yeC,Vn>0

k=0 k=0



2.3. ITERACIONES SOBRE CONJUNTOS Y SU RELACION CON MATRICES INFINITAS 83

Ejemplo 2.3.16 Sea n € N tal que n = p"' --- p"* es su descomposicion prima.
(i) Como es usual, sea 6,(n) = 6,(my)---0,(m,) la generalizacion usual de la
funcion de los divisores de un nidmero natural. Demostrar que

> fm 25 f(njd) VfeAN) meZyVneN.
d

(ii) Ahora, utilizaremos la extension compleja de la funcién divisor para establecer
lo siguiente

Definicion 4b. Sea f € A(N) y z € C. Diremos que la funcion iterada de grado o
z de la funcion f sobre el operador

> []

d|n

es una funcion aritmética h tal que

25 fn/d)

d|n

n)=  f(d)
d|n

y la denotaremos como

Demostrar que

ZA ()lg() VzeC\ {0} , VneN.
d|n

Ejemplo 2.3.17 Demostrar que son equivalentes lo siguientes enunciados
()
f+"g(n) =g+ f(n) Vf,g€AN)
(ii)
Th(n,k)=Th(ny,n—k) 1<k<n , VneN | T, € TIlyny.
Ejemplo 2.3.18
(i)Sean g, f1, -+, fm € A(NU{0}) tales que

w=3(,") fl(kl)éi:o(klk_lkg) falhs)

k1=0

km_2

> (k fim 2 )fm1(km1)k§:;<k Fim1 )fm(km)

k 1=0 m—2 — km—l bo— m—1 — km

Entonces se tiene que

ORED DR (RN FACH RPN

ki+-km=n
YmeNn>0 0<rp,<nri#r; 1<4,5,k<m.
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(ii)Sea H € A,,(NU{0})={g | g: NU{0})™ — C}
y de notaremos a la suma

como
Yo ke k)
Y (n)
esto es
S b)) =Y " Vh(key, k) YmEN n>0. 1<s<m
L= ’ ki, - km ’
Tt () kit...+km=n

y utilizando ésta notacion tenemos las siguientes definiciones
Definicion 4c.Sean h € A(NU {0}) y p € N. Diremos que la funcién iterada de
grado p sobre el operador

> 1]

7y (1)
de h, es una funcién aritmética g tal que
gn)="> > Y S hiky)Vn >0
Y (n) ms (kry) AP (kp—a) Yok (Rrp_yp)

y la denotaremos como

Y v hk).

Vi (1)

Como es usual, diremos que h es su funcion iterada de grado 0 sobre el operador
> 1]
75 (n)
y denotaremos esto como
h(n) = > o h(k,)¥n > 0.
Vi (12)
Definicién 4d. Sean h € A(NU{0}) y p € N. Diremos que la funcion iterada
de grado -p sobre el operador
> 1]
75 (n)
de h, es una funcién aritmética g tal que
IO SHD SRS SENND SEP R
Vi) V2 (kr) AP () el (ke )

y la denotaremos como
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Para finalizar, daremos las siguientes definiciones;
Definicion 4e. Seann >0 m € N |, p € Z. Entonces definimos la siguiente
funcion

By = 3 |57

Vi (1)

a) Utilizar lo anterior para demostrar lo siguiente; Vh € A(NU {0}) se tiene que
S ootk = Y " By (ks)h(ky) VmeN,VpeZn>0
klv Ty km
v, (n) ki+...+km=n

b) Demostrar el teorema del multinomial:

Z (k ! k )xl(kl)"'xp(kp) :551"‘"""331)(”) V=0, Ve, ..,z €C
bt Thyen NFL Ky

donde

Demostrar que

i(kzrff)g(k)— (“m) fln) ~ kn S h(m )k f(R)  Ym € N,

n
k=1 =1r=1

_ m-+r
donde h(m,r) = % y s(m,r) son los Nimeros de Stirling de primera
especie.
Usando lo anterior se deduce que

(i)
iih(m,r)k’“ =m (Z+T) Vn,m € N

k=1r=1

(ii )
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Ejemplo 2.3.20 Demostrar que

i)
Z h(m,r)n” = mbp+1(n) Vn,meN
r=1
i)
. ~1
Z(fl)m”g(m,r)nr =m! <n tm 1 ) Yn,m € N
n—
r=1
iii)

Zg(pa T)Hr(n) =nP —(n— 1)” Vp,n,m € N

r=1

Ejemplo 2.3.21 Supongamos que

n

S f(k) = g(n) VneN.

k=1

Demostrar V1 < m <n que

S a9k =p(n) & S (1" (0 + 1 - k) F(k) = p(n).
k=1 =

k=1

Ejemplo 2.3.22 Suponer que
Y wab=(@-1)"—(-1)" YneN, vzeCb
k=1

Demostrar que
Zl—" F=z(xz—-1)" VYneN, VzeC
k=1

n

Y al=6,(n)=(-1)"" VneN

k=1

Ejemplo 2.3.23 Demostrar que
i)

> (1) Ompzn(k) = (=1)"0._n(n) ¥n,m € N,Vz € C.
k=1

i)

kf:_lmn xk+§:1 Omi1nr(n) ( ’ ) =((z—1)" - (=1)") ( v )m\mm eN,Vz #£0,1.

rx—1 r—1

Ejemplo 2.3.24 Demostrar lo siguiente:
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i)

" /m4+k+p—2 _(m+n+p-1\ (m+p-1
—\ kt+p-1 B n+p—1 p—1

W )

m  n, ko+ -+ Ky — 2 B , m_|_n—1—|—n1+...+nm—SCm(T’,j)
IS (") = S ( P

r=0k,=1 r=0 j=1

i)

donde ng =n y SCp,(r,7) es la suma de una combinacion de las ny,...,ny, en
grupos de r elementos.

i)
1T kot kyee ot Ky — 2
O (nt1—k) ("R -
k—1
k=1r=1k,=1
m
i(—l)r T ptmtn—1+n+- - +nm,—Su(rj))
. m+n—1
r=0 j=1

(iv)

n

N (nd ke ke, —k—1 B
11 _1( S CE

k=1r=1k,

3

m

Sy Y (nﬁ”mmS;“(f’,ﬁ)+m+”k1)f<k>

k=17r=0 Jj=

—



88 CAPITULO 2. GENERALIZACIONES

Ejemplo 2.3.25 Sean S # @ un conjunto finito. Y consideremos el conjunto de
funciones con valores complejas definidas en S tal que f € A(S) = {f|f :S — C}.
Como es usual, definamos las iteradas respecto a sus subconjuntos:

Definicion jc Sea f € A(S) ym € N. Diremos que la funcion iterada de grado
m de la funcion f sobre el operador

D00

es una funcion h tal que

)=y S o % > f(B)

B1CS B2CBy Bpn-1CBm—2 BnCBm—1

> (B

BCS

Definicion 4d Sea f € A(S) y m € N. Diremos que la funcidn iterada dual de
grado m de la funcion f sobre el operador

> L

y la denotaremos como

es una funcion h tal que

&) => > - > > h(Bw)

B1CS B2CB:y Bm-1CBm—2 Bn CBm—1

> B

y la denotaremos como

Demostrar que

S 5B =Y w(B)E\ B)

BCS BCS
donde
|B| 40
m b m )
tm(B) = { [ 1 } m =0
|B|+1 | -



Capitulo 3

Conclusiones finales

La propiedad lineal en la iteracién del operador suma sobre las funciones arit-
méticas es una herramienta tan 1til en el analisis combinatorio que nos parecié
necesario el desarrollarla de forma sistematizada, es claro que la manera de abor-
dar dicha propiedad hizo presente la originalidad y la importancia de este trabajo
pues como se puede concluir, al adoptar el concepto de iterada e iterada dual de
una funcién aritmética sobre el operador suma con la notaciéon presentada, logra-
mos mostrar identidades finitas que no habian sido estudiadas antes y que resultan
ser identidades inmediatas de la propiedad lineal en la iteracién. Es sorprendente
que pese al gran desarrollo que tuvo el anélisis combinatorio a finales del siglo pa-
sado, aun no hay una universalidad en las notaciones que se emplean para describir
diversos conceptos del analisis combinatorio, un buen ejemplo de esto es la genera-
lizaciéon compleja de los factoriales, ya que existen diversos simbolos que denotan
lo mismo, lo cual pareciera que no tiene mayor relevancia matematica, sin embargo
el convenir notaciones adecuadas siempre facilitan el desarrollo de los conceptos
matematicos y aunque no fuera el objetivo principal de esta tesis, abordamos este
hecho de una forma implicita cuando se desarroll6 la notacién que empleamos para
denotar a las funciones iteradas. Por lo tanto, el mérito de este trabajo no solo es
el estudio de la propiedad en cuestién, sino que de igual forma es una invitacién a
la reflexién de la forma de hacer matemaética.

89
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