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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo consiste en mostrar paso a paso una
construcciéon detallada del espacio métrico separable universal de Urysohn y
revisar algunas de sus propiedades mas importantes; a fin de que aquellos
estudiantes que han tomado el curso basico de Analisis Matematico a nivel
licenciatura puedan acceder a este tema, ya que en esta tesis se detallan los
teoremas y construcciones necesarias desde el primer capitulo.

Dada C una clase formada por espacios topoldgicos, diremos que un espacio
topolégico X es universal para la clase C si X € C y contiene copias (en
algin sentido) de todo elemento de C. Por ejemplo, C[0,1] el espacio de
todas las funciones continuas f : [0, 1] — R equipado con la norma supremo
es universal para los espacios de Banach separables, y en particular para los
espacios métricos. También podemos mencionar al cubo de Hilbert () que es
un espacio universal para la clase de los espacios métricos separables ya que
contiene copias de cualquier espacio metrizable y separable.

El espacio universal de Urysohn U, es un espacio métrico que satisface las
siguientes propiedades:

1. Cualquier espacio métrico separable es isométrico a un subespacio de
U.

2. U es w-homogéneo; es decir, dados dos subconjuntos isométricos A, B C
U y una isometria ¢ : A — B, existe una isometria ¢ : U — U que
extiende a ¢.

Ademés este espacio es tnico salvo isometrias. Cabe mencionar que C[0, 1]
satisface la primera propiedad pero no es w-homogéneo, [4, Corolario 5.9]
(pag 240).
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El espacio universal de Urysohn fue uno de los tltimos resultados de Urysohn
publicado por primera vez en el ano de 1927 y retomado principalmente por
G.E Huhunaisvili en 1955, M. Katétov de 1986—1988, V.V. Uspenskij en 1990
y mas tarde en 2005 por Julien Melleray en diversos articulos. En particular,
el articulo [I] sirvi6 de base para el desarrollo de esta tésis.

En el capitulo 1, ”Preliminares”, recordaremos algunos resultados y concep-
tos bésicos de espacios métricos y grupos de isometrias.

En el capitulo 2, definimos un tipo particular de funciones continuas, las
funciones de Katétov, las cuales son la base para la construccion del espacio
universal de Urysohn. Mostramos también algunas propiedades de estas fun-
ciones en espacios métricos completos y estudiamos el espacio de todas las
funciones de Katétov.

En este segundo capitulo, estudiaremos los espacios w-homogéneos y su re-
lacién con los espacios finitamente inyectivos.

En el tercer capitulo utilizaremos todos los resultados anteriores para dar la
construcciéon del espacio universal de Urysohn y estudiar algunas de sus pro-
piedades representativas. Y en el dltimo capitulo estudiaremos el grupo de
isometrias del espacio universal de Urysohn, el cual resulta ser un grupo uni-
versal para la clase de todos los grupos topolégicos segundo numerables.



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo haremos un repaso de algunas nociones y resultados sobre
espacios métricos que seran de gran utilidad més adelante.

1.1. Espacios Métricos

Recordemos que una métrica en un conjunto X es una funcion d : X x X —
[0,00) que cumple con las siguientes propiedades:

i) Para cada =,y € X, d(z,y) = d(y, z).
ii) d(x,y) =0 siy sélo si z =y.
iii) Para cualesquiera z,y,z € X, d(z,y) < d(z,2) + d(z,y).

Teorema 1.1.1. Sean X un espacio topoldgico y (Y,d) un espacio métrico.
Consideremos el siguiente conjunto

O(X,Y)={f]| f: X =Y es continua y acotada}.
Definamos dy, : C(X,Y) x C(X,Y) — [0,00) de la siguiente manera:

doo(f; 9) = sup{d(f(x), g(x))}.

zeX

Entonces (C(X,Y),ds) es un espacio métrico.

11
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Demostracion. Como d es una métrica, entonces d(f(z), g(x)) > 0 para todo
x € X, por lo que, si f,g € C(X,Y), entonces doo(f,g) > 0. Ademas, si
f # g, existe un zo € X tal que f(zg) # g(x¢), y por lo tanto

doo(f,9) 2 d(f(x0), g(z0)) > 0.

Sabemos que d(f(x),g(z)) = d(g(zx), f(x)) para todo = en X, por lo que

doo(f,9) = dxo(g, f)
Si f,g,h € C(X,Y), para cada zg € X se tiene que
d(f (o), g(wo)) < d(f(20), k(o)) + d(h(x0), g(x0)),

y por lo tanto

d(f(xo), g(x0)) < sup{d(f(x), h(z))} + sup{d(h(x), g(x))}

rzeX zeX

= doo(f; h) + doo(h, 9)

Como zg € X es arbitrario, concluimos que doo(f, 9) < doo(f, h) + doo(h, g).
Entonces el espacio de funciones C'(X,Y') continuas, equipado con la métrica
del supremo es un espacio métrico.

]

La topologia generada por la métrica d., recibe el nombre de topologia de la
convergencia uniforme, ya que una sucesion (f,,),en converge a f respecto a
dso siy sblo si converge uniformemente.

Recordemos que un espacio métrico (X, d) es completo si cada sucesién de
Cauchy en X es convergente.

Teorema 1.1.2. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Si H C X es
cerrado, entonces H es completo.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea H C X cerra-
do. Sea (x,)nen una sucesién de Cauchy en H. Evidentemente, también es
sucesion de Cauchy en X y por lo tanto converge a un punto x € X. Como
H es cerrado tenemos que x € H, lo cual implica que (x,),en converge a x
en H. Esto prueba que H es completo. O
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Teorema 1.1.3. Si X es un espacio topoldgico y (Y,d) un espacio métrico
completo, entonces (C(X,Y),d) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea (fy)nen una sucesion de Cauchy en C(X,Y). Para cada
x € X, (fn(x))nen es una sucesién de Cauchy en Y, y como por hipdtesis Y es
completo, dicha sucesién converge. Definimos entonces la funcion F' : X — Y
como:

F(z) = lim f,(x)

Demostraremos dos cosas:

1. (fu)nen converge a F' uniformemente; es decir, para todo £ > 0 existe
N tal que sin > N, d(f.(z), F(x)) < € para todo x en X.

2. F € C(X,Y); es decir, F es continua en X.

Dada ¢ > 0, escogemos N > 0 tal que para cualesquiera n, m > N, se cumple
que doo(frn, fm) < €. Asi, para toda x € X,

A(fo(2), () < doo(f, fin) < €.

Entonces,

A(fu(@), F(@)) = d(fu(a), M (@) = lim d(f(2), fule)) < &
para todon > N y para todo z € X, por lo que podemos concluir que (f,,)nen
converge uniformemente a F.

Para demostrar que F' € C(X,Y), consideremos un xy € X y ¢ > 0. Por lo
anterior, existe Ny € N tal que d(F (), fin(z)) < £/3 para toda z € X y para
toda m > Nj.

Como fy, es una funcién continua, existe una vecindad U de x, tal que si
z € U, entonces d(fn,(x0), fn,(2)) < /3. Por lo tanto, si z € U entonces

d(F(20), F(2)) < d(F(x0), [ (20)) + d(fvy (20), fe (2)) + d(fno (2), F(2))
<e/3+¢/3+¢/3=c.

Esto prueba que F' es continua y por lo tanto C'(X,Y’) es completo.
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En topologia, un espacio topolégico es un espacio separable si incluye un
subconjunto denso y numerable. Los espacios métricos completos y separa-
bles jugardn un papel muy importante en este trabajo. Por esta razén es
importante la siguiente definicion.

Definicién 1.1.4. Un espacio topologico es polaco si es separable y comple-
tamente metrizable.

Sea D un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Denotaremos la cerra-
dura del conjunto D por D, y diremos que D es denso en X si D = X.

Teorema 1.1.5. Sea {(X,,d,)}nen una coleccion numerable de espacios
métricos separables tal que X1 C Xy C X3 C ... y de manera tal que

dy |xuxx,= di. sin > k. Sea X = |J X,, y definimos d como d(z,y) =
neN
dy(z,y) donde n es tal que x,y € X,. Entonces (X,d) es un espacio métrico

separable.

Demostracion. Es trivial ver que d es métrica en X. Demostremos que X
es separable. Para cada n € N sea D,, tal que D,, C X,, v D, = X,,, con
D,, numebrable. Si x € X, entonces existe al menos un X, tal que = €
X,. Luego, dada € > 0, existe x,, € D,, tal que d(z,x,) = d,(x,z,) < €.
Como z, € U D, y U D, es numerbale (pues es una unién numerable

neN neN
de conjuntos numerables), concluimos que |J D, es un conjunto denso y
neN
numerable. Por lo tanto X es separable. O
Teorema 1.1.6. Sea (X, d') un espacio métrico finito con X = {xg,- -+ ,x,}.

Consideremos un punto z que no esté en X, y € > 0. Entonces existe una
métrica d en X U{z} que cumple las siguientes propiedades:

i) d(z,x;) € Q para todo 1 < i <mn
i) d'(x;,xj) = d(x;, x;), para todo i,j € {0,1,--- ,n},

iii) d(xg, z) < €.
Demostracion. Supongamos sin perder la generalidad que

d(xg, z,) < d(zo, Xp—1) < -+ < d(zg,21).
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Sea &' = min{d'(z;, xo) —d'(xi11, x0) | d'(Tiy1,x0) —d' (x4, 20) # 0}, escojamos
d < min{e’, e}. Primero elegimos un valor r € (6/2,4) y definamos

d(xg,z) = d(z,x¢) =T
Por otro lado, si 4,5 € {0,1,--- ,n} definamos
d(fi,.fj) = d(.fl?j, .Z'l) = d/(l'j, ZL‘Z)

Para decir quienes seran las distancias d(z;, z), construiremos una sucesién
de racionales ry > ry > --- > 1, y una sucesién de numeros positivos §; <
dy < -+ < 0,1 < 0/2 de la siguiente manera: Para ¢ = 1 escogemos r; €
(d(xo, 1), d(xg,21)+/2))NQ y definimos §; := r —d(zg, x1). Evidentemente
01 < 6/2. Si d(xg,z1) = d(zo,x2), entonces hacemos ry := 11y 09 := d1; en
otro caso escojemos ry € (d(zg,x2) + 1, d(xo,22) + 6/2)) N Q, y definimos
dy := 19 — d(x0,x2). Continuando con este proceso, encontramos numeros
racionales vy > ro > --- > 1, > 0 y nimeros positivos §; < 9y < -+ <
dn—1 < 0/2, tales que:

a) Si d(zg,x;) = d(xo,Tiy1), entonces ri 1 :=1; y 0;11 = ;.

b) Si d(xg, ;) # d(xg, xi11), entonces r; 1 € (d(xo, xi1) + 0;, d(xo, Tiv1) +
5/2)) N Q y 5i+1 =T — d(!L’Q, xi-l—l)-

Definimos entonces d(z, x;) = d(x;, z) := r; para cada i € {1,2,--- ,n}. Para
mostrar que d es métrica solo falta verificar la desigualdad del triangulo
y como d |xxx= d es métrica, bastard que verificar las siguientes cuatro
desigualdades:

—_

- d(wi, ;) + d(2j, 2) > d(w, 2)

d(z,z9) + d(xg, ;) > d(z,x;)
d(xg, 2) + d(z,z;) > d(xg, x;)
d(z;, z) +d(z,x;) > d(x;, x;)

)
T
T

- W N

Para demostrar que se cumple la primera desigualdad, notemos que si  d(zg, z;) <
d(zo, z;) entonces j < i, y por lo tanto

d(z,x;) < d(z,z;) < d(z,x;) + d(x;, x;).
En caso de que d(xg,x;) > d(xo,x;), entonces

ri =d(z,x;) > d(z,z;) =7,



16 Capitulo 1. PRELIMINARES

y esto implica que ¢ < j y por lo tanto d; < J;, lo cual garantiza que

d(z;, z) —d(xj,z) =1 — 1,
= d(z;,z0) + 6; — d(zg, z;) — I,
< d(x;, o) — d(xj, )
< d(z;,x;).

Despejando obtenemos la primera desigualdad: d(z;, 2) < d(x;, x;) +d(z;, 2).
Por otro lado, como d(z,x;) € (d(zo, z;), d(zo, z;) + 6/2) entonces
d(xg, ;) < d(z,x;)
< d(xo, ;) +6/2
< d(zg,z;) + d(zo, 2)
= d(z,z0) + d(xo, ;),

lo cual implica que se cumple la segunda desigualdad.
Ademads, como d(z,x;) > d(xg,x;) entonces
d(z,z;) > d(xg, z;) > d(xg, x;) — d(zo, 2),
por lo que d(z,x;) > d(xg, z;) — d(xg, z). Despejando obtenemos que
d(xg, z) + d(z,z;) > d(xg, z;),
y por lo tanto la tercera desigualdad se cumple.

Para demostrar la ultima desigualdad, recordemos que d’ si es métrica y por
lo tanto tenemos que d'(z;, z;) < d'(x;, x9) + d'(x}, z0). Esto implica que
d(l’i, ZEj) = d,(l'i7 l’j)
< d'(xi,x0) + d' (x5, x0)
= d(x;, x0) + d(zo, x;)
<d(z;, 2) + d(z,x;),

Esto garantiza que la cuarta desigualdad se cumple, y por lo tanto d es la
métrica que buscabamos.

]
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1.2. Isometrias

Sean (E1,d;1) y (Es,dy) espacios métricos. Un encaje isométrico ¢ entre E; y
E5 es una funcién ¢ : B} — FE5 tal que para todo (z,y) en E; x E; se cumple
que

Si ¢ es una funcién suprayectiva diremos que ¢ es una isometria y que E; y
FE5 son isométricos.

Observemos que si ¢ : (X, d;) — (Y, dz2) es un encaje isométrico, entonces ¢
es una funcién continua. En efecto, dado ¢ > 0 tomemos § = €, como ¢ es
un encaje isométrico d(p(z), ¢(y)) = d(x,y), por lo que d(z,y) < § implica
que d(p(z),o(y)) < € = 0; es decir, ¢ es continua.

También podemos observar que todo encaje isométrico es una funcion in-
yectiva. Supongamos que z,y € X son tales que ¢(x) = ¢(y). Entonces

d(p(x),¢(y)) = 0,y como d(p(x), ¢(y)) = d(x, y), concluimos que d(z,y) = 0
0, equivalentemenente, xr = y.

Sin embargo, los encajes isométricos no son necesariamente funciones supra-
yectivas, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el conjunto ¢o, = {(x)nen | sup |z,| < oo}.
nenN

Equipado con la métrica d definida por
d((xn), (yn)) = sup{ |z, — yl}.
keN

Sea ¢ : Ly — lo la funcién definida por ¢(xq1,2,...) = (0,21, 22,...).
Entonces ¢ es un encaje isométrico y no es funcion suprayectiva.

En efecto, sean = = (xy), y = (yx) dos sucesiénes en /... Entonces

d(e(x),0(y)) = iglf{!xk —ul} = d(z,y),

lo cual implica que ¢ es un encaje isométrico. Por otro lado, es facil notar
que no es funcién suprayectiva, ya que (k,x1,xs,...) con k # 0 no pertenece
a la imagen de ¢.
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Una completacion de un espacio métrico X es un espacio métrico X completo
con un encaje isométrico ¢ : X — X tal que ¢(X) es denso en X.

Teorema 1.2.1. Todo espacio métrico posee una completacion X, la cual es
unica salvo isometrias.

La demostracion del teorema anterior es muy conocida y puede ser consultada
en cualquier libro de anélisis, por ejemplo [2, Capitulo 2].

El siguiente lema sera de gran ayuda mas adelante.

Lema 1.2.2. Sean (X,d) y (P,p) espacios métricos. Si P es completo y
D C X es denso, entonces cualquier encaje isométrico ¢' : D — P se
extiende de manera unica a un encaje isométrico ¢ : X — P. Ademads, si X
es completo entonces p(X) es cerrado en P.

Demostracion. Para todo x € X existe una sucesion (2, )neny € D que con-
verge a z. Esta sucesion es de Cauchy, y como d(x,,, z,,) = p(¢'(zn), ¢’ (Tm)),
concluimos que (¢'(z,,))nen también es de Cauchy. Como P es completo, exis-
te nh_}ngo ' (). Sea (x))nen € D otra sucesion que converge a x. Tomemos la

sucesion (z,)neny € D dada por

Tn+1 S1 M esimpar,
Zp = 2 .
" T'n sim es par.
2
La sucesion (z,)nen € D converge a z, asi las sucesiénes (z,)neny € Dy
(¢'(2n))nen € P son de Cauchy. Al ser, (2,)nen ¥ (2], )nen dos subsucesiones
de (2)nen tenemos que
, / ’ / z / /

lim ¢'(z,) = lim ¢'(x,) = lim ¢'(z),).

n—oo n—o0 n—oo
Definamos y, = lim ¢'(x,) para cualquier sucesién (x,)neny € D que con-

n o0

verge a x. Por lo explicado anteriormente 1, no depende de la sucesion que
tomemos.
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Definamos ¢ : X — P por ¢(z) = y,. Ahora veamos que ¢ es encaje
isométrico. Sean x,y € X, (z,,), (yn) C D sucesiones tales que x,, converge a
Ty Yy, converge a y. Entonces:

d(z,y) = lim d(x,,y,)

= n]inolo p(g@l(l'n); Spl(yn))
= plp(x), p(y))-

Lo anterior demuestra que ¢ es encaje isométrico. Para demostrar la unicidad
supongamos que existe ¢ : X — P otro encaje isométrico que extiende a ¢'.
Para cada € X existe una sucesion (z,)neny € D tal que z,, converge a x.
Al ser ¢ y v funciones continuas, tenemos que

p(z) = lm o (z,) = (x),

n—oo
y por lo tanto, ¢ = .

Si X es completo como ¢ es encaje isométrico entonces ¢(X) es completo y
por lo tanto cerrado en P. O

Sig: (X,d) — (Y, p) es una isometria entre dos espacios métricos, entonces ¢
es una biyeccién y por lo tanto ¢ tiene una funcién inversa ¢ ~—!. Observemos
que para cualesquiera x,y € Y,

d(e™ (), 07 (y)) = plele™ (@), 0l () = plz,y).

Esto prueba que ¢! también es isometria y por lo tanto es continua.

Claramente para cualquier espacio métrico (X, d), la funcién identidad 1y :
X — X es una isometria, ya que

d(1x(z), 1x(y)) = d(z,y).

Ademsds si ¢ : (X,d) = (Y,p)y ¢ : (Y,p) = (Z,p) son isometrias, enton-
ces

d(z,y) = p(e(x), p(y)) = p(P(p(x)), d(#(y)))

por lo que ¢ o ¢ : X — Z también es una isometria.
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Dado un espacio métrico (X, d) denotamos por 1.SO(X) al siguiente conjun-
to:
ISO(X) ={¢: X — X | ¢ es una isometria suprayectiva}.

El razonamiento anterior nos permite concluir el siguiente teorema:

Teorema 1.2.3. Para cualquier espacio métrico (X,d), (ISO(X),0,1x) es
un grupo.

Ejemplo 1.2.2. Sea d la métrica euclidiana en R" y ¢ : R® — R" dada
por o(z) = u + o(z) donde u € R" y o0 € O(n)[] entonces p € ISO(R™).
Reciprocamente, supongamos que ¢ € [SO(R™), entonces podemos encon-
trar u € R" y 0 € O(n), tnicas, tales que ¢(x) = u+o(x). El grupo ISO(R")
se llama grupo euclidiano y lo denotaremos simplemente por 1SO(n).

Demostracion. Primero veamos que O(n) C 1SO(n). Sea ¢ € O(n). Re-
cordando que las tranformaciones ortogonales preservan producto interior,
tenemos que

d(p(2). p(y))* = () - () + ¢ (y) - o(y) — 20(2) - (y)
=z-x+y-y—2x-y
=d(z,y)*.
Como las distancias son no negativas, d(p(z), p(y)) = d(z,y), y por lo tanto
O(n) C 1SO(n).

Ahora, consideremos p(z) = u+o(z) conu € R"y o € O(n). Sean z,y € R",
como la distancia es la inducida por la norma euclidiana, tenemos que

d(p(x), o(y)) = llu+o(x) —u—oa(y)ll
= [lo(z) = o (y)]]
= ||z —yll = d(z,y)
ya que o € O(n). Asi, ¢ € ISO(n).

Observemos que si ¢ € 150(n) es tal que ¢(0) = 0, entonces ¢ € O(n). En
efecto, despejando x - y de la siguiente ecuacién

dz,y)=z-z+y-y—2z-y,

1O(n) ={T:R" - R™";T es lineal y < T, Ty >=<uxz,y > Y,y € R"}
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llegamos a
1

1*y=§@-W+%y—d®wV)

= 2,00 + d(y, 0" — d(z, ")

De esta manera, si ¢ € I150(n) es tal que ¢(0) = 0, entonces, por lo anterior,
obtenemos que:

p(r) - oly) = 3(d(p(x), 0 + d(p(y), 0)” — d(p(x), o))"
%uww»wm%+dwwxwmf—dwwxmwf>
= L, 00 + d(y, 0 - d(z,9)?)

2
=Ty,

por lo que ¢ € O(n).

Por tltimo, dada ¢ € I50(n) tal que p(0) # 0, llamemos u := ¢(0), y sea
o(z) := p(z) — u para toda z € R. Notemos que o es isometria por ser
composicién de isometrias, y que o(0) = 0. Por lo demostrado anteriormente
o € O(n). Asi, p(z) = u+o(x) para toda z € R", donde u € R" y o € O(n).
Esto completa el ejemplo.

]

Definicién 1.2.4. Un grupo topolégico es una terna (G,T',0) tal que:
» (G,I') es un espacio topoldgico, donde I' es topologia de G.
» (G,0) es un grupo.
» La funcion G x G — G dada por (x,y) — x oy es continua.

1

s La funcion G — G dada por x — x~" es continua.

Por ejemplo (R™, +), (O(n),o) son grupos topolégicos si los damos con la
topologia euclidiana.
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Queremos dar al grupo de isometrias de un espacio métrico X una topologia
que lo haga grupo topolégico. Aparte veamos algo mas general, si X y Y son
dos espacios topoldgicos, para cada punto x € X y para cada abierto U C Y
denotaremos por M (x,U) al siguiente subconjunto de C'(X,Y).

M(x,U) = {f € C(X.,Y) | f(z) € U}.

Llamemos I' a la coleccion:

I'={M(z,U) |z € X,U es abierto en Y'}.

Como I' cubre al espacio C(X,Y) (de hecho C(X,Y) € I ya que C(X,Y) =
M (z,Y) para cualquier x € X)), existe una tnica topologia en C'(X,Y") para
la cual T" es sub-base. Esta topologia recibe el nombre de topologia punto-
abierta o topologia de la convergencia puntual.

Lema 1.2.5. Dado X un espacio topoldgico y (Y, d) un espacio métrico, para
cualesquierax € X, e >0y f € C(X,Y), consideremos el siguiente conjunto

O(z, f,e) :==A{g | dg(z), f(z)) <e}.

Entonces la familia 0 = {O(x, f,e) | v € X, f € C(X,Y),e > 0} es una
sub-base para la topologia punto-abierta en C(X,Y).

Demostracion. Notemos que O(x, f,e) = M(x, B(f(z),€)) y por lo tanto
O(z, f,e) es abierto en la topologia punto abierta T

Si M(z,U) € 7y f € M(x,U), entonces f(x) € Uy como U es abierto
existe € > 0 tal que B(f(z),e) C U. Afirmamos que O(z, f,e) C M(z,U).
En efecto, sea g € O(xz, f,¢), entonces d(g(x), f(x)) < € por lo que g(z) €
B(f(x),e) € U. Asi, concluimos que g € M(z,U), y por lo tanto & es
sub-base para la topologia punto-abierta. O

Teorema 1.2.6. Para cualquier espacio métrico (X,d), el grupo ISO(X)
equipado con la topologia punto abierta es un grupo topologico.

Demostracion. Primero demostremos que la funcién ¢ : 1SO(X) — ISO(X),
dada por ¢(¢) = ¢! es continua. Sea v € X, ¢ € ISO(X) ye > 0,
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demostremos que s (O(x, 971 €)) = O(¢™ ( ),p,€). Si g € Oz, 071, e),
entonces d(g(x),p~(z)) < e y aphcando g~! por la izquierda obtenemos

)
d(g(z), ¢~ (2)) = d(g” " g(x), g~ '¢ ™ (2))
= d(z, g (¢7(2)))
= (¢~ (), g7 (¢ (2)))
por lo que g7' € O(p~!(z),p,e). Andlogamente si h € O(p~ (a:),gp,s
entonces h™' € O(z,p 1 e). Asi concluimos que < 1(O(x, 071 ¢)) =
O(¢~ (), p,€), y por lo tanto ¢ es continua.

Veamos ahora que la composicién o : ISO(X) x ISO(X) — [SO(X) dada
por o(f,g) = g o f es continua. Sea O(x, f,€) un abierto sub-bésico, y sean

Y, ¢ € ISO(X) tales que ¢ o ¢ € O(x, f,¢e), es decir, d(¢(o(z)), f(z)) <
e. Sea § = ¢ — d(¢(¢(z)), f(z)) > 0. Tomemos los sub-bésicos O(z, ¢, 3)

y O(o(x),, g), los cuales contienen a ¢ y v, respectivamente. Si h,k €
ISO(X) cumplen que h € O(z,¢,3) y k € O(¢(z), v, ), entonces

A(k(h(@)), £(x)) < d(k(h(@)), V(6(2) + d((b(2)), £(x)

< d(k(h(2)), K(6(2)) + d(k(0(x)), $(6(a))) + d(6(2), S (2)
< d(h(e), 6(2) + d(K(6(2)), Y(6(2)) + d(9(x), S ()
L+ 2 o), f(2) =

< = 5 +
De esta manera ko h € O(z, f,e), y asi o(O(x,ng,g) x O(p(z),1,2))
O(z, f,¢€), lo cual prueba que o es continua.

N

Lema 1.2.7. Si X es separable, entonces el grupo topoldgico ISO(X) es
primero numerable.

Demostracion. Como X es separable, entonces existe D = {z1,z9, -} C

X denso y numerable. Sea ¢ € [SO(X), demostraremos que el conjunto
{O(:L’i, 0, %) | i € Nyn € N} es una sub-base local numerable de ¢. Como

consecuencia del Lema [1.2.5, {O(z, f,e) | v € X, f € ISO(X),e > 0} es
sub-base de ISO(X). Asi, dado U una vecindad de ¢, existen sub-basicos

O(y17f1751>70<y27f2782>a'" 7O(yk7fk7€k) Con y; € X? f] € ISO(X>a &j €
R*, que satisfacen

k
Y E ﬂ O(ijfj7€j) - U.

Jj=1
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Para cada j € {1,2,--- ,k}, como ¢ € O(y,, fj,€;), tenemos la siguiente
desigualdad d(¢(y;), f;(y;)) < €; vy por lo tanto existe n; € N que cumple
L _ g —dlw(y), fily;)

nj 3

Como D es denso, existe m; € N tal que d(zm;,y;) < nl Afirmamos que
J

1
2 € O(fL’mj, @, TL_) g O(y], fj?€]>
j
En efecto, si g € O(xy,, ¢, ni), utilizando la desigualdad del tridangulo y que
J
©, g son isometrias, obtenemos las siguientes desigualdades

d(g(y;), fi(y;)) <d(g(y;), 9(xm;)) + d(g(Tm,;), p(Tm,))
+d(o(Tm; ), 0(y5)) + d(e(ys), fi(y5))
=d(Yj, Tm;) + d(G(Tm;), p(Tm;))
"‘d(xmjv?/j)"‘d( (yj) f](yj))
< dlolyy) L)) < &5

De esta manera,

k
@eﬂO(mmJﬂOa ) m y]af]agj U

Jj=1 Jj=1

por lo que, el conjunto {O(mi,go, 1) ]ieNne N} es una sub-base local

numerable de ¢, y por lo tanto ¢ tiene una base local numerable. O

Teorema 1.2.8. Sea (X, d) un espacio métrico separable, entonces ISO(X)
es sequndo numerable.

Demostracion. El espacio X es separable, entonces existe D = {x,, }neny € X
denso y numerable. Demostraremos que cada elemento de la sub-base de la
topologia punto abierta de 1SO(X), I', es la unién de elementos de ) =
{M(2n, B1(zn)) [ n €N, me N} CT.

Sean x € X y U abierto en X. Dada F' € M(z,U), existe m € NT que
satisface B1 (F(x)) C U, ya que U es abierto. El conjunto D es denso
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en X, por lo que existe n € N de forma que d(F(z),x,) < % Obsérve-
se que F € M(F‘l(xn%B%(:cn)) € . Por otro lado, para cada g €
M(F~(z,), B (,)) se satisface:
d(g(x), 9(F~ (za))) + d(g(F " (wn)), 2a) + d(0, F(z))
= d(z, F(2,)) + d(g(F " (z0)), 2) + d(@n, F(2))
d

(F(2),2a) + d(g(F ™ (20)), 2a) + d(2n, F(2))

ya que g y F' son isometrias. De esta manera hemos probado que g €
M(x,B1(F(x))), y como Bi(F(x)) C U tenemos que

F e M(F™\(2,), B+ (1)) € M(x, B1 (F(2))) € M(x,U),

con lo cual concluimos que todo elemento de I' es unién de elementos de ().
Es decir, © es una sub-base numerable de ISO(X) y por lo tanto ISO(X)
es segundo numerable. O]

1.3. Redes

En esta seccion recordaremos el concepto y algunas propiedades bésicas de
redes, ya que las ocuparemos més adelante. El concepto de red generaliza
la nocién de sucesion y la convergencia de redes servird para caracterizar
la topologia de espacios topolégicos arbitrarios. Comenzaremos recordando
algunas definiciones.

Definicién 1.3.1. Sea M un conjunto y < una relacion en M. Si la pareja
(M, <) satisface los siguientes axiomas:

a) Reflexiva: a < a;
b) Transitiva: a < b, b < ¢ implica a < ¢;
c) Antisimétrica: a < b, b < a implica a = b;

d) Tricotomica: Para toda a,b € M se cumple a < b, b <a o a=0».
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entonces, decimos que la relacion < es un orden total en M y que M es un
conjunto totalmente ordenado. Recordemos que si a < b y a # b, entonces
escribimos, a < b.

Definicién 1.3.2. Sea M un conjunto, diremos que M es un conjunto par-
cialmente ordenado si tiene una relacion de orden < que satisface para cua-
lesquiera elementos a, b, ¢ € M los tres primeros axiomas de la Definicion
[1.3.1 En este caso diremos que < es un orden parcial.

Definicién 1.3.3. Un conjunto M provisto de una relacion < es dirigido
si tiene una relacion de preorden la cual satisface los primeros dos axiomas
de la Definicion y también satisface que para todo par de elementos
a, b € M existece M, tal que a < c yb<c.

Recordemos que en un conjunto X, una sucesién se define formalmente como
una funcién a : N — X. Esta nocion se generaliza al concepto de red de la
siguiente manera:

Definicién 1.3.4. Sea X un conjunto y sea M un conjunto dirigido. Una
M — red o, simplemente, una red en X es una funcion de M a X. Para
cada a € M denotamos por x, € X a la imagen de a en X y a la red la
representamos por (Tq)aen 0, simplemente, por (x,).

Evidentemente toda sucesion es una red. Pero existen redes que no son su-
cesiones.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el intervalo [a,b] y f : [a,b] — R una fun-
cién. Sea Z el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b]. Entonces,
Z ordenado con la contencién (es decir, P < @ si y sélo si P C @ pa-
ra cualesquiera P, € #) es un conjunto dirigido. Para cada P € Z sea
U(f, P) la suma superior de la funcién f respecto a la particién P. Entonces,
(U(f, P))pez es una red en R.

Definicién 1.3.5. Sean (x4)acns una red en X y A C X. Se dice que la red
(Ta)aerm yace finalmente en A si existe a € M, tal que para toda b € M que
satisface a < b, xp € A.

En el caso en que X es un espacio topoldgico, decimos que una red (To)aen
converge a un punto x € X (y usamos la notacion (x,)eens — T 0 Ty — ) Si
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para toda vecindad V' de x, la red yace finalmente en V. En este caso decimos
que x es un punto limite de la red (x € limx,).

Dado que el conjunto N de los niimeros naturales con su relacion de orden
estandar es un conjunto dirigido, toda sucesién (z,) es una red. Claramente
(x,) converge a x como sucesién si y sélo si converge a z como red.

En el Ejemplo [1.3.1] la red (U(f, P)),e% converge a la integral superior de
f. Siademads f es integrable, entonces (U(f, P))yes converge a la integral de
f sobre [a, b].

Proposicién 1.3.6. Una funcion f : X — Y entre espacios topoldgicos es
continua en un punto xqy si y sdlo si para toda red (x,) que converja a xq, la
red imagen (f(xy)) converge a f(xo).

Demostracion. Supongamos primero que f es continua y z, — o. Sea V una
vecindad abierta de f(xp) en Y. Como f es continua, existe una vecindad
abierta U de z tal que f(U) C V. Por la convergencia de la red, (z,) yace
finalmente en U, asi, su imagen (f(z,)) yace finalmente en f(U) CV y por
lo tanto, f(z,) — f(xo).

Para demostrar la otra implicacién, supongamos que f no es continua en g,
entonces existe una vecindad V' € ./\/'}/(xo), tal que para toda vecindad U de
zo, f(U) €V (es decir, f(U)N (Y\V) # 0). Es facil ver que el conjunto de
todas las vecindades de x(, M, es un conjunto dirigido si lo ordenamos con la
contencién (es decir, H < K < H C K). Asi podemos definir una M-red
en X, (zy)vem de modo que para cada U € M f(zy) € V. Por construccion,
Ty — T, pero f(xy) no converge a f(xg), ya que esta red no yace finalmente
en V. Esta contradicciéon completa la demostracion de la proposicion. m

Teorema 1.3.7. Sea X un espacio métrico y (pn) € ISO(X) una red.
Entonces @y converge a ¢ en 1SO(X) si y solo si para toda v € X @y(x)
converge a p(x) en X

Demostracion. Empecemos suponiendo que (p,) converge a ¢. Sean x € X
y U C X abierto tal que p(z) € U, es decir, ¢ € M(z,U). Dado que (¢))
converge a (p, existe A\g tal que para toda A > Ay la funcién ¢, € M(z,U),
es decir, py(z) € U. De esta manera, (p,(x)) converge a ¢(x).
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Supongamos ahora que (@) (z)) converge a p(z) para toda x € X. Tomemos
un elemento en la base de la topologia punto-abierta de ISO(X) que contenga

a g,
o €[\ M(x, Us).
i=1
Dado que la red de imagenes de x; converge a p(x;), tenemos que para cada
i€{1,2,---,n} existe \; tal que si A > \;, entonces p,(x;) € U;. Existe Ag
que cumple \g > \; para cada ¢ entre 1 y n, para toda A > \g tenemos que

oa(x;) € U;. Por lo tanto, ) € ﬂM(xZ, U;) para toda A > A\ y la red (p,)
i=1
converge a . O



Capitulo 2

CONSTRUCCIONES
PRELIMINARES

2.1. Funciones de Katétov

Comencemos este capitulo con la siguiente

Definicién 2.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico, diremos que una funcion
f: X — R es de Katétov si para cualesquiera elementos x,y de X se cumple
la siguiente desigualdad

|f(z) = f(y)] < d(z,y) < f(x) + f(y)-

Ejemplo 2.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada a € X, la funcién |

d, : X — R dada por d,(x) = d(a,x) es una funcién de Katétov.
En efecto, por la desigualdad triangular tenemos que

|da(2)=da(y)| = d(a, z)=d(a,y)| < d(z,y) < d(a, z)+d(a,y) = da(x)+da(y).

La funcién d, del ejemplo anterior recibe el nombre de funcion de Kuratowsks.

29
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Maés adelante veremos que toda funcién de Katétov se parece mucho a una
funcién de Kuratowski.

El espacio de funciones de Katétov sobre un espacio métrico sera denotado
por E(X).

Notemos que toda funcién de Katétov es continua y por lo tanto E(X) esta
contenido en C(X,R). Asi F(X) equipado con la métrica d, es un espacio
métrico. Ahora veamos que E(X) es completo.

Teorema 2.1.2. E(X) es un subconjunto cerrado de C'(X,R) y por lo tanto
E(X) es completo.

Demostracion. El espacio de funciones continuas C'(X, R) es un espacio métri-
co, y por tanto primero numerable. Asi, podemos caracterizar a los subcon-
juntos cerrados de C'(X,R) mediante convergencia de sucesiones.

Sea (fn)nen € E(X) una sucesién de funciones de Katétov convergente a una
funcién f € C(X,R). Dada € > 0 existe N. € N tal que para toda n > N. se
tiene doo(f, fn) < 5. Asi, para cualesquiera z,y € X se satisface

[f(@) = F)] < [f(2) = I (@) + (@) = Fn )]+ e (y) = F(y))
<e/2+d(z,y) +¢/2
=d(z,y) +e.

Por otro lado como fy.(z) — f(z) < §, inferimos que fn.(2) < § + f(z).
Anélogamente fy.(y) < €/2+ f(y). Ademés como fy. es Katétov, tenemos

que d(z,y) < fx. (¥) + fr.(y) ¥ por lo tanto

d(x,y) < fr.(@) + I (y) < 5+ f@)+ 5 + ()
= f(@)+ fly) +e
De esta forma concluimos que |f(z) — f(y)| —e < d(z,y) < f(z) + f(y) + ¢,

y como ¢ es arbitrario, inferimos que la funcién f es una funciéon de Katétov.
O
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Teorema 2.1.3. 57 X es un espacio métrico, entonces la funcion ® : X —
E(X) dada por ®(z) = d,, donde d, es la funcion de Kuratowski definida en
el Ejemplo|2,1.1] es un encaje isométrico.

Demostracion. Por el Ejemplo sabemos que d, € E(X) para todo x €
X. Demostremos que ® es una isometria. Para ello necesitamos verificar que

d(z,y) = doo(®(z), D(y)) = doo(da, dy).
En efecto, como d(d,,d,) = 3161)13{|dx(z) —dy(2)|} = igg{]d(a:, z) —d(y, 2)|},

si aplicamos la desigualdad triangular concluimos que

sup{|d(z, z) = d(y, 2)|} = doo(da, dy) < d(2,Yy).

zeX

Por otro lado veamos que

doc(da, dy) = supi|d(z, z) = d(y, 2)[} 2 |d(w,y) = d(y, y)| = d(z, ).

De esta manera podemos concluir que do(ds, dy) = d(x,y), lo cual completa
la prueba. O

Como X se encaja isométricamente en FE(X), podemos identificar a cada
punto z en X con su imagen d,. Asi, X se ve como un subespacio de E(X).

Observaciéon 2.1.4. Por el Teorema|2.1.5 para cualesquiera x,a € X, tene-
mos que
doo(dg,d,) = d(a,x) = do(z) = dy(a).

Por lo tanto, si f es una funcion de Kuratowski, entonces la distancia entre
f yun punto x € X en E(X) es igual a f(x).

Acontinuaciéon veremos que la observacién anterior es cierta en un contexto
mas general.

Lema 2.1.5. Si f € E(X) es una funcién de Katétov, para cualquier x € X
se tiene que doo(f,dy) = f(x).
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Demostracion. Observemos que

doo(f, dz) = sup{| f(2) — dx(2) |}

zeX

= sup{| (z) - d(a,2) |}

Z f(JZ) - d(x,x)
= f(x).

Por otro lado la desigualdad f(z) + f(z) > d(z,z) implica que f(z) >
d(z,z) — f(z), para todo z € Z. Ademds de f(z) — f(z) < d(z, z) inferi-
mos que f(x) > f(z) — d(x,z). Las desigualdades anteriores implican que
f(x) >| d(x,z) — f(2) | para todo z en X y por lo tanto

@) 2 sup{] J(2) = l2) |} = dl o) 2 J (o)
Asi concluimos que doo(f,d;) = f(x). O

El lema anterior nos dice que si vemos a X como subespacio métrico de
E(X), entonces toda funcién de Katétov se comporta como una funcién de
Kuratowski.

De ahora en adelante y sin riesgo de confusién la métrica d, en E(X) sera
denotada simplemente por d. De igual manera, identificaremos a X con su
imagen ®(X) C E(X), y por lo tanto la expresion d.(d,, f) serd simplificada

a d(z, f). Asi, por el Lema[2,1,5 d(z, f) = f(z).

Definicién 2.1.6. Sean (X, d) un espacio métrico y Y C X un subconjunto

arbitrario. Dado f € E(Y), la extension de Katétov de f es la funcion ]?:
X — R definida para cada x en X como

~

f(x) =mf{f(y) +d(z,y) 1y €Y}

En la definicion anterior diremos que Y es soporte para f De manera mas
general, si una funcién g € E(X) coincide con la extensiéon de Katétov f para
alguna funcion f € E(Y) con Y C X, diremos que Y es un soporte de g.
Observemos que X siempre es soporte de f para cualquier f € F(X).
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Ejemplo 2.1.2. Si (X,d) es un espacio métrico, para toda a en X, el con- !

junto {a} es soporte para la funcién d, dada por d,(z) = d(z,a).

En efecto, sea Y = {a} y denotemos a d,|y por f. Entonces

f(x) = yfg)f/{f(y) +d(y,z)}

= f(a) +d(z,a)
=d(a,a)+ d(a,x)
= d,(x).

Esto prueba que {a} es soporte para d,,.

Teorema 2.1.7. Sea (X,d) un espacio métrico. Y C X y f:Y — R una
funcion de Katétov, entonces la funcion f: X — R, dada por

fla)y=Ff= yfrel;{f(y) +d(z,y)}

también es de Katétov.

~ ~ ~ ~

Demostracidon. Necesitamos probar que | f(x)— f(2)| < d(z,z) < f(x)+f(2),
para todo x,z € X. En efecto, dado € > 0 existen y;,y, en Y tal que:

~ ~

f@) = fly) +d(@,mn) —e/2, 5y [(2) = fy2) + d(2,42) — /2.

Sumando las expresiones anteriores llegamos a

~ ~

f(@) + f(2) 2 f(yn) +d(@,91) — /2 + fly2) +d(z,42) — /2
> d(y, y2) + d(w,y1) + d(z,42) — €
>d(z,z) —¢
Como ¢ es arbitrario podemos concluir que f(z) + f(z) > d(z, 2).

~ -~

d
Por otro lado, —f(z) < /2= f(y1) — d(z,y1). Como [f(2) < f(y1) +d(z,y1),
concluimos que

~

F(2) = fl@) < fly) +d(zp) +€/2 = fy) — d(w,p) < d(x,2) + /2.
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Anélogamente podemos demostrar que f ( )—f (z) < d(z,z)+¢/2, de donde
concluimos que | f ( )— ( )| < d(z,z)+¢e/2. Como esta desigualdad es cierta

para todo € > 0, inferimos que |f(x) — f(2)| < d(z,z) y por lo tanto Fes
una funcion de Katétov. ]

Teorema 2.1.8. Sean (X,d) un espacio métrico, Y C Z C X subconjuntos
de X y f € E(X). SiY es soporte para f, entonces Z también es soporte

para f.

Demostracion. Sea fi(x) = inf{f(z)+d(z,2) | z € Z}. Por hipotesis f(z) =
inf{f(y) + d(z,y) | y € Y} para todo = en X, ya que Y es soporte de f.
Vamos a demostrar que fi(z)=f(z) para todo = € X.

Como Y C Z es claro que f(z) > fi(x), para todo x € X. Por otro lado,
como Y es soporte para f, también lo es para f|z. Entonces, para z € Z

f(2) = f{f(y) +d(z,y)} y por lo tanto:

fi(@) = inf { i {f(y) + d(z, )} + d(z,2)}

2€Z ) +d
= g { g {F) + d(z,) + d(z,2)) }
> inf { inf {(y) +d(y, 2)}}
= mf{f(y) + dly, x)}
= f(x).
Ast f1(z) > f(z) para toda x € X, lo cual implica que fi(x) = f(z) como se
queria demostrar. O

Lema 2.1.9. Sean f,g € E(X) y consideremos un conjunto S C X tal que
S es soporte comun de f y g. Entonces

jg;g{lf(x) —g()[} = ilelg{lf(S) —g(s)l}-

Es decir d(f,g) = d(f]s, g|s)-

Demostracion. Sean € > 0y x € X, entonces existe s € S tal que

g(x) < g(s)+d(z,s) < g(z) +e.
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Despejando del tercer miembro de la desigualdad obtenemos que —g(x) <
—g(s) — d(x,s) + . Asi, sumando f(z) de ambos lados, y recordando que
f(z) < f(s) +d(x,s) (ya que S es soporte de f) llegamos a

f(x) = () f(x) = g(s) —d(z,5) +¢

fs) + (,) g(s) —d(z,s) +¢
f(s) = g(s) +

<sup{| () - 9()|}+€

Como esto sucede para todo € > 0, concluimos que
flz) —g(x) < Sug{lf(S) —g(s)I}-
sE

Andlogamente se demuestra que g(z) — f(x) < sup|f(s) —g(s)|, y por lo
seS
tanto sup{|f(z) — g(z)|} < sup{|f(s) — g(s)|}. Por otro lado, notemos que
zeX sesS
S C X implica que

sup{|f(z) — g(x)[} = sup{|f(s) — g(s)|}.
reX ses
y por lo tanto podemos concluir la igualdad requerida

ig}g{!f(w) —g(z)|} = Sslelg{lf(s) —g(s)l}-

2.2. Isometrias del espacio E(X)

Teorema 2.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico, cualquier isometria de X se
extiende de manera unica a una isometria de E(X).

Demostracion. Comencemos tomando ¢ en ISO(X) y supongamos que ¢
se extiende a una isometria ¢ de E(X). Para cualesquiera f € E(X)\X, y
x € X, se debe cumplir que

P(Np(x)) = d(@(f), p(x)) = d(f, x) = f(z),
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lo cual nos dice que ¢(f)(¢(x)) = f(z). En consecuencia, para todo x en X
tenemos que @¢(f)(z) = fop~!(z). Lo anterior muestra que la tinica extensién
posible de ¢ a F(X) estd definida por

P(f)(@) = fop ™ (x)

y por tanto es unica. Ahora necesitamos ver que ¢ asi definida, es una iso-
metria en F(X). Tomemos f y g funciones de Katétov, entonces:

d(a(f), o(9)) = sup |fop ™ (z) —gop (a)]

= ilel)lg\f(x) —g(z)|

=d(f,9),

lo que demuestra que ¢ es una isometria. O

Dado un espacio métrico (X, d), definimos ® : ISO(X) — ISO(E(X)) de la
siguiente manera: para cada ¢ € ISO(X)

P(p) == &, (2.1)

donde ¢ es la funcién del Teorema|2.2.1} Es decir, ¢(f)(z) = f(¢'(z)), para
toda f € E(X) y todo z € X.

Denotaremos por F(X,w) al conjunto de todas las funciones de Katétov con
soporte finito. Por el Teorema y el Ejemplo podemos considerar
a X como subespacio de F(X,w). Observemos que si f € F(X,w), entonces

o(f) € E(X,w). Esto se sigue del siguiente lema.

Lema 2.2.2. Si {z1,--- ,x,} es soporte de f, entonces {¢(x1),---,¢(x,)}
es soporte de o(f).

Demostracion. Para cada z € X, ¢(f)(x) estd dado por
P(f)(x) =f(¢~ (2)) = mf{f(2:) + d(wi, 07" (2)) | 1 < i <},

por ser {xy,--- ,x,} es soporte de f. Asi,

P()(x) = f{o(f)(p(2i) + d(p(w:), x) | 1 <@ <nj,

es decir, {¢(x1), - ,¢(x,) es soporte de ¢(f)}. L
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Teorema 2.2.3. La funcion ® definida en|2.1, es un morfismo continuo de
grupos topoldgicos, si se restringe a E(X,w).

Demostracion. Sean ¢, € 1SO(X), entonces para cada f € E(X,w) y cada
xr € X se tiene que:

lo cual prueba que ® es morfismo de grupos.

Ahora veamos la continuidad de ®. Sean ¢ € [SO(X), e >0, f € E(X,w)
y consideramos la vecindad sub-bésica de ®(y) dada por

O(f,¢,e) = {¢ € ISO(E(X,w)) | d(¢(f) = &(f)) < e}

Como f € E(X,w), existen z1, xg, X3, ..., T, € X tal que para toda x en X

f(z) = inf{f(x;) +d(z,z;) |i=1,2,3,...,m}.

Llamemos
n

i=1

la cual es una vecindad abierta de ¢ en I.SO(X). Observemos que ¢’ € U si
y solo si ¢'(x;) € B(p(x;),e/2) para todo i € {1,2,...,m}.

Nos falta demostrar que para todo ¢ € U, d(¢(f), #(f)) < &, lo cual impli-

carfa que 1) estd en la vecindad sub-bésica O(f, @, ¢). Usando el hecho de que
f es Katétov, asi como el Teorema [2.1.8y los Lemas concluimos
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que

AW (f), 3(f)) =sup { | $(f)(@) — (f)(2) | | = € X}
=sup{ | f(¥ 7 (2) — fl¢ ' (2)) || x € X}
=sup{ | f(¥ (@) - fFo (@) | | 2 € X'}
con X' = {po(x1), ..., p(xm) } U{(21), ... ¥(x0) }-

Observemos que para toda i € {1,2,3,...,m}, se cumplen las siguientes desigual-

dades

| F 7 (W (w) — Flo (W) | =] flai) — flo~ () |
< d(zi, o (¥(x1)))
= d(p(xi),(x;))
<eg/2

Analogamente | f(v~1(o(z;)) — fo  He(x:)) < €/2 y por lo tanto
d((f), ¢(f)) <e.

De aqui inferimos que ® : ISO(X) — ISO(E(X,w)) es continua.

2.3. Propiedad de extension
y espacios w-homogéneos
Definicién 2.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico, diremos que X tiene la

propiedad de extension aproximada si para todo conjunto finito A C X,
para todo f € E(A) y para todo € > 0 existe z € X tal que

|d(z,a) — f(a)| < e, para toda a € A.

Si podemos hacer € = 0, entonces diremos que X tiene la propiedad de
extension.
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Es decir, X tiene la propiedad de extensién si para toda f € E(A) existe
z € X tal que f =d,|a.

Diremos que un espacio métrico X es finitamente inyectivo, si dados dos
espacios métricos finitos A y A’ con A C A’ y una isometria ¢ : A — X,
existe una isometria ¢’ : A’ — X que extiende a .

Lema 2.3.2. Un espacio métrico (X,d) tiene la propiedad de extension si
y sdlo si dados un espacio métrico finito A" = AU{z} yo: A — X una
isometria, existe una extension isométrica ¢ : A"’ — X de .

Demostracion. Supongamos que X tiene la propiedad de extension. Sean
A" = AU{z} un espacio métrico finito y ¢ : A — X una isometria. Definamos
la funcién f € E(p(A)) como f(p(a)) = da(a,z) para toda a € A (donde
d 4 es la distancia en A"). Dado que X tiene la propiedad de extension, existe
x € X tal que d(z,¢(a)) = f(p(a)) para toda a € A es decir, d(z, p(a)) =
da(z,a). Porlo que, ¢’ : A’ — X definida como ¢'|4 = ¢ v ¢/(z) = = es una
extension isométrica de .

Supongamos ahora que X cumple que para todo espacio métrico finito A" =
AU{z} v ¢ : A = X una isometria, existe una extensién isométrica ¢’ :
A" — X de ¢. Sean B C X un conjunto finito y f € E(B). Recordemos que
B se encaja isométricamente en E(B,w), por lo que podemos identificar a
cada b € B con d, € E(B,w). Sea ¢ : {d, | b € B} — X la isometria dada
por ¢(dy) = b para toda b € B. Entonces, existe una extensiéon isométrica
¢ {dy | b € BJU{f} — X de 9. Sea z = ¢/(f) y observemos que
d(z,a) = f(a). O

Teorema 2.3.3. Un espacio métrico X es finitamente inyectivo si y solo si
tiene la propiedad de extension.

Demostracion. Si X tiene la propiedad de extension, entonces por el Lema
para cualesquiera A’ espacio métrico finito, A = A’\{z} con z € A"y
¢ : A — X una isometria, existe una extensién isométrica ¢’ : A* — X de
. Asi, dados B’ un espacio métrico finito, B C B’y ® : B — X, podemos
probar usando un argumento recursivo sobre el cardinal de B"\ B que existe
una extension isométrica &' : B’ — X. Por lo que, X es finitamente inyectivo.

Si X es finitamente inyectivo, entonces dados dos subconjuntos métricos fi-
nitos A, A’ C X tales que A C A"y ¢ : A — X una isometria, existe una
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extensiéon isométrica ¢’ : A' — X de ¢. En particular, esto se cumple si
A" = AU{z}. De esta manera, X tiene la propiedad de extensién por el
Lema [2.3.2 0

Teorema 2.3.4. Si X tiene la propiedad de extension y X es denso en {Y'},
entonces Y tiene la propiedad de extension aprorimada.

Demostracion. Sea ¢ > 0, B = {by,by, -+ ,b,} C Y un conjunto finito y
f € E(B). Dado que X es denso en Y, para todo i € {1,2,---,n} existe
a; € X tal que d(a;, b;) < e/2. Sean

f:{bthv'” 7bn7a17a27"' 7an}_>R7 g:{alaa%"' 7an}_)Ra

dadas por ]?(z) = inf{d(b,z) + f(b) |be B} y g = f|{a17a2.,.7an} . Como X
tiene la propiedad de extensién, existe x € X tal que g(a;) = d(x,a;) para
todo i € {1,2,--- ,n}. Asi:

d(z,b;) — f(b;) < d(a;, bi) + d(ai, x) — f(b:)
<e/2+ inf{d(b,a;) + f(b) | b€ B} — f(by)
< /24 d(bi, a;) + f(bi) — f(bi)
<e.

Sabemos que d(z,b;) > |d(z,a;) — d(a;, b;)l,

f(bi) = d(z, ;) < f(bi) + d(ai, b;) — d(z, a;)
= —f(a;) + f(b) + d(a;, by)
< d(a;,b;) + d(a;, b;)

e, E
2 2
=E£.

O

Teorema 2.3.5. §i X es completo y tiene la propiedad de extension aproxi-
mada, entonces X tiene la propiedad de extension.
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Demostracion. Sea (X,d) completo con la propiedad de extensiéon aproxi-
mada. Seleccionemos {x1,xs,...,z,} C X v f € E({x1,22,...,2,}). Vamos a
construir por induccién una sucesién (z,) tal que para toda ¢ € {1,2,--- ,n},
se cumpla lo siguiente:

L[ d(zp, i) = fla) [<1/2°
2. d(zp, 2pp1) < 1/2071

Como X tiene la propiedad de extension aproximada, existe zy tal que
| d(z0, ;) — fla) [<1/2° = 1.
Supongamos definidos zg, 21, 22, ..., 2, (a partir de zp), y construyamos z,1.

Sea f, € E({x1,xa,...,x,}) definida por f,(z;) = d(zp, ;). La propiedad 1
en z,, garantiza que d(f,, f) < 1/2? (donde la distancia d(f,, f) es calculada
en E({x1,xq,...,2,}).

Ahora definamos g, : {z1,--- ,2,} U{z,} = R por

_ f(zi) si @ = x;,
9p(¥) = { d(f, fp) siz=z,.

Observemos que la funcién g,|, ... », es una funcién de Katétov:
gp(i) = gp(2p)| < d(@i, 2p) < gp(@i) + gp(2)-

Por lo tanto, como X tiene la propiedad de extension aproximada, existe

Zpr1 € X tal que | d(zph1, m3) — gp(@i) [ 1/274 y | d(zp11, 2p) — d(fp, ) |S
1/2P. De esta manera construimos la sucesién (z,) de manera recursiva, que
cumplen las condiciones anteriormente mencionadas.

Por la propiedad 2, (z,) es una sucesiéon de Cauchy, y como X es completo
existe 2o tal que zp = lim z,. Dado ¢ > 0, existe p tal que 1/2P < ¢/2y
p—00

d(zp, 20) < €/2, por lo que
d(20, ;) — f(x:) < d(20, 2p) + d(zp, 7:) — f ()
<e/2+1/2P
<e/2+4¢/2

=&
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Por otro lado tenemos que:

f(@i) — d(z0, 7:) < f(2i) + d(20, 2p) — d(2p, 74)
<e/2+41/2°
<e/2+¢e/2=¢.

Por lo anterior podemos concluir que | f(x;) — d(z0,2;) |< € para todo € y
por lo tanto f(x;) = d(zo, ;). O

Definicién 2.3.6. Sea X un espacio métrico separable, diremos que X es
universal (para la clase de los espacios métricos separables) si para todo Y
espacio métrico separable existe una isometria ¢ 1 Y — X.

Ejemplo 2.3.1. El espacio {,, = {¢ : N = R | ¢ es acotada} definido en
el Ejemplo contiene copias isométricas de todos los espacios métricos
separables pero /., no es separable.

En efecto, sea (Z,p) un espacio métrico separable, es decir, existe D =
{d,}>2, € Z denso. Dado dy € Z, definamos ¢ : Z — {, como la fun-
cién que satisface

W(2)(n) = p(z,d,) — p(d,,d,) para toda z € Z y para cada n > 1.

Observemos que para toda z € Z y para toda n > 1 se cumple

[¥(2)(n)| = |p(z, dn) — pldn, do)]
S p(27d0)7

por lo que ¥(z) € {y. Demostraremos que v es una isometria, dados dos
elementos 2, 29 € Z, tenemos que

p((21), ¥(22)) = ilellND{lp(zl, dn) = p(dn, do) — p(22, dn) + p(dn, do)|}

= sup{|p(21,dn) — plz2,d,)|}

neN
S p(zla 22)‘
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1

Por otro lado, para cada k& € N existe n, € N tal que p(z2,dn,) < 5

Asi,
p(21,dn,) > p(21, 22) — p(22,dp,)

1
> p(Zl,ZQ) — %

Combinando estas desigualdades obtenemos

1
p(z1,dy,) — p(ze,dy,) > p(z1, 22) — s

De esta manera,

p(z1,22) 2 p(¥(21), ¥ (22))
= sup{|p(21, dn) — p(z2, dn)!}

neN
1
> sup {P(Zb 22) — E}
keN
= p(21,22).

Por lo tanto, p(¥(z1),¢(22)) = p(z1, 22), es decir, ¢ es una isometria. Sin
embargo, £, no es separable.

Definicién 2.3.7. Diremos que un espacio P es w-homogéneo si dado un
subconjunto finito AC P y¢: A— B C P unaisometria, existe o' : P — P
una extension isométrica de .

Teorema 2.3.8. Sea P un espacio métrico polaco. Entonces P es finitamente
nyectivo si y solo si es w-homogéneo y universal.

Demostracion. Supongamos que P es finitamente inyectivo. Primero vamos
a demostrar que P es universal. Sea X un espacio métrico separable, entonces
existe D = {x;}ien € X denso y numerable.

Por induccién construiremos isometrias ¢; : {zg, x1, ..., x;} — P, tal que ;11
extiende a ;.

Sea o € P un punto arbitrario y definamos ¢q : {29} — P por ¢o(zo) = yo-
Como P es finitamente inyectivo, existe ¢ : {zo, z1} — P que extiende a gy

y
©1(x0) = Yo, 1(x1) = y1.
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Supongamos que ya construimos una isometria ¢; : {zo, z1,...,2;} — P que
extiende a ¢; 1 : {zg,x1,...,2;-1} — P, . Como P es finitamente inyecti-
vo, entonces existe ;1 que extiende a ¢; tal que Yit1 |{zor,0}= ¥i ¥
@it1(Tit1) = Yir1, para algin y;yy € P.

Definimos ¢’ : D — P como ¢'(x;) = p;(z;). Claramente ¢’ es isometria en
D, ya que para x;,x; € Dy k =maz{i,j}

p(@' (i), ¢ (7)) = plpi(xi), pi(x5)) = plor(xi), or(z))) = d(wi, 75)

Entonces por el Lema ¢’ se extiende a una isometria ¢ : X — P, lo
cual nos permite concluir que P es universal.

Ahora demostremos que es w-homogéneo. Sea ¢ : A — A’ una isometria
entre dos subconjuntos finitos de P. Para extender a ¢ consideremos {p; }ien
un subconjunto denso en P.

Construiremos por induccién una sucesién de conjuntos {A;} e isometrias
p; : A; — P de la siguiente manera:
Sean Ay = A, p1 =9y Ay =AU{p;, } = A1 U{p;, }, donde p;, es el primer
elemento de {p; }ien tal que p;; no estd en A. Por la propiedad de extension,
existe y; € P tal que d(p;,,a) = d(y1,p(a)) para toda a € A;. Definimos:
w9 1 Ag — P de la siguiente manera:

p1(z) siz € A,
x) = :
SOQ( ) { Y1 S1Z = pj, -

Andlogamente, existe z; € P tal que d(z1,a) = d(pj,, p2(a)) para toda a €
A,, donde pj, es el primer elemento que no esta en po(As). Sea Az = AU{# },
definimos 3 : A3 — P como

p3(x) = { pa(z) siz € Ay,

Dj sl x = 2.

Supongamos que ya construimos Ay, Ao, -+, Ag_1y 01,02, -, pr_1 de ma-
nera que {pi,p2, -, Pin t © Aam ¥ {P1, 020 P} © P2mi1(A2mi1) para
todo 2m,2m + 1 < k — 1. Para construir ¢, debemos considerar dos casos.
Si k = 2m; existe y,, € P tal que d(a,p;, ) = d(pe-1(a),y;), donde p;, es
el primer elemento que no estd en A,_; y definimos: Ay, = A1 U{P,,} v
or » A — P por
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Y

it = { 7o) 7€
Yi 81 T = Pip, -

Ahora, si k = 2m+1; existe z,, € P tal que d(a, z,,) = d(pam(a), pj,.), donde
Dj,. €s el primer elemento del conjunto denso que no esta en ¢y_1(Ax_1). En
este caso sea Aoy = Ao U{z,} y definamos o1 1 Agypn — P dada por

. (me(x) Si T € Agm
pamia(7) = { Pjm si oz =2m

Notemos que {p;};2, C UAi v {pi}i2, C ng,(Az) Sea Yoo - UAi —
i=1 i=1 i=1

U%’(Ai), dada por vo(a) = pr(a) si a € Ag. Como {p;}2, es denso en
i=1

P, existe una extensién isométrica ¢’ : P — P de ¢, por lo que P es
w-homogéneo.

Ahora supongamos que P es universal y w — homogeneo, demostraremos que
es finitamente inyectivo . Sea A = {ay,--- ,a,} un subconjunto finito de P
y f € E(A), como P es universal, existe una copia isométrica de AU {f}
contenida en P.

Sea d(f,a) = d(a, f) = f(a) es necesario demostrar que d es métrica.
1. Es inmediato que cumple la propiedad de simetria.
2. Observemos que f no estd en A y eso implica que cZ(a, f)>0.

3. Para verificar la desigualdad del tridngulo necesitamos demostrar dos
cosas:

a) a?(a,f) + cZ(f, b) > J(a, b)
b) d(a,b) +d(b, f) > d(a, f)

a) Tomando en cuenta que f es una funcién de Katétov se cumple que

f(a) + f(b) > d(a,b) = d(a,b) por lo que se cumple la desigualdad
anterior.
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b) Notemos que cZ(a, b) + d(b, f)> ci(a, f) se cumple si y sélo si f(b) —
f(a) > —d(a,b) que es equivalente a d(a,b) > f(a) — f(b), como f es
una funciéon de Katétov, se cumple que

d(a,b) >| f(a) = f(b) |= f(a) — f(b) = d(f,a) —d(f.b).

Por lo que d(a,b) = f(a) — f(b).

Sea B = {by,by, -+ ,b,} un subconjunto de P y z € P. Consideremos una

isometria
p: AU{f}CcP—BU{z}CP

donde ¢(a;) = b;. La distancia
d(’zabi) = d(aiu f) = f(a’z)
Sea y € P tal que ¢'(y) = 2, y = ¢’ 1(2), la

d(y, a;) = d(p(y), p(a;)) = d(z,b;) = f(a).

Por lo tanto tiene la propiedad de extension y por el Teorema resulta
ser finitamente inyectivo.

O



Capitulo 3

EL ESPACIO UNIVERSAL
DE URYSOHN

Como se explicé en la introduccion, el espacio universal de Urysohn U se
caracteriza por ser el tnico espacio métrico separable universal con la pro-
piedad de ser w-homogéneo. En este capitulo desarrollaremos su construccion
utilizando los teoremas vistos anteriormente.

Teorema 3.0.1. Sean (Py,dy) y (P, d2) dos espacios metricos completos y
separables finitamente inyectivos, entonces son 1SOmétricos.

Demostracion. Como P; y P, son polacos, entonces cada uno contiene un
subconjunto que es denso y numerable. Sean P C P, y Q C P, densos y

numerables: P = {p;}1",, v Q@ = {¢:}}".

Construiremos por inducciéon una sucesion de isometrias parciales entre ellos.
Sea A1 = {po}; definimos @1 : {po} — {qo} de la tinica manera posible.

Sea Ay := A; U {p1}, por la propiedad de extensién existe y; € P, tal que
d1(po, p1) = da(qo, 1), definimos ¢y : Ay — {qo, 1} de la siguiente manera:

| i) sioxe A,
<p2(x)—{ (1 st x = pi,

Andlogamente existe z; € P; tal que dy(21,a) = da(p2(a), q1) para toda a en
A,. Consideremos Az := Ay U {21} y definamos o3 : A3 — {qo, y1, 1} por

47
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| o) si owe A
@3(1’) - { 1 st T = 21
Supongamos que ya construimos Ay, As, -+, Ak ¥y ©1, 02, -+ , pr_1 de manera
que {po,p1, -+ ,pi} © A2 ¥ {0, a1, -+, 4} € p2511(Azj41) Para construir
¢r debemos considerar dos casos. Si k = 2i; existe y; € P, tal que dy(a,p;) =
da(poei—1(a),y;). Definamos Ag; = Ag; 1 U {p;}, @2 : Ay — P dada por

B
i st T =p;

Si k es de la forma 2i + 1; existe z; € Py tal que dy(a;, 2;) = da(p9;(a), ¢;). En
este caso sea Ay = Ao U{z;} y definamos @911 : Ag;r; — P dada por

woi(x) si x € Ay
qi st x =z

Priv1(z) = {

Lo anterior completa la construccién.

Observemos que UpZ 1 A; O Py Ul pr(Ax) 2 Q. Sea
oo Upli Ak = UpZi0(A),

definida como en los casos anteriores. Tomemos y € P, y (b,) C ¢i(4;)
una sucesiéon que converge a y, entonces ¢ '(b,) C UA;, como (b,) es de
Cauchy ¢ !(b,) también es de Cauchy y como los espacios son completos
¢~ 1(b,) converge a un x € P;. Tomamos y = ¢(z). Por lo tanto P, y P, son
isométricos. O

Teorema 3.0.2. Si X es un espacio métrico separable, entonces E(X,w) es
un espacio métrico separable.

Demostracion. Si el espacio X es separable, entonces existe un subconjunto
D C X, denso y numerable. Consideremos los conjuntos & = {F C D |
F es finito} y o es el conjunto de todas las funciones de Katétov con so-
porte en & que toman valores racionales. Ambas familias son numerables.
Demostraremos que g es denso en E(X,w), lo cual probard que E(X,w) es
separable.
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Sea f € E(X,w), entonces f tiene soporte finito, digamos {1, xq, -+ ,x,}.
Dada e > 0, existen 2, 75,--- ,z;, € D tales que dx(z;,7;) < &, donde dx
es la métrica en X. El espacio X se encaja isométricamente en el espacio
E(X,w), para cada = € X sea d, € E(X,w) su imagen bajo el encaje @,
tal como se describe en el Teorema y en el Ejemplo Sea Y =
{fodyy dyy, - dy } C E(X,w), con la métrica d|y heredada de E(X,w), el
conjunto Y es un espacio métrico finito. Si tomamos z cualquier punto que
no esté en Y, por el Teorema existe una métrica d’ en Y U {z} que
satisface las siguientes condiciones

d'(dy;, dyr) = d(dyy, dyy) para cualesquiera 4,j € {1,--- , n};

d'(dy, f) = d(dy, f) para cualquier i € {1,--- ,n};
€

d,(faz) < g; y

d(z,dy) € Q para cualquier i € {1,--- ,n}.

Sea g € p la extensién de la funcién con soporte en F' = {z,--- , x} } descrita
mediante la regla 2} — d'(d,, ) (g]y es una funcién de Katétov, ya que esta
definida como la distancia a un punto fijo en un espacio que contiene una
copia isométrica de F'). Para cada x € X se tiene que

flz) =mf{f(z;) + dx(zs,z) | i€ {1,--- ,n}}y

g(x) = mf{d'(dy, 2)) + dx(z},x) | i € {1,--- ,n}}.

Asi, para cada x € X existe i € {1,--- ,n} tal que f(x) = f(z;) + dx(x;, x),
por lo que, utilizando desigualdad del tridngulo y el hecho de que algunas
distancias son menores a £, obtenemos

g9(x) = f(x) <d'(du;, 2)) + dx (27, 2) = fl2) — dx (2, 2)
:dl(dxga Z)) - d/(z7 f) - d<f7 drz) + dx<x;,l‘> - dX(xMI) + d('Zv f)

<d(dy ) = d(f, ) = dx () +

2
<d(dy,d,,) + 36 <e.

De manera andloga, podemos demostrar que f(x) — g(x) < e para toda
x € X. De esta forma,

d(f,9) = sup{|f(z) — g(2)| | =+ € X} <e.
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Esto prueba que g es denso en F(X,w) y por lo tanto este tltimo es un
espacio separable.

]

3.1. Construcciéon del espacio universal de Ury-
sohn

La construccion del espacio métrico de Urysohn se puede comenzar con cual-
quier espacio métrico separable X, de la siguiente manera:

Sea Xo = {X} y consideremos a X; como las funciénes de Katétov sobre
Xo que tienen soporte finito, X; := E(Xy,w). De la misma forma, X, :=
E(X;,w), y en general X, = E(X,,w).

Teorema 3.1.1. Sea X, = |J E(X,,w), entonces X,, es un espacio métrico
i=1
separable.

Demostracion. Notemos que en general F(X;_;,w) C E(X;,w). Como E(X,,w)
es un espacio métrico separable por el Teorema |3.0.2] y combinando esto con
el Teorema [1.1.5 concluimos que el espacio definido en el Teorema [3.1.1] es
separable. O

Teorema 3.1.2. X, es finitamente inyectivo.

Demostracion. En efecto, dado un subconjunto finito F' = {y1, 42, ..., yn } de
X, existe m € N tal que F' estd contenido en X,, para alguna m sufi-
cientemente grande. Entonces la extension de Katétov a X, de cualquier
y € {1, Y2, ..., Yn } aparece como un elemento de X,, 1. Asi, debe existir y en
X,, tal que si hacemos f: y, la d(ﬁ y;) = f(y;) para todo y; en nuestro sub-
conjunto finito, entonces inferimos que X, tiene la propiedad de extension y
por lo tanto es finitamente inyectivo. O

Observamos que la completacion de X, es un espacio polaco.
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Definiciéon 3.1.3. El espacio universal de Urysohn se define como la com-
pletacion de X, y lo denotamos por U.

Ahora podemos hacer las siguientes observaciénes:

1. Como X, es finitamente inyectivo y separable, su completacion tam-
bien es separable y tiene la propiedad de extensién aproximada. Asi,
podemos concluir que U es un espacio polaco y finitamente inyectivo.

2. Por el inciso anterior en combinacion con el Teorema [2.3.8] inferimos
que U es un espacio universal y w-homogéneo.

3. El espacio que construimos no depende de la eleccion del espacio X
que tomamos, ya que por el Teorema U es isométrico a cualquier
otro espacio con estas condiciones.

3.2. El grupo de isometrias del espacio métri-
co universal de Urysohn

Para un espacio métrico X, consideremos ISO(X) el grupo topoldgico de
isometrias de X sobre si mismo equipado con la topologia punto abierta. En
la seccién 1.2 se demostré que ISO(X) es segundo numerable siempre que
X sea separable. En particular 7SO(U) es segundo numerable.

En esta seccién desmostraremos que ISO(U) es un grupo topoldgico uni-
versal para los grupos topoldgicos con base numerable, es decir; cada grupo

topoldgico con una base numerable es topoldgicamente isomorfo a un sub-
grupo de 1SO(U).

Sean (G y G5 dos grupos topoldgicos. En las siguientes paginas llamaremos
encaje de grupos a una funcion I' : G; — G5 que sea monomorfismo de
grupos y encaje topologico.

Proposicién 3.2.1. Sea Y un espacio métrico y X C Y. Si para cada
¢ € 1SO(X) existe ¢ € I1SO(Y) una extension de p, tal que la funcion
T : ISO(X) — ISO(Y) definida por Y(p) := ¢ es un morfismo continuo,
entonces T también es un encaje de grupos.
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Demostracion. Como T es morfismo, para verificar que T es inyectiva basta
con verificar que su nicleo es trivial. Supongamos Y () = 1y entonces ¢(y) =
y para todo y € Y y en particular para y € X. Luego ¢(x) = ¢(x) = x para
todo x € X y por lo tanto ¢ = 1x, lo cual nos premite concluir que el nicleo
de T es trivial.

Ahora consideremos H = {¢ : ¢ € ISO(X)} y Y7 : H — ISO(X). Falta
demostrar que T=! es continua. Sea ($x)aean € H una red que converge a @
en H. Como H C ISO(Y) podemos afirmar que para todo y € Y se cumple
que (PA(y))rea converge a @(y) en Y y como X C Y, para todo x € X se
cumple que (Px(x))rea converge a @(z). Como @ es extension de ¢ entonces
(pa(T))ren converge a p(z) es decir, (¢x)aea converge a ¢ en 1.SO(X). Por
la Proposicion lo anterior prueba que Y~ es continua. O

Recordando el Teorema visto en el capitulo 2 podemos identificar a
todo espacio métrico X con un subespacio de E(X,w), donde cada ¢ €
ISO(X) tiene una extension ¢ € ISO(E(X,w)) tal que F' : ISO(X) —
ISO(E(X,w)), dada por F(¢) = ¢ es un encaje. Definimos Xog = X, --- , X, =
E(X,_1,w) y consideremos ¢ € ISO(X). Sean ©° = ¢, ¢" = ;”\*/1 €
I1SO(X,).

Observacion 3.2.2. Dada la siguiente construccion:
Iy : ISO(X) — ISO(X)) definida como T'y1(p) := o' = @,
[y : ISO(X) — I[SO(Xy) definida como Ty(p) := ¢?* = :pvl,

[, ISO(X) — ISO(X,) definida como T, (p) := " = g;”\—/l

Obtenemos que para todan € N la funcion I',, es continua, ya que la funcion
T definida en la Proposicion |3.2.1] es continua por el Teorema [2.2.5 y cada
I',, se obtiene de composiciones sucesivas de F.

Ahora recordemos lo visto en la seccién anterior. Dada una isometria ¢ :

X — X si consideramos X, = |J X,,. Podemos definir ¢* : X, — X, de la
neN

siguiente forma ¢“(x) := ¢"(z) si z € X,,. Claramente ¢ es una isometria.
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Proposicién 3.2.3. Sea X un espacio métrico. Entonces Y : 1SO(X) —
ISO(X,,) definida por Y () := ¢“ es un encaje de grupos.

Demostracion. Sea x € X,,, entonces x € X,, para algun n y por lo tanto

(V%) = ¢ ("(z)) = " ("(2)) = (p o p)"(z) = (w0 ¢)(z),
por lo que T es homomorfismo de grupos.

Para ver que T es continua tomemos una red (p,) € ISO(X) tal que ¢,
converja a ¢, lo que tenemos que demostrar es que ¢{ converge a ¢ en
ISO(X), o equivalentemente, que, ¢4 (z) converge a ¢*(x) para toda x € X,,.
Dado que para toda xz € X, existe n tal que x € X,,. Entonces ¢§(z) = ¢¥(x)
y ¢*(x) = ¢"(x) y por lo tanto necesitamos demostrar que ¢” (x) converge a
¢" (), lo cual sucede por la Observacion [3.2.2]

De esta manera, por la Proposicion T es un encaje de grupos. O

Proposiciéon 3.2.4. Sea X un espacio métrico, si Y es completacion de X
entonces existe un encage de grupos I' : ISO(X) — I1SO(Y).

Demostracion. Si ¢ € ISO(X), para cada y € Y existe una sucesion (x,,) C
X tal que z, converge a y. Definamos ¢*(y) := lim ¢(z,). En el teo-
n—oo

rema se demostréo que * es una isometria. Veamos que la funcién
[': ISO(X) — ISO(X) dada por I'(¢) := ¢* es un encaje de grupos.

P ot (y) =0 (¥ () = ¢" (Mim ¢(z,)) = lim (p(d(2n))) = 1m (0 )(wn)
=(p o) (y),

donde (z,) es una sucesién que converge a y. Asi I' es un homomorfismo.

Para ver que I' es continua, sea (¢)) € ISO(X) una red que converge a
p € I1SO(X). Lo que tenemos que demostrar es que (¢}) converge a ¢* en
ISO(Y). Es decir, dado y € Y, necesitamos probar que (¢3(y)) converge a
©*(y)en Y. Seae > 0y x € X tal que d(z,y) < /3 como ¢, converge a
 puntualmente en X, existe Ay en los naturales, tal que si A > \g entonces

d(pa(), p(x)) < /3. Asi,

d(e3(y), " (y)) < d(r(y), palx)) + dlpa(), p(z)) + d(p(), " (v))
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pero como ¢* es una extension de ¢ tenemos que

d(pr(y), ¢ (y)) < d(@x(y), pa(2)) + d(pa(z), 0 (2)) + d(@"(2), 7 (y))

y como ¢* y ¢} son isometrias, se cumple finalmente que:

d(ex(y), ¢"(y) < d(y,x) +d(pr(x), p(x)) +d(z,y) <e/3+¢e/3+¢/3=¢.

]

Esto prueba que (¢}(y)) converge a (¢*(y)) y por lo tanto I' es continua y
por el Teorema [3.2.1| es un encaje de grupos.

Para la demostracion del teorema principal de este capitulo, haremos uso del

siguiente teorema, cuya demostraciéon puede ser consultada en [3, Teorema
3.3.12].

Teorema 3.2.5. [G. Birkhoff, S.Kakutani.] Un grupo topoldgico G es
metrizable si y solo si es primero-numerable. En este caso G admite una
métrica d la cual es invariante por la izquierda, es decir d(gz, gy) = d(z,y)
para todo x,y, g € G.

Recordemos que en la construccion del espacio universal de Urysohn podemos
empezar con cualquier espacio métrico separable. De esta manera, si GG es un
grupo segundo-numerable entonces GG es separable y metrizable y por lo tanto
si hacemos Xy = G, X,, = F(X,,_1,w) y X, = |J X,, entonces U es isométrico
a la completacion de X,,.

Lema 3.2.6. Sean G un grupo sequndo metrizable, y d una métrica en G
invariante por la izquierda. Entonces Y : G — ISO(G) definida por Y(g) =
Lg donde

Lg(z) := gx para cada x € G,

es un encaje de grupos.

Demostracion. Primero veamos que L, € ISO(G), ya que por la eleccién de
d, d(gz, gy) = d(x,y) para todo x,y € G. Por otro lado, si g, h € G, entonces
LyoLy(x) = Ly(hz) = g(hx) = (gh)xr = Lygp(x), porloque T : G — ISO(G)
definida por Y(g) = Lg es homomorfismo de grupos.
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Ahora demostraremos que T es inyectiva. Supongamos L, = Id¢, entonces
Ly(h) = gh = h para toda h € G. En particular, si h es el neutro e de G,
entonces g = ge = e y por lo tanto T es inyectiva.

Consideremos (g, )nen € G tal que (gn)nen converge a g, demostremos que
L, converge a L, en ISO(G); es decir, que para todo elemento z € G, L, ()
converge a Ly(x) en G. Pero esto es trivial ya que L, () converge a L,(z)
si y solo si g,r converge a gx, lo cual sucede porque g, converge a g y la
multiplicacion es continua en G.

Por ultimo veamos que Y~ : T(G) — G es continua. Sea (L,,) C T(G) una
red que converge a L,. Si Ly, converge a L, entonces converge puntualmente
y Ly, (e) converge a Ly(e) por lo que la red (gre) = (g») converge a g y
entonces resulta que T~! es continua. ]

Finalmente estamos en condiciones de probar el teorema principal de esta
seccion y ltimo resultado de este trabajo.

Teorema 3.2.7. ISO(U) es un grupo universal para la clase de los grupos
sequndo numerables. Es decir, si G es un grupo sequndo-numerable, entonces
existe un encaje de grupos G — I1SO(G).

Demostracidn. Utilizando la proposicion [3.2.3] podemos considerar a X = G,
Por el Lema existe un encaje de grupos de G en ISO(G), y por la
proposicién ISO(G) se encaja en ISO(G,,). Ahora, por la proposicién
resulta que existe un encaje de grupos de ISO(G,,) en 1SO(G,,), donde
G, es la completacién de G,. Como G es segundo-numerable, entonces es
separable y por lo visto en el capitulo anterior tenemos que G, es isométrico

a Uy por lo tanto 1.SO(G,,) es topolégicamente isomorfo a ISO(U).

Considerando las composiciones de los encajes anteriores podemos concluir
que existe un encaje de grupos G — ISO(U).

Como U es separable, por el Teorema ISO(U) es segundo numerable y
por lo tanto 1SO(U) es universal. O
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