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Introduccion

Los dos conceptos mas importantes para desarrollar la teoria de ecuaciones
diferenciales estocasticas son el de movimiento Browniano y el de integracion
estocastica. Por un lado, el movimiento Browniano aparece por primera vez
en 1828, cuando el bidlogo Robert Brown (1773-1858) publica su articulo [7],
en el cual describe el estudio del movimiento erratico de pequenas particulas
suspendidas en el agua, ya sean granos de polen, de madera o de polvo. Le
llamo la atencién que era imposible que se quedaran inméviles y buscaba
una explicacién de ese movimiento incomprensible, pues no estaban sujetas
a vibracion, calor, corrientes eléctricas o magnéticas. Posteriormente Louis
Bachelier (1870-1946) en su tesis [3] discute el uso del movimiento Browniano
para evaluar las opciones financieras. De hecho, es el primer escrito en el que
se utilizan las matematicas para el estudio de la economia. Por ultimo Albert
Einstein (1879-1955) en su trabajo [10], proporcioné una descripcién fisica de
este fendmeno molecular que podia ser verificada experimentalmente.

Por otro lado, la teoria de integraciéon estocastica fue introducida por Ki-
yoshi It6 en su obra [13], originalmente publicada en japonés pero traducida
en 1944 al inglés. En dicho trabajo da un paso importante, pues desarrolla
la teoria de las ecuaciones diferenciales estocasticas a partir del movimiento
Browniano, creando asi el calculo estocéstico de It6. Desde entonces la teoria
de ecuaciones diferenciales estocésticas es una rama con numerosas aplicacio-
nes, pues da pie al estudio de muchos fenémenos naturales creados a partir
de un ruido externo (ruido blanco) o un error aleatorio. Las principales apli-
caciones de las ecuaciones diferenciales estocdsticas son en finanzas, biologia,
ingenieria, astronomia, robdtica, quimica y fisica.

El principal objetivo de esta tesis es definir los conceptos fundamentales
para desarrollar naturalmente la teoria de ecuaciones diferenciales estocasti-

cas, asi como analizar las soluciones usando métodos analiticos y numéricos.
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VI

Asimismo se describiran las principales aplicaciones de las ecuaciones diferen-
ciales estocasticas a otras disciplinas como finanzas, biologia, quimica, fisica
e ingenieria. Nos centraremos en el caso unidimensional, aunque también
se mencionaran ejemplos multidimensionales. En la mayoria de los textos
el desarrollo de esta teoria es muy técnica. En cambio en este trabajo nos
centraremos en la parte practica, sin olvidar la formalidad matematica nece-
saria para describir las soluciones de ecuaciones diferenciales estocésticas. Nos
apoyaremos en el programa R para generar graficas que ayudaran a ilustrar
los ejemplos. Las principales referencias seran: [11], [14], [16], [17], [18], [19],
[22] y [23], donde se pueden leer de manera méas extensa las demostraciones
referidas para la fundamentacion teorica.

El primer capitulo consta de definiciones preliminares de teoria de proba-
bilidad y procesos estocasticos, pues estas sustentan las construcciones del
movimiento Browniano, integracion estocastica y féormula de 1t6. La fuente
principal serd [23].

En el segundo capitulo se describen tres enfoques diferentes de plantear
ecuaciones diferenciales estocasticas . El primero de ellos parte de una ecuacién
diferencial ordinaria para la cual algunos de los parametros libres se interpretan
como variables aleatorias. Damos un ejemplo aplicado a la Ley de Darcy.
En el segundo enfoque las ecuaciones diferenciales estocasticas surgen a partir
de anadir un ruido aleatorio a cierta ecuacién diferencial ordinaria. En la
tercera se definen formalmente las ecuaciones diferenciales estocasticas de la
forma:

dXt = b(Xt, t)dt + U(Xt, t)dBt,

donde B; es el movimiento Browniano y corresponde a un ruido blanco o
error.

El tercer capitulo es donde se exponen varios métodos de resolucion de
ecuaciones diferenciales estocasticas. Aqui exponemos varias formas para
dar solucién analitica a una ecuacion diferencial estocastica. El método mas
conocido es el de "Identificacion de coeficientes”. Cuando estos métodos fallan
nos auxiliamos de métodos numéricos a través de diferencias finitas, como el
método de Euler y posteriormente el de Milstein. Para ello usamos el programa
R para hacer simulaciones de las soluciones. Al final comparamos la eficiencia
de ambos métodos para tener una idea de cudl se aproxima mejor a la solucion.
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El altimo capitulo incluye algunas aplicaciones de ecuaciones diferenciales
estocasticas, en particular a 5 situaciones. En la primera aplicamos las ecua-
ciones diferenciales estocdsticas a matematicas financieras, donde estudiamos
el modelo de Black-Scholes para calcular el precio de opciones. El objetivo es
conocer cuanto debemos pagar hoy por una opcién de compra de un activo
financiero, cuyo precio es aleatorio. En segundo lugar en la biologia, donde
examinaremos las redes neuronales estocasticas. En donde se busca modelar
redes artificiales, por medio de perturbaciones estocasticas que las afectan.
En tercer lugar en la ingenieria, por medio del filtro de Kalman-Bucy. Este
modelo es util para predecir la posiciéon de un robot, un satélite o una nave
espacial, dada la historia y observaciones con un error aleatorio. En cuarto
lugar nos fijamos en la dindmica poblacional, pues si se modifica un para-
metro de la ecuacion diferencial ordinaria anadiendo un efecto aleatorio, se
cambia por completo el comportamiento del fenémeno. Por tltimo estudiare-
mos un ejemplo aplicado a la cinética de proteinas, donde éstas también se
obtienen aleatorizando los coeficientes de la misma. Aqui observaremos la ci-
nética de la proporcién x de una de las dos posibles formas de alguna proteina.

En conclusion, esta tesis de licenciatura pretende dar un estudio tedrico-
practico de las ecuaciones diferenciales estocasticas, brindando técnicas para
dar solucion a fenémenos estocasticos que surgen de manera clara en eventos
naturales o fenémenos creados por el hombre.
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Capitulo 1

Preliminares

A continuacién se reuniran una serie de definiciones necesarias para el
desarrollo de la teorfa. La principal referencia sera [23].

1.1. Probabilidad y procesos estocasticos

Un espacio de probabilidad es aquel que consta de una terna ordenada
(Q, Z#, P), donde Q es un conjunto arbitrario no vacio, conocido como espacio
muestral. Un elemento de dicho conjunto se le denota como w. .# es una
coleccién no vacia de subconjuntos de €2, al cual se le conoce como o-algebra,
que es cerrada bajo las operaciones de tomar complementos y uniones nume-
rables. Los elementos de .% son subconjuntos de €2 y se denominan eventos o
conjuntos medibles.

Por ultimo, P es una funcién P : % — [0, 1], conocida como medida de
probabilidad, cuyas propiedades son: P(2) = 1, P(A) > 0 para cualquier
evento A € . y P es o-aditiva, esto quiere decir que si Ay, As, ... es una
sucesion de eventos disjuntos dos a dos, entonces:

P( f_jl An) = ilp(An).

La funcién P asigna un numero real a la ocurrencia del evento A y P(A)
es la frecuencia con la que se observa el evento A. A la pareja (2,.%) se
le conoce como espacio medible. Si denotemos a B(R) como la o-dlgebra

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

mas pequefla que contiene a todos los intervalos abiertos de R, obtenemos el
espacio medible (R, B(R)). A los elementos de la o-algebra B(RR) se les llama
Borelianos o conjuntos de Borel medibles.

Una variable aleatoria (v.a) es una funcién X :  — R, la cual asigna a un
elemento w de {2 un nimero real. Esta cumple que para cualquier conjunto
Boreliano B, X *(B) es un elemento de .%. Entonces diremos que X es una
funcién .Z-medible: (2,.7) — (R, B(R)). Las operaciones bésicas de suma,
diferencia, producto y cociente (cuando exista) de v.a.s son también v.a.s.
Procesos limite de v.a (cuando existen) resultan también v.a.s.

El espacio medible (R, B(R)) puede ser transformado en un espacio de
probabilidad con la ayuda de una variable aleatoria X. Para el conjunto
Boreliano B se define la funcién Px(B) = P(X~!(B)), que resulta ser una
medida de probabilidad sobre B(R). A esto se le conoce como la distribucién
de X. Es equivalente estudiar la funcion de distribucion de X definida por
F(z) = P(X < ), para cualquier ntimero real x.

Por ejemplo, la variable X tiene una distribucién normal con parametros
peRyYa? e (0,00) sisu funcién de distribucion es:

z 1 (u—1)2 /202
o= [ e,

Por lo tanto se dice que X tiene una distribucion N (u, o?).

Si g es una funcién real de variable real, tal que la composicién g(X) es
una variable aleatoria, entonces se define la esperanza de g(X) como:

E(g(X)) = [ g@)dF(a).
en donde F(x) es la funcién de distribucién de X y la integral indicada es
de Riemann-Stieltjes, sobre la cual se asume su existencia. En particular,
cuando g(x) = x, se obtiene la esperanza de X y se denota por E(X). Si una
variable aleatoria X tiene esperanza finita, se dice que es integrable. Cuando
g(z) = (x —E(X))?, se obtiene la varianza de X denotada por Var(X). Para
la distribucién normal E(X) = pu y Var(X) = o2

Sea ¢ otra g-algebra sobre el conjunto €2, diremos que ¥ es una sub-o-
algebra de .# siy sélo si 4 C .%. La esperanza condicional de una variable
aleatoria X, dada una sub-o-dlgebra ¢ C .%, también es una variable aleatoria.



1.1. PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCASTICOS 3

Se denota como E(X|¥), la cual cumple con las propiedades de ser ¢-medible,
tener esperanza finita y para cualquier evento G en ¢, se preserva la igualdad:

/G]E(X|£¢)dP:/GXdP.

Cuando la integral anterior se realiza sobre todo €2, se obtiene que E(E(X|¥)) =
E(X).

Un proceso estocéstico es una coleccién de variables aleatorias { X, : t € T'}
parametrizada por un conjunto 7', que se puede interpretar como un conjunto
temporal, que es discreto o continuo. Este conjunto 7' es conocido como espa-
cio parametral. En este trabajo las variables aleatorias toman valores en los
numeros reales R y su espacio parametral serd el intervalo [0, 00). Por lo tanto
un proceso estocastico es una funciéon de dos variables X : [0,00] x Q — R,
tal que para cada ¢t > 0, la funcién w — X;(w) es una variable aleatoria,
mientras que para cada w € €2, la funcién t — X;(w), es una trayectoria del
proceso. Dichas trayectorias dependiendo el caso serdan continuas o discretas;
una hipodtesis comin es suponerlas continuas por la derecha con limite por la
izquierda.

Una familia de o-dlgebras (:#;);>0 es una filtracién si para 0 < s < ¢,

se cumple #, C % C #. El espacio (2,.%, P, (%:)t>0) es conocido como
espacio de probabilidad filtrado. Cuando X; es .%;-medible para cada t > 0
entonces se dice que el proceso es adaptado a la filtracion. Todo proceso esto-
castico X; determina una filtracion natural, dada por %#; = o{X, : 0 < s < t}
con lo cual todo proceso es adaptado a su filtracion natural. La o-algebra
Z; se interpreta como la historia del proceso al tiempo ¢, porque en ella se
encuentran todos los posibles sucesos que haya tenido el proceso hasta ese
instante. Una filtracion es continua por la derecha cuando %, = (o, Fs
coincide con .%;.
Se dice que X; y Y; son equivalentes si para cada t > 0 se cumple que
P(X; =Y;) = 1. Si esto sucede, se dice que la variable aleatoria X, es igual
a Y, casi seguramente (X; = Y; c.s). Dos procesos son indistinguibles si
P(X; =Y, para cadat > 0) = 1.

Se dice que un proceso estocdstico a tiempo continuo {X; : ¢t > 0} tiene in-
crementos independientes si para cualesquiera tiempos 0 = tg < t; < ... < t,,,
las variables incremento X, X;, — Xy, ..., X, — Xy, , son independientes.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Esto quiere decir que los desplazamientos que tiene el proceso en estos inter-
valos disjuntos de tiempo son independientes unos de otros.

Un proceso X; es una martingala si es adaptado, integrable y si para
0 < s <'t, con probabilidad uno se cumple que E(X;|.%;) = X;.

Una definicién importante es la de un proceso de Markov. Estos tipos
de procesos son modelos donde, suponiendo conocido el estado presente del
sistema, los estados anteriores no tienen influencia en los estados futuros del
sistema. Esta condicién se llama propiedad de Markov y puede ser expresada
de la siguiende forma:

Para cualesquiera estados xg, x1,...,2,—1(pasado), z,(presente), x, 1 (futuro),
se cumple la igualdad:

P(Xn+1 = xn+1|X0 = Xy -4y Xp = xn) = P(Xn+1 = xn+1|Xn = mn)

Definicién 1.1.1. (Primera definicion)
Un movimiento Browniano unidimensional de pardmetro o* es un proceso
estocdstico { By, t > 0} con valores en R que cumple las siguientes propiedades:

1. By =0 c.s.
Las trayectorias t — B; son continuas.

El proceso tiene incrementos independientes.

Para cualesquiera tiempos 0 < s < t, la variable incremento By — B
tiene distribucion normal con media cero y varianza o*(t — s).

Las propiedades de esta definicion son consecuencia de las observaciones del
fenémeno fisico, pero eso no garantiza su existencia. En 1923 el matematico
Norbert Wiener mostr6 la existencia y unicidad de un proceso con tales
condiciones. Es por esto que también se le conoce como proceso de Wiener
y se le denota también por {W;,t > 0}. En sentido estricto, el movimiento
Browniano es el fenémeno fisico, mientras que su modelo matematico es el
proceso de Wiener, aunque es comun llamar a ambas cosas por el mismo
nombre: movimiento Browniano.

Definicién 1.1.2. (Segunda definicion) Un movimientro Browniano unidi-
mensional de pardmetro o* es un proceso estocdstico { By, t > 0} con valores
en R que cumple las siguientes propiedades:
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1. Bo=0 c.s.
2. Las trayectorias t — B, son continuas.

3. Para cualesquiera tiempos 0 < t1 < ... < t,, y para cualesquiera conjuntos
de Borel Aq, ..., A, de R, se cumple que la probabilidad:

P(By, € Ay,...,By, € Ay)

es iqual a
/A /A p(t1,0,21)p(ts — t1, z1, 2)p(tn — o1, Tn_1, Tpn)dxy...dz1,
1 n

en donde
(t,y) = —
,» L, = T
b Y V2mo?t

La tercera propiedad de la ultima definicion establece que la funciéon de
densidad del vector (B, ..., B;,) evaluada en el punto (z1, ..., z,) es:

o~ v—2)?/20%

p(tl, 0, xl)p(tg — tl, Zy, xg)p(tn — tnfl, Tn—1, .Tn)

En particular, la variable B; tiene distribuciéon normal, con media cero y
varianza o’t.

El movimiento Browniano es un proceso de Markov pues el estado futuro
no depende de la historia del mismo. Es una martingala debido a que es
adaptado a su filtraciéon natural y cada variable aleatoria del proceso es
integrable. Por otro lado, para cualesquiera tiempos s y t, tales que 0 < s < ¢:

E(B;|%s) = E(B; — Bs + Bs|.%5)
E(B; — Bs|F;) + E(Bs| )
E(Bt B,) + E(By)

U:J

Sea a =ty < t; < ... <t, = b una particién del intervalo [a,b], y defina At =
méx{|t;s1 —t;| : i =0,...,n — 1}. La variacién de una funcién g : [a,b] — R
es el nimero:

n—1

hm supz lg(tiv1) — g(t:)]-
—0
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Cuando este niimero es finito se dice que la funcién tiene variaciéon finita en
dicho intervalo. Anédlogamente, la variacion cuadratica es:

n—1

2
Alglosupfalg 1) — gt

Proposiciéon 1.1.1. La variacion cuadrdtica de una trayectoria del mouvi-
miento Browniano sobre el intervalo [a,b] es su longitud, es decir:

n—1

2 — —
Algloswz B,y — Bil" =b—a,

en el sentido de la norma L*(P) (vease (1.2) mds adelante para su definicion,).

Demostracion: Sea {2, : n > 1} una sucesion de particiones finitas
del intervalo [a,b], sea At; el incremento t; 1 — t;, y sea AB; la diferencia
B,,,, — B,,. Entonces:

i+1

E|(AB)* — (b—a)|?
= EZ AB)?*(AB;)* —2(b—a)E Z(AB,-)Q + (b —a)?

7]

_ZE (AB)*+ S E(AB)’E(AB;)? — 2(b — a) S_(At) +

i#£j i
= Z 3(AL)? + > ALAL — (b—a)?
i i#

:ZZ(AIS —i—ZAt —(b—a)?
:Zz(At,-

<(b—a)miax At; - 0. N
0<i<n
Proposicién 1.1.2. La variacion de una trayectoria del movimiento Brow-
niano sobre el intervalo [a,b] es infinita, casi sequramente, es decir:

n—1

hm sup Z |Btz+1 — By,
—0

=00, C.S.

Demostracion: Para cada n natural sea &2, la particion uniforme del intervalo
la, b] en n subintervalos, es decir el incremento t;1—t; tiene longitud (b—a)/n.

(b—a)’
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Entonces se tiene la estimacion:
n—1

n—1
S IAB < (méx [ABi|) 3 |AB. (1.1)

=0
Sea { P, : k > 1} una subsucesion de particiones uniformes tal que:
ng—1

{ . 2 — I
Jim ; IAB;|*=b—a, cs.

Ahora, como las trayectorias del movimiento Browniano son continuas casi
sequramente, se tiene que:

limkﬁo(oggik |AB;]) =0, ec.s.
Despejando de (1.1)
E: V313|2 n—1
—_ < AB;
max |AB;| Z | :
0<i<n

respecto de la subsucesion de particiones se obtiene que:

nE—1

I}LI?Q ;) |AB;| =00, c¢s. N

Proposiciéon 1.1.3. Sea ty fijo. Con probabilidad uno, el movimiento Brow-
niano {By; : t > 0} no es diferenciable en t.

Demostracion: Como {By, 4+ — By, : t > 0} es también un movimiento Brow-
niano, es suficiente demostrar que no es diferenciable para t = 0. Demos-
traremos que con probabilidad uno, para cada nimero natural n existe t en
el intervalo [0,1/n?] tal que |%Bt\ > n. Esta propiedad implica que B; no es
diferenciable en t = 0. Para cada nimero natural n defina el evento:

1
A, = {|¥Bt| > n, para algin t € [0,1/n%},
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como A; C Ay C ... Entonces:

1
=P(|By|>—-)—=1 cuando n — oc.
n

Se uso el hecho de que %Bczt es también un movimiento Browniano para
cualquier ¢ > 0 constante. Por lo tanto P(A;) > P(Ay) > ... > 1. Es decir,
P(A,) =1 para cualquier n > 1.

Asi para cada ty > 0, el conjunto de trayectorias t — B, que no son
diferenciables en ty tiene probabilidad uno. También se puede demostrar que
el movimiento Browniano no es diferenciable en ningtin punto. Esta propiedad
es fundamental para la construccién del calculo estocéstico.

Definicién 1.1.3. Un movimiento Browniano d-dimensional es un proceso
B, = (B}, ..., B}) tal que cada coordenada B}, es un movimiento Browniano
unidimensional, independiente de las demds.

Las construcciones para mostrar la existencia del movimientro Browniano
y sus propiedades fueron extraidas y pueden ser consultadas en [23].

1.2. Integracién estocastica

En esta seccion expondremos brevemente qué es la integral estocéastica de
1to6:

T
/ X,dB,,
0

en donde se integrara un proceso estocéastico {X;} respecto al movimiento
Browniano unidimensional { By }. Para casi todo w € €, la trayectoria continua
del movimiento Browniano es no diferenciable, es por ello que la integral antes
mencionada, no puede ser definida de la manera usual. Sin embargo, podemos
definir la integral para una clase muy grande de procesos estocésticos usando
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Movimiento Browniano

20 30
1

10

-10

-20
|

=30
|

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0
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Figura 1.1: Conjunto de trayectorias del movimiento Browniano.

la naturaleza aleatoria del movimiento Browniano. En 1949 esta integral fue
definida por el matematico K. Itd y es ahora conocida como la “Integral
estocastica de [t6”. Por lo tanto definiremos de manera formal la integral
de It6 para el movimiento Browniano unidimensional y en R!. La principal
referencia bibliografica sera [23].

Para conseguir lo anterior, se hara una construccién primero para proce-
sos simples y luego, por aproximacion, para procesos mas generales. Dichos
resultados s6lo se mencionaran sin brindar mayores detalles técnicos ni de-
mostraciones.

Consideremos al espacio de probabilidad (2,.%, P) y el movimiento Brow-
niano unidimensional By, junto con su filtracién natural (%;);~¢. Asumiremos
que el proceso X; con 0 <t < T, visto como una funcién X : Q x [0, 7] — R,
es Zr @ B0, T]-medible. El término .#r ® B[0,T] corresponde a la mini-
ma o-algebra generada por el espacio producto %7 x B[0, T]. Supondremos
también que el proceso es adaptado, es decir, que la variable aleatoria X; es
F,-medible.

Sea L?(P) el espacio vectorial de variables aleatorias X que son cuadrado
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integrables, es decir; que cumplen con la condicién:
1/2
1X] 112y = (EIX?) " < oo (1.2)

La funcién ||.||;2(p) define una norma en L?(P). Recordemos que una
norma es una funcion real, definida sobre un espacio vectorial lineal con las
condiciones siguientes: || X|| > 0, || X|| =0 <= X =0cs, [|[X +Y]| <
X[+ Y]] v [|aX]|] = |a|||X]|. El espacio L*(P) es completo respecto a esta
norma, es decir que toda sucesiéon de Cauchy en este espacio tiene limite en
él. La convergencia con respecto a esta norma se le conoce como convergencia
en L?(P).

Sea L?*(P x dt) el espacio lineal de todos los procesos X = {X;:0<¢ < T},
que cumplen con la condicién:

T 1/2
Xl 2pnay = (B [ 10%0) " < o0,

donde la funcién ||.||r2(pxar define una norma y el espacio L*(P X dt) es
completo respecto a ella.

Definicién 1.2.1. Sea 0 =ty < t; < ... < t, = T una particion finita del
intervalo [0, T]. Un proceso estocdstico simple es un proceso de la forma:

n—1

Xt = Z X(k)]‘[tk7tk+1)(t)a (13)

k=0

en donde 1.y, es la funcion indicadora del intervalo [a,b), XO X0 e
una coleccion de variables aleatorias adaptadas a la filtracion {F;, Y1=5 y que
son cuadrado integrables. Denotaremos por H32 al espacio vectorial de todos
los procesos simples.

Definicién 1.2.2. La integral estocdstica de Ité de un proceso simple X,
respecto del movimiento Browniano, denotada por 1(X), se define como la
variable aleatoria:

T n—1
[(X) = /0 X.dB, =S X®(B,,,, — By). (1.4)

k=0
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Esta variable aleatoria es integrable, ya que su esperanza es cero. La
integral estocastica de Ito0 es ademas cuadrado integrable y cumple con la
siguiente igualdad llamada isometria de Ito:

(X)) z2(py = [IX | L2(Pxar)- (1.5)

Lo que hace que el mapeo I : H — L?*(P) sea continuo.

1.2.1. Extension por aproximacion

Para extender la integral estocastica a procesos mas generales, tomemos
el espacio H? de todos los procesos {X;} medibles y adaptados tales que:

E(/0T|Xt|2dt) < 0.

Debemos notar que el espacio H? es un subespacio lineal cerrado de L?(P x dt).
En particular todo proceso simple pertenece a H?. Por lo tanto, Ha C H? C
L*(P x dt). Se puede mostrar que H3 es denso en H? con respecto a la norma
en L?(P x dt), lo cual significa que para cualquier proceso X en H? existe
una sucesion de procesos X *) en H2 tales que:

Jim (X~ X®|2(pwar) = 0. (1.6)
—00

Para poder observar de forma detallada este proceso de aproximacion se
recomienda consultar [17]. Usando la isometria de 1t6 se puede comprobar
que la sucesién I(X*)) es una sucesiéon de Cauchy en el espacio L?(P), es
decir, para indices k, [ suficientemente grandes se tiene que:

11(X®) = I(X D) 12(p) — 0.
A la sucesién X® se le donomina aproximante de X.

Definicién 1.2.3. Sea X un proceso de H?> y sea X® una sucesion de
procesos en HE aprozimante a X. Se define la integral estocdstica de X como:

=1 (k)
1(X) = Jim 1(X®),
en donde el limite debe entenderse dentro del espacio L?*(P). La variable

aleatoria I(X) es un elemento de L?(P) y es tal que:
lim |[1(X) = I(X®)||2¢p) = 0.

k—o0
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Cabe senalar que se mantiene la isometria de It6 dada en (1.5) para procesos
X e H2

Por tltimo para cada t en [0, T] y para cualquier X en H? se puede definir:

T t
L(X) = /O X, 1py(s)dB, = /0 X,dB,.

Observando detalladamente, al indizar la variable aleatoria I(X) con el sufijo
t, estamos transformandola en un proceso. Dicho proceso no es necesariamente
continuo, sin embargo, se puede demostrar que tiene una versiéon continua
y que esta version es una martingala respecto a la filtraciéon natural del
movimientro Browniano. Denotaremos por el mismo simbolo a tal martingala
continua.

1.2.2. Extensiéon por localizacién

Primero recordemos que una variable aleatoria 7 con valores en {1, 2,3, ...}U
{oo} es un tiempo de paro respecto de una filtraciéon {.%, },>1 si para cada
n > 1 se cumple que (1 < n) € .%,.

El proceso de localizaciéon permite extender la definicion de integral de
It6 a procesos medibles y adaptados que cumplen la condicion:

P(/OT | Xi[Pdt < 00) = 1.

Denotaremos por 51206 al espacio de estos procesos. Este espacio contiene a

H? y es tal que para cada proceso X en L7, . existe una sucesién creciente de
tiempos de paro 0 < 7 < 715 < ... tales que 7, /' T cuando n — oo, y para
cuando n > 1 el proceso X - 1(;, >4 pertenece al espacio H2.

Se define entonces la integral estocastica como el siguiente limite en el espacio
L3(P).

n—oo

t T
/ X,dB, = lim / X, Lo (@) - Lo (3)dB,.
0 —Jo - ’

Es posible demostrar que tal limite existe, que existe una versiéon continua de
él y que es independiente de la sucesion de tiempos de paro localizante. En
este caso, dicha integral ya no es una martingala, si no, una martingala local.
Lo que quiere decir que el proceso detenido I, (X) es una martingala para
cada natural n. En general, la Isometria de 1t6 ya no se cumple cuando la
integral estocastica tiene como dominio de definicion el espacio L7, . Véase
mas detalles en [22].
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1.2.3. Propiedades de la integral

La integral estocastica de It6 tiene algunas propiedades importantes.

a) La integral I, : L} . — L?(P) es lineal, lo que quiere decir que para c
constante y para cualesquiera procesos X,,Y; en £2 . se cumple:

t t t
/ ¢(X, +Y,)dB, :c/ Xsst+/ Y.dB,.
0 0 0

b) Tiene esperanza cero, esto quiere decir que para cualquier proceso X en
L*2 .

loc*

E(/Ot X.dB,) = 0. cs.

c¢) Cuando la integral se restringe al espacio H?, se cumple la isometria de
Ito, esto es:

t t
E\/ X,dB, \2:E/ X, [2ds.
0 0

d) Si una vez mds se restringe al espacio H?, la integral es una martingala,
es decir, es integrable, adaptada y para 0 < s < ¢, se cumple:

t s
E( / XodBu|Z,) = / X,dB,.
0 0

Proposicién 1.2.1. Formula de Ité (I).
Sea f(z) una funcién de clase C?, es decir, que sea dos veces diferenciable y
con sequnda derivada continua. Entonces:

FB) = 1By = [ fBaB.+ 5 [ f(B)ds

Demostracion:

Para explicar brevemente este resultado, usaremos el teorema de Taylor
sin dar mayores detalles rigurosos. Para una funcion f(x) suficientemente
suave, se tiene que:

f(@) = f(xo) + f'(wo)(z — wo) + R(x).
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Tomando al residuo R(x) de la siguiente forma:

-/ £/(#)(x — )t

y haciendo el cambio de variable ¢ = 7o + 0(z — 20):
R) = [ 10 - e
= /O1 P (o + 8(z — o)) — (20 + 8z — 20))](x — w0)dB
_ /01 P 0+ 0(z — 20)) (& — 20)(1 — 0)(x — 20)d6

_ /01(1 )" (w0 + 0(x — o)) (z — w0)>db.

Por lo tanto, si0 =1ty < t; < ... <t, =t es una particion de [0,t], denotando
por ABy, a la diferencia By, — By, |, y usando el teorema de Taylor:

n

f(Be) = f(Bo) = >_[f(By) — f(Bi,._,)]

k=1

- Zf Btk 1 ABk
+/ (1—0)S f"(By,_, + 0AB)(ABy)do.

Puede comprobarse que al tomar el limite cuando n — oo las sumas convergen
casi sequramente y entonces se obtiene la igualdad:

f(Bt)—f(Bo)z/lf’ )d B +/ 1-6 /f” )dsdf

_/f dB+0——‘/f”
_/f dB+/f”

Como ultimo comentario al respecto, esta formula es una version estocdstica
de la regla de la cadena del cdlculo diferencial usual y es comin escribirla en
su forma diferencial:

df (B,) = f'(B,)dB, + ; F(By)dt



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales
estocasticas

Una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) es una ecuacién que contie-
ne una funciéon de una variable independiente y sus derivadas, i.e y™ =
F(z,y,...,y"™Y), esta describe la evolucién de un sistema determinista.
Una ecuacion diferencial estocastica (EDE) puede surgir de varias formas, en
este trabajo se van a estudiar 3 maneras de abordar una EDE. La primera
como funcién de una v.a, es decir, cuando tenemos una ecuaciéon diferencial
de una funcién y(z) en la cual la variable x es una variable aleatoria X;. La
segunda como consecuencia de introducir un ruido aleatorio en una ecuacion
diferencial ordinaria y la tercera sera de manera general y teérica, estudiando
la forma:

dXt = b(t, Xt) + 0'(2‘:7 Xt)dBt,

Ahora abordaremos un ejemplo de una funcién de una variable aleatoria. Las
principales referencias bibliogréficas para este capitulo son [6], [15], [16], [17],
[23] v [26].

2.1. EDE como funcién de una variable
aleatoria

Supongamos que algiin fenémeno de la naturaleza esta regido por una
ecuacién diferencial ordinaria y™ = F(z,v,...,y™ ), en la cual la solucién

15
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tiene parametros libres que se interpretan como variables aleatorias. Al obtener
la solucién explicita de la ecuacion diferencial, dicha funciéon solucién sera
evaluada en puntos diferentes. Lo que es de interés es observar la naturaleza
de dicha solucion. Es importante senalar que la mayor parte de los fenémenos
estocasticos se manifiestan en una linea temporal, pero en muchos casos, la
estocasticidad se presenta en mas dimensiones, es decir, en tiempo y posicién.
Un ejemplo es la Ley de Darcy, en donde nos interesa saber como se filtra el
agua en distintas posiciones del espacio para poder conocer la recarga general
en un acuifero.

2.1.1. Ley de Darcy

En 1856 el ingeniero hidraulico francés Henry Darcy (1803-1858) se intereso
en la descripcién del flujo del agua a través de filtros de arena construidos
para purificar el agua [26]. Querfa obtener una descripcién cuantitativa del
proceso, lo que hasta ese momento no se sabia. Debido a esto disen6é un
experimento para medir la tasa del flujo (volumen de agua que pasa por
una superficie dada en un tiempo determinado) en dependencia de otros
pardmetros y variables fisicas. Como resultado del experimento encontré que
existia una relacion lineal entre las diferencias de la presion y la tasa del flujo,
hoy conocida como la Ley de Darcy [9]. Esta ley ha sido fundamental en
disciplinas que conciernen a flujo en medios porosos y se sigue usando hoy en
dia.

El experimento consistia de un cilindro vertical de 2.5m de alto y 0.5m de
didmetro lleno de arena, cerrado en cada uno de sus extremos por una placa
atornillada, salvo un pequeno orificio que permitia el paso del agua. En la
parte superior tenia un suministro de agua y un instrumento para medir la
presién del agua, llamado manémetro; y en el fondo una malla que mantenia
la arena en su lugar, un tubo para que el agua pudiera salir y otro manémetro
(ver Figura 2.1). Darcy midié la cantidad de agua que salia del fondo de la
columna por unidad de tiempo, @ (en litros por minuto) y la diferencia entre
la presion del agua en el extremo superior (p;) y la presion en el fondo de la
columna (ps). Nétese que si la presion en el fondo es més alta que en el extremo
superior no habra flujo de agua a través del fondo del cilindro. Por lo tanto,
es razonable medir la carga del agua, es decir, medir la presion en la parte
superior relativa a la presion atmosférica (hy), y medir la presion en el fon-
do relativa a la presién inducida por la gravedad en una columna de 2.5m, (hs).
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e Manometro

2.5m

Manometro

Figura 2.1: Esquema del experimento de Darcy (extraido de [27]).
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Después de muchos experimentos con distintas presiones, Darcy calculo la
proporcion y observd que ésta es constante:

Q p—g
hy — b

c. (2.1)

Analizando la ecuacion (2.1) podemos ver que como en una columna de dos
veces el ancho, la tasa de flujo se duplica, la constante también se duplicara.
Ademas, una columna de dos veces la altura necesita una diferencia del doble
de presion para producir la misma tasa de flujo. Si llamamos A al area de la
seccion transversal de la columna y L a su altura, entonces, dividiendo entre
L y reagrupando los términos en la ec. (2.1) obtenemos un nimero K > 0,
que sélo depende del tipo de arena, por lo cual:

@ hy — Iy

i K 7 (2.2)
En la ecuacion (2.2) hemos escrito una expresién que iguala dos ecuaciones
en diferencias, algo semejante a una derivada, midiendo la diferencia de canti-
dades sobre pequenos rangos y promediando. Por una parte, tenemos el flujo
de agua (volumen/tiempo) que cruza una superficie arbitraria, dividida por
el area de la superficie. Dicho flujo de agua es denotado por ¢. Esta cantidad
puede ser asignada para cada punto z, asi ¢(x) describe el flujo de agua en el
punto x.

En segunda instancia observamos la diferencia de presiones dividida entre
la distancia de los puntos en los cuales se midi6. En un punto z (escribiendo
p(z) como la presién en el punto z) y para pequenas distancias alrededor de él,
esto corresponde a la derivada de la presion respecto a una variable espacial.
Asumiendo por el momento, que estas cantidades son unidimensionales, y
denotando la variable vertical como x3, el lado derecho de (2.2) corresponde
con: —K %'

Ahora dando un tltimo paso vayamos a un espacio tridimensional. El flujo
q(z) debe ser considerado como un vector el cual tenga como magnitud el
flujo de agua y la direccién de la misma.

El lado derecho de la ecuacion (2.2) es el gradiente de p, denotado por Vp.
Considerando la presion como una cantidad distribuida en el espacio, Vp(z)
es el vector que apunta en direcciéon de mayor variacion de presion en x, su
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magnitud es la variacion de presion por distancia en esa direccién.

Podemos esperar que la direccién de los dos vectores coincida, el flujo

de agua en direcciéon de la mayor variaciéon de presion, este es el caso del
experimento de Darcy.
El gradiente de presion apunta hacia arriba, en la direccion de x3. El flujo es
exactamente hacia abajo. Escribiendo la ley en forma diferencial, obtenemos
la forma moderna de la ley de Darcy, en donde p(x) se sustituye por h(z), la
cual representa la altura al punto x:

B Oh(x)
q(z) = -K E

(2.3)

Esta ecuacién puede ser reescrita explicitamente en términos de su coefi-
ciente de proporcionalidad (conductividad hidraulica K):

K= krg. (2.4)

1

donde k es la permeabilidad, p la densidad, g la gravedad y p la viscosidad.

Denotando al gradiente J(= Lzhz) y definiendo la descarga especifica,
q, como el volumen de agua que fluye por unidad de tiempo, a través de la
seccion de area transversal, en direccion del flujo, obtenemos:

q=KJ. (2.5)

Donde ¢ = % yJ= @, otra expresion de la ley de Darcy.

2.1.2. Ecuacion de continuidad y ley de Darcy

En un estado estacionario, un fluido satisface la siguiente ecuaciéon de
continuidad y ley de Darcy:

= g(x). (2.6)
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wi(x
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Figura 2.2: Ecuacién de flujo unidimensional con recarga

Donde ¢(x) es la funcién de descarga especifica o flujo respecto de x, y h(x)
es la altura del agua. K es la conductividad hidraulica, g(z) es el término de
recarga/bombeo/inyeccién .

Ahora consideremos el caso de flujo subterraneo sujeto a recarga, como
se muestra en la Figura 2.2. Asumiendo que la conductividad hidraulica K
es uniforme y conocida, las ecuaciones que gobiernan el flujo en un dominio
unidimensional (2.6) y (2.7) pueden ser escritas de la siguiente forma:

C — —uw),

dx?

con condiciones de frontera:
h(0) = Ho,h(L) = L,

donde w(z) = —g(x)/K es un término de fuerza de acuerdo a la recarga,
bombeo o inyeccién.
Para hallar una solucién de h(z) basta con resolver la ecuacién diferencial:

d*h (z)
preaailil (x).
Lo cual nos arroja que:
dh @
(l’) _ w(X/) dX/+Co,

[e=]

dx
T rx
h(:c):/o /0 w (}') dx'dx + cox + ¢1.
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Sustituyendo en las condiciones de frontera:
/ / X)) dx'dx + cox + ¢1 = Ho,
/ / X)) dx'dx + cor + ¢ = Hp,.

por lo tanto la solucién de h(x) es

Ho+/ / dXdX+L{HL_HO_/ / dx’dx}

Para ilustrar la naturaleza del fendmeno en el cual la recarga es estocastica
en cada punto, consideremos un acuifero unidimensional a lo largo del eje z, de
longitud unitaria 0 < x < 1, en el que se tiene una carga hidraulica dada por
h(z). A lo largo del acuifero se presenta recarga o evaporacion, representados
por w(x). Suponemos recarga aleatoria, en principio w depende de x por lo que
podria ser diferente en cada punto del espacio. Aqui suponemos que es normal
con esperanza cero, varianza 1y constante (w es un campo completamente
correlacionado) E(w) = 0.1 y o, = 0.1. Discretizando el intervalo (0,1)
en 21 puntos sobre el mismo (incluyendo los extremos), calcularemos 100
realizaciones de h(x) aplicando la solucién que obtendremos sobre esos puntos
y un valor especifico de w obtenido como una realizacion normal con la media
y desvaciéon estandar especificadas anteriormente.

Al resolver la ecuacién diferencial, suponiendo w(x) = w constante con
las condiciones de frontera:

d*h(x) B dh(x C wrte
da? " odr 0
—wx2
h(z) = 5 +cor 4+
Entonces:
h(O) =C = 1,
—w
h(l) = 7 +co+cp = 09,

_2—w+1+00:0.9—>00:—0.1+%.
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Asi:
h(z) =—-% —0lz+%+1=%z—-2%)—0lz+1.
:%(m—x ) — 0.1z + 1.

Calculando la esperanza:
h(z) := E(h(z)) = E(%(:@ — %) — 01z +1) =

1
02 (x —2%) — 0.1z + 1 = 0.05(x — 2%) — 0.1z + 1.

h(z) = —0.052% — 0.05x + 1.

Usando la definicién:
Var(z) =E [(h(x) - h(m))z} :
Obtenemos la varianza:

Var(z) =E <(w( 2 +x) = 0.1z + 1) — (=0.052% — 0.052 + 1>>2]

2
——01x+1+005x —|—015x—1>]
2
<x2+005 +x(015+2—01)>]
w \2
<x2+005 + z(— 0.O5+2))1
w A\ 2
=FE < 7’ ——005 +x(—0.05+2)>]
2
(a:—x (w— 01))]

~E[(- x2>2<§> (- 0.17]

i
1@ =2°)%(0.0)
= i(:c —x?)2.



2.1. EDE COMO FUNCION DE UNA VARIABLE ALEATORIA 23

Usando que: Cov(h(x),h(y)) =E [(h(iﬂ) — h(z))(h(y) — h(y))] ;

Cov(h(z), h(y)) = E[(((=(~2% + 2) — 0.1z + 1) — (—0.052% — 0.05z + 1))

x ((%(—2312 4 y) — 0.1y + 1) — (—0.05% — 0.05y + 1))]
= B[S =) = 00)5(y — y)(w = 0.0)] =E |1 — )y — ) (w - 0.1
= i(fﬂ —2%)(y — y*)E [(w - 0.1)?]
= 4%(:6 —2*)(y —y°).
Por lo tanto:
cou(h(), h(y)) = 75 (& — )y — ¥?) (2.

La grafica de la Covarianza es:

0.005
0.000

-0 .[)[)55‘{

-05 ™
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La grafica de la varianza es:
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Usando lo anterior calculamos la correlacién:
_ cov(h(a), h(y))
\/var(h(x))var(h(y))

Entonces:
w2y -yt
Voo — 22255y — )
Esto implica que hay una relacién lineal entre las variables aleatorias h(zx) y
h(y).

Como el intervalo (0, 1) se dividié en 21 puntos, nos interesa calcular la
media de la recarga en cada punto para simulaciones distintas, obtenemos el
siguiente vector de medias:

(0.9506593, 0.9630021,0.9697119, 0.9411922, 0.9642633, 0.964903, 00.9559168,
0.9561505, 0.9560023, 0.9532952, 0.9567278, 0.9523944, 0.9542413, 0.9612313,
0.9686730, 0.9597784, 0.9564466, 0.9531193, 0.9537348, 0.9807817,0.9618103).

La media real es 0.1 y al restar obtenemos el siguiente vector:

(0.8506593, 0.8630021, 0.8697119, 0.8411922, 0.8642633, 0.8649030, 0.8559168,
0.8561505, 0.8560023, 0.8532952, 0.8567278, 0.8523944, 0.8542413, 0.8612313,
0.8686730, 0.8597784, 0.8564466, 0.8531193, 0.8537348, 0.8807817,0.8618103).
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Sus respectivas media y varianza:

Media = 0.8587636.
Varianza = 6.798678 x 1079,

La varianza de las realizaciones en cada punto es:

Varianza = 6.698806 x 1019,
Desviacién estandar = 2.588205 x 1079,

Mientras w es constante logramos simularla y obtuvimos resultados sen-
cillos de observar. En el caso donde w(z) deje de ser constante, se tendran

que usar métodos distintos. La funcién h(z,w) = ¥(z —2%) — 0.1z + 1 es la

siguiente superficie:

En la cual vemos la forma de las familias de funciones de h(z), haciendo
cortes en distintos valores de w.

Este ejemplo ilustra como es posible relacionar una ecuacion diferencial
ordinaria, usando valores estocasticos de la funciéon solucién. Como se observo
la funcion solucion de recarga tiene valores distintos dependiendo de la posicion
x; esto debido a que en la naturaleza la lluvia, que es la recarga natural de
los mantos acuiferos, es aleatoria en cada punto de la tierra y es de interés
conocer como se recargan los pozos.
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2.2. EDE a través de un ruido aleatorio

Definicién 2.2.1. Un ruido blanco es un proceso &(t), definido como la
derivada del movimiento Browniano:

4B

£(t) = o B;.

Este proceso no existe como una funcién de t, pues el movimiento Brow-
niano no es diferenciable en ningtin punto. Si o(x,t) es la intensidad del ruido
en el punto x, a tiempo ¢; entonces:

T T T
/U(Xt,t)é(t)dt:/ a(Xt,t)B;dt:/ o(X:,1)dB,,
0 0 0

que es una integral de It6 (ver capitulo 1, seccién 1.2). Las ecuaciones dife-
renciales estocasticas aparecen, por ejemplo, cuando los coeficientes de una
ecuacion diferencial ordinaria son perturbados por un ruido blanco.

Figura 2.3: Ruido blanco.

Ahora se mostraran algunos ejemplos que ilustran como surgen las ecua-
ciones diferenciales estocasticas a través de un ruido aleatorio. Aunque no
es la inica manera, nosotros seguiremos el método referido a los libros [15],
[16] y [17]. La mayor parte de los ejemplos que se abordaran en los siguientes
capitulos de aplicaciones surgen a través de un ruido aleatorio, por lo cual no
se mencionaran en esta seccion.
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Ejemplo 2.2.1. El ejemplo mds simple que ilustra todo lo anterior es el
modelo Black-Scholes-Merton de crecimiento con tasa de retorno desconocida.
Si Xy es el valor de $1 después de t unidades de tiempo, invertidas en una
cuenta de ahorro, la tasa de retorno satisface la EDO:

dX; dX;

—— = udt — = uX,

Xt /’L o dt /’L ty
donde p es la tasa de interés. Si la tasa es perturbada por un ruido p + o&(t),
donde o reprecenta la intensidad del ruido £(t), obtenemos la (EDE):

ax,
dt
Como &(t)dt = dBy, obtenemos que:

= (n+o&(t) Xe.

dXt = lLLXtdt + UXtdBt.

Este ejemplo sera estudiado mas adelante pues se emplearan distintos
métodos para hallar su solucién.

Ejemplo 2.2.2. La coordinacion de los movimientos humanos, particular-
mente cuando se repite un movimiento periodicamente ha sido investigado
extensivamente por psicologos, esto con el objetivo de tener un buen entendi-
miento del mecanismo neurologico que controla esta actividad.

El sistema neuroldgico sin duda es extremadamente complejo, pero a veces
una caracteristica dominante aparece y esta puede ser modelada para describir
su dinamica. Un ejemplo es el siguiente experimento: un sujeto se sienta en
una mesa con sus munecas fijas verticalmente en la mesa, moviendo el dedo
indice de cada mano periodicamente. Dependiendo si la frecuencia es elegida
por el sujeto o si esta es determinada por un cronometro, solo dos estados
son observados: un estado estable y simétrico, en donde los dedos se mueven
hacia adentro o hacia afuera juntos. O un estado estable asimétrico, donde
uno se mueve hacia adentro mientras el otro se mueve hacia afuera.

La caracteristica dominante aqui es la fase de diferencia ¢ de los dos dedos,
la cual es ¢ =0 en el caso simétrico y en el asimétrico es pg = m( 0 —p, pues
¢ toma valores médulo 2 ).

Se ha encontrado que el estado asimétrico repentinamente da lugar al estado
simétrico, cuando la frecuencia de las oscilaciones exceden cierto valor critico.
Sin embargo, el radio de esta frecuencia critica, cuando el sujeto escoge el
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ritmo del movimiento es la misma para todos los sujetos.

El modelo propuesto es la ecuacion diferencial ordinaria:
$ = —aseng — 2bsen(2¢),

donde a y b son parametros positivos que son determinados por la informacion
del expermineto. Cuando hay fluctuaciones en los datos, un ruido o&(t) es
anadido, resultando la ecuacion diferencial estocdstica:

dX; = —(asenX; + 2bsen(2X;))dt + odBy,
donde el proceso X; se interpretard modulo 2.

Ejemplo 2.2.3. Cuando se busca modelar el comportamiento de un satélite
en la atmdsfera hay que tomar en cuenta las rdapidas fluctuaciones de la
densidad atmosférica en la parte alta. Las cuales usualmente son incorporadas
dentro del modelo deterministico basado en la mecdnica newtoniana aleatori-
zando términos.

Un modelo que nace del problema de estabilizar un satélite en una orbita
circular es el siguiente:

T+ b(1+a&(t))x + (1 + b(t))senx — csen(2z) = 0,

donde x es la perturbacion radial de la orbita dada, £(t) es un ruido blanco,
a, b y c son constantes b, ¢ > 0.

Si hacemos que X; = (X}, X?) = (x, 1), la ecuacion anterior puede ser
escrita como una ecuacion diferencial estocdstica de dimension 2:

d A X; dt + 0 B
X2 ] \=bX? — senX} — csen(2X}) —abX}? — bsenX} r

Este dltimo ejemplo muestra como anadir un ruido blanco a un fenomeno
determinista puede derivar en EDE complejas, pero no serd resuelto dado que
excede los objetivos planteados para esta tesis.

Ejemplo 2.2.4. Ahora estudiaremos la influencia de un ruido blanco en el
sistema de Lorenz, un sistema no lineal deterministico. Fue estudiado por
primera vez en 1963 por el meteorologo Edward N. Lorenz. Dicho sistema
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es un modelo simplificado del comportamiento de la atmdsfera terrestre. Las
ecuaciones describen el flujo de un fluido en una caja la cual es calentada en
el fondo. Lorenz obtuvo el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales de dimension tres:

W~ b(y(t) — (1),
Z?; — pa(t) — y(t) — (t)=(t),
f; = 2(t)y(t) — Ba(t),

donde x(t) describe la intensidad del movimiento convectivo, y(t) es la di-
ferencia de temperatura entre el flujo ascentente y descendente, z(t) es la
desviacion de la linealidad del perfil de temperatura vertical, 6 el numero de
Prandtl, p el nimero de Rayleigh y 8 un factor de dominio geométrico. En la
Figura 2.4 podemos observar como todas las trayectorias se acumulan sobre
una forma parecida a la de una mariposa: un atractor extrano.

Figura 2.4: Ecuaciones de Lorenz deterministas
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El modelo estocdstico propuesto en [1] es el siguiente:

= 0(t) = 2() + 1&a(8),
% — pr(t) — y(t) — (1)2(t) + aaba(t),
Ccll_j = 2(t)y(t) — Bz(t) + o33 (L),

donde o;, i = 1,2,3 es la amplitud del ruido £(t), i = 1,2,3. Este tipo de
ruido aditivo aparece por ejemplo, en fallas de observacion cuando los errores
no dependen del sistema de estados. En la Figura 2.5 notamos como a pesar
de la perturbacion, las trayectorias se acumulan sobre la misma forma del
sistema determinista.

Figura 2.5: Ecuaciones de Lorenz con un ruido aleatorio
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2.3. Teoria general de ecuaciones diferencia-
les estocasticas

En este capitulo expusimos como generar EDE introduciendo un ruido
aleatorio a una EDO. Ahora definiremos de manera formal qué es una EDE y
se daran condiciones para la existencia y unicidad de la solucion. La principal
referencia bibliografica para esta seccién serd [23].

Sea (€2, %, P) un espacio de probabilidad y { B;} un movimiento Browniano
unidimensional adaptado a la filtracién {.Z; }1>o.

Definicién 2.3.1. Sean b(t,z) y o(t,x) dos funciones de [0,T] x R en R.
Una ecuacion estocastica es una ecuacion de la forma:

dXt == b(t, Xt) -+ U(t, Xt)dBt, (29)

definida para valores de t en el intervalo [0, T], y con condicion inicial la varia-
ble aleatoria Xy que se presupone Fo-medible e independiente del movimiento
Browniano. La ecuacidn (2.9) se interpreta como la ecuacion integral:

¢ ¢
X, = Xo —I—/ b(s, Xs)ds —I—/ o(s, Xs)dBs, (2.10)
0 0

en donde la primera es una integral de Riemann, mientras que la sequnda es
una integral estocdstica de Ito. Al proceso {X;} se le llama proceso de Ité.

Observando detalladamente la ecuacion anterior, notamos que los términos
Xo, b(t,z) y o(t,z) son conocidos, mientras que la incégnita es el proceso
estocastico { X;}. Los términos b(t, z) y o(t, z) son conocidos como coeficiente
de tendencia y coeficiente de difusién, respectivamente. El proceso solucion
puede interpretarse como el estado de un sistema que evoluciona de manera
determinista, gobernado por la parte no aleatoria de la ecuacién (la tendencia
o deriva), pero alterado por un ruido aditivo dado por la integral estocastica
(la difusion).

De manera andloga al caso de ecuaciones diferenciales deterministas,
existen teoremas de existencia y unicidad de la solucion de las ecuaciones
diferenciales estocasticas, buscando regularidad de los coeficientes b(t, x) y
o(t,x).
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2.3.1. Existencia y unicidad

Teorema 2.3.1. Teorema de existencia y unicidad
St los coeficientes b(t,x) y o(t,x) de la ecuacion (2.9) satisfacen la condicion
de Lipschitz en la variable x:

[b(t, ) = b(t,y)[* + |o(t,x) — o(t,y)* < K|z —y|?,
y la condicion de crecimiento en x:
[b(t,2)* + |o(t,2)* < K(1+ |zf*),

para alguna constante K > 0, entonces existe un proceso estocdstico {X;}
solucion de (2.9) que es adaptado a la filtracion, tiene trayectorias continuas,
es uniformemente acotado en L*(P), es decir, supg<,«r E(X?) < 00, y ademds
es unica en el sentido de indistinguibilidad. o

En tal caso, a dicha solucion se le conoce como solucion fuerte de la
ecuacion diferencial estocastica.

Proposicién 2.3.1. Férmula de Ito (II).

Si {X:} es un proceso de Ité dado por (2.9) y f(t,x) es una funcién de
clase C*, es decir, una funcion real diferenciable y con derivada continua en t,
y de clase C* en x, entonces el proceso {Y; = f(t, X;)} es también un proceso
de Ito y satisface la ecuacion estocastica:

dY; = fi(t, Xp)dt + f.(t, X3)d X, + ;fxx(t7 Xp)(dXy)?. (2.11)

Para darle un mayor sentido a esta formula introduciremos la tabla de
multiplicar de McKean:

dt dB;
a |0 0
dB; | 0 dt

Corolario 2.3.1. Si dX; = h(X;,t)dt + g(X, t)dB;, f € Ct ent y f € C?
en x entonces Yy = f(Xy,t) satisface la EDE:

L Of L Oof 1% of
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Ejemplo 2.3.1. Sea B; un movimiento Browniano. Para calcular la integral
estocastica:

t
/ B.dB.,
0

aplicaremos la férmula de Ité para la funcion f(x,t) = x* y haremos que

Xt — Bt'
Entonces:
ft :O, f;r =2ZL', f$$ =2.

Sustituyendo en la férmula de 1to:

1
dY, = 2(B))dB, + - (2)(dB,)’
— 2BtdBt + (dBt)2

d(B}) = 2BdB; + (dB;)* ,
como (dB;)? = dt e integrando:
t t
B2 = / 2B,dB, +/ dt,
0 0
de lo que podemos concluir que:

‘ 1
/ B,dB, = (B2 — 1.
0 2
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Capitulo 3

Métodos de solucion de EDE

Ya que sabemos qué es una EDE, como surgen y bajo qué condiciones
tenemos existencia y unicidad de la solucion; nos enfocaremos en desarrollar
métodos para encontrar el proceso estocastico que cumple con la EDE. Las
siguientes herramientas son sélo algunos de los muchos métodos para dar
solucién a una EDE, usaremos métodos analiticos y numéricos. Para este
capitulo las principales referencias seran [5], [16], [17] y [20].

3.1. Identificacion de coeficientes

Primero trabajemos una version de la férmula de It6:
A, = (fo(Xi,t) + L fua( X, 1) ) dt + fo(X,, £)dB,.

_Of 102 of
dX, = (E + 5@)&%— 5D

La técnica de este método es observar la ecuacién diferencial estocastica:
dXt = b(Xt, t)dt + O'(Xt, t)dBt,

e identificar algtin tipo de relacién entre los coeficientes b( Xy, t), o(Xy, t) con
. of 10°f of . , R
los coeficientes —— + ——=, = respectivamente en la formula de It6.
ot 20x? Ox

Por lo tanto, buscamos decidir si es posible resolver el sistema:

Cof 10

b(z,t) = m + 3922’

35
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of

o(x,t) = B (3.2)

Este método no funciona siempre, como veremos en algunos ejemplos
a continuaciéon. En dichos casos tenemos que sugerir ciertas soluciones e
identificar coeficientes de manera conveniente.

Ejemplo 3.1.1. Modelo de Black-Scholes-Merton.

Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica:
dX; = uXdt + o Xy d By, con Xyg=1x9,—0c0o< pu<oo,0>0.
Si suponemos que X; = f(t, By) entonces:

_Of 10 of
dX, = (E + 5@)dt + 5-dB,.

Observamos que de (3.1) y (3.2) se debe tener:

0
— 4+ ——= =uX; = puf Y —f:(th:O'f.
x or

De la ecuacidon del lado derecho obtenemos:

0
or _ of entonces f=e’*tI®)
x

0
af_ / aZf_ 2
E—g(t)f como w—af.

Para el lado izquierdo:

gt f+ ;UZf = uf
g(t)=p~— ;02.
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Integrando:

1
(1) = (1~ 5ot +c
Sustituyendo en la expresion de f, se tiene que:

Flt.2) = erHomdrie,
Tomando:
£(0,0) = e = x,
obtenemos:
F(t, x) = woe” =20,

Entonces la solucion viene dada por:

X = :EoeaBt+(“_%UQ)t.

Ejemplo 3.1.2. Para el modelo simple de crecimiento poblacional, tomamos
la siguiente EDE:

dN(t) = rN(t)dt + aN(t)dB; para  N(0) = Ny constante yr € R,a >0

Si observamos con detenimiento la ecuacion diferencial estocdstica, nos da-
remos cuenta que es un caso particular de la ecuacion del modelo Black-
Scholes-Merton, donde 0 = o yr = p . Por lo tanto la solucion es de la
forma:

N(t) = NogoBr=3oie,

Nota 3.1.1. Ya que tenemos de forma explicita la solucién de N(t), usaremos

nuestro conocimiento del comportamiento de B; para extraer informacion
1

sobre esta solucion. Sabemos que N(t) = NoeBrtr=30%) entonces:

1. Sir > %ozz entoncesr—%oz2 >0y N(t) = oo sit— o0 cs.

2. Sir < ia* entonces v — 3a® <0 y N(t) = 0 sit — oo c.s.

3. Sir= %042 entonces r — %aQ =0y N(t) fluctuard entre valores arbitra-
rios pequenos y grandes conformet — oo c.s.
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Los resultados anteriores estan sustentados en la Ley del logaritmo iterado
(véase pdg. 121 de [25]):

B
lim sup L =1 cs

t=oo .\ /2tlog(log(t))

Esta ley estipula que la oscilacion de By puede medirse por y/2tlog(log(t)),
en otras palabras, la divergencia o convergencia del limite:

lim Non‘B”(T_%O‘Q)t
t—o0 ’

depende tinicamente del coeficiente (r — 1a?).

Movimiento browniano geométrico

20

15

10

0.0 02 04 06 08 1.0
Tiempao

Figura 3.1: Simulaciéon del movimiento Browniano geométrico.
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Ejemplo 3.1.3. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Sea la ecuacion diferencial estocastica:
dX; = —aXdt + odB;, con Xog=x9,0>0.

Usemos el método de identificacion de coeficientes. Entonces:

of 102%f af
o oo Frid
Del lado derecho obtenemos que:
o _,
ox
Integrando:
f=ox+g(t) .
Sustituyendo en el lado izquierdo obtenemos la ecuacion diferencial siguiente:
of 10%*f
R ).
ot * 2 0z? alow +9(1))

Como no conocemos con facilidad la solucion de la ecuacion diferencial
anterior, tomaremos la siguiente sugerencia:

t
X, = a(t)(Xo +/ b(s)st> con a(0) =1.
0
Esta sugerencia funciona pues derivandola:

dX; = a'(t):(i;) + a(t)b(t)dB;.

Obtenemos una EDE similar a la que buscamos resolver y siguiendo una logica
similar al método anterior, comparamos los coeficientes:

Xy

—aX; = a/(t)a(t)

y o =a(t)b(t).

Para el lado izquierdo:
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o
b(t) = —
0=
= ge
Por lo tanto:
t t
X = e (Xo + / oe™dB,) = ' X + / oe* DB, m
0 0

A continuacion se muestra la grdifica de una simulacion del proceso de

Ornstein- Uhlenbeck.

Proceso Ornstein-Uhlenbeck

10

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Tiempo

Figura 3.2: Simulacién del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.
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Ejemplo 3.1.4. Puente Browniano

Considere la ecuacion diferencial estocdstica:

—X,

1—t

Si intentamos usar el método de identificacion de coeficientes obtenemos el
stguiente sistema:

dX, = dt +dB; com Xo=0, Xy =0yt ec|0,1).

of + 1827][ _ —X of _ 1
ot "2022 1-t UV ox
Del lado derecho obtenemos que:
of
U
ox ’
integrando:
f=z+g(t).

Sustituyendo en el lado izquierdo obtenemos la ecuacion diferencial siguiente:

of 1% _ —(a+g(t)

ot 2022 1—t
Al no conocerse la solucion, la propondremos con la forma siguiente:

t
X = a(t) (Xo +/ b(s)st> con a(0)=1.
0
Esta sugerencia tiene sentido pues al derivar:

X, = a’(t);(i:) + a(t)b(t)dB,.

Comparando con la EDE a resolver notamos la similitud, por lo tanto hay que
resolver el sistema siguiente:

a'(t) -1
= — t)b(t) = 1.
T Tioe v emh
Entonces es claro que:
1
=1- =—.
a(t) t asi b(t) T

Por lo tanto:

Xt:(l_t)/t 45

0l—s
A continuacion se muestra la grafica de una simulacion del puente brow-
niano.
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10

XD MWWM

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-20

Figura 3.3: Simulacién del puente browniano.

Ejemplo 3.1.5. Considere la ecuacion diferencial estocdstica:
X 1
— dt dB Xo=0.
T Tt en o

Supongamos que f(t, B;) = X;, usando el método de identificacion de coefi-
cientes:

dXt -

of J1o°f __ f of _ 1.
ot 2022 14t v or 1+t
Para el lado derecho
x
= —— +g(t).
f=1 90
Sustituyendo en el lado izquierdo:
T /
. )= ——2
(1+®2+g() T
T , 5+ 9(t)
. )=t 27
ETEREAY 1+t

Despejando el valor de ¢'(t):
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t)
iy = 9
AU
Integrando:
1
t) =

9(1) (1+1)

Por lo tanto f es:
Fo x n I 1+

1+t 14+t 1+t

Y la solucion final tiene la siguiente forma:

1+ B
Xt: + t.
I+t

La grifica siguiente muestra algunas trayectorias de soluciones iniciando
XO — 10

Trayectorias

9.95 10.00

980
|

0.0 02 04 0.6 08 1.0
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Ejemplo 3.1.6. Considere la ecuacion diferencial estocdstica:
dX; = —X,dt + e 'dB;; con Xy = xo.

Supongamos que f(t, By) = X;. Usando el método de identificacion de coefi-
cientes:

2
Para el lado derecho se tiene que:
f=xe "+ g(t).
Sustituyendo en el lado izquierdo:
—ze” +g'(t) = —f
=—xe ' —g(t).

Despejando ¢'(t):

Integrando:

Por lo tanto f toma la forma de:
f= et +eley = e_t(x +c1).
Por la condicion inicial:
Xo = f(0,By) = ¢ = zp.
Entonces:
Xi=e"Bi+70) m
La grd{ica stguiente muestra algunas trayectorias de soluciones iniciando
Xo = 155

Dados los ultimos ejemplos, la pregunta que surge es: jqué pasa si nuestro
intento por resolver el sistema de ecuaciones (3.1), (3.2) fracasa? Es aqui
donde tenemos que buscar métodos de aproximacion de soluciones adecuados.
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Trayectorias

0.015
|

0.005
|

-0.005
|

Tiempo

3.2. Meétodo de diferencias finitas

Explicaremos primero cual es el método de diferencias finitas para EDO o
también conocido como el método de Euler. En la industria y en la ciencia,
las ecuaciones diferenciales ordinarias, muchas veces son resueltas de forma
numérica; pues algunos problemas del mundo real son muy complicados de
resolver de manera analitica. La idea basica del método es la siguiente:
Suponga que queremos resolver el siguiente problema en el intervalo 0 <t < T"

u = f(t,u), u(0)=ue. (3.3)

Mas que buscar una solucién continua definida en cada instante ¢, desa-
rrollaremos una estrategia para discretizar el problema, asi determinar una
aproximacion discreta en tiempos discretos del intervalo de interés. Por lo
tanto reemplazaremos el modelo (3.3) con una aproximacién discreta a la
cual es posible calcular una solucion.
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Para esto dividiremos el intervalo 0 <t < T en N segmentos con magnitud
constante h. Este salto es h = T/N. Esto define una sucesiéon de tiempos
0 =tg,t1,....,txy =T, donde t, =nh, n=0,1,..., N. Suponga que conocemos
la solucién wu(t,) del problema inicial al tiempo t,; jcomo estimaremos la
solucion al tiempo t,417 Integrando la ecuacién (3.3) de ¢, a t, 1 y usando
el teorema fundamental del calculo:

zd%ﬂ)—uuwzzﬂf“f@ﬂoﬁ. (3.4)

La ultima integral puede ser aproximada usando la siguiente regla:

Wtner) — u(ty) = Bf (tn, ul(ts)). (3.5)

Si denotamos por u, a la aproximacion de la solucién u(t,) en t = t,,
entonces la ultima féormula sugiere la recursion siguiente:

W(tne1) = u(ty) + hf(tn, uy) 6 Uppr =Up + hf(tn, uy). (3.6)

Si u(0) = ug entonces la ecuacién (3.6) es un algoritmo para calcular las
aproximaciones uq, us, ...,etc. de manera recursiva en los tiempos tq, ts, ... La
aproximacion discreta que consiste de los valores ug, uy, us, ..., es llamada la
solucion numérica para el problema de condicién inicial.

Ahora aplicaremos el método de Euler de EDO a EDE, asi como una
modificaciéon llamada Método de Milstein. Este tltimo consta de anadir una
refinacion en la expansion de Taylor. Existe una teoria muy vasta en este tipo
de técnicas, reunidas en la teoria de Runge-Kutta la cual se puede consultar
en [24].

3.2.1. Método de Euler

Consideremos ahora un proceso de Itd {X;;tg <t < T} que satisface la
ecuacion diferencial estocdstica:
dXt = f(Xt7 t)dt + g(Xt7 t)dBtv

en typ <t <7, con la condicién inicial X;, = Xj.
Sea tg =719 <1 < ... < 7y =T una distretizacion del intervalo [to,T]. Una
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aproximacion a la solucion es un proceso estocéstico continuo Y; = {Y;; ¢ <
t < T}, que satisface la regla iterativa:

Yn+1 = Yn + f(Tm yn)<Tn+1 - Tn) + g(Tnv yn)<BTn+l - BTn)' (37)

paran =0,1,2,..., N — 1 con la condicién inicial Yy = Xy y donde
Yn = Y(Tn)

Escribiremos como: A,, = 7,41 — 7T,,, al n-ésimo incremento de tiempo, y
llamaremos: § = max, A, al maximo salto. También tomaremos la mayor
parte de las veces la discretizacién homogénea 7,, = tog + nd, con 6 = A, =
A= TJ_VtO para algun entero N tal que 6 € (0,1). Si el término g de la EDE
es cero, entonces la ecuacion diferencial estocastica se vuelve una EDO.

La sucesion {y,,n =0,1,2,..., N} de valores de la aproximacién de Euler
(3.7) en la discretizacién {7,,n = 0,1,2,..., N} puede ser calculada de manera
similar al caso deterministico. La principal diferencia es que ahora necesitamos

generar incrementos aleatorios:

AB, = B, ., — B,

Tn+1

paran =0,1,2,...., N — 1 del movimiento Browniano {B;,t > 0}. Sabemos
que los incrementos son variables aleatorias normales e independientes, con
esperanza E(AB;) = 0 y varianza E((AB;)?) = A,,. Usaremos una sucesion
de nimeros aleatorios normales, creados por un generador aleatorio.

Para simplificar la notacién escribiremos como: F' = F(7,,y,) a cada
funcién F definida en R x R. Asf la aproximacion (3.7) tomard la forma:

Yn+1 = Yn + fAn + gABn (3'8)

Ejemplo 3.2.1. Para ilustrar dicho método usemos un ejemplo del cual ya
tengamos la solucion explicita para poder comparar.
Considera la ecuacion diferencial estocdstica:

dXt = lLLXtdt + O'XtdBt,

con Xog=mxp,—00<pu<oo,0>0 tel0,T]

FEsta EDE ya fue estudiada en el ejemplo 3.1.1 que corresponde al modelo
Black-Scholes-Merton, cuya solucion es:

X = .ToeaBﬁ(“*%UQ)t.
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Ahora usaremos el método de Fuler y veremos si las soluciones coinciden.
Dada la formula recursiva:

Usando la discretizacion homogénea 0 = ty = 79,t1 = 71, ...,tn, = ™v = T,
donde A, =% =7, y AB,=B, ,—B,, Yy=X,.
Para:

f=pXy, g=oX.
De manera recursiva obtenemos que:
Y1 = Yo + oo + oyoABo = yo(1 + pldo + o ABy)
Y2 = y1(1 + plAo + cABy)
Si A; = 71,; de forma general para cualquier n:
Ynt1 = Yo ﬁ)(l + Ty + 0AB;).

Ahora mostraremos que la formula anterior converge a la solucion dada
en el ejemplo 3.1.1.

Demostracion:

X, = o B b
n 2 n
— 13060 Zi:O ABHF('U‘*%) Zi:O A

n 2
. o .
=y [T erPt- )
i=0
Usando la expresion en serie de potencias de la funcion exponencial:
2

ﬁ [ oAB; +(N—* Az} =T ﬁ [1 + oAB; + ,UAZ — %Az

i=0
I (O’ABz + (2,1‘L - (TZ)AZ)Q
LB DA

Al ser los términos:
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_L;Ai 4 (UABH-(;!_L;)Ai)? n (UABZ'—F(;_L;)Ai)g L

de orden muy pequeno y ademds A; = T,:

n

xoeaBH-(u—%a?)t = 1, H [1 + ur, + O'ABZ}
=0

Lo que concluye la demostracion. n

Ahora generemos aprozimaciones equidistantes en el intervalo de tiempo
[0,1], de tamario dt = 27° para el proceso de Ito:

dXt = lLLXtdt + O'XtdBt,
donde Xg =1, u= 1.5, o = 1. Grafiquemos la aprorimacion lineal y la
solucion exacta para alguna trayectoria del movimiento Browniano.

La grafica siguiente muestra la solucion real en color negro y en rojo la
aprozimacion usando el método de Fuler, auziliados del programa R.
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Programa' en R:

# Pardmetros

mu = 1.5

sigma = 1

Xcero = 1

dt = 2" (-9)

T=1

n = T/dt

t = seq(0, T, by = dt)

# Solucion explicita: browniano geométrico
dB = sqrt(dt) * rnorm(n)

B = ¢(0, cumsum(dB))

Bgeom = Xcero * exp((mu - sigma”2/2) * t + sigma * B)
plot(Bgeom)

# Fuler

R =38

Dt = R * dt

tR = seq(0, 1, by = Dt)

k= T/Dt

EM = numeric(k + 1)

EM[1] = Xcero

for (iin 2:{

k+ 1

A

dBEM = sum(dB[{
(i-2)*R + 1

o

(i-1) *R

H)

EM[i] = EM[i - 1] + mu * EM[i - 1] * Dt + sigma * EM[i - 1] * dBEM }
# Representacion grdfica ——————————

mazxy <- maz(c(Bgeom, EM))

plot(t, Bgeom, t = "l", ylim = ¢(0, maxy), zlab = , ylab =,

lwd = 2)

lines(tR, EM, col = red’, lwd = 2)

'Este programa fue extraido de [5].



52 CAPITULO 3. METODOS DE SOLUCION DE EDE

3.2.2. Meétodo de Milstein

Ahora mostraremos el método propuesto por Milstein. Este consta de
usar una modificacién de la féormula usada en el método de Euler. Dicha
modificacién es anadir un término mas de la expansion de Taylor. Sea la
ecuacién diferencial estocastica:

dXt = f(Xt7 t)dt + g(Xt7 t>dBt
Entonces la férmula recursiva del método de Misltein es:

1 !
Yni1 = Yo+ fAn+ gAB, + 599 {(AB,)* — A} (3.9)

, 0
Donde f = f(z.t).9 = gla.t) y o/ = 5.

Una forma intuitiva de mostrar que este método es mas exacto que el de
Euler, es usando el movimiento Briwniano geométrico.
Si tenemos la EDE:

dXt = ,uXtdt + UXtdBt.

Usando el Lema de It6 para la funcién f(X) = log(X) obtenemos:

1
leg(Xt) = f/(Xt)dXt + §f”(Xt)Xt20'2dt

1 1
= —(dX;) — =odt
X, X = 50
1 1
= ?(uXtdt + 0 X,dBy) — 502dt
t

= (p— 502)(115 + odB,.
Integrando la igualdad anterior:
log(X;) — log(Xo) = (u — ;Uz)t + o B;.
Agrupando y aplicando la funcién exponencial:

1
X, = Xpexp ((u — 502)15 + aBt>.
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Usando una aproximacion cémo en el método de Euler, pero en un intervalo
de tamafio t + At:

t+At t+At 1 2
Xiyar = Xteft odBut [ (n=go?)dt.

Usando la féormula de Taylor para la funcién exponencial:

1 1
Xt-i—At ~ Xt(l + ,LLAt — §U2At + CTABt + 50_2(AB,§)2)
1 1
= Xt + f(Xt)At — §XtO'2At + g(Xt)ABt + §Xt0'2(ABt)2

= X+ (X)L + g(X)AB, + Sg(X)g/(X)(AB,) — Af).

Lo que corresponde con la expresion recursiva del método de Milstein. El
anadir el ultimo término de la serie de Taylor genera una mejor aproximacion
en comparacion con el método de Euler.

Ejemplo 3.2.2. Generemos aproximaciones equidistantes en el intervalo de
tiempo [0,1], de tamano dt = 272 para el proceso de Ito:

dXt = lUXtdt + UXtdBt,

donde Xo =1, u= 1.5, o =1. Grafiquemos la aprorimacion lineal y la
solucion exacta para alguna trayectoria del movimiento Browniano.

Solucion:

La grifica siguiente muestra la solucion real en color negro y en azul la
aproximacion usando el método de Milstein, auziliados del programa R. Y
para este ejemplo tomamos la funcion gg' = %(72)(}.
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Solucién real y aproximacion

Tiempo
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Programa® en R:

# Pardmetros
mu = 1.5
stgma = 1
Xcero = 1
dt = 2" (-9)
T =1
n = T/dt
= seq(0, T, by = dt)
# Solucion explicita: browniano geométrico
dB = sqrt(dt) * rnorm(n)
B = ¢(0, cumsum(dB))
Bgeom = Xcero * exp((mu - sigma”2/2) *t + sigma * B)
plot(Bgeom)

# Milstein

M = numeric(k + 1)

MJ1] = Xcero

for (iin 2:{

kE+ 1

A

dBEM = sum(dB[{

(i-2)*R + 1

ot

(i-1) *R

)

M[i] = M[i - 1] + mu * M[i - 1] * Dt + sigma * M[i - 1] * dBEM + 0.5 *
sigma™2 *

M[i- 1] * (dBEM"2 - Dt)}

# Representacion grifica de ambos métodos—-—

mazy <- maz(c(Bgeom, EM, M))

plot(t, Bgeom, t = "l", ylim = ¢(0, mazxy), zlab = , ylab =,
lwd = 2,main="Solucion real, método de Euler y Milstein.")
lines(tR, EM, col = red", lwd = 2)

lines(tR, M, t = "l", col = "blue', lwd = 2)

2Este programa fue extraido de [5].
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Por dltimo, comparemos los métodos de Fuler y Milstein. La grdafica si-
guiente muestra la solucion real en color negro, en rojo la aprorimacion usando
el método de Euler y en azul la aprozimacion usando el método de Milstein.

Solucion real, método de Euler y Milstein.

0.0 02 04 06 08 1.0

Se puede observar que la aproximacion usando el método de Milstein estd mas
cerca de la solucion real, por lo tanto es una mejor aproximacion.



Capitulo 4

Aplicaciones de EDE

Este capitulo comprenderd un conjunto de aplicaciones relacionadas a
diversas ramas de la ciencia. Las principales referencias seran [11], [15], [16],
[17] y [18].

4.1. Matematicas financieras: Modelo de Black-
Scholes

El uso de teoria de probabilidad para valuar instrumentos financieros
basados en la aleatoriedad, es una de las principales aplicaciones del calculo
estocastico. Lo siguiente sera desarrollar la teoria para poder encontrar el
valor de una opcién de compra o venta europea'.

Una opcién de compra (venta) es el derecho mas no la obligacién de
comprar (vender) una unidad de activo subyacente a un determinado precio
K a un tiempo pactado 7', donde el costo del subyacente St es estocastico(ver
figura 4.1). Por lo tanto el valor del derivado financiero Xr también es
estocdstico. La opcién de compra (venta) también es llamada call (put).
Ahora se daran algunas definiciones necesarias para la comprension de la
teoria.

Un portafolio es un par de procesos {a} v {b;} los cuales describen de
manera respectiva, el niimero de unidades de activo con precio S; y de bono

IExisten dos tipos de opciones: europeas y americanas. Las europeas se ejercen en un
tiempo pactado T', mientras que las americanas se pueden ejercer en cualquier momento
del intervalo de tiempo (0, 7).

57
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Precio del stock

ol JM
K Wn

| T | | T |
0.0 0.2 0.4 T 06 0.8 1.0

Tiempo

Figura 4.1: Grafica de una opcion.

con precio D;, que debemos mantener al tiempo ¢; ambos pueden tomar
valores positivos y negativos. El componente «; debe ser .#;-previsible; es
decir, que solo dependa de la informacion hasta el tiempo ¢, pero sin incluir £.
El valor V; de un portafolio (o, b;) al tiempo t estd dado por:

‘/t = OétSt + tht-

Si (ay, b) es un portafolio con precio del stock S; y precio del bono D, en-
tonces: (ay, by) es auto-financiado <= dV; = adS; + b;dD;. Esta definicion
nos dice que el cambio del valor de portafolio a cualquier momento ¢, sélo se
debe a cambios en el subyacente y no a la constitucién del mismo.

Supongamos un mercado que consta de un bono sin riesgo D y un activo
riesgoso S con volatilidad o, y un contingente dado por X (payoff) en eventos
hasta el tiempo T. Una estrategia de replicado para X es un portafolio

t
auto-financiado (ay, by) tal que: / olaldt < ooy Vp = apSr+bpDy = X.
0
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Es importante crear una estrategia de replicado pues al ser X el valor de
un derivado, es necesario saber cuanto hay que pagar por ¢l al tiempo 7'. Por
lo tanto, queremos saber cuanto vale hoy, dado un modelo estocéstico para
los distintos valores de S y D.

Para el modelo de Black-Scholes propondremos la existencia de r, u y o
deterministicas tales que el precio del bono y del stock son:

Dy = exXp (T’t),
Sy = Soexp (ut + o By),

donde r es la tasa de interés sin riesgo, o es la volatilidad del stock, u es la
deriva del stock y Sy es el precio del stock en el tiempo 0.

Llamemos D' al proceso de descuento del crecimiento del dinero en el
bono, formemos un stock descontado Z, = D; 1S, y un payoff descontado
DX, es decir:

Zy = D7'S; = D;'Spexp (ut + oB;) = Soexp ((p — )t + 0 By).
Por lo tanto:
Zy = Soexp ((u—r)t + oBy).

Si hacemos que Y; = log(Z;/Sy), obtenemos que:

Yi= (4—r)t+ 0By,
dY; = (u—r)dt + odB;.

Para dar solucion a esta ecuacién usaremos un caso particular lema de Ito
que dice:

Lema 4.1.1. 57 X es un proceso estocastico que satisface dX; = pdt + od By
y f es una funcién C* entonces Y; = f(X;) es un proceso estocdstico que
satisface:

adY; = (pef'(X3) + ;0,52 "(Xy))dt + (o f'(Xy))dB;.

Tomando Z; = exp(Y;) la EDE que satisface Z; es:
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1 2
dZy = Z,((n -t + 507 )dt + 0dB,).

Utilizaremos ahora el teorema de Cameron-Martin-Girsanov (cuya demos-
tracién se puede encontrar en [18]) que dice:

Teorema 4.1.1. Si By es un P-movimiento Browniano y s €s un proceso
F -previsible que satisface:

1 /T,
Ep[exp(i/ o7 dt)} < 00,
0
entonces existe una medida @) tal que:
1. Q es equivalente a P; i.e: P >0 <= () > 0.
2. % = exp ( — fOT YdBy — %fOT yfdt)
3. B, =B, + fOT vsds es un QQ-movimiento Browniano.

En otras palabras, B; es un @QQ-movimiento Browniano con deriva —vy; al
tiempo t.

Por lo tanto existe una medida () equivalente a la medida original P y un
(Q-movimiento Browniano B; tal que:

dZt == Uthét.

Por lo tanto Z; una martingala bajo ). O en otras palabras, transformamos
el proceso original en uno sin deriva bajo la nueva medida Q).

Ahora necesitamos un proceso que al tiempo T coincida con el payoff
descontado y también que sea una (-martingala. La forma de obtenerlo es la
siguiente:

N; = Eq(D7' X |.%).

El teorema de la representacién martingala nos sera de gran utilidad (cuya
demostracion se encuentra en [18]):
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Teorema 4.1.2. Supongamos que M; es una QQ-martingala cuya volatilidad
oy satisface la condicion de ser diferente de cero (c.s). Entonces si Ny es
cualquier otra Q-martingala, existe un proceso .F -previsible « tal que:

/OT a?oldt < oo c.s.
y N puede ser escrita como:
T
Ne=No+ [ audM,
Y ademas, o es inico.
Este ultimo brinda un proceso previsible « tal que:
dN; = aqdZ;.
Al tiempo T el valor de nuestro portafolio es:
arSr +brDr = arSr + (Nr — arZr) Dr,

pues aplicando el descuento D; ', N, = b, + a,Z,, entonces:

QTST + (NT — OéTZT)DT = aTST 4+ (Dt_lX — OZTBt_IST — OzTZT)DT
= X.

Por lo tanto la estrategia de replicado es mantener a; unidades de stock al
tiempo ¢t y mantener by = N, — aZ; unidades en el bono.
Asi el valor V; del portafolio esta dado por:

‘/;g = OétSt + tht == DtNt.

Proposicion 4.1.1. Regla del producto:
Consideremos X; y Y, dos procesos estocdsticos que satisfacen:

dXt = /,Ltdt + Utht-
dY, = ~,dt + pbB,.

Entonces:
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d(Xt}/;) == Xtd}/;f + }/;det + O¢Pt-
Ahora usando la regla del producto obtenemos que:

dV, = DydN; + N,dD;
= aDydZ; + (by + a4 Zy)d Dy
= o(DydZ, + ZydDy) + byd Dy
= ad(D;Z;) + bydD;
= adS; + bydD;y.

Por lo tanto es auto-financiado. Después de lo anterior se puede concluir que
todos los reclamos X, conocidos hasta el tiempo T, tienen estrategias de
replicado y el precio del contingente X al tiempo ¢ < T estd dado por:

Vi = DiEq(D7'X|F) = e Eq(X|.7),
donde @ es la medida martingala para el stock con descuento D; 'S;.
El payoff de una opcién call esta dado por:
max {Sy — K} = (Sr — K),.

Ahora queremos encontrar Vj, el valor de la estrategia de replicado, es decir,
el precio de la opcion al tiempo cero. Sabemos que este valor esta dado por:

‘/0 = eirTEQ[(ST - K>+]

Dicho valor s6lo depende del valor del Stock al tiempo T', entonces necesitamos
encontrar la distribucién marginal de S bajo (). Dado que @ es la medida
bajo la cual:

dZt = O'thét,

con B, (Q-movimiento Browniano, usando la regla del producto y la definicién
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de D' =e

d(D;'S,) = oD;1S,dB,
=dD; 'S, + D, 'dS,
= oD;'S,dB,
=de S, + e "dS,
= ae_TtStdét
= (=r)e S, + e S, dt
= oe_”Stdét,
= dS; — rS;dt
= UStdBt.

lo cual arroja la siguiente EDE:
dSt = TStdt + O'Stdét.
Esta EDE tiene solucion:
1, ~
Sy = Spexp ((r — 30 )t +o0By).
Por lo tanto podemos decir que:
St = Spe™ donde X ~ N((r — 10T, o°T).

Para poder hallar las formulas de Black-Scholes para call y put europeas
necesitaremos auxiliarnos en el siguiente lema cuya demostracion se encuentra
en [18]:

Lema 4.1.2. Suponga que X ~ N(u,0?). Entonces para a, b cualesquiera
niumeros reales:

E[eX|X > b] = et 2ot @

)

d 1 (z—p)
donde d = =btetas® d(d) = / e 22
7 —o0 /2702
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Ahora usaremos el lema 4.1.2 para una call europea:

Vo = e "TEq(X (Sr)|%0)
=e¢ "TEq((St — K)+|%)
= ¢ TEq((Soe” — K)4|%0);

donde Y ~ N((r — 302)T, 0*T). Entonces:

V= [ (St — K)o S
0= (& 06 — +F6 204T y
—0 27T o2

como Spe! — K >0 < y > ln(%)

— T /OO (Spe? — K) 71 6—4(?!_“;%20T2)T>2 dy
In £) ’ V2rTo?

So
) 1 (y—(r—3o%)1)?
= Spe T / eY——=e 221 —
m(£)" VarTo?
1 = (—4oHm)?

22T dy

K | (o) VoTt
Usando el lema 4.1.2:
—ln(sﬁo) + (r = LoH)T + 10°T
T )
—ln(sﬁo) + (r — §02)T>
) ()
In(%2) + (r+ 16?7 o n(32) + (r = 30T
7 ) — KeTa( 7 )

Por lo tanto si definimos a ¢[S;, T, K| como el precio de una opcién call al
tiempo :

1 1
% — Soe—rTe(r—§JQ)T+§J2T(I) (

—Ke*Tch(

= SOcI>(

CQ[S(), 717 K] == Soq)(dl) — Ke_TTCI)(d2>,
en donde dy = dy — o/T.
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Definamos a p;[S;, T, K] como el precio de una opcién put al tiempo ¢.
Para hallar el precio de dicha opcién usaremos la féormula siguiente que es
llamada paridad put-call:

po[S(], T, K] = C()[S(),T, K] + K€_TT — So;

entonces:

po[So, T, K] = So®(dy) — Ke "™'®(dy) + Ke ™ — S,
= So(®(dy) — 1) + Ke7"T(1 — ®(dy))
= So®(—d1) — Ke " ®(—dy).

Por lo tanto:
polSo, T, K] = So®(—dy) — Ke "' ®(—ds).

Una pregunta que surge al obtener las férmulas put y call es cuanto stock
serd requerido en cualquier punto del tiempo para construir el derivado de
manera artificial. Para esto observamos que si:

d(valor de la opcidn)

A pu—
d(valor del stock)

donde delta refleja el cambio del precio de la opciéon causado por el cambio
del valor del stock y si suponemos que el derivado X es una funcion del valor
terminal del precio del stock, entonces X = f(S7) para alguna funcién f(s) y
se tiene:

Teorema 4.1.3. Si el derivado X es igual a f(St), para alguna f(s) entonces
el valor del derivado al tiempo t es igual a V; = V (S, t) y estd dada por la
formula:

V(s,t) = exp (—r(T — t))]EQ(f(ST)|St = s),

y entonces la estrategia de cobertura estd dada por: A = %—Z(St,t).

Demostracion. Para mostrar que la estrategia de cobertura estd dada por
A = 92(8,,t), debemos recordar que:

dSt = TStdt + O'Stdét. (41)
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Y ademds el valor del derivado estd dado por:
V(s,t) =exp (—r(T —t))Eq(f(ST)|S: = s). (4.2)
Ahora, utilizando la generalizacion de la formula de Ité 2.3.1 obtenemos:

oV 125ﬂ9v oV
Ds 1osr ot

De la condicion de auto-financiamiento:

AV, = d(V (S, 1) = (rSi—— )ﬁ+@&?)wt@$

d‘/t = OétdSt —+ btht. (44)
Sabemos que dDy = rDdt, entonces:

AV, = oy (rS;dt + 0S;dBy) + byr D dt,

= (Oét?"StOét + thDt)dt + O'Oétstdét. (45)

Usando el método de identificacion de coeficientes de las ecuaciones (4.3)
y (4.5) notamos que oy = 8V y en nuestra nueva notacion:

oV
Os’
lo que indica que el monto de stock en el portafolio de replicado en cualquier

momento es la derivada del precio de la opcion con respecto del precio del
stock.

Ahora si usamos que oy =

de deriva de (4.3) y (4.5):

%—Z , Vi = Sy + by D, e igualamos los términos

8V 1 32V oV

OétTSt(Jét + thDt = ’T‘St a QSE 8 2 375
0V 1 PV oV
A U T

Reordenando los términos obtenemos la ecuacion diferencial parcial de Black-
Scholes:

ov 1 2 282\/ oV
- T = 0. 4.
rs P + 55 + 5 rV (4.6)
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Ejemplo 4.1.1. Calculemos el precio de una opcion de compra cuyo precio
de ejercicio es K = $60, Sq = $62, vence en 40 dias, o = 0.32 y r = 0.04.
Usando la formula de B-S obtenemos el siguiente cdlculo:

In(82) + (0.04 + (0.5)0.322) 20
g, — o) £ (40) )36 _ (4038791,
(0.32),/%

4
dy = d; — (0.32) 3605 = 0.2979455.

Por lo tanto:

$(0.4038791) = 0.6554.
$(0.2979455) = 0.6179.

Sustituyendo en la formula:

co[So, T, K| = So®(dy) — Ke™ " ®(dy)
= (62)(0.6554) — (60)e~©"35 (0.6179)
— $3.72296.

Ast el precio de una opcion de compra con los datos ya mencionados es de
$3.72296.
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4.2. Redes neuronales estocasticas

El interés actual en las redes neuronales se basa en la riqueza teodrica
y la dindAmica del modelo; pero la mayor parte recae en el deseo de usarlo
como herramienta para el desarrollo de redes artificiales. En el desarrollo
computacional existen muchas perturbaciones estocasticas que afectan las
redes y es importante conocer como estas perturbaciones afectan la estabilidad
de los sistemas.
La red neuronal propuesta por Hopfield puede ser descrita por la ecuacién
diferencial ordinaria siguiente:

1 d
City(t) = _Eui(t) +>Tg(us(t), 1<i<dt=>0, (4.7)

j=1
donde la variable u;(t) representa el voltaje de la salida de la i-ésima neurona.
Cada neurona estd caracterizada por una entrada de capacitancia? C; y una
funcién de transferencia g;(u).

El elemento T;; de la matriz toma el valor + Rlij 0 —R%j; dependiendo de la
inversion de la salida de la j-ésima neurona que estd conectada con la entrada
de la i-ésima neurona a través de la resistencia R;;.

La resistencia paralela en la entrada de la i-ésima neurona es:

1

>4 Tyl

)

La funcién de transferencia no lineal g;(u) es sigmoidal (véase Figura 4.2),
acotada entre +1 y —1, no decreciente, con pendiente maxima en u = 0,
Lipschitz continua con las propiedades siguientes:

ugi(u) >0y |gi(u)| < 1A Bilul, en —oo < u < o0;

donde f; es la pendiente de g;(u) en u = 0, también se supone positiva y finita.

2La capacitancia entre dos conductores que tienen cargas de igual magnitud y de signo
contrario es la razon de la magnitud de la carga en uno u otro conductor con la diferencia
de potencial resultante entre ambos conductores.

_Q
C=,

C=Capacitancia, Q=Carga eléctrica y V=Diferencia de potencial.
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Figura 4.2: Forma de una funcién sigmoidal.

Si definimos:

1 T;

i

bi = ﬁ y Qij = 57
entonces la ecuacion (4.7) puede ser reescrita como:
d
W (t) = =bu;(t) + > ai;g;(u;(t), 1<i<n, (4.8)
j=1
o de forma equivalente:
a(t) = —Bu(t) + Ag(u(t)), (4.9)
donde:

u(t) = (ur(t), ..., ug(t))’, B = diag(by, ..., by),
A= (aij)axa,  g(u) = (g1(u1), ~-~7gd(ud))T-
Es 1til ver que:
d
bi = Z |aij|, para 1< < d.
j=1

Supdngase que existe una perturbacién estocéstica en el sistema neuronal,
esta es descrita por la ecuacion diferencial estocastica:
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dX, = [-BX, + Ag(X,)|dt + o(X,)dB; t>0. (4.10)

La ecuacion (4.10) es una perturbacién estocastica de la ecuacion (4.9).
En textos mas especializados el interés recae en saber como la perturbacion
estocdstica afecta la estabilidad de la ecuacién (4.9). Es decir, si la ecuacién
(4.9) es estable, interesa saber si la ecuacién (4.10) parmanece estable o no.
De forma reciproca, si la ecuacién (4.9) es inestable, es de interés saber si
la ecuacion (4.10) es estable o inestable. Para un analisis mas profundo se
recomienda el libro [19], pues en este se abordan temas sobre la estabilidad o
no-estabilidad exponencial, ejemplos especializados cuya teoria se desarrolla
de manera completa pero de un nivel que no corresponde con el enfoque de
este trabajo.

Ejemplo 4.2.1. Supongamos un caso 2-dimensional donde g : R?> — R?
definida como g : (z,y) = (v +y;2 —y),0 =1, A= - , by =2

entonces:

ax;\ _ (b 0 (X} Lt -l X!+ X7 N dB}
dX? 0 by) \X? -1 2 ) \X} - X? dB?
B ( b X} +2X2 +dB} )

b X2+ X} — 3X2 + dB?

Por lo tanto obtenemos el sistema:

dX} = 2X} +2X2 + dB!
dX} = X! + dB}
con condicién inicial (X}, X2) = (0,0). Para este ejemplo se deberdn usar

técnicas que superan lo desarrollado en esta tesis, por lo tanto se omitird la
solucion.
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4.3. Filtro de Kalman-Bucy

Al proceso de estimar el estado de algin sistema con un ruido en las
observaciones se le conoce como filtrado. El filtrado es un paso importante en
el proceso de optimizar control estocastico, reconstruir senales de radio o el
seguimiento de una nave, procesos quimicos e ingenieria civil. Hay tres tipos
de filtrado:

1. Prediccion: El objetivo es obtener al tiempo k informacion acerca del
vector de estado al tiempo k + [, para algin [ > 0, usando mediciones
hasta el tiempo k; es claro que la prediccion esta relacionada con la
estimacién de la informacion.

2. Estimacion: El objetivo es recavar informacién del vector de estado al
tiempo k, usando mediciones hasta el tiempo k.

3. Suavizado: El objetivo es obtener informacion acerca del vector de
estado al tiempo k& — [ para algin [ > 0, usando mediciones hasta el
tiempo k; el suavizado requiere algtin retraso en la producciéon de la
informacion acerca del vector de estado comparado con la estimacion.

Suponga que el estado del proceso X; es un proceso Gaussiano® que
satisface la ecuaciéon diferencial estocéstica:

donde A es una matriz de dimensiéon (m x m), C' de dimensién (m x m),
y B; es un movimiento Browniano m-dimensional. Para asegurar que la
solucion de X; es Gaussiana, el valor inicial X, debe ser una variable aleatoria
normal. Suponga también que el proceso de observacién Y; es un proceso
m-~dimensional, que estd relacionado con X; a partir de la ecuacion:

dY; = HX,dt + TdB;, (4.12)

con Yy = 0, donde H es una matriz m x m dimensional, I' es una matriz de
m X my B} es un movimiento Browniano m-dimensional. Para cada ¢t > 0 sea
A; la o-algebra generada por Xy, Ys y B, para 0 < s < ¢,y ), la o-algebra
generada por las observaciones Y, entonces ); C A;.

Asi el Filtro de Kalman-Bucy usa la esperanza condicional:

3Un proceso {X (t),t € T} es un proceso gaussiano o normal si para cualquier coleccién
finita t1,...,t, en T, el vector (X (¢1),..., X (t,)) tiene una distribucién normal.
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Xt - E(thyt)
Como estimacion del estado X;, es la mejor estimacion de X; con:
E(|X, — X?) <E(IX. - Z[*),

para todo proceso Z; m-dimensional ), medible. Esta estimacion X; es )
medible, proceso Gaussiano y con la misma media y varianza que X;.
De hecho la matriz de covarianza del error:

S(t) = E((X; — X) (X — X)),

satisface la ecuacion matricial de Riccati:

Cg = AS +SAT + BBT — SHT(ITT)'HS,

con valor inicial S(0) = E(X,X]). Ademés la estimaciéon X, satisface la
ecuacion diferencial estocdstica:

dX, = (A= SH"('T") "' H) Xdt + SH"(I'T")~'dY;.

Los detalles de esta ultima construccion son técnicos y complejos, pero pueden
ser consultados en [15] y [17].

Ejemplo 4.3.1. Veamos que el filtro de Kalman-Bucy en el caso escalar con
X; = Xo donde E(Xy) =0, E(X2) = 0? con:

dX, =0  dY, = X,dt + dB;

y Yo = 0 arroja la estimacion:

2
- o

-7y,

Pl r o2t !

Para ello, primero notamos que en este ejemplo, A = B = 0, H,I' = 1.
Entonces la ecuacion matricial de Riccati toma la forma:
ds
— = -5 4.13
7 (4.13)

Al resolver esta ecuacion diferencial obtenemos:
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Al sustituir la condicién de frontera S(0) = o2 y simplificando:

1
S(0) = — = o?
0=—=0
1
Cl_ﬁv
entonces:
1
S(t) =
®) S+t
1+ te?

Como S(t) satisface la ecuacion diferencial estocdstica:

debemos hallar la tsolucio”n.
Sea I(t) = exp (/ S(s)ds), entonces:
0

d(X,1(1)) = —I(1)S(t) Xudt + I(£)S(£)dY; + S(t)I (1) Xyt
= I(t)S(t)dY,.

Ahora integrando por partes, tomando uw = (S(t)I(t)) yv=Y; :
X1(0) = (10s@) - | V(1S ) d.

Usando que (SI)) = S'I + SI' = §' + SST = (S + S*)I = 0, pues es la
condicion que arroja la ecuacion matricial de Riccati (4.13), asi obtenemos
que:
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4.4. Dinamica poblacional

El modelo mas simple de crecimiento poblacional es la ecuacion exponencial
Z = az, donde a es el coeficiente de crecimiento de Malthus, que usualmente es
positivo. Las variaciones del ambiente pueden ser modeladas afiadiéndole un
ruido a 4 0&;, para un proceso de esperanza cero. Ya se ha discutido en varias
ocasiones que al anadir este ruido blanco, obtendremos una ecuacion diferencial
estocastica. Para el caso deterministico y el estocastico en un ambiente natural
con recursos limitados el crecimiento exponencial es insostenible.
Bajo estas circunstancias es necesario anadir una capacidad de carga, esto
sustituyendo a por a(K — x). Asi obtenemos la ecuacién lineal cuadratica de
Verhulst:

T =a(K —2)x, (4.14)
que a veces es escrita en la siguiente forma:
&= \r — 2% (4.15)
Modificando el pardametro A en (4.15) por A+ &, obtendremos la ecuacion
diferencial estocastica:
dX, = (A\X; — X})dt + 0 X, dB,, (4.16)

Para resolver esta ecuacion diferencial estocédstica usaremos el siguiente méto-

do:
Sea la EDE con la forma:
dXt = (CLXZZ + )\Xt)dt ‘I— CXtdBt;

entonces X; tiene la forma general:

t 1
Xo=0u(X " +all—n) [ €17 1ds)

0

donde:

©; = exp (At + cBy).
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Para comprobar que efectivamente verifica de EDE original calculamos:

X, = d0,(Xi +a(t —m) [ ©17as) ™
= d(e)t)(Xéin + a(l — n) /Ot @?71d8)ﬁ + @ﬂi(X&fn + a<1 . n) /Ot @?71d8)ﬁ

t _1
= (Adt + cdBy) exp (M + ¢By) (X3 + a(l —n) / o1 1ds) ™"
0

+06 L<CL(1 - n)@"’1> (Xk" +a(l—n) /t @"’%ls)ﬁdt
1-n ¢ 0 0o %
— (\dt + cdB) X, + aX'dt = (aXP + AX,)dt + cX,dB,.

Para nuestro cason =2,a = —1, A y ¢ = o. Por lo tanto:

O = exp (At + 0 By);

X, = 6(X" + /0 "0,ds) .

Sustituyendo el valor de ©;:

t _
X: = (exp (Mt + aBt))(Xo’l +/0 exp (As + aBs)ds) '

B exp (At + o By)
— 4

(Xo—l +/0 exp (s + O’BS)dS)
B exp (Mt + o By)

1 Xo [t

(Yo + Xo/o exp (As + aBs)ds)
B exp (At + o By)
= )

?0(1 + XO/O exp (As + aBs)ds)

Xpexp (/\t + aBt)

14+ Xy /Ot exp (()\3 + aBs)ds'
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Trayectoria

10

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
Tiempo

Figura 4.3: Grafica de una solucion.

Por lo tanto la solucién de la ecuacién diferencial estocastica (4.16) es:

Xpexp (/\t + O'Bt)

X, = (4.17)

; )
1+ XO/O exp ()\s + O’Bs>d8

La figura 4.3 es una simulacién del proceso anterior con A =3, Xg =10y
o=1.
Para el caso deterministico:

zoeM

o) = o) (4.18)

la grafica se muestra en la Figura 4.4. En comparativa, podemos apreciar el
comportamiento erratico al rededor de la solucién ordinaria en la figura 4.5.
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Solucion ordinaria
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0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
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Figura 4.4: Grafica de una soluciéon deterministica.

Comparacién

10

0.0 02 04 06 08 10

Tiempo

Figura 4.5: Grafica de solucién deterministica y una trayectoria.
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4.5. Cinética de proteinas

Hay ecuaciones estocasticas equivalentes a muchas ecuaciones diferenciales
ordinarias que modelan cinética en quimica, las cuales son derivadas aleatori-
zando los coeficientes de las mismas. Por ejemplo la cinética de la proporcion
x de una de las dos posibles formas de alguna proteina puede ser modelada a
partir de la ecuacién diferencial ordinaria:

t=a—z+ (1l —x), (4.19)

donde 0 < x <1, y la otra porcion es y = 1 — x. Podemos meter un ruido al
término A, descrito por A + o&;, para un ruido blanco &;.

Si:
d
dif:a—ﬂm(l—x),
entonces:
dx
o =a—z+z(A+0&)(1— 1)

=a—z+ a1l —2z)+x0&(1 —x).
Ast:
dr =[a— x4+ 2A(1 — z) + 20&(1 — x)]dt

=la— x4+ 21 —2)]dt + [xo&(1 — x)]dt
=la—z+ 21 —2z)|dt + [zo(1 — x)]dB;.

Por lo tanto, la EDE a resolver en este caso es:

La soluciéon de la ecuacion anterior no es conocida de forma explicita. La
ecuacion (4.20) también tiene aplicacion en genética, donde X, representa la
proporcion al tiempo ¢ de uno de dos posibles alelos de algin gen (modelo de

Wright-Fisher).
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Solucién aproximada

30
I

15 20
I

10

0.0 02 0.4 06 0.8 1.0

Figura 4.6: Grafica de la proporcion.

Ahora brindaremos una aproximacién nimerica de la soluciéon de la EDE
(4.20) usando el método de Euler y un programa en R:

Supéngamos que « =8, A =150 =1, Xg =1, dt = Wlo()' Entonces para
una trayectoria del movimiento Browniano en el intervalo [0, 1], la solucion
aproximada se muestra en la figura 4.6.

A continuacién se muestra la grafica de la solucién deterministica:

Y es comparada con la trayectoria de la solucién aproximada de la EDE.
En esta comparacion es evidente el comportamiento erratico alrededor de la
solucion deterministica.

Se simulé la solucién de la ecuacién (4.20) utilizando el siguiente programa

de R:
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Solucién aproximada
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Figura 4.7: Solucién deterministica
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Figura 4.8: Comparacion de las dos soluciones.
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#Solucién aproximada

T=1

n = 1000
X0=1
alpha = 8
lambda= 1.5
sigma = 1

dt = T/n
t = seq(0,1,by=dt)

dW = rnorm(n, 0, sqrt(dt))

X = ¢(X0)

for (i in 2:(n+1)) {

Xli] = X[i - 1] + alpha*Dt - X[i - 1]*Dt +
lambda * X[i - 1]*(1-X[i - 1])*Dt +

sigma * X[i - 1]*( 1- X[i - 1]) * dW[i-1] }
plot(t,X, type = "l";main="Solucién aproximada")




82

CAPITULO 4. APLICACIONES DE EDE



Bibliografia

[1] Agarwal, S. Wettlaufer, J. (2015). Maximal stochastic transport in the
Lorenz equations. Physics Letters A.

[2] Allen, E. (2007). Modeling with Itd stochastic differential equations. Sprin-
ger.

[3] Bachelier, L. (1900). Theorie de la speculation. Ann. Sci. Ecole Norm.
Sup 17, 21-86.

[4] Baxter, M. Rennie, A. (1996). Financial calculus. An introduction to
derivate pricing. Cambridge, Unitedd Kingdom.

[5] Berrendero, J. Integracion estocastica.
http : [/ Jwww.uam.es/personal__pdi/ciencias/joser /docencia/intest/2013-
intest PracticasR.html

[6] Bear, J. (1972). Dynamics of fluids in porous media, Dover, Nueva York.

[7] Brown, R. (1828). A brief account of microscopical observations made in
the months of June, July, and August, 1827, on the particles contained in
the pollen of plants; and on the general existence of active molecules in
organic and inorganic bodies, Philosophical Magazine N. S. 4, 161-173.

[8] Casarrubias, S. F, Tamariz M. A. (2012). Elementos de Topologia General.
Sociedad Matematica Mexicana.

[9] Darcy, H. (1856). Les fontaines publiques de la ville de Dijon: Exposition
et application des principes a suivre et des formules a employer dans
les questions de distribution d’eau: ouvrage terminé par un appendice
relatif aux fournitures d’eau de plusieurs villes au filtrage des eaux et a la
fabrication des tuyaux de fonte, de plomb, de tole et de bitume.

33



84 BIBLIOGRAFIA

[10] Einstein, A. (1956). Investigations on the theory of the Brownian move-
ment. Dover.

[11] Fima, C. Klebaner (2005). Introduction to stochastic calculus with ap-
plications. London: Imperial College Press.

[12] Higham, D. J. (2001). An algorithmic introduction to numerical simula-
tion of stochastic differential equations.

[13] Ito, K. (1974). Probabilistic methods in differential equations. Lectures
Notes in Mathematics 451. Springer-Verlag.

[14] Karatzas, I . Shreve, S. (1998). Brownian motion and stochastic calculus.
New York: Springer.

[15] Kallianpur, G. (1980). Stochastic filtering theory. Springer-Verlag New
York.

[16] Kloeden, P. E. y Platen E. (1999) Numerical solution of stochastic
differential equations. Springer—Verlag.

[17] Oksendal, B. (2000). Stochastic differential equations. An Introduction
with Applications. New York: Springer-Verlag.

[18] Steele, M. (2001). Stochastic calculus and financial applications. Springer

[19] Mao, X. (2011). Stochastic Differential Equations and Applications.
Philadelphia: Woodhead Publishing.

[20] Kempthorne, P, Choongbum, L, Strela V, and Xia, J. 18.5096 Topics in
Mathematics with Applications in Finance. Fall 2013. Massachusetts Insti-
tute of Technology: MIT OpenCourseWare, https://ocw.mit.edu. License:
Creative Commons BY-NC-SA.

[21] Schilling, R. L., Parzsch, L. (2012). Brownian motion: An introduction
to stochastic processes. Germany: De Gruyter Graduate.

[22] Rincon, L. (2012). Introduccién a los procesos estocésticos.
[23] Rincon, L. Introduccion a las ecuaciones diferenciales estocasticas.

[24] RoBler, A. (2003). Runge-Kutta methods for the numerical solution of
stochastic differential equations. Shaker Verlag.



BIBLIOGRAFIA 85

[25] Morters, P. Peres, Y. (2008). Brownian motion. lectures of the department
of statistics - University of California.

[26] Schweizer, B. (2015). Darcy’s law and groundwater flow modelling. Snaps-
hots of modern mathematics from Oberwolfach No. 17.

[27] Wang, H. F. Anderson, M. P. (1982). Introduction to groundwater mo-
deling. New York.

[28] Zahri, M. (2010). Numerical solution of a stochastic Lorenz attractor.
Journal of numerical mathematics and stochastics. Vol 2.



	Portada 

	Introducción 
	Índice General

	Capítulo 1. Preliminares 

	Capítulo 2. Ecuaciones Diferenciales Estocásticas   

	Capítulo 3. Métodos de Solución de EDE
	Capítulo 4. Aplicaciones de EDE 

	Bibliografía

