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Método de cuantizacién de Dirac en la cosmologia polimérica y

cosmologia f(R)

Héctor Antonio Fernandez Meléndez

Resumen

En este trabajo de tesis se realiza una cuantizacién polimérica, mediante el for-
malismo de la integral de camino, de un modelo cosmolégico de tipo Friedmann-
Robertson-Walker. Partiendo desde el tratamiento clédsico, se consideran las can-
tidades geométricas de longitud, drea y volumen asociadas al factor de escala
a, como diferentes variables dindmicas para describir la dindmica cosmoldgica,
de manera que al pasar al régimen cudntico, estas cantidades hereden las pro-
piedades de la geometria cudntica, propias de los fundamentos de la teoria de
gravedad cuantica de lazos. Se buscan soluciones numeéricas tipo instantén en la
dindmica polimérica cosmolégica, las cuales podrian sugerir de manera efectiva,
propiedades cudnticas en el sistema, no encontrando soluciones que cumplieran
con las condiciones necesarias para ser consideradas como instantones. También
se hace un breve estudio clasico de modelos cosmolégicos modificados a partir de
teorias f(R) cuadraticas, en el cual se busca encontrar una buena formulacién
hamiltoniana clasica, asi como un buen tiempo para la descripcién dindmica.

Abstract

In this thesis work a polymer quantization is applied to a Friedmann-Robertson-
Walker cosmological model, via the path integral formalism. Starting from the
classical treatment, the geometrical quantities of length, area and volume, as-
sociated with the scale factor a, are considered as different dynamical variables
to describe the cosmological dynamics, such that, when passing to the quantum
regime, these quantities inherit the quantum geometry properties, characteristic
of the Loop Quantum Gravity. Instanton numerical solutions are searched in the
cosmological polymer dynamics, which may suggest, effectively, the presence of
quantum properties on the system, not finding solutions that fulfill the needed
conditions to be considered as instantons. We also make a classical analysis of
modified cosmological models by means of a quadratic f(R) theory, where we
look for a good classical Hamiltonian formulation, as well as for a good time
parameter to describe the dynamics.
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Prefacio

De manera general, este trabajo de tesis pretende realizar un pequeno aporte a un viejo problema
de la fisica tedrica: la gravedad cuédntica. Diversos enfoques han sido utilizados para enfrentar a
este problema, todavia ninguno con éxito. Nosotros centraremos nuestra atencién tnicamente en el
enfoque conocido como teoria cuantica de lazos. Sin entrar en detalles acerca de la teoria completa, se
plantea la posibilidad de encontrar, de manera indirecta, una solucién a un problema particular que
posee dicha teoria. El problema consiste en que esta teoria requiere una eleccién fija de la topologia,
mientras que cualquier teoria cuantica de la gravedad satisfactoria debe incluir cambios de topologia
como proceso dindmico [1]. Nosotros creemos que es posible que se puedan obtener estos cambios
de topologia en un contexto cosmoldgico estandar si consideramos los efectos cudnticos derivados
de una cuantizaciéon polimérica, que es la cuantizacién que se obtiene de aplicar las caracteristicas
propias de la teoria cudntica de lazos. La cuantizacién polimérica no es equivalente a la cuantizacién
estandar y se caracteriza por heredar el cardcter no-perturbativo de la teoria cuantica de lazos, ya
que contiene informacién acerca de las propiedades cudnticas de la geometria del espacio-tiempo,
e.g. su caracter discreto. Por tanto, si podemos obtener “cambios de topologia” en un contexto
simplificado como este, indicaria que es posible obtener el mismo resultado en el contexto de la
teoria completa.

La propuesta de trabajo e idea principal detrds de esta tesis, consiste en aplicar el método de
cuantizacion de Dirac a diferentes modelos cosmolégicos. Comenzamos por aplicar la cuantizacion
polimérica a un modelo cosmoldgico de tipo Friedmann-Robertson-Walker mediante el método de
la integral de camino. Lo anterior con el objetivo de que al aplicar esta cuantizacion, las cantidades
geométricas que definen al espacio-tiempo, en este caso el factor de escala, hereden propiedades de la
geometria cudntica de manera efectiva. Una vez que obtengamos la dindmica cosmoldgica efectiva,
el objetivo es buscar soluciones de tipo instantén con las que es posible calcular la probabilidad
de transicién entre dos estados vacios de la teoria. Esto significaria que existe cierta probabilidad
de que el universo sea capaz de cambiar de estado de vacio y con ello puedan cambiar también
las propiedades topolégicas del mismo, obteniendo asi la dindmica topolégica que no ha podido ser
establecida para la teoria completa de gravedad cuantica de lazos.

Como trabajo secundario, se buscan estudiar modelos cosmoldgicos generalizados mediante lo
que se conoce como gravedad f(R). En particular nosotros tomamos una teoria f(R) cuadrética
para la gravedad aplicada al contexto cosmoldgico y realizamos un andélisis a nivel clasico de esta,
ampliando asi el espectro de modelos cosmolégicos que pueden estar sujetos a estudio.

El trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se plantea
el problema de la gravedad cudntica, que es la motivacién de fondo sobre la que gira este trabajo.
Se dan argumentos de por qué es importante encarar este problema y se hace una breve descripcién
de los dos enfoques mas populares que abordan este tema. En el Capitulo 2 se presenta el punto de
partida para una cuantizacién canénica de la gravedad: la formulacién Hamiltoniana para las teorias
de norma. Una vez establecido el aspecto cldsico de las teorias de norma, se procede a presentar el
programa de cuantizacion de Dirac, que sirve para cuantizar sistemas clasicos con constricciones;
asi como también se introduce el método del ‘promedio sobre el grupo’, que le brinda la definicién
de un producto interno a la cuantizacion de Dirac. La representaciéon polimérica de la mecanica
cuantica es construida en el Capitulo 3, exponiendo sus aspectos cinematicos y dindmicos. Con
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ayuda del teorema de Stone- von Neumann, el cual es presentado brevemente al inicio de este mismo
capitulo, esta construccién permite comprobar que esta representacién en efecto es no-equivalente a
la representacion estandar de Schrodinger. En el Capitulo 4 es ejemplificada una de las aplicaciones
de la cuantizacién polimérica, mostrando las diferencias que presenta respecto a la cuantizacién
estandar. Luego, en el Capitulo 5, presentamos el modelo cldsico para una cosmologia tipo FRW
para posteriormente proceder a realizar la cuantizacién polimérica del modelo. En el Capitulo 6
presentamos la dindmica cosmolégica efectiva que obtuvimos en el espacio euclideo. En el Capitulo
7 se hace una breve introduccién de las teorias f(R) para posteriormente analizar de manera cldsica
la formulacién candnica para un modelo cosmolégico f(R) cuadrético considerando dos casos: un
universo sin materia y un universo con un campo escalar de materia. Finalmente, en el Capitulo 8
presentamos las conclusiones del trabajo realizado, asi como las posibles extensiones del mismo.

De manera adicional, se agregan un par de apéndices que complementan el trabajo presentado.
En el Apéndice A calculamos la amplitud de evolucién temporal de una particula libre con una
constriccién topoldgica. El resultado obtenido es aplicado en el trabajo ya que uno debe resolver
mateméticamente el mismo problema al aplicar la cuantizaciéon polimérica usando la integral de ca-
mino. Mientras que en el Apéndice B mostramos los cédigos computacionales que se utilizaron para
resolver numéricamente las ecuaciones que aparecen en este trabajo. Aqui también se mencionan
algunas consideraciones que se tomaron en cuenta para realizar estos cdlculos numéricos.



Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Necesidad de una teoria de gravedad cuantica

Actualmente el modelo estdndar de particulas de la fisica — descrito en términos de la teoria
cuantica de campos — y la teoria de relatividad de Einstein proporcionan una descripcién nota-
blemente exitosa de nuestras observaciones, estableciéndolas como los dos pilares fundamentales
de la fisica tedrica [2]. En particular, la mecdnica cudntica nos ha llevado a la fisica atémica, la
fisica nuclear, la fisica de particulas, la fisica de la materia condensada, los semiconductores, los
laseres, las computadoras, la éptica cuantica, etc. Mientras que la relatividad general nos llevé a
la astrofisica relativista, la cosmologia, la tecnologia GPS y més recientemente nos esté llevando a
realizar astronomia por medio de ondas gravitacionales [3].

Por el momento se sabe que existen cuatro fuerzas fundamentales que describen adecuadamente
a la naturaleza: la gravedad, el electromagnetismo, la fuerza nuclear fuerte y la fuerza nuclear
débil. Nuestro entendimiento de la gravedad se encuentra basado en la teoria de relatividad general
de Albert Einstein, la cual se encuentra formulada dentro del marco de la fisica clasica. Por otro
lado, las otras tres fuerzas fundamentales de la naturaleza se encuentran descritas en términos de
la mecédnica cudntica y la teoria cudntica de campos, formalismos completamente diferentes a la
relatividad general para la descripcion de los fenémenos fisicos.

Un modelo del universo, de acuerdo a la relatividad general, consiste en una variedad espacio-
temporal con una métrica cuya curvatura se encuentra determinada, mediante las ecuaciones de
Einstein, por el tensor de estrés-energia-momento asociado a la distribucién de materia. Todas las
cantidades fisicas — e.g. el valor de una de las componentes del campo eléctrico en un punto dado,
el escalar de curvatura del espacio-tiempo en otro cierto punto, etc — siempre tienen un valor bien
definido dado por numeros reales. Es decir, en este sentido se dice que son cantidades clésicas.
En contraste, las teorias fundamentales que describen a la materia y a la energia, es decir, las
teorias que describen la interaccién de particulas mediante la fuerza electromdgnetica y las fuerzas
nucleares fuerte y débil, son todas teorias cudnticas. En las teorias cuanticas, las cantidades fisicas
no tienen valores bien definidos en general, sino que se encuentran descritas mediante un estado
cuantico que da una distribucién de probabilidad para los posibles valores que puede tomar. Y
mientras que si intentamos ganar especificidad acerca de una de las propiedades del sistema (con
esto queremos decir que se desea estrechar la distribucién de los posibles valores), inevitablemente
en consecuencia, estaremos perdiendo especificidad acerca de su propiedad conjugada canénica. A
esto se le conoce como principio de incertidumbre de Heissenberg.

Actualmente, uno de los més profundos problemas en la fisica tedrica consiste en encontrar una
teoria que integre a la relatividad general — que modela a la gravedad y es aplicada a la descripcion
de estructuras a gran escala como los planetas, las estrellas, las galaxias y el universo mismo —
con la mecdnica cudntica, que describe a las demds fuerzas fundamentales de la naturaleza (el
electromagnetismo y las interacciones nucleares fuerte y débil) a escala atémica.

En primera instancia uno podria pensar que la incompatibilidad entre ambas teorias podria ser
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resuelta si cuantizamos el campo gravitacional, de manera analoga a como se hace con el campo
electromagnético en la electrodinamica cuantica. Sin embargo, la relatividad general no ha podido
ser cuantizada y sigue siendo una teoria completamente clasica. Utilizando los mismos métodos
de cuantizacién que fueron exitosos para otras interacciones fundamentales, uno no llega a ningin
resultado exitoso. Este fue el camino a seguir por la comunidad de la fisica tedrica, pero al hacerlo
se encontraron con problemas técnicos extraordinarios, cercanamente relacionados con un conjunto
de dificultades conceptuales.

Las dificultades conceptuales surgen esencialmente de la naturaleza misma de la interaccién
gravitacional. En particular surge de la equivalencia entre la masa inercial y la masa gravitacional,
que permite representar a la gravedad como una propiedad del espacio-tiempo mismo, en lugar de ser
representada como un campo propagandose en un espacio-tiempo de fondo. Por tanto, si queremos
cuantizar la gravedad, por ejemplo, mediante una cuantizacién candnica, uno cuantiza cantidades
estrictamente geométricas. Dado el principio de incertidumbre de Heissenberg, uno esta sujeto a las
fluctuaciones cuanticas, lo que implica que uno tiene una descripcién que involucra fluctuaciones del
espacio-tiempo mismo. Ordinariamente, la teoria cudntica supone un espacio-tiempo fijo de fondo
respecto al cual mide las fluctuaciones, por tanto uno se encuentra no solo con el problema de cémo
tomar estas fluctuaciones respecto a la estructura del espacio-tiempo, sino también con el problema
de dar una explicacién conceptual y fisica de la teoria que resulte [4].

Es decir, en gran parte, la dificultad de crear una teoria consistente a toda escala de energia
a partir de las teorias de relatividad general y de la mecdnica cuanitica viene de las diferentes
suposiciones que cada una de estas teorias hace acerca de cémo funciona el universo. La relatividad
general propone un modelo en el que la gravedad corresponde a la curvatura del espacio-tiempo,
la cual cambia ante la presencia de materia y energia. Mientras que la teoria cudntica de campos,
considerada como una teoria que describe a las particulas fundamentales, depende de campos que
se encuentran definidos sobre un espacio-tiempo fijo de fondo, que corresponde al espacio-tiempo
plano de Minkowski de la relatividad especial. Esto no quiere decir que la gravedad no pueda ser
cuantizada; en realidad, la gravedad si puede ser realmente cuantizada, pero en la mayoria de los
casos resulta en una teoria no renormalizable que en el mejor de los casos puede ser interpretada
como una teoria efectiva, no como una teoria fundamental. Sin embargo, en anos recientes se han
obtenido resultados interesantes en estas lineas de investigacién, por ejemplo [5, 6]. En este trabajo
no consideraremos estas formulaciones.

A pesar de que se podria creer que ambas teorias son fundamentalmente incompatibles, uno
puede demostrar que la estructura de la relatividad general esencialmente es una consecuencia de
la mecéanica cudntica de la interaccion tedrica de particulas de espin 2 sin masa.

El problema de querer cuantizar la gravedad, o construir una teoria de la gravedad cuéntica,
va mas alld de una mera molestia estética o de una obstinacién con la unificacién de las teorias
fisicas por parte de los fisicos tedricos, sino que nos indica una tensién matemdtica y una falta de
comprensién de las actuales teorias. A pesar de ser teorias muy bien establecidas desde el punto de
vista matemadtico, que cuentan con el soporte de numerosos experimentos, la relatividad general y
la mecénica cuantica no estan exentas de presentar problemas. La relatividad general cuenta con
el problema de las singularidades en donde la descripcién que nos brinda falla a altas energias,
diciéndonos que cantidades como la densidad de energia y la curvatura del espacio divergen de
manera arbitraria. Por otro lado, la mecanica cudntica cuenta con el problema de la medicién y
la transicién al régimen cldsico (en principio, nuestros aparatos de medicién deberfan ser descritos
también por la mecédnica cudntica, entonces jcudles sistemas son cudnticos y cudles son cldsicos?).
Por tanto estas teorias parecieran no ser la descripcion definitiva de nuestro universo, sugiriendo asi
que necesitamos de teorias mas avanzadas que nos brinden una descripcién mas acertada y precisa
de nuestra realidad.

Existen sistemas en donde sabemos que necesitamos una mejor teoria que las actuales — posi-
blemente una teoria de gravedad cuantica — para su descripcién [7]. Ejemplos de estos sistemas son
los agujeros negros y el mismo comienzo del universo. De manera concreta se tienen tres motivos
principales por los cuales la situacion actual requiere ser solucionada:
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1) Las particulas cudnticas pueden existir en estados superpuestos. Por ejemplo, un fotén en un
interferémetro tiene un estado tal que puede encontrarse en una superposicién de estar viajando
al mismo tiempo por ambos caminos posibles en el interferémetro. En principio, este fotén en
superposicién porta energia y por tanto gravita, ain asi desconocemos su campo gravitacional.

1) La relatividad general predice la formacién de singularidades, las cuales corresponden a
regiones del espacio-tiempo en donde la densidad de energia, asi como la curvatura, divergen de
manera arbitraria. Los teoremas de singularidad de Penrose y Hawking [8] refuerzan la presencia
de singularidades en la teoria, sin embargo estas no resultan ser fisicamente aceptables e indican un
limite en el que la relatividad general deja de ser védlida. A escalas tan altas de energia, los efectos
cuanticos deben ser tomados en cuenta pero hasta ahora no ha sido posible describirlos.

11) La pérdida de informacién en los agujeros negros. Usando la teorfa cudntica de campos
en una geometria cldsica correspondiente a un agujero negro, Hawking demostré que los agujeros
negros emiten radiacién térmica y por tanto pierden masa. Si la radiacién permanece térmica hasta
que el agujero negro se evapore, entonces cualquier distribucién de materia con la misma masa que
colapse en un agujero negro eventualmente terminard en el mismo estado térmico final. Por tanto,
se pierde informacién detallada acerca del estado inicial del sistema, lo cual resulta ser incompatible
con los principios de la mecanica cuantica.

Una de las grandes dificultades para formular una teoria de gravedad cudntica es que se espera
que sus efectos fisicos sean apreciables a escalas cercanas a la escala de Planck, la cual es una
escala mucho més pequena en distancia — y equivalentemente, mucho mas grande en energia — si la
comparamos con las escalas que son accesibles para nuestra tecnologia actual basada en aceleradores
de particulas de altas energias. Consideremos el siguiente camino para visualizar de manera sencilla
la relevancia fisica que tiene la escala de Planck.

Dos constantes fundamentales aparecen en la relatividad general: la velocidad de la luz ¢ y la
constante gravitacional de Newton G. Esto es natural ya que esta teoria fue creada por Einstein
para conciliar la teoria de la gravedad de Newton con su recién creada teoria de la relatividad
especial. La velocidad de la luz también aparece en la teoria cudntica de campos pero esta vez
acompanada de la constante de Planck h. La razén es que la teoria cudntica de campos toma en
consideracién a la relatividad especial y a la mecénica cudntica, en donde h determina la escala en
donde el principio de incertidumbre resulta importante. Resulta natural suponer que en una teoria
de la gravedad cudntica estas tres constantes fundamentales apareceran [9]. Planck se dio cuenta de
que existe una Unica manera de utilizar estas constantes para definir unidades de longitud, tiempo
y masa — dejando de lado factores numéricos. Por ejemplo, uno puede escribir la longitud de Planck
como

lp =1\ — (1.1)

Esta cantidad es extremadamente pequeia, corresponde aproximadamente a 1.6x1073% metros.

La teoria cuantica de campos establece que asociada a cualquier particula de masa m existe una
longitud, llamada la longitud de onda de Compton

lo= - (1.2)

la cual resulta ser de relevancia ya que para conocer la posicién de dicha particula dentro de este
intervalo de longitud, se requiere del uso de una energia equivalente a la energia necesaria para
crear otra particula de igual masa. Es decir, la longitud de onda de Compton determina la escala en
la cual la teorfa cudntica de campos resulta crucial. Por otro lado, la relatividad general establece
que a toda masa m se encuentra asociada una longitud Is, llamada radio de Schwarzschild,

Gm
ls = (/T (1.3)
tal que comprimiendo dicha masa a un tamafio menor al de este radio se obtiene la formacién de

un agujero negro, es decir, es la escala a la cual la relatividad general resulta importante.
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La gran mayoria de la informacién que tenemos acerca de la relatividad general viene de observar
objetos con una gran masa, como planetas y estrellas, en donde Is > [.. En cambio, la mayor parte
de la informacion que tenemos acerca de la teoria cudntica de campos viene dada de estudiar objetos
ligeros como electrones y protones, en donde Is < l.. Sin embargo, a partir de simples argumentos
fisicos, podemos realizar un pequenio experimento mental que nos permita ver la relevancia fisica
que tiene la escala de Planck como una escala que posiblemente posee un cardcter fundamental.

De acuerdo con el principio de incertidumbre de Heisenberg [10],

AzAp =~ h (1.4)

podemos aumentar la precisiéon con la que medimos la posicién de una particula, siempre y cuando
permitamos que crezca de la misma manera la incertidumbre en la medicién de su momento.
Pero este principio no toma en cuenta los efectos gravitacionales del sistema. Consideremos que
realizamos mediciones sobre nuestra particula por medio de un fotén con frecuencia® v, por tanto
con energia ¥ = hv. De acuerdo con la famosa relaciéon de equivalencia de masa-energia de Einstein,
E = mc?, el fotén debers de interactuar gravitacionalmente como si tuviera una masa efectiva

hv _ h
2 e
Entonces, el fotén que usamos para medir la posicion de la particula ejercerd cierta fuerza gravitacio-
nal sobre ella. Esto causara que la particula sea acelerada, contribuyendo a la incertidumbre propia
de la medicién. Utilizando la mecanica cldsica de Newton podemos estimar de manera aproximada
la aceleracién y el cambio en la posicién de la particula causada por los efectos gravitacionales:

Mef = (1.5)

Gmees G (h
Aay ~ = — | — 1.
‘e T2 T2 (/\C> (1.6)

Az ~ Aagtl; = (1.7)

e r3
donde ref y ter denotan una distancia y un tiempo efectivos promedio para la interacciéon. La tnica
velocidad caracteristica del sistema es la velocidad del fotén ¢, por lo que tomamos al cociente
Tet/tet & ¢, de manera que la incertidumbre en la medicién de la posicién debida a la interaccién
gravitacional es

Gh Gh I3
oz e (1.8)
A3 AeB A

Considerando tunicamente al principio de incertidumbre, se tiene que la incertidumbre para la
posicién es Az = h/Ap. Si sumamos a esta la contribucién gravitacional, obtenemos

Az~ Aip + 122 <%) (1.9)

generalizando asi, si bien de una manera tosca, al principio de incertidumbre de Heisenberg a un
contexto que toma en consideracién a los efectos gravitacionales. No obstante, este mismo resultado
ha sido reportado como resultado de generalizar el principio de incertidumbre en el contexto de las
teorfas de cuerdas [11].

Podemos observar en (1.9), que la incertidumbre para la posicién de la particula tiene un minimo
cuando h/Ap = I, cuyo valor es Ax = 2l,,. Esto corresponde al caso cuando tenemos un fotén con
longitud de onda igual a la longitud de Planck [,. De manera que, si nos apegamos a este pequeno
experimento, podemos concluir que no podemos medir la posicién de una particula con mayor
precisién a la longitud de Planck. Esto sugiere que, desde el punto de vista operacional, la longitud
de Planck posiblemente representa la distancia mas pequena que es fisicamente significativa, o
al menos, es la distancia en la que el espacio-tiempo presenta de manera inevitable, propiedades

Azxg ~

1 Cuya longitud de onda correspondiente es A = <.
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cudnticas. Hablar del concepto de un espacio-tiempo continuo clésico a escalas mas pequenas, puede
que carezca de sentido fisico. Mas argumentos acerca de escenarios fisicos en los que la escala de
Planck resulta significativa, pueden ser encontrados en [12].

Podemos esperar — al menos a primera instancia — que la relatividad general y la teoria cuantica
de campos sean necesarias para describir un objeto con una masa igual a la masa de Planck (mp ~
0.02 miligramos), cuyo radio esté dentro de la longitud de Planck. Es decir, la masa de Planck
es el punto intermedio entre los objetos masivos como las estrellas y objetos ligeros como los
protones, corresponde aproximadamente a la masa de una célula grande. Pero la longitud de Planck
corresponde a 1072 veces el radio de un protén, o sea, necesitamos comprimir a una célula a este
tamano para considerar que los efectos de la gravedad cudntica son importantes. En principio, no
existe nada que nos indique que no podamos comprimir a una célula a tal tamano pero esto nos
habla de las dificultades experimentales que se tienen para poder acceder a la escala de Planck.
Como consecuencia, la gravedad cuédntica es principalmente una empresa tedrica a pesar de que
existen especulaciones acerca de cémo sus efectos podrian ser observados indirectamente mediante
los experimentos actuales.

Desde el punto de vista fenomenolégico, las posibilidades que han sido méas extensamente con-
sideradas incluyen la biisqueda de violaciones a la invariancia de Lorentz, la bisqueda de posibles
huellas dejadas por la gravedad cuantica en la radiacién de fondo césmica de microondas provoca-
das por ondas gravitacionales en el universo temprano, y la busqueda de efectos de decoherencia
inducidos por las fluctuaciones en la espuma del espacio-tiempo (space-time foam) [7].

1.2. ;Qué ideas se han tenido?

Existen un gran nimero de enfoques que pretender dar solucién al problema. Estos enfoques
pueden ser clasificados de acuerdo al peso que le den a las dos teorias involucradas. Algunos consi-
deran que la relatividad general necesita correcciones y que la teoria cuantica de campos puede ser
aplicada de manera general, mientras que otros consideran la situacién inversa. Incluso hay algunos
enfoques que consideran que en realidad ambas teorias corresponden a diferentes limites de una
teoria aun mas fundamental. Los enfoques mas populares al problema de la gravedad cuédntica son
dos: la teoria de cuerdas y la teoria de gravedad cuantica de lazos.

1.2.1. Teoria de cuerdas

La teoria de cuerdas es un marco teérico en donde la idea destacada consiste en reemplazar a
las particulas puntuales de la teorfa de campos ordinaria (i.e. fotones, electrones, etc.) con obje-
tos unidimensionales llamados cuerdas. Esta describe cémo las cuerdas se propagan a través del
espacio e interactian entre si. Las cuerdas pueden ser abiertas o cerradas, poseyendo una tensién
caracteristica y por tanto un espectro de vibraciones [4]. A diferencia de las observables tipicas
de la teoria cudntica estandar, las cuerdas no se encuentran caracterizadas por niimeros cuanticos,
sino por sus propiedades geométricas y dindmicas. La escala tipica que se asume para las cuerdas
es del orden de la escala de Planck, o 1073° metros. A escalas de distancia mayores, las cuerdas
se ven como particulas ordinarias cuya masa, carga y otras propiedades, son determinadas por su
estado vibracional. Uno de los tantos modos vibracionales de las cuerdas corresponde al gravitén: la
particula cuantica encargada de portar la interaccion gravitacional. Resulta esencial para la teorfa
de cuerdas el hecho de que se tengan objetos extendidos en lugar de objetos puntuales para que
en ella pueda ser incluida la fuerza de gravedad, a diferencia de lo que sucede en la teorfa cuanti-
ca de campos. Esta tltima no es capaz de incluir a la gravedad ya que, al suponer interacciones
puntuales, lleva a divergencias intratables en los cdlculos matematicos. En cambio, la naturaleza
extendida de las cuerdas ayuda a tratar con las inconsistencias que se tienen en las teorias cudnticas
de la gravedad [13]. Esto quiere decir que la teoria de cuerdas tiene la ventaja de ser una teoria
perturbativamente renormalizable.

La versién original de la teoria de cuerdas era una teoria exclusivamente bosénica, que ademas,
dentro del espectro de vibraciones — o, equivalentemente, de particulas — de la teoria, incluia una
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particula cuya masa correspondia a un nimero imaginario: el taquién. La teoria de cuerdas bosénica
fue eventualmente sustituida por otras teorfas llamadas teorias de supercuerdas. Estas describian
bosones y fermiones — reteniendo al gravitén pero ya sin obtener al taquién — e incorporaban la
idea de la supersimetria [14]. Una de las caracteristicas mds notables de las teorfas de cuerdas,
es la necesidad de dimensiones extra para lograr que sean matematicamente consistentes. En la
teoria de cuerdas bosoénica el espacio-tiempo posee 26 dimensiones, mientras que en las teorias
de supercuerdas posee 10 dimensiones. Antes del afio de 1995 se crefa que habian cinco versiones
consistentes de la teorias de supercuerdas. Esto cambié en ese ano, cuando Edward Witten sugirié
que estas cinco teorias solo eran casos limite diferentes de una teoria méas general en 11 dimensiones,
llamada la teorfa-M [15].

En el contexto de la teoria, se descubrié una relacién importante llamada la correspondencia
AdS/CFT [16], la cual establece la equivalencia entre una teoria de cuerdas con una teorfa de norma
o una teoria cuantica de campos. Dada la equivalencia entre ambas descripciones, es establecido que
ninguna de ellas posee un caracter fundamental, asi como tampoco son fundamentales los espacio-
tiempos que describen. Esto ha llevado a algunos especialistas a hablar del espacio-tiempo como un
fenédmeno emergente, proponiendo que el par de teorias duales son solo distintos limites clasicos de
una teorfa cudntica mas fundamental.

Sin embargo, en esta teoria existe un problema que se conoce como el problema del landscape,
que consiste en toda la coleccién de vacios posibles que existen en la teoria debido al proceso de
compactificacién. Se estima que existen del orden de 10*° a 10°%° vacios posibles, cada uno de ellos
definido con distintas constantes fisicas [17]. En este trabajo no consideraremos el enfoque de la
teoria de cuerdas para estudiar el problema de la gravedad cuéntica.

1.2.2. Gravedad cuantica de lazos

Formalmente, la gravedad cudntica de lazos es una cuantizacién candnica matemaéaticamente
rigurosa del campo gravitacional que es independiente de la métrica de fondo (background indepen-
dent). Esta teorfa toma seriamente la idea adoptada en la relatividad general de Einstein en la que
el espacio-tiempo es considerado como un campo dindmico mas, por tanto esta teoria establece que
el espacio-tiempo debe ser considerado como un objeto cudntico por si mismo. De esta manera, la
teoria deja de describir la evoluciéon de campos sobre un espacio-tiempo — como lo hace la teoria
cuéntica de campos — sino que describe la dindmica de ‘campos sobre campos’ [2]. En este sentido
es que se dice que la teorfa es independiente del fondo, ya que su formulacién no estd construida
sobre una geometria establecida a priori. Las ecuaciones de evolucién de la teoria no estan definidas
sobre un espacio-tiempo, ni tampoco dependen de este. En lugar de eso, se espera en realidad que
de las ecuaciones surjan el espacio y el tiempo, a escalas de distancia mayores a la escala de Planck.

El punto de partida de la teoria es una reformulacién a nivel cldsico de la relatividad general
en términos de las variables de Ashtekar [18], lo cual resulta en una teorfa dindmica descrita por
medio de las conexiones de espin (spin connections) y sus momentos conjugados, las triadas espa-
ciales (spatial triads). Posteriormente, se realiza una cuantizacién que, por el teorema de Stone-von
Neumann, no es equivalente a la de Schrédinger, obteniendo asi que los operadores que describen a
la geometria Riemanniana cuédntica tienen eigenvalores puramente discretos [19]. Esto quiere decir
que el espacio y el tiempo se encuentran cuantizados, dando asi una imagen del espacio-tiempo
como un objeto granulado o discretizado, en el mismo sentido de la cuantizacién del fotén en la
teoria cudntica del electromagnetismo o la cuantizacién en los niveles energéticos en los dtomos. En
este caso, como el espacio mismo es el que es discreto, resulta que existe una distancia minima de
caracter fundamental, lo que permite que la teoria tenga de manera natural un corte ultravioleta
(ultraviolet cut-off ). De manera més precisa, el espacio puede ser visto como una tela extremada-
mente fina o una red tejida a partir de pequenios lazos. Esta red de lazos, llamada la red de espines
(spin network), describe el estado cudntico del espacio-tiempo. La evolucién de esta red de lazos es
llamada espuma de espines (spin foam). El tamafio de estas estructuras se cree que debe de ser del
orden de la escala de Planck y, de acuerdo a la teoria, a escalas més pequenas no tiene significado
hablar del concepto de distancia.
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La caracteristica mas predominante de la gravedad cudntica de lazos es tal vez el hecho funda-
mental de su geometria cuantica. Por ejemplo, es sabido que si realizamos un tratamiento pertur-
bativo de la gravedad cudntica, dejando de lado la dindmica completa del espacio-tiempo como es
usualmente hecho en la teoria cuantica de campos, uno llega a una teoria que no es renormalizable.
El motivo por el cual se obtiene este resultado, posiblemente tiene que ver con el hecho de que se
asume que incluso a distancias muy pequenas, el espacio-tiempo tiene una naturaleza continua. No
existe ninguna razén para afirmar que la naturaleza continua del espacio-tiempo deba ser preser-
vada a escalas del orden de la energia de Planck. Resulta entonces natural intentar incorporar la
dindmica de la geometria del espacio-tiempo en la teoria a través de un enfoque no-perturbativo,
como es el caso para la gravedad cuantica de lazos, dejando que la teoria misma sea la que determine
la micro-estructura del espacio-tiempo [20].

Formalmente, la teoria es independiente del fondo, pero asociada a esta propiedad existen algu-
nos detalles sin resolver. Por ejemplo, algunas derivaciones requieren una eleccién fija de la topologfia,
mientras que cualquier teoria consistente con la teoria cudntica de la gravedad debe incluir cambios
de topologia como proceso dindmico [1].

1.3. ;En donde puede ser aplicado?

Como ya vimos, las singularidades representan un sistema fisico en el cual se cree que una teoria
de gravedad cudntica ayudaria a describir claramente las cosas. La principal singularidad de todas
es sin duda el origen del universo mismo. De acuerdo al modelo cosmoldgico estdndar — el Big
Bang — el universo comenzé hace aproximadamente 13.799£0.021 mil millones de afios [21]. Este
modelo nos dice que el universo a sus comienzos se encontraba en un estado altamente energético,
en el que habia una alta densidad de materia y la curvatura del espacio-tiempo era muy grande.
A este nivel los efectos cudnticos también deberian tener, al igual que la gravedad, un dominio
predominante en el universo. Por lo tanto, el comienzo del universo va més alld del dominio de la
relatividad general de Einstein y se cree que se requiere de una teoria de gravedad cudntica para
una adecuada descripcién del estado inicial del universo. Uno de los aspectos que una teoria de
gravedad cudntica deberia responder es qué tan cerca de la singularidad del Big Bang es vélido
hablar de un espacio-tiempo suave y continuo, como el de la relatividad general. Para responder a
esta pregunta no podemos empezar asumiendo un espacio-tiempo suave de fondo.

Si consideramos lo anterior y sumamos el hecho de que la cosmologia es un modelo de simetria
reducida de la relatividad general, esto hace de la cosmologia un sistema fisico muy interesante
para el estudio de los aspectos cudnticos de la gravedad. En este trabajo de tesis precisamente
realizamos un estudio de las consecuencias que puede traer la cuantizacion polimérica en la dindmica
efectiva de un modelo cosmolégico, producto del cardcter no-perturbativo de la cuantizacién que
considera las propiedades cuanticas del espacio-tiempo. Pero es importante primero notar que para
sistemas simples como las teorias de campo en un espacio-tiempo de Minkowsky, el formalismo
Hamiltoniano — que es el camino natural para la cuantizacién — indica que la dindamica esta dada
por las constricciones del sistema [22]. Por tanto, comencemos revisando la formulacién hamiltoniana
para teorias con constricciones en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Cuantizacion de teorias de norma

En este capitulo describimos la fomulacién hamiltoniana o candnica para las teorias con simetria
de norma, ya que este es el punto de partida cldsico para la cuantizacién candnica de teorias de
norma como lo son el electromagnetismo, la relatividad general y los sistemas cosmolégicos.

El término norma se refiere al formalismo matemaético para regular los grados de libertad re-
dundantes en la funcién lagrangiana. Esto quiere decir que las teorias de norma pertenecen a las
llamadas teorias lagrangianas singulares, o simplemente teorias singulares. Las teorias singulares se
caracterizan por ser teorias que contienen constricciones. Esto lleva a que los métodos estdndar de
cuantizacién no puedan ser aplicados directamente a estas teorias. Como veremos, el formalismo
hamiltoniano resulta ser adecuado para el estudio de las teorias singulares ya que nos permite se-
parar, al nivel de las ecuaciones de movimiento, los grados de libertad dindmicos de los grados de
libertad algebraicos, siendo estos tltimos consecuencia de las constricciones.

Las teorias de norma actualmente resultan ser de vital importancia en la fisica ya que son
las teorias de campo que explican de manera satisfactoria la fisica de particulas. Por ejemplo, la
electrodindamica cudntica es una teoria de norma, abeliana, que cuenta con el grupo de simetria
U(1); tiene un campo de norma que es el 4-potencial electromagnético, y su bosén de norma es
el fotén. El modelo estdndar de particulas resulta ser también una teoria de norma, la cual es
no-abeliana, que cuenta con el grupo de simetria U(1) x SU(2) x SU(3) y tiene doce bosones de
norma: el fotdn, tres bosones débiles y ocho gluones.

Por otro lado, cuando en la fisica se habla de una cuantizacion, se hace referencia a la cons-
truccién de una teoria cudntica de algin sistema determinado a partir de su correspondiente teoria
clésica. La cuantizacidn candnica [23] es el método de cuantizacién més consistente y que mejor
ha sido desarrollado, el cual se encuentra basado en el formalismo hamiltoniano. Existen otras
formulaciones que se pueden utilizar, como la formulacién mediante integral de camino propuesta
por R. Feynman [24], pero uno puede darse cuenta que varias de ellas se encuentran cercanamente
relacionadas a la cuantizacién candnica.

Actualmente, las dreas de estudio de la cuantizaciéon formal pueden ser divididas en dos. La
primera se encarga de estudiar las complicaciones que surgen de la cuantizacién candnica de sistemas
cldsicos genéricos, mientras que la segunda investiga formulaciones alternativas y su relacién con la
cuantizacion canénica. En el contexto de la cuantizacion canédnica, la descripcién de la dindmica de
un sistema cldsico en su forma hamiltoniana no siempre puede ser lograda de la manera usual, i.e.
de manera trivial mediante una transformada de Legendre. Tal es el caso de los sistemas descritos
por teorias de norma. Veamos entonces las caracteristicas de estas teorias.
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2.1. Formalismo hamiltoniano para teorias de norma

2.1.1. Teorias singulares

El punto de partida para el estudio de la dindmica de las teorias de norma es comenzar por el
principio de minima accién en su forma lagrangiana [25].

Consideremos un sistema cldsico descrito por un conjunto de coordenadas generalizadas (g:, gx)
tal que sus ecuaciones de movimiento se encuentren definidas mediante un principio variacional
sobre la accién

S:/dtl}(qi,qk;t) (2.1)

en donde los indices latinos, que corren como i,k = 1,2, ..., N, denotan el nimero de coordenadas y
velocidades generalizadas que describen el movimiento del sistema en el espacio de configuraciones,
Q. Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange son:

d (0L oL
— — =0 2.2
t <8q’i> 0q ( )
Desarrollando de manera explicita la derivada total respecto al tiempo del primer término, tenemos
82 OL
q =0 2.3
Z 8q 8q Z 8«118(1 aqzat 9q; 23)
Si definimos las siguientes cantidades
82L 2L
Wi (qj, Vi(qy, i — = 2.4

donde la matriz W;; es conocida como la matriz hessiana del smtema, podemos escribir las ecuaciones
de Euler-Lagrange de la siguiente manera

> Wijd; =V (2.5)
j

Una formulacién langrangiana es nombrada como una teoria singular si el determinante de la
matriz hessiana tiene valor igual a cero, de otra manera es llamada como una teoria no-singular, es
decir

&L

det |W;;| = det | =——
| J | 8Q1 (9q]

2.6
# 0  teoria no-singular (2:6)

_ {— 0  teoria singular

Por un lado, se tiene que para las teorias no-singulares la matriz W;; es invertible, de manera
que uno obtiene de manera explicita un conjunto completo de ecuaciones de movimiento de segundo
orden

. —1

i =Y (W )i,Vi (2.7)
Por el otro lado, para el caso de las teorias singulares en donde W;; no es invertible, la imagen de
W;; visto como el mapeo lineal entre espacios vectoriales

tiene una co-dimensién no nula que es del mismo tamafio que la dimensién de su kernel. Esto significa
que el vector V; al encontrarse en la imagen de W;;, como podemos ver de la ecuacién (2.5), no
puede ser linealmente independiente y debe estar definido en algin subespacio de dimensién menor
a N, el numero de coordenadas generalizadas. Esto impone restricciones no triviales sobre ¢; y gx.
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Definiendo de manera apropiada los momentos generalizados y llevando a cabo una transfor-
macién de Legendre, es posible transladar la dindmica del sistema fisico al espacio fase, P. En este
sentido, definimos los momentos candénicos como

0L
Pk = qu (2.9)

2.1.2. Constricciones primarias

En la mecédnica clasica, usualmente se da por hecho que los momentos son funciones indepen-
dientes de las velocidades. A pesar de que la suposicién se cumple para muchos casos de interés,
esta condicién es muy restrictiva como para ser aplicada a teorias fisicas mas fundamentales. En
general, la definicién de los momentos resulta en n variables independientes si y solo si la matriz
Opi/0q; es invertible. Vemos que esta matriz corresponde precisamente a la matriz W;; definida

n (2.4). Como nuestro interés se encuentra en el estudio de las teorias de norma (las cuales son
teorfas singulares), suponemos que la condicién que se cumple es

Op;
94;
En este caso, las velocidades no pueden ser invertidas en funcién de las coordenadas generalizadas y
los momentos. Se tiene como consecuencia, entonces, que los momentos no son todos independientes;
por tanto, surgen relaciones algebraicas entre ellos, directamente de su definicién, que deben de ser
cumplidas. Es decir, se tiene

det ’ = det |Wi,| =0 (2.10)

bm(,pe) ~0, m=12,...,M (2.11)

donde M corresponde al numero de ecuaciones resultantes. Estas relaciones son llamadas constric-
ciones primarias para enfatizar que son resultado de la mera definicién de los momentos.

En la ecuacién (2.11) para las constricciones, se hace uso del simbolo “~” (que denotaremos
como igualdad débil) para enfatizar que la cantidad ¢., se encuentra numéricamente restringida a
ser cero, pero que en general no tiene por qué anularse sobre todo el espacio fase.

En general, cualquier ecuacién que se cumpla tinicamente en el subespacio ¢., ~ 0, del espacio
fase total, se dird que se cumple débilmente [26]. A este subespacio definido por las constricciones
primarias, lo llamaremos como superficie de constriccion. Por otro lado, cualquier ecuacién que se
cumpla en todo el espacio fase, se dird que se cumple fuertemente, o que cumple con una igualdad

fuerte “=".

2.1.3. Ecuaciones de Hamilton

Como es usual, definamos al hamiltoniano canénico
H =" prgx — L(gi, 4r(ps)) (2.12)
k

y calculemos su variacion:

. oL
6H = g(%ﬁpk - ; (@) oq; (2.13)
Nétese que esta solo depende de las coordenadas y de los momentos. Es decir, H puede ser expresada
en términos de ¢’s y p’s, de manera independiente a las velocidades.

Sin embargo, la definicién que hemos dado para el hamiltoniano no estd determinada de manera
tnica. Esto es debido a que las variaciones se encuentran restringidas por las constricciones. De
manera que podemos agregar a (2.12) cualquier combinacién lineal de las constricciones, cuyo valor
sobre la superficie de constriccién es igual a cero, motivandonos a establecer un nuevo hamiltoniano
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H* =H+» cném  cm € CF(P) (2.14)

equivalente al que habiamos definido, donde ¢,, es una funcién arbitraria de las coordenadas y de los
momentos. Este nuevo hamiltoniano se encuentra bien definido solo en la superficie de constriccién.

Consideremos ahora el procedimiento que se realiza de manera estandar para obtener las ecua-
ciones de Hamilton. Uno expande la variacién del hamiltoniano de dos maneras equivalentes y las
iguala

OH OH
0H = —0 i —0 i ] = 15 i — 16 A 2.15
¥<8pip+8qiq) zi:(qp Pi6q:) (2.15)
donde la segunda igualdad se obtiene de simplificar las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2), con
la definicién del momento candnico (2.9). De esta igualdad, uno puede deducir las ecuaciones de

movimiento en el formalismo hamiltoniano usual, libre de constricciones.

2 [(gf H”) o0+ (375 - q) 51%} =0 (2.16)

i

Sin embargo, en el presente contexto en donde tenemos constricciones en el sistema, uno no puede
trivialmente igualar a cero a las variaciones dq; y dpi, debido a que, precisamente, se encuentran
sujetas a las constricciones. En este caso, las variaciones deben ser tangentes a la superficie de
constriccidn.

Uno puede demostrar que la solucién de

> Andgn+ Y Bubpn =0 (2.17)
para las variaciones d¢n y dpn, restringidas por las constricciones ¢, = 0, es en general [25]
Opm
An = ;um@ (2.18)
OPm
B, = %:umaTn (2.19)

donde las u,, en general son funciones arbitrarias que dependen de las coordenadas y las velocidades.
Usando este resultado en (2.17) y comparando término a término con (2.16), las ecuaciones de
movimiento que se obtienen son

. OH O

G~y +> U o (2.20)
. 9H Opm
pim =g §m g (2.21)

2.1.4. Paréntesis de Poisson

Introducimos ahora un formalismo que nos permitird escribir una notacién méas compacta. Nos
referimos al paréntesis de Poisson. Sean dos funciones arbitrarias f,g € C°°(P), el paréntesis de
Poisson entre ambas cantidades se define como

_ of 9g  9g of
{f.9}=>_ (8% B0~ Ba: api) (2.22)

i

De su definicién, el paréntesis de Poisson cumple con ciertas propiedades. Estas son,
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= Anticonmutatividad

= Linealidad en cada elemento
{f+g,h}={fh}+{g.h} (2.24)
= Regla de Leibniz o del producto
{fg,h} ={f.h}g + f{g,h} (2.25)
» Identidad de Jacobi
{fi{g, h}} +{g,{h, f}} + {h,{f.9}} =0 (2.26)

donde también h es una funcién en el espacio fase.
Para cualquier funcién en el espacio fase g(g;, px) se tiene

—Z( Z+7 ) (2.27)

Si en esta expresién sustituimos las ecuaciones de movimiento (2.20) y (2.21), llegamos a que
podemos expresar la derivada temporal de cualquier funcién como

g~ {9, H} + > um{g, ém} (2.28)
o de manera més compacta

g~{g,H"} (2.29)

Es importante recordar que la igualdad débil “~” nos indica que las constricciones deben de hacerse
efectivas solo después de haber calculado las ecuaciones de movimiento, o equivalentemente, después
de haber calculado el paréntesis de Poisson.

2.1.5. Condiciones de consistencia

Un requerimiento bésico que se debe cumplir para que esta construccién tenga sentido, es que
las constricciones primarias deben ser preservadas en el tiempo. Esto da origen a las siguientes
condiciones de consistencia

én ={¢n,H} + Zum{¢n7¢m} ~0 (2.30)

Hay cuatro tipos diferentes de condiciones que pueden resultar:

1) Una ecuacién que nos lleve a una inconsistencia, tal como tener 1 = 0. Si esto sucede, significa
que tenemos un lagrangiano cuyas ecuaciones de movimiento son inconsistentes. Por ejemplo,
el caso cuando L(q,q) = q.

11) Una ecuacién que se reduzca a 0 = 0, es decir, que se cumpla idénticamente, tal vez con ayuda
de las constricciones primarias.
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111) Una ecuacién que se reduzca a una ecuacién independiente de las funciones ., y por tanto que
solo dependa de las coordenadas y los momentos. Como estas ecuaciones son independientes
de las constricciones primarias, sino corresponderian al punto anterior, obtenemos nuevas
constricciones en el sistema, de la forma

X (qi, pr) = 0, m =1,2,...,K (2.31)

donde K corresponde al nimero de las nuevas constricciones obtenidas. Estas nuevas cons-
tricciones son llamadas constricciones secundarias para senalar que estas se derivan de aplicar
las ecuaciones de movimiento a las constricciones primarias. Obviamente, las constricciones
secundarias también estaran sujetas a las condiciones de consistencia

Xt = A{ X, HY + Yt {Xpr, o} = 0 (2.32)

y se deberd hacer el mismo andlisis que se estd llevando a cabo para la ecuacién (2.30). Este
andlisis nos lleva a la posibilidad de tener més constricciones secundarias, por lo que uno debe
llevar este procedimiento hasta que ya no hayan mas constricciones secundarias. Sin embargo,
de manera fundamental no existe diferencia entre ambos tipos de constricciones, por lo que
las podemos agrupar en una sola ecuacién

donde ya en este caso podemos considerar a K como el nimero total de constricciones secun-
darias, obtenidas de agotar este andlisis; mientras que M, recordemos, corresponde al nimero
de constricciones primarias.

1v) Una ecuacién que imponga condiciones sobre las funciones um,, es decir, cuando se cumple

que det |[{pn, pm }| # 0.

2.1.6. Condiciones para las funciones u,,

Una vez que hayamos encontrado el total de constricciones para el sistema llevando a la condicién
I1T) hasta sus tltimas consecuencias, podemos pasar a trabajar con la condicién IV) que impone
restricciones sobre las funciones u.,,. Estas restricciones son

{¢j7H} +Zum{¢j7¢m} ~0 (234)

donde el indice m es sumado sobre las constricciones primarias, m = 1, ..., M, mientras que el indice
J es sumado sobre el conjunto completo de constricciones j = 1, ..., J. Podemos considerar entonces
a la ecuacién (2.34) como un conjunto de J ecuaciones lineales no homogéneas para las M (< J)
funciones incégnitas s, .

En este caso uno puede obtener una solucién para u,, invirtiendo la matriz Cjm = {¢;, dm}-
Esto resuelve la parte no homogénea de la ecuacién (2.34), y esta solucién la denotamos como
Um (¢, pr). Sin embargo, la solucién completa requiere también la solucién a la parte homogénea,
es decir, la solucion a

Y Vil dm} =0 (2.35)

que consta de la combinacién lineal de todas las soluciones independientes, las cuales etiquetaremos
como V. De esta manera, la solucién mds general para (2.34) es
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Um & U + Y VaVam, a=1,2,...,A (2.36)

donde v, son funciones completamente arbitrarias, y donde A corresponde al nimero de soluciones
linealmente independientes para (2.35), cuyo valor es igual al nimero de constricciones menos el
nimero de condiciones de consistencia que se hayan obtenido para las funciones u,,. Es decir, A
corresponde al nimero de grados de libertad no fisicos en el sistema.

En lo anterior, supusimos que las constricciones son independientes. Si las constricciones no son
independientes, se dice entonces que son reducibles. Esto no representa ningtin problema ya que uno
simplemente puede dejar de lado las constricciones redundantes, sin perder informacién acerca del
sistema, y proceder a realizar el andlisis.

2.1.7. Hamiltoniano total

En este punto resulta ser natural que introduzcamos al hamiltoniano total del sistema, en
términos de esta nueva expresién para Um,

HT == H + Z Um¢m + Z 'Uavam¢m (237)

Esta expresién cuenta con una cantidad A de funciones arbitrarias vg.
Definimos las cantidades

H :=H+> Untn  ¢ai=» Vamém (2.38)
m m
de manera que podemos escribir al hamiltoniano total en una manera mas condensada como
Hr=H' 4 voda (2.39)
a
Concluimos que la evolucién para una funcién arbitraria f en el espacio fase, es dada por

f={f.Hr} (2.40)

Por construccién, estas ecuaciones de movimiento son equivalentes a las ecuaciones de Euler-
Lagrange.

2.1.8. Funciones de primera clase y de segunda clase

Introducimos ahora una clasificaciéon para las funciones definidas en el espacio fase P, debido a
que tiene un papel central en el presente andlisis. Se dice que una funcién F(¢;,pr) es de primera
clase, si su paréntesis de Poisson con cada constriccién se anula débilmente

{F,¢;} ~0 (2.41)

de otra manera, se dice que es una funcién de segunda clase. Entonces, la funcién F' se dice de
segunda clase si su paréntesis de Poisson con al menos una de las constricciones no se anula débil-
mente.

Una caracteristica importante de la propiedad de primera clase, es que se preserva bajo la accién
del paréntesis de Poisson. Esto quiere decir que si tenemos dos funciones arbitrarias F' y G que son
de primera clase, entonces el paréntesis de Poisson entre ambas funciones, {F, G}, también serd de
primera clase.

Como primer aplicacién del concepto de primera clase, investiguemos a qué clase pertenece el
hamiltoniano total. Para esto, calculamos
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{65, Hr} = {65, H} + > {65, Undm} + > _{6),vaVamdm}

a,m

2o HY + ) Un{di, om} + > vaVam {65, ém} (2.42)

a,m

Notamos que los primeros dos términos corresponden a la condicién de consistencia (2.34) para el
total de constricciones, siendo estos entonces débilmente nulos. El tercer término, adicionalmente,
corresponde a la solucién (2.35) y también se anula de manera débil. Por tanto concluimos que

{¢;, Hr} ~ 0 (2.43)

el hamiltoniano total es una funcién de primera clase.

2.1.9. Constricciones de primera y segunda clase

La clasificacién en términos de clases también puede ser aplicada a las constricciones. De hecho,
clasificar de esta manera a las constricciones aporta una gran claridad acerca de la naturaleza de
las constricciones, como ya veremos.

Una constriccion de primera clase se define como una constriccién cuyo paréntesis de Poisson
con todas las demds constricciones se anula débilmente, esto es

{¢, 05} =0 (2.44)
de otra manera, tendremos una constriccion de sequnda clase.
Para apreciar las consecuencias de ver de esta forma a las constricciones, consideremos la matriz

Cjjr =195, 057} (2.45)
que es andloga precisamente a las condiciones de consistencia (2.34), pero que ahora toma en cuenta
a todas las constricciones, no solo a las primarias. Para mayor claridad, resulta 1til que retomemos
dicha expresion

{65, HY + > ujr{es, ¢5}
]'/

Es facil demostrar que si tenemos al menos una constriccién de primera clase, es decir, que la
ecuacién (2.44) se cumple para al menos una de las constricciones, entonces la matriz Cj;» no es
invertible ya que tendremos que det |C;;/| = 0. Esto nos dice que no todas las funciones u;; podran
ser resueltas de manera explicita y que la dindmica no estard determinada de manera tnica. Esta
ambigiiedad, como ya vimos, queda reflejada en el hecho de que en el hamiltoniano total tenemos
presentes a las funciones arbitrarias vg.

Bajo una transformacién adecuada, uno puede reescribir a la matriz Cj;s tal que podamos
separar a todas las constricciones de primera clase (que podremos contener en una submatriz C.,,)
de las demas, de manera que sobre la superficie de constriccién uno pueda escribirla como

. :zb 0 N 0 0
Cnm = < 0 «'xﬂ) ~ (0 Cé@) (2.46)

La submatriz C},4, al ya no contener constricciones de primera clase, cumplird con ser invertible.
Es decir, se tiene ahora que det |Clg| # 0, lo que implica que {¢a, ¢} % 0, mostrando asi que las
constricciones que quedan deben ser todas de segunda clase. Como consecuencia, ahora podemos
determinar el valor de las funciones u;, de manera explicita. En particular, podemos ver que si todas
las constricciones del sistema fueran de segunda clase, entonces podriamos determinar a todas las
funciones ;s del sistema y la dindmica quedaria descrita de manera tnica, libre de la ambigiiedad
de las transformaciones de norma.
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Resumamos la informacién de los parrafos anteriores. Nosotros comenzamos con un cierto niime-
ro de constricciones en nuestro sistema. Vimos que por cada constriccién de segunda clase que
tengamos, podremos determinar el valor una de las funciones u; cuyo nimero es igual al nimero
de constricciones totales que tengamos. Por otro lado, la presencia de cada constricciéon de primera
clase implica la presencia de una de las funciones arbitrarias v,. Cada eleccién diferente para cada
una de las funciones v, corresponde a una transformacién de norma, la cual debe dejar invariante
al estado fisico del sistema. Por tanto, uno puede concluir que la presencia de constricciones de
primera clase esta relacionada con la presencia de transformaciones de norma.

Habiendo mostrado la relevancia de clasificar de esta manera a las constricciones, es necesario
aclarar lo siguiente. Para evitar confusiones al momento de clasificar a las constricciones, resulta
importante notar la diferencia entre el conjunto de constricciones primarias (que surgen de la
definicién de los momentos) y secundarias (que surgen de imponer condiciones de consistencia
en las constricciones primarias), y el conjunto de constricciones de primera y segunda clase (que
dependen del valor que resulte de tomar el paréntesis de Poisson consigo mismas).

2.1.10. Transformaciones de norma

Para entender el origen de las transformaciones de norma, tratemos de entender la presencia de
las funciones arbitrarias v, en el hamiltoniano total. Su presencia nos indica que la evolucién de las
coordenadas y de los momentos generalizados no se encuentra determinada de manera tnica por
el estado inicial del sistema, sino que tenemos muchas maneras de caracterizar un mismo estado
fisico, dado que el estado no debe depender de v,. Asi que debemos encontrar todos los conjuntos
de ¢’s y p’s que correspondan a un mismo estado fisico.

Si damos un conjunto inicial de variables canénicas a cierto tiempo inicial, uno esperaria que las
ecuaciones de movimiento determinaran completamente al estado del sistema a tiempos posteriores
[27]. Consideremos entonces una variable dindmica g, cuyo valor a un tiempo inicial sea g(t = 0) =
go, y veamos su evolucién después de un intervalo corto de tiempo 0t,

g(t +6t) = go + g6t = go + {9, Hr}st = go + 6t { {g, H'} + > va{g, da} (2.47)

Consideremos ahora que tomamos inicialmente otras funciones v, lo cual lo podemos hacer ya que
estas son completamente arbitrarias. Esto nos dard una evolucion diferente

g (t 4 6t) = go + g6t = go + {g, Hr}ot = go + 6t | {g, H'} + ZU;{g, Ga} (2.48)
tomando la diferencia entre ambas tenemos

Ag(t+6t) = 6tAva{g, ¢a} = Y €a{g, da} (2.49)

a

en donde ¢, := 0tAv, corresponde a una cantidad infinitesimal. Es decir, durante el intervalo
infinitesimal de tiempo §t, la diferencia Av, = v, — v, entre las dos funciones arbitrarias genera la
diferencia Ag = g — g’ en la evolucién. Entonces la transformacién (2.49) no altera el estado fisico
del sistema a un tiempo posterior.

Podemos cambiar las variables que describen cierta configuracién fisica de acuerdo a (2.49) y las
nuevas variables describirdn el mismo estado. Este cambio consiste en aplicar una transformacién
de contacto generada por la funcién €,¢,. Es decir, las constricciones de primera clase son las
generadoras de las transformaciones de norma. Encontramos asi que todos los conjuntos de variables
canonicas que estén relacionados mediante una transformacién de norma, describen al mismo estado
fisico.

En general, la transformacién (2.49) no es la unica que deja invariante al estado fisico del sistema.
Se puede demostrar que:
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= El paréntesis de Poisson {¢a, ¢/} de cualquier par de constricciones de primera clase, genera
una transformacién de norma.

= El paréntesis de Poisson {¢., H'} de cualquier constriccién de primera clase con el hamilto-
niano H' de primera clase, genera una transformacién de norma.

En general no es posible probar que cada constriccién secundaria de primera clase sea un gene-
rador de transformacién de norma. Sin embargo, uno postula que en general todas las constricciones
de primera clase — esto es, primarias y secundarias — son generadoras de transformaciones de norma.
A esto se le conoce como la conjetura de Dirac. Existen buenas razones para postular la conjetura,
como el hecho de que la divisién de las constricciones en primarias y secundarias no es la maés
natural desde el punto de vista del formalismo hamiltoniano. A pesar de que uno puede construir
contraejemplos, la conjetura de Dirac se cumple para todas los sistemas fisicos conocidos hasta
ahora.

Una vez aclaradas las transformaciones de norma, damos la siguiente definicién. Una observable
fisica es toda aquella cantidad que cumple con ser invariante ante transformaciones de norma.

2.1.11. Hamiltoniano extendido

Una vez establecida la importancia de clasificar a las constricciones en términos de sus clase,
resulta util introducir una notacién que distinga entre ambos tipos de constricciones. Denotamos
a las constricciones de primera clase con la letra + y a las constricciones de segunda clase con ¥,
mientras que el conjunto completo de constricciones serd denotado como {¢;}, tal y como se venia
haciendo.

La dindmica més general deberd permitir realizar transformaciones de norma arbitrarias mien-
tras que el sistema fisico se encuentre evolucionando en el tiempo. El movimiento generado por
el hamiltoniano total Hr sélo contiene constricciones de primera clase primarias. Por tanto, de-
bemos de sumar a este todas las constricciones de primera clase secundarias, multiplicadas por
funciones arbitrarias adicionales. A esta funcién de primera clase que se obtiene, se le conoce como
hamiltoniano extendido

Hp=H +) uava (2.50)

donde el indice a corre sobre el conjunto completo de constricciones de primera clase. Este niimero
corresponde al numero de grados de libertad no fisicos del sistema.

Es claro que para las observables fisicas, es decir, las cantidades invariantes ante transformacio-
nes de norma, la evolucién descrita por H', Hr y Hg es la misma. Mientras que para las demds
cantidades, el hamiltoniano extendido Hg es el que toma en cuenta toda la libertad de norma que
hay en el sistema.

2.1.12. Paréntesis de Dirac

Las constricciones de segunda clase no pueden ser interpretadas como generadores de una trans-
formacién de norma. La razén es que, por definicién, las transformaciones generadas por estas no
preservan a todas las constricciones ¢, ~ 0 y por tanto mapean estados permitidos a estados no
permitidos. Uno puede interpretar que las constricciones de segunda clase generan un flujo trans-
versal, o normal, a la superficie de constriccion; mientras que las constricciones de primera clase
generan un flujo tangente a la superficie de constriccién [28].

Si las constricciones de segunda clase no pueden ser resueltas de manera explicita, uno debe
de tener cuidado con que el flujo generado por estas en el espacio fase, no nos lleve a dejar la
superficie de constriccién. Una manera en que podemos estar seguros de que nos mantendremos en
todo momento sobre la superficie de constriccion es introduciendo el paréntesis de Dirac.

Consideremos que tenemos un sistema en el que separamos las constricciones de primera clase
de las de segunda clase, tal y como lo hicimos en (2.46), y denotemos a las constricciones de segunda



2.1 Formalismo hamiltoniano para teorias de norma 21

clase como Y. Tomemos ahora un par de funciones arbitrarias F'y G sobre el espacio fase. Entonces,
el paréntesis de Dirac se define como

{F,G}p = {F,G} — {F,xa}C"*"{x5, G} (2.51)
en donde C’*? denota a la inversa de la matriz C.ps que contiene a todas las constricciones de
segunda clase de nuestro sistema.

Al usar el paréntesis de Dirac, uno puede imponer a las constricciones de segunda clase de
manera fuerte incluso antes de evaluar al paréntesis de Dirac. También se puede probar que las
ecuaciones de movimiento generadas por este, son equivalentes a las que uno obtiene mediante el
paréntesis de Poisson

F~{F Hr}p ~{F Hr} (2.52)

2.1.13. Fijacion de la norma

Como ya vimos, la libertad de norma, que es resultado de la presencia de constricciones de
primera clase en un sistema fisico, implica que hay més de un conjunto de variables canénicas que
corresponden a un estado fisico determinado. Por tanto, resulta deseable que uno pueda eliminar
en la practica a estas ambigiiedades imponiendo més condiciones en las variables candnicas, de
manera que se tenga una correspondencia uno a uno entre el estado fisico y el valor de un conjunto
de variables candnicas independientes. A estas condiciones extra que les podemos imponer a las
variables canénicas las llamaremos condiciones candnicas de norma. Estas no son consecuencia de
la teoria, sino que son ecuaciones impuestas ad hoc para evitar contar multiples veces un mismo
estado fisico.

Ya que solo queremos eliminar de la teoria a los elementos arbitrarios, no observables, debemos
de tener cuidado con que las condiciones de norma que impongamos no afecten a las propieda-
des observables que son invariantes de norma. Existen dos propiedades que cualquier conjunto de
condiciones de norma

Co(ai, pr) ~ 0 (2.53)

debe de cumplir para considerar que estas fijan la norma de manera correcta o satisfactoria:

a) La norma seleccionada debe ser accesible. Esto quiere decir que dado cualquier conjunto de
variables candnicas, debe existir una transformacién de norma que mapee este conjunto al
conjunto de variables candnicas que satisfacen (2.53). Esta transformacién debe ser obtenida
a partir de la iteracién de las transformaciones infinitesimales dvo{ F, 7o }, descritas en (2.49).
Esto asegura que las condiciones de norma no afecten a las propiedades observables. Como el
numero de pardametros independientes dv, es igual al nimero de constricciones independientes
de primera clase, concluimos que el nimero de condiciones de norma no puede ser mayor a
este numero .

b) Las condiciones de norma (2.53) deben de fijar completamente la norma. Esto significa que
la tnica transformacién de norma que debe permanecer es la que preserve a las condiciones
de norma C}. En otras palabras, la ecuaciéon

> 6va{Ch,7a} = 0 (2.54)

debe implicar

500 & 0 (2.55)

Lo anterior se cumple solo si el niimero de ecuaciones independientes es igual o mayor al
numero de funciones Jv,.
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Si consideramos simultdneamente las implicaciones que se dan de las propiedades a) y b), lle-
gamos a la conclusién de que el nimero de condiciones de norma independientes debe ser igual al
nimero de constricciones independientes de primera clase. De esta manera llegamos a que la matriz
{C%,7va} corresponde a una matriz cuadrada. En este caso, para que (2.54) implique (2.55), esta
matriz debe ser invertible, es decir,

det [{Ch, va}| # 0 (2.56)

pero esta condicién nos dice que el conjunto de constricciones Cj, y ¢, forma un conjunto de
constricciones de segunda clase. Entonces, uno puede ver que después de que se fija la norma, no
queda ninguna constriccién de primera clase. Esto resulta ser bastante razonable, ya que si quedara
alguna constriccién de primera clase, uno podria tener ain cierta libertad de norma generada por
dicha constriccién.

Después de fijar la norma, uno puede pasar a implementar el paréntesis de Dirac para asi
tener una teoria libre de constricciones en el sentido de que ahora las constricciones pueden ser
consideradas como identidades que expresan ciertas variables dindamicas en términos de otras.

A pesar de que las condiciones de norma (2.53) se cumplen localmente, esto no implica que nece-
sariamente se deban cumplir de manera global. La geometria de la superficie de constriccién puede
ser tal que impida la existencia de condiciones de norma globales. En la literatura generalmente se
refiere a este problema como la ambigiiedad de Gribov. Debido a este problema, resulta importante
no perder de vista a las teorias con constricciones de primera clase que no fijan la norma.

2.1.14. Ejemplo de un sistema hamiltoniano con constricciones

Consideremos la accién que describe el movimiento de una particula relativista de masa m en
el espacio de Minkowski, desde un sistema de referencia inercial con coordenadas z* = (t,z")"

Sl (1)) = —m/dt - d(®) de'(t) (2.57)
dt dt
Esta descripcién es correcta, sin embargo, no es obvia la invariancia ante transformaciones de
Lorentz [29]. Resulta 1til entonces una descripcién en donde esta invariancia se mantenga de manera
explicita. Esto puede ser logrado si introducimos variables dindmicas adicionales proporcionadas
por simetrias de norma, de manera que uno recupere la equivalencia con la descripcién original.
Podemos hacer uso de un parametro arbitrario 7 para etiquetar las posiciones sobre una linea
de mundo descrita en el espacio-tiempo por medio de las funciones z"(7), de manera que ponemos
a un mismo nivel a la coordenada temporal z° con respecto a las coordenaddas espaciales z*, [30].
Utilizando estas variables dindmicas, uno ve que la acciéon toma la forma

Szt (7)) = —m/dT\/nWj:l‘dUV (2.58)

en donde denotamos ¢* = da* /dr y utilizamos 7, = diag(—1,+1,+1,+1). Vemos que esta accién
posee de manifiesto la invariancia de Lorentz. A costa de mantener explicita la invariancia de
Lorentz, el modelo adopta una caracteristica muy importante: la invarianza ante reparametrizacién
de la linea de mundo. Esta invariancia corresponde a una simetria de norma en el sistema [31]. Si
uno realiza la eleccién de norma z°(7) = 7, uno regresa a la accién original.

Manteniendo la libertad de norma, pasamos ahora a la formulacién hamiltoniana del sistema.
Los momentos candnicos estdan dados por

0L MmN &’
pu= o= el (2.59)
TN T
1En donde utilizamos unidades donde ¢ = 1, y en donde los indices corren de manera usual, © = 0,1,2,3,

i=1,2,3.
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Si realizamos una transformacién de Legendre para calcular la funcién hamiltoniana, vemos que
esta se anula idénticamente

H=pui"—L=0 (2.60)

Uno puede darse cuenta que no todos los momentos son independientes y que cumplen con la
constriccién

pup” +m* =0 (2.61)

Esta constriccion es de primera clase y corresponde a la condicién de mass-shell para una particula
relativista de masa m. Desde la perspectiva de la linea de mundo, esta condicién nos dice que
la particula no puede quedarse quieta en el espacio de Minkowski, sino que al menos tiene que
mantenerse en movimiento en la direccién temporal con (p®)? > m?.

La accién hamiltoniana toma entonces la forma

S () ) M) = [ ar [t = S+ ) (2.62)

donde A corresponde al multiplicador de Lagrange de la constriccién de primera clase ¢ := %(pup“ +
m?) = 0. La constriccién juega el papel del generador de la dindmica del sistema una vez que fijamos
la norma, por lo que escribimos al hamiltoniano del sistema como

Heg=v¢ (2.63)

en donde v es una funcién arbitraria.
Las ecuaciones de movimiento que obtenemos son

it = {a", vp} = vp*

Pu = {pu, v} =0 (264

Vemos que verdaderamente HEg es el generador de la evolucién dindmica, y solo debemos de fijar
la norma para determinar la evolucién por completo. Si queremos fijar la norma mediante una
condicién de norma €2, debemos observar que esta debe depender explicitamente del parametro 7
ya que se debe cumplir

- oo o
Q=5 +{QHe} = or +top OxH

= =0 (2.65)

y solo obtenemos una solucién no trivial para v si g—? #0ysi % # 0, al menos para alguno de
los {ndices p [32]. Escogemos entonces la condicién de norma

Q=a"—71 (2.66)

De esta manera podemos determinar que v = 1 /po, de acuerdo con (2.65). Obtenemos finalmente
que el hamiltoniano es

1
e = 5 5 (pup” + m?) (2.67)

con el cual podemos determinar de manera tnica la evolucion fisica del sistema.
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2.2. Cuantizacion de Dirac

El método de cuantizacién de Dirac [26] consiste en un conjunto de prescripciones que busca
encarar de manera consistente la cuantizaciéon de sistemas fisicos con constricciones. Consideremos
primero el procedimiento estdndar [23] que se sigue para la cuantizacién de sistemas sin constric-
ciones.

El proceso de cuantizacién usual consiste en considerar a las coordenadas generalizadas y a sus
momentos candnicos asociados como los observables basicos y definir una representacién de ellos
como operadores cuanticos en un espacio de Hilbert H. Los operadores deben de ser seleccionados
tal que el conmutador entre dos operadores esté dado por el operador correspondiente al paréntesis
de Poisson de los observables, es decir, tomamos el mapeo ~

[F,G] = ih{F,G} (2.68)

el cual asigna un operador a cada funcién del espacio fase. En general este mapeo de funciones
del espacio fase a operadores resulta en operadores que no conmutan entre si. Por ejemplo, si el
paréntesis de Poisson entre F' y GG no es nulo, entonces tendremos que FG #* GF. Por tanto, el
mapeo (2.68) es vdlido “mddulo” el ordenamiento de operadores en el lado derecho de la ecuacién,
0 sea

[F,G] = ih{F,G} + O(h?) (2.69)

En la teoria cudntica, los estados estdn representados por vectores que se encuentran en el espacio
de Hilbert. Uno puede tomar a este espacio de estados como el conjunto de funciones complejas de
cuadrado integrable, las cuales llamaremos funciones de onda ¥. Utilizando la notacién de Dirac,
en donde denotamos a un elemento del espacio de estados como |¥), podemos establecer de manera
simplificada a la mecénica cudntica en la representacién de Schrédinger de la siguiente manera.
Dado un estado |¥(to)), su evolucién se encuentra determinada por la ecuacién de Schrodinger

d -
ih= [0(t) = 1 (1)) (2.70)

Las mediciones y las propiedades fisicas del estado quedan establecidas por medio del valor de
expectacion de las observables.

(F) = (V| F|P) (2.71)

Como queremos que los valores de expectacién correspondan a cantidades reales, el producto escalar
tiene que ser tal que las observables reales estén representadas por operadores hermiticos.

Siempre se encuentra disponible una representacion estindar para los operadores cudnticos
siempre y cuando el espacio fase sea el espacio cotangente del espacio de configuraciones. En este
caso se tiene

Fu(g) = Flg)¥(q),  p¥(g) = -m%q» (2.72)

Una restriccién que se impone sobre la representacién es que esta debe ser irreducible. Para la
representacién estdndar, el producto escalar es tinico y corresponde a

(W) = / dg: " () ¥ (q1) (2.73)

donde dg; es la medida que queda invariante ante las “translaciones” generadas por los operadores
Dk. Esto se cumple solo para cuando el espacio de configuraciones es de dimensién finita.

Podemos considerar también el teorema de Ehrenfest, que basicamente nos dice que los valores
de expectacién se comportan casi como las funciones clésicas del espacio fase.

d oo Lm gy OF

SAF) = = ([F,H)) +(50) + O(h) (2.74)
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Para el caso de sistemas que cuentan con constricciones hay que tomar en consideraciéon algunos
detalles extra para completar el proceso de cuantizacién. Por ejemplo, si queremos que el teorema
de Ehrenfest se siga cumpliendo al menos para orden principal en %, uno tiene que utilizar las
constricciones ¢, para imponer la siguiente condicién sobre los estados fisicos

ba W) =0 (2.75)

Esta condicién proporciona un subespacio lineal que es llamado espacio de estados fisicos [33]. En
la representacién estandar, la condicién se traduce en un conjunto de ecuaciones diferenciales.

Al imponer (2.75), tenemos que asegurarnos que estas ecuaciones sean consistentes entre si.
Estas ecuaciones implican que

[bar @] |®) =0 (2.76)

Si todas las constricciones son de primera clase (de no ser asi uno simplemente puede utilizar el
paréntesis de Dirac en lugar del paréntesis de Poisson para eliminar las constricciones de segunda
clase) uno podria esperar que el conmutador en (2.76) sea

[6a, db] = ifa e 2.77)

dado que en la teoria clésica el paréntesis de Poisson de dos constricciones de primera clase es una
combinacién lineal de las constricciones de primera clase. Clasicamente, las funciones de estructura
S son en general funciones del espacio fase, por lo que cudnticamente son representadas por
operadores. Debido a que estos “operadores de estructura” no necesariamente conmutan con las
constricciones, es esencial que aparezcan multiplicando por la izquierda a las constricciones en
(2.77). Si no podemos lograr lo anterior, entonces no podemos imponer la ecuacién (2.75) de manera
consistente y no podremos construir una teoria cudntica adecuada.

De manera similar, tenemos que asegurarnos que la condicién (2.75) sea consistente con la ecua-
cién de Schrodinger (2.70). Si empezamos con un estado |¥) que cumple con (2.75) y dejamos que
evolucione en el tiempo a través de la ecuacién de Schrodinger, este debe de seguir cumpliendo con
la condicién a un tiempo posterior. Este requerimiento puede ser verificado simplemente si dejamos
actuar a las constricciones sobre la ecuacién de Schrédinger y comprobando si dicha cantidad se
anula, es decir

$aH W) = [$a, H] |¥) — Hoa |¥) (2.78)

debe anularse. El segundo término desaparece ya que el estado |¥) es un estado fisico. Entonces,
para que esta cantidad se anule, obtenemos la condicién extra

[ba, H] = ihg," ¢ (2.79)

la cual corresponde simplemente a pedir que la propiedad clasica que nos dice que el paréntesis
de Poisson del hamiltoniano con cualquier constriccién se anula débilmente, debe ser preservada
cudnticamente. Nuevamente, se requiere que los coeficientes §,° se encuentren multiplicando por la
izquierda a las constricciones.

2.3. Método del promedio sobre el grupo (Group averaging)

El método de promedio sobre el grupo [34, 35, 36] sirve para cuantizar sistemas con constricciones
que no pueden ser directamente resueltas. Este método nos proporciona estados fisicos a partir de
estados cinematicos. En particular, puede ser utilizado si todas las constricciones a resolver generan
una accién unitaria de grupo en el espacio de Hilbert cinemético. En esta seccién se esboza la
construccién considerando solo una constriccién pero el método puede ser generalizado directamente
a mas constricciones si el conjunto de constricciones es abeliano [37].
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Para cuantizar una teoria cldsica lo que se hace es representar a las variables candnicas y a
su dlgebra en un espacio vectorial tal que el dlgebra cudntico [§,p] imite al &lgebra cldsico {q,p}.
Este espacio vectorial debe de ser equipado con un producto interno a partir del cual se hace una
completitud de Cauchy para obtener un espacio de Hilbert. Dado que el espacio fase clasico de
funciones se encuentra ahora representado como operadores en el espacio de Hilbert, uno puede
empezar a realizar cdlculos a partir de estos estados, estos operadores y el producto interno.

Si la teorfa clédsica tiene constricciones de primera clase %7, es decir, es una teoria de norma,
entonces el espacio de Hilbert que uno obtiene no es el espacio de Hilbert Hgs de estados fisicos |Ugs)
del sistema. En general, el espacio que se obtiene es un espacio méas grande llamado el espacio de
Hilbert cinemético Hein con estados |¥ein) que no necesariamente corresponden a soluciones fisicas
en el sistema. Las soluciones fisicas del sistema se encuentran en Hgs, lo que implica que debemos
de encontrar un subconjunto de estados en Hcin que sean fisicos y definir entre ellos un producto
interno fisico (:|-), tal que este subespacio de estados sea nuestro espacio de Hilbert fisico.

El conjunto |¥gs) corresponde al conjunto de estados que son aniquilados bajo la accién de
la versién cuédntica de las constricciones de primera clase: los operadores %7, que se construyen
analogamente a como se construiria el operador hamiltoniano. El motivo para utilizar este criterio
es debido a que los estados fisicos deben quedar invariantes ante las transformaciones generadas
por estas constricciones, i.e. las transformaciones de norma.

Cléasicamente, las constricciones de primera clase conmutan entre si débilmente, es decir, con-
mutan sobre la superficie de constriccién

(61,6} =0 = {%1,6:} =&, 6k (2.80)

con &; ;% como la constante de estructura. Entonces uno tiene

[ﬁ%,%] Wa) =0 = % |Tas) =0 (2.81)

de manera que se puede observar que los estados fisicos |¥ss) quedan invariantes ante la accién de

los elementos U = €@ 61 del grupo de norma asociados, tal como era deseado,
N R AN\ 2
U|¥ss) = {1 +ialE + (iau&) 4. } |Wge) = |Was) (2.82)

con ol como los multiplicadores de Lagrange que juegan el papel de los pardmetros del grupo.
Una vez que se obtienen los estados, uno puede construir el producto interior asociado a ellos.
Sin embargo, no siempre resulta trivial resolver las constricciones como en (2.81), y uno utiliza
herramientas como el promedio sobre el grupo, con la cual no solo se obtienen los estados fisicos,
sino que también nos proporciona un producto interno dado que el espacio cinematico Hcin ya
cuenta con uno {-|-) .-
La construccién que se realiza con el método del promedio sobre el grupo consiste en que dados
o

los elementos del grupo de norma U = e**® | uno escribe a los estados fisicos como

|‘Ilﬁs> - / da eicﬁé ‘\chin> (283)
R
El kernel de esta transformacién estd dado por
K(op,trimit) = [ daes,tr ™ o) (2.84)
R

Entonces podemos escribir a los estados fisicos como

Wgs(zp,tr) = (xf,tr|Vsas) Z/dwi/dti K(xg,tf;2i,t:)Wein (i, ts) (2.85)
R R
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esto quiere decir que podemos utilizar al kernel para obtener un estado fisico a partir de un estado
cinemético. Considerando ahora que |Wein) y |¢cin) son estados cineméticos, si utilizamos el producto
interno cinemaético, podemos definir el producto interno fisico como

<‘Ijﬁs|¢ﬁs>ﬁs = /dOé <‘chin‘ eia% |¢cin>cin
- / dz dz'dt At W (a, OK (2, £ ', ) bein (' ) (2.86)
R

de manera que toda la dindmica cudntica se encuentra contenida en la amplitud de transicién
A
K(z,t; 2", t").

2.3.1. Ejemplo: La particula libre no relativista

La accion de la particula libre parametrizada puede ser escrita en términos de una constriccion
como

S = /dT {pﬂf + pad — A (pt + Lpfc)} (2.87)

2m

donde A corresponde al multiplicador de Lagrange y la constriccién es

5 1 5
¢ = - 2.
Pt + 9, Pz (2.88)

Usando el método del promedio sobre el grupo [38], podemos obtener el kernel (2.84). Si des-
componemos la evolucién en N intervalos de longitud e = 1/N

N
e = H ehArCn (2.89)
n=1

e insertamos bases completas de la forma I = [ dtndzn |Tn, tn) (Tn, tn|, tenemos que el propagador
es

N-—-1 N N-1 N
iyes P _ il 52
<xf7tf|e ﬁ)\(g‘mivti> = H |:/ dtn:| H <tn|€ R APtn ‘tn71> H [/ dxn:| H <£L‘n|6 h Azmpmn |x”*1>
n=1 R n=1 n=1 R n=1

(2.90)

donde el estado final y el estado inicial son (zn,tn| = (zf,tf| v |xo,to) = |24, t;) respectivamente.

Podemos calcular por separado la parte dependiente del tiempo de la parte dependiente de las
coordenadas espaciales para obtener

(tale™ FPn [t 1) = / dpr,, exp [—iexpt" + 21t — tH)]
21 Jp h h

Lol g2 1 i1 i (291)
<xn|e*ﬁe/\mpzn |Trn_1) = o dezn exp [—%ekﬁpin + ﬁpzn (zn — xn,l)}

Los N productos de exponenciales pueden ser escritos como la suma de los términos en el
argumento de las exponenciales. Las N — 1 integrales sobre t,, y x,, al ser combinadas con la
exponencial de los términos py, (tn — tn—1) ¥ Pz, (Tn — Tn—1), respectivamente, resultan en N — 1
deltas de Dirac en los momentos temporales y espaciales, con los términos p¢, to + piytN — Py To +
Dy TN restantes dentro de la exponencial. Integramos estas N — 1 deltas con las N — 1 integrales
sobre los momentos temporales y espaciales. Después de la integracién, nos quedamos solo con una

integral sobre las coordenadas p:y ¥ Pzy
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<mf7 tf|67%>\<€|$i7 ti>

1 4 AN (£ 1 —ileaNgLp2 — (zn—2 )]
— d ﬁptN[ AN—(tn to)]i d - h,[ QdeLN P (TN 0
o /R ey e orh J, PN € (2.92)

m im(xy —xg)?
=5(\ — (tx — to)) /meiﬂm

en donde se utilizé que 7 = eN = 1.
Tomando esta expresion e integrandola respecto al parametro A, obtenemos que el kernel para
la particula libre no relativista utilizando el método del promedio sobre el grupo, es igual a

™ im(xy —xg)>
K(va ty; @i, t;) = 1/ me 2n(tN —to) (2.93)

el cual corresponde con el resultado estdndar, cf. [39].
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Capitulo 3

Mecanica cuantica polimérica

Un via para atacar al problema de la gravedad cudntica estd dada por lo que se conoce como
gravedad cudntica de lazos. Sin embargo, esta sufre ain de serias dificultades. Estas dificultades
han motivado a que algunos investigadores opten por estudiar modelos que imiten algunas de las
caracteristicas de la teoria completa (e.g. la naturaleza discreta del espacio-tiempo) con el fin de
entender mejor a la teoria. La cuantizacion polimérica es un procedimiento de cuantizacién no-
estandar que implementa algunas de las técnicas de cuantizacion de la gravedad cuéantica de lazos;
en particular, el requerimiento de invarianza bajo difeomorfismos e independencia de una métrica de
fondo conduce a ella [10]. Esta cuantizacién ha sido motivo de atencién en los dltimos anos debido a
su posible relacién con la fisica a escalas de Planck. Su implementacién en sistemas con un niimero
finito de grados de libertad nos lleva a lo que es conocido como la mecdnica cudntica polimérica, la
cual fue establecida formalmente por primera vez en [41]. El origen del nombre viene del hecho de
que en la gravedad cuéntica de lazos los estados cuanticos de la gravedad se encuentran etiquetados
por medio de lazos, lo que sugiere una estructura semejante a la de un material polimérico’.

La construcciéon de una teoria cuantica a partir de un sistema clasico no es de ninguna manera
un procedimiento algoritmico en el cual uno deba seguir trivialmente una sucesiéon de pasos. De
hecho, la cuantizacién es un proceso que involucra una gran cantidad de elecciones que puede llevar
a teorias cudnticas no equivalentes. En particular, la cuantizaciéon polimérica nos lleva a una teoria
cudntica que es diferente a la mecdnica cudntica estandar, tal como puede ser demostrado mediante
el teorema de Stone-von Neumann. Es por eso que en este capitulo realizamos una revision de dicho
teorema para entender su significado y sus implicaciones respecto a la diferentes teorias cudnticas
que uno puede obtener al cuantizar. Posteriormente hacemos una construccién ciudadosa de la
representacién polimérica de la mecénica cudntica. Esta construccién es realizada de manera tal
que una comparacion entre esta representacién y la representacion estandar de Schrodinger pueda
ser hecha de manera clara y directa, haciendo explicita la diferencia entre ambas. Finalmente, una
vez establecida la representacién polimérica, realizamos una descripcién de su cinemética y de su
dindmica. En la parte cinematica establecemos los estados y los operadores de la teoria, asi como el
producto interno entre los estados. En lo que respecta a la dindmica, realizamos la implementacién
de la funcién hamiltoniana como operador y vemos las consecuencias que conlleva la representacién
polimérica al nivel dindmico de la teoria.

3.1. Teorema de Stone-von Neumann

En la fisica tedrica, el teorema de Stone-von Neumann [42] es una de varias formulaciones
acerca de la unicidad de las relaciones candnicas de conmutacién entre los operadores de posicién
y momento de la mecénica cudntica. Este teorema nos asegura que cada representacién irreducible

1 Los materiales poliméricos se caracterizan porque su estructura molecular tiene la forma de una cadena
constituida de unidades repetitivas.
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de un algebra de Weyl que es débilmente continua en cada uno de sus parametros, es unitariamente
equivalente a la representacion de Schrédinger. La construccidon de una representacion no-equivalente
a la de Schrodinger debe de estar en conflicto con una o maés suposiciones de este teorema. La
mecédnica cudntica polimérica es una representacién no-regular® de las relaciones de conmutacién
candnicas que no es unitariamente equivalente a la representacién estdndar de Schrédinger, pero
de la cual se espera que en el limite apropiado uno pueda aproximarse a la representacién de
Schrédinger.

3.1.1. Problemas para la representaciéon de las relaciones de conmutacion

En la mecanica cuéntica, los observables fisicos son representados mateméticamente por ope-
radores lineales en un espacio de Hilbert. Para una particula moviéndose en la recta de los reales
R, existen dos observables fundamentales: la posicién y el momento. En la descripcién cudntica de
dicha particula, el operador de posicién y el operador de momento estdn dados respectivamente por

[Z¢](w0) = zod(20) (3.1)
[90](0) = —ih 32 (z0) (32)

sobre el dominio de las funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto en R. Los ope-
radores x, p satisfacen las relaciones de conmutacién candnicas de un algebra de Lie

[, p] = &p — pt = ih (3.3)

donde h corresponde a la constante de Planck reducida y toma un valor numérico pequeno en
términos de las unidades de accién de la escala macroscépica.

Resulta que esta regla de conmutacién es imposible de satisfacer para operadores lineales ac-
tuando en un espacio de dimension finita, a menos que 7 sea idénticamente cero. Lo anterior resulta
evidente al tomar la traza de ambos lados de la ecuacién anterior y de considerar la identidad
tr(AB) = tr(BA). El lado izquierdo de la ecuacién es igual a cero, mientras que el lado derecho es
diferente de cero. Un andlisis posterior revela que en efecto, cualquier par de operadores autoad-
juntos que satisfagan estas relaciones de conmutacién no pueden ser simultdneamente acotados.

La idea detras del teorema de Stone-von Neumann es que dos representaciones irreducibles de las
relaciones de conmutacién candnicas, son unitariamente equivalentes. Sin embargo, como ya vimos,
los operadores involucrados son necesariamente no-acotados y existen sutilezas en el dominio de los
operadores que pueden llevar a contraejemplos del teorema. Para obtener un resultado riguroso,
uno necesita que los operadores satisfagan la versién exponenciada de las relaciones de conmutacién
canonicas, conocidas como las relaciones de Weyl.

3.1.2. Unicidad en las representaciones

Nos gustaria entonces clasificar, hasta por una transformacién unitaria, a las diferentes represen-
taciones de las relaciones de conmutacién candnicas dadas por un par de operadores autoadjuntos
actuando en espacios de Hilbert separables. Hagamos entonces un andélisis de lo que el teorema de
Stone-von Neumann nos dice.

Definicién 1. Primero consideremos que A es un operador acotado en un espacio de Hilbert
H. Definimos al mapeo exponencial de A por la serie de potencias

R oo
=2

e =
m=0

‘D>>

(3.4)

m
!

3

donde A° = ].

2 Es decir, es una representacién que no es débilmente continua en sus parametros.
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Definicién 2. Ahora supongamos que A y B son dos operadores no-acotados autoadjuntos que
satisfacen

[A, B] = ihl (3.5)

Aplicando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff obtenemos
6¢(5A+u§) _ ez‘sth/QeisfieitB _ efisth/ZeitéeisA (3.6)
Definimos a las relaciones de conmutacion exponenciadas o relaciones de Weyl como la expresiéon

6i5AeitB _ efistheitBeisA (37)
Es importante notar que la conclusién (3.7) es puramente formal, ya que los operadores involucrados
son no-acotados y surgen problemas técnicos que no nos permiten aplicar la férmula de Baker-
Campbell-Hausdorff sin antes hacer suposiciones adicionales acerca del dominio de los operadores.
Existen operadores que satisfacen las relaciones de conmutacién canénicas pero no cumplen las
relaciones de Weyl. Sin embargo, se espera que en “buenos” casos los operadores satisfagan ambas
relaciones.

Definicién 3. Consideremos que los operadores A1, ..., A,y Bi,..., By, satisfacen las relaciones
de Weyl. Se dice entonces que dichos operadores actian irreduciblemente en el espacio de Hilbert

H si los tnicos subespacios cerrados de H que son invariantes ante los diferentes e y e**5i son

{0}y H.

Proposicién 1. Los operadores usuales de posicién y momento X, P actdan irreduciblemente
en L*(R™).

Teorema 1. (Teorema de Stone-von Neumann) [43] Supongamos que A1, ..., A,y Bi,...,Bn
son operadores autoadjuntos en H que satisfacen las relaciones de Weyl. Entonces, H puede ser
descompuesto como una suma ortogonal directa de subespacios cerrados {V;} con las siguientes pro-
itA;

piedades. Primero, cada V; es invariante ante cada e* y e®Pi para toda j y t. Segundo, existen

operadores unitarios U; : Vi — L*(R™) tal que

UleztAj Ufl _ etij
o itBypy—1 _ itP (3:8)
Ulezt le— — ezt '

para toda j y t, en donde e y P son los operadores usuales de posicién y momento de la mecénica
cuéntica.

Adicionalmente, silas A’s y B’s actdan irreduciblemente en H, entonces existe un mapeo unitario
tinico U : H — L*(R") tal que

UeitAj I 6¢t5(_7-
P - (3.9)
UeztB] U71 _ ethJ

para toda t. El mapeo U es tnico hasta por un factor constante de valor absoluto igual a 1.

En otras palabras, el teorema de Stone-von Neumann nos dice que para cualquier par de opera-
dores autoadjuntos A y B que actien irreduciblemente en ‘H y que satisfagan la relacién de conmu-
tacién [A, B} = ihI — considerando que ciertas suposiciones técnicas se cumplen, como las relaciones
de Weyl — podemos concluir que dichos operadores son unitariamente equivalentes a los operadores
usuales de posiciéon y momento X y P. Esto es, existe un operador unitario U:H— LQ(R") tal
que

UAU™' = X

o X 3.10
UBU =P (3.10)
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3.2. Construccion de la representacién polimérica

Para la construccién de la representacion polimérica [44] partimos de una reformulacién de las
relaciones de conmutacién candnicas, la cual nos permite realizar una generalizaciéon apropiada que
nos ayude a construir paralelamente la representacién de Schrodinger y la representacién polimérica,
de manera que podamos distinguir explicitamente el punto donde ambas representaciones difieren.

Consideremos que nuestro sistema consiste en una particula desplazdndose en la linea de los
reales R, el cual posee el espacio fase més simple, i.e. I' = R?, con coordenadas (q,p). Realizamos
una cuantizacién del sistema utilizando una representacién del tipo Schrodinger (funcional), pero
tomando en cuenta la estructura necesaria para definir una representacién del tipo Fock, ya que
resulta mas clara para la construcciéon de la representacién polimérica.

La cuantizacién consiste en promover las coordenadas a operadores hermiticos y promover los
brackets de Poisson clasicos a un conmutador cudntico,

“p — 4P
{fe.p} =1 — [§,p] =ihl
Las expresiones en (3.11) son conocidas como las relaciones de conmutacién canénicas y constituyen
la estructura bésica de la cinemaética de la teoria cudntica.

El teorema de Wintner [45] nos demuestra que los operadores § y p no pueden ser simultdnea-
mente acotados, por lo que el lado izquierdo del conmutador cudntico no se encuentra bien definido
a menos que introduzcamos condiciones extra para hacerlo. Para sortear este problema podemos
considerar el algebra de Weyl, el cual consiste en los operadores — bien definidos — generados a
partir de la exponenciaciéon de los operadores ¢ y p, denotados por

(3.11)

Ula) = @0/ y(g) = PP/ (3.12)

donde «, 8 € R tienen dimensiones de momento y distancia, respectivamente. Las relaciones de
conmutacion candnicas expresadas en términos de estos operadores son,

Ulaa) - V(az) = U(a1 + aa)
\%

(a2)
V(Br) - V(B2) = V(B1 + B2) (3.13)
Ula) - V(B) = e *P/"V(B) - Ula)

obteniendo asi lo que se conoce como relaciones de Weyl. El dlgebra de Weyl W es generada tomando
una combinacién lineal finita de los generadores U(w;), V(fi). Vemos ahora que la cuantizacién
consiste entonces en encontrar una representacién unitaria del dlgebra de Weyl en el espacio de
Hilbert.

Para la construccién de una representacion, hay que tener en cuenta dos cosas: i) la especificacién
de la accién de los operadores ¢ y p en los estados del espacio de Hilbert H, y ii) la naturaleza
del espacio de funciones a las que los estados pertenecen, que depende de la eleccién del producto
interno en H, o de la medida p en R.

Por ejemplo, para construir la representaciéon de Schriodinger se selecciona que el espacio de
Hilbert corresponda al espacio de funciones de cuadrado integrable con respecto a la medida de
Lebesgue dg

Hsenr = L*(R,dq)

Mientras que los operadores se representan como:
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para toda ¥ (q) € Hschr.

Resulta conveniente considerar la estructura necesaria para realizar una representacién tipo
Fock. Definimos una estructura extra sobre el espacio fase: una estructura compleja J que consiste
en un mapeo lineal J : I' — T, tal que cumpla con J? = —1. En nuestro caso, en el cual el
espacio fase corresponde a I' = R?, la libertad en la eleccién de J se reduce a la eleccién de un
pardmetro d con dimensiones de longitud, [d] = L. Definiendo por conveniencia la variable k = p/#,
seleccionamos a J como el mapeo:

q
J: (g, k) — (—ko, ﬁ) (3.14)

Haciendo uso de la estructura simpléctica® Q((q,p); (¢, p")) = qp’ — pq’, definimos el producto
interno sobre I'" como:

ga(- ;) =Q( ;5 Jar) (3.15)
de manera tal que para un par de coordenadas obtenemos

1 d?
g9a ((g,p); (d',p)) = @qq' + ﬁpp'

el cual es positivo definido y adimensional.
Resulta de interés notar que debido a nuestra definicién de producto interno, podemos establecer
las coordenadas complejas (¢, ) sobre el espacio fase I

(= écﬁ-i%p ; (= éq - i%p (3.16)
La definicién de estas coordenadas nos permite construir la representacién de Fock, que a su vez
nos permite definir de manera natural operadores de aniquilacién y creacién en nuestro espacio.
Uno puede ver asi la relevancia de definir el pardmetro d.

Para construir el espacio de Hilbert, se utiliza lo que se conoce como la construccién GNS. En
esta construccién uno utiliza las propiedades algebraicas de W y un mapeo lineal w: W — C — el
cual se define como un estado — para obtener no solo un espacio de Hilbert H, sino también una
representacién 7 : W — L(H) para W y un vector |¥) tal que

w(a) = (Ulr(@W¥), V aecH (3.17)

La construccién GNS para obtener una representacién tipo Schrodinger (funcional) a partir de
una representacién de Fock, implica que la medida es no-trivial en el espacio de Hilbert y que por
tanto el operador de momento adquiere un término extra para que pueda cumplir con la condicién
de realidad, i.e., que sea auto-adjunto [46]. La representacién del dlgebra de Weyl que se obtiene
mediante la construccién GNS es entonces

U(a) - ¢(q) = """ (q) (3.18)

V(8) - dlg) = e D (g — B) (3.19)

La estructura del espacio de Hilbert se establece mediante la definicién de un estado algebraico
wg : W — C, una funcién lineal positiva que va del dlgebra de Weyl* a los complejos. El estado
debe coincidir con el valor esperado en el espacio de Hilbert tomado en el vacio.

wa(a) =), YV aeEW (3.20)

3 Nétese que el mapeo J actia sobre la coordenada k; mientras que la estructura simpléctica €2, y por tanto gq,
actdan sobre la coordenada p, habiendo que tener cuidado con un factor de h™2.
4 Recordar que los elementos del dlgebra de Weyl son precisamente las combinaciones lineales de U(a), V(B).
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Este estado se encuentra relacionado con el invariante de Poincaré de la representacién de Fock y
explicitamente es de la forma [47]

wd(W(q,p)) — e*%Qd((QvP)?(%P)) v Wew (3.21)

Para nuestra especificacién de la estructura J obtenemos los estados”

wa(U(0, @) = e~ 1202075 (0,0))

—e i 58 (3.22)

wa(V(B,0)) = e~ TUB0T(5.0)

@
[

e

=
Vi

d

(3.23)

La, construccién GNS de este dlgebra da lugar a un espacio de Hilbert Hq = L*(R, dpq), donde
1a es la medida Gaussiana, es decir

L g (3.24)
dv/r 1 '
En esta representacion el estado base estd dado por la funcién ¢o(q) = 1, la cual es normalizable.
Vemos también que la representacién se encuentra bien definida y es continua en o y 3, para d > 0.
Solo nos concentraremos en el estudio de los estados contenidos en el espacio de Hilbert Hq4
generados por la acciéon U (a) sobre el estado base,

dpg =

$alq) = Ula) - go = e “V/" (3.25)

es decir, los estados que son funcién de la posicién q.
El producto interno entre dos estados se encuentra descrito mediante:

(6o, B)y = / dpadats

_ / dprge @D /M iOD/n

_ (A—a)?d?
= e 4h2

X —a)?d?
= (g ), = exp ( ~ 2L (3.26)
4R
Uno puede resolver estas integrales mediante [48].
Contrario a lo que sucede en la mecédnica cudntica estdndar, en el espacio de Hilbert GNS H4
las ondas planas son estados normalizables.

Antes de seguir, obtengamos la representacién estdndar de Schrédinger para dejar en claro el
momento en el que las construcciones de la mecénica cudntica estdndar y la mecénica cudntica
polimérica difieren.

Existe un isomorfismo isométrico® K que mapea la representacién-q en Hq a la representacién
estandar de Schrédinger en Hschr, mediante

5 Recordemos que [a] = MI[LI[T] ™}, [8] = [L] . U(a)=0(0,a), V(8) = V(8,0).
SEsto es, una transformacién que preserva la distancia entre espacios métricos.
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q2

e 242

A /d7r1/2

Y obtenemos que el estado vacio corresponde a

U(q) = K- ¢(q) = ¢(q) € Hsenr = L*(R,dg) (3.27)

_ 4
e 2d2
V(0) = —— (3.28)
Vdrl/2
Si elegimos que d = 4/ %, recuperamos el estado base del oscilador arménico cudntico. Mostramos
asi que ambas representaciones son unitariamente equivalentes, como era de esperarse por el teorema
de Stone-von Neumann, ya que ambas representaciones fueron construidas a partir de las mismas
relaciones de conmutacién candnicas.

Ahora pasemos a la representacion polimérica, la cual cuenta con dos casos limite para el pardme-
tro d: a) el limite 1/d — 0 y b) el limite d — 0.
A. Caso 1/d — 0. Representacién-A

De las ecuaciones (3.22) y (3.23) podemos notar que el limite se encuentra bien definido para el
estado algebraico wy. Para mayor claridad definamos el estado

wa = lim wd (329)
1/d—0

Los estados que obtenemos para este caso son

1d2a2

wa(U(0,0)) = 1}2130 e T 2 = a0 (3.30)
N 3 _1p2
wa(V(B,0)) = lim e 1a% =1 (3.31)

1/d—0
donde dq, es la delta de Kronecker. Por otro lado, ante el limite, la medida se comporta como

1 _d
lim dpg = I a2 d,
1/5%0 fd 1/230 dﬁe q

11
~—-—=d 3.32

iz (3.32)
es decir, tiende a una medida homogénea cuya constante de normalizaciéon é — 0. Esto es ya que
d% — 0, y por tanto exp(1/d?) — 1, tiende mds rapido a su limite que é — 0.

Del producto interno definido en la ec. (3.26) para los estados, obtenemos

z. z 77()\7&)2d2
B (OO0 = i, e = 0y (3:35)
De esta manera vemos que los estados ¢ (¢q) forman una base ortonormal en este nuevo espacio de
Hilbert. Es muy importante notar que, dados ai,a2 € R tal que a1 # a2, la accién del operador
U sobre un elemento ¢x(q) de la base genera vectores ortogonales, sin importar lo arbitrariamente
cercano que sea el valor para a1 y as. Por tanto los operadores U se vuelven discontinuos en el
pardametro «. Esto tiene como gran consecuencia que esta representacién jno es equivalente a la
representacién de Schrodinger! ya que una de las hipétesis del teorema de Stone-von Neumann (cf.
pag. 29) es que los operadores deben de ser continuos. Por tanto, el limite 1/d — 0 determina la
caracteristica que diferencia la representacién estandar de Schrodinger y la representacion poliméri-
ca. De manera explicita, si consideramos el limite obtenemos la representacion polimérica; si no lo
consideramos obtenemos la representacién de Schrodinger.
Analicemos ahora la accién del operador V sobre los elementos de la base ¢a(q). Retomando la
expresién (3.19) obtenemos
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lim V(8) - ¢alg) = lim e @D, (q— )

1/d—0 1/d—0

— lim eaz(a-B/2) giala=B)/h

1/d—0
— eia(q—ﬁ)/fi

=e D4 (q) (3.34)

Vemos entonces que la accién de V sobre los estados es continua sobre el parametro 3, por tanto
en el limite cuando 1/d — 0 el operador p = —ihid,;" se encuentra bien definido. Podemos calcular
la accién del operador p sobre los estados, obteniendo

P da(q) = (—ih0y) da(q)
= (—ihdy) " V/"

— qeilad)/n

= ada(q) (3.35)

Entonces los estados ¢« (q) son eigenvectores del operador p, cuyos eigenvalores corresponden a a.

Resumiendo los resultados obtenidos para la representacién-A (cf. Tabla 3.1) tenemos que los
operadores U(a) se encuentran bien definidos, pero debido a que no son continuos en a no tenemos
un generador para este grupo y por tanto el operador ¢ asociado a las distancias no se encuentra
bien definido; por otro lado, debido a que el operador V(ﬂ) es continuo en f3, el operador p queda
bien definido. Obtuvimos una base ortonormal ¢, (con a € R), la cual es una eigenbase para el
operador p. El espacio de Hilbert obtenido para la representacién-A polimérica lo denotaremos
como Ha.

Estados $a(q) = Uago(q)
Producto interno (Pay|Pas) = Oay,a0
Operador no continuo | Ua; ¢a, (q) = Pay+as(q)

Operador no definido q
Operador discreto PPa(q) = aga(q)

Tabla 3.1: Representacién-A (1/d — 0) en la base de las posiciones q.

B. Caso d — 0. Representacion-B

Realicemos una construccién andloga para el limite d — 0. Definimos el estado

wp = lim wy (3.36)
d—0

Considerando el limite, los estados que obtenemos son

N 1d2a2
wB(U(O, a)) = 51'1% e 4 n2 =1 (3.37)
—
N 182
5(V(8,0) = lime™ ¥ =5y 5 (3.3)

7 Donde Oy denota, como en ocasiones es costumbre, —
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De nuevo, tomando con cuidado el limite para la medida, obtenemos que
lim djig = lim e~ dg ~ 6(g)d (3.39)
im = lim -~ — ~ .
s M = i d 7r€ 4 449

donde §(q) corresponde a la distribucién delta de Dirac. Mientras que es claro que el producto
interno se comporta como

If i e~ O 4
lm (fa, Pr)q = lim e a2 =1 (3.40)

Esto significa que, en este limite, cualquier estado & = ¢o — ¢, V a, A € R es de norma igual
a cero y por tanto pertenece al kernel del producto interior. Para construir un espacio de Hilbert
debemos de descartar estos vectores.

Ahora analizando la accién del operador V sobre el estado vacio, obtenemos los estados <z~5g

s = V(B) - polg) = eax =8/ (3.41)

Siguiendo la definicién previa de producto interno, calculamos el producto interno de un par de
estos estados

(a6r), = [ duadods
= e qaz (@B (3.42)
tomamos el limite cuando d — 0 para obtener que
lim <q§ q~5>\> = lime 1@ P =5 (3.43)
d—0 @ d d—0 8 ’

Los estados éa son los que forman una base ortonormal de manera que el operador V(ﬁ) es discon-
tinuo y por tanto su generador, el operador p, no se encuentra bien definido. Sin embargo, como
podemos ver de la ec. (3.41), de manera individual los estados no se encuentran bien definidos para
este limite cuando 8 > 0:

i . 0 g>p/2,
lim g5 = lim e "2 = ¢ 1 g=p/2, (3.44)
0 g<p/2

Para solucionar esta dificultad, consideremos estados en los que se incorpore de manera explicita
la medida, tal como se hizo en la ec.(3.27) al considerar el isomorfismo K para la construccién de
la representacién de Schrédinger. Definimos entonces los nuevos estados

2

q
~ T 542 B 1 I
Vp(q) = K - §s(q) = e - e TP/ = —__omam 0= (3.45)

‘/dﬂ'l/2 ‘/dﬂ-l/Q

El espacio de Hilbert que obtenemos corresponde a L? (R, dgq). Tomando el limite lo que uno obtiene
es

lim ¥s(q) = (6(q — )"/ = 6"*(q — B) (3.46)

d—0

donde a §'/2 (¢ — B) lo entendemos como un objeto que satisface

§'%(q—B)-6"*(q— @) = 5(q — B)dp.a (3.47)

es decir, si @ =  entonces tenemos una delta de Dirac, sino su valor es igual a cero.
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Este objeto puede considerarse como una distribucién que no puede ser integrada por si misma®

pero que el producto entre dos de ellas si; intuitivamente podemos entenderla como una “media-
delta de Dirac”. Por tanto, obtenemos asi un producto interno

Y (. = Jim [ das(@)iele) = [ dad(a = a)iae = G (3.48)

que cumple con lo esperado — ser igual a una delta de Kronecker — mientras que los nuevos estados
fundamentales los definimos como

x5(a) = lm ¥5(q) = 6" (q — B) (3.49)

Noétese que en esta nueva representacion, el estado vacio es definido como

xo(q) = 5"%(q) (3.50)

Entonces, en la representacién-B polimérica, el espacio de Hilbert Hp que obtenemos lo cons-
truimos formando combinaciones lineales finitas de los estados xp que formardn asi la base del
espacio

V(q) = Zbim (q) (3.51)

Nota:

Resulta conveniente realizar una descripciéon equivalente de este espacio de Hilbert. En
lugar de definir los elementos de la base como “medias-deltas de Dirac” cuyo producto
interno se define bajo una medida de Lebesgue ordinaria du, los elementos de la base
los definimos como deltas de Kronecker X/B = 04,8 las cuales bajo el producto interno se
comportan de manera similar a la ec. (3.48), i.e. x5(¢)-Xa(q) = 0, La diferencia es que
las deltas de Kronocker, y sus cuadrados, no son integrables bajo la medida de Lebesgue.
Entonces uno tiene que definir una nueva medida para solucionar su integrabilidad.
Resulta que la medida que se necesita es la medida contable discreta sobre R.

Observemos ahora cémo actia el operador U sobre los estados X%

ralt g8 = et 04,8 (3.52)
Vemos que su accién es continua (incluyendo en el limite d — 0) en el pardmetro «, por lo que el
operador § se encuentra bien definido en el espacio. De manera simple podemos ver la accién del
operador § sobre los estados

Uoc 'X%(Q) =e€

G- xp(a) =q-x5(q) (3.53)

Resumiendo, en la representacién-B la accién del operador Vg es la que se vuelve discontinua
ya que su acciéon para cualquier 81, 82 € R genera estados ortonormales, por lo que no es posible
definir al operador de momento p. Por otro lado, la accién sobre los estados del operador U, es
continua en el pardmetro o y actia de manera multiplicativa sobre ellos (ec.(3.53)).

Vemos que la accién de los operadores Ua, VB intercambia roles para las diferentes representacio-
nes: en la representacién-A el operador U. es discontinuo y no posible definir un operador asociado
a ¢, mientras que el operador VB es continuo y la accién del operador p es multiplicativa sobre
los estados; en la representacién-B el operador Vg es discontinuo y no posible definir un operador
asociado a p, mientras que el operador U, es continuo y la accién del operador ¢ es multiplicativa
sobre los estados.

8 A la funcién delta de Dirac se le impone que satisfaga la condicién f]R 6(z)dr = 1.
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Estados x5(q) = K - Vsdo(q)
Producto interno (X811X82) = 081,85
Operador no continuo | Vi, X5, (4) = X8, +5,(9)

Operador no definido P
Operador discreto Gxa(q) = gaxa(q)

Tabla 3.2: Representacién-B (d — 0) en la base de las posiciones q.

Nétese que la construccién se basé en considerar a los estados como funciones de g, i.e. en la
polarizacién-q. Pudimos haber hecho la construccién suponiendo que los estados eran funciones de
p, i.e. en la polarizaciéon-p, y hubiéramos obtenido una dualidad para las diferentes representaciones
en las que tendriamos la siguiente equivalencia entre las representaciones:

Polarizacion-q Polarizacion-p
Representacién A | < | Representacién B
Polarizacién-q Polarizacién-p
Representacién B | < | Representacién A

Tabla 3.3: Dualidad entre las representaciones poliméricas dependiendo de la base (¢ o p) en la que
se expresen los estados.

3.3. Cinematica de la mecanica cuantica polimérica

En esta seccién haremos una descripcién abstracta de la representacién polimérica obteniendo
sus dos posibles realizaciones, cercanamente relacionadas con la representacién-A y la representa-
cién-B estudiadas en la seccién anterior.

Comenzamos definiendo vectores abstractos |u) sobre el espacio de Hilbert polimérico Hpoli, los
cuales se encuentran etiquetados por el pardmetro p € R. A partir de estos vectores definimos los
estados cilindricos como aquellos que corresponden a la eleccién finita de una coleccién de niimeros
i € Reconi=1,2,..., N de la cual podemos tomar una combinacién lineal para obtener

N
BEDIRAD) (3.54)
El producto interno entre los vectores fundamentales esta dado por

(V) = du,u (3.55)

de manera que los vectores son ortonormales entre si. Esto implica que para un par de estados
arbitrarios |¢), |¢) el producto interno queda definido como

N M
(@) =D bjai (vilps) =D bray (3.56)
k

i=1 j=1

donde la suma sobre k etiqueta los puntos de interseccién entre los conjuntos {v;}, {u:}. El espacio
de Hilbert Hpon que obtenemos es la completitud de Cauchy de los estados definidos en la ec.(3.54)
respecto al producto interno de la ec.(3.55). Este espacio de Hilbert es no-separable debido a que
no es posible contar sus elementos al estar etiquetados por u € R.

Definimos dos operadores basicos en este espacio de Hilbert: el operador de etiqueta é

Elp) = plw) (3.57)
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el cual es simétrico’, y el operador de desplazamiento §()\)

SO0 1) = lu+ N (3.58)

que define una familia uniparamétrica de operadores sobre el espacio Hpoli, en donde el adjunto del
operador estd dado por

3T\ = 5(=N) (3.59)

La accién de este operador es discontinua en el pardmetro A ya que los vectores |u) y |¢ + A) son
siempre ortogonales sin importar lo pequefio que sea A, de manera que no existe ningin operador
hermitico que pueda generar a §(\) por exponenciacién.

Hasta ahora realizamos una exposiciéon abstracta del espacio de Hilbert en la representacién
polimérica. Para realizar una conexién de esta representacién con la parte fisica de un sistema,
existen dos alternativas que dependen de la eleccién de ‘polarizacion’ de las funciones de onda. Con
esto nos referimos a que tenemos una polarizacién-p si seleccionamos que las funciones de onda,
o estados, estén en funcién de los momentos p; o que tenemos una polarizacién-q si seleccionamos
que las funciones de onda estén en funcién de las coordenadas gq.

3.3.1. Polarizacién-p o de Momentos

En esta polarizacion, los estados estan denotados mediante

¥(p) = (pl) (3.60)

donde respecto a los vectores fundamentales tenemos

Yu(p) = (plu) = €' (3.61)

Tomamos ahora al operador V(\) asociado al operador p (cf. ec. (3.12)) y vemos que su accién
sobre los estados es

; D i(#tk)p

V) - dulp) =e'me'n =e n =1uya(p) (3.62)

El operador V()\) corresponde precisamente al operador de desplazamiento $(\). Justo como ya
vimos, de esto podemos concluir que el operador p no existe, es incapaz de generar a V.

Resulta ahora facil asociar al operador ¢ con el operador de etiqueta, definiéndolo como § =
—ih(0/0p). Entonces obtenemos

) 9 s
Q- tu = —ihy v = e = (3.63)

Notemos que podemos nombrar a ¢ como un operador discreto, ya que sus eigenvalores corresponden
al pardmetro u, el cual a pesar de tomar valores continuos puede ser considerado como un conjunto
discreto dado que los estados 1), son ortonormales V p € R.

Teniendo definidos los estados, los operadores y la accién de los operadores sobre los estados,
necesitamos establecer el producto interno con una medida adecuada sobre el espacio donde las
funciones de onda estan definidas. Para esto consideremos las herramientas que nos brinda la teoria
de las C*-4lgebras.

Si consideramos a los operadores V(/\), que son los que generan los diferentes estados de la teoria,
junto a su producto habitual (ec.(3.13)) y a la relacién-* (ec.(3.59)), vemos forman una estructura
A de un élgebra-C* abeliana. Es bien sabido de la teorfa de representacién de estas estructuras,

9 Bs decir, que cumple con € = et. si cumple con esta condicién y se encuentra bien definido en todo el espacio,
entonces se dice que es hermitico.
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que A es isomérfico al espacio de funciones continuas sobre un espacio compacto C°(A), es decir, al
espectro de A [40]. En nuestro caso, el espectro corresponde a la compactificacién de Bohr de Rp
[419]. Este espacio es un grupo compacto que posee una medida probabilistica natural: la medida de
Haar dum. Entonces el espacio de Hilbert que obtenemos es

Hpoli = L*(Rp, dpn) (3.64)

Obtenemos asi que el producto interno queda definido como
L
Walon) = [ dpdi s ) = Jim oo [ dpuim)at) = 8. (365)
Rp L

3.3.2. Polarizacion-q o de Posiciones

Consideremos ahora la polarizacién en la que las funciones dependen de la coordenada g:

&(q) = (alv) (3.66)

Los vectores base 1, deben de ser, de cierto sentido, duales a las funciones 1, (p) de la subseccién
anterior. Definimos a estas funciones mediante una transformada de Fourier

D) = (alu) = / dur |p) (ol

=/ dprr (plp) ¥ (p)

—ipq/h_iup/h
:/ dppe Pa/hginp/ = bgp
Rp
Tenemos entonces que

&M(Q) =g, (3.67)

es decir, los objetos basicos para esta representacion son deltas de Kronecker, tal y como encontra-
mos en la subseccién B.

Por otro lado esperamos que la accién de los operadores se invierta respecto a lo que se tuvo en
la subseccién anterior. De un lado vemos que el operador de momento no se encuentra bien definido
porque la derivada de la delta de Kronecker no se encuentra bien definida; pero el operador V(x\)
si, y actia sobre las funciones como

V(A - ¥(g) = (g +A) (3.68)

Mientras que el operador de posicién vemos que actia multiplicativamente sobre las funciones

q- @u(Q) =q Oqu= l“;u (3~69)

Ahora buscando la medida adecuada tal que tengamos que el producto interno sea

{0u(a), ¥ (@)} = 8 (3.70)

encontramos que la compactificacién de Bohr es dual a la recta de los reales con la topologia discreta
R4 asociada. De esta manera la medida es la medida contable dj. y el espacio de Hilbert consta de

Hpoli = LQ(Rddec) (3.71)

Podemos ver claramente ahora las consecuencias fisicas que implica la representacién polimérica:
i) por un lado de (3.71) vemos que las posiciones se vuelven discretas a pesar de encontrarse en
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toda la recta de los reales, “viviendo” asi en R con una topologia discreta y con la medida contable
asociada a ella; ii) por el otro lado, de (3.64) vemos que los momentos se encuentran acotados entre
(=L, L) al estar contenidos en la compactificacién de Bohr de la recta real.

3.4. Dinamica de la mecanica cuantica polimérica

En el anélisis hasta ahora hecho, no se tomé en cuenta el hamiltoniano del sistema en ningin
momento. El hamiltoniano es el responsable de la dindmica y la energia del sistema.

Consideremos el caso de una particula con masa m en un potencial V(¢). El hamiltoniano
asociado es

N P,
H = 5P +Vig) (3.72)

Vemos que en el contexto de la mecédnica cuantica polimérica no es posible una implementacién
directa del hamiltoniano, debido a que en la representacion polimérica solo uno de los operadores
G o p se encuentra bien definido. En este caso, lo que se ha hecho en la literatura es aproximar al
operador que no se encuentra bien definido mediante alguna funcién que se encuentre escrita en
términos de las holonomias U, o V/h segun sea el caso.

Se debe de decidir cudl de las variables serd considerada como discreta, provocando que la
variable conjugada no se encuentre bien definida. Por ejemplo, podemos considerar un sistema en el
que la dindmica se da en una red — e.g. la dindmica de un fonén en un cristal — donde las posiciones
q se consideran entonces como discretas y, por lo tanto, los momentos p en la red no se encuentran
bien definidos. La decisién dependerd asi, del sistema en particular y del contexto en el que se esté
estudiando. Por ejemplo, en la cosmologia cuantica de lazos la eleccién estandar es que la variable
de configuraciéon no se encuentre bien definida; esto es debido a que esta teoria corresponde al
sector simétrico de la gravedad cudntica de lazos, en donde la conexidén, que es considerada como la
variable de configuracién, no puede ser promovida a operador y uno solo puede definir su versién
exponenciada, es decir, la holonomia.

Para el caso de una particula en un potencial, consideremos que la variable de configuracién ¢
sea tomada como discreta y que entonces no podamos promover a su momento conjugado p como
un operador. De esta manera, el término cinético del hamiltoniano p? /2m, debe ser aproximado
mediante alguna funcién que se encuentre bien definida.

El procedimiento estandar que se sigue para aproximar a la variable que no se encuentra bien
definida es el siguiente. Definimos en el espacio de configuraciones un red +,, que consiste de
un conjunto numerable de puntos equidistantes caracterizados por el pardmetro constante po que
denota la separacion entre los puntos de la red. Formalmente probabilista

Yo ={a €R | g =npo, ¥ n €L} (3.73)

De esta manera, los vectores base |, ) que consideraremos corresponderdn a los puntos pn = nuo
en la red. Entonces, consideraremos estados de la forma

[9) = balun) (3.74)

con la condicién de que los coeficientes b,, satisfagan que Y, |b,|* < .

Este espacio de Hilbert, que denotaremos como H, , es un espacio separable en el cual sus
elementos pueden ser contados mediante la etiqueta n € Z. Este espacio H,, , es parte de un
espacio de Hilbert méas grande

Hpoli = Dpue(0,u0) Hr (3.75)

el cual es no separable debido a que sus elementos no pueden ser contados ya que p € Rp (la
compactificacién de Bohr de los reales).
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Ahora, limitdndonos a trabajar solo en el espacio H,, , consideremos el término cinético p?/2m

del hamiltoniano. Debemos aproximar al operador p mediante las holonomias V3 = ei%pA Como ya
vimos, las holonomias actiian sobre la base de las posiciones haciendo desplazamientos (3.68). Si
queremos mantenernos dentro de la red, debemos de asegurarnos que las holonomias se restrinjan
a desplazamientos sobre la red, es decir, desplazamientos de tamafio de uo

Vio [n) = |ptn + po) = |tnt1) (3.76)
por lo que fijamos de manera definitiva el valor del pardmetro § de la holonomia como 8 = puo.
Vemos que la holonomia juega el papel de operador de desplazamiento, justo lo que deseariamos
del operador de momento. Ahora bien, podemos aproximar al operador p> como

22
uop>%17}uop 1
cos(h 2 B2 p<<u0
2 2
= p2zi2 (1—cos (M)) (3.77)
Ho h

reexpresando la funcién coseno en términos de exponenciales, obtenemos al momento expresado en
términos de las holonomias

P o)
Ho
h? N ~
= ? (2 = Vo — V—uo)
0

S
Q

- . 2 10
Escribimos entonces de manera aproximada al operador p~ como™ "

2
=l (2= Voo = Vo) (3.78)
Ho
donde utilizamos la propiedad (3.59) del operador Vu- De esta manera uno puede definir al operador
hamiltoniano H, no € My, que “vive” sélo en la red ,,. Este operador también se encuentra con-
tenido en Hpoli, pero ahi su interpretacién fisica resulta problemédtica por lo que solo nos limitamos
a darle una interpretacién fisica cuando su accién esté restringida a la red vy, .
Finalmente veamos la accion del operador hamiltoniano sobre los estados. Consideremos a la
ecuacién de Schrédinger para una particula libre

_ov . Jia
— =HV ="V .
ik 5 T (3.79)

La accién del operador hamiltoniano en la base de las posiciones, usando (3.78), resulta

T ¥0) = iy (2= Vi = Vo) 1@
= gz (20(0) = Wl -+ o) = ¥l — )

Obtenemos que la ecuacién de Schrodinger es una ecuacién de diferencias:

Z,hcf)\l(;i](fq) = 27:“% (2¥(q) — ¥(g+ po) — ¥(g — po)) (3.80)

10 En este caso el operador 2 desplaza una cantidad po a los vectores de posiciéon. Si queremos que sea el
operador p el que los desplace pp, aproximamos a p andlogamente mediante la funcién Sin2(ugp/h). De esta
manera el operador p desplazara a los vectores una distancia pug y el operador p? los desplazard 2ug.
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Por otro lado, usando (3.77), en la base de los momentos tenemos que el operador p actiia
multiplicativamente

ma‘gip) - %\P(p) - mh—j% (1~ cos () w(p) (3.81)

Llegando asi a una ecuacién diferencial en p.



45

Capitulo 4

Aplicaciones de la mecanica cuantica
polimérica

La cuantizacién polimérica puede ser aplicada en una gran variedad de sistemas mecanicos
relacionados con la fisica atémica, asi como en la cosmologia o en la teoria cudntica de campos, y
en la mecénica estadistica, [50]. Cada una de estas aplicaciones sirve como un modelo de juguete
que facilita el estudio de la relacién que guardan las representaciones regulares y no-regulares de
la mecénica cuantica en contextos mas complicados como lo es el espacio-tiempo cuantico. En este
sentido, resulta de gran interés la aplicacién de esta cuantizacion a sistemas simples para estudiar
las diferencias que ésta pueda tener con respecto a la representaciéon de Schrodinger de esos mismos
sistemas. No estd de mas decir que por si sola la representacién polimérica resulta un modelo de
estudio muy interesante desde la perspectiva de la fisica-matematica.

En este capitulo tomaremos el ejemplo mas sencillo en el que podemos realizar una aplicacién de
la mecéanica polimérica: la particula libre. De aqui podremos ver de manera explicita las consecuen-
cias que implica la mecédnica cudntica polimérica, tales como la discretizacién y compactificacién
de los grados de libertad del sistema.

4.1. La particula libre

Consideremos el hamiltoniano de la particula libre con un solo grado de libertad, es decir, sobre
una recta.

& Pz
H=—"*= 4.1
o (4.1)
Tomamos a la ecuacién de Schrodinger
indw = o (4.2)
ot '
y definiendo el operador derivada temporal como p; = —ifi(9/9t), la reescribimos como
P2
oot 2] vt =0 (43)

Si realizamos una cuantizacién polimérica, debemos promover las variables candnicas clasicas a
operadores. Escogemos que las posiciones sean las que tengan la caracteristica de ser discretas, por
lo que su momento asociado no se encuentra bien definido. Tal y como estudiamos en la Seccién
3.4, definimos al momento como’

1 Nétese que esta vez elegimos que sea el operador p el que desplace a las posiciones una cantidad p y no p2.
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o= (V= V) 4.4
e = 52 (Ve = V) (44)
por lo que el operador hamiltoniano es
Py L N R A .5
- Sle © mVp + ( u) ( . )
Insertando la expresién anterior en la ecuacién de Schrodinger tenemos
s P e oo ot 0n2) e ) —
mfgﬁa(mgawm_uwg) (2,8) =0 (4.6)
y haciendo actuar a las holonomias Vu sobre los estados ¥(x,t) obtenemos
L 0W(z,t) 72
th SuPm [U(z+2u,t) — 2V (z,t) + U(x — 2u,t)] =0 (4.7)

Esta es la ecuacion de Schrédinger para la particula libre en la mecénica cuantica polimérica. Como
ya vimos al final del capitulo anterior, lo que obtenemos en la base de las posiciones es una ecuacién
en diferencias para la funcién de onda.

Resulta importante mencionar que — cldsicamente — hay sistemas fisicos que quedan invariantes
ante reparametrizaciones 7 — f(7) de la variable temporal. A estas transformaciones se les llama
transformaciones de norma, y el pardmetro de norma 7 no representa un tiempo fisico real. Este
tipo de sistemas estdn completamente constrenidos, es decir, el hamiltoniano puede ser expresado
como una combinacién lineal de las constricciones:

H:/N%&x (4.8)

donde %, son las constricciones de primera clase, y N° corresponden a los multiplicadores de La-
grange de las constricciones.

Podemos considerar a la particula libre como un sistema con constricciones, en donde la ecuacién
de Schrodinger (4.3) juega el papel de la constriccién. La accién de la particula libre es:

s:/%mﬁa (4.9)

Desparametrizamos la accién mediante el pardmetro de norma 7, tal que incluimos a la variable
t en el espacio fase del sistema

1 (da\* _dr
2 \dr /) dt/dr
Redefiniendo la notacién para la derivada temporal en términos del nuevo pardmetro de tiempo 7
como f =df/dr, la accién desparametrizada es

1 4

Es decir, la variable t se incluye en el espacio fase y se promueve a variable candnica en el sistema;
de esto tenemos que el Lagrangiano es
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Calculamos ahora los momentos candnicos asociados a nuestras variables

oL i
Pz = 5o = m% (4.12)
oL 1 i\ °
p,zgzz_§m<§) (4.13)

Si hacemos una transformacion de Legendre para obtener el hamiltoniano asociado — utilizando las
ecs. (4.11-4.13) — vemos que este es identicamente cero

H=pit+paz—L=0 (4.14)
Por tanto, el sistema es completamente constrenido y el hamiltoniano puede ser expresado como

una combinacién lineal de las contricciones. Para nuestro caso, la constriccién corresponde a (4.3),
la ecuacién de Schrédinger. La accién hamiltoniana que obtenemos es:

Tf . ) p2
S:/ dr {ptterzxfa (thr—)] (4.15)
‘ri 2m

donde « es el multiplicador de Lagrange de la constriccién.

Entonces, como estamos tratando con un sistema constrenido, el producto interno fisico del
sistema queda modificado, como ya vimos en la Seccién 2.3. El método del ‘promedio sobre el grupo’
nos dice que los estados fisicos deben de quedar invariantes ante la accién de las contricciones

2 —ia¥
Ua |W)ge = 7 [W)g, = [W)g, (4.16)
Por lo que el producto interno queda expresado como
(0100, = [ do (W] O ), (417)

Esta cantidad, que es la amplitud de probabilidad en el espacio fisico de pasar de un estado
inicial ¥; a un estado final Wy, es precisamente la cantidad que nos interesa, ya que es la que nos
permite obtener la fisica del sistema mediante el método de cuantizacién por integral de camino.

El lado derecho de (4.17), por otro lado, se interpreta como la amplitud de probabilidad en el
espacio cinemadtico de pasar de un estado inicial ¥; a un estado final ¥, bajo el promedio de la
accién de la transformacién Us.

Ahora, insertando la relacién de completez en la base de las posiciones en la ec. (4.17) se tiene

(‘Pf|‘1’i>ﬁs:/Rda D dtydts (Uplag, ), (@ tr| Ua [, ) (@i 66 W) g,

Ty, €L
:/da Z dtydt; W?(xf,tf)\l/i(ri,ti) (acf,tf|Ua ‘mi?t’i>cin
R xf,aciez

donde el kernel de los elementos de matriz del operador de evolucién es

K(xg,trimits) :/da (@t Ua i, ti).o. (4.18)
R

El kernel lo podemos ver como la siguiente amplitud de probabilidad dada por el método del
‘promedio sobre el grupo’:
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K(l‘f,tf,l’“ 1 /da xfztf‘UOé |$1, >cm
:/do‘@f:tf‘e @8 i, ) g (4.19)
R

A partir de ahora dejamos de lado las etiquetas ‘fis’ y ‘cin’ del producto interior al dar por hecho
que se deben de entender adecuadamente por el contexto.

Continuando con la construccién de la integral de camino, insertamos en el kernel al operador
identidad

H_ Z /dtl |:c17t1 231,t1| (4.20)

r1E€EZ

donde se entiende que la suma en z1 es sobre la red v, = {nu| n € Z}. Al insertar la identidad en
(4.19) también descomponemos a la exponencial en particiones iguales.

K= Z /dadt1 (wp trle™™ b |x1,t1)<x1,t1\e iadf s, t:) (4.21)

r1€EZ

Y asi sucesivamente, N — 1 veces

7io¢i 77;06(@
K = Z /Rdadhdtg (g tr|e 30 |xa, t2) ... (w1,t1] €™ 3R |a4, ts)

z1,L2€ 7

et
= > /dadn byt (@] eV oy i) (o ] TN [ )

T1,..., TN_1€EZ

Si reetiquetamos a las coordenadas final e inicial como (zf,t5) — (zn,tn) ¥ (24, ti) — (xo,t0),
podemos escribir al kernel como

o [T

N
> /dt } 1] @ntale i |Zn 1, tn_1) (4.22)
n=1

Tn €L

Al considerar la forma explicita de la constriccién, ya que los operadores p: y p, conmutan
entre si, podemos escribir a los estados |zn,tn) como un producto tensorial |x,) @ |tn) y expresar
al kernel como

K= /daH

n=1

{Z /dtn] H on] e~ 5 1) (] e~ P [t _1) (4.23)

Tn €L

Para mayor claridad, reescribimos el kernel como un producto de dos funciones: una que depende
solo de las posiciones y otra que depende solo de la variable ¢t.

K:/da
R

- /R da [T(H][X ()] (4.24)

I,:i:[j {/R dtn] ﬁ <t"|67ﬁﬁt |t”1>] {I\i—f {Z] ﬁ (Tnle” ¥ 2 [£7-1)

n=1 lzp€Z]) n=1

Considerando tdnicamente la parte temporal de la expresién anterior, insertamos en el n-ésimo
término de la amplitud de probabilidad a la identidad en la base de los momentos temporales
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i= / dpe, [pes) (e | (4.25)
R

tal que tenemos

(tale” NPt _y) = / Apr,, (tnlpe,) €™ NiPn (py [t 1) (4.26)
R

donde tenemos que el operador de momento asociado a t actia multiplicativamente, i.e. Pt [pt,) =
Dt,, |pt,,)- Por otro lado tenemos que

1 .
(tnlpr, ) = —=ekFntr) (4.27)
(Pto [tn) = (talpe,)” (4.28)
Entonces (4.26) queda como
_ ey 1 i _ da
(tn|e” NP |, 1) = T/dptnehp*"(t" tn=1) g N Ptn (4.29)
T Jr

Haciendo esto para todos los N términos en T'(t)

N-1

I1

T(t)

N
1 i ia
dtn:| 7/dptnegptn(tn*tn—l)eﬁptn
|:\/]R };[1 21 Jr

N

U dtn] 11 F / dpu} ek Zialn tmto =] (4.30)
R ol 21 Jr

Trabajamos ahora solo con la sumatoria que se encuentra en la exponencial

z 3
-

n=1

«
[P (b = tamr) = S

WE

1

Py (t1 — to) —

n

e a a
NPu + piy(ta —t1) — NP2 +. iy (En —tN-1) — N Pew

:ph(tl _t0)+pt2(t2 —t1)+ ...+ piy(tv —tN-—1) — % [ptl + Dt +"'+ptN}

o
= pintn —pryto + (P —Pty) + oo H N1 (Pey_y — Dey) — N [Pt1 +... +ptN]
N—-1 a
=DpentN — Deito + Z tn(Pt, _ptn+1) N [ptl +... +ptN] (4.31)

n=1

Insertando este resultado de regreso en (4.30), reacomodamos los factores

N-1 N ‘ B
T(t) _ H [/ dtn:| H |:i / dpt :| e%[PtNtN—Ptl t0+227=11 tn (Pty, —Ptn+1)—%(Pt1 +<~+PtN)}
27 "
n=1 R n=1 R
N ) 1 N-1 i —~N—1
_ H [/ dptn:| e%[;DtNtN—Ptlto—%(Pt1+~-~+PtN)] < H [/ dtn:| 6% =1 tn(Ptn =Pty 1)
n=1 R 2m n=1 R

Expresamos de manera explicita los términos en el segundo multiplicatorio y en la sumatoria,
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N .
t) = H |:/ dptn:| e%[ptNtN—ptlto—%(pn1+~~+mN)]
R

n=1
x 1N dty ..dtN_le%[tl(ml*Pt2)+<-<+tN71(PtN,1*PtN)]
27
N .
_ H |:/ dptn:| e%[PtNtN*PtltO*%(Ptl+-~-+PtN)]
n=1 R
1 dp ehh(ml —Pty) i/dpt 6ﬁtN 1Pty _q —Pty)
No1
o1 om 27 Jr
N
:H |:/ dps, :|€h[ptNtN ptlto—*(prl+ +P1N)]
1
X Eé(ptl = Pt2)0(Pty = Pts) - 0Pty 4 — Pry) (4.32)

Ahora escribimos los términos del multiplicatorio de manera explicita y realizamos la integral sobre
la variable dp:y_,

1
T(t) =§/det1 oo dpen 6(pey = Pty) - 0(Dey_y — Pry)

x e%[pr,NtN—ptlto—%(ptl+-~+ptN)]

1
:—Tr / dptl .. 'dptN—2dptN6(ptl —pt2) . '6(ptN—3 _ptN—Z)
R

x % [PtNtN*PtltO*%(Ptl RIREER o 27N +PtN)]

9]

dpen 1 0(Ptn 5 — Pin_1)0(Pen_1 — Pin )e_h’inthl
R

1
27T dptl coodpey o dpen6(pty —Pro) - 6(ptN—3 — Pin_»)

< eg {PtN tN =Dty to— fr (Pt; +-~-+PtN_2+ptN)]

_ to
X 6(ptN—2 - pr)e AN PN

Integramos asi para dp¢y_, .. .dp:,, obteniendo sucesivas funciones delta de Dirac hasta llegar

1 4 _ _a
T(t) = %/dptN/dptlts(ptl _ptN)eh[PtNtN Pty to N(Pt1+PtN+»-~+PtN)]
R R
1 i _ _a
= d n[ptNtN Pty to NNptN]
2 Ptne

- d %ptN[(tN*to)*a]
2 /R Pty e
=0[(tn —to) —af
Por tanto tenemos que la parte temporal es
T(t) =d[(tny — to) — & (4.33)

Trabajamos ahora con la parte espacial del kernel. De la ec. (4.24) tomamos la amplitud de
probabilidad espacial y realizamos una expansién en series de la exponencial
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(et N L (et P a1 .
2mhN 21 \ " 2mhN N not

. . 2
16 2 1 Q0 4
—alon) + (= gy ) @l on) 4 5 (~ gy ) (el o)
1
o<

(4.34)

Haciendo uso de la definicién polimérica del operador de momento y de su accién sobre los
eigenventores de posicién, ecs. (4.4) y (3.76) respectivamente, tenemos

(eale™ ¥ [ )

= (@n|zn-1)

1o h?
4 (—MN) (—m> (onltns — 20) + (@nlns + 201) — 2 (wnlwnr)]
1 1o 2 h2
_|_7 —_ _
2! 2mhN 4p?

1
4 (a2} — A{zaln s+ 21) + 6 (enlra_1)] + 6° ( )

) Cnlon = 4 + {onfons + 40)

5 (4.35)

=4

Ahora utilizando la relacién (3.65
espacial como pz,, = pn

) en la expresién anterior y denotando al n-ésimo momento

e Ao (s — s
(ws|z;) = 72::71/_ dpiehp’( i)

(4.36)

tenemos
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. 52
(eal ™ %5 55 |, 1)

nh
— [ o ipn(%’n_f‘”n—l)
= dpn 2
2nh | _xn P {e
I
( i ) (ﬁ) |:e£p71(mn_$7L1+2H) +e%pn(wn_9¢n—1_2ﬂ) _ Qeépn(ﬁn_xnl)]
2mhN 4p?
. 2 2 2 ) .
+l< (o ) (L) |:6}Lpn(zn—zn1+4u)+e,§pn(f¢n—zn1—4u)
2! \ 2mhAN 42

_46%1771(55717111714’2”’) _ 46%1071(%7%71*2#) + 66%17"(1"71"71)

1
o° | —
(3}
K %ﬁd Epn(en—zn_1) ) q e h? 2ipnp S2igns
= FPn(Tn—Tn_ h 2 ” B
ok | an P + 2mhN 442 e +e
o
+1 o R ? Lipnp i —dipnp 4( 2ipnp . ziphnu>+6
21 \ 2mhN 42 € € e e
1
o=
(3)]
b [ ‘ tor n’ 2pnp
B i
~2rh dppel (=) 8 I Ngcos ((22n2) _ o
QWh[ﬂ Pne { +(2th) (4,u2) [ Cos( 7 ) ]
s
1 io 2/ p2\?2 4pn 2pn 1t s/ 1
T <2th) (m) {2( n )—8cos< - )+6}+ﬁ (N)

donde se puede llegar a que los factores

2pap\ 5 2 (Pl
2cos ( W ) 2 = —4sen ( 7 ) (4.37)
2 cos pupt) _ 8 cos it +6 = 16sen’ (M> (4.38)
h h h

llegando a que

(wal € N |, )

zh . 2
N Lpn(n—zn_1) i h [ 2 (pnu)}
= dppe® 1 =) |-4
oh J_en PC { +(2th) (4;9) T
i

(i) () oot (58] (1)}

mh . 2
_ M " tpn(Tn—on_1) e h 2 (pn'u)
= d 2 1 — —— g
2h | _an P { + ( 2mhN  4pu? sett h

m

LY R S S (M) 2+ﬁ3 1 (4.39)
2! 2mhN  4pu? h N '

Si calculamos los términos de orden mayor, vemos que se llega a
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ia P
(zn] e Niam |Tn—1)

1z W i — 1 o B2 papy]"
_ g dp, #Pn(Tn—Tp_1) § : _ . 4 2 ( n )
2mh /_ e <nl [ 2mhN 42 sen h
M n—

a Ll pp(zn—2 __ah® . 2(pnp
b [P gt i) o
T
Insertando este resultado en la parte espacial del kernel (cf. ec. (4.24)) tenemos
N-1 N Ev ; 2 ,
# 2N pn(@n—an_1)— 5328 sen? (5t
n=1 lz,€2] n=1 T

Trabajamos tnicamente con el primer término de la sumatoria que aparece en la exponencial
de la expresién anterior

N
Z pn(-’rn - xnfl)
n=1

=pi(z1 —x0) + p2(z2 — 1) + ... + pnv_1(zNn_1 — TN—2) + PN (TN — TN_1)
=pnZN —p1Zo +21(pr — p2) + ...+ zN_1(PN—1 — PN)
N-1
=pNIN —P170+ D Tn(Pn — Pat1) (4.42)

n=1

Colocando este resultado en (4.41) y definiendo la cantidad

N 2
a h 2 (Pnpt
o= e - S & (—) 4.43
PNIN — P1%0 T;NQm/ﬂ sen 5 ( )
obtenemos que
v y S O
Xe=1l {Z] I1 [2Mh [ 7 don| eblor it e pnn) (4.44)
wh J_zn
n=1 Lzp€2l n=1 o

Ahora bien, considerando primero a la férmula de Poisson,

ST =S d(p+r) (4.45)

leZ reL

trabajamos solo con la sumatoria sobre ,, asi como con el n-ésimo término de la sumatoria en la
exponencial en (4.44), y lo escribimos como

i 2mizy (Pn—Pni1)
E eéxn(iﬂn—@/wfl) — E 6%%

Tn€Z Tn€Z
o Pn — Pn+1
=Y o (It )
ln€Z
= 270(pn — pat1 + 27ln) (4.46)

In€Z
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Utilizamos la transformada de Fourier de la delta de Dirac

3(pr) = %/Rdmke%x“’k (4.47)

para obtener

Z e%zn(Pn_Pn+1) — /dx enz"(p” “Pnt1+27ln) (4.48)

Tn€Z ln€Z

Haciendo lo anterior para los N — 1 términos en (4.44), obtenemos

N wh
_ H 7 D Z o+ SN wn (pn—ppg1)+2menln]

n= In€Z

en donde, de manera andloga a como se hizo para la ec. (A.12) del Apéndice A, podemos absorber
las sumatorias sobre [,, al cambiar el rango de integracién de los momentos de [—7h/u, 7h/u) —
(=00, 00). De esta manera tenemos

Ii:[ [%h / P"] o h/ : dpy H U }eh[%@n e o

Notese que debido a que tenemos N — 1 sumatorias, la N-ésima integral en los momentos es la tinica
que no cambia su intervalo de integracion.

El 1ltimo paso en la construccién de la integral de camino consiste en tomar el limite cuando
el nimero de particiones es infinita, es decir, N — co. Retomamos la ecuacién (4.24) y sustituimos
en ella el resultado obtenido en (4.50), mientras que para la parte temporal consideramos desde ec.
(4.30) para la construccién de la integral de camino.

N—1 N ‘ N [ ( ) ]
| | dt?’b - d efl‘z, Son=1|Ptn tn—tn_1)—F Pty
n=1 n=1 R

N-1 N—-1 o
L U m LA +N ! wn(on—pnt1)]
da, L apa| £ dpwet n=t B 451
xl—ll{/na m]H[%rh/Rp]?Trh an PNE ey
n= "

n=1

Trabajamos con el argumento de la exponencial de la parte espacial, recordando la definicién de
€ en (4.43)

N-—-1
%+ xn(pn _pn+1)
n=1
NoR2 ol N-1
2 n
=PNTN — P1Z0 — Z ~ 55 sen (—) + Zn (P — DPnt1)
— N 2myu h —

(%

N2

N
=pnZN —p1xo +x1(p1 —p2) + ...+ zNv-1(pN-1 — PN) Z

2

sen2 (%) (4.52)

2\@

Il
M-
3

N
(mn_mn l Z

Y reescribimos a (4.51) como:
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N N—-1 nh
w

e [ o 12 Lo B o T o]

. 2
N 2
F Xn=1 I:Pt“ (tn—tn—1)= Pty +tPn(Tn—Tn_1)—§ ‘722;» sen (p%“ )]

X e (4.53)

Ahora definiendo la cantidad € = 1/N, reescribimos la expresién anterior de la siguiente manera.

N-—-1 ~h

o [ [ 2 Lo T ] T s o] o

n=1

i N <tn7tn—1) (xn*”—'n—l) n2 2(Pni
e =1 [Ptn —— APt tPn—(—— — mp2 sen (75 )

X e (4.54)

Tomamos el limite N — oo, el cual implica que € — 0, asi como las siguientes sustituciones:

N
EZ—)/dT
n=0

(tn —tn-1) , dt

- - (4.55)
(xn - xnfl) dﬁ
€ - dr

de manera que obtenemos una accién continua sobre 7; y definimos las siguientes cantidades

i) = [[ ] @nr= 1 (o [an]
- " o (4.56)
22N =TT [ [ae] 1omen =TT |55 [ane] 525 [, oo
tal que obtenemos que elnl;ernel es N ’
K = [ da gtnl(@m 2o 2ple lpireie (gt )] (g

de donde la accién polimérica efectiva es

_ : . hz 2 (Pzl
S = /d‘r {ptt + P2 — (pt + g2 sen (T) (4.58)

Resulta relevante mencionar que la medida para los momentos espaciales p, es especial en el
sentido de que tiene N —1 integrales no acotadas, pero no asf la N-ésima integral, la cual es acotada.
Esta caracteristica es consecuencia del caracter discreto de la representacién polimérica.

Las ecuaciones de Hamilton para la accién polimérica nos dan las siguientes ecuaciones:

Pe=0, pz=0
ah sen (szu) (4.59)

i = =
@ 2my h

Notamos que podemos redefinir las posiciones ya que

iildxildxidfdmidi: ,
a adr idr dtdr  dt " (4.60)
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Usamos a las ecuaciones de movimiento para reescribir a la accién polimérica en funcién de z’

to 2 2,2
L] :/ dt |:;L:cl arcsen <—2Tgux') — 47}:%“2 <1 — W)] (4.61)
t1

De donde podemos obtener el hamiltoniano asociado

oL , R dm2p? o\ 72 2 [ 1P
H—am/xL—W<1 1- 2 v —2mu2sen(ﬁ) (4.62)

Ya que el hamiltoniano es una constante de movimiento, la cual corresponde a la energia del
sistema, podemos escribir a la velocidad z’ en términos de ella:

2
o2 =28 (1 _ 2mu H) (4.63)

m h2

De la expresién anterior vemos que si queremos que las velocidades se encuentren bien definidas
debemos restringir los valores de la energia a

h2
0<H< ;— (4.64)
2mp
de manera que las velocidades quedan también acotadas. Si calculamos el méximo en (4.63) vemos
que éste se encuentra en H = %, es decir, las velocidades quedan acotadas por

h / h
- — H — 4.
S <z (H)< S (4.65)

mientras que para H =0y para H = % la velocidad es cero (figura 4.1). Notemos que el limite
en la velocidad es inversamente proporcional a la escala polimérica pu, establecida en la ecuacién
(3.73) en el Capitulo 3. De aqui que podamos de alguna manera darle una interpretacién a la escala

I

Figura 4.1: Diagrama de velocidades para la particula libre polimérica en funcién de la energia.
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Podemos integrar las velocidades en (4.63) para obtener las soluciones del sistema

Tpoli(t) = i\/ kil (1 - 2’2;‘2 H) (t — to) (4.66)

m

Recuperando el limite al continuo — es decir, cuando g — 0 — vemos que la energia tiene que ser
positiva H > 0, las velocidades ya no se encuentran acotas y que las soluciones corresponden a las

soluciones clésicas
[2H
xclas(t) == H(t - tO) (467)

Es decir, en el limite al continuo recuperamos la dindmica clésica de la particula libre no-relativista
[38].
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Capitulo 5

Cuantizacion polimérica de un modelo
cosmoldégico

En este capitulo comenzamos por realizar una breve introduccion a la cosmologia. Establecemos
lo basico referente a un modelo cosmolégico tipo Friedmann-Robertson-Walker y por medio de
una formulacién hamiltoniana recuperamos las ecuaciones de movimiento clasicas para un universo
con un campo escalar de materia. Habiendo establecido la parte cldsica del modelo cosmoldgico,
procedemos a aplicar la cuantizacién polimérica mediante la integral de camino. Calculamos el
propagador que nos brinda el método del promedio sobre el grupo, para obtener la accién efectiva
polimérica. Desparametrizamos esta acciéon, de manera que expresamos la dindmica cosmoldgica
efectiva en términos de un pardmetro interno de la teoria: el campo escalar de materia. Finalmente,
se hace un andlisis de la dindmica cldsica y polimérica que se obtiene.

5.1. Introduccién a la cosmologia estandar

La cosmologia es el estudio del origen del universo, su estructura a gran escala, su dindmica y su
eventual destino, asi como las leyes fisicas que rigen estos procesos. Se considera que la cosmologia
moderna comienza en el afio de 1917, con la publicacién de Albert Einstein [51] acerca de las
modificaciones de su teoria de la relatividad general. Actualmente se considera que el universo
comenzé hace 13.799+0.021 afios [21], a partir de una gran explosién — el Big Bang — a la que
le siguid, de manera casi inmediata, una expansién acelerada del espacio conocida como inflacion
cosmica.

El universo observable, es decir, al que tenemos acceso mediante nuestra visién y tecnologia dis-
ponible (e.g. telescopios), posee claramente una estructura granular en la que sus unidades bésicas
las constituyen las estrellas, las galaxias, los cimulos de galaxias, etc. dependiendo de la escala que
uno tome en consideracién; mientras que el espacio que existe entre estas unidades bésicas se en-
cuentra practicamente ausente de materia. Sin embargo, al considerar al universo como un todo, se
asume lo que se conoce como el principio cosmoldgico. Este principio establece que, a gran escala, la
distribucién de materia en el universo entero es homogénea e isotrépica. La homogeneidad se refiere
a que cada punto en el espacio es equivalente o posee la misma evidencia observacional, mientras
que la isotropia se refiere a que cada direccién en el espacio a la que volteemos a ver es equivalente
o posee la misma evidencia observacional. A pesar de que no existen pruebas directas que validen
al principio cosmolégico, las observaciones indican que el espacio a nuestro alrededor es aproxi-
madamente isotrépico’, mientras que estudios recientes muestran que la expansién del universo es
altamente isotrépica [52]. Estas observaciones también nos pueden dar informacién acerca de la
homogeneidad en el espacio, ya que un espacio que es isotrépico en todo punto, debe ser también

1 Actualmente el principal argumento observacional que apoya esta idea tiene que ver con la isotropia de la
radiacién césmica de fondo de microondas (CMB).



60 5. Cuantizacién polimérica de un modelo cosmolégico

homogéneo. A la luz del principio de Copérnico, el cual establece que el planeta Tierra no ocupa
ninguin lugar privilegiado o favorecido en el universo, pareciera tener validez considerar que si el es-
pacio a nuestro alrededor es isotrépico, entonces el espacio también deberia ser isotrépico alrededor
de cualquier otro punto en el universo [53]. Que nuestro universo sea verdaderamente homogéneo
e isotrdépico a gran escala, es una caracteristica que resulta fundamental y de gran importancia ya
que esto aseguraria que las observaciones que realizamos desde la Tierra son representativas del
universo como un todo y por tanto podemos validar de manera legitima los modelos cosmolégicos
que se teorizan [54]. En particular se puede mencionar que la homogeneidad del espacio implica la
existencia de un tiempo césmico [55]. Si el principio cosmoldgico es aceptado, es posible definir un
tiempo césmico absoluto, es decir, una manera de asignar un tiempo a eventos césmicos, el cual
es independiente del observador. Este tiempo césmico corresponde al tiempo propio medido por
observadores co-méviles [56].

5.2. La métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

Al considerar que el universo es espacialmente homogéneo e isotrépico se llega a que el tnico
elemento de linea genérico que satisface estas propiedades es la muy conocida métrica de Friedmann-
Robertson-Walker?

d 2
ds® = —N(¢)%dt* + a(t)? 1722 + r*(d6? + sin® 0de?) (5.1)

— kr
La métrica determina la geometria del espacio mediante el pardmetro de curvatura k, el cual
solo toma los valores k = {—1,0,1}. El caso k = —1 corresponde a un espacio hiperbdlico cuya

curvatura es de valor negativo y es referido como un universo abierto. El caso k = 0 corresponde a
un espacio euclideo, el cual carece de curvatura y es referido como un universo plano. Finalmente,
el caso k = 1 corresponde a un espacio esférico cuya curvatura es positiva y es referido como un
universo cerrado.

Los unicos grados de libertad se encuentran en la funcién de lapso N(t) y en el factor de escala
a(t). La funcién de lapso determina el ritmo con el que la coordenada ¢t mide el tiempo. Esta funcién
no representa un grado de libertad fisico ya que puede ser absorbida en la definicién del tiempo
propio cosmolégico T, que es el tiempo que mide un observador que es co-mévil a la expansién del
universo, es decir, que se mueve con ella. El tiempo cosmolégico es definido mediante dr = N (t)dt.
El factor de escala mide la expansién o contraccién del espacio en el tiempo. A diferencia de N (¢),
a(t) no puede ser absorbida por las coordenadas.

5.3. Formulacion hamiltoniana de la cosmologia clasica

Como es bien sabido, la teoria de la relatividad general de Einstein nos ensena que las inter-
acciones gravitacionales son el resultado de la curvatura producida en el espacio-tiempo por la
presencia de masa y energia. Las ecuaciones de campo de Einstein nos brindan las herramientas
necesarias para obtener las ecuaciones que dictan la dindmica de un sistema sujeto a la interaccién
gravitacional. Las ecuaciones de movimiento de dicho sistema pueden ser obtenidas a partir de la
acciéon de Einstein-Hilbert

1
s J= [ 'z | V—gR+ Lma 5.2
enlgne] = [ 0 | oo ViR Lo (.2
donde g, corresponde a la métrica, g := det(gu.), R al escalar de Ricci y Znae se refiere a la
densidad lagrangiana correspondiente a la distribucién de materia del sistema.

El escalar de Ricci es una cantidad geométrica, por tanto depende tinicamente de la métrica, y
se define como

2 La obtencién explicita de este resultado puede ser encontrado en diversos libros clésicos de relatividad general,
e.g. [57]
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R= g™ ((%Fﬁy — 9,02 + DI, — F?VFZ)\) (5.3)

en donde F;\W son los sfmbolos de Christoffel y los indices griegos corren como p = {0,1,2,3} =

{t7 T? 07 ()0}'
En el contexto cosmolégico, la métrica que se utiliza corresponde a (5.1). De ella es directo
obtener que

r2a®sin )N
V1—kr?

Mientras que al realizar el cdlculo para el escalar de Ricci, se obtiene

V=g =

+ +—

i a? aN |k
R=6 —
{aN2 a?N?  aN3 az}

Al sustituir estos dos resultados en (5.2) y dejando de lado por el momento la contribucién
correspondiente a la distribucién de materia, obtenemos la accién gravitacional

Sgrav*% 7+77

N N N2

2. .92 PN
3% [ 4 (“ 6§, 4" aaN +kaN) (5.4)

en donde la cantidad 75 es una constante arbitraria que surge después de integrar sobre una regién
compacta arbitraria en el espacio, tal como podemos ver de su definicién:

% sin @
Y= [ drdpdfd—= 5.5
o= [ aravan T2 (55)
Notemos que podemos reescribir a (5.4) en términos de una derivada total respecto al tiempo
3% d (a’a\ ad®
rav — dt | — —_ — — kaN .
S = 516 {dt(N) N e (5:6)

De manera que llegamos a una accién cuya funcién lagrangiana tiene un término que es una derivada
total en el parametro temporal. De la teoria de la mecédnica clasica sabemos que si tenemos un par
de funciones lagrangianas que difieren a lo méas por una derivada total en el tiempo, entonces sus
ecuaciones de movimiento seran las mismas. Es decir, si consideramos a las funciones lagrangianas
Z(q,9) y £'(q,q), las cuales se encuentran relacionadas mediante

(0,4) = £(0.0) + 5 F(a,d)

y denotamos al operador ecuaciones de Lagrange como

entonces se cumple que
EL[.Y] = EL[.Z"]
Podemos escribir entonces a la accién gravitacional (5.6), a nivel cldsico®, como

-2
aa

Sgrav [a, a, N, N} = 37/0 de |:7 — kaN} (57)

"8G N

3 A nivel cudntico no podemos asegurar que . y £’ sean equivalentes ya que las cantidades de interés cuantico
resultan ser las amplitudes de transicién (x s, ty|x;, t;) = f 2qPp €', de las cuales no tenemos garantia que queden
invariantes al agregar una derivada total del tiempo a la funcién lagrangiana.
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Consideremos ahora la contribucién de materia. La tnica fuente de materia que cumple con
las condiciones de homogeneidad e isotropia es un campo escalar ¢ minimamente acoplado a la
4 .2 )
gravedad”. Su accién estd dada por

Sunlord] = - [ d'ay=g | 390,00 + V(o) 6.9

donde V(¢) corresponde a un potencial arbitrario que solo depende del valor del campo. Tomando
la métrica de FRW y considerando de nuevo la definicién para %, llegamos a

- NV

Smat[¢7 (b] = %/dt |: 2

Juntando el resultado para la accién gravitacional y la accién de materia, obtenemos que la
accién de Einstein-Hilbert queda como

37/ -2 312
SEH = /dt [— 87‘(27' <% — kaN) + % (C;](ff — NGSV(¢)>:| (5.9)

De donde tenemos que el lagrangiano del sistema es

22 3.2
Sen(a,a;N,N; ¢, ¢) = —;;’g (% - kaN> + % (asz - Na3V(¢)) (5.10)

Antes de proceder a obtener el hamiltoniano asociado, realizamos un andlisis de (5.10). Calcu-
lamos la matriz Hessiana M,; asociada al lagrangiano

3%a
- 0 0
2 4rGN
b= a'ZE‘H = 0 0o o0 |[; a,b=1,2,3 (5.11)
0qe0qb % ad
0 0 ¢
N

en donde se tomé a ¢° = {¢*,¢* ¢*} = {d,N,q'S}. De manera trivial observamos que el determi-
nante de la matriz es idénticamente cero, i.e. det|M| = 0. Esto nos habla de que tenemos una
teoria singular (cf. Seccién (2.1.1), [58]). Como consecuencia de lo anterior, no podemos llegar a su
formalismo hamiltoniano por medio del procedimiento estandar.

Seguimos el procedimiento descrito en el Capitulo 2. Comenzamos calculando los momentos
generalizados asociados

. 0% - 3% aa

Pe= "84 T TGN (5.12)
0 Lo
PN = (5.13)
 0L%m ., %

Se obtiene que la ecuacién (5.13) representa una constriccién primaria en el sistema ®1 := py = 0.
Esta constriccién corresponde a una libertad de eleccién de norma que nos permite redefinir la
coordenada temporal.

Escribimos ahora al hamiltoniano /% como la transformada de Legendre del lagrangiano. De-
bido a la presencia de la constriccién %) corresponde simplemente al hamiltoniano canénico. El
hamiltoniano del sistema, %, debe considerar de manera explicita a la constriccién:

4 De manera mas general, un acople no-minimo a la gravedad tendria que involucrar un término de la forma
%§R¢2 con el escalar de Ricci.
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Ay = Ao + My (5.15)

con

Mo = apa + Npn + dpy — Len

donde A; es una funcién completamente arbitraria. De las expresiones de los momentos generaliza-
dos, escribimos a las velocidades en términos de las coordenadas y los momentos, y las sustituimos
en la expresion del hamiltoniano, obteniendo que

| 3%k 2mGp: . 1 D)
%EH—< G 3 a W a

+ %V(¢)a3> N+ Aipy (5.16)

A partir de las ecuaciones de Hamilton, calculamos las ecuaciones de movimiento para (a,pa),
(N, pn) y (¢,p0)

471G Np,

3% a

. 3%k 2rG Np? 3 Npj
ba = {pa, Hou} = 87TGN 3% a2 2% a*
N = {N, sn} = M (5.19)
3%k | 2nGp 1 v

a={a, Mu} =— (5.17)

— 3%V (¢)a*N (5.18)

by = {pw, Hon} = G mat T = oot = KV (9)’ (5.20)
- N
¢ = {¢, Hon} = %Z“; (5.21)
Py = {py, Hamu} = f%a?’Na‘giff) (5.22)

Analicemos con cuidado las ecuaciones que obtuvimos. Las ecuaciones (5.17) y (5.21) solamente
reproducen las definiciones para los momentos. La ecuacién (5.19) nos habla acerca de la arbitra-
riedad de la funcién de lapso N(t) y nos confirma lo que se comentaba al final de la seccién anterior
acerca de que no representa realmente un grado de libertad fisico [28].

La ecuacién (5.20) es la derivada temporal de la constriccién primaria ®;. Por la condicién de
consistencia para las constricciones’, esta ecuacién debe cumplir con ®1 = py ~ 0. Ya que no se
cumple de manera trivial con esta condicién, esta ecuacién resulta ser una constriccién secundaria
en el sistema

3%k  2rGp: 1 pj 3
= = - — 2 %V ~0 5.23
576 3% 0 2 Ve (5:23)
Pero vemos que esta constriccion se encuentra relacionada con el hamiltoniano canénico, el cual,

de (5.16), vemos que es

(1)22

&G 3% a 2% a3

Mo =N ( + %V(¢)a3> = Nd, (5.24)

Ahora debemos de verificar si hay mas constricciones secundarias en el sistema. Usamos la
condicién de consistencia sobre @2 para comprobar si la constriccién se preserva en el tiempo. Esta

condicién nos dice que $, ~ 0. Calculamos entonces la derivada temporal de esta constriccién,
usando la ec. (5.24) en la tltima igualdad

5 La cual fue establecida en la Seccién 2.1.5
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q’zi{q)z,%H}:{Wo,%Jr/\ﬁIh}:{WO,/\H)N}:O (5.25)

Como la ecuacién anterior cumple con ser idénticamente igual a cero, esto nos dice que ya no
tenemos mas constricciones en nuestro sistema. Una consecuencia importante que podemos notar
de haber realizado el calculo anterior, viene del resultado obtenido en la ultima igualdad, el cual
implica

{P2, 21} =0 (5.26)

es decir, que las constricciones conmutan entre si bajo la accién del paréntesis de Poisson. Esto
significa que las constricciones del sistema son de primera clase.

Obtenemos entonces un hamiltoniano completamente constrenido. Ya que las constricciones en
el sistema son de primera clase, si usamos la conjetura de Dirac, se tiene que el hamiltoniano queda
como la suma de las constricciones

3%k 2mGp; 1 P .
576t 3 0 e V(@ (5.27)

Jen = M P1 + A2P2 = Aipy + A2

De la ecuacién (5.20) llegamos a la ecuacién (5.23). Si usamos las definiciones de p, y pe y las
sustituimos en esta tultima, obtenemos

k a\® 8rG [ ¢
a2t () =5 e Vo) (5.28)
la cual es conocida como la primera ecuacion de Friedmann de donde podemos definir el pardmetro

de Hubble como H = a/aN. Similarmente, si tomamos a la ecuacién (5.18) y sustituimos el valor
de los momentos en ella, llegamos a

a 87G [ ¢

|4 V@ (5.20)
la cual es conocida como la segunda ecuacion de Friedmann. Finalmente, si tomamos la ecuacién
(5.22) y sustituimos el valor de py en ella, tenemos

1d /¢ a [ v
N1 (ﬁ> +3—% (N) + 55 = 0 (5.30)

la cual corresponde a la ecuacidon de Klein-Gordon.

Habiendo obtenido las ecuaciones clédsicas del sistema, hacemos un par de observaciones. Primero
notamos que las ecuaciones que continen la dindmica del sistema, i.e. (5.28)—(5.30), no dependen
del pardmetro ¥5. Es decir, ¥, no es un pardmetro dindmico. Incluso, bajo el radio apropiado de
integracién (cf. (5.5)), este puede ser normalizado. De este modo, a partir de ahora consideramos
que ¥ = 1. Segundo, a manera de simplificacién, consideramos que no existe potencial al que esté
sujeto el campo escalar ¢, de manera que tomamos V(¢) = 0. Es importante notar que de (5.22),
esto implica que

aN ~ 3

Po=0 . psER (5.31)

Aplicando las consideraciones anteriores al hamiltoniano (5.27), obtenemos

3k oG p: P
— Ao |28 g4 ZMGPa_ Po 32
Hn 1PN + A2 871'Ga+ 3 0 24 (5.32)

Ahora escribimos el lagrangiano asociado
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3k, 2nG P2 D
881G 3 a 2a3

ffEH:dpaJerNthlgpd)*/\mN*/\z [ 4+ —= -

Eligiendo una norma para el pardmetro Ai;, imponemos que \; = N y obtenemos que la accién
hamiltoniana de Einstein-Hilbert puede ser escrita como

. : 3k 27G p? 2
SEn :/dt apa + PPy — A2 <a+ﬂp _m)] (5.33)

81G 3 a 2ad
Por lo que llegamos a que la dindmica es independiente de la variable de lapso N. El hamiltoniano
que obtenemos de la dindmica clésica, partiendo de la accién de Einstein-Hilbert es

8rG" 3 a 2a3 (5.34)

2 2
%H:)\[Sk 27G p; p¢]

donde, desde ahora, denotaremos al pardmetro A2 simplemente como A.

5.4. Cuantizacién polimérica

Promovemos las coordenadas canénicas (a,p.) a operadores en un espacio de Hilbert H justo
como lo hicimos en la Seccién 3.4, tal que los operadores actiien poliméricamente

(am|a = (am|am (5.35)

X h?
Pa lam) = 12 2lam) = lam = 2p) = |am + 2u)] (5.36)

es decir, la base {am} € H se vuelve discreta, de manera que la relacién de completez se vuelve

I= " lam) (aml (5.37)

am€EZL
y la relacién de ortonormalidad es
hm
K " lpa (am—an)
amlan) = — dp,,, emPom 5.38
(anlan) = o [ dp, (539)
m
donde p,,, denota el momento candnico asociado a la coordenada a.,. La cuantizacién polimérica
tiene como consecuencia que los momentos se compactifiquen, es decir pg,, € [—%“, %”)7 y que su

relacién de ortonormalidad quede como

(Pag [pay) = > e FonFempan) (5.39)

an€Z

De manera similar, promovemos a las variables canénicas (¢, ps) a operadores en el espacio de
Hilbert H de la manera estandar.

Sl =dl8),  pold) = —ma% 16) (5.40)

. - .0
Do [Pe) = Do |Ps) ?|pe) = thg— Ipes) (5.41)
D

Donde tenemos que las relaciones de ortonormalidad son
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<¢‘¢/> _ / dpd)e%p(p((?—d’/)
R

(Pslper) :/d(ﬁe*%aﬁ(%fw)
R

(5.43)
Entonces, el hamiltoniano de Einstein-Hilbert (5.34) también es promovido a operador

A+2ﬁGﬁ_ﬁ
8G 3 a

5.44
a  2a3 ( )
A partir de ahora nos desharemos de la etiqueta ‘EH’ del hamiltoniano, presente en (5.34), para
simplificar la notacién.

(5.42)

H =\

5.5.

Amplitud de transicion en la cosmologia polimérica

Como vimos en la Seccién 2.3, para una teoria cldsica con constricciones de primera clase, los
estados fisicos del sistema son aquellos que son aniquilados por la acciéon cudntica de las constric-
ciones, es decir, deben quedar invariantes ante las transformaciones generadas por estas. El método
del promedio sobre el grupo nos dice entonces (cf. ecs. (2.83), (2.84)) que los estados fisicos son

Do) = / et W)
R

(5.45)
Y el kernel de la transformacién estd dado por

K(ay, ¢g;a:, i) =/d/\ (g, é7leF 7 ai, ¢:)

(5.46)
El propagador de manera explicita es

.2 52
S i‘)\{ilﬂw% Po
(ar, 51" |ai, i) = (s, dple” 77

@i, ¢i)

(5.47)
Descomponemos esta evolucién en N particiones de tamano € = 1/N e insertando N — 1 veces el
operador identidad en la base de |a,) y de |¢n)

(ag, sl eF

’ ai, i)
=Y /d¢1 ag, ¢71 e Jar, é1) (ar, dn] e Jas, 6)
a1 €L

/d¢1d¢2 ay, ¢f| eI |a27¢2><a2 o) 37 |a1,¢1><a1 1] 3 ’ |ai, ¢:)
ai1,a2€Z
- X [ @61 dons tar.ayleh

P an—1,65-1) .- (a1, 61| B |y, o)
LaN_1€7Z
considerando (an| = {(ay|, (pn| = (b1l [Po) = |#:) ¥ lao) =

|a;) se llega a

o N-1 N o

(ar, ¢sle® Jai, ¢i) = [Z /d¢m] H (an, 6nl €5 Jan_1, dn-1)
am €L n=1

Trabajando con el n-ésimo término, escribimos el hamiltoniano de manera explicita

m=1

(5.48)



5.5 Amplitud de transiciéon en la cosmologia polimérica 67

(@ns bn| €5 Jan_1, bno1) = (an, nle” *Nan-1,¢n-1). (5.49)

Podemos calcular por separado cada término en el argumento de la exponencial y juntar el resultado
al final con mucho cuidado. Empezando por el primer término, definimos

3k

wlze)\SﬂG.

(5.50)

Se tiene entonces

<a’n7 ¢n| e%W1d |a'ﬂ*17 ¢n71>

(oo}

1 . k
= <ana¢n‘ Z % |:%w1d:| |an—1,Pn—1)
k=0
=5 & [hen] @t onr 60

0o . k
> {%wmn} (@n, $ulan-1, 1)

= R (4, |an—1) ($n|dn1)

xh . .
:e%wlani/“ dpane%pman—anq)/dqu”e%p%(m—mfl)
R

_xmh
n

— H dpan / dpdme% [Pan (an—an_1)+Pg, (In—dn_1)+w1 an}
R

en donde fueron utilizadas las relaciones de ortonormalidad. Tenemos asi que para el primer término
en (5.49) podemos escribir

i3k _4
<a‘n7¢’n‘ e;L€A8WGa ‘an—h (,bn—1> =

zh )
K / H dpa, / dp¢ne%[pa,,,(an*an—l)JrP(pn(¢n*¢n—1)+6>\%an]. (5.51)
2rh J_=zn R '

s
I

Ahora tomamos el segundo término de dicha expresién y hacemos actuar a los operadores a y
p sobre los estados de acuerdo a (5.35) y (5.36). Definimos

2nG
3 b

W = [ (552)

entonces
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(an, n] €722 |0y 1 G 1)

k
an,¢n\2[ wzﬁi"l} |@n—1, $n-1)

Z [ 'wz] (an, énl (B20™")" lan—1, én-1)

e} . k
-y [ watin } (@ns bl (52)" an—1, én-1)

k=0

1 (iw) A
— Gans a1, bnea) + 52 (ol 5 lan s, 0} + 1 (52 ) am, 0l oo, 0 +

haciendo uso de (5.36), la accién de los momentos es

7 wa K2

= (an|an—1) {(bn|dn-1) + ﬁ*( an| e (2lan-1) = lan—1 — 2u) — |an—1 +2u>)} (Onldn—1) +

i wa B2
= (0nlonos) | (@nlons) + 52 1 2 onlanes) = fanlanms = 20 = anfancs + 2]+ ...
Notando que
wh
(an)an—1 — 2u) = Lﬁ/ dpa, eFPan(@n—an—1+20)
o
Lh . .
_ / dpane%pan(”‘7z_an—1)e%2ﬂpn,n
27Th ﬂ'T
= (an|an_1) e 2#Pan (5.53)
podemos escribir
<an7¢n|eh€w2pa |a’ﬂ*17¢n*1>
[ i wy R i i
= (¢n|pn-1) (anlan—1) |1+ ﬁﬁm (2 — e ?HPan ¢ hZ#pa") + .. :|
iws K 241pa
= <¢n|¢n—1> <an|an—1> _1 + ﬁ?jm (2 — 2cos (%)) + .. :|
[ iwe K2 2 ( HPa,
= <¢n|¢n—1> (an|an_1> 1 =+ ﬁaﬁ (4361'1 (T)) + ...

Si calculamos con cuidado los términos de orden mayor, veremos que se tiene
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i A2 A —1
An, Pn el @ An—1,Pn—1
(an, pn| em2Fa® | $n-1)

. 2
i wa B? 2 (HPayr 1 (iw I’ 2 (HPar,
S Para (%) + o Fan 12 °" (%)) +-

1 . h2 an
= ol o) 3 2 e ()

k=0

1wy nZ sen? (“Pan.)

<¢n|¢n 1> (an|an_1> ehan u2

=h

= (¢nldn-1) (anlan-1)

iW2ﬁ

K — — senz(
d d e I3 [Pa»n (an—an_1)+pg, (bn—bn_ 1)} Toan uZ
py / Panr, / Pén

=)

Entonces tenemos que el segundo término en (5.49) es

52
ie)27G Pa
<an7¢n|eés>\ 7:; &a |an717¢n71>
wh

i pap (an—an_1)+ Sr—n_1)ter 2nG B2 (o 2( FPap
B ﬂ dpan/dp¢neh[p ( 1)+pe, ( $n—1) San u2 ¢ (% )} (5.54)
R

27Th

Por 1ltimo, tomamos el tercer término antes definiendo

(5.55)

entonces, se tiene

i 2.3
<an7¢ ‘e;wgqua |an—17¢n—1>

k
“n’¢”|zk| < wsﬁi&_g) lan—1, ¢n-1)

. k
7 A2 ~—3\k
ﬁw?)) <an7¢n‘ (p?ba 3) |an71>¢n71>

k=0

oo 1 i L k ok
= Z 0 ﬁw?)an <a‘n7¢”7«| (p(b) |an*17¢’ﬂ*1>

k=0 "

21 (i . K
=>4 (Gosan®) @nsams) 0.1 52)" 600

k=0

oo 1 i s k ok
=>4 (gwsan®) anlan-s) [ dpo, (dnl (53) [Po.) (Do |dn-1)

k=0 " R

-3 2

=> (£w3an p¢n> <an|an—1>/dp¢n (nlpon) (Pon|dn-1)

k=0 R

wh
_ Lwgar3p? I s l[ an (@n—an_1)+p (¢n*¢‘nfl)}
— pRW3an Py, dpa d B |[Pan 1 bn
M
zh [ 3.2 }

_ M = ilpan (@an—an_1)+pg, (bn—¢n_1)+wsa;, 3p
S dpa,, | dps,etlPen on el

s | v [ dpoe

Para obtener que es
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~2
i\ FPeé
(@n, dule” #37 Jan_1, ¢n1)

2
wo [ 4 4 i {pan(an—anfl)ﬂa%(¢n—¢n71)+—ex%g
— ) 6 n
ok Pan /]R Pon

_mh

. (5.56)

Por tanto, juntando estos tres resultados, obtenemos que el n-ésimo término del propagador, es
decir (5.49), es igual a

horaiparaga - 7%
™ a 24
(an,¢n|e |an—17¢)n—1>
wh
15 B #[Pan(an—an_1)+pg, (bn—dn—1)+eXHy]
i d dpy et Pan n—1)%Pen n
27l'h _%h pan/R p¢n

, (5.57)

donde se hizo la identificacion

3k 2G K2 o [ UPa pi
H, — . n ( 4) — Pén 5.58
snG + 3an p? sen h 2a3, (5.58)

Sustituyendo estas evoluciones de tamano € en la ecuacién de la evolucién total, obtenemos que
el propagador (5.48) es

terst
(ag, sl en 7 Jai, di)

N-—-1 N " %
= 1__[1 |:Z /H§d¢m:| U |:27Th /_Lh dpa,, /detbn:|
m= am €L n=1 m

~ e% i [Pan (@n—an_1)4Pg, (dn—6n_1)+eXHy]

(5.59)
Tomando el primer término de la sumatoria de la exponencial en la expresiéon anterior
N
> pay(ar —ar-1)
k=1
= pa; (@1 — ao) + Pas (a2 —a1) + ... + Pay_,(an—1 — an—2) + pay (an — an—1)
= Pan AN — Pa1 @0 + @1(Pa; — Pas) + a2(Pas — Paz) + .-+ an—1(Pay_1 — Pay)
N-1
= Pay AN — Pay G0 + Z ak(Pay — Paji1)- (5.60)
k=1
Insertando este resultado en el propagador se tiene
Lexst
(ag, ¢rl e lai, di)
N-1 N L h
m
= ddm — dp, d
| 5 foon| TL[ 5 )7, o [
m=1 Lam €Z n=1 o
> e%pn,N an—Pay a0+ 81 an(Pay, —Pany1) e% SN [Poy (dn—bn—1)+eXHny] (5.61)
Reacomodando los términos en la expresién
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<af7¢f|eh5/\ |ai7¢i>

N-1 N WT
= d d a d
[/ ¢m]n[2h/ pn/Rp%]
N-1 N .
X H |: Z 6% Zn;11 an (Pay, *Pan+1> X e%PaN AN —Paq a0+271¥:1[P¢n <¢n7¢n—1>+5)\Hn]’ (562)
= am €L,

vemos que la primer exponencial que se tiene, junto a la sumatoria, corresponden a la relacién de
ortonomalidad para los momentos, (5.39). Utilizando la férmula de Poisson podemos reescribir la
relacion de ortonormalidad como

Z ehak(Pak —Pagiq) E :/dakeﬁ k(Pay, —Paj 1+

ap€Z I, €L

27l h
)

(5.63)

de manera andloga a como se realizé en el Apéndice A para la ecuacién (A.5), obteniendo (A.9).
Sustituyendo este resultado, se tiene que el propagador es

<af ¢’f|eh ‘alvd)l
N u
{Z [ o [ dqu} 1 {m ", . / dp%}
% eﬁ Zn 1 an(pan pan+1+2ﬂ"h) % egPaNaN*Pala0+27]y:1[P¢7L(¢n*¢n—1)+e>\Hn]' (5.64)

Ahora, podemos absorber a cada I, y a sus sumatorias al cambiar el rango de integracién de
cada dpa,,,, como [—7mhi/pu,7h/u) — (—o0,00), tal y como lo hicimos en el Apéndice A para la
ecuacién (A.12). El cambio en el rango de integracién es realizado en todas las integrales, menos
en aquella para p,,. Esto es porque, mientras que se tienen un total de N integrales, solo tenemos
N — 1 sumatorias sobre [,,. Con este resultado, escribimos al propagador como

(ag, ds| e |a1:¢1>
po [ T [~ N
S [7 [ ava. [ aan [ dqsm] [ / dpd)n}
o2rh /—T N 71_:[1 2rh Jg R R ,1:[1 R
% ef% Zf:’;ll an(Pa, 1 —Pap) > e%PaNaN—:DalaU"'Zﬁ]:l[qun,(‘?/’"_d’”*l)""e)‘H”], (565)

Utilizamos la expresién (5.60) para regresar el argumento de la primer exponencial a su forma

original

(ag, sl er 7 |ai, ¢i)

mh N
u w u
—_— o —— [ dpa day, | dom dpg,
=5 pNH{%h/an/Ra/Rcé}EURmn}
% 6ﬁ anl[Pan (an*anfl)JrP(pn(¢n*¢n71)+6>\Hn]. (5.66)

Y reescribimos la expresion como
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Lt
(ag, prlen® |a¢,¢¢>

N-1
i N
[dm] [/ dpd)n} e Xn=1Pon
H i

m=1 n=1

—1

- +e oy n T On—1) lan—ap_1) .
X,El Udam] 2 h/m Pan H [2 h/ p“n] e l[p I ] (5.67)

Finalmente tomamos el limite cuando N — oo, i.e. ¢ — 0, en donde formalmente tenemos que

(Pn—dn—1)
3

N-1 +
akpr—ak o da o fr — ¢k do !
€ - dt’ € - dt’ ‘ kZ:O - dr. (5.68)

t;

Y haciendo la identificacién

N-1 N
26) = [T tao,), 2po) =TT | [ ave.]
i o1 LR
m=t ! (5.69)
N-1 4 =i N-1 L
7a)= [] ol 70,0 = 515 T 1 [% / dpan}
m= m n=
obtenemos finalmente que el propagador es
(ag,¢rlen* Jai, 6:) = / P9(1)7ps(t) Pa(t) Dpa(t)e 771, (5.70)
en donde la accién efectiva en la cosmologia polimérica a la que llegamos es
ty . 3k 271G K> > [ IPa pé
oli — a ] Ty - — 71
Spol /tl dt |ped +p a+)\<8G + % MQSBII ( h) e (5.71)

y donde denotaremos a partir de ahora a las funciones lagragiana y hamiltoniana resultantes como
Looli ¥ Hhoti- A este nivel podemos considerar que la dindmica que obtengamos de esta accién es
una dindmica que se puede tomar como clasica de manera efectiva.

5.6. Desparametrizaciéon de la accién

Resulta importante mencionar ahora que existen ciertos tipos de sistemas fisicos, cuya acciéon
es invariante ante reparametrizaciones 7 — f(7) de la variable temporal 7, de manera que la
dindmica del sistema no cambia. Estas reparametrizaciones corresponden en realidad a transforma-
ciones de norma, en donde el pardmetro 7 no representa al tiempo fisico de verdad. Esto sucede
cuando tenemos que el hamiltoniano del sistema es completamente constrenido [31]. Para obtener
la evolucién fisica verdadera, uno debe fijar completamente la norma en el sistema. Después de
hacer esto, uno debe ser capaz de encontrar una funcién del espacio fase que pueda ser usada como
un parametro global en la descripcién de la dindmica. De esta manera, obtenemos una dindmica
relacional descrita por un tiempo interno, el cual se encuentra expresado en términos de los grados
internos fisicos del sistema [59]. A este proceso se le conoce como desparametrizacion [36].

Dado que la accién (5.71) que obtuvimos cumple con que su dindmica sea invariante ante repa-
rametrizaciones temporales y dado que esta dindmica ya puede ser tomada como clésica, nuestro
sistema entonces puede ser desparametrizado. Comencemos por consisderar el principio de Hamil-
ton,
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65:/dt5$:0

y realizemos una variacién al lagrangiano en (5.71) respecto a pe

0Lpoli 0L5poli & . ’ Ps
0Lpoli = ) Pl 0pe = (6 — A2 )6
pol aps OP? + ps OP? (45 a3) Do
i3
= doaBe_g oo A= (5.72)
a Y20
Sustituyendo a (5.72) en (5.71), llegamos a la accién
tr [ d)a3 3k 21G 2 2 [ HPa pi
oli = dt W+ — | o= - iy
Frol /tz Po®F pad + Do <87rGaJr 3a p? sen ( h ) 2a3
ty [ . 3k 4 2nG K> 2 2 ( HPa Po
= dt |paa —— — ) ==
/ti _p a+¢<p¢+87er¢a +3p¢ ,uQa sen ( . ) 2)}
[ da do (p¢ 2GR 5 5 /up 3k 4]
= dt |pa— + = | = + 5— —a sen ( a)+ a)
Ai U dt  dt \ 2 3ps p? h 8wGpg
Haciendo uso de la regla de la cadena para % = j—g%, obtenemos la accién
) o / Py 277Gh72 2 2 (/J‘pa 3k 4]
Fpolila,a’; P = /d(b [a Da + 5 + 73p¢ u2a sen . ) + 87er¢a | (5.73)

con a’ = g—g. Tenemos asi que la variable ¢ pasa a ser el nuevo pardmetro de evolucién de nuestro

sistema. El hamiltoniano asociado a este sistema, considerando el nuevo parametro temporal, es

Hpoi(a, pa) = a'pa — Lpoti(a,a’)

2
Hpoli (A, Pa; @) = —% - %%(f sen” (,uga) — 87r?£p¢ a’ (5.74)

Este resultado que hemos obtenido no es ninguna casualidad. Podemos notar que en realidad,
en cualquier modelo cosmolégico espacialmente homogéneo que cuente con un campo escalar de
materia que no esté sujeto a algiin potencial asociado, se cumple con que el momento candnico
asociado al campo de materia es una constante de movimiento y por tanto el campo es una funcién
mondétona a lo largo de cualquier trayectoria. Por tanto, al menos en cualquier teoria clasica, el
campo de materia sirve como un reloj interno [22].

5.7. Dinamica cosmolégica

Antes de analizar la dindmica efectiva cosmolégica que obtenemos como resultado de la cuan-
tizacién polimérica, analicemos primero la dindmica clasica que se da en la cosmologia de FRW
para ver las diferencias que surgen en la evolucién del sistema como consecuencia de utilizar esta
cuantizacion.

No resultaria correcto comparar la dindmica efectiva polimérica con la dindmica clasica que se
pudiera obtener al final de la Seccién 5.3 como resultado de calcular las ecuaciones de movimiento
de la funcién hamiltoniana (5.34). Esto es debido a que su dindmica se encuentra descrita con
respecto al tiempo ¢, mientras que la dindmica polimérica que se obtiene de (5.74) se encuentra
en términos del tiempo interno ¢. Por tanto, podemos tomar la accién clasica de Einstein-Hilbert
(5.33) para realizar con ella una desparametrizacién andloga a la que se hizo en (5.73) y hacer que
su dindmica se encuentre también descrita en términos del tiempo ¢.
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5.7.1. Dinamica cosmolédgica clasica

Por cuestiones de claridad escribimos de nuevo la ec. (5.33), la cual corresponde a la accién
clasica de Einstein-Hilbert que obtuvimos al final de la Seccién 5.3:

3k 2rG pg pi

Sen = [ dt |apa + ¢ps — A | ——=a
B / pa + ¢po 81 + 3 a 2

Si realizamos una variacién respecto a la variable py y tomamos en cuenta el principio de
Hamilton, llegamos a que A = —¢pa® /Pes- Si sustituimos este resultado en la accién anterior se llega
a

SEH:/dqﬁ[a’pa—Fpi-Fﬁanz 3k 4

5+ 35y Pt B Gipy (5.75)

donde o’ := 3—;. Aqui ya tenemos que la dindmica del sistema se encuentra descrita de manera

relacional por medio del campo de materia ¢, el cual ahora cumple el papel de reloj interno de la
teoria. La informacién dindmica del sistema se encuentra en la funcién hamiltoniana, la cual es

Po 27GG 2.2 3k 4

e =——F — ——a" Py — —=—
B 2 3p¢ap 87er¢a

(5.76)
Utilizando las ecuaciones de Hamilton, calculamos las ecuaciones de movimiento del sistema para
las variables canénicas (a, pa)

o = {av %H} = _47rGa2pa (577)
3pg

G 12k 4

47
! = {pa, Hn} = ——ap? + ——— 5.78
Do = {Pa, HEn} 3pg P + SCipy (5.78)

La solucién numérica a estas ecuaciones se encuentra en la figura 5.1. Podemos ver que las soluciones
obtenidas coinciden cualitativamente con los resultados estdndar que se conocen [54, 57].

Para un universo plano (k = 0) y para un universo con geometria hiperbélica (k = —1), tene-
mos una dindmica similar. Podemos tener un universo que a tiempos iniciales remotos ¢ — —oo
comienza como una singularidad que cuenta con un proceso de expansion. Esta expasién continta
eternamente, de manera que el universo se encuentra siempre en crecimiento. O bien, tenemos
inicialmente un universo arbitrariamente grande a tiempos remotos ¢ — —oo que presenta una
continua desaceleracién, la cual finalmente lleva a que el universo tienda a una singularidad a tiem-
pos remotos futuros ¢ — oo. La diferencia que hay entre ambos modelos es que la aceleracién, o
desaceleracién, que presenta el universo hiperbdlico es mayor que la aceleracién, o desaceleracion,
que presenta el universo plano. Podemos ver que el hecho de que estos modelos se encuentren ex-
pandiéndose o contrayéndose, depende de la condicién inicial del momento canénico del factor de
escala que, como vemos de la ec. (5.13), es proporcional a p, ~ —aa. Los modelos cosmoldgicos
que describen un universo en contraccién han sido descartados desde que Edwin Hubble confirmé
la expansién césmica en el afio de 1929 [60]. Por otro lado, para un universo cerrado con geometria
esférica (k = 1), tenemos que el universo comienza a tiempos pasados remotos como una singula-
ridad que va creciendo. Este crecimiento llega a un valor maximo maximo amsx para el factor de
escala, para luego empezar a contraerse de nuevo y aproximarse asintéticamente a una singularidad
a tiempos futuros remotos ¢ — oo.
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(c) Universo esférico (cerrado), k = 1.

Figura 5.1: Solucién numérica para la dindmica clasica del factor de escala a(¢) considerando los
diferentes valores que toma parametro de curvatura k. Las condiciones iniciales consideradas fueron
a(0) = 1072, linea azul: p,(0) = —10, linea dorada: p,(0) = 10. Cédigo computacional en pag. 113.

5.7.2. Dinamica cosmolégica polimérica

Consideramos ahora la evolucién cosmoldgica que se obtiene de cuantizar poliméricamente a la
teoria cldsica. A este nivel consideramos que la dindmica del sistema estd dada de manera efectiva
por una descripcién clédsica. Para obtener esta dinamica, retomemos el hamiltoniano efectivo que
se obtuvo en (5.74):

ps 2GR 5 (#Pa) 3k 4
Hpoli = =% — 5 -
pol 2 3pg ,u2a sett h 871'Gp¢a

Podemos calcular las ecuaciones de movimiento haciendo uso de las ecuaciones de Hamilton. Esto
tiene como resultado lo siguiente,

, _ 2nGR? L
a' ={a, Hoii} e a” sen (h2pa) (5.79)
/ 47|'Gh2 2 (/.l/ ) 3k 3
= as olif — =2pa "~ .
Da = {Pa, Hpori } T asen” (=2p + 27er¢a (5.80)

En la figura 5.2 podemos ver las soluciones numéricas que se obtienen del sistema de ecuaciones
previo.
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La dindmica polimérica que obtenemos presenta importantes diferencias con respecto a la
dindmica clésica. Para un universo plano (k = 0) obtenemos un tdnico rebote que caracteriza la
evoluciéon. Comenzamos a un tiempo pasado muy remoto ¢ — —oo, con un universo arbitraria-
mente grande que se encuentra contrayéndose. Esta contracciéon provoca que el universo llegue a la
singularidad y se mantenga ahi hasta que tiempo después cambie su comportamiento y comience a
crecer. La expansién se prolonga de manera ininterrumpida para todo tiempo posterior, provocando
que el universo crezca indefinidamente. El universo hiperbdlico (k = —1) presenta un comporta-
miento que contrasta mas respecto a su contraparte clasica. Este universo presenta numerosos
rebotes a lo largo de su evolucién, en donde cada rebote presenta un comportamiento caracteristi-
co: después de presentar un rapido crecimiento, el universo alcanza un tamafio maximo y sufre un
abrupto cambio en su momento, lo que provoca que este ahora empiece a contraerse y llegue a la
singularidad, para después comenzar a crecer nuevamente y repetir el mismo comportamiento. El
maximo local que alcanza el factor de escala después de cada rebote es diferente en cada caso pero
todos presentan un mismo orden de magnitud. Mientras tanto, la dindmica polimérica que presenta
un universo con geometria esférica (kK = 1) también presenta una serie de rebotes periddicos a lo
largo de su evolucién. Pero a diferencia de un universo hiperbdlico, este universo se caracteriza por
tener rebotes mas suaves y por siempre alcanzar un mismo méximo local. Es decir, este universo
crece siempre hasta cierto tamano méaximo para después comenzar a contraerse.
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(a) Universo plano, k = 0. (b) Universo hiperbdlico (abierto), k = —1.
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(c) Universo esférico (cerrado), k = 1.

Figura 5.2: Solucién numérica para la dindmica polimérica del factor de escala a(¢) considerando
los diferentes valores que toma pardmetro de curvatura k. Las condiciones iniciales consideradas
fueron a(0) = 1072, p,(0) = —10. Cédigo computacional en pag. 114.

Los resultados que se obtienen para la dindmica cosmolégica polimérica estan de acuerdo, al
menos de manera cualitativa, con los resultados que se han obtenido en el contexto de la cosmologia
cuantica de lazos, en donde la dindmica cosmoldgica se encuentra caracterizada por un rebote para
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diversos modelos cosmolégicos [61]. Esto nos habla de cémo la cuantizacién polimérica en efecto
produce una dindmica diferente al considerar propiedades de la geometria cudntica, dejando de lado
la idea de que a distancias muy pequenas la naturaleza del espacio-tiempo sigue siendo continua.

Sin embargo, a nosotros nos interesa encontrar soluciones tipo instantén para el caso de un
universo cerrado k = 1. Estas soluciones se deben de buscar en el espacio euclideo, mientras que las
soluciones que obtuvimos para la dinamica polimérica se encuentran en el espacio de Minkowski.
Antes de proceder al siguiente capitulo para buscar las soluciones tipo instantén, verifiquemos
que en el limite al continuo, en donde la longitud polimérica caracteristica se considera como mas
pequena a la longitud de Planck, recuperemos la dindmica cosmoldgica clasica para un universo con
geometria esférica en donde k = 1.

0.15

0.10

a(¢)

0.05

0.00
-1000 -500 0 500 1000

¢

Figura 5.3: Solucién numérica para la dindmica polimérica del factor de escala a(¢) en el limite
clasico, considerando un universo cerrado (kK = 1). Las condiciones iniciales consideradas fueron
a(0) = 1072, p,(0) = —10. Mientras que el valor considerado para la longitud polimérica carac-
teristica fue p = 0.316. Cddigo computacional en pag. 114.

Efectivamente, al hacer més pequetio el valor de p recuperamos la dindmica cosmolégica clésica
en donde el universo a ¢ — —oo comienza de manera asintética como una singularidad, crece
hasta llegar a un tamafo maximo y luego se contrae para aproximarse de manera asintética a
una singularidad a tiempo ¢ — co. De esta manera nos aseguramos de tener un comportamiento
consistente para la dindmica cosmoldgica polimérica.
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Capitulo 6

Dinamica de la accién efectiva en el espacio
euclideo

En este capitulo comenzamos por presentar algunas herramientas necesarias para realizar el
andlisis de la busqueda de soluciones tipo instantén en la dindmica efectiva de la cosmologia po-
limérica. Primero damos una definicién correspondiente a los instantones. Después analizamos con
cuidado las rotaciones de Wick, que son las transformaciones que nos permiten movernos al espacio
euclideo, investigando si estas, de manera general, producen las mismas ecuaciones de movimiento
independientemente de si partimos de una accién lagrangiana o de una accién hamiltoniana. Poste-
riormente presentamos a manera ejemplo, un sistema en donde aparecen soluciones tipo instanton:
el oscilador armoénico polimérico. Finalmente, aplicando lo aprendido en este capitulo, pasamos al
espacio euclideo la dindmica cosmoldgica obtenida en el capitulo anterior y realizamos la busqueda
de soluciones tipo instantén en las ecuaciones de movimiento. Este andlisis es llevado a cabo, desde
el nivel clésico, considerando tres casos diferentes de variables fundamentales para la cosmologia:
i) el factor de escala a, ii) una cantidad con unidades de “4rea” en el factor de escala A ~ a?, y iii)

una cantidad con unidades de “volumen” en el factor de escala V ~ a.

6.1. Instantones

Un instantén es un concepto que aparece en la fisica tedrica que resulta 1til para el estudio
no-perturbativo de diversos sistemas en la mecdnica cuantica y en la teoria cudntica de campos.
De manera mas precisa, los instantones corresponden a soluciones localizadas para las ecuaciones
de campo euclideas clédsicas de una teorfa con accién euclidea finita [62]. Estas soluciones resultan
importantes en la teoria cudntica de campos ya que: a) aparecen en la integral de camino como las
correcciones cudnticas principales a la dindmica cldsica del sistema, b) pueden ser utilizadas para
estudiar efectos tales como el tunelaje cudntico.

Algunas de las caracteristicas de la teoria cuantica de campos en el espacio de Minkowski pueden
ser convenientemente exploradas si uno comienza estudiando las soluciones clésicas de la versién
euclidea de las ecuaciones de campo. Esta versién es construida al pasar al espacio euclideo mediante
la continuacién analitica formal de la coordenada temporal (¢ — i7) del espacio de Minkowski [63].
Una de las caracteristicas més notables que puede ser estudiada de esta manera es el tunelaje
cuéantico entre estados base clasicos que cuentan con una degeneracién.

Por ejemplo, ya que los instantones corresponden a un conjunto de soluciones deterministas
que conectan diferentes puntos criticos de las ecuaciones de movimiento, pueden ser utilizados para
calcular la probabilidad de transicién de una particula mecanico-cuantica pasando a través de una
barrera de potencial. A diferencia de la particula cldsica, la probabilidad de que esta cruce una
regién con una energia potencial mayor a su energia, no es nula.

Para ilustrar mejor este concepto, partamos de la siguiente amplitud de transicién
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iHt

(xsle” W ) :N/@meis (6.1)

donde |z ), |zf) corresponden a eigenestados de las posiciones, H es el hamiltoniano del sistema y
N es una constante de normalizacidn.

Haciendo una rotacién de Wick al espacio euclideo (¢t — i7), llegamos a la versién euclidea de
la integral de camino de Feynmann

<Zf|€7%|mi> = N/@xefSE (6.2)

con Sg como la accién euclidea, a la cual se le pide que cumpla con ser positiva definida (Sg > 0).
Si reexpresamos el lado izquierdo de la anterior ecuacién en términos de la base de eigenestados
de la energia

(@ple™ T lei) = 3 e (agln) (nles), (6.3)

vemos que el término de orden principal para esta expresién, considerando que 7 es muy grande,
corresponde al estado base de la energfa. En general se asume que el estado base Ey no se encuentra
degenerado.

Entonces, se tiene que las soluciones tipo instantén son aquellas soluciones a las ecuaciones de
movimiento derivadas de la accién Sg, tales que si las evaluamos en esta, dejan finito su valor.
Al pedir que el valor de Sg sea finito, implicitamente estamos tomando el limite 7 — oo, ya que
debemos resolver sobre todo el dominio de 7 la integral

Sg = /fdr. (6.4)

De esta manera nos aseguramos de que obtenemos informacién solo del estado base del sistema, ya
que si no tomédramos este limite podriamos estar obteniendo informacién del resto del espectro de
energias del sistema, como podemos ver de (6.3). Es importante que el valor de Sg sea finito, ya
que si este diverge, el lado derecho de la ec. (6.2) serfa inmediatamente igual a cero.

6.2. Rotacién de Wick

Las rotaciones de Wick son un método que se utiliza para encontrar soluciones para un problema
matematico en el espacio de Minkowski a partir de una solucién relacionada a un problema en el
espacio euclideo, por medio de una transformacién que sustituye una variable real por una variable
imaginaria. Se encuentran motivadas por la observacién que la métrica de Minkowski, en unidades
naturales,

ds® = —dt® + dz® + dy® + dz? (6.5)

y la métrica euclidea en cuatro dimensiones

ds® = dr? 4+ d2® + dy® + d2* (6.6)

son equivalentes si uno permite que la coordenada temporal tome valores imaginarios. La métrica
de Minkowski se vuelve la métrica euclidea cuando el pardmetro temporal estd restringido a tomar
valores en el eje imaginario, y viceversa. Tomar un problema expresado en el espacio de Minkowski
con coordenadas t, z, y, z, sustituyendo ¢ = i7, a veces constituye un problema en el espacio euclideo
con coordenadas T,x,y, z que es mas facil de resolver. Esta solucién puede producir, mediante la
transformacién inversa, una solucién al problema original.

Es importante notar que lo anterior no es solo un cambio en la notacién. El sistema euclideo no es
el mismo que el sistema de Minkowski escrito en términos de unas nuevas coordenadas. Por ejemplo,
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mientras que en el espacio de Minkowski el intervalo invariante corresponde a s? = —t2+z? +y?+22,
en el espacio euclideo tenemos que el intervalo invariante es s> = 72 + 22 + 4% + 22. Los dos sistemas
son diferentes. Sin embargo, es posible pensar en el sistema euclideo como una continuacién analitica
del sistema en el espacio de Minkowski.

Para obtener una accién euclidea, uno hace una continuacién analitica de la accién en el espacio
de Minkowski y obtiene un factor +i, en donde el signo es elegido convenientemente para que, en
el contexto de la integral de trayectoria, tengamos una exponencial con un argumento negativo
definido.

Considérese que de una integral de trayectoria se obtuvo la siguiente accién lagrangiana en el
espacio de Minkowski

eiSN[ _ eifdtz(r,i';t). (6.7)

Si consideramos que la funcién lagragiana es de la forma

a - 1 -a - a
Lz, i) = 5MYab® i —V(z%), (6.8)
es facil probar que de hacer una variacién en la accién, las ecuaciones que se obtienen son
a oV (z?)
a =—-——" 6.9
mgai® =~ 2% (69)

Como ya se comentd, si hacemos una rotaciéon de Wick no necesariamente llegamos a las mismas
ecuaciones de movimiento en el espacio euclideo que las que se obtienen en el espacio de Minkowski.
. . . . e 1 .,
Para verificar lo anterior hacemos la siguiente transformacién” en la accién Swu

t — —iT,
d . d o .a (6.10)
- — Z77' = T — 1T(R)

entonces,
_ . 1 c.a  ..b a
Sm = —i [ dT imgabw(E)m(E) —V(z)
. 1 .a b a
= Z/d’T [imgabx(E)l‘(E) + V(ZL‘ ):| . (611)
Definimos a la accién euclidea Sg como

1 o . a
SE = /dT {imgabx@)x?E) +V($ ):| . (612)

De manera que se tiene Sy = ¢Sg. Resulta importante notar que la accién euclidea cumple con
St > 0, tal que la exponencial de la integral de camino es

™M —¢e%E Gp > 0. (6.13)

Hacemos ahora una variacién en la accién euclidea

oxb

355 = [ ar [mgawb?méa‘:?m L )w}

d b 8V($a) b
— - a
— /dT {mgabx(E)E(&c ) + W{Sm
.a by | 7F d .a p OV(x%)
= (MGabT(r) 0T ‘ — | d7 | —(mgaez ox — ——Lox
( JabZ(E) ) . / dT( Ja (E)) b )
1 Donde tenemos que % := %x“, mientras que la derivada respecto al tiempo euclideo se denota (dnicamente

4 sa . d .a
en esta seccién) como T(gy = g7
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tal que 05 = 0. Si imponemos que las variaciones se anulen en los extremos, i.e. en los puntos 7;
y Ty, se tiene

d .a 8V(m“) b
que nos lleva a la ecuacion de movimiento
oV (z?)

mgap ey = (6.15)

oxb
Si comparamos esta expresién con la ec. (6.9), notamos que las ecuaciones de movimiento que se
obtienen inicialmente en el espacio de Minkowski no son iguales a las que en el espacio euclideo
después de una rotaciéon de Wick.

Pero ahora estamos interesados en ver qué sucede con las ecuaciones de movimiento si, en lugar
de tener una accién lagrangiana, tenemos una accién hamiltoniana. Calculamos el hamiltoniano
asociado a (6.10), es decir, cuando atin trabajamos con el tiempo ¢ en el espacio de Minkowski. El
momento candnico asociado es

Do = gi = mgabitb (6.16)
= it =gl (6.17)
m

donde ¢ es la inversa de la métrica. Entonces la accién hamiltoniana en el espacio de Minkowski
queda como

SM - /dt [pai’a - %(xa’pa)}

_ / at [pai® — (92 4V (2%))] (6.18)

2m

Si ahora aplicamos en esta accién la rotacién de Wick hecha en (6.10), necesitamos adicional-
mente calcular cémo cambia el momento asociado a las posiciones en el espacio euclideo

0.7 0.7 Y - ®
o = - = — n = =P, 1
Pe= 3(denjdty — Gdee/dr) | Ol 7 (6.19)

donde pg ) denota al momento asociado en el espacio euclideo. Tenemos pues que la accién se
transforma como

. . . a 1 . . a
S = =i [ ar | (-in®)istey) ~ (5" 51 (ki) + V)|
. E).a ab 1 E E a
= —Z/dT {p,(l Vil — <—9 %pz(z 'py? +V (2%)
1
= i/dr {—p&E)i‘gE) - (g“prgE)p,()E) - V(:ca)>] . (6.20)
m
Definimos la accién hamiltonia en el espacio euclideo como
.a ab 1 a
S = [ ar =ity - (o 5o - V) | (6.21)

de manera tal que tenemos Suy = ©Sg. En esta ocasién no podemos decir nada acerca del valor
absoluto de Sg. Calculamos cémo se transforman las ecuaciones de Hamilton en el espacio euclideo
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¢ = i - iXg) = 78% = il = L%ﬂ
apa (E) 7748ng) ® apSzE> (622)
Pa = — on ii(—z‘p(E)) — _% p(E) — _%.
“ Oze dr @ ox° @ ox°

Ahora calculamos las ecuaciones de Hamilton en el espacio euclideo

-a ab pb

= g*° 6.23

T(E) m ( )

(E) _ oV (z?) 6.24

Pa B (6.24)

Al combinar ambas ecuaciones llegamos a que la ecuacién de movimiento del sistema es
.a oV (z®)
MYabT(B) = — 5.5 (6.25)

que corresponde precisamente con la ec. (6.15). Es decir, comprobamos que en el espacio euclideo
obtenemos la misma ecuacién de movimiento ya sea que comencemos con una accién lagrangiana
o con una accién hamiltoniana.

6.3. Ejemplo: Instantones en el oscilador arménico polimérico

Consideremos un oscilador arménico con frecuencia angular w para una particula de masa m.
Tomamos el resultado obtenido en [50] para la accién efectiva de un oscilador arménico polimérico

sl = [ at[ i - V)] (6.26)

i

en donde el momento p toma el papel de variable dindmica (en lugar de hacerlo la coordenada z,
como es usual) y donde el potencial V' (p) esta dado como

_ 2h* 2 (4P
Vip) = P sen (F) . (6.27)

La rotacién de Wick de la accién da como resultado

i 1 2h? P
SE[p] = / dT {Wpa + m’LLZ sen2 (,U/i):| 5 (628)

h
donde p’ = S—f. Calculando la ecuacién de Euler-Lagrange, obtenemos que la ecuacién de movi-
miento es
/! h
P 5 — —— sen (@) = 0. (6.29)
mw m h

Ahora, integrando esta ecuacién obtenemos

p? =2mu’V(p) + K (6.30)

donde K corresponde a una constante de integracién. Para que esta solucién sea considerada como
un instantén, la accién Sg debe ser finita; esto impone la condicién K = 0 para esta constante.
Denotemos entonces a esta solucién como

P’ = 4+/2mw?V (P). (6.31)

Seleccionamos la raiz positiva de esta ecuacién e integramos de nuevo para obtener



84 6. Dindmica de la accién efectiva en el espacio euclideo

Pt = 4% arctan [e“’(T*T”] (6.32)

donde 7. es otra constante de integracién. Definiendo la cantidad A7 := 7 — 7, no resulta dificil
comprobar el comportamiento de esta solucién. Cuando tomamos el limite A7 — oo tenemos que
Pt - Q%h', mientras que en el limite A7 — —o0 se tiene PT — =

Si evaluamos esta solucién en el potencial V (p) el resultado que se obtiene es

2
V(PT) = 2/% sech? (WAT). (6.33)

Notamos que si tomamos el limite para tiempos muy grandes AT — 0o, entonces el comportamiento
del potencial es V(P1) — 0, es decir, se mantiene finito en el limite. Ahora evaluando a Pt en la
accién euclidea, obtenemos

I 1 2 4] 4h2 o 81
S[P ]_[wdT[QWQ(P V)| = o tanh (A =

. 6.34
Este resultado nos confirma que la solucién Pt es de manera estricta un instantén, ya que es una
solucién en el espacio euclideo cumple con dejar finito el valor de la accién Sg.

6.4. Dinamica euclidea para el factor de escala (a,p,)

6.4.1. Accidn en el espacio euclideo, Yéol)i [a, pa]

Ahora regresemos al contexto cosmolégico en busca de soluciones de tipo instantén en el sistema.
Retomamos la ec. (5.73) que corresponde a la accién efectiva en el espacio de Minkowski que
obtuvimos en el contexto de la cosmologia polimérica

o 21 Gh? 3k
(M) - 14 Pe e 2. 2 (B 4
 poli @5 Pa] = / d¢ {paa + 2 + e a” sin (hpa) + 877Gp¢a ] (6.35)

%

donde recordemos que a’ = g—a
Intercambiemos el rol de las coordenadas de manera tal que p, sea considerada como la coorde-
nada candnica y el factor de escala a sea tomado como el momento canénico asociado. Para llevar a
cabo este cambio, integramos por partes el primer término de la accién, tal que lo podemos escribir

como

r_ d /
paa — @(apa) pu.a“ (636)

Como a este nivel la dindmica estd dada de manera efectiva por una descripcién clasica, eliminamos
la derivada total en la expresién anterior y escribimos la accién como

1 2rGh? 3k
y(M):/ Ao | —p'a+ P2 2-2(Ha) _oF . 6.37
poli . ¢ Pa + 2 + 3p¢lu2 a  sin pr + 87TGP¢. a ( )
Hacemos la siguiente transformacién en el pardmetro temporal, es decir una rotaciéon de Wick
¢ — AT 4 - —i— (6.38)
' do dr’ '

donde denotaremos a las derivadas respecto al tiempo euclideo como a = j—ﬁ Tras la rotacion de

Wick, se tiene que el momento a cambia como
a= g'%” = a;i — % = igﬁ = iam), (6.39)
Pa 8(@) 8(—2 d‘r) Pa




6.4 Dindmica euclidea para el factor de escala (a,p.) 85

por lo que la accién cambia como

[T L 2rGh? | . 3k
SO Z/ 4 [7(7”’“)(1“(@) + 5 S liage)?sin® (Fpa) + m(la(m)ﬂ

; 2 3pep
S . D 2rGh? . W 3k
=1 / dT [—paa(E) + ?d) — 3p¢M2 G%E) SlIl2 (%pa) =+ ma?}z) . (640)

Definimos la accién euclidea como

E 7 ) pe  20GR? o . o /p 3k 4
ot = / dr [—Paa(m Ty T g2 M (Ep“) t SnGp, 1® (6.41)
tal que se tiene que y}jﬁﬁ’ = zypffﬂ La funcién hamiltoniana del sistema en el espacio euclideo la
denotaremos como

(E)_QTI'GHQ 2 2(& )_ 3k 4 Py 6.42
731%”2 afg) $in” ( +-Pa 787er¢ aE) — 5 - (6.42)

““poli T

6.4.2. Ecuaciones de Hamilton y soluciones numéricas

Calculamos ahora las ecuaciones de Hamilton sin olvidar que estamos tomando a p, como la
coordenada candénica y a a(g) como su momento conjugado.

0H5  AnGR?

S p _ .2 B ) _ 3k 3 6.43

P = Bag, ~ Bpeu " (hp“ 27Gp, ) (6.43)
0.5 onGn

. - _ poli _ ™ 2 . (EQ ) 6.44

() e pont am) sin ( 32pa ) . (6.44)

Considerando el caso de un universo cerrado con geometria esférica (k = 1), la solucién numérica
al sistema de ecuaciones es

3.0 12.5 /
25 12.0
= 20 - 11.5
515 3110
° 1.0 10.5
0.5 10.0
00 ] s
-1000 -500 0 500 1000 -1000 -500 0 500 1000
T T
(a) Evolucién para a(g) (7). (b) Evolucién para pq (7).
Figura 6.1: Solucién numérica de la cosmologia polimérica para un universo cerrado (k = 1),

tomando las coordenadas (pa,a(r)) con condiciones iniciales p,(0) = 10, a(g)(0) = 1072, Cédigo
computacional en la pag. 114.

Para que estas soluciones sean consideradas como instantones, deben cumplir que al evaluarlas
en la accién euclidea mantengan su valor finito. Debido a que solo contamos con las soluciones
numéricas, evaluamos numéricamente esta cantidad. Para visualizar de mejor manera el andlisis,



86 6. Dindmica de la accién efectiva en el espacio euclideo

denotamos al integrando de la accién euclidea (6.41) como fq (7). Si evaluamos esta cantidad en las
soluciones, obtenemos la siguiente grafica

25
60
20
=15 £40
o W
10
20
o |
0 | | 0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
-1000 -500 0 500 1000 2446 2448 2450 2452 2454
T T
(a) Perfil numérico para fo(7) con 7 € [—10%,10%]. (b) Perfil numérico para fq(7) con 7 € [244.5, 245.5].

Figura 6.2: Grafica del integrando de la accién euclidea (6.41) evaluado en las soluciones numéricas.
Cédigo computacional en la pag. 115.

La gréfica (a) de la figura 6.2 nos muestra que el integrando de la accién euclidea no decae de
manera definitiva a un valor nulo a medida que el pardmetro temporal tiende a oo, ni cuenta con
un comportamiento oscilatorio que esté alrededor del cero. Auin més, notamos que el valor de f,(7),
si bien es cercano a cero en muchos intervalos, nunca llega realmente a anularse, por lo que este
es siempre positivo. El area bajo la curva, evaluada sobre todo el dominio de 7, es la que nos da
el valor de la accién. Desafortunadamente, debido al comportamiento del integrando, el valor de
7B diverge a medida que aumentamos el intervalo de integracion. Esto puede ser visto de manera

poli
cuantitativa mediante la integracién numérica.

Intervalo de integracién | Valor numérico para Yéfg
T € [-10,10] 9.99628
T € [-102,107%] 99.9629
T € [-10%,107%] 1005.2985
T € [-10%,10%] 9996.9850

Tabla 6.1: Integraciéon numérica para el valor de la acién euclidea.

El valor de yp(flz aumenta linealmente con el intervalo de integracién. Debido a la naturaleza de las
soluciones que obtuvimos, el comportamiento del integrando no pareciera que vaya cambiar aunque
aumentaramos el intervalo de 7 en el andlisis numérico. Si observamos la figura 6.2, el valor de las
funciones a(g)(7) ¥ pa(7) diverge si las integramos sobre 7 € (—00, 00).

De manera que las soluciones que obtuvimos para la cosmologia polimérica no corresponden
a soluciones de tipo instantén. Esto nos hace que evaluemos un par de alternativas mas, como lo

veremos en las siguientes dos secciones.

6.5. Dinamica euclidea para variables de drea del factor de escala (A,p4)

Podemos realizar una cuantizacién polimérica del sistema en la que el factor de escala con uni-
dades “drea” pase a ser la nueva variable fundamental. De esta manera, la naturaleza discreta del
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espacio-tiempo se verd reflejada en pequefios elementos de drea (~ a?), en contraste a la discre-
tizacién en la “longitud” (~ a) que se venia realizando hasta ahora. Para lograr esto, se propone
una transformacién candnica al nivel del hamiltoniano clésico (5.34), obtenido a partir de la accién
clasica de Einstein-Hilbert. Recordando, este hamiltoniano es

3k oG p2 P

Hon = A 87TGa 3 a 2a3

La transformacién que se propone es:

Pp— 3 2
A= 3GY (6.45)
270G pa
o Pa 4
3 2a (6.46)

la cual es una transformaciéon candnica y puede ser probado de manera directa si calculamos el
paréntesis de Poisson de las nuevas coordenadas

_ 0A0pa  0A Opa
{Apa} = Oa Op,  Opa. Oa

es decir, preserva la estructura del dlgebra del paréntesis de Poisson para las coordenadas originales,
{a,pa} = 1. Calculamos el hamiltoniano .#" asociado a las nuevas coordenadas (A, pa)

3
- 3k?2 24 5, po( [ 3
Hon(4,pa) = A {\/BZﬁGA + 7TGA Pa—rg 2nGA

Realizamos una cuantizacién polimérica al promover las nuevas coordenadas a operadores en
un espacio de Hilbert H, de manera analoga a como se hizo en la Seccién 5.4.

=1, (6.47)

. (6.48)

(Am| A = (An| A (6.49)
7140 = 33 2140) = 1A = 20) = |40 + 2] (6.50)

La base {Am} € H se vuelve discreta, de manera que la relacién de completez es

T= " |An) (An] (6.51)

Am€L
y la relacién de ortonormalidad es
hw
_ M a FPm(Am—A,,1)
AnlAn)y = — d nP m’J 6.52
(AnlAm) = S [ dpae (6.52)
In
Por otro lado, los momentos se compactifican al intervalo pa,, € [f%”, %"} y su relaciéon de orto-
normalidad queda como
—iaA, _
<pAm, |pAm’,> = Z e hTm (pAm pAm/). (653)

A,,1€EZ

De manera similar, promovemos las variables candnicas (¢, ps) a operadores en el espacio de
Hilbert usando la representacién estandar de Schrodinger de forma consistente a como se hizo en
las ecs. (5.40)—(5.43).

La accién efectiva que obtenemos de aplicar el formalismo de la integral de camino sobre el
hamiltoniano (6.48) es
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pAA+P¢d>

3k2 3 (3 \*?
A < 52nG 0 T \Fsen (hpA) ) (27rGA)

donde solo por esta subseccién denotamos las derivadas respecto al tiempo ¢ como ¢) =
Ahora, de calcular una variacién del lagrangiano respecto a py se obtiene

s = /tf dt
poli — .

i

(6.54)

do
dt *

6p¢=0

) 3 3/2
e = {"" we (5r63)

- 3 \*? 2mGANY? ¢
e (3 A (EEAY S 659

Sustituimos este resultado de regreso en la accién para obtener una accién con una evolucién des-
parametrizada, es decir, el parametro temporal ¢ desaparece. La dindmica del sistema se encuentra
ahora expresada de manera relacional mediante el campo de materia ¢.

knG o S7GR?
6: 37;)45#2 A? sen? (%pA)} (6.56)

Pf
M p
SO A, pal = / d¢ [p A+
Esta accion realiza una descripcién, que de manera efectiva es cldsica, de una cosmologia polimérica
en donde los bloques fundamentales del espacio-tiempo corresponden a pequenas unidades discretas
de area que poseen un tamano que es del orden de la escala de Planck.

6.5.1. Accidn en el espacio euclideo, yéfl)i [A, pa]

Intercambiamos el cardcter de las variables dindmicas en la accién (6.56) de manera tal que ahora
consideramos a pa como la coordenada candnica y a A la tomamos como su momento conjugado,
andlogamente a lo que se hizo en la ec. (6.37). Esto hace que reescribamos a la accién como

o krG 8GR’
(M) :/ do [ pa A+ p¢> + 67r¢ A%+ 37;4>H2 A% sen? (%pA)} . (6.57)

i

Ahora realizamos una rotaciéon de Wick, lo que genera las siguientes transformaciones

d d
— 0T, — = —i—, A —iA 6.58
eI 3 dr ®) (6.58)
donde denotamos la derivada respecto al tiempo euclideo como a = % y donde A(g) corresponde
al momento definido en el espacio euclideo. Obtenemos que la accién en el espacio euclideo es

® _ [ knG o 8rGhH? I
 poli = /T dr [ PaAE) + 7 - @Am) WA(E) sen (EPA) : (6.59)
de manera que Yp(olz) 5”1551 El hamiltoniano en el espacio euclideo que se deriva de la accién es
krG 8nGh? m P
AR = T Ay + S Ay sen® (Kpa) - B2 6.60
poli 6p¢ (E) + 3p¢ﬂ (E) sen hpA 2 ( )
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6.5.2. Ecuaciones de Hamilton y soluciones numéricas

Las ecuaciones de Hamilton que se obtienen en el espacio euclideo para las variables candnicas
(pa, Am)) son

Y i e 167GH2
. poli U U 2 (L
= =7 — A = .61
Pa A ) 3, T g Am sen (hpA) (6.61)
. oL 87Gh 2
Agy = — 2 — _ A? (—“ ) 6.62
® dpa Bpop N P (6.62)

Mientras que las soluciones numéricas que se obtienen de considerar el caso para un universo esférico
(k = 1) se muestran en la figura 6.3. Se comprobé que estas soluciones fueran consistentes en el limite
al continuo (u — 0) con las soluciones cldsicas que uno puede obtener de calcular las ecuaciones
de Hamilton de la ec. (6.56). Sin embargo, este andlisis no es mostrado de manera explicita en este
trabajo.

0.025 -4
-6
0.020
R -8
= =
©0.015 5—10
< -12
.01
0.010 _14
0.005 -16
-200 -100 0 100 200 -100 -50 0 50 100
T
(a) Evolucién para A g (7). (b) Evolucién para pa (7).
Figura 6.3: Solucién numérica de la cosmologia polimérica para un universo cerrado (k = 1),
tomando las coordenadas (pa, A(g)) con condiciones iniciales p4(0) = —10, Ay (0) = 10~2. Cédigo

computacional en la pag. 114.

Observando el comportamiento de las soluciones que obtuvimos, notamos que la funcién A (7)
tiene un valor que es siempre mayor a cero, lo que nos indica que su valor diverge si la integramos
a lo largo del tiempo 7. Por otro lado, la funcién pa(7) presenta un comportamiento que crece
aproximadamente de una manera lineal. Nuevamente, para poder considerar a estas soluciones
como soluciones de tipo instantén debemos de comprobar que al evaluarlas en la accién euclidea
mantengan su valor finito. Denotamos al integrando de la accién euclidea (6.59) como fa(7) y
evaluamos numéricamente esta cantidad en las soluciones obtenidas.

Podemos observar de la figura 6.4 que a pesar del comportamiento errdtico del integrando, su
valor es siempre positivo y varia muy poco, de manera que se mantiene relativamente constante. Esto
nos muestra que su comportamiento no decae asintéticamente a cero, ni presenta un comportamiento
que oscile alrededor de cero. Por tanto, a medida que uno va integrando la funcién f4(7) obtenemos
que el valor de Yp(DEli diverge conforme se va aumentando el rango de la integraciéon. Podemos concluir
entonces que las soluciones que obtenemos para la cosmologia polimérica en términos de las variables
dindmicas (pa, Ag)), tampoco corresponden a soluciones tipo instantén en este sistema.
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0.499115
=0.499105

0.499095

-400000 0 400000

Figura 6.4: Grafica del integrando de la accién euclidea (6.59) evaluado en las soluciones numéricas.
Cédigo computacional en la pag. 115.

6.6. Dinamica euclidea para variables de volumen del factor de escala
(Vipv)

Podemos realizar también una cuantizaciéon polimérica de la cosmologia en donde la nueva
variable fundamental corresponda a una cantidad con unidades de “volumen” con respecto al factor
de escala. La naturaleza discreta del espacio-tiempo se vera ahora representada mediante pequenos
elementos de volumen (~ a®). Nuevamente, se propone una transformacién canénica al nivel del
hamiltoniano clésico (5.34). Reescribimos esta expresién para mayor claridad

3k 2nGp2 Py

Hon = A 877Ga 3 a 2a3

La transformacién que se propone es:

Vi=d® (6.63)
._ Pa
pv = 3?7 (6.64)

que cumple con ser una transformacién candnica. Para verificarlo simplemente calculamos el parénte-
sis de Poisson de las nuevas coordenadas

oV Opv ov aﬂ

Vopv} = da OPa B Opa Oa

Se preserva entonces la estructura algebraica del paréntesis de Poisson de las coordenadas originales,
{a,pa} = 1. Calculamos entonces el hamiltoniano .# asociado a las nuevas coordenadas (V, pv)

=1. (6.65)

N _ 3k 1/3 2 pi
Jeu(V,pv) = A 87TGV + 67Gpy V o |- (6.66)

Para llevar a cabo una cuantizacién polimérica, promovemos las coordenadas (V,pv) a opera-
dores en un espacio de Hilbert #, tal como lo hemos venido haciendo desde la Seccién 5.4.

(Vin| V = (Vin| Vi (6.67)

)= 1

La base {Vin} € H entonces se vuelve discreta, de manera que la relacién de completez es

v [Vin 2[Vin) = [Vin = 2u) = |[Vin + 211)] - (6.68)
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poli

I=>" Vi) (Vi (6.69)

Vin €Z

y la relacién de ortonormalidad es
hm
_ M o £Pm (Vi —=V,,)

Vi |Vt ) = =— d wP m’/ 6.70
VnlVior) = 5t [ 7 dpse (6.70)

In
Por otro lado, los momentos se ven restringidos al intervalo py,, € [—hf, %"], mientras que su

relacién de ortonormalidad se escribe como

(Pvmlpv,, )= D e BV PV, (6.71)
V.1 €EZ

También debemos promover las variables candnicas (¢,ps) a operadores en H. Elegimos la
representacién estandar de Schrodinger, justo como se hizo en las ecs. (5.40)—(5.43).

La cuantizacién polimérica mediante el formalismo de la integral de trayectoria de la funcién
hamiltoniana (6.66) da como resultado la siguiente accién efectiva

ER . 3k 6mGh P

o0 _ [ g A Sy P - 22 2
S poli /ti Vpv + ¢py + 87TGV + 2 V sen H Y (6.72)
donde de nuevo solo en esta subseccién denotamos las derivadas respecto al tiempo ¢ como ¢ := if.

Ahora, de calcular una variacién del lagrangiano respecto a ps se obtiene

_ |4 Py _
631:)011 - |:¢ - A7:| 5p¢ =0
%
.\ Do V.
= =)A= L= —0. 6.73
% P (6.73)
Sustituimos este resultado de regreso en la accién para obtener
¢ 6wGh° % 3k

SN, py] = / d¢ |V'py + £2 V2sen? (HEY. | 20 _yi/3 )| 6.74
poli [ :pV] o é pv + B + P2 sen h + 87Gps ( )

Esta accién decribe la dindmica polimérica cosmolégica de manera relacional mediante un pardmetro
interno del sistema, el cual corresponde al campo escalar de materia ¢. En este caso, al considerar
a la variable V ~ a® con un cardcter fundamental, el espacio-tiempo queda conformado a partir de
pequenas unidades discretas de volumen.

.. . . (E)
6.7. Accién en el espacio euclideo, yp oilVspv]
Como hemos venido haciendo, intercambiamos el rol de las coordenadas candnicas. Considera-
mos que py corresponde a la coordenada generalizada, mientras que V toma el papel de su momento
conjugado. Esto implica que cambiemos el primer término en la accién (6.74) y la reescribamos como

Do lh 8rGpy

Para pasar al espacio euclideo, hacemos una rotaciéon de Wick. Esto implica hacer las transfor-
maciones:

o 67w Gh> 3k
S :/ dep {—p/vv+%¢+ "2V sen? (Kpy ) +7v4/3}. (6.75)

i

¢ — iT, % — _iE’ V — iVig, (6.76)
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donde V(i) denota el momento en el espacio euclideo y la derivada en el tiempo euclideo se representa
como py = i—‘: Al llevar a cabo dichas transformaciones y definiendo a la accién polimérica en el

espacio euclideo como Y;E/l[i) =7 llegamos a que esta es

poli»
s 6mGh? upyv 3k /3
%E?:/ dr | =phy Vi) + 22 = 2LV sen® (21 vl 6.77
poli . T pvVm) + 2 p¢u2 (B) Sen h + 87TG[)¢ (E) ( )
El hamiltoniano en el espacio euclideo que se obtiene es
(E) GﬂGhQ 2 2 (/LPV ) 3k 4/3 Do
p(B) _ V2 s _ — ==, 6.78
poli 2 ® sen \ 7 87Gpy B) 2 (6.78)

6.7.1. Ecuaciones de Hamilton y soluciones numéricas

Si calculamos las ecuaciones de Hamilton, llegamos a que la dindmica polimérica cosmoldgica
para las coordenadas (pv, V(g)) en el espacio euclideo es

045 orch? k
. poli 4 2 ( HPV 1/3
— — Vv 7) _ Vv 6.79
P Ve pop ( h 2rGpy (6.79)
. o") 67GHh 2
Vi) = — —poli % sen( “p‘/> . 6.80
® Opv pop n (6.80)

Las soluciones numéricas que se resultan de tomar un universo con geometria esférica (k = 1) son

20

12.5
15 12.0
. 115
) ~
510 <11.0
10.5
5
10.0
0 9.5
-10 -5 0 5 10 15 20 25 -10 -5 0 5 10 15 20 25
T T
(a) Evolucién para V(g (7). (b) Evolucién para py (7).
Figura 6.5: Solucién numérica de la cosmologia polimérica para un universo cerrado (k = 1),

tomando las coordenadas (pv, V(g)) con condiciones iniciales py (0) = 10, V(g (0) = 10~2. Cédigo
computacional en la pag. 114.

En este caso las soluciones que se obtienen numéricamente resultan estar acotadas en el intervalo
temporal. Si observamos a la gréfica (a) en la figura 6.5, vemos que esto podria ser debido a que
la funcién V(g) computacionalmente crece lo suficientemente rdpido como para que la computadora
no alcance a realizar adecuadamente los célculos. Sin embargo, uno puede observar que el compor-
tamiento de esta funcién se asemeja al comportamiento del factor de escala a(gy en la figura 6.1.
En realidad, podemos notar que las ecuaciones de movimiento son similares en ambos casos. Las
ecuaciones (6.44) y (6.80) poseen la misma forma funcional, mientras que las ecuaciones (6.43) y
(6.79) difieren en el orden del segundo término (en la primera ecuacién el término va como ~ a?E)

L. 1/3 . . .
y en la segunda ecuaciéon va como ~ V<E/) ). Esto nos hace pensar que esta diferencia podria ser
la responsable de provocar que el cidlculo numérico diverja tan rdpidamente. De ser este el caso,
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poli

de poco serviria ya que obtendriamos un comportamiento similar al de las variables (pa, Aw)) que
provocaria de nuevo que la accién euclidea no tenga un valor finito.
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6. Dindmica de la accién efectiva en el espacio euclideo
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Capitulo 7

Cosmologia para teorias f(R) cuadraticas

En este capitulo se pretende extender el estudio a modelos cosmolégicos generalizados mediante
las teorfas f(R) de la gravedad. Primero realizamos una breve descripcién de la gravedad f(R). Des-
pués, estudiamos un modelo cosmolégico ausente de materia de tipo Friedmann-Robertson-Walker
generalizado a partir de una teoria f(R) cuadrédtica. A nivel cldsico, establecemos su formulacién
hamiltoniana utilizando las herramientas presentadas en el Capitulo 2. Motivados por el trabajo
realizado en [64], examinamos la posibilidad de usar al campo auxiliar p — introducido gracias al
modelo f(R) empleado — como un tiempo interno de la teoria. Finalmente, establecemos la formu-
lacién canédnica para el mismo modelo cosmolégico pero ahora considerando la contribucién de un
campo escalar de materia y dejamos abierta la posibilidad de utilizar la cuantizacion polimérica en
estos modelos.

7.1. Introduccién a la gravedad f(R)

La teoria de relatividad general es una teoria geométrica para la gravitacién publicada por
Albert Einsten en el ano de 1915 [65]. Esta teorfa ha contado con un gran éxito fenomenoldgico
desde sus primeros afios. Sus primeras predicciones fueron confirmadas desde el ano de 1919 cuando
se llevé a cabo una expedicién liderada por Eddington para observar la deflexiéon de la luz solar
durante un eclipse total de Sol. Desde entonces, las predicciones de la relatividad general han
sido confirmadas por todas las observaciones y experimentos realizados hasta la fecha. Esto ha
llevado a que la teoria se haya establecido como la descripcién mas acertada de la gravitacion,
siendo elogiada incluso como la teorfa mds bella de la fisica [66]. Sin embargo, consideraciones
para generalizar la teoria han existido desde los primeros anos después de su concepcién, como lo
hicieron asf los famosos fisicos H. Weyl (1919) [67] y A. Eddington (1923) [68]. Posteriormente, en
la década de los 60, se demostro que para hacer de la relatividad general una teoria renormalizable,
términos de orden mayor en la accién de Einstein-Hilbert deberfan ser considerados [69], elevando
asi el interés de la comunidad cientifica en teorias de orden mayor para la gravedad. Actualmente,
quedan abiertas las preguntas acerca del problema de la gravedad cudntica y acerca de la naturaleza
de las singularidades del espacio-tiempo, mientras que los datos observacionales que son tomados
como evidencia para la energia oscura y la materia oscura podrian indicar la necesidad de nueva
fisica.

Motivado por lo anterior surgen las teorfas f(R) para la gravedad como una extensién de la
relatividad general de Einstein [70], tomando popularidad a partir del trabajo de Starobisnky [71]
en donde se reproduce la inflacién césmica utilizando estos modelos generalizados. Estas teorias
se derivan a partir de relajar la hipdtesis que considera que la accién de Einstein-Hilbert para el
campo gravitacional es estrictamente lineal en el escalar de curvatura de Ricci R, es decir, considera
f(R) = R. Desde el punto de vista conceptual, no existe ninguna razén a priori para mantener
esta restriccién [72]. En este sentido, la gravedad f(R) es una familia de teorfas, cada una definida
por una funcién diferente f del escalar de Ricci R. Como consecuencia de introducir una funcién
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arbitraria a la teoria, existe la posibilidad de explicar la expansién acelerada del universo, asi como
su formacién de estructura, sin necesidad de recurrir a ideas como la energia oscura o la materia
oscura. En realidad, un amplio rango de fenémenos pueden ser producidos a partir de estas teorias
al hacer uso de diferentes funciones. Sin embargo, muchas de estas formas funcionales pueden
descartadas al considerar la informacién proporcionada por los datos observacionales.

7.2. Cosmologia f(R) cuadratica sin contribuciones de materia

Consideremos la accién de un modelo f(R) para la gravedad sin considerar el contenido de
materia.

r

S[gl“’] = 2%&2

[ dtev=arm (7.1)

En donde x? = 871G (con unidades en donde ¢ = 1), g := det(g,.) y donde, en principio, f(R)
es una funcién arbitraria del escalar de curvatura de Ricci, R. Hacemos uso de una accién de tipo
O’Hanlon [75] con un campo escalar auxiliar p,

Slgw) = 57 [ "oV =g [R+ p(5p+ ) (72)

donde B es un pardmetro libre, seleccionando asi la forma explicita para nuestra teorfa f(R).
Realizando una variacién respecto a p, llegamos a que

=——R 7.3
P="25 (7.3)
Interpretamos entonces a este campo p como un pardmetro caracterizado por la curvatura del

espacio-tiempo. Utilizando la expresiéon anterior, podemos ver que esta accidn es equivalente a una
accién para una teoria f(R) cuadratica:

Slguw] = # / dizy/=g <R _ iRQ) (7.4)

Si trabajamos con un modelo cosmolégico de tipo Friedmann-Robertson-Walker, tal como lo
hicimos en el Capitulo 5, la métrica con la que se trabaja es

2
guv = diag <—N27 l—OLW’ a’*r?, a?r? sen’ 9> (7.5)
con la cual llegamos a que el escalar de curvatura es expresado como
6 (ai 4a* aaN

Para construir una cosmologia f(R) cuadratica, utilizamos esta métrica en la accién (7.2).
Llegamos a una accién en donde no tenemos derivadas de segundo orden para el factor de escala a,
ni derivadas de primer orden para la funcién de lapso N

.92 3 2. . 1
S[guw] = % /dt {3(1 +p) (Nak: - %) - “N“p + §ﬂNa3p2} (7.7)

donde Vo es un volumen fiducial definido como®

o r?sen
Vo = drdp df ———
0 /0 v V1 —Ekr?

el cual siempre puede ser normalizado a la unidad. A partir de aqui consideramos que Vy = 1.

(7.8)

1 Este volumen fiducial es el mismo que definimos previamente en la ec. (5.5) del Capitulo 5.
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Obtenemos asi que la funcién lagrangiana para el sistema es

.92 2. .
Llayi,p,p, N, N) = 3(1+ p) (Nak _ %) _Sadp

1 3 2
N + 2,BNa p (7.9)

El hamiltoniano asociado lo podemos obtener mediante una transformada de Legendre

H = apa + ppp + Npn — L (7.10)

Calculamos los momentos canénicos,

6aa  3ap
o = (1 —_— = 7.11
pa=(1+p) 0 = 2% (7.11)
3a’a
=— 7.12
Pp N ( )
py =0 (7.13)
de donde obtenemos una constriccién primaria para el sistema
(I)l =pN =~ 0 (714)
Ahora despejando a las velocidades en términos de los momentos candnicos tenemos
Np,
=— 7.15
3a? ( )
p=N|(1+p)2ke _ Po (7.16)
3a®  3a?
Escribimos a la funcién lagrangiana en términos de los momentos canénicos
P\ Poba 1, 5 2
_ P pPa
L(a,pa,p,0ps N,pn) = N [(1 +p) (Sak+ 3?) ~ 52 + 5,6(1 p ] (7.17)
y despejamos estos resultados en (7.10) para obtener que el hamiltoniano asociado es
P; PoPa | 1, 3 2
=N P 3gk | — L2 4 7.18
= (140 (2 - 0k ) - B2 4 Sy (7.18)

Pero debido a la presencia de la constriccién (7.14), sabemos que este no es el hamiltoniano correcto,
sino que debemos de considerar a la constriccién de manera explicita en el hamiltoniano. Por tanto

2
* a 1
H =N {(1 +p) (% - ak) - % — §Ba3p2] + Aipn (7.19)

con A1 como el multiplicador de Lagrange de la constriccién.
Calculando las ecuaciones de movimiento tenemos
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. . Np
@={a, W'} = -5+ (7.20)
Yo = {pa,H*} = N(1+ p) ] 43k ) — 2PePa _ 35,22 (7.21)
’ at 3a3 2
S — (o MY — 2pp _ Pa
p={p Wy =N (492 - L] (7.22)
p2
P ={pp, H'} =N <3ak — ﬁ) + Ba’p (7.23)
N={NH}=X\ (7.24)
2
. 1 _ PpPa 1 3.2 Pp
pn = {pn,H"} = 342 + 25(1 p"—(1+p) (73a3 3ak:) (7.25)

Las ecuaciones (7.20) y (7.22) solamente reproducen la definicién para los momentos asociados,
mientras que la ecuacién (7.24) refleja la arbitrariedad de la funcién de lapso N.

Por otro lado, la ecuacién (7.25) no es otra cosa que la condicién de consistencia para la pri-
mer constriccién {pn,H*} = {®1,H*} = &, ~ 0. Debido a que no se anula idénticamente, esta
corresponde a una constriccion adicional en el sistema

2
. 1
Dy = (1+p) (?% - 3ak> - ’;"52 - 58a%" =0 (7.26)

Notemos que la constriccién corresponde precisamente a la ec. (7.18). Tenemos entonces un hamil-
toniano completamente constrenido, en donde N juega el papel de multiplicador de Lagrange de la
segunda, constriccién.
H" = A\1P1 + NDs (7.27)
Es facil ver que no hay més constricciones. Simplemente aplicamos la condicién de consistencia
sobre ®o
Py = {P2,H* } =0 (7.28)

Notamos que la condicién se cumple idénticamente, entonces ya no se tienen més constricciones en
el sistema.
Si ahora regresamos a la funcién lagrangiana, se tiene

L* = apa + ppp + Npny — @1 — Nd, (7.29)

Utilizando la ecuacién (7.24), o haciendo una variacién respecto a la variable py, tenemos

L" = apa + ppp — NP2 (7.30)
o explicitamente
Pp PoPa 1,3 5
L" =apa + ppp — N [(1 +p) (&% — ak) — ;a; - 5,6(1 p ] (7.31)

La accién queda expresada entonces como

. . ; o 1
5= /dt {apa +ppp— N [(1 +p) <3% - ak) - 7?52 - §5a3p2} } (7.32)

En este punto, nos gustaria tomar al parametro p como un tiempo interno en la teoria de manera
andloga a como se hace en [64]. Para esto, primero debemos de observar cémo es el comportamiento
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de p respecto al tiempo original ¢t. Consideremos las ecuaciones de Hamilton que se obtienen de
(7.32), las cuales son simplemente (7.20)—(7.22), junto con la constriccién ®; (7.26), la cual es una
ecuacién algebraica. Al combinar este conjunto de ecuaciones, terminamos con un total de tres
ecuaciones de movimiento.

. p

a= -5 (7.33)

- Py, 3ak) | pa’p’

p=(1+p) (Sag + ) + o (7.34)
2

b, = 3ak — ?% 1 Bd®p (7.35)

Es decir que eliminamos una ecuacién dindmica con ayuda de la constricciéon. Ahora, integramos
numéricamente este sistema de ecuaciones considerando el caso de un universo plano.

1.4
4.x107%8
1.3 2 x10°28
g2 g o W\/\/\/\/V\/\/\/W
-28
11 -2.x10
-4.x107%8
1.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 200 400 600 800 1000
t t
(a) Perfil numérico para a(t). (b) Perfil numérico para p(t).

Figura 7.1: Solucién numérica a las ecuaciones (7.33)—(7.35) considerando un universo plano (k = 0).
Las condiciones iniciales fueron a(0) = 1, p(0) = 1072, p,(0) = 1072 y se tomé § = —200. Cédigo
computacional en pag. 115.

El resultado que se obtiene del andlisis numérico nos muestra que la dindmica del factor de
escala presenta un rapido crecimiento a tiempos tempranos, para después detener este crecimiento
y mantenerse en un valor constante a lo largo de la evolucién temporal. Este comportamiento es
muy diferente al que se obtiene en el contexto clésico, presentado en la figura 5.1. Por otro lado,
la dindmica de p nos muestra que su comportamiento es oscilatorio con respecto al tiempo ¢. Este
comportamiento no es deseable para un pardmetro que pretende ser usado como un reloj para
describir la dindmica de una teoria. En general, un “buen” tiempo, o reloj, se caracteriza por tener
un comportamiento monétono a lo largo de cualquier trayectoria dindmica [22]. Esto provoca que
el campo auxiliar p no resulte ser un parametro apropiado para ser utilizado como un reloj interno
para describir la dinamica clasica del sistema.

7.3. Cosmologia para una teoria con un campo de materia

Consideramos ahora un campo escalar de materia en nuestra teoria. Como es bien conocido en
la literatura, este campo puede ser utilizado para parametrizar la dindmica cosmoldgica, tomando
asi el papel de reloj interno en la teoria, e.g. [22, 76]. Entonces, agregamos a la accién (7.4) un
término de materia correspondiente a un campo escalar ¢(t)

Sunlo(0)] = - [ a'ov=3 | 300,006+ V(9) (7.36)
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Escribiendo a la accién total como S = Sgrav + Smat, tenemos

Sl 0(0)] = 51z [ 4'ev=g {R - ﬁR} - [atev=g [ég“atw@ + V(qs)} (7.37)

Si tomamos en cuenta el volumen fiducial definido en (7.8), obtenemos que la accién puede ser
escrita como

S = Vo/dt{% [3(1 +p) (Nak - “NLZ) - 3“;” + %,BNa?’pﬂ + Na* B]‘Z\% - (¢)” (7.38)

A partir de ahora normalizamos el valor del volumen fiducial, Vo = 1, y consideramos que no hay
ningun potencial asociado al campo escalar de materia, V (¢) = 0.
De esta manera, el lagrangiano que se tiene es

L= Lgrav + Lmat (739)

donde Liat = a3$2/2N y Lgrav corresponde al lagrangiano (7.10) utilizado en la seccién anterior.
Debido a esto, las cuentas para el tratamiento hamiltoniano de (7.38) serdn muy parecidas a las de
la seccién anterior y no seran mostradas explicitamente de nuevo.

Calculamos la funcién hamiltoniana asociada a (7.38) para obtener

« N
H:?

P; PpD. 1,32 ”2172
14+ e — @ _ —Ba’p’+ —2| + A
( ) (3a3 ak) 3a? 2 @ 2a3 APy (7.40)

en donde el Ultimo término es agregado debido a la presencia de la constriccion ®; = py =~ 0, con
A1 como multiplicador de Lagrange de la constriccion, tal como en la seccién anterior. Imponiendo
la condicién de consistencia sobre la primera constriccion by ~ 0, encontramos la constriccién
secundaria

2 2 2
_ Py _PpPa 1,390 KDy
Dy = (1+p) (—3(13 ak> 342 2Ba o+ Sas 0 (7.41)

la cual no genera més constricciones ya que su condicién de consistencia ¥ = py & 0 se anula
idénticamente. Llegamos entonces a un hamiltoniano completamente constreniido, en donde N/ K2
juega de nuevo el papel de multiplicador de Lagrange de la segunda constriccién ®3. Como los
multiplicadores de Lagrange son en principio completamente arbitrarios, esta vez no tomaremos a
N/k?, sino a la funcién arbitraria A2, como el multiplicador de Lagrange de ®>. El hamiltoniano
que tenemos es

H* = AP2 + NPy (7.42)

Regresando a la accién hamiltoniana, tenemos

S = /dt (dpa + NpN + ppp + (équ — )\2(1)2 — )\1@1) (743)

Una variacién respecto py nos dice que A1 = —N, por tanto llegamos a

3a3 3a? 2 2a3

) ) . 2 . 1 2.2
S:/dt{apa+ppp+¢l>¢ — X [(1+p) (p—p —3ak) _ PePa ~Ba’p® + * Py (7.44)

De nuevo, si realizamos una variacién de la accién, pero ahora respecto a pg, obtenemos
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a*¢
Ps
sustituyendo este resultado en la accién (7.44), es posible desparametrizarla del tiempo “externo”
t y describir la dindmica en términos de un parametro interno de la teoria, como lo es el campo ¢

/ / Po | APpPa Ba®p? (1+p) p/QJ 4
N — =L _ 4
S = /dqb [a Pa+ p'Dp+ 2 + 3pon? + P’ a2 3 a 'k (7.46)

Xy = (7.45)

en donde el primado " denota derivadas respecto al “nuevo tiempo” ¢.

Hemos obtenido asi un sistema dindmico libre de constricciones, descrito en términos de la
relacién que hay entre los campos de la teoria, es decir, sus grados internos de libertad, equivalente
en principio al sistema original que teniamos. El hamiltoniano para este sistema es

9 6 2
2 (;:5) <% 73a4k) _ aPppa _ Pa’p” oy (7.47)
]

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de aqui son

a = —3;% (7.48)
o = (;:ﬁ ;)) 126%k + % 325252 (7.49)
I -
-5 (5

Tomando en cuenta el caso para un universo plano (k = 0), la solucién numérica para las ecuaciones
de movimiento es mostrada en la figura 7.2.

1.0
0.40
0.35 0.8
_ 0.30 _06
5025 204
0.20
0.15 0-2
0.10 0.0 \/\/\AAAAAMM
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
¢ ¢
(a) Perfil numérico para a(¢). (b) Perfil numérico para p(¢).

Figura 7.2: Solucién numérica a las ecuaciones (7.48)—(7.51) para un universo plano, tomando las
condiciones iniciales a(0) = 107, p,(0) = 0, p(0) = 107, p,(0) = 0 y considerando 8 = —200,
k = 0. Cédigo computacional en pag. 116.

La solucién numérica a las ecuaciones de movimiento nos muestra que el factor de escala co-
mienza creciendo, como es esperado de la dindmica estdndar, hasta que de pronto su dindmica
detiene este crecimiento y muestra un decrecimiento repentino. Esto nos indica, al menos de ma-
nera cualitativa, que las constribuciones de orden mayor en el escalar de curvatura R que hemos
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considerado podrian no ser adecuadas a tiempos ¢ muy en el futuro de la evolucién del universo, o
de manera equivalente, a densidades de materia suficientemente bajas. Si consideramos que este es
el caso, entonces los efectos dindmicos provocados por esta cosmologia f(R) cuadratica deben ser
tomados en cuenta hasta cierto punto de la evolucién césmica, retomando la descripcién estdndar
(mostrada en la figura 5.1 del Capitulo 5) a partir del punto en el que desestimamos este modelo
alterno. Comparamos entonces la dindmica de ambos modelos cosmolégicos en la figura 7.3.

0.8 — Cosmologia estandar

Cosmologia f(R) cuadratica

0.6

a(¢)

0.4 2

0.2

0 500 1000 1500 2000 2500
¢

Figura 7.3: Comparacién entre la dindmica cosmolégica cldsica y la dindmica cosmolégica f(R)
cuadrética para un universo plano. Las condiciones iniciales consideradas para ambos modelos
fueron a(0) = 107, pa(0) = —0.002178. Mientras que las condiciones iniciales restantes para el
modelo f(R) fueron p(0) = 107!, p,(0) = 0. Se tomé B = —200. Cédigo computacional en pag.
116.

Vemos que si consideramos la evolucién césmica del modelo f(R) cuadrético hasta antes de
que empiece a decrecer, podemos continuar la evolucién del universo con ayuda de la dindmica
clasica para ciertas condiciones iniciales iguales para ambos modelos. Al considerar esta dindmica
conjunta, notamos al menos cualitativamente que la evolucién de la cosmologia f(R) cuadrdtica
presenta un crecimiento mas rapido que el crecimiento que presenta la evolucién estandar. Esto
sucede en un intervalo de tiempo que es inmediatamente anterior al tiempo en el que dejamos
de considerar la teorfa f(R) cuadrédtica y comenzamos a considerar la cosmologia estdndar, i.e.
¢ ~ 1570. Dicho comportamiento bien podria ser considerado como una época inflacionaria en el
universo, provocada por efectos gravitacionales de orden mayor. Resultaria interesante realizar un
analisis mas detallado de este comportamiento para poder compararlo adecuadamente con modelos
inflacionarios bien establecidos que estén de acuerdo con las observaciones cosmoldgicas actuales.

Por otro lado, logramos establecer una dindmica cosmoldgica respecto a un parametro que fun-
ciona de manera adecuada como un reloj interno para la teoria, a diferencia del resultado obtenido
en la seccién anterior. Una vez que tenemos bien establecida una formulacién hamiltoniana para la
teorfa, uno podria pensar en investigar las consecuencias que podria implicar una cuantizaciéon po-
limérica en estos modelos cosmolégicos generalizados. La idea de aplicar la cuantizacion polimérica
a las teorfas de gravedad f(R) ha sido desarrollada recientemente pero en el contexto de la gra-
vedad cudntica de lazos [73] y posteriormente en el contexto de la cosmologia cudntica de lazos
[74], teorfas en donde se hace uso de las variables de Ashtekar para la descripcién de la gravedad.
En este trabajo, nosotros proponemos como un posible trabajo a futuro que puede ser realizado,
el proyecto de investigar una cuantizacién polimérica en modelos cosmoldgicos generalizados por
medio de las teorfas f(R) de la gravedad utilizando como variable dindmica al factor de escala a, y
como un reloj interno de la teoria al campo escalar de materia ¢.
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Capitulo 8

Conclusiones

Motivados por el trabajo realizado en [1], en donde se sugiere la idea de que cualquier teorfa
de la gravedad cudntica satisfactoria debe de incluir cambios de topologia como proceso dindmico,
en este trabajo se propuso llevar a cabo una cuantizacién polimérica de un modelo cosmolégico
con el objetivo de buscar soluciones de tipo instantén en el sistema, de manera tal que pudiéramos
argumentar a favor de la presencia de cambios topoldgicos en el espacio-tiempo de la teoria de la
gravedad cudntica de lazos. La motivacién detrds de estas teorias y estas ideas, tiene su origen en
el problema de la gravedad cuantica.

Al inicio de este trabajo, se realizé una revisién del problema de la gravedad cudntica en donde
argumentamos que resulta de gran relevancia la construccién de una teoria cuantica de la gravedad
debido a que los pilares actuales de la fisica tedrica — la relatividad general y la teoria cuantica
de campos — no son suficientes para describir de manera adecuada todos los fenémenos de la
naturaleza. En particular tenemos el caso de las singularidades, en donde podemos destacar la
fisica de los agujeros negros y el problema del origen del universo. En estos sistemas fisicos es donde
una teoria de gravedad cuantica podria potencialmente resolver muchas preguntas que hasta ahora
no tienen una respuesta satisfactoria.

Después de hablar de la motivacién fundamental detras del trabajo, se presentaron las herra-
mientas necesarias para llevar a cabo una cuantizacién polimérica de un modelo cosmolégico. Debido
a que la cuantizacién polimérica corresponde a una cuantizaciéon candnica, uno debe establecer una
formulacién hamiltoniana del sistema clasico que desee cuantizar. Pero la formulacién hamiltoniana
de la gravedad nos lleva a una teoria con constricciones, por lo que se comenzé por establecer la
formulacién hamiltoniana para las teorias de norma. Una vez que se establecié el formalismo clasi-
co, se realizé una breve revisién de la cuantizaciéon de Dirac y del método del ‘promedio sobre el
grupo’ que nos ayudd saber cémo a cuantizar sistemas con constricciones primarias. Posteriormen-
te se realizé una cuidadosa construccién de la representacién polimérica de la mecdnica cudntica,
revisando el teorema de Stone-von Neumann para probar la no-equivalencia de esta representacién
respecto a la representacién estandar de Schrodinger.

Mas adelante, llevamos a cabo la formulaciéon hamiltoniana de un modelo cosmolégico de tipo
Friedmann-Robertson-Walker y aplicamos las herramientas que previamente se presentaron para
llevar a cabo la cuantizacién polimérica del modelo cosmoldgico por medio del formalismo de la
integral de camino. Esta cuantizaciéon nos dio como resultado una accién polimérica que nos brinda
una descripcién del sistema que de manera efectiva corresponde a una descripcién clasica pero
que toma en cuenta los efectos del régimen cudntico. La accién polimérica fue desparametrizada,
provocando que su dindmica quedara descrita de manera relacional en términos de un parametro
interno del sistema: el campos escalar de materia ¢.

Se analizé numéricamente la dindmica cosmoldgica polimérica para los casos de un universo
abierto con geometria hiperbdlica (k = 1), un universo plano (k = 0) y un universo cerrado con
geometria esférica (k = —1). Esta dindmica se comparé con la dindmica cosmoldgica cldsica descrita
también en términos del campo ¢. Como resultado de la cuantizacién polimérica de la cosmologia
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FRW, vimos que el universo evita quedarse de manera definitiva en una singularidad al presentar una
evolucién que queda caracterizada por medio de rebotes. Para los casos de un universo con k =1y
k = —1, tenemos que el universo se encuentra constantemente rebotando. En estos casos, el universo
entra en un ciclo en el que crece hasta llegar a un tamano maximo para después empezar a contraerse
hasta que esta dindmica ‘rebota’ y vuelve a crecer, repitiendo de nuevo el ciclo. Por otro lado, para
el caso de un universo con k = 0, este presenta un Unico rebote, de manera que asintéticamente en el
tiempo su tamano crece infinitamente. Esta dindmica polimérica que obtenemos para los diferentes
casos para la geometria de un universo, resulta muy interesante ya que al menos cualitativamente
es compatible con los resultados que se han obtenido en la cosmologia cuantica de lazos. Uno de los
grandes resultados de esta teoria, que es un modelo de simetria reducida de la gravedad cudntica
de lazos, consiste precisamente en el hecho de que las singularidades son evitadas en estos modelos
y son sustituidas por rebotes que conectan universos en contraccién con universos en expansion.

Después de realizar el andlisis de la dindmica de la cosmologia polimérica, se presentaron las
herramientas necesarias para buscar soluciones tipo instantén. La dindmica cosmolégica fue trasla-
dada entonces al espacio euclideo, en donde se calcularon numéricamente las soluciones del sistema.
Una vez obtenidas las ecuaciones de movimiento para la dindmica del factor de escala y su mo-
mento conjugado, la accién euclidea fue evaluada numéricamente en estas soluciones, dando como
resultado que su valor diverge y por tanto indicando que las soluciones que obtuvimos no eran de
tipo instantén. Este mismo anélisis fue realizado, partiendo desde el nivel clasico, considerando dos
conjuntos de variables dindmicas més: i) (A, pa) en donde se consideré la nueva variable geométrica
fundamental A ~ a? y ii) (V,py) en donde se consider$ la nueva variable geométrica fundamental
V ~ a®. La cuantizacién polimérica de la cosmologfa escrita en estas nuevas variables, sugirié que la
naturaleza del espacio-tiempo a la escala de Planck estaba construida a partir de pequenas unidades
discretas de drea, en el caso de tomar la variable A, o de volumen, en el caso de tomar la varia-
ble V. Al analizar numéricamente la dindmica polimérica con estas nuevas variables en el espacio
euclideo, obtuvimos que las soluciones para las variables (A, pa) tampoco dejaban finita la accién
euclidea y por tanto tampoco cumplian con ser soluciones de tipo instantén; mientras que para las
variables (V, py) las soluciones numéricas que se obtuvieron se encontraban acotadas en el dominio
temporal, por lo que no fueron unas soluciones que se prestaran al andlisis que se estaba realizando.
Se necesita de un andlisis numérico méas adecuado para saber por qué las soluciones obtenidas para
este conjunto de variables son acotadas, de manera que tal vez se pueda corregir esta situacién para
poder obtener unas soluciones que resulten ttiles para la biisqueda de instantones.

Finalmente, se llevé a cabo un andlisis a nivel cldsico de modelos cosmolégicos modificados
mediante las teorfas f(R) de la gravedad. Nosotros consideramos el caso de un modelo cosmoldgico
de tipo FRW generalizado mediante una teorfa f(R) cuadratica tomando dos casos: un universo
sin contribuciones de materia y un universo con un campo escalar de materia. Para el primer caso,
establecimos su formulacién hamiltoniana y se investigd la posibilidad de utilizar al campo auxiliar
p como un tiempo interno para la teoria. El resultado que se obtuvo es que este campo no tiene
un comportamiento mondtono, sino un comportamiento oscilatorio. Esta caracteristica lo descarta
como un buen reloj para la teoria ya que deberia cumplir con tener un comportamiento monétono a
lo largo de cualquier trayectoria dindmica. Para el caso de una cosmologia f(R) cuadrética con un
campo escalar de materia, también construimos su formulacién hamiltoniana, utilizando al campo
de materia como reloj interno de la teoria. Vimos que la dindmica que se obtiene no es adecuada
para tiempos ya posteriores en la evolucién del universo, o de manera equivalente, a densidades
de materia suficientemente bajas. Por tanto se propuso combinar esta evolucién, con la evolucién
cosmolégica estandar de un modelo tipo FRW. Como resultado obtenemos que en cierto intervalo del
régimen en donde es vélida la cosmologia f(R) cuadritica considerada, esta dindmica cosmoldgica
crece més rapido en comparacion con la dindmica cosmolégica estdndar. Esto nos lleva a pensar que
este breve periodo puede ser considerado como un periodo inflacionario en esta evolucién césmica.
Por ltimo, una vez que pudimos establecer una formulacién hamiltoniana con un reloj interno
adecuado para uno de los modelos cosmoldgicos f(R) cuadréticos, proponemos la idea de analizar
las consecuencias que la cuantizacién polimérica puede implicar en estos modelos.
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Confiamos en que esta tesis genere interés en el drea y motive posteriores trabajos. En particular,
se encuentra la propuesta de continuar la biisqueda de soluciones de tipo instantén por lo menos
en el contexto de modelos cosmoldgicos generalizados mediante teorfas f(R) de la gravedad.
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Apéndice A

Integral de camino con constriccion topolégica

En muchos sistemas fisicos, la amplitud de evolucién temporal estd dada por 6rbitas que debido
a alguna constricciéon topoldgica en el sistema, estan confinadas a solo una regién del espacio de
configuraciones y no se encuentran en todo el espacio. Esto cambia las relaciones de completez de
la mecénica cuantica y en consecuencia la derivacién de la integral de camino. Consideraremos una
particula puntual restringida a moverse sobre un circulo [39, Capitulo 6.1].

A.1. Particula libre sobre un circulo

Considérese una particula restringida a moverse sobre un circulo. Su movimiento se encuentra
especificado en términos de la variable angular ¢(t) = [0, 27] con la constriccién topoldgica de que
¢ =0y ¢ = 27 corresponden al mismo punto.

Como es usual, la evolucién temporal es expresada haciendo una descomposicién del operador
de evolucion temporal en un producto de N particiones temporales

(pr,trlpi ) = (pp|e” B TIHEED) |4

N . ~
= (sl [T e 7% |0) (A1)
n=1

donde € = (ty — t;)/N y p, corresponde al momento candénico asociado a la coordenada ¢.
Debido a la periodicidad en la coordenada ¢, la relacion de completez para los estados de
posicién debe ser escrita como

2m
[ denlentlonl =1 enelom (A2)
0
conn=1,..., N — 1. Mientras que la relacién de ortonormalidad es
(pnlon—1) = 6(pn — Pn-1) (A3)

La funcién delta de Dirac puede ser reexpresada (& la Fourier) en términos de un conjunto
. o . 1
completo de funciones periédicas sobre el circulo

1 _
§(pn — Sﬁn—l) _ Z %elkn(‘?n Yn—1) (A.4)
kn€Z

donde k, corresponde al momento asociado a la coordenada ¢, y su relacién con el momento
canénico es p,,, = hky,. Obtenemos asi que

1La expansién en series de Fourier para una delta de Dirac cuyo argumento tiene un dominio compacto (e.g.
¢(t) = [0,27)) viene dada por una sumatoria y no por una integral como es usual.
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1 _ o,
<90n|90n71> = Z %elkn(wn #n-1) (A5)
kn€Z

Para cada particién tenemos entonces

i

(Pnstalon-1,tn-1) = (pu| e FH PP o, 1)

_ eféfff(*iﬁ&pn ,Pn) <§0n|4pn71>

— e*%éfl(*ihawnwpn) E : ieikn<¢n7Ww,—1)
2w
kn€Z

Actuando el operador hamiltoniano sobre cada término de la sumatoria obtenemos

L ikn(on—¢n_1)—FeH(kn on) (A.6)

(pnstnlon—1,tn—1) = Z o

kn€Z

Realizando con cuidado las N particiones sobre el operador de evolucién temporal e insertando
adecuadamente la relacién de completez N — 1 veces

(pr,trlpi ti) = (pp|e” # T TIHEE) |

27 g (tp—ti) - g (bf—ti)
_a M) oy _ i it
— [T (il T o) (] kT A g
0
2m C(tp—t;) A C(tg—t;) A
_a Ny _af )y
— [ e F T o T o)
0
27 . —ts . —
= [T S Lemstermen-i S5 5 L e —en- S
0 2 2w
kf€Z k1 €Z
o 1 iks(op—on_1)—feH 1 iki(pr—pi)—teH
= den_1 ..d@lz—e FYPFTPN-UTT ...Z—e T h
0 27 27
kf€Z k1€Z

Haciendo el cambio de notacién pn = ¢f y po = i, para el lado derecho de la ecuacién obtenemos
que

N—1 Lo N
1 ikn(on—on_1)—EeH(hkn,on
<‘Pf,tf|90iati>:H/ dom [ D2 e tonmonmymictiitnen) (A7)
m=1 0

n=1ky,€Z

Ahora, la expresién obtenida en (A.7) contiene una sumatoria sobre los momentos discretos
(kn € Z). Esto no es propiamente una integral de camino, afortunadamente podemos convertir esta
sumatoria en una integral de la siguiente manera. Introducimos la férmula de Poisson

Z ek — Z §(m —1) (A.8)

Retomando la expresién (A.5), la reescribimos como

1 i2m (R fn=lyy
(pnlon-1)=5- D e 2

kn€Z

Utilizando (A.8), vemos que la relacién de ortonormalidad puede ser escrita como
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A.1 Particula libre sobre un circulo

o i Pn — Pn-—1 .
(pnlon—1) = 5= D 6(7— = —ln)

ln€Z
= Z 0(on — Yn—1 — 27ly,)
In€Z
Realizamos una descomposicién de Fourier sobre la delta de Dirac? para finalmente obtener que la
relacién de ortogonalidad puede ser escrita como
_ dkn ik (on—pn_1-21n)
(oulons) = 3 [ Gome (A.9)
ln€Z
Entonces podemos reescribir la amplitud (A.7) utilizando el resultado obtenido en (A.9)
<<pf7 tf|50i7 ti>
N-1 o N dk .
_ d N _ikn (Pn—@n—1+27ly _%fH(hknﬂ‘P%) A.10
L), e I3 [ 5 10
m=1 n=110,€Z
Atn tenemos las sumatorias Zln en (A.10), pero podemos absorberlas en las variables ¢, al cambiar

su rango de integracién de [0,271) — (—00,00). Esto se hace de la siguiente manera. Reescribimos

a (A.10) como
<(pf7 tf|(Pi7 t7->
N N-1
dkn,
ST
n=1"R In€Zm=1
y solo trabajamos con los factores
N N-1
n=110,€Zm=1
sin que esto afecte a los demads factores. Desarrollamos las multiplicatorias y las sumatorias

2 N i N
/ dpmeSren hn (05 =05 142m1y) = e Iy H kg i05)
0

;V:1 ikn(pj—pj_1+2ml;) (A.11)

27
d<,0meZ
0

N N-1 27 N
| | E | | / d(pmezjzl ikj(pj—pj—1+27l;)
n=11,eZm=1"0

27
ik — 27l ik — 27l ik — _ 27l
§ : / dey...dpn_1e' 1lpr—pot2nly) jika(p2—p1t2mlz) ik (en—¢N—1+27lN)
0

11,0l EZ
Tomando ahora tinicamente los primeros dos indices de las multiplicatorias y sumatorias, i.e.

m,n, k=12
27 . .

/ d@Ideelkl(<P1*w0+277l1)61k2(<ﬂ2ftﬁl+2ﬂl2)
0

>

l1,l2€Z

- ¥

l1,12€Z
27 .
— § / dw2el(k2w2—k1¢0+2ﬂk2l2) §
0

l2€Z 11€Z
2Nétese que a diferencia de (A.4), el dominio del argumento de la delta va sobre todo R, por lo que la expansién

27
/ d(pldwzei(’f2¢2+2‘"k2lz*k1w0)+i[<ﬁ1(k1*k2)+2ﬁkll1]
0

27
/ d(plei(tﬂlkﬁ-Qﬂklll—vlb)
0

queda expresada mediante una integral y no mediante una sumatoria.
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definiendo ¢1 = p1+27ln = d@:i =dp1, @1 = @1 —27li; notamos que mientras 1 € (0, 27),
1€ (7007 OO)

27 [}
_ E / dtp2el(k2¢2*k1<ﬁo+2ﬂ'k2l2) E / d¢161(¢1k1*¢1k2+2ﬂ'k211)
0 oo

I2€Z ez’ —
27 oo
_ Z / dQOQei(kaz—lePow‘-?szlQ)eiQszh/ dﬁlei(tﬁlkl—ﬁlkz)
I1,l0€270 —oo
2w . oo o 5
_ Z / d(pzez(kypg—k1<p0+27rk:212+27rk2l1)/ d(ilez(cplkl—cplkg)
l1,12€270 —oo

definiendo ahora l> = s + I

2m . oo
_ E / d¢2€i(k2¢2—k1¢0+2wk212) / d¢1€i(¢1k1—¢1k2)
0

Z_ZEZ -
* o i (o k kola) Ji(p1k1—p1k
— § / d¢1/ d(pQ@l( 2p2—k1po+2mkala) i($1k1—F1k2)
[262 —o0 0
oS} 27 . 5 - 5
_ E / d90~1/ d¢261[k2(¢2*W1+2ﬂ2)+k1(wlftpo)]
lhez” —°° 0

finalmente, renombrando a las variables ¢1 — @1 y I — l2, ya que su nombre solo representa una
etiqueta

27
E / d(p1d<p2eik1(501*¢0+2ﬂ'11)eik2(tp2*¢1+27\'l2)
0

I1,l2€Z

2m oo
:Z/ dg@/ dipp etF1(#1790) gika(p2—p1+2mls)
0 — 00

loE€Z

Obtenemos que podemos absorber la sumatoria leez al extender el rango de integracién de la
variable ¢1. Haciendo esto para cada término en (A.11), vemos que podemos absorber todas la
sumatorias a excepcién de la 1dltima, i.e. Zle ya que no contamos con el término dyy. Entonces
tenemos

N N—-1 Lon N
11> H/ dpmeZi=t thn(ej—¢j-1+21;)
0

n=11l,€Zm=1

(oo}
— § :/ d(pl.“ngN_lelkl(ﬁpl—LPU)elk2(LP2—<P1).“61kN(LPN—SDN—I“‘QWIN)
INEZY —°

N—-1
=> 11 /dsoneik"(“”""""*1“””5"”) (A.12)
R

INEZ n=1

Sustituyendo este resultado en (A.10), obtenemos
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<(pf7 tf|§0i7 t7«>

-y H /dgomH/dk" e (o= pn—1 427N S N )= H (R o)

INEZm=1
notando que kn, = pn/hi

_ AP i (p(on—pn_1+2mIn 60 N)—<H (P on)]
= H/dgamn/%meh ,

INEZm=1

_ Z H /dSDm H gﬁ% 52?’:1Pj%(Wj*V"j—1+27"lN5j,N)*H<Pjv<Pj>

INEZm=1
Llegamos asi a que la amplitud total de transicién esta dada por

<90f7tf|tpi7ti>

= Z H /dgomH/ gﬁ% FeXia Pyt (e =i 1+2mIN G N)—H(pj0;) (A.13)

Iy E€Zm=1

Tomamos el limite al continuo, cuando N — oo, para obtener la integral de camino. Este limite
implica que € Z;.V:l — [dt, (on — pn-1)/€e = ¢ y que Iy — ly. Entonces la integral de camino es

(o, tplpit) = Lﬁp() i [ dtlpp—H(p.e)] (A.14)
ler
donde

N-—-1

7o) = [] [ den
m=1 R
N

70t =] [ dv
n=1 R

Como comentario final, nétese que la amplitud obtenida en (A.14) corresponde a una suma sobre
todos los caminos en todas las repeticiones periédicas de la posicién final ¢ ¢ + 27ls. Esto puede ser
interpretado como que la amplitud de probabilidad para un sistema ciclico es equivalente a sumar
amplitudes de probabilidad para un sistema que no es ciclico evaluadas en diferentes puntos finales,
los cuales son equivalente entre si para el sistema ciclico.

(rstrleits) ciotico = Z (o5 + 2wl t5 |0, ti) no-cictico
ly€Z
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Apéndice B

Coédigos computacionales para las soluciones
numéricas

Debido a que no es trivial obtener la solucién analitica de las diferentes dindmicas cosmoldgicas
que obtenemos en nuestro trabajo, se procedié a calcular las soluciones numéricas de los diferentes
sistemas de ecuaciones. Para resolver las ecuaciones se hizo uso del programa Wolfram Mathematica
11.1 Student Edition. En este Apéndice colocamos los cédigos computacionales que se utilizaron.

Para realizar los diversos calculos numéricos, consideramos el sistema de unidades de Planck,
en donde se tiene

h=G=c=1
Por lo que la longitud de Planck seria
hG

es decir, si suponemos que la escala de longitud polimérica es del orden de la longitud de Planck,
se tiene entonces que pu = 1. Si queremos tomar el limite al continuo, el valor para u deberd ser
menor, o mucho menor, a la unidad. Al realizar los cédlculos numéricos se tomé p = 1, a excepcién
del calculo hecho para la figura 5.3. También se seleccioné el valor de pg, el momento candnico
asociado al campo ¢, igual a la unidad. Esto se hizo considerando que la ec. (5.31) nos asegura que
ps es una cantidad real constante cuyo valor puede ser arbitrario.

Capitulo 5

Ejemplo de cédigo para la figura 5.1.

Subscript[p,\[Phil] = 1;

k = 0; (* Aqui escogemos k = {-1,0,1} *)

s = NDSolve[{ a’[\[Phi]] == -(4\[Pi])/(3Subscript[p,\[Phi]])
Subscript[p,al [\[Phil] a[\[Phil]"2,
Subscript[p, al’[\[Phi]] ==
(4\[Pil) /(3 Subscript[p,\[Phil])
Subscript[p, al][\[Phil]~2 a[\[Phi]]
+(3 k)/(2\[Pil)a[\[Phi]]"3,
al[0] == 107-2, Subscript[p, a][0] == -10},
(x Estas son las condiciones iniciales *)
{a, Subscriptlp,al}, {\[Phi], -10"2, 1072},
Method -> "StiffnessSwitching",
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WorkingPrecision -> 3 MachinePrecision]

t = NDSolve[{ a’[\[Phi]] == -(4\[Pi])/(3Subscript[p,\[Phill)
Subscript[p,al [\[Phil] a[\[Phil]"2,
Subscript[p, al’[\[Phil] ==
(4\[Pil) /(3 Subscript[p,\[Phil])
Subscript [p, al [\[Phi]l]l~2 a[\[Phil]
+(3 k) /(2\[Pi])a[\[Phi]]"3,

a[0] == 10"-2, Subscriptlp, al[0] == 10},
(* Estas son las condiciones iniciales *)
{a, Subscriptlp,al}, {\[Phi], -10"2, 1072},
Method -> "StiffnessSwitching",
WorkingPrecision -> 3 MachinePrecision]

Plot [{Evaluate[a[\[Phi]] /. s],Evaluate[a[\[Phil] /. tl},
{\[Phi], -20, 20}, (* Este es el rango de integracidn *)
PlotTheme -> "Detailed", FrameLabel -> {\[Phil, "a(\[Phil)"},
PlotLegends -> Placed[LineLegend[{

"\I\ (\*SubscriptBox [\ (p\), \(a\)I\)(0) = -10",
"\I\ (\*SubscriptBox [\ (p\), \(a\)I\) (0) 10"},
LabelStyle -> 20, LegendFunction -> "Frame",
LegendLayout -> "Column"], {0.5,0.83}],
FrameStyle -> Directive[Black],

BaseStyle -> { FontSize -> 26},

PlotRange -> Full, ImageSize -> Large ]

Ejemplo de cédigo para las figuras 5.2, 5.3.

Subscript[p, \[Phil]l = 1;
k = 1; (* Aqui escogemos k = {-1,0,1} *)
\[Mu] = 1; (* Aqui modificamos la longitud caracterista polimérica *)
s = NDSolve[{ a’[\[Phi]] == -(2\[Pi])/(3Subscript[p,\[Phi]l] (\ [Mu]l~2))
a[\[Phi]]~2 Sin[2 \[Mu] Subscriptl[p, al[\[Phill],
Subscript[p, al’[\[Phil] ==
(4\[Pil)/(3Subscript [p,\[Phil] (\ [Mul"~2))
a[\[Phi]] Sin[\[Mu]l Subscript[p, al [\[Phi]l]]"2
+ (3k)/(2\[Pi] Subscript[p, \[Phill) al[\[Phi]]"3,
a[0] == 10"-2, Subscript[p, al[0] == -10},
{a, Subscript[p, al}, {\[Phi], -10"3, 1073},
Method -> "StiffnessSwitching",
WorkingPrecision -> 3 MachinePrecision ]

Plot[Evaluate[a[\[Phil] /. s], {\[Phil, -10"3, 1073},
PlotTheme -> "Detailed", ImageSize -> Large,
FrameLabel -> {\[Phil, "a(\[Phil)"},

PlotLegends -> None, FrameStyle -> Directive[Black],
BaseStyle -> {FontSize -> 26}, PlotStyle -> {Thick},
PlotRange -> Fulll]

Capitulo 6

Ejemplo de cédigo para las figuras 6.1, 6.3, 6.5.

Subscript[p, \[Phil]l = 1;
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k=1;

\[Mul] = 1;

(* En la variable ’s’ se deben escribir las ecuaciones de Hamilton para cada

caso. En este ejemplo corresponden a las ecuaciones para (a, p_{a}) *)

s = NDSolve[ {Subscriptla, E]’[\[Taul]l ==
-(2\[Pi])/(3\[Mu] Subscript[p,\[Phill)
Subscript[a, E][\[Taull"2 Sin[2\[Mu] Subscript[p,al [\[Taull],
Subscript[p, al’[\[Taul] ==
(4\[Pil)/(83(\ [Mu] ~2)Subscript [p,\[Phi]])
Subscript[a,E] [\ [Tau]]1Sin[\ [Mu] Subscriptlp, al [\[Tau]ll]l"2
-(3 k)/(2\[Pi] Subscript[p,\[Phil])Subscript[a, E][\[Taul]"3,
Subscript[a, E][0] == 10°-2, Subscript[p, al[0] == 10},
{Subscript[a,E], Subscript[p, al},{\[Taul,-10"3,10"3} ]

Plot[Evaluate[Subscript[a,E] [\[Taul]l /. s], {\[Taul, -1000, 1000},
PlotTheme -> "Detailed", FrameLabel -> {\[Tau],

"N\ (\*SubscriptBox [\ (a\), \((E)\)I\) (\[Taul)"},

ImageSize -> Large, PlotLegends -> None,

FrameStyle -> Directive[Black], BaseStyle -> { FontSize -> 26},
PlotStyle -> {Thick}, PlotRange -> Full]
Plot [Evaluate [Subscript[p, a] [\[Taull /. s], {\[Taul, -1000, 1000},
PlotTheme -> "Detailed", FrameLabel -> {\[Tau],

"N\ (\*SubscriptBox [\ (p\), \(a\)I\) (\[Taul)"},

ImageSize -> Large, PlotLegends -> Nomne,

FrameStyle -> Directive[Black], BaseStyle -> { FontSize -> 26},
PlotStyle -> {Thick}, PlotRange -> Fulll]

Ejemplo de cédigo para las figuras 6.2, 6.4.

(* Para obtener la grafica del integrando de la accién, escribimos
este cédigo inmediatamente después del anterior *)
(* Aqui debemos escribir el argumento de la integral de la accién
para cada cosa. En este ejemplo usamos la accién para las variables
(a, p_{a}) »
Plot [Evaluate [{-Subscript[p, al’[\[Tau]] Subscript[a, E][\[Taull
+Subscript [p,\ [Phi]]/2
-(2\[Pi])/(3\[Mu] "2 Subscript[p, \[Phill)
Subscript [a,E] [\[Taul]l"~2
Sin[\[Mu] Subscript[p, al [\[Taulll"2
+( 3 k )/(8\[Pi] Subscript[p, \[Phill)
Subscript[a, E][\[Taul]l"4} /. s],
{\[Taul, -1000, 1000},
PlotTheme -> "Detailed", FrameLabel -> {\[Tau],
"N\ (\*SubscriptBox [\ (£\), \(a\)1\) (\[Taul)"}, ImageSize -> Large,
PlotLegends -> None, FrameStyle -> Directive[Black],
BaseStyle -> { FontSize -> 26}, PlotStyle -> {Thick},
PlotRange -> Fulll]

Capitulo 7
Ejemplo de cédigo para la figura 7.1.

k = 0;
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\[Beta] = -200;
s = NDSolve[{ a’[t] == - Subscript[p,\[Rho]][t]/(3 al[t]"2),
\[Rho]’ [t] == (1 + \[Rho][t])
(Subscript [p,\[Rhol]l[t]1/(3 alt]"3)
+ (3altlk)/Subscript [p,\[Rholl [t])
+ (\[Betal alt]~3\[Rho] [t]"2)/(2Subscript[p,\[Rhol][t]),
Subscript [p, \[Rholl’[t] == 3 alt] k
+ \[Betal al[t]"3\[Rho][t]
- Subscript[p,\[Rhol] [t]"2/(3 al[t]"3),
al0] == 107-0, \[Rho] [0] == 10~-2,
Subscript [p, \[Rhol][0] == 10~-3},
{a, \[Rho], Subscript[p, \[Rholl},
{t, 0, 1073},
WorkingPrecision -> 2 MachinePrecision,
StartingStepSize -> 0.000001,
Method -> "StiffnessSwitching"]

Plot [Evaluate[a[t] /. s], {t, 0, 1}, PlotTheme -> "Detailed",
FrameLabel -> {t, "a(t)"}, ImageSize -> Large, PlotLegends -> None,
PlotStyle -> Thick, FrameStyle -> Directive[Black],

BaseStyle -> { FontSize -> 26}]

Plot[Evaluate[\[Rho] [t] /. s], {t, 0, 10°3},

PlotTheme -> "Detailed", FrameLabel -> {t, "\[Rho] (t)"},
ImageSize -> Large, PlotLegends -> None, PlotStyle -> Thick,
FrameStyle -> Directive[Black], BaseStyle -> { FontSize -> 26}]

Ejemplo de cédigo para la figura 7.2.

k = 0;

\[Beta] = -200;

Subscript[p, \[Phil]l = 1;

s = NDSolve[{ a’[\[Phi]] == -(a[\[Phi]]Subscript[p,\[Rhol][\[Phil])
/(3Subscript [p,\[Phi]]),
Subscript[p, al’[\[Phil] == (1+\[Rho] [\[Phil])
12/Subscript[p,\[Philla[\[Phi]l]"3 k
+1/(3Subscript [p,\[Phil])
Subscript [p,\ [Rhol] [\ [Phil]lSubscript[p, al[\[Phil]
+3/Subscript [p,\[Phi]]\[Beta] a[\[Phi]]~5\[Rho] [\[Phi]]"2,
\[Rho] > [\[Phi]] == 2/(3Subscript[p,\[Phil])
(1+\ [Rho] [\ [Phi]])Subscript [p,\ [Rhol] [\ [Phi]]
-1/(3Subscript [p,\[Phi]])a[\[Phi]]Subscript[p,al [\[Phil],
Subscript [p, \[Rhol]l’[\[Phi]] ==
\ [Beta] /Subscript[p,\[Philla[\[Phil] "6 \[Rho] [\ [Phil]
-1/(3Subscript [p,\[Phil]l)Subscript [p,\ [Rho]] [\ [Phi]] "2
-3/Subscript [p,\[Philla[\[Phi]]"4 k,
al[0] == 10°-1, Subscript[p, al[0] == 0,
\ [Rho] [0] == 10~-1, Subscriptl[p,\[Rho]][0] == 0},
{a, Subscript[p, al, \[Rho], Subscript[p,\[Rho]l]l},
{\[Phil, 0, 1074},
WorkingPrecision -> 3 MachinePrecision,
StartingStepSize -> 0.00001]

Plot [Evaluate[a[\[Phi]] /. s], {\[Phil, 0, 1670},
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PlotTheme -> "Detailed", FrameLabel -> {\[Phil, "a(\[Phil)"},
ImageSize -> Large, PlotLegends -> None,

FrameStyle -> Directive[Black], BaseStyle -> { FontSize -> 26},
PlotRange -> Fulll]
Plot [Evaluate[\[Rho] [\[Phi]] /. s], {\[Phil, O, 1665},

PlotTheme -> "Detailed", FrameLabel -> {\[Phi], "\[Rho]l (\[Phi])"},
ImageSize -> Large, PlotLegends -> None,

FrameStyle -> Directive[Black], BaseStyle -> { FontSize -> 26},
PlotRange -> Full]



118 B. Cédigos computacionales para las soluciones numéricas




119

Bibliografia

1]

(14]
(15]

(16]

J. Maldacena y L. Susskind. “Cool horizons for entangled black holes”. Fortsch. Phys. Vol.
61. Num. 9 (2013), pags. 781-811. arXiv: 1306.0533 [hep-th].

C. Rovelli. Quantum Gravity. Cambridge Monographs on Mathematical Physics. Cambridge
University Press, 2004.

B. P. Abbott et al. “Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole Merger”.
Phys. Rev. Lett. Vol. 116. Nim. 6 (2016). URL: https://link. aps.org/doi/10.1103/
PhysRevLett.116.061102.

S. Weinstein y D. Rickles. “Quantum Gravity”. The Stanford Encyclopedia of Philosophy.
Ed. por E. N. Zalta. Metaphysics Research Lab, Stanford University, 2017. URL: https :
//plato.stanford.edu/archives/win2017/entries/quantum-gravity/.

A. Ashtekar, M. Reuter y C. Rovelli. “From General Relativity to Quantum Gravity” (2014).
arXiv: 1408.4336 [gr-qc].

Z. Bern et al. “Two-Loop Renormalization of Quantum Gravity Simplified”. Phys. Rev. D
Vol. 95. Num. 4 (2017). arXiv: 1701.02422 [hep-th].

S. Hossenfelder. “Experimental search for quantum gravity”. Classical and Quantum Gravity:
Theory, Analysis and Applications. Ed. por V. R. Frignanni. Nova Publishers, 2012. Cap. 5.
arXiv: 1010.3420 [gr-qc].

S. Hawking y R. Penrose. The Nature of Space and Time. Princeton Science Library. Princeton
University Press, 1996.

J. C. Baez. “Higher dimensional algebra and Planck scale physics” (1999). arXiv: gr-qc/
9902017 [gr-qc].

C. Cohen-Tannoudji, B. Diu y F. Laloé. Quantum Mechanics. Quantum Mechanics. Wiley,
1977.

F. Scardigli. “Generalized uncertainty principle in quantum gravity from micro-black hole
Gedanken experiment”. Phys. Lett. B Vol. 452 (1999), pags. 39-44. arXiv: hep-th/9904025
[hep-th].

R. J. Adler. “Six easy roads to the Planck scale”. Am. J. Phys. Vol. 78. Num. 9 (2010),
pags. 925-932. arXiv: 1001.1205 [gr-qc].

M. Kuhlmann. “Quantum Field Theory”. The Stanford Encyclopedia of Philosophy. Ed. por
E. N. Zalta. Metaphysics Research Lab, Stanford University, 2015. URL: \url{https://
plato.stanford.edu/archives/sum2015/entries/quantum-field-theory/}.

S. Mukhi. “The Theory of Strings: A Detailed Introduction” (1999). URL: http://theory.
tifr.res.in/~mukhi/Physics/string2.html.

E. Witten. “String theory dynamics in various dimensions”. Nucl. Phys. B Vol. 443 (1995),
pags. 85-126. arXiv: hep-th/9503124 [hep-th].

J. M. Maldacena. “The Large N limit of superconformal field theories and supergravity”. Int.
J. Theor. Phys. Vol. 38. Num. 4 (1999), pdgs. 1113-1133. arXiv: hep-th/9711200 [hep-th].


http://arxiv.org/abs/1306.0533
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.116.061102
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.116.061102
https://plato.stanford.edu/archives/win2017/entries/quantum-gravity/
https://plato.stanford.edu/archives/win2017/entries/quantum-gravity/
http://arxiv.org/abs/1408.4336
http://arxiv.org/abs/1701.02422
http://arxiv.org/abs/1010.3420
http://arxiv.org/abs/gr-qc/9902017
http://arxiv.org/abs/gr-qc/9902017
http://arxiv.org/abs/hep-th/9904025
http://arxiv.org/abs/hep-th/9904025
http://arxiv.org/abs/1001.1205
\url{https://plato.stanford.edu/archives/sum2015/entries/quantum-field-theory/}
\url{https://plato.stanford.edu/archives/sum2015/entries/quantum-field-theory/}
http://theory.tifr.res.in/~mukhi/Physics/string2.html
http://theory.tifr.res.in/~mukhi/Physics/string2.html
http://arxiv.org/abs/hep-th/9503124
http://arxiv.org/abs/hep-th/9711200

120

Bibliografia

(17]
(18]
(19]
20]
21]
(22]
23]

24]

L. Susskind. “The Anthropic landscape of string theory” (2003). arXiv: hep-th/0302219
[hep-th].

A. Ashtekar. “New Hamiltonian formulation of general relativity”. Phys. Rev. D Vol. 36. Num.
6 (1987), pags. 1587-1602. URL: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.36.1587.

C. Rovelli y L. Smolin. “Discreteness of area and volume in quantum gravity”. Nucl. Phys. B
Vol. 442. Nim. 3 (1995), pdgs. 593-619. arXiv: gr-qc/9411005 [gr-qcl.

A. Ashtekar y R. Tate. Lectures on Non-perturbative Canonical Gravity. Advanced Series in
Astrophysics and Cosmology. World Scientific, 1991.

P. A. R. Ade et al. “Planck 2015 results. XIII. Cosmological parameters”. Astron. Astrophys.
Vol. 594 (2016). arXiv: 15602.01589 [astro-ph.CO].

A. Ashtekar. “Loop Quantum Cosmology: An Overview”. Gen. Rel. Grav. Vol. 41. Num. 4
(2009), pags. 707-741. arXiv: 0812.0177 [gr-qcl.

P. Dirac. The Principles of Quantum Mechanics. International series of monographs on phy-
sics. Clarendon Press, 1981.

R. P. Feynman. “Space-Time Approach to Non-Relativistic Quantum Mechanics”. Rev. Mod.
Phys. Vol. 20. Num. 2 (1948), pags. 367-387. URL: https://link.aps.org/doi/10.1103/
RevModPhys.20.367.

M. Henneaux y C. Teitelboim. Quantization of Gauge Systems. Princeton paperbacks. Prin-
ceton University Press, 1994.

P. Dirac. Lectures on Quantum Mechanics. Belfer Graduate School of Science, Yeshiva Uni-
versity, 1966.

S. Mercuri. “Introduction to Loop Quantum Gravity” (2010). arXiv: 1001.1330 [gr-qc].

M. Bojowald. Canonical Gravity and Applications: Cosmology, Black Holes, and Quantum
Gravity. Cambridge University Press, 2010.

D. Tong. “Lectures on String Theory” (2009). arXiv: 0908.0333 [hep-th].

F. Bastianelli. “Notes on constrained hamiltonian systems and relativistic particles” (2013).
URL: http://www-th.bo.infn.it/people/bastianelli/ch6-FT2.pdf.

H. A. Morales-Técotl, S. Rastgoo y J. C. Ruelas. “Path integral polymer propagator of relati-
vistic and non-relativistic particles”. Phys. Rev. D Vol. 95. Num. 6 (2016). arXiv: 1608.04498
[gr-qcl.

K. Sundermeyer. Constrained Dynamics: With Applications to Yang-Mills Theory, General
Relativity, Classical Spin, Dual String Model. Lecture Notes in Economics and Mathematical
Systems. Springer-Verlag, 1982.

H.-J. Matschull. “Dirac’s canonical quantization program” (1996). arXiv: quant-ph/9606031
[quant-ph].

D. Marolf. “Refined algebraic quantization: Systems with a single constraint” (1995). arXiv:
gr-qc/9508015 [gr-qcl.

D. Giulini y D. Marolf. “On the generality of refined algebraic quantization”. Class. Quant.
Grav. Vol. 16. Num. 7 (1999), pdgs. 2479-2488. arXiv: gr-qc/9812024 [gr-qcl.

M. Bojowald. Quantum Cosmology: A Fundamental Description of the Universe. Springer-
Verlag New York, 2011.

D. Marolf. “Group Averaging and Refined Algebraic Quantization: Where are we now?”
(2000). arXiv: gr-qc/0011112 [gr-qcl.

L. Parra y D. Vergara. “Polymer quantum mechanics some examples using path integrals”.
AIP Conference Proceedings Vol. 1557 (2014), pags. 269-280. URL: http://aip.scitation.
org/doi/abs/10.1063/1.4861963.


http://arxiv.org/abs/hep-th/0302219
http://arxiv.org/abs/hep-th/0302219
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.36.1587
http://arxiv.org/abs/gr-qc/9411005
http://arxiv.org/abs/1502.01589
http://arxiv.org/abs/0812.0177
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.20.367
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.20.367
http://arxiv.org/abs/1001.1330
http://arxiv.org/abs/0908.0333
http://www-th.bo.infn.it/people/bastianelli/ch6-FT2.pdf
http://arxiv.org/abs/1608.04498
http://arxiv.org/abs/1608.04498
http://arxiv.org/abs/quant-ph/9606031
http://arxiv.org/abs/quant-ph/9606031
http://arxiv.org/abs/gr-qc/9508015
http://arxiv.org/abs/gr-qc/9812024
http://arxiv.org/abs/gr-qc/0011112
http://aip.scitation.org/doi/abs/10.1063/1.4861963
http://aip.scitation.org/doi/abs/10.1063/1.4861963

Bibliografia 121

(39]

(40]

H. Kleinert. Path Integrals in Quantum Mechanics, Statistics, Polymer Physics, and Financial
Markets. 3rd. World Scientific, 2004. Cap. 6.1.

H. A. Morales-Técotl, A. Garcia-Chung y J. D. Reyes. “Espacios de Hilbert y las representa-
ciones de Schrodinger y polimérica”. Henri Poincaré y David Hilbert. Y sus fundamentos de
la fisica matemdtica moderna. Ed. por A. Anzaldo Meneses et al. No hay versién electrénica.
CBI-UAMI, 2016.

A. Ashtekar, S. Fairhurst y J. L. Willis. “Quantum gravity, shadow states, and quantum
mechanics”. Class. Quant. Grav. Vol. 20. Num. 6 (2003), pags. 1031-1062. arXiv: gr-qc/
0207106 [gr-qcl.

J. v. Neumann. “Die Eindeutigkeit der Schrodingerschen Operatoren”. Math. Ann. Vol. 104
(1931), pags. 570-578. URL: http://eudml.org/doc/159483.

B. Hall. Quantum Theory for Mathematicians. 1st. Graduate Texts in Mathematics. Springer-
Verlag New York, 2013.

A. Corichi, T. Vukasinac y J. A. Zapata. “Polymer Quantum Mechanics and its Continuum
Limit”. Phys. Rev. D Vol. 76. Num. 4 (2007). arXiv: 0704.0007 [gr-qcl.

A. Wintner. “The unboundedness of quantum-mechanical matrices”. Phys. Rev. Vol. 7T1.
Num. 10 (1974), 738-739. URL: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.71.738.2.

A. Corichi, J. Cortez y H. Quevedo. “On the relation between Fock and Schrodinger represen-
tations for a scalar field”. Ann. Phys. Vol. 313 (2004), pags. 446-478. arXiv: hep-th/0202070
[hep-th].

A. Garcia-Chung y J. D. Vergara. “Polymer-Fourier quantization of the scalar field revisited”.
Int. J. Mod. Phys. A Vol. 31. Nim. 32 (2016). arXiv: 1606.07406 [hep-th].

I. S. Gradshteuyn e I. M. Ryzhik. Table of Integrals, Series, and Products. Ed. por A. Jeffrey
y D. Zwillinger. 7th. Academic Press/Elsevier, 2007.

W. Rudin. Fourier Analysis on Groups. Interscience Publishers, John Wiley & Sons, 1962.
J. A. Austrich-Olivares, A. Garcia-Chung y J. D. Vergara. “Instanton solutions on the poly-

mer harmonic oscillator”. Class. Quant. Grav. Vol. 34. Num. 11 (2017). arXiv: 1604.07288
[hep-th].

A. Einstein. “Cosmological Considerations in the General Theory of Relativity”. Sitzungsber.
Preuss. Akad. Wiss. Berlin (Math. Phys.) Vol. 1917 (1917), pédgs. 142-152. URL: http://
einsteinpapers.press.princeton.edu/vol6-trans/433.

D. Saadeh et al. “How isotropic is the Universe?” Phys. Rev. Lett. Vol. 117. Nam. 13 (2016).
arXiv: 1605.07178 [astro-ph.CO].

J. Plebanski y A. Krasinski. An Introduction to General Relativity and Cosmology. Cambridge
University Press, 2006.

V. Mukhanov. Physical Foundations of Cosmology. Cambridge University Press, 2005.

W. Rindler. Essential Relativity: Special, General, and Cosmological. Theoretical and Mathe-
matical Physics. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1977.

D. Lawden. An Introduction to Tensor Calculus: Relativity and Cosmology. 3rd. Dover Books
on Physics Series. Dover Publications, 2012.

R. M. Wald. General Relativity. University of Chicago Press, 2010.

D. M. Gitman e I. V. Tyutin. Quantization of Fields with Constraints. 1st. Springer Series in
Nuclear and Particle Physics. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1990.

A. Ashtekar, M. Campiglia y A. Henderson. “Path Integrals and the WKB approximation
in Loop Quantum Cosmology”. Phys. Rev. D Vol. 82. Num. 12 (2010). arXiv: 1011.1024
[gr-qcl.


http://arxiv.org/abs/gr-qc/0207106
http://arxiv.org/abs/gr-qc/0207106
http://eudml.org/doc/159483
http://arxiv.org/abs/0704.0007
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.71.738.2
http://arxiv.org/abs/hep-th/0202070
http://arxiv.org/abs/hep-th/0202070
http://arxiv.org/abs/1606.07406
http://arxiv.org/abs/1604.07288
http://arxiv.org/abs/1604.07288
http://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol6-trans/433
http://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol6-trans/433
http://arxiv.org/abs/1605.07178
http://arxiv.org/abs/1011.1024
http://arxiv.org/abs/1011.1024

122

Bibliografia

E. Hubble. “A Relation between distance and radial velocity among extra-galactic nebulae”.
Proc. Natl. Acad. Sci. Vol. 15. Num. 3 (1929), pdgs. 168-173. URL: http://www.pnas.org/
content/15/3/168.

I. Agullo y P. Singh. “Loop Quantum Cosmology”. Loop Quantum Gravity: The First 30
Years. Ed. por A. Ashtekar y J. Pullin. World Scientific, 2017. Cap. 6, pags. 183-240. arXiv:
1612.01236 [gr-qcl.

R. Rajaraman. Solitons and Instantons: An Introduction to Solitons and Instantons in Quan-
tum Field Theory. North-Holland personal library. North-Holland, 1982.

S. Coleman. Aspects of Symmetry. Cambridge University Press, 1985.

V. Vézquez-Bdez y C. Ramirez. “Quantum cosmology of quadratic f(R) theories with a FRW
metric”. Adv. Math. Phys. Vol. 2017 (2017). arXiv: 1706.04288 [gr-qc].

A. Einstein. “Die Grundlage der allgemeinen Relativitdatstheorie”. Annalen Phys. Vol. 49.
Num. 7 (1916), pags. 769-822. URL: http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.
200590044/abstract.

L. Landau y E. Lifshitz. The Classical Theory of Fields. Vol. 2. Course of theoretical physics.
Butterworth-Heinemann, 1975.

H. Weyl. “Eine neue Erweiterung der Relativitdtstheorie”. Ann. Phys. Vol. 364. Num. 10
(1919), pdgs. 101-133. URL: http://onlinelibrary . wiley . com/doi/ 10 . 1002/ andp .
19193641002/abstract.

A. S. Eddington. The Mathematical Theory of Relativity. Cambridge University Press, 1923.

R. Utiyama y B. S. DeWitt. “Renormalization of a Classical Gravitational Field Interacting
with Quantized Matter Fields”. J. Math. Phys. Vol. 3. Num. 4 (1962), pags. 608-618. URL:
http://aip.scitation.org/doi/abs/10.1063/1.1724264.

H. A. Buchdahl. “Non-linear Lagrangians and cosmological theory”. Mon. Not. Roy. Astron.
Soc. Vol. 150. Num. 1 (1970), pags. 1-8. URL: https://academic.oup.com/mnras/article/
150/1/1/2602890.

A. A. Starobinsky. “A new type of isotropic cosmological models without singularity”. Phys.
Lett. B Vol. 91. Num. 1 (1980), pags. 99-102. URL: http://adsabs . harvard.edu/abs/
1980PhLB...91...99S.

S. Capozziello y M. Francaviglia. “Extended Theories of Gravity and their Cosmological and
Astrophysical Applications”. Gen. Rel. Grav. Vol. 40. Ndm. 2-3 (2008), pags. 357-420. arXiv:
0706.1146 [astro-phl].

X. Zhang e Y. Ma. “Loop quantum f(R) theories”. Phys. Rev. D Vol. 84. Num. 6 (2011).
arXiv: 1107.4921 [gr-qc].

J. Amorés, J. de Haro y S. D. Odintsov. “R + aR? Loop Quantum Cosmology”. Phys. Rev.
D Vol. 89. Nium. 10 (2014). arXiv: 1402.3071 [gr-qc].

J. O’ Hanlon. “Intermediate-range gravity: a generally covariant model”. Phys. Rev. Lett.
Vol. 29. Num. 2 (1972), pdgs. 137-138. URL: https://journals.aps.org/prl/abstract/10.
1103/PhysRevLett.29.137.

M. Domagala et al. “Gravity quantized: Loop Quantum Gravity with a Scalar Field”. Phys.
Rev. D Vol. 82. Niim. 10 (2010). arXiv: 1009.2445 [gr-qcl.


http://www.pnas.org/content/15/3/168
http://www.pnas.org/content/15/3/168
http://arxiv.org/abs/1612.01236
http://arxiv.org/abs/1706.04288
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.200590044/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.200590044/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19193641002/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19193641002/abstract
http://aip.scitation.org/doi/abs/10.1063/1.1724264
https://academic.oup.com/mnras/article/150/1/1/2602890
https://academic.oup.com/mnras/article/150/1/1/2602890
http://adsabs.harvard.edu/abs/1980PhLB...91...99S
http://adsabs.harvard.edu/abs/1980PhLB...91...99S
http://arxiv.org/abs/0706.1146
http://arxiv.org/abs/1107.4921
http://arxiv.org/abs/1402.3071
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.29.137
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.29.137
http://arxiv.org/abs/1009.2445

	Portada 

	Resumen  

	Indice General

	Prefacio  

	Capítulo 1. Introduccion 

	Capítulo 2. Cuantizacion de Teorías de Norma  

	Capítulo 3. Mecanica Cuantica Polimerica 

	Capítulo 4. Aplicaciones de la Mecanica Cuantica Polimerica 

	Capítulo 5. Cuantizacion Polimerica de un Modelo Cosmologico 

	Capítulo 6. Dinamica de la Accion Efectiva en el Espacio Euclídeo  

	Capítulo 7. Cosmología para Teorías f(R) Cuadraticas 

	Capítulo 8. Conclusiones 

	Apéndices 
	Bibliografia  

