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RESUMEN

Las matematicas son consideradas como un elemento esencial en la
formacién de los estudiantes para el desarrollo de competencias que permitan
una mejor calidad de vida. En México se presenta un serio problema, ya que
estas competencias no son desarrolladas de forma efectiva en los estuidantes,
los resultados en la prueba PLANEA demuestran que mas del 96% de los
alumnos de educacion basica es incapaz de resolver satisfactoriamente
problemas que involucran conceptos algebraicos, a su vez en la aplicacion de la
prueba PISA se encontr6 que el 57% de los jovenes de 15 afios son incapaces
de extraer informacion relevante de un contexto explicito o de plantear
estrategias de solucidén. Uno de los factores que provoca este fenomeno es la
discontinuidad del discurso pedagogico en la transicion de la aritmética al
algebra, ante esta problematica de discontinuidad es importante analizar el
disefio de metodologias que faciliten el proceso de transicion y promueva el
desarrollo de competencias matematicas, particularmente se analizaron tres
modelos diferentes que persiguen este objetivo: a) pre-algebra, b) algebra
temprana y el c) aprendizaje basado en esquemas. Tras el analisis se concluyé
que la presentacion de un modelo mixto que logré incorporar los elementos mas
importantes de cada uno de los modelos analizados podria resultar como la
estrategia mas eficaz para el desarrollo de competencias matematicas; no
obstante, esto supone una nueva problematica, ya que la integracién de los
modelos supone la comparacion de estrategias especificas que parten de bases
tedricas distintas.



INTRODUCCICN

Las matematicas son consideradas por la Organizacion para la
Cooperacion y el Desarrollo Econdmicos (2016) como un elemento esencial en
la formacion de todos los estudiantes, ya que a la educacién matematica le da
un papel importante en la reduccion de las desigualdades socioecondmicas
mediante el desarroll6 de competencias que permitan a las personas ser
ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos con una mejor calidad de
vida. Esta competencia es entendida como la capacidad del alumno para
razonar, analizar y comunicar operaciones matematicas (OCDE, 2006). Este
concepto atiende a la necesidad mencionada de un dominio conceptual que no
se limite al conocimiento técnico de la terminologia empleada en las matematicas
o al uso de operaciones matematicas en contextos limitados, sino a su empleo
contextos cotidianos.

En México se presenta un problema, ya que estas competencias no se
desarrollan de forma eficaz, en evaluaciones como la presentada en el Plan
Nacional para la Evaluacion de los Aprendizajes, por sus siglas PLANEA (INEE,
2017), se encontro que el 60.5% de los alumnos de 6to afio de primaria tienen
un nivel de logro insuficiente de los aprendizajes clave de matematicas, lo que
representa deficits fundamentales para continuar su aprendizaje, estos deficits
se pueden observar al evaluar a los alumnos de secundaria, quienes de acuerdo
a la Articulacion de la Educacion Basica (SEP, 2011) deberian dominar procesos
algebraicos, sin embargo mas del 96% de los alumnos demostro ser incapaz de
resolver satisfactoriamente problemas que involucran conceptos algebraicos.

Si comparamos los resultados obtenidos en las pruebas PISA por
alumnos mexicanos de 15 afos de edad en el area de matematicos con los de
los paises miembros de la OCDE se observa que presentan un promedio por
debajo de la media internacional, a su vez la prueba demuestra que el 57% son
incapaces de extraer informacién relevante de un contexto explicito o de plantear
estrategias de solucion.

Las deficiencias presentadas por los alumnos mexicanos para continuar

desarrollando competencias matematicas despues de la educacion Primaria se



agraban en el transito de la aritmetica al algebra, ya que se produce un problema
de discontinuidad del discurso pedagdgico, lo que termina por convertirse en una
competencia mal desarrollada que aleja a las personas del uso adecuado de
estas herramientas para solucionar problemas. Debido a los problemas que se
presentan a partir de esta discontinuidad, la transicidén de la aritmética al algebra
es uno de los principales temas de investigacion sobre el proceso de ensefianza-
aprendizaje de las matematicas. Adicionalmente el problema se complejiza con
la dificultad para vincular los ejercicios vistos en clase con temas presentes en
un contexto externo al aula de clases como la economia, la tecnologia y los
problemas cotidianos en el trabajo u hogar (Hoyles y colaboradores, 2010 en
OCDE, 2016).

Ante esta problematica se destaca la necesidad de analizar el disefio de
metodologias que fomenten el desarrollo de las competencias matematicas, en
las que ademas se establezca un vinculo entro lo aprendido en clase y las
situaciones presentes en la vida real; centrandose de manera particular en la
transicion de la aritmetica al algebra, ya que es ahi donde la problematica se
agraba notablemente. A partir del estudio de esta transicion han surgido
diferentes propuestas que enfatizan aspectos de la relaciéon que pueden mejorar
el desarrollo de competencias matematicas, con base en estos estudios se han
originado tres modelos diferentes orientados a facilitar la transicion
aritmética/algebra: a) pre-algebra, b) algebra temprana y, c) aprendizaje basado

en esquemas, los cuales seran analizados en los siguientes capitulos.



CAPITULO 1. IMPORTANCIA DE LA ENSENANZA
DE MATEMATICAS PARA LA ORGANIZACION PARA
LA COOPERACION Y EL DESARROLLO
ECONOMICOS (OCDE)

La Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico (OCDE)
(2016) considera que todos los estudiantes necesitaran matematicas para su
vida adulta y que el conocimiento de las mismas es crucial para la reduccion de
las desigualdades socioecondmicas, por lo tanto, la ensefianza regular de las
matematicas se ha convertido en un tema de suma importancia en las practicas
escolares y el disefio de curriculos educativos.

A pesar de la importancia que la OCDE atribuye a las matematicas, es
comun el cuestionarse sobre lo aprendido en las clases habituales de
matematicas y su uso en la vida cotidiana. Una de las razones utilizadas para
explicar el papel central de las matematicas en la educacion es la idea, que se
remonta a Platon, de que la educacion matematica mejora las habilidades de
pensamiento de orden superior, es decir, los que son buenos en matematicas
tienden a ser buenos pensadores, y los que son entrenados en matematicas
aprenden a ser buenos pensadores; por tanto, las matematicas deben ser
ensefladas por su propio bien, en lugar de servir a fines mas concretos y
practicos; sin embargo es necesario cuestionarse si esto realmente es asi.

Los cuestionamientos a esta idea se han incrementado actualmente, ya
que con el desarrollo de nuevas tecnologias (particularmente aquellas que
permiten realizar operaciones matematicas) se ha desestima la utilidad del
desarrollo de competencias matematicas, ya que se argumenta que estas
competencias pueden no ser necesarias dada la existencia de nuevas
herramientas técnologicas (Steen, 2001 en OCDE, 2016). Sin embargo, la OCDE
destaca la importancia del desarrollo de competencias matematicas, ya que aun
cuando el empleo de la tecnologia pudo haber reducido la necesidad de calculos
mecanicos, ha incrementado la importancia del entendimiento de propiedades

cuantitativas, incluso se afirma que cuanto mas uso puede hacer la gente de la



tecnologia, mayor es la necesidad de su comprension y su capacidad de analizar
criticamente lo que estan haciendo.

Aun cuando las matematicas pueden cumplir un papel destacado en el
entendimiento del uso de las nuevas tecnologias, persiste el cuestionamiento de
si lo que es ensefado de manera tradicional en las clases de matematicas es
realmente util, Steen (2001 en OCDE, 2016) recupero el testimonio de diversos
estudiantes de matematicas, quienes afirman que lo visto en clases es muy
limitado en cuanto a la aplicabilidad en su contexto diario; Hoyles vy
colaboradores (2010 en OCDE, 2016) encontraron en la mayoria de la poblacion
el argumento de que las matematicas escolares solo sirven para una serie muy
limitada de casos; estos autores infieren que este argumento gana popularidad
debido a la dificultad para vincular los ejercicios vistos en clase con temas
presentes en su contexto, tales como: economia, tecnologia y problemas
cotidianos en el trabajo u hogar; ya que es muy dificil especificar qué contenido
se puede aplicar de manera especifica a cada uno de estos casos.

1.1 Competencias matematicas para la resolucién de problemas.

La OCDE (2016) a través de la prueba PISA en el afio de 2015 sostiene
que la alfabetizacion matematica es fundamental dado que en ella se engloba el
conjunto de capacidades, habilidades y aptitudes que permiten a las personas
resolver problemas y situaciones de la vida. Esta alfabetizacion desarrolla las
competencia matematica, la cual es definida como la capacidad de un individuo
para formular, emplear e interpretar las matematicas en una variedad de
contextos; esto incluye el razonamiento matematico y el uso de conceptos,
procedimientos y elementos para describir, explicar y predecir fenbmenos. El
desarrollo de esta competencia ayuda a los individuos a reconocer el papel que
desempefia la matematica en el mundo y a tomar decisiones bien
fundamentadas. Por lo tanto, aquellos que desarrollen de manera apropiada la
alfabetizacion matematica son capaces de reconocer y emplear los conceptos
matematicos en situaciones de su vida cotidiana, permitiéndoles una mejor toma
de decisiones que facilite una buena calidad de vida, esto atiende a la necesidad

mencionada anteriormente de un dominio conceptual que no se limite al



conocimiento técnico de la terminologia empleada en las matematicas o al uso
de operaciones matematicas en contextos limitados.

A su vez en México el Instituto Nacional para la Evaluacién de la
Educacion (INEE) definié a las competencias como:

“...un sistema de accion complejo que abarca las habilidades
intelectuales, las actitudes y otros elementos no cognitivos, como
motivacion, valores y emociones, que son adquiridos y desarrollados por
los individuos a lo largo de su vida y son indispensables para participar
eficazmente en diferentes contextos sociales” (INEE, 2005, p.16).

Esta definicion, al igual que la de PISA, enfatiza la capacidad del
estudiante para llevar los conocimientos ensefiados en el aula a su practica en
circunstancias cotidianas.

1.1.1 Desarrollo de competencias matematicas.

Con la finalidad de desarrollar estrategias para la adquisicion de
competencias, la Secretaria de Educacion Publica (SEP) publicé el 19 de agosto
de 2011 en el Diario Oficial de la Federacion el Acuerdo numero 592 por el que
se establece la Articulacion de la Educacién Basica, es decir, publicé el
Programa de estudios de Educacion Primaria, el cual orienta el trabajo en el aula
realizado por los profesores. En este documento en el apartado que refiere a la
ensefianza de matematicas establece que la formacion matematica debe
desarrollar en los estudiantes las competencias necesarias para enfrentar con
éxito los problemas de la vida cotidiana; éxito que en el mismo documento se
indica, depende en gran medida de los conocimientos, habilidades y actitudes
desarrolladas en la educacion basica.

En cuanto a la adquisicion de competencias matematicas en especifico,
la SEP estructurd la ensefianza de matematicas en educacion basica con base
en tres ejes principales:

e Sentido numérico y pensamiento algebraico: alude a los fines mas
relevantes del estudio de la aritmética y del algebra.

e Forma, espacio y medida: refiere al estudio de la geometria y la medicion.



e Manejo de la informacion: incluye aspectos relacionados con el analisis
de la informacion que proviene de distintas fuentes y su uso para la toma
de decisiones informadas.

El primero de los ejes establecidos por la SEP atafie a la relacidn directa
entre aritmética y algebra, el cual como se ha mencionado con anterioridad sera
relevante para la estructuracion de una secuencia didactica adecuada. Socas
(2011) analizé los curriculos de educacion basica en el area de matematicas, y
encontr6 que la ensehanza de matematicas en este nivel educativo,
habitualmente, como en el caso de México, comprende estas dos areas
(aritmética y algebra) por lo que las estrategias para su ensefianza y por ende

su vinculacién, es uno de los rubros mas importante en investigacion educativa.

1.2 Desempeio en el area de matematicas en México

Ademas de ser parte esencial de los curriculos de educacidon basica a
nivel mundial, la ensefianza de algebra se ha convertido en foco de diversas
investigaciones a causa del bajo desempefio que los alumnos suelen mostrar en
esta area. Este bajo desempeio se ve reflejado en evaluaciones como la
presentada en el Plan Nacional para la Evaluacion de los Aprendizajes
(PLANEA) elaborado por el INEE, en la evaluacion realizada en el 2015 (INEE,
2017) encontraron que el 60.5% de los alumnos de 6to afio de primaria tienen
un nivel de logro insuficiente de los aprendizajes clave del curriculum, lo que
refleja carencias fundamentales para seguir aprendiendo.

Las consecuencias de estas deficiencias se observan al evaluar a los
alumnos de secundaria, quienes de acuerdo a la normatividad de la Educacién
Basica (SEP, 2011) deberian dominar procesos algebraicos, en la evaluacién
mencionada anteriormente,® solo el 3.1% demostré poder resolver
satisfactoriamente problemas que involucran conceptos algebraicos, aspecto
considerado por el INEE (2005) y la OCDE (2006) dentro de las habilidades
basicas desarrolladas en las competencias matematicas, es decir, que el 96.9%
de los estudiantes mexicanos no tienen las competencias basicas para resolver
problemas de la vida cotidiana de manera que les garanticen una buena calidad
de vida.



Estos resultados se equiparan a los resultados obtenidos por los alumnos
mexicanos en la prueba PISA (OCDE, 2016) realizada en el 2015, en promedio
obtuvieron 408 puntos en matematicas, 72 puntos por debajo del promedio
OCDE de 490 puntos; asimismo se demostré que 57% no alcanzan el nivel
basico de competencias, de manera que son incapaces de extraer informacién
relevante de un contexto explicito o de plantear estrategias de solucion. Estos
resultados situan al Pais en el puesto numero 56 de los 70 paises miembros
evaluados en competencias matematicas.

Esto pone en evidencia que, si bien existen serios problemas de
desempefio de los alumnos mexicanos en matematicas, particularmente en
algebra, este no es un problema que se limite a esta rama de las matematicas,
sino que esta situacidon comienza a hacerse presente desde la adquisicion de

conocimientos relacionados con la aritmética.

1.3 Relacién aritmética-algebra

Como ya se menciono anteriormente, ambas ramas estan relacionadas
de manera directa en los curriculos educativos, al igual que en la media de
resultados de desempefio en cada una de ellas, esta situacioén conlleva a que la
relacion entre ambas se convierta en uno de los focos de investigacion mas
importantes.

Diversos autores (Vigotsky, 2015; Schliemann, Carraher, y Brizuela, 2011;
Socas, 2011; Molina, 2009; Drijvers y Hendrikus, 2003; Gémez 1995, Booth,
1989) describen la relacion entre estas dos ramas de la matematica definiendo
al algebra como la generalizacion de la aritmética, en otras palabras, los
conceptos propios de la aritmética son primordiales para la fundamentacién del
algebra.

Esta idea de la aritmética como base del algebra, aunada al hecho de que
histéricamente la aritmética surgio primero, da lugar a la intuicion de que deben
ser ensefiadas en este mismo orden (Carraher, Brizuela y Earnest, 2006). Esta
perspectiva a su vez puede inducir la idea de que el algebra tiene un mayor nivel

de dificultad, por lo tanto, si los alumnos no logran desarrollar las competencias



matematicas es porque aun no han alcanzado el desarrollo cognitivo adecuado

para operar con la dificultad que los conceptos algebraicos representan.

1.4 Desarrollo cognitivo como factor en el proceso de aprendizaje.

Socas (1997) afirma que sin importar el tipo de error que los alumnos
puedan cometer, la causa de estos sera la presencia en el alumno de un
esquema cognitivo inadecuado, por lo que el estudio de las dificultades
asociadas al proceso de desarrollo cognitivo es retomado por diversos autores.
Collis (1975) refiere que las respuestas de los alumnos estan vinculadas con
niveles de comprension de acuerdo a estadio de desarrollo. Kichemann (1981)
remarca que la interpretacion que el alumno da a las literales (letras utilizadas
para representar un valor cuantitativo en algebra) determina el nivel de
complejidad con el que puede trabajar.

McGregor y Stacey en 1997 sostuvo las afirmaciones de los dos
investigadores citados anteriormente, y ademas argumenté que gran parte de
los alumnos no son capaces de aprender algebra ya que se encuentran en el
estadio de operaciones concretas y no son capaces de dar una interpretacion
adecuada a los conceptos abstractos, como son las literales. Socas (2011)
afirma que las investigaciones que conjuntan las explicaciones empiricas de los
errores con supuestos de las estructuras mentales sobre el procesamiento de
informacion, permiten predecir algunos tipos de errores, permitiendo una
clasificacion mas completa de los errores con base en principios cognitivos.

Esta clasificacion puede ser de gran utilidad para el analisis de los errores,
no obstante, esto no garantiza una respuesta a la problematica de la falta de
competencias matematicas en los estudiantes ya que se ha encontrado que las
intervenciones mas exitosas frente a esta problematica encuentran
inconveniente la perspectiva de que las posibles dificultades en el desarrollo
cognitivo sean la causa del bajo rendimiento en algebra, y en su lugar se enfocan
en la falta de coherencia pedagogica y matematica entre la aritmética y el algebra

desde el ambito didactico (Schliemann, Carraher, y Brizuela, 2011).

1.5 Discontinuidad en el programa de ensefianza de las matematicas.



Kieran y Filloy (1989) sefialan que la falta de coherencia pedagdgica y
matematica entre la aritmética y el algebra no consiste simplemente en una
generalizacién de la aritmética, sino que aprender algebra requiere una
transicion desde lo que puede considerarse como un modelo informal de
representacion utilizado para de resolver problemas concretos, a un modelo
formal con elementos abstractos. Esto indica que existe una falta de modelos
tedricos paradigmaticos (en el sentido de Kuhn, 1962 en Socas, 2011) en los
fendbmenos didacticos en el proceso de ensefianza-aprendizaje del lenguaje
algebraico, siendo la razén de la ruptura en los procedimientos sintacticos de los
usuarios del lenguaje algebraico, es decir, los estudiantes utilizan un marco de
referencia aritmético en el cual basan sus métodos para la resolucion de
problemas, sin embargo este marco de referencia es distinto al utilizado cuando
se introducen nociones algebraicas.

La incoherencia didactica entre estas ramas genera un problema de
discontinuidad del discurso pedagogico, asi como en el desarrollo de
competencias matematicas. Una ruptura importante entre estos dos ambitos,
puede traducirse en una competencia mal desarrollada, incompleta, que aleje a
las personas del uso adecuado de estas herramientas para solucionar
problemas.

Podemos situar la ruptura entre lo que el alumno sabe y lo que el alumno
esta aprendiendo, ya que existe una reconceptualizacion de términos aritméticos
a términos algebraicos, que llevan al estudiante a cometer repetidos errores.
Booth (1989) enlista los problemas que presentan la mayoria de los estudiantes
cuando comienzan el estudio del algebra independientemente de su nivel
académico en 4 categorias:

a) El enfoque de la actividad algebraica y la naturaleza de las respuestas.

En aritmética, el foco de la actividad es el hallazgo de respuestas
numericas particulares; sin embargo, en algebra eso no es asi, el foco se
encuentra en la derivacion de procedimientos y relaciones y la expresion
de estas generalidades en abstracciones y que se use como reglas
procedimentales, mientras que en la aritmética esto no sucede, y siempre

se espera una respuesta numeérica que dé una solucién inmediata.
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b) Los tipos de métodos usados en aritmética.

Al igual que Kieran y Filloy (1989), Booth (1989) considera que los
alumnos en un principio no son capaces de guiarse con un meétodo
algebraico, ya que no tienen la nocion de qué metodologia puede ser
empleada en la resolucion de problemas abstractos que impliquen
generalidades (como los problemas con literales), a diferencia de los
meétodos aritméticos que responden a particularidades del contexto
(valores concretos). Un ejemplo de ello estd en la resolucion de
ecuaciones, los métodos utilizados comunmente por alumnos en un
primer momento son intuitivos, luego por tanteo (como las equivalencias
y la sustitucion), y por ultimo, el formal, en donde se utilizan métodos
algebraicos apropiados.

El uso de la notacion y convencion en algebra.

Se refiere al uso que se le da a los simbolos “+7, o} en la

aritmética, los dos primeros son interpretados en términos de acciones

que se deben llevar a cabo, en el caso del simbolo “=" representa un signo
unidireccional de conclusién. En cambio en el algebra, los signos “+” y “-*
se vuelven propiedades de los numeros (negativos y positivos) y en el
signo “=" se vuelve una expresion bidireccional de equidad.

Este error en el uso de los simbolos es retomado también por
Kieran y Filloy (1989) quienes ademas mencionan que otro problema es
la unién de dos elementos, que en aritmética denota una adicién, por
ejemplo, 37 como resultado de la operacion de sumar treinta mas siete:
37=30+7, en el algebra ésta significa multiplicacion, por ejemplo, 4b puede
ser expresada como la multiplicacion de los componentes: 4(b)=4b,
ademas del uso del paréntesis, que en algebra resalta el orden jerarquico
de las operaciones a realizar.

El significado de las letras y variables.

En aritmética el uso de literales se reduce a representacion de
férmulas (para calcular areas o perimetros (por ejemplo : A=bxh -area es
igual a base por altura- como expresion de la formula para el calculo de

areas), asimismo identifican unidades de medida (por ejemplo : cm, ml,
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etc.); en el algebra se usan para determinar variables desconocidas o

incognitas (por ejemplo: 5ab+x, donde no se sabe el valor numérico de

“a”, “b” “y”, “x”) (Kieran y Filloy, 1989).

Aunado a lo anterior, Kieran y Filloy (1989) sefialan otras dificultades
presentadas en el aprendizaje del algebra:

1. Expresiones.

En aritmética es comun que las expresiones formen dos partes: la
operacion (divisién, multiplicacion, suma o resta) entre dos o mas valores
y el resultado de esa operacion, por lo que si se les presentan
expresiones como a+3 son incapaces de asignar un significado ya que
carece de un signo igual y un miembro a la derecha, tal como 2x+5x=algo.

2. Ecuaciones.

Generalmente no son relacionadas con algo que pueda ser
significativo para los alumnos (por ejemplo: 3+n=8) en vez del uso de
incognitas (por ejemplo: 3+5=8).

Los problemas anteriores evidencian la fuerte influencia aritmética que
resulta ser un obstaculo para el aprendizaje del algebra, por lo que varios
investigadores (Booth, 1989; Filloy y Rojano, 1989; Filloy, Puig y Rojano, 2008;
Butto y Rojano, 2010) afirman que para el aprendizaje del algebra es
imprescindible que los alumnos empleen un modelo formal de representacion
matematica, distinto al que se ensena tradicionalmente en la escuela primaria,
para que sobre ese nuevo marco de referencia se construyan las nociones
basicas del algebra.

Schliemann, Carraher, y Brizuela (2011) indican que buscar y corregir de
manera individual cada uno estos problemas pueden representar un esfuerzo
infructuoso, debido a la cantidad de ocasiones en que se pueden presentar por
cada alumno. Sugieren que la estrategia pedagogica tenga como base los
conceptos de generalizacion, patrones numéricos, variables y funciones, desde

un paradigma coherente a la relacion aritmética-algebra.

1.6 Vinculacion del aprendizaje escolar con la practica en la vida
cotidiana desde el modelo constructivista
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1.6.1 Cultura como contexto del aprendizaje

El uso de un paradigma comun basado en estos conceptos no garantiza
que los aprendizajes adquiridos en el aula se transformen en herramientas utiles
en el contexto cotidiano. Papert (1996) afirma que es necesario un contexto que
vincule a las matematicas escolares con las matematicas que sirven a un
propdsito social. Carraher, Carraher y Schliemann (2007) demostraron que nifios
de bajos recursos pueden lograr un desempefio positivo en el uso de
matematicas en ambitos informales que favorecen el uso de operaciones
matematicas aprendidas empiricamente. Por lo que se destaca la necesidad,
mencionada anteriormente, de la creacién de contextos que fomenten el uso de
matematicas escolares con propositos sociales, es decir, condiciones que
permitan a los alumnos emplear el aprendizaje escolar para la toma de
decisiones.

El aprendizaje y la aplicacion de las matematicas tiene un elemento
cultural, ya que se basan en sistemas de simbolos que deben ser convencionales
en distintos contextos sociales. Este sistema logico es construido por los nifios
sobre la base de su experiencia y reflexion directas de su experiencia en
contextos sociales. Este elemento influye de manera significativa sobre su
desarrollo de competencias matematicas (Schliemann y Carraher, 2002).

En atencién a lo anterior es importante destacar el valor que Vigotsky da
a la cultura y el contexto social en el proceso de aprendizaje, ya que la persona
se encuentra inmersa desde su nacimiento en este proceso, el cual tiene por
objetivo la adquisicion de conceptos para la resolucion de problemas, es decir,
el desarrollo de competencias, las cuales sblo se presentan bajo ciertas
condiciones de orientacion e interaccion social, se deben tener ciertas
condiciones iniciales, de desarrollo y conclusion de las actividades pensadas en
producir un efecto significativo en los aprendices (Butto y Delgado, 2012).

1.6.1.1 Adquisicion de conceptos

Para la adquisicion de estos conceptos matematicos, Vergnaud (1996, en
Butto y Delgado, 2012) reconoce la idea de Piaget de una estructura basica
donde se integran los nuevos conceptos mediante la adaptacion, equilibrio y
desequilibrio; ademas, al igual que Vygostky, destaca la importancia de la
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interaccion social, el lenguaje y la simbolizacion en el progresivo dominio de un
campo conceptual por los alumnos.

Para este mismo autor, los conceptos se componen de los siguientes
elementos:

C=(S,I,R)

Donde:

e S: es el conjunto de situaciones a las que el alumno se enfrenta y
dan sentido al concepto por sus vivas experiencias.

e |: es el conjunto de invariantes que son los objetos, propiedades y
sus relaciones, los cuales se traducen en reglas de aplicacion en
ciertos dominios.

e R: es el conjunto de representaciones diversas del concepto:
lenguaje natural, graficas, tablas, disefios, sentencias, etcétera,
forman el bagaje que el alumno usa para enfrentar las situaciones
del concepto.

Por consiguiente, la relacidén entre la adquisicion de conceptos y desarrollo
de competencias se puede observar mediante las aportaciones de Vigotsky,
quien afirmo que no solo es necesario establecer el nivel de desarrollo mediante
tareas o actividades que el nifio puede realizar por si mismo, sino que es
necesario determinar también aquello que puede hacer con ayuda de otros,
estos niveles se alcanzan a través de la Zona de Desarrollo Préximo, que se
refiere a la distancia que existe entre el nivel real (capacidad de resolver un
problema) y el potencial (capacidad de resolver un problema bajo la guia de un
comparfero mas capaz o del profesor) (Butto y Delgado, 2012); en otras palabras,
para que los estudiantes puedan desarrollar competencias es necesario conocer
la base de conceptual de la cual parte y a partir de ello disefiar metodologias de
ensefanza que le permitan adquirir nuevos conocimientos con la ayuda de otros,
sin que exista una gran distancia entre lo que el estudiante conoce y lo que se
pretende que aprenda.

De esta manera, educar quiere decir crear las condiciones necesarias que
permitan que las destrezas, conocimientos y capacidades que se estan

desarrollando en la zona de desarrollo potencial se conviertan en conocimientos,
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habilidades y destrezas que uno pueda hacer autbnomamente (zona de
desarrollo real).
1.6.1.2 Proceso evolutivo de los conceptos

Piaget (en Vigotsky, 2015) sefiala una diferencia entre los conceptos
aprendidos empiricamente por los nifios (espontaneos) y los aprendidos
mediante la instruccién formal (cientificos). Los conceptos espontaneos surgen
a partir de la interaccion del nifio con su medio y se construyen a partir de sus
conocimientos previos, por lo que los significantes dados a estos conceptos
estan en funcion del dominio que tenga el nifio sobre contexto donde se aplica
el concepto, esto provoca que sean poco generalizables y se limiten a ser de
respuesta a contextos inmediatos, no siendo factibles de desarrollar un proceso
evolutivo. Por otro lado, los conceptos cientificos son expuestos al nifio por un
adulto y generalmente contradicen o desequilibran los conceptos espontaneos
basados en la lI6gica infantil, ésto da lugar al proceso de asimilacidon del concepto
cientifico a través de la comparacion de significantes, el cual concluye con un
regreso al equilibrio al desechar el concepto espontaneo que no ajuste con la
realidad expuesta por un adulto.

Vigotsky en su obra Pensamiento y lenguaje publicada en 1934 (editada
en 2015) hace una critica a las ideas de Piaget sobre la adquisicion de
conceptos. Plantea que tanto los conceptos espontaneos como los cientificos
tienen un proceso evolutivo para su asimilacion. Todo concepto es acufado en
el lenguaje infantil con base en los conceptos que el nifio conozca previamente,
ya que estos funcionan como mediadores para su comprension; para el nifo,
antes de la asimilacién de un concepto, escucha palabras que primeramente no
tienen significado, éstas palabras son fonemas equivalentes unicamente a la
consecuciéon de sonidos, después de escucharlo en distintos contextos se forma
una aproximacion al significado de la palabra con base en los conceptos que se
reconocen en el mismo contexto. Posteriormente, el nifio intenta utilizar la
palabra basado en el significado que él atribuye a la misma, en ese momento se
denomina a la palabra como un concepto espontaneo.

Los conceptos cientificos también son sometidos a un proceso evolutivo.

Parten de una nocion que se presenta en un contexto educativo formal, como lo
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es la escuela, estos conceptos ya poseen un significante construido previamente
(este es ajeno al nifio) que permite emplear este concepto de forma general en
diversos ambitos. Dado que el significante es ignorado por el nifio, este no logra
comprender el concepto que le es ensehado, se limita a utilizarlo en las
situaciones concretas (habitualmente en la escuela), por ejemplo, utilizar el
concepto de incognita al resolver una ecuacion en clase e ignorar el concepto al
desconocer un valor cuantitativo en la vida real.

Bajo esta logica resulta incoherente pretender que los conceptos que son
dados a los nifios de manera deliberada sean asimilados por los mismos para
poder utilizarlos libremente, para ello es necesario un proceso evolutivo del
significado de los conceptos que permitan al nifio utilizarlos libremente, es decir,
que permitan al nifio hacer abstraccion de similitudes y diferencias de este
concepto con respecto a otros, de manera que pueda emplearlo como
herramienta para referir a su realidad y a su vez asimilar nuevos conceptos.

La evolucion descrita por Vigotsky (2015) comienza en el uso de los
conceptos a partir de su similitud con otros conceptos ya asimilados, estas
similitudes se presentan antes que la diferenciacion, ya que para ésta se requiere
un mayor grado de dominio de los conceptos para identificar las peculiaridades
de cada uno. En funcién de la abstraccion que se logre hacer de estas similitudes
y diferencias, se otorgara un significante mas especifico a los conceptos, lo que
a su vez permite su uso generalizado de manera apropiada.

1.6.2 Estructuracion conceptual

Como ya se menciond anteriormente, a todo concepto se le asigna un
significante en funcion de los conceptos ya asimilados; por lo tanto, existen
conceptos subordinados y supraordenados, dicho de otro modo, los conceptos
pueden ser agrupados en funcion de su grado de complejidad basados en la
necesidad de otros conceptos que lo expliquen. De esta manera los conceptos
supraordenados son la base para explicar conceptos mas complejos. Por
ejemplo: los perros son mamiferos (esta oracidon establece la similitud entre
ambos conceptos) pero no todos los mamiferos son perros (la segunda oracion
indica la diferenciacion entre ambos), por lo tanto el concepto mamifero es

generalizable para referir a otros animales que cumplan esta caracteristica; en
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este ejemplo al establecer la diferenciacion de los conceptos, mamifero se
convierte en un concepto supraordenado asimilado a partir de conceptos
infraordenados como perro u otros animales que cumplan este criterio.

Si se establece al algebra como la generalizacion de la aritmética, quiere
decir que los conceptos algebraicos son asimilados con base en los conceptos
aritméticos, por lo cual tienen un mayor grado de complejidad, esto provoca que
las nociones algebraicas no sean susceptibles de ser aprendidas de manera
espontanea por los alumnos.

Para que los conceptos algebraicos sean asimilados de manera exitosa
(permitiendo el desarrollo de competencias), es necesario que existan factores
que promuevan la evoluciéon de los conceptos espontaneos para que a su vez
estos puedan mediar los cientificos, resultando en la asimilacion de conceptos
generalizables (aplicables dentro y fuera del contexto escolar) que sean

utilizados como herramientas para la resolucién de problemas.

1.7 El papel del docente

Estos factores promotores de la evoluciéon de conceptos deben hacerse
presentes en la Zona de desarrollo proximo del nifio para garantizar el
aprendizaje, por tanto, la tarea del profesor es asegurar la disposicion de estos
factores. Dentro de este enfoque educativo, el alumno es el responsable de
construir el aprendizaje mediante la guia del profesor y la mediacion de sus
compainieros, regulando sus propios mecanismos de aprendizaje, mientras que
el docente es visto como el promotor y facilitador del aprendizaje y su autonomia
a partir de la confeccion y organizacion de experiencias didacticas con sentido
para el alumno (Covarrubias, 2010).

Esta funcion del docente es considerada en la “Guia para el maestro”
publicada por la SEP en el 2011, en donde se menciona que el profesorado debe
contar con una serie de competencias para llevar a cabo el proceso de
ensefanza, las cuales comprenden la generacion de ambientes de aprendizaje
en donde se desarrolle una relacidon de confianza y trabajo entre alumno-profesor
y alumno-alumno, favoreciendo la inclusion y poniendo énfasis en las

competencias que los alumnos deben desarrollar; sin embargo esta informacion
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no precisa con claridad las caracteristicas con las que debe contar un profesor
de educacion basica y como se relacionan estas con el papel que debe cumplir
el docente.

1.8 Ensefanza de matematicas en la “Guia para el maestro”

La SEP (2011), en especifico para la ensefianza matematica, contempla
que el conocimiento de reglas, algoritmos, formulas y definiciones sélo es
importante en la medida en que los alumnos puedan utilizarlo de manera flexible
para solucionar problemas, es decir, en funcion del desarrollo de competencias
aplicables a diversos contextos. En seguimiento de esta idea, se articula la
educacion de lo informal a lo convencional, tanto en términos de lenguaje como
de representaciones y procedimientos con la intencion de partir de entornos
cotidianos. Se puede observar que la ensefianza de matematicas esta
fundamentada en la perspectiva constructivista expuesta anteriormente, donde
se parte de los conceptos empiricos o cotidianos.

Sin embargo esto no se cumple de manera real, ya que no se contemplan
actividades que permiten al alumno desarrollar los conceptos propios del
algebra; al analizar el curriculo de educacion Primaria se observa que dentro del
eje de sentido numérico y pensamiento algebraico (el cual alude al aprendizaje
de aritmética y algebra), no se hacen presentes temas que se encuentren
relacionados con la ensefianza de algebra, sino s6lo aquellos que se vinculan
con resolucion de problemas, por medio de suma, resta, multiplicacién o divisién
con hasta tres digitos, ademas de comparacion de fracciones y sus operaciones,
conversion de fracciones a decimales, uso de divisores y multiplos, desarrollo de
algoritmos, calculos mentales, y seriacion numeérica, las cuales son tematicas
habitualmente vinculadas unicamente a la aritmética.

Asimismo, se observan subtemas en los que se hace uso de expresiones
que a primera vista parecen ser propios de temas algebraicos, sin embargo, en
estos solo se emplea el uso de notacion algebraica para la explicacidon al docente
del tema, no como topico para ser ensefiado. Existen ejemplos del uso de las

literales como:
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Quinto grado: Analisis de las relaciones entre los términos de division, la relacion
r=D-(d X c) a través de la obtencién del residuo en una division y, uso de la
expresion n/m para representar el cociente de una medida entera.
Sexto grado: Resolucion de problemas que impliquen calcular una fraccion de
un numero natural usando la expresion a/b de n.

En estos ejemplos se reduce el uso de literales a una forma de explicar
un tema y diferentes partes de alguna operacién o fraccion.

1.8.1 Curriculo oculto

Ademas en esta “Guia para maestros” no se reconoce el papel que
pueden tener los propios alumnos en la autorregulacion de su aprendizaje, se
plantea una practica docente organizada acorde con la informacion que se
pretende transmitir al alumno, y consta de una serie de pasos a seguir con la
cual se obtendra el éxito conforme los estandares de evaluacién planteados en
el programa de estudio, esto se hace con base en la suposicion de una clase
que se lleva con total control por parte del docente y que ésta concluye sin ningun
tipo de percance o alteracion. A continuacién, se presenta un ejemplo de una
clase de matematicas perteneciente al primer grado de primaria:

FASE 1

El maestro invita a los nifios a jugar a resolver problemas en parejas. Para
motivarlos, les dice que van a ganar los equipos que llequen a la solucion
correcta, por ello va a haber mas de un equipo ganador. Las reglas del juego las
explica cada vez que pasan de una etapa de trabajo a otra. En esta fase les
explica los siguientes puntos: 1) Planteara el problema oralmente. Mientras tanto,
deberan escuchar con mucha atencion porque lo van a memorizar; b) A la voz
de jalto! deben iniciar la reflexion y discusion con su pareja de equipo sobre la
solucion del problema. Les dice que trabajaran durante cinco minutos en esta
etapa sin usar calculadora ni lapiz y tampoco su cuaderno y; c) A la siguiente vez
que lo escuchen decir jalto! van a escribir la respuesta en la hoja que les entrego
y la levantaran.

El problema:
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Van descubrir qué cantidad representan la segunda y la tercera tira que

aparecen en la hoja. Tomen como modelo la cantidad que representa la primera

9
Figura 1. Ejemplo de problema matematico presente en el Programas de estudio
2011 Guia para el maestro (SEP, 2011, p. 410)

Van a contestar las preguntas siguientes:

¢ Qué cantidad representa la tercera tira?

¢ Qué cantidad representa la tira mas larga?

Actividad del maestro y los alumnos durante la fase 1:

* Los alumnos escuchan con atencion y observan las tiras, a la vez que
memorizan la situacion.

« Al inicio, el maestro motiva la reflexion y la discusion entre los alumnos
sobre como resolverla. Trabajan en esta etapa un tiempo de cinco minutos.

* A los cinco minutos los alumnos escuchan al maestro decir jalto! y es el
momento en que escriben la respuesta en la hoja y la levantan.

A pesar del aparente control y flexibilidad que se muestra en la guia del
maestro, la realidad en el aula puede no cumplir con lo que se espera, de manera
que se visualiza la existencia de una combinacion de elementos que interactuan
entre si y que dificultan el proceso ensefianza/aprendizaje, por ejemplo, en la
interaccién escolar, se llevan a cabo algunas acciones relacionadas con las
actitudes y valores que el profesor y los alumnos desarrollan y desempefian en
la relacion de unos con otros, influyendo en el ambiente escolar, a este fenomeno
Jackson (1992 en Diaz, 2005) lo nombré curriculo oculto, al ser interacciones
ocurridas en el aula que promueve una serie de resultados no intencionados,
gue no son previstos por la institucion o el docente.

Posteriormente Diaz (2005), establecié una nueva categoria denominada
curriculo en proceso, el cual resulta de la combinacion del curriculo oculto y el
planteado por una institucién o intencionado. Esto quiere denotar que el docente
no siempre va a seguir al pie de la letra lo que dicta el curriculo, sino que utilizara

técnicas variadas que le han servido a lo largo de su carrera. De acuerdo con
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Prieto (2008), existen tres factores principales que serviran de base para las

practicas de ensefianza del profesor:

e Condiciones personales: Hace referencia a todos aquellos rasgos que van a
configurar el estilo propio del maestro, es decir, caracter, temperamento,
edad, estudios realizados, experiencia profesional, etc.

e Actitud: el profesor debe comprender que en el proceso de
ensefanza/aprendizaje es un elemento mas, ya que se trata de un asunto
comunitario en el que deben participar todos los integrantes del grupo. De
esta manera, se potenciara la comunicacion entre los alumnos y el propio
profesor, consiguiendo una mayor interaccién y, con toda seguridad, una
mayor calidad en el proceso formativo del grupo en su totalidad.

e Formacién: el profesor no sélo debe tener dominio de ciertos conocimientos,
por ejemplo, matematicas o fisica, sino que debe estar familiarizado con
técnicas pedagogicas y conocimiento psicoldgico, asi como una formacion en
técnicas de dinamizacion, que puedan llegar a propiciar una comunicacion
mas directa y duradera, que permita a su vez la intercomunicacion entre
profesor y alumno y que resulte en una formacion mas efectiva.

El conjunto de estos factores puede afectar el proceso de ensefianza
aprendizaje, provocando que el modelo empleado por las instituciones no pueda
alcanzar sus objetivos. En ejemplo de esto se observa al considerar la formacion
del docente, donde emerge uno de estos factores.

Diaz (2006) sefiala que debido a los constantes cambios en materia de
politica educativa existe un fendmeno de desinformacion o confusion por parte
de los docentes sobre estrategias pedagogicas, los constantes cambios no
permiten el establecimiento eficaz de una estrategia o la capacitacién adecuada
de los profesores, por lo que ellos suelen atender a objetivos expresados en
términos numeéricos (calificacion) que no necesariamente responden al
desarrollo de competencias, sino a la repeticion de la informacion proporcionada
al alumno en clase, planteamiento contrario a lo establecido por el

constructivismo para el desarrollo de competencias.

1.9 Necesidad de estrategias pedagogicas
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Estas estrategias deficientes empleadas por el docente subrayan la
necesidad del disefio de nuevas metodologias que fomenten el establecimiento
de lo aprendido en clase con las situaciones presentes en la vida real; ante la
falta de estas, suele dejarse a los estudiantes a su propia suerte y a la inventiva.
Bajo estas condiciones es poco probable que descubran muchos conceptos
importantes de las matematicas elementales. Es por ello que Carraher vy
Schliemann (2002) recomiendan que los estudiantes y los profesores busquen
multiples caminos de razonamiento en la resolucion de problemas.

Por lo tanto, es importante analizar el desarrollo de estrategias de
ensefanza para la educacion Primaria que resulten afines y compatibles con el
algebra. De tal modo que desde la educacion Primaria los alumnos se inicien en
el manejo de formas de representacion algebraica vinculadas a problemas
reales. Las estrategias a ser analizadas se clasificaron con base en la forma en
la que abordan la relacién entre aritmética y algebra, quedando de la siguiente
forma: a) pre-algebra, b) algebra temprana y, c) aprendizaje basado en

esquemas.



CAPITULO 2. PRE-ALGEBRA

La transicion de la aritmética al algebra ha sido estudiada desde diferentes
perspectivas con el objetivo de facilitar el desarrollo de competencias
matematicas, dando origen a distintos modelos educativos, de los cuales han
surgido propuestas curriculares; algunos de éstos consideran la madurez
cognitiva un requisito esencial para el aprendizaje de temas que requieren
complejidad en el pensamiento matematico como el algebra. Una de ellas
denominada como Pre-Algebra, que busca facilitar la adquisicién de conceptos
algebraicos a partir de tareas mediadoras que retomen los conceptos aritméticos

para su evolucidn a concepciones algebraicas mas elaboradas.

2.1 Concepto de Pre-algebra

El enfoque de Pre-Algebra se apoya en dos puntos esenciales sefialados
por Socas (2011):

1. La concepcién de que el algebra esta presente cuando se hace uso
del simbolismo algebraico, pero en el que esta nocidn es una
concepcion mas amplia que la aritmética generalizada.

2. La validez de las propuestas de organizacion de los estadios de
desarrollo cognitivo, en donde el algebra se encuentra en el estadio
de desarrollo formal y en consecuencia se considera que los nifios
gue no se encuentren en este periodo, no tienen las capacidades
cognitivas para su aprendizaje.

Linchevski (1995) indica que en Pre-algebra se exploran experiencias y
situaciones matematicas que permiten al alumno comprender las nociones
algebraicas a través de la aritmética, facilitando la comprension del significado,
significacion y logica de la representacion simbolica para la manipulacion de
conceptos. Este autor senala que este tipo de actividades deben ubicarse de
manera previa al comienzo del estudio formal del algebra, sin embargo, no limita
Su uso a este tiempo, las tareas pre-algebraicas también pueden ser utilizadas
de manera intermitente para facilitar la adquisicion de nuevos conceptos durante

la instruccién algebraica o incluso en la ensefianza de la aritmética.
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2.2 Adquisicién de conceptos algebraicos

Al analizar el algebra como un cdédigo (forma de representacion
conceptual) se destacan discrepancias en relacion a la aritmética. Kieran y Filloy
(1989) senalaron diversas incongruencias en el uso de signos y sus significantes
al pasar de la aritmética al algebra (ver 1.5 Discontinuidad en el programa de
ensefianza de las matematicas), este tipo de incongruencias conceptuales
dificulta la comprension de conceptos.

Ademas, Malara y Navarra (2003) sefialan que otra dificultad para la
adquisicion de conceptos algebraicos es el poco contacto que el alumno tiene
con ellos, aun cuando se relacionan con principios aritméticos, la
correspondencia entre estos mediante la generalizacion de significantes
habitualmente no es presentada a los alumnos, sino que solo se hace evidente
mas tarde al estudiar conceptos algebraicos. Estas dificultades remarcan la
necesidad de un modelo enfocado en la adquisicion de conceptos algebraicos
con base en el conocimiento aritmético (véase, por ejemplo, Kieran 1992,
Linchevski 1995).

2.2.1 Los pre-conceptos

Linchevski (1995) situa como base de este modelo los preconceptos para
la adquisicion de concepciones mas elaboradas. La nocion de preconceptos
deriva de la teoria del aprendizaje de Ausubel, Novak y Hanesian (1983), estos
autores proponen que el aprendizaje depende de la estructura cognitiva previa
que se relaciona con la nueva informacion, es decir, el aprendizaje se basa en la
relacién de los conocimientos previos del alumno con los nuevos conocimientos.
Es necesario puntualizar que la organizacion jerarquica y relacional de los
conceptos juega un papel muy importante en la estructura cognitiva, ya que no
s6lo se trata de saber la cantidad de conocimiento que se tiene sobre un tema,
sino cuales son los conceptos y proposiciones relacionados en la adquisicion de
un nuevo concepto, asi como de su grado de dominio.

Los conceptos asimilados en esta estructura se consideran como
aprendizajes significativos sélo cuando estos sirven para la adquisicion de

nuevos conceptos, por lo que la meta de la educacion es brindar al alumno



24

aprendizajes potencialmente significativos; en otras palabras, la instruccion
escolar debe ofrecer al alumno conceptos que le permitan adquirir nuevo
conocimiento o la resolucion de problemas, ya que solo al cumplir esta funcion
seran significativos.

Para que un concepto sea potencialmente significativo debe tener un
significado l6gico (relacion no arbitraria y de manera importante con la estructura
pre-existente), cuando se convierte en contenido cognoscitivo nuevo,
diferenciado e idiosincratico, se puede decir que ha adquirido un significado
psicologico. De esta forma, el emerger del significado psicolégico no solo
depende de la representacion que el alumno tenga del material I6gicamente
significativo, sino también de que posea los antecedentes ideativos necesarios
en su estructura cognitiva.

Los antecedentes ideativos refieren a los pre-conceptos mencionados con
anterioridad, los cuales se pueden definir como la representacién de algun
aspecto de la realidad, y que constituye el punto de partida en el proceso de
aprendizaje para la asimilacion de conceptos; en otros términos, son las
concepciones del alumno sobre un tema especifico que serviran de base para la
creacion de un significado légico.

Por ende, la definicion aportada por Linchevski (1995) da al modelo de
Pre-algebra el objetivo de brindar al alumno conceptos que partan de la
aritmética (adquiridos previamente) que sean potencialmente significativos para
la asimilacion de conceptos algebraicos (mas complejos), esto mediante tareas
que vinculen de manera légica ambas ramas de la matematica, lo cual es
sustentado por Gallardo y Rojano (1987, en Boulton-Lewis, Cooper, Atweh,
Pillay, y Wilss, 1998), quienes mencionan que las dificultades que los estudiantes
tenian en la comprensién de los principios algebraicos provienen de una base
inadecuada de conocimientos aritméticos, tales dificultades radican en la
inversidn de operaciones, el cambio de operaciones verticales (en aritmética) a

horizontales (en algebra) ademas de la nocion de equivalencia (p. ej. 5+8=2+11).

2.3 Brecha cognitiva para la transicion conceptual
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Autores como Filloy y Rojano (1989), asi como Herscovicks y Linchevski
(1994) consideran que las dificultades en la transicion aritmética-algebra se
deben a una brecha cognitiva, respectivamente, dirigidos primordialmente a la
incapacidad de los alumnos a resolver problemas con incognitas, lo cual impide
la construccion de un significado de lo que estan haciendo y realicen operaciones
sin sentido en simbolos que no entienden, como la “x” utilizada para referir a las
incognitas.

Davis y Vergnaud (1985, 1988 en Socas, 2011) argumentaron la
necesidad de iniciar la ensefianza del algebra desde la educacion Primaria, con
el objetivo de preparar a los alumnos para abordar esta transicion en la
secundaria. Con base en este argumento se desarrollaron diversos proyectos
que facilitaran la transicion, por ejemplo, el proyecto ALGERBRIDGE (iniciado
por el Educational Testing Service y el College Entrance Examination Board en
Michigan Estados Unidos, 1990) dio paso a que se considerara la ensefanza de
aspectos fundamentales del algebra en el séptimo grado (equivalente al primer

ano de secundaria en México).

2.4 Didactica Pre-algebraica: Metodologia de ensefianza.

Uno de los aspectos fundamentales para facilitar la transicion es la
adquisicion de conceptos clave vinculados a la notacion algebraica y los
procedimientos basicos, para que el alumno pueda desarrollar las habilidades
que le seran utiles en los cursos de algebra formal. A continuacion, se muestran
algunos ejemplos de la didactica pre algebraica para la adquisicion de conceptos.

2.4.1 Conceptos algebraicos incompatibles

Goldman (2015) sefialé que una de las principales problematicas para el
paso de la aritmética al algebra esta asociada al uso de conceptos denominados
algebraicos (aun cuando estos aparecen desde la ensefanza de aritmética) ya
gue no son términos con los que se familiarice al alumno desde la ensefanza de
la aritmética, sino que se omiten en el afan de simplificar el contenido. A
continuacion, se presenta una lista de conceptos acuiada por el mismo autor,
en la que se recopilan los principales conceptos que ejemplifican lo mencionado
anteriormente y la concepcién otorgada por Goldman (2015):
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Tabla 1. Lista de conceptos algebraicos definidos por Goldman (2015).

Concepto Definicion

Constante | Un numero fijo que puede expresarse como un entero, fraccién o

numero real ya sea positivo o negativo (5+2x, 5 es la constante)

Coeficiente | Una constante que se multiplica por una variable (5x, es 5 el

coeficiente)

Variable Letra usada para representar un valor desconocido en una ecuaciéon

0 expresion.

Término Puede ser un conjunto numérico o variable.

Expresion | Combinacion de dos o mas términos con un operador (suma, resta,
multiplicacion, division), puede ser aritmética (so6lo numeros) o

variable (combinacion numeros y variables).

Ecuacion | Contiene un signo igual (=) y puede tener uno o mas términos o

expresiones a cada lado del signo igual.

2.4.2 Nomenclatura de operadores matematicos en el contexto
cotidiano

A su vez, Larson, Boswell, Kanold y Stiff (2005) destacan otro problema
verbal. Estos autores refieren a la dificultad de adaptar los problemas presentes
en el mundo real a un modelo matematico a partir del uso de términos indicativos
de operaciones aritmeéticas, indican que la posibilidad de establecer verbalmente
un modelo matematico que refleje un problema cotidiano es un paso intermedio
importante antes de proceder a la elaboracibn de modelos propiamente
matematicos, ya que sin este vinculo carece de sentido el uso de las
representaciones matematicas pues no indican nada en la vida real. Un modelo
verbal eficiente para vincular las expresiones matematicas con las problematicas
presentes en el mundo real debe describir un problema usando palabras como
etiquetas y usando simbolos matematicos para relacionar las palabras. La tabla

2 muestra palabras y frases que indican operaciones matematicas las cuales
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sefalan estos autores deben ser incorporadas al lexico de los alumnos para la

elaboracion de modelos matematicos.

Tabla 2. Vinculacién de modelos verbales a matematicos mediante palabras y
frases (Larson, Boswell, Kanold y Stiff, 2005).

Palabras y frases comunes que indican operaciones
Adicion Sustraccion Multiplicacion Division
mas menos veces dividido en
la suma de la diferencia de el producto dividido entre
incrementado multiplicado
decrementado por el cociente de
por por
total menos que por
mas que extraido de
afiadido a

2.5 Prueba empirica de incompatibilidad conceptual

Para demostrar el problema de falta de elementos conceptuales para el
aprendizaje de algebra, Filloy y Rojano (1989) analizaron la capacidad de nifios
entre 12 y 13 afios de edad en la ciudad de México para resolver problemas que

implican sintaxis de la forma “ax+b=cx” siendo “a”, “b” y “c” valores numéricos,

mientras que “x” representa un valor desconocido (incognita). Estos autores
sostienen es imposible poder resolver este tipo de problemas para los alumnos
sin antes no adquieren distintos elementos de la sintaxis algebraica.
Comenzaron su analisis pidiendo que resolvieran este tipo de problemas
mediante la repeticion de ensayos para intentar llegar a la solucion;
posteriormente se propuso una metodologia que permitiera encontrar el valor de

“X”, para esto comenzaron relacionando los componentes de la ecuacion con los
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datos proporcionados en el problema, posteriormente se compararon dos
modelos de resolucion:

e Modelo Viete: modelo propuesto por Frangois Viete, el cual
consiste en la transposicion de los componentes de un término a
otro respetando la sintaxis algebraica, por ejemplo, en la ecuacion
“ax+b=cx” el componente “ax” es cambiado al segundo término con
signo contrario para mantener la equidad, quedando la siguiente
expresion “b=cx-ax’.

e Modelo Eulerian: este modelo consiste en realizar la misma
operacion en cada uno de los términos, a fin de simplificar la
expresion, por ejemplo, en la ecuacion “18x+6=12x", se divide
entre “18” cada uno de los términos resultando en la siguiente
expresion “3x+1=4x".

Al comparar los distintos modelos de solucidn, encontraron que la principal
limitante en los alumnos no consiste en la seleccién de uno u otro modelo, sino
en la incapacidad de operar con valores desconocidos (incognitas), ya que para
ambos casos se requiere la capacidad de poder operar con cada uno de los
componentes atendiendo a la equidad entre ambos, en lugar de operar
unicamente con uno y tomar el otro como el resultado final de un proceso (como
habitualmente se presenta en la aritmética.

Para desarrollar la capacidad de los alumnos para operar con incognitas
se emplearon los siguientes modelos:

e Modelo geométrico: consiste en representar graficamente los
componentes de la ecuacion. Para facilitar la representacion se
puede atender a propiedades como los valores numeéricos para
mantener una proporcionalidad (a mayores cantidades, figuras de
dimensiones mas extensas).

e Modelo de balanza: se compara la ecuacién con una balanza en la
cual se debe mantener el equilibrio, por lo tanto, toda operacion
realizada en un término debe ser compensado en el otro para

mantener dicho equilibrio.
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Con base en estos modelos, los alumnos fueron capaces de emplear los
dos modelos diferentes de solucién expuestos anteriormente para la resolucion
de problemas cada vez mas complejos. Los autores concluyeron que para el
aprendizaje del algebra no se puede proceder de manera espontanea, sino que
deben incluir pre tareas como los modelos geométricos y de balanza, ya que las
mayores dificultades para los alumnos no se encuentran en el seguimiento de un

modelo algebraico, sino en la incapacidad para operar con algunos conceptos.

2.6 Proceso evolutivo de los conceptos.

En el estudio de la adquisicibn de nuevos conceptos, como los
algebraicos, es necesario retomar lo mencionado con anterioridad sobre el
proceso evolutivo en la adquisicion de conceptos (ver apartado 1.6.2.2 Proceso
evolutivo de los conceptos), en otras palabras, los conceptos no toman un
significado definitivo y estatico, sino que se transforman con relacion a la
estructura cognitiva pre existente y nuevos conceptos adquiridos. Desde la
perspectiva descrita por Ausubel, Novak y Hanesian (1983), son los
preconceptos la base para la adquisicidn de nuevos conceptos, asi como para la
re-significacion de conceptos ya pertenecientes a la estructura.

A su vez, Vigotsky (2015) analizo la adquisicion de conceptos al
aprender un lenguaje distinto a la lengua materna. Encontré que la adquisicion
comienza por la comparaciéon con un significante similar al término en el otro
idioma, es decir, se equiparan palabras con los mismos significados (por
ejemplo: apple=manzana); sin embargo, el nuevo concepto (apple) puede
adquirir diferentes connotaciones en funcion del contexto, por lo que el traducir
de manera literal de un lenguaje a otro puede generar cambios en el significante.

Al considerar estos elementos en el aprendizaje del algebra como un
lenguaje (sistema de representacion), se destacan los errores producidos por
una equiparacion directa de simbolos entre aritmética y la notacidn algebraica
(ver 1.5 Discontinuidad en el programa de ensefianza de las matematicas), por
lo que es necesario la re-significacion de una serie de simbolos y términos a
partir de pre conceptos generados mediante tareas pre algebraicas, con la

intencidén de permitir al alumno el uso de conceptos.
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2.7 Aplicacion de principios Pre-algebraicos

Estos principios tedricos han sido implementados en diferentes sistemas
de ensefianza, como el propuesto por Sutherland (1987), con el desarrollo del
sistema Logo', Sutherland llevé a cabo un estudio longitudinal (3 afios) con
alumnos de 11 anos de edad, en donde se les presentaron situaciones de
problema con base en el lenguaje Logo, los cuales requerian el uso de variables
no solo de este contexto sino en contextos no presentes en el entorno digital,
encontraron que todos los alumnos fueron capaces de conectar su concepciéon
de variable obtenida dentro del contexto de Logo con un contexto externo. Las
pruebas escritas sobre algebra que se aplicaron a los alumnos indican que, si
los alumnos han tenido experiencia con variables en Logo, en una variedad de
contextos, entonces son capaces de usar estas concepciones derivadas de Logo
en el algebra tradicional.

1 El Logo sistema es un lenguaje de programacion disefiado con base en
concepciones constructivistas en el que se busca ofrecer un contexto para el
aprendizaje de matematicas, se podria asumir como una zona de desarrollo
proximo digital. (Papert, 1980)



CAPITULO 3. ALGEBRA TEMPRANA

En este capitulo se analizara el modelo de Algebra Temprana (Early
algebra), que contrasta con el modelo de Pre-Algebra expuesto anteriormente.
Este ultimo modelo parte del supuesto de que los alumnos de menor edad
(estudiantes de nivel primaria) poseen desarrollo cognitivo limitado, mientras que
en el modelo de Algebra Temprana se considera que la mayoria de las
dificultades en el aprendizaje del algebra provienen de las bases aritméticas, por
lo que centran su atencion en la ensefianza desde el inicio de la instruccién

matematica.

3.1 Modelo algebra temprana

Carraher y Schliemann (2007 en Brizuela, Martinez y Cayton-Hodges,
2013) definen el Algebra Temprana como la ensefianza de razonamiento
algebraico y adquisicién de conceptos algebraicos en nifios de entre 6y 12 afios.
Es importante destacar que este modelo puede llegar a ser confundido con Pre-
algebra con base en la definicion aportada por Linchevski (1995), quien define el
modelo pre-algebraico como una forma de ensefanza donde se brindan al
alumno experiencias y situaciones que le permitan comprender las nociones
algebraicas a través de la aritmética. Aun cuando ambos modelos buscan la
continuidad y un vinculo mas eficaz entre lo concreto y lo abstracto, Schliemann,
Carraher, y Brizuela (2011) hacen una distincidn entre estos modelos a partir de
la perspectiva que mantienen sobre la transicion de la aritmética al algebra, dado
que en el Algebra Temprana no se considera una transicion, sino que se retoma
el algebra como la generalizacién de la aritmética.

Tradicionalmente se contempla el aprendizaje de la aritmética y el algebra
como una secuencia, en la cual existe una interseccion de ideas, técnicas y
representaciones entre ambas ramas, es en esta interseccion donde se busca

generar un puente que facilite la transicion (ver figura 2).
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Aritmética Algebra

Instruccién

Figura 2. El enfoque predominante de como la aritmética se relaciona con el algebra.

Schliemann, Carraher y Brizuela, 2011:17

En el modelo propuesto por Schliemann, Carraher y Brizuela (2011) la
aritmética parte del algebra y no se relacionan como instancias independientes,
es decir, la aritmética forma parte del algebra en las instancias en las que se
utilizan los numeros para representar medidas particulares (por ejemplo 1 metro)
o como ejemplo de relaciones entre variables (por ejemplo, la relacion a+b=c
expresada como 2+3=5); esta condicion hace innecesaria una transicion (ver

figura 3).

Aritmética

Figura 3. La aritmética con un caracter inherentemente algebraico. Schliemann, Carraher y
Brizuela, 2011:19

3.2 Multi-representatividad

Drijvers y Hendrikus (2003) argumentan en favor de esta perspectiva.
Estos autores destacan las diferencias entre las formas de representacién aun
cuando estas sean equivalentes (por ejemplo las expresiones x(y)= xy es
equivalente a 3(7)=21; aunque dos expresiones pueden referir a la misma

relacion (multiplicacion en el ejemplo anterior) los estudiantes operan con mayor
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facilidad con la expresion que refiere a valores concretos y no a elementos
generales como las incégnitas. Por lo que la aritmética serviria no solo como una
forma de representar relaciones numéricas con valores concretos, sino que a su
vez esta forma de representacion permite al alumno reconocer caracteristicas de
la expresion. Esto demuestra como el alumno puede aprender conceptos
algebraicos desde una expresion aritmética.

En consecuencia, el modelo de Algebra temprana se centra en la
ensefanza de la aritmética en atencion a propiedades algebraicas, esto con el
objetivo de que las matematicas se transformen en un modo de razonamiento
generalizable acerca de relaciones cuantitativas.

Se propone incorporar en la educacion Primaria actividades dirigidas a la
observacion de patrones, relaciones funcionales y propiedades matematicas
(Socas, 2011) con base en estas aproximaciones para desarrollar competencias
algebraicas. Blanton y Kaput (2005) propusieron que en los salones de clase de
educacién basica se prioricen estos temas por medio de actividades de
exploracion, modelizacion de situaciones, predicciones, discusion,
argumentacion y comprobacion de procedimientos, etc., lo cual genera un
ambiente de trabajo 6ptimo para el desarrollo de habilidades aritméticas y

algebraicas.

3.3 Proceso evolutivo conceptual

Este ambiente de trabajo 6ptimo refiere a la creacion de una zona de
desarrollo proximo (ver 1.6.1.1 Adquisicion de conceptos, pagina 10) y a lo que
Vergnaud (1996, en Butto y Delgado, 2012) refiere como el conjunto de
situaciones a las que el alumno se enfrenta para dar sentido al concepto a través
de su experiencia, es decir, las actividades deben propiciar la interaccion del
alumno con sus pares para la adquisicién de conceptos algebraicos bajo la guia
del profesor.

De esta forma, los conceptos evolucionan a partir de preconceptos vy
generalizaciones propiciadas por los mismos alumnos; al focalizar el aprendizaje
en esta relacion entre pares se desestima la consideracion de que un aparato

cognitivo poco desarrollado en los alumnos sea la causa principal de las
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dificultades en el aprendizaje del algebra, en su lugar se considera como causa
principal la ensefianza de aritmética y algebra como elementos independientes.

Radford, Bardini y Sabena (2007) analizaron los diversos recursos
simbdlicos utilizados por los estudiantes en su paso por modelos de
representacion particular (aritméticos) a modelos de relaciones funcionales
generales (algebra). En su analisis afirman que la capacidad de los alumnos para
la resolucion de problemas mediante modelos matematicos depende del como
han adquirido conceptos propios del area y no de una estructura cognitiva.

A su vez, distintos autores (Vergnaud, 1996, en Butto y Delgado, 2012;
Vigotsky, 2015; Schliemann, Carraher, y Brizuela, 2011) afirman que el conjunto
de representaciones diversas del concepto: lenguaje natural, graficas, tablas,
disefios, sentencias, etc. son fundamentales para la adquisicion de conceptos,
por lo que no solo se deben presentar tareas que relacionen conceptos
algebraicos con representaciones aritméticas, sino que a su vez se deben usar
diversas representaciones de estos elementos para facilitar la adquisiciéon de
conceptos.

Brizuela, Martinez y Cayton-Hodges (2013) afirman que la ensefianza de
la aritmética como generalizacion del algebra (considerando las operaciones
como una formas de representacion de una funcion), facilita el disefio de tareas
que permitan al alumno desarrollar competencias matematicas; sin embargo
estos mismos autores enfatizan la importancia de emplear diversas formas de
representacion para resolver una misma problematica, asi como de vincular
estas tareas al contexto (situaciones o actividades) de los estudiantes para
obtener resultados satisfactorios.

Con base en lo anterior se puede concluir que la introduccion del algebra
en el curriculo de matematicas en educacion Primaria puede promover el
desarrollo de competencias matematicas, esto con la finalidad de minimizar las
dificultades en niveles posteriores (Molina, 2009; Socas, 2011, Carraher y
Brizuela, 2012, Radford, Bardini y Sabena, 2007) asi como la incomprension,
reprobacién y desencanto con las matematicas cuando se inicia el algebra. Para
cumplir con este objetivo el Algebra Temprana se guia por 3 preceptos: a) las
operaciones aritméticas pueden ser abordadas como funciones, b) la
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generalizacién es la base del razonamiento algebraico y, c) la utilizacion de letras
como representacion de cantidades incognitas deben ser promovidas en los
estudiantes (Schliemann, Carraher, y Brizuela, 2011).

3.4 Pruebas empiricas del modelo Algebra temprana

Diversas investigaciones (Davis, 1985; Vergnaud, 1998; Mason 1996,
citados en Schliemann, Carraher y Brizuela, 2011) apoyan la idea de que las
bases algebraicas deben ser ensefiadas en los primeros afios de educacion
Primaria, tal es el caso de la investigacion realizada por Bodanskii (1991, en
Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest, 2006) en donde ensefi6 a grupos de
alumnos de 1° a 4° aio de primaria a representar algebraicamente problemas
verbales para su posterior resolucién, obteniendo mejores resultados que los
mostrados por los grupos control de 6to y 7mo grado que no habian trabajado
de esta manera. Lima y Da Rocha (1997, en Carraher, Schliemann, Brizuela y
Earnest, 2006) encontraron que los alumnos de 1° a 6° grado pueden desarrollar
representaciones escritas de problemas algebraicos y con ayuda de un
entrevistador, resolver problemas de ecuaciones lineales usando diferentes
estrategias.

A raiz de esas investigaciones el Consejo Nacional de Maestros de
Matematicas Norteamericano (NCTM por sus siglas en inglés) publico en su
documento “Principles and Standards for School Mathematics” (2000) que la
introduccion temprana del algebra y el razonamiento algebraico debia ser
incentivado a partir del jardin de nifios y que la notacion algebraica debia ser
parte del curriculo de la escuela primaria a partir del tercer grado (Schliemann,
Carraher y Brizuela, 2011).

La introduccion de nociones algebraicas en la educacion Primaria con
base en el modelo de Algebra Temprana tiene como objetivo el desarrollar las
competencias matematicas necesarias para que el alumno sea capaz de:

1) Representar las acciones y los calculos necesarios para resolver un

problema

2) Expresar relaciones entre cantidades incognitas

3) Resolucion de problemas.
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Una de las principales competencias dentro de este modelo es la
capacidad del alumno para representar multiples relaciones numéricas que se
presentan en su contexto cotidiano; en estas relaciones se pueden presentar
valores numéricos concretos, asi como valores desconocidos.

Con el objetivo de analizar la forma en que los estudiantes representan
relaciones numéricas que impliquen valores desconocidos, Schliemann,
Carraher y Brizuela (2011) realizaron un estudio con alumnos de tercer grado en
Estados Unidos, donde evaluaron si los estudiantes de esta edad son capaces
de representar y operar con incognitas.

En el estudio se presentd a los nifios una serie de problemas con
incégnitas a ambos lados de las ecuaciones, uno de los problemas mas
representativos es el siguiente:

“‘Miguel y Roberto tienen cada uno un acuario con peces. Miguel
tiene 8 peces azules y algunos peces de color rojo. Roberto solo tiene
peces rojos, tiene 3 veces mas peces rojos que Miguel. En total, Miguel
tiene el mismo numero que Roberto. ; Cuantos peces rojos tiene Miguel?”
(Schliemann, Carraher y Brizuela, 2001, p. 89).

Los investigadores examinaron qué tipo de notacion emplean los
estudiantes, si necesitan ayuda para resolver los problemas y como realizan los
calculos. Encontraron que el 87% de los estudiantes no fue capaz de resolver
este tipo de problemas por si mismos. El analisis de las estrategias empleadas
por los alumnos para resolver el problema destaco el desarrollo de notacién para
las cantidades incognitas y la resolucion de problemas a partir de esas
cantidades, estos problemas se consideran una consecuencia de la experiencia
aritmética en la que se dan todos los datos de manera explicita y la solucion
depende de las mismas.

Con instruccién basada en el modelo de Algebra Temprana el 73% logré
resolver el ejercicio de manera satisfactoria, esto significa no solo que los
alumnos de tercer grado escolar son capaces de resolver problemas verbales
que involucran incognitas, sino que la ensefianza con base en este modelo
genera un cambio significativo en el desempefio de los estudiantes. Este estudio
demostrd que los niflos de tercer grado son capaces de desarrollar notaciones y
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representaciones para problemas algebraicos verbales en donde se involucran
cantidades incégnitas, y que pueden hacer uso de varias estrategias para su
resolucion, lo cual resulta contradictorio con la teoria de que un bajo desarrollo
cognitivo propio de edades tempranas sea la causa de los problemas en el
aprendizaje de algebra.

3.5 Didéactica del Algebra Temprana: Metodologia de ensefianza.

La ensefianza basada en el Algebra Temprana no trata de presentarle a
ninos de educacion Primaria las actividades algebraicas disefiadas para la
educacion secundaria; en este modelo se cubren diversos temas de matematicas
en forma innovadora, donde se fomenta el aprendizaje mediante la expresion de
generalidades con base en el lenguaje algebraico; por ejemplo, en la suma se
hace referencia a la posibilidad de expresar adiciones a cantidades
desconocidas como en el caso de n+3; donde “n” puede referir a cualquier
cantidad, a diferencia de la ensefianza comun donde a la mayoria de los
estudiantes se les ensefia a agregar 3 a otro numero (por ejemplo 3+5) utilizando
unicamente valores explicitos. Al usar expresiones para describir relaciones
entre numeros y cantidades, los estudiantes de primaria, empiezan a desarrollar
el uso de notaciones algebraicas como una herramienta que les permitira hacer
generalizaciones entre relaciones cuantitativas (Schliemann, Carraher y
Brizuela, 2011).

Este modelo no tiene como objetivo aumentar la cantidad de matematicas
que los estudiantes deben aprender, sino que el propdsito es enseinar topicos
aritméticos bajo distintas formas de representacion que permitan al alumno
familiarizarse con los conceptos y herramientas algebraicas desde una edad
temprana y en contextos significativos. A continuacion, se muestran algunos
ejemplos didacticos desarrollados con base en este modelo para la adquisicion
de conceptos algebraicos.

3.5.1 Funciones aditivas y problemas verbales
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Como se menciond anteriormente, en el Algebra Temprana se pretende
que la suma sea vista como una funcion, es decir, la relacion de un conjunto de
numeros o cantidades, y no como una operaciéon binaria (la suma de dos
cantidades explicitas). En la ensefianza de la adicion se emplean reglas de
relaciones como las presentadas en las series numéricas (por ejemplo: 1, 2, 3...;
2,4,6...; 21, 28, 35...) en la que los alumnos deben encontrar la relacion que
permite conocer el siguiente numero, de esta forma la adicién se da desde un
numero de origen variable (numero antecesor en la serie) por lo que se emplea
la adicion como una funcién variable del tipo “n+a” y no una suma de dos
cantidades dadas. Un ejemplo de lo descrito anteriormente es la relacién de la
serie numérica “7, 13, 19, 25...” donde se tiene como primer valor “7” y se sigue
una regla de “n+6” donde “n” adquiere distintos valores para predecir el numero
subsecuente.

Ademas de mostrar el uso de la adicién como funcion en series numéricas
es necesario que los estudiantes aprendan a distinguir estas reglas en contextos
determinados, Schliemann, Carraher y Brizuela (2011) presentaron a nifios de
escuela primaria un problema que consistia en representar la estatura de 3 nifios

distintos con base en un valor desconocido.

Andrés es 4 pulgadas mas alto que Maria.
Maria es 6 pulgadas mas baja que Lila.

Dibuja las alturas de Andrés, de Maria y de Lila.
Muestra a qué se refieren los numeros 4 y 6.

Maria Altura de Maria

Figura 4. “El problema de las alturas” como fue presentado a los alumnos. Schliemann,

Carraher y Brizuela, 2011, p. 115.
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En este problema se indica a los alumnos que hay una diferencia en las
alturas de algunos nifios (tal y como se muestra en la informacion mostrada en
el lado izquierdo de la figura 3); se desconoce el tamafio de los nifios, sin
embargo, lo que si se conoce es la diferencia entre las alturas, con lo que se
puede generar un conjunto de posibles formas de presentacion de la relacidon
entre las alturas.

Como en el primer ejemplo de ensefianza de la adicion como funcién, aqui
los nifios deben emplear la funcidn a partir de valores no concretos (variables o
incoégnitas) y encontrar la relacion entre dos valores; de esta forma se introduce
la notacion algebraica en operaciones habitualmente resueltas con bases
aritméticas y valores concretos. Ademas, es importante sefialar que este tipo de
establecimiento de representacion de funciones puede ser empleado no solo en
la adicion, sino también en la sustraccion, division y multiplicacidn siempre que
se plantee el contexto de manera adecuada.

3.5.2 Equivalencia entre pesos en una balanza de dos platillos y
Problemas verbales, representacion y solucién

Las balanzas han sido usadas por varios investigadores como recursos
que ayudan a dar significado a ecuaciones en situaciones didacticas o para
realizar la comprension de equivalencias y la manipulacién de incognitas; la
balanza debe encontrarse en perfecto equilibrio de manera que ambos lados
cuentan con el mismo peso, si se aumenta el peso de un lado, la balanza pierde
el equilibrio, asi que es necesario hacer lo mismo del otro lado para continuar
con el equilibrio; lo anterior ejemplifica lo que ocurre con las ecuaciones; si del
lado derecho de la ecuacidén se realiza, por ejemplo, una suma, en el lado
izquierdo debe realizarse lo mismo, con el fin de mantener la igualdad, de esta
manera, se pretende que los nifios sean capaces de aprender conceptos como
equivalencia y desigualdad.

En los siguientes 3 ejemplos, Schliemann, Carraher y Brizuela (2011)
analizan a qué edad los nifios comprenden equivalencias a pesar de las
transformaciones que pudieran ocurrir y cdmo representan algebraicamente
problemas verbales. En el primer ejemplo se establecio la situacion inicial de

equivalencia y si ésta permaneceria si cantidades similares o diferentes se
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sumaban o restaban de las dos cantidades comparadas, los items que se les
presentaron son en un principio valores conocidos, luego pasaron a ser valores
parcialmente conocidos y al final valores desconocidos. Se hace uso de una
balanza, pesas rotuladas y cajitas de peso desconocido diferenciadas con
colores. El examinador explica al nifio que las cajas del mismo color pesan lo
mismo aun cuando se desconozca ese peso, posteriormente se le pedia al nifio
igualar ambos lados de la balanza de acuerdo con la siguiente tabla:

Tabla 3. (Fragmento) Items incluidos en cada contexto. Schliemann, Carraher y
Brizuela, 2011, p. 57.

Situacion inicial Cambios Sugeridos Cardinalidad de los
tem | LadoA | LadoB | LadoA | LadoB resultados
1 1042 5+5+2 Restar 2 | Restar 2 Conocida
2 7 7 Sumar 6 | Sumar 3 Conocida
3 6+4 3+3+4 Restar 6 | Restar 3 Conocida
4 8 4+4 Sumar 2 | Sumar 2 Conocida
Parcialmente
5 X X Sumar 6 | Sumar 3 _
Conocida
6 x+10 x+5+5 Restar x | Restar x Conocida
Parcialmente
7 8 4+4 Sumar x | Sumar x _
Conocida
Parcialmente
8 X+6 x+3+3 | Restar 6 | Restar 3 _
Conocida
9 z z sumar x | sumary Desconocida

10 X y+y sumar z | sumar z Desconocida
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Los resultados de este ejercicio demuestran que los nifios de 7 afios son
capaces de comprender la nocidn de equivalencia dando respuestas correctas
en casi todos los items, ademas, en el caso de los items con valores
desconocidos los nifios brindaron justificaciones logicas sobre los pesos de las
distintas cajas (p. ej. respuesta dada por un nifio: “tendremos lo mismo ya que
las dos cajas amarillas tenian lo mismo que la caja anaranjada y entonces, si
agregas una caja roja y agregas otra caja roja tendremos la misma cantidad”).

Como se menciond anteriormente, se busca que los ninos comprendan la
equivalencia de ecuaciones usando datos en bruto. El método de Algebra
Temprana considera que la sola presentaciéon de los datos no es suficiente para
que los nifos comprendan este concepto, si no que se deben ver acompanados
de elementos significantes en la vida de los nifios, de manera que se le da
importancia al contexto. En los siguientes ejemplos se analizan las notaciones
escritas para la resolucion de problemas de 19 nifios y se trata de ver si estos
son capaces de identificar si hay equivalencias o desigualdades cuando se
transforman a partir de operaciones iguales o diferentes en problemas que
impliquen un contexto; en un principio se muestran problemas verbales con
cantidades especificas y posteriormente problemas verbales con cantidades no
especificadas (ver tabla 2 y tabla 3). Para cada problema se les permitio a los
nifos usar cualquier herramienta y representacion que considerasen necesaria
para llegar a la solucion del problema, ademas debian justificar sus respuestas;
se les proporciond papel, lapices y marcadores de colores.

Tabla 4. (Fragmento) Items incluidos en cada contexto. Schliemann, Carraher y
Brizuela, 2011, p.77

Problemas verbales presentados Ecuaciones implicitas

Problemas con cantidades especificadas

A Brian y a Tomas les encanta comer chocolate. Un dia, 10+2 = 5+5+2
Brian llevd 10 chocolates a la escuela y luego compro 2| 10+2(-2) = 5+5+2(-2)
mas en la tienda de la escuela. Ese dia, Tomas llevo 5 (Verdadero)

chocolates a la escuela, luego compré 5 mas en la
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tienda, y luego obtuvo dos mas que le dio otro amigo.
Durante el recreo, Tomas se comi6 2 de sus chocolates
y Brian se comio 2 de los suyos. Ahora, ¢Piensas que
después del recreo, Tomas tiene la misma cantidad de
chocolates que Brian?; O piensas que uno de ellos tiene
mas chocolates que el otro?

Barbara y Juana tuvieron su fiesta de cumpleafios el
mismo dia. Barbara recibio 7 regalos de sus amigos, y
Juana también recibi6 7 regalos de sus amigos. Cuando

cada fiesta habia terminado, las nifias pasaron un 7=7
tiempo especial con sus respectivas familias y recibieron 7(+6) = 7(+3)
aun mas regalos. Barbara recibi6é 6 regalos mas de su (Falso)

familia. Juana recibi6 3 regalos mas de su familia. Al final
del dia. ¢ Piensas que Juana recibié la misma cantidad
de regalos que Barbara?;0 piensas que una recibio

mas regalos que la otra?

Tabla 5. (Fragmento) Items incluidos en cada contexto. Schliemann, Carraher y
Brizuela, 2011:78-79

Problemas verbales presentados Ecuaciones implicitas

Problemas con cantidades no especificas

Raul y Andrés estaban recogiendo caracoles en la playa X=y+X

por la mafana. Raul puso los caracoles que encontréen| x+z (-z)=y+y+z(-
una caja grande. Andrés encontré el mismo numero de z)
caracoles que Radul, pero los guardé equitativamente en verdadero

dos cajas pequenas. Por la tarde, volvieron a la playa y

Raul volvié a encontrar la misma cantidad de caracoles
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que Andrés. En esta ocasion, cada nifio puso los
caracoles que habia encontrado en una bolsa. Al dia
siguiente fueron a contar cuantos caracoles tenia cada
uno, pero no pudieron encontrar las bolsas, ¢piensas
que Raul tiene el mismo numero de caracoles que
Andrés? ;O piensas que uno de los dos tiene mas

caracoles que el otro?

Rosa y Claudia coleccionan estampillas. Antes de
Navidad, Rosa tenia el mismo numero de estampillas
que Claudia. Rosa guardaba todas sus estampillas en
un album. Claudia sus estampillas en dos albumes.
Después de Navidad, ambas juntaron todas las
estampillas de los sobres donde venian las tarjetas de
Navidad que habian recibido sus familias, y se dieron X=yl+y2

cuenta de que cada una habia recibido el mismo numero| x (+z)=y1 +y2(+ z)
de estampillas nuevas. Ambas guardaron sus nuevas verdadero

estampillas en sus respectivos albumes. ¢;Piensas que
ahora Rosa tiene el mismo numero de estampillas que
Claudia? 4O piensas que una de ellas tiene mas

estampillas que la otra?

Los resultados muestran que el 94.4% de los problemas fueron resueltos
satisfactoriamente por los nifios, lograron reconocer que operaciones
equivalentes en cantidades equivalentes producen resultados equivalentes y que
operaciones diferentes en cantidades diferentes producen resultados diferentes.
Los nifios desarrollaron dos estrategias de resolucion: 1) el calculo de valores,
los nifios suman los valores dados en el problema; esta estrategia fue usada por
el 57.9% de los nifios para resolver los problemas con informacién numérica vy,
2) logica en las transformaciones, los nifios localizan las operaciones que
suceden en los problemas y comparan el resultado de los problemas, llegando a

la conclusion de “si las operaciones son equivalentes o diferentes el resultado
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debe ser equivalente o diferente”, esta estrategia fue usada por el 79% de los
nifos para resolver problemas sin informacion numeérica.

Ademas, se examinaron las notaciones de los nifios para determinar si se
usa como un sistema de representacion de la realidad y si se usa como via de
resolucion de problemas. Los resultados refieren que en que cada tipo de
problema hay un tipo distinto de notacion. Como se dijo con anterioridad, los
problemas con informacion numérica se representaron dividiendo los datos y
operaciones segun los personajes involucrados, de esta manera, a los nifios les
resultaba mas facil realizar las operaciones para llegar a un resultado, mientras
qgue en los problemas sin informacién numérica fueron representados con letras
o dibujos que aluden a los objetos que se transforman de acuerdo con las
operaciones (por ejemplo cajas de caracoles o bolsas con estampillas, iniciales
etc). Ademas, los alumnos usaron sus representaciones como una manera de
aclarar los hechos de cada problema, sirviéndoles como guia de resolucion.

Esto indica la capacidad de los alumnos, de poder usar notaciones
variadas, mismas que se abstraen sistematicamente hasta llegar a una
formalizacion, viéndose reflejado en el caso de una nifia, que uso la letra “b” para
diferenciar la palabra batch (tanda) de la palabra basket (canasta), asemejando
al uso de la x para referir una cantidad incognita. A partir de estos ejemplos de
estudios realizados por Schliemann, Carraher y Brizuela (2011), concluyen que
los alumnos de tercer grado pueden desarrollar notaciones consistentes para
representar elementos y relaciones en problemas con informaciéon numeérica y
sin informacion numérica, lo que sugiere que pueden aprender las reglas
sintacticas del algebra, contradiciendo nuevamente la idea de que la ensefianza
de ciertos temas y la presentacion de errores matematicos son originados por un

inadecuado desarrollo cognitivo, como se sefialaba en afios anteriores.

3.7 Resultados de aprendizaje con base en el modelo de Algebra
Temprana

Diferentes investigaciones (Carraher, Schliemann, y Schwartz, 2008;

Schliemann, Carraher, y Brizuela, 2007) han demostrado que nifios de entre 8 y
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11 afios de edad instruidos con base en los ejemplos didacticos expuestos

anteriormente son capaces de:

Desarrollar operaciones aritméticas como funciones generales en lugar
de solo como relaciones particulares.

Uso de numeros negativos.

Adquisicion del concepto variable y su uso en el disefio de modelos
matematicos.

Relacionar valores numéricos bajo reglas generales (emplear ecuaciones
del tipo “a+x=c” donde x puede adquirir distintos valores)

Resolver relaciones numeéricas bajo distintos sistemas de representacion.

Al contrastar los estudiantes ensefiados mediante el modelo de Algebra

Temprana con los ensefiados de manera tradicional, se ha encontrado que los

primeros obtienen un mejor desempefo al utilizar valores desconocidos,

asimismo esta tendencia se mantiene al emplear letras como representacion de

valores no explicitos y al disefiar un modelo matematico con valores abstractos

(ver figura 5).
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Valores desconocidos Uso de literales Modelo abstracto

u Algebra temprana Ensefianza tradicional

Figura 5. Comparacion de porcentaje de problemas resueltos satisfactoriamente en

Algebra Temprana y ensefianza tradicional.

No obstante, estos resultados no son generalizables a todas las formas

de representacion y aun cuando los resultados mejoran a medida que el

estudiante continda su educacion, es necesario explorar el desempeio de los

estudiantes instruidos bajo este modelo en los siguientes grados educativos

(Brizuela, Martinez y Cayton-Hodges 2013).



CAPITULO 4. MODELO CONCEPTUAL BASADO EN
ESQUEMAS

En los capitulos anteriores se describieron los modelos de Pre-Algebra y
Algebra Temprana, ambos modelos educativos comparten el objetivo de facilitar
el aprendizaje del algebra. Para lograr este objetivo cada modelo presenta una
perspectiva diferente. El modelo de Pre-Algebra propone una serie de
actividades basadas en principios aritméticos que se vinculen con los
conocimientos algebraicos, de manera que estas actividades permitan a los
estudiantes la formacion de pre conceptos, es decir, aproximaciones a conceptos
algebraicos que se desarrollaran mas adelante en la ensefianza formal de
algebra, por ende, este modelo se situaria entre ambas ramas de conocimiento.

Por otro lado, el modelo de Algebra Temprana propone la ensefianza
conceptual del algebra como una generalizacion de la aritmética, haciendo de
estas ramas de la matematica un continuo légico, y no dos campos de
conocimiento diferente. Para lograrlo se plantea una forma de ensefianza basada
en el concepto de zona del desarrollo proximo, situando al profesor como un guia
del aprendizaje y a los alumnos como los principales responsables de la
adquisicion de conceptos algebraicos, llevandose a cabo desde edades
tempranas. Desde esta perspectiva adquiere particular importancia, conocer los
conceptos infantiles acerca de modos de representacidon de relaciones
cuantitativas, a fin de que la ensefianza se coloque un paso adelante de estas

nociones.

4.1 Instruccion basada en esquemas

Sin embargo, estos modelos no representan las unicas formas en las que
se busca vincular con el aprendizaje del algebra. En este capitulo se expondra
una propuesta diferente a lo descrito con anterioridad, se abordara la propuesta
de la Instruccion Basada en Esquemas (SBI por sus siglas en inglés) la cual parte
de la idea de que problemas semejantes, pueden resolverse con estrategias
semejantes; por lo tanto este modelo pretende disefiar guias o “protesis” que

orienten a los alumnos para la resolucion de problemas con base en sus
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caracteristicas; estos esquemas son definidos por Fuchs, Zumetra, Finelli,
Powell, Seethaler, Hamlett y Fuchs (2010) como una descripcion generalizada
de los problemas que requieren un método de solucion similar.

Desde esta perspectiva, los esquemas propuestos son disefiados en
funcion de particularidades presentadas por la problematica que se pretende
resolver, de forma que estos disminuyan la posibilidad de confusion por parte de
los alumnos; como las presentes al emplear metodologias de caracter general
como el método heuristico propuesto por Pélya. En el planteamiento de Pdélya se
dan directrices generales a los alumnos sobre el procedimiento que deben seguir
para la resolucion de problemas, como: a) comprension del problema, b)
concepcion de un plan, c) ejecucién del plan y la d) examinacion de la solucion
obtenida (Corbalan y Deulofeu, 1996).

Al emplear este tipo de modelos los estudiantes pueden presentar
dificultad en la concepcion de un plan, ya que en realidad no se les brinda un
proceso de resolucion de problemas, sino una guia genérica para la toma de
decisiones. Por ello, en el SBlI se propone la existencia de modelos mas
especificos que atiendan a las caracteristicas especificas presentes en el
contexto del problema.

4.2 Identificacidon de esquemas a partir de la problematica.

En el animo de desarrollar modelos mas especificos, se ha recurrido al
desarrollo de una amplia gama de estructuras. Es imperativo que el alumno sea
capaz de identificar la que mejor se adecue a la problematica que pretende
resolver. De esta manera se ofrece una herramienta que permite cubrir de mejor
modo el primer paso considerado por Pdlya, estableciendo como comprension
el reconocimiento de los elementos relevantes para la resolucion del problema y
la forma en cédmo interactuan entre ellos; es decir, qué tipo de operaciéon
matematica representa de mejor manera el problema (suma, resta,
multiplicacion, division o una combinacion de ellas) y cdmo se debe plantear esta
operacion (atendiendo a qué funcion cumple cada numero con respecto al tipo

de operacion).
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De esta manera, para la seleccion o desarrollo de una representacion de
los problemas, se deben tomar en cuenta dos aspectos importantes: 1) el
conocimiento previo (experiencias en reconocer esquemas a través del
entrenamiento/ensefanza) y 2) la aplicacion de métodos aritméticos, tal como lo
sefala Gick (1986 citado en Fang, Herron, Zhou, Hartsell y Mohn, 2015, p. 38)

“..para desarrollar una representacion del problema, los alumnos primero
necesitan encontrar la estructura de un problema y conectar este nuevo
problema con el conocimiento previo, a continuacion, se aplica el uso de
estrategias existentes para encontrar la solucion a este nuevo problema. Este
proceso también se denomina activacion de esquema (conectar un nuevo
problema con el conocimiento existente anterior y construir una nueva red mas
grande) a traves del cual los estudiantes deben ser capaces de encontrar el
esquema para resolver el nuevo problema”.

Esto refiere al proceso de generalizaciéon y abstraccidon, descritos por
Vigotsky en la adquisicion de conceptos (Ver capitulo 1). Donde se identifican
caracteristicas similares a problemas resueltos con anterioridad para establecer
un probable plan de accion, y se diferencia la forma en como este debe ser
resuelto en funcion de sus caracteristicas. La identificacion y diferenciacion de
estas particularidades puede ser analizada mediante la teoria de campos
conceptuales de Vergnaud (1982, en Moreira, 2002), esta teoria dice que el
conocimiento se puede organizar en categorias conceptuales, las cuales son
conjuntos informales y heterogéneos de informacion relevante a distintas
situaciones. Con base en esto, la seleccién de un esquema se da mediante el
reconocimiento de la informacion relevante y su relacion con conceptos
adquiridos con anterioridad que puedan presentar al mismo campo.

Las bases de este modelo son recuperadas por autores como Mayer
(2004), quien propone que la ensefianza a alumnos, especificamente aquellos
con problemas de aprendizaje debe apoyarse en estructuras que le permitan
realizar representaciones conceptuales para facilitar el aprendizaje. Esto
concuerda con lo propuesto en el SBI (Xin, Liu, Jones, Tzur, y Si, 2014), que,
como su nombre lo indica, proponen el uso de una serie de esquemas para el

desarrollo de las competencias; estos esquemas, con la guia del profesor, deben
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permitir a los ninos modelar problemas de su vida cotidiana con base en

conceptos matematicos para poder encontrar una solucion.

4.3 Story Grammar

¢, Como se desarrolla un modelo que cumpla con estas caracteristicas?
para dar respuesta a esta pregunta, el SBI retoma elementos de la comprension
de textos, en particular de la estrategia conocida como Story Grammar, para la
comprension de textos. Mediante esta estrategia, se reconocen elementos
claves dentro del texto, los cuales permiten identificar la estructura del mismo y
los elementos mas importantes para su comprension; al conocer esta
informacion es posible observar como interactuan los distintos elementos de la
lectura para darle un sentido a ésta. Esto permite al lector generar un modelo
que le dé una vision global del texto, para ordenar y relacionar los elementos
importantes para la comprension del texto.

De manera analoga, en cualquier problema matematico hay una relacién
entre elementos cuantitativos y no cuantitativos; el alumno debe ser capaz de
abstraer la informacion pertinente de la que no lo es; es decir, se deben
diferenciar aquellos componentes cuantitativos (cantidades conocidas y
desconocidas), asi como el tipo de relacidon implicada. A partir de esta
informacion se llevaran a cabo operaciones matematicas que los relacionen a fin
de obtener un resultado o despejar una incognita; a su vez el educando debe
saber distinguir aquellos componentes cualitativos que no aportan datos utiles y
que pueden confundir al alumno (como el orden o0 modo en que se presenta la
informacion; la extensidn, que puede ser variable; la familiaridad con la situacion,
que puede ser diversa, etcétera). De modo que, sin una guia o una estructura
que oriente el cdmo abordar el problema, el alumno puede verse abrumado para

saber manejar toda esta informacion con potencial distractor.

4.4 Modelo Conceptual basado en Solucion de Problemas.

Dentro del SBI, destacaremos el enfoque “Modelo Conceptual basado en
Solucion de Problemas” (Conceptual Model-Based Problem Solving -COMPS-)
desarrollado por Xin (2012). Este modelo se apoya, primordialmente, en el
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reconocimiento de estructuras comunes en ciertos tipos de problemas verbales,
para la eleccion y aplicacion de operaciones para su resolucion.

¢En qué consiste lo peculiar de esta modalidad de ensefianza? En la
utilizacidn de una serie herramientas o recursos de representacion dentro del
continuo concreto-abstracto, que se pueden ir administrando desde la parte mas
especifica y familiar a la mas abstracta, y todo ello en compatibilidad con un
pensamiento algebraico. Los roles del docente y el alumno adquieren una
funcion diferente a la establecida en los modelos anteriores. En este enfoque es
el profesor quien toma el papel principal en la construccion de los conceptos, ya
que es el encargado de seleccionar los modelos conceptuales que seran
empleados por los alumnos.

4. 4.1 Modelamiento de situaciones reales

Antes de continuar con el analisis de este modelo, es importante
puntualizar que éste se basa en la representacion de eventos en la vida cotidiana
mediante modelos matematicos para la toma de decisiones. Blum y Leiss (2005,
en Xin 2012) desarrollaron un marco de referencia en el cual describieron los
pasos a seguir en el proceso de toma de decisiones con base en modelos
matematicos (ver figura 1): en primer lugar se debe (1) leer y comprender la tarea
mediante la identificacidn de los factores relevantes, con base en la comprensién
de la situacion; (2) se estructura la tarea y se desarrolla un modelo situacional
real; (3) posteriormente se conecta y/o representa el modelo real con uno
matematico; (4) después se procede a resolver y obtener los resultados
matematicos; (5) seguidamente se interpretan los resultados matematicos con

respecto al contexto del problema real; y (6) finalmente se validan los resultados.
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Modelo
Modelo real -
matematico
Situacion Situacion Resultado
real Y modelo matematico

Resultado
real

Figura 6. Modelo de Blum y Leiss (2005, en Xin 2012) de la toma de decisiones con base en

modelos matematicos.

4.5 Desarrollo de competencias

El que los alumnos sean capaces de tomar decisiones siguiendo este
proceso significa que han desarrollado las competencias matematicas
consideradas como basicas por la OCDE y el INEE (ver capitulo 1).

Uno de los aspectos esenciales para el desarrollo de estas competencias
es la capacidad de los alumnos para operar con valores desconocidos, sin
embargo, el 57% de los alumnos mexicanos evaluados mediante la prueba PISA
(OCDE, 2016) es incapaz de resolver problemas que impliquen valores
desconocidos; esto indica que los alumnos presentan dificultades para el
aprendizaje del algebra, como la incapacidad de los alumnos para operar con
elementos abstractos. Xin, Jintendra y Deatline-Buchman (2005) enfatizan que,
ademas de estos problemas, los alumnos con problemas en matematicas tienen
complicaciones con procesos de solucidon que impliquen demasiados pasos.

Aun cuando el desarrollo de estas competencias es un objetivo en comun
con los modelos expuestos en los capitulos anteriores, la importancia del modelo
conceptual basado en solucion de problemas es la atencién a los alumnos con

dificultades para el aprendizaje, concordando con la afirmacion del National
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Council of Teachers of Mathematics (2000, en National Mathematics Advisory
Panel, 2008) acerca de generar en los estudiantes una comprensién conceptual
que busca que los estudiantes utilicen de una forma flexible el conocimiento
matematico y no una memorizacion de hechos o procedimientos que no sabran
en qué momento aplicarlos, ademas de crear conexiones entre distintas areas
de las matematicas como en la aritmética y el algebra, con lo cual Xin (2008)
considera que todos los estudiantes, especialmente aquellos con dificultades en
el aprendizaje, deben ser guiados a maneras de pensamiento algebraico, por lo
cual disefidé una estrategia instruccional basada en esquemas que acentua la
conceptualizacion pre-algebraica.

En consideracion a la ensefianza de estos alumnos con problemas de
aprendizaje, el National Mathematics Advisory Panel (2008 en Xin, Lin, Jones,
Tzur y Si, 2016) considera necesaria la inclusion de actividades disefiadas
especificamente para esta poblacidén; ya que los alumnos con problemas de
aprendizaje tienden a no participar activamente en las construccion de su
conocimiento por iniciativa propia, por lo tanto el panel sugiere una instruccion
guiada de cerca por el profesor con el fin de facilitar la participacién de los

alumnos y en consecuencia fomentar el aprendizaje.

4 .6 Ildentificacion de estructuras

La estrategia de Xin (2012), intenta trabajar en la identificacion de la
estructura comun subyacente a diversos problemas de suma y resta por un lado,
y de multiplicacion o division, por otro. Basados en estas estructuras, los alumnos
aprenden a identificar la informacion relevante para resolver problemas,
desarrollando competencias para la toma de decisiones apoyandose en modelos
matematicos; ya que con este modo de trabajo se hace contacto con la légica
del algebra, si ésta ultima se define como el estudio de las relaciones
cuantitativas del modo mas general posible, se puede apreciar que la
identificacion de la estructura de los problemas aditivos y multiplicativos como lo
hace Xin, es una forma de identificar relaciones cuantitativas del modo mas

general posible.
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Lesh, Doerr, Carmona y Hjalmarson (2003, en Xin, 2012), sostienen que
cuando estos modelos o sistemas son dados a los estudiantes, la actividad
central es la comprension conceptual del sistema; en otras palabras, es de vital
importancia que los alumnos no solo aprendan a utilizar estos modelos de
manera mecanica, sino que sean capaces de identificar como interactuan los
elementos para que los utilicen fuera del contexto escolar.

De acuerdo con esta idea, en el enfoque de solucion de problemas con
base en modelos conceptuales, se proponen estructuras flexibles que sean
adaptables a problemas cotidianos. Como ya se ha mencionado, estan
disefiados en funcion del tipo de relacion cuantitativa (suma/resta o
multiplicacion/division), permitiendo plantear esquemas generalizables entre
estos tipos de relacién en consideracion del axioma de que problemas similares
implican soluciones similares.

4.6.1 Conocimiento conceptual y procedimental

Xin (2008) asevera que al emplear estos esquemas se pueden modelar
patrones (orden en que se presenta la informacion en un problema verbal), asi
como la relacion funcional (qué operacidon matematica relaciona los elementos).
De esta forma se facilita el aprendizaje conceptual (qué significado se atribuye a
los elementos) y procedimental (metodologia para la solucién de problemas).
Esta autora da especial énfasis a la relacion entre ambos tipos de conocimiento,
ya que asegura que ambos se deben relacionar para el aprendizaje. Esto se
ejemplifica mediante un esquema en donde relaciona ambos tipos de

conocimiento en la solucion de problemas (ver figura 7).
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Figura 7. Modelo de resolucion de problemas basado en esquemas. Xin 2008,
p.529
El modelo comprende el proceso de resolucion de problemas en cuatro
etapas:

1. La primera etapa relaciona el uso de esquemas conceptuales con
la identificacion de las caracteristicas particulares del problema
para la seleccién de un modelo que se ajuste a la situacion.

2. La segunda etapa consiste en plantear el esquema seleccionado,
de forma que represente el problema planteado y la relacion entre
los elementos relevantes para la solucién.

3. Posteriormente, con base en la relacion mostrada en el esquema,
se elige la operacion matematica mas apropiada para la relacion

de variables (elementos a considerar).
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4. Por ultimo, se realiza la operacion seleccionada y se plantea una
solucién al problema de acuerdo con el resultado obtenido.

Como se puede observar en el esquema anterior, el conocimiento
conceptual (construccion de relaciones entre elementos de informacion) y el
conocimiento procedimental (ejecucion de un plan de accién) se encuentran
estrechamente ligados. Adicionalmente, es importante sefalar que para la
adquisicion de conceptos y el uso de esquemas fuera del contexto escolar, se
requiere que los alumnos tengan una serie de experiencias resolviendo
problemas en contextos diferentes (como los presentes en su vida cotidiana) con
base en los modelos conceptuales; Wagner (2006, en Xin 2008) afirma que para
la transferencia del aprendizaje escolar a la vida cotidiana mediante el uso de
esquemas para la resolucion de problemas, es fundamental hacer énfasis en la
relacion entre el conocimiento conceptual y el procedimental en distintos
ejemplos. Una vez que se logra esta transferencia, los alumnos aprenden a
utilizar los esquemas de forma generalizada, aun cuando el contexto de los
problemas cambie. Con esto, los estudiantes adquieren las competencias
necesarias para comprender la conexién entre problemas nuevos y familiares,

para llegar con facilidad a la resolucion del problema (Xin, Wiles y Liu, 2008).

4.7 Didactica del Conceptual Model-Based Problem Solving (COMPS)
Metodologia de ensefianza

Como se ha mencionado con anterioridad, el COMPS de Xin acentua el
problema de la adquisicion de esquemas de manera que se ensefia a reconocer
y expresar patrones para facilitar el pensamiento algebraico (Xin, 2008), y tiene
como objetivo facilitar la expresion algebraica de las relaciones matematicas.
Less, Doerr, Carmona y Hjalmarson (2003, en Xin, 2012) afirman que una de las
primeras tareas que deben realizar los nifios dentro de este modelo es la
discriminaciéon de los elementos relevantes, como pueden ser lo datos
especificos que se muestran en cada problema y los descriptores asociados a la
relacion entre elementos (p. ej. menos que, mas que, tantas veces mas, etc), a
su vez, Xin (2012) también da importancia a la diferenciacion de la informacion

irrelevante (la historia que se desarrolla para dar lo datos que se usaran para la
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resolucién), ya que los alumnos con problemas en el aprendizaje presentan
dificultades no solo para reconocer informacion util, sino que también para
ignorar la informacion irrelevante, buscan elaborar esquemas que pueden
resultar demasiado complejos o confusos por la inclusién de muchos elementos.

4.7.1 Esquemas propuestos por Xin

Para evitar las fallas anteriores, Xin desarrollé el esquema Parte-Parte-
Todo (PPT), para los problemas de suma/resta, mientras que para los problemas
de multiplicacién/division, el esquema Factor-Factor-Producto (FFP); estos dos
esquemas sirven de guia para que el alumno pueda, en primer lugar, reconocer
qué clase de problemas son y, en segunda, resolverlos.

En ambos esquemas, los nifios deben, identificar aquellas partes que
estan implicadas (numeros), por ejemplo: Raquel tenia 48 flores en un jarron
grande. Entonces, 19 de las flores se marchitaron, asi que sac6 esas. Luego
quedan 29 flores en el florero. El alumno puede identificar los elementos con
ayuda de preguntas especificas del problema que facilitan una significativa y
adecuada representacion de la informacion: ;Qué pasa en el problema?
¢ Cuantas flores habia al inicio?, ¢ Cuantas flores quité Raquel?, ; Cuantas flores
quedaron al final?, estas preguntas ayudan a la identificacion de los elementos
que componen el esquema bajo los que se llevaran a cabo una operacion, en
este ejemplo se observa que se cuenta con los tres elementos que se requieren
en el esquema PPT, de manera que las 19 flores sacadas del florero y las 29
restantes representan las partes, mientras que las 48 flores son el todo,
representandose de la siguiente manera: (Parte) 19 (Parte) 29 (Todo) 48, lo
mismo ocurre para los problemas de multiplicacién/division.

En segundo lugar, ya que los alumnos pueden reconocer las partes de los
esquemas (Parte-Parte-Todo y Factor-Factor-Producto) se debe prestar
atencion a las operaciones que han de realizarse, lo cual se puede inducir a
través de ciertas preguntas, por ejemplo: Raul tiene 15 tarjetas de béisbol, su
amigo Gerardo le regalé 13 mas por su cumpleafnos, de manera que ahora Raul
tiene 28 tarjetas, para conocer la operacion a realizar, se debe plantear la
pregunta: ;Raul tiene mas o menos tarjetas? ;Se deben sumar o restar

tarjetas?, dado que se aumento el numero de tarjetas se debe realizar una suma,
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por lo que el problema se debe representar de la siguiente manera: 15 (Parte) +
13 (Parte) = 28 (Todo).

Posterior a que los alumnos reconocen estas variantes (de elementos y
operaciones) en distintos problemas y contextos, se comienza a omitir algun
valor (que puede ser cualquiera de las partes o el todo, o cualquiera de los
factores o el producto); por ejemplo: Cristina ley6 dos libros durante el verano.
Un libro era 193 paginas y el otro libro era 267 paginas, ¢ Cuantas paginas ha
leido todo el verano?; Susana esta poniendo su coleccion de 146 piedras en
cajas de huevo. Cada caja puede contener 12 piedras. ;Cuantos cartones
necesita para las 146 piedras?. En el primer ejemplo se observa que solo se dan
dos datos (las partes), y el todo no se sabe, representandose asi 193+267=7;
mientras que en el segundo ejemplo un factor es el que hace falta, por lo que se
representa: 12x?=146. Al igual que los ejemplos anteriores, el alumno puede
ayudarse de preguntas para facilitar el reconocimiento de los elementos y
operaciones.

Por ultimo, y una vez que los alumnos ya saben distinguir los esquemas
y operar con o sin valores desconocidos, la autora propone el uso paulatino de
un recurso mnemotécnico denominado DOTS (Detect, Organize, Transform and
Solve) a fin de que ayude a los alumnos a recordar el procedimiento general que
aprendieron; esta herramienta consta de una lista de 4 elementos: Detectar el
tipo de problema, Organizar la informacion usando el diagrama del modelo
conceptual, Transformar el diagrama de una ecuacion matematica significativa y
Resolver la cantidad desconocida en la ecuacion y comprobar la respuesta.

Xin (2012) afirma que la efectividad de este modelo radica en la
comprension de los conceptos matematicos (por ejemplo: igualdad, incognita,
ecuacion, negativo, positivo) y de la operatividad aritmética, es decir, uno de los
puntos claves es que los estudiantes aprendan a identificar las partes que
componen los problemas y la manera en que se relacionan (operaciones
sumal/resta y multiplicacion/divisién). Al centrarse en esas relaciones entre los
elementos, no s6lo se mejoran las habilidades de los estudiantes en aritmética,
sino que ademas se proporciona el fundamento para el acceso al algebra (Xin,
Zhang, Park, Tom, Whipple y Si, 2011).
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Por ende, en el enfoque de Solucién de Problemas con base en Modelos
Conceptuales se da mayor importancia a la comprension de conceptos que a la
operatividad aritmética (Xin, Liu, Jones, Tzur, y Si, 2014; Jonassen, 2003 en Xin
2012). De esta manera se busca asegurar en primer lugar el desarrollo de
habilidades de identificacion y discriminacion de la informacion, ya que de lo
contrario no importara si los alumnos saben operar o no con los factores
aritméticos si desconocen su funcion o qué elementos utilizan para llegar a una
solucion.

Xin (2012) hace una clasificacion de los tipos de problemas a los que esta
dirigido su modelo: Problemas adicion/sustraccion, que a su vez se dividen en 2
categorias: 1) Parte-Parte-Todo, que abarca 3 subcategorias: combinacion,
cambio con ganancia y cambio con pérdida y 2) Adicidn-Comparacion, que
abarca 2 subcategorias: compara mas y compara menos; y Problemas
Multiplicativos, que se dividen en dos categorias: Grupos Iguales vy
Multiplicacion-Comparacién. A continuacion, se explicara en qué consiste cada
categoria y subcategoria.

4.7.2 Problemas adicidon/sustraccion

e Parte-parte-todo (ver figura 3). Este tipo de problemas indica cuando dos
cantidades hacen un todo (en adelante Problemas PPT).

PARTE PARTE TODO

o =

La gramatica para reconocer la estructura, consta de 3 preguntas principales:
TODO: ¢{Qué enunciado o pregunta indica la cantidad total?

PARTE: ¢ Qué enunciado o pregunta indicAa la cantidad que es una parte del
total o del todo?

PARTE: ¢Qué enunciado o pregunta indica la otra cantidad que es la otra
parte del total o del todo?

Figura 8. Esquema perteneciente al modelo Parte-Parte-Todo
En términos generales, todos los problemas de adicidbn o sustraccion
implican las diferentes relaciones entre estos tres elementos (Parte-Parte-Todo);
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sin embargo, la autora distingue tres subcategorias que pueden representar
diferente grado de dificultad. Estas serian:

1. Combinacién
Ejemplo 1: Jamie y Daniella han descubierto que juntas tienen 92 libros. Jamie
dice que ella tiene 57 libros. ¢ Cuantos libros tiene Daniella?
Ejemplo 2. Victor tiene 51 rocas en su coleccion. Su amiga Maria tiene 3 rocas
en su coleccion. ¢ Cuantas rocas tienen entren los dos?

2. Cambio con ganancia
Ejemplo 1. Luis tiene 73 barras de dulces. Luego, otro estudiante, Lucas, le di6
mas barras de dulce. Ahora Luis tiene 122 barras de dulce. ; Cuantas barras de
dulce le di6 Lucas a Luis?
Ejemplo 2: Un jugador de basketball corrié 17 vueltas alrededor de la pista. El
entrenador le dijo que corriera 24 vueltas mas al final de la practica. ¢ Cuantas
vueltas en total di6 el jugador de basketball?

3. Cambio con pérdida
Ejemplo 1: Davis tiene 62 soldados de juguete. Luego, un dia, él perdié 29 de
ellos. ¢ Cuantos soldados de juguete tiene ahora Davis?
Ejemplo 2: Alexandra tiene muchas mufiecas. Luego ella le regala 66 de sus
mufiecas a su hermana menor. Ahora Alexandra tiene 63 mufiecas. ¢ Cuantas
mufiecas tenia Alexandra al inicio?

e Adiciéon comparativo (ver figura 4). Se comparan dos cantidades (una

mayor que la otra).

MENOR DIFERENCIA MAYOR

La gramatica para reconocer la estructura, consta de 3 preguntas principales:
MENOR: ¢ Cual enunciado o pregunta te indica la cantidad mas pequefia?
MAYOR: ¢ Cual enunciado o pregunta te indica la cantidad mas grande?
DIFERENCIA: ¢Cuadl enunciado o pregunta indica que una de las cantidades
es mayor o menor que la otra?

Figura 9. Esquema perteneciente al modelo Adicion Comparacion
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A su vez, los problemas de PPT abarcan 2 subcategorias, en donde
cualquiera de las partes (sea la mayor, menor o diferencia) puede ser
desconocida, que pueden representar diferente grado de dificultad. Estas serian:

1. Problemas de Cambio-ganancia (AC-More Problems)
Ejemplo1. Ramén salié un dia y compro 54 coches de juguete. Mas tarde, Ramoén
descubrié que su amiga Gabrielle tiene 56 coches mas que lo que él compro.
¢ Cuantos coches tiene Gabrielle?
Ejemplo 2. Estefania recoge pelotas de goma. A partir de hoy ella tiene 93 de
ellas. Estefania tiene 53 pelotas de goma mas que su amiga Elisa. ¢ Cuantas
pelotas de goma tiene Elisa?

2. Problemas de Cambio-pérdida (AC- Less Problems)
Ejemplo 1. Carolina dijo que tenia 82 manzanas. Si Alberto tiene 32 manzanas
menos que Carolina, ¢ Cuantas manzanas tiene Alberto?
Ejemplo 2. Diana tiene 6 pequefios peces en su acuario. Su papa tiene 104
pequefios peces en su acuario. ¢Cuantos peces menos tiene Diana en
comparacion con su papa?

4.7.3 Problemas multiplicativos

Se hace empleo del modelo “Factor-Factor-Producto” (véase figura 10)
que es una generalizacion del modelo conceptual de multiplicacion y division
donde se deben identificar tres elementos basicos: factor-factor-producto; donde
el primer factor refiere al valor de las unidades y el segundo al numero de
unidades, por ultimo, el producto sera el resultado total de la multiplicacién o

division segun sea la relacion entre los elementos.

FACTOR FACTOR PRODUCTO

Figura 10. Esquema general de problemas multiplicativos
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Este modelo se usa para las siguientes categorias (Xin, 2012):
e Grupos iguales (Véase figura 11). Se indica un numero igual de
segmentos o partes. Se puede desconocer el valor de cada unidad, el
numero de unidades o el producto.

Unidad de # de

medida partes Producto

La gramatica para reconocer la estructura, consta de 3 preguntas
principales:

UNIDAD DE MEDIDA: ¢ Cual pregunta o enunciado indica la cantidad
de elementos de cada parte?

# DE PARTES: ¢Cual pregunta o enunciado indica el nimero de
partes?

PRODUCTO: ¢{ Cual pregunta o enunciado indica el total?

Figura 11. Esquema perteneciente al modelo Grupos Iguales

Ejemplo 1. Una escuela organiz6 una visita al museo en Lafayette. Gasto un total
de $667 comprando 23 boletos. ¢ Cuanto cuesta cada boleto?
Ejemplo 2. En una escuela hay un total de 575 alumnos. Si un salon puede

albergar 25 estudiantes, ; Cuantos salones deberia tener la escuela?

e Comparaciones multiplicativas (Véase figura 7). Se indica cuando un
numero o cantidad multiplica y compara una parte de otra cantidad. Se
puede desconocer el conjunto comparado, el conjunto de referencia o el

multiplicador.
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La gramatica para reconocer la estructura, consta de 3 preguntas
principales:

MULTIPLICADOR: ¢ Cual pregunta o enunciado indica una cantidad
que es mas 0 menos veces que otra?

UNIDAD: ¢ Cual pregunta o enunciado indica una cantidad o unidad
que es multiplicada por otra?

PRODUCTO: ¢ Cual es la cantidad comparada o el producto?

Figura 12. Esquema perteneciente al modelo Comparacion Multiplicativas.

e Ejemplo 1. Issac tiene 22 canicas. Lucas tiene 22 veces mas canicas que
Issac. ¢ Cuantas canicas tiene Lucas?

e Ejemplo 2. Gina ha enviado 462 paquetes en la ultima semana para la
oficina de correos. Gina ha enviado 21 veces mas paquetes a su amiga
Diane. ¢ Cuantos paquetes ha enviado Diane?

4.8 Pruebas empiricas del modelo

Se han realizado diferentes estudios para probar la efectividad de este
modelo conceptual obteniendo resultados favorables (Xin, Jitendra, y Deatline-
Buchman, 2005; Xin, 2008; Xin, Wiles y Lin, 2008; Xin, 2012,), uno de los mas
prominentes es en el realizado por Xin, Zhang, Park, Tom, Whipple y Si (2011)
en donde se tiene como principal objetivo evaluar y comparar la efectividad dos
procedimientos instructivos de resolucion de problemas, Modelo Conceptual
Basado en Resolucion de Problemas (COMPS) y un enfoque instruccional
heuristico general (GHI) para la resolucion de problemas verbales de
multiplicacion y division a estudiantes con problemas de aprendizaje.

La distincion principal entre las dos condiciones (COMPS y GHI) radico
en las herramientas que sirvieron para la resolucion de problemas verbales. En
la primera condicion, los estudiantes contaban con un modelo bien definido

(Factor-Factor-Producto) sirviendo para impulsar la seleccion de la operacion
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para resolver lo desconocido. En contraste, la condicion de GHI tenia la
flexibilidad de usar multiples estrategias, por lo que los elementos de la ecuacion
no fueron definidos.

En general, los resultados indicaron que el grupo COMPS mejoro
significativamente mas que el grupo GHI; el grupo COMPS logré resolver
problemas basados en un modelo que ayudara a reconocer los elementos y a
elegir el tipo de operacion a realizar y cdmo éstos se encuentran relacionados
asi como su expresion matematica, por el contrario, en el grupo GHI, aunque se
resolvieron varios problemas planteados, se usaron diversas estrategias, con las
que no lograron darle sentido a la relacion matematica en una ecuacion, por
ejemplo, algunos alumnos realizaron operaciones basadas en el tamafo del
numero, por ejemplo, si se trataban de numeros grandes, realizaban divisiones,
y si se trataba de numeros pequefios usaban la multiplicacion, lo que evidencia
que los alumnos priorizan los datos expuestos sin antes hacer un analisis de lo
que pide realizar el problema o si se tiene una serie de estrategias que no ayudan
a la comprension del mismo, contrario a si los alumnos cuentan con estructuras
que les ayuden a identificar lo elemental del problema y entendiendo la relacion
de cada parte que lo conforman, tal como lo hace el método COMPS.

De acuerdo con este estudio, los autores mencionan que se puede
esperar que los estudiantes de primaria con problemas de aprendizaje
evolucionen de las operaciones concretas a pensar simbodlicamente o
algebraicamente, debido a la sistematicidad de la instruccion algebraica basada
en la conceptualizacion de las relaciones matematicas y la resolucion de
problemas. De manera que se la estrategia de COMPS promueve la expresion
algebraica de las relaciones matematicas en la resolucion aritmética de
problemas verbales, puede facilitar la preparacion del algebra, tal como lo
promueven el National Mathematics Advisory Panel y el Panel Consultivo
Nacional de Matematicas.



CAPITULO 5. DISCUSION

En los capitulos previos se han descrito tres modelos educativos distintos
vinculados la relacion entre la aritmética y el algebra: el modelo de pre-algebra,
algebra temprana y el enfoque de solucion de problemas con base en modelos
conceptuales; cada uno de estos modelos presenta una perspectiva diferente
sobre el aprendizaje de matematicas, lo cual deriva en distintas metodologias
para la ensefianza de la misma.

El modelo de pre algebra propone una serie de actividades disefiadas a
partir de principios aritméticos que se vinculen con elementos algebraicos, de
manera que los estudiantes puedan formar nociones o preconceptos (Ausubel,
Novak y Hanesian 1983) propios del algebra, previamente a su instruccién formal
en esta area de las matematicas, posicionando al modelo pre algebraico como
un curso adicional a la ensefianza habitual, situado en el cambio de aritmética al
algebra con la finalidad de establecer un puente conceptual entre ambas,
facilitando asi la adquisicion de conceptos algebraicos (Linchevski, 1995).

Desde una perspectiva distinta, el modelo de algebra temprana propuesto
por Schliemann, Carraher y Brizuela (2011) plantea la ensefianza conceptual del
algebra como una generalizacién de la aritmética, haciendo de ambas un
continuo légico, y no dos ramas de conocimiento independientes. Con base en
esto, se plantea una forma de ensefianza basada en el concepto de zona del
desarrollo proximo acufiado por Vygotsky (2015), situando al profesor y a los
alumnos como los principales responsables de la adquisicion de conceptos
algebraicos a partir de sus conocimientos previos a la instruccion. Desde esta
perspectiva, adquiere particular importancia conocer los conceptos infantiles
acerca de modos de representacion de relaciones cuantitativas, a fin de que la
ensefanza se coloque un paso delante de estas nociones y se encamine hacia
formas de representacion algebraicas.

Finalmente, el enfoque de solucién de problemas con base en modelos
conceptuales, el cual deriva de la Instruccion Basada en Esquemas o SBI por
sus siglas en inglés (Xin, Liu, Jones, Tzur, y Si, 2014), parte de la idea de que
problemas semejantes, pueden resolverse con estrategias semejantes; por lo

tanto este ultimo modelo pretende disefiar guias o protesis que guien a los
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alumnos para la resoluciéon de problemas de acuerdo a sus caracteristicas o
estructura de los problemas. La diferenciaciéon de los problemas puede hacerse
a partir de campos conceptuales definidos por Vergnaud (1982, en Moreira,
2002) como conjuntos informales y heterogéneos de informacion relevante a
distintas situaciones. Una vez que sea identificada la relacion con problemas que
los alumnos pudieron haber resuelto con anterioridad, se disefia una solucién

basado en esta experiencia.

5.1 Principales diferencias entre los modelos
5.1.1 Relacién aritmética-algebra

Una de las principales diferencias entre los modelos sefialados al inicio
de esta capitulo, es la forma de caracterizar la relacion entre el algebra y la
aritmética: una perspectiva (pre-algebra) asume que son areas de conocimiento
independientes que deben relacionarse de manera congruente para facilitar el
paso de la aritmética al algebra; considerando a la segunda como un area de
mayor complejidad para el aprendizaje debido al uso de representaciones
abstractas, a diferencia de la aritmética donde habitualmente se relacionan las
cantidades numéricas con elementos concretos. De esto deriva el objetivo de

generar vinculos entre ambas areas.

Aritmética Algebra

Instruccion

Figura 13. Enfoque de aritmética y algebra como areas independientes. Schliemann, Carraher y Brizuela,
2011:17

Por otro lado, una perspectiva diferente asume el algebra como forma

sistematica de expresion de relaciones numéricas; se considera que el algebra



66

y la aritmética forman parte de un continuo donde el primero es la expresion
generalizada de operaciones aritméticas, por lo que el papel central en la
ensefanza del algebra son los procesos de generalizacion y abstraccion.

Aritmética

Figura 2. La aritmética con un caracter inherentemente algebraico. Schliemann, Carraher y Brizuela,
2011:19

En la segunda perspectiva se considera que tanto la aritmética como el
algebra pueden relacionarse mediante un continuo de representaciones de
relaciones numeéricas que van de los elementos concretos (aritmética) a
elementos abstractos (algebra).

Como se puede observar, un elemento en comun entre ambas
perspectivas (y por ende entre los modelos) es la vinculacién del algebra con la
representacion de relaciones numeéricas mediante elementos abstractos, por lo
tanto en cada metodologia se plantean formas de representacion con
componentes concretos y la inclusion progresiva de elementos abstractos.

Sin embargo esto no termina por esclarecer cual de estos modelos
representa una mejor alternativa, se puede considerar el trabajo de Echazarra,
Salinas, Méndez, Denis y Rech (2016) como una aproximacion a la resolucion
de esta duda, estos autores examinaron como las estrategias particulares de
ensefanza y aprendizaje estan relacionadas con el rendimiento del alumno en
preguntas especificas de la prueba PISA, en particular preguntas sobre
matematicas. Dentro de este analisis se consideraron de manera particular dos
grupos de estrategias: aquellas que favorecen la memorizacion y son
relacionadas a métodos de ensefianza directivos, por otro lado se situaron las

estrategias que promueven el desarrollo de conocimientos mediante ejercicios
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de reflexion, es decir, estrategias con orientaciones cognitivas y la adquisicion
de conceptos.

Si se analizan de manera global los resultados obtenidos, es complicado
identificar una tendencia en las estrategias empleadas por los paises con
mejores resultados. Sin embargo al evaluar los resultados con base en los
niveles de dificultad establecidos en la prueba PISA, se puede observar que las
estrategias directivas son eficaces en los primeros niveles de dificultad, donde
se evalua la capacidad de operar con valores concretos y la identificacion de
elementos relevantes del contexto; no obstante, en los siguientes niveles de
dificultad donde se evalua la deduccion de informacion no explicita y el uso de
conceptos como variable o incognita, la eficacia de este tipo de estrategias
disminuye considerablemente.

Por otro lado, las estrategias cognitivas demostraron una alta eficacia en

la ensefanza de los elementos evaluados en los niveles mas altos de
complejidad; pero se encontré que los alumnos ensefiados bajo este tipo de
estrategias inicialmente presentan dificultades para llegar al desarrollo de estos
conceptos. Por tanto, se sugiere que una combinacion de ambos tipos de
estrategias, como el planteado en esta investigacion, puede dar resultados
satisfactorios.
A su vez, Echazarra, Salinas, Méndez, Denis y Rech (2016) pusieron a prueba
esta hipotesis, tras identificar las estrategias predominantes en cada pais y su
desempeino en la prueba PISA en el area de matematicas, realizaron una
regresion logistica donde predijeron la respuesta de los alumnos al emplear
estrategias cognitivas en los paises con tendencia a las estrategias directivas y
viceversa. Se predijo una mejoria generalizada en el desempefio con base en
los criterios de evaluacion de la prueba PISA, siendo esta significativa en mas
del 50% de los paises participantes.

De modo que, se estima que un modelo mixto, el cual involucra ambos
tipos de estrategias, mejora los resultados obtenidos en comparacion a cuando
se emplea un solo tipo de estrategias (memorizacidn o cognitivo),
independientemente de cual sea este. Con el fin de mejorar el desarrollo de
competencias matematicas consideradas como basicas por la OCDE, esta
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organizacion retoma los modelos mixtos que incorporan estrategias directivas
como base, para posteriormente dar paso al desarrollo conceptual mediante
estrategias cognitivas como un modelo 6ptimo de ensefianza recomendable a
todos los paises miembros.

El estudio realizado por Echazarra, Salinas, Méndez, Denis y Rech (2016)
no compara de manera precisa los modelos analizados en esta investigacion, ya
que atiende a estrategias de aprendizaje las cuales representan categorias muy
generales para considerarlas como equivalentes a los modelos, no obstante, las
conclusiones encontradas por estos autores abre la posibilidad a una alternativa
diferente; estos autores llegaron a la conclusién de que la comparativo de
estrategias educativas no demuestra que una sea superior en todo sentido, sino
gue cada una de estas cobra relavancia en funcién de los contenidos.

Podriamos establecer lo mismo acerca de la comparativa de los modelos,
a reserva de un prueba empirica, ya que cada uno de los modelos se enfoca en
una problematica diferente de la trassicidon de la aritmetica al algebra, por lo que
se asume que ninguno de los modelos sera superior en todos los sentidos a los
otros, sino que cada uno demostrara mejores caracteristicas en funcidén del tema

de ensefianza y la problematica particular que se presente.



CONCLUSICEN

Dada la importancia atribuida por la OCDE (2016) a las matematicas y la
problematica de desemperfio de los alumnos mexicanos de educacion Primaria y
los alumnos de 15 afios, se analizé el disefio de metodologias que fomenten el
desarrollo de las competencias matematicas, particularmente se analizaron tres
modelos diferentes orientados a facilitar la transicion aritmética/algebra: a) pre-
algebra, b) algebra temprana y el c) aprendizaje basado en esquemas.

El modelo de pre algebra propone una serie de actividades disefiadas a
partir de principios aritméticos que se vinculen con elementos algebraicos, de
manera que los estudiantes puedan formar nociones o preconceptos (Ausubel
en 1983) propios del algebra, previamente a su instruccion formal en esta area
de las matematicas, posicionando al modelo pre algebraico como un curso
adicional a la ensefianza habitual, situado en el cambio de aritmética al algebra
con la finalidad de establecer un puente conceptual entre ambas, facilitando asi
la adquisicion de conceptos algebraicos (Linchevski, 1995).

Desde una perspectiva distinta, el modelo de algebra temprana propuesto
por Schliemann, Carraher y Brizuela (2011) plantea la ensefianza conceptual del
algebra como una generalizacion de la aritmética, haciendo ambas un continuo
l6gico, y no dos ramas de conocimiento independientes. Con base en esto se
plantea una forma de ensefianza basada en el concepto de zona del desarrollo
proximo acufiado por Vygotsky (2015), situando al profesor como un guia del
aprendizaje y a los alumnos como los principales responsables de la adquisicion
de conceptos algebraicos a partir de sus conocimientos previos a la instruccion.
Desde esta perspectiva adquiere particular importancia, conocer los conceptos
infantiles acerca de modos de representacion de relaciones cuantitativas, a fin
de que la ensefanza se coloque un paso delante de estas nociones y se
encamine hacia formas de representacion algebraicas.

Finalmente, el enfoque de solucién de problemas con base en modelos
conceptuales, el cual deriva de la Instruccion Basada en Esquemas o SBI por
sus siglas en inglés (Xin, Liu, Jones, Tzur, y Si, 2014), parte de la idea de que
problemas semejantes, pueden resolverse con estrategias semejantes; por lo

tanto este ultimo modelo pretende disefiar guias o protesis que guien a los
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alumnos para la resoluciéon de problemas de acuerdo a sus caracteristicas o
estructura de los problemas. La diferenciaciéon de los problemas puede hacerse
a partir de campos conceptuales definidos por Vergnaud (1982, en Moreira,
2002) como conjuntos informales y heterogéneos de informacion relevante a
distintas situaciones. Una vez que sea identificada la relacion con problemas que
los alumnos pudieron haber resuelto con anterioridad, se disefia una solucién
basado en esta experiencia.

Al analizar el desarrollo de estrategias de ensefianza para la educacion
Primaria encontramos que una de las principales diferencias entre estos
modelos, es la forma de caracterizar la relacion entre el algebra y la aritmética:
el modelo de pre-algebra asume que son areas de conocimiento independientes
que deben relacionarse de manera congruente para facilitar el paso de la
aritmética al algebra; considerando a la segunda como un area de mayor
complejidad para el aprendizaje debido al uso de representaciones abstractas, a
diferencia de la aritmética donde habitualmente se relacionan las cantidades
numeéricas con elementos concretos. De esto deriva el objetivo de generar
vinculos entre ambas areas.

Por otro lado, tanto el modelo de algebra temprana y el de aprendizaje
basado en esquemas asumen el algebra como forma sistematica de expresion
de relaciones numéricas; se considera que el algebra y la aritmética forman parte
de un continuo donde el primero es la expresidn generalizada de operaciones
aritméticas, por lo que el papel central en la ensefianza de algebra son los
procesos de generalizacion y abstraccion mediante el uso de diversas de
representaciones de relaciones numeéricas que van de los elementos aritmética
a elementos abstractos. Esta diferencia al considerar la relacidn entre aritmetica
y algerba determinar la forma en la que son construidas las metodologias de
cada uno de los modelos.

Aun cuando cada uno de los modelos elabora una propuesta diferente, es
complicado determinar la superioridad de un modelo por sobre el otro en cuanto
a su eficacia para el desarroll6 de competencias matematicas, ya que los
resultados obtenidos con la comprobacion de cada uno de estos modelos no es
copletamente generalizable a todos los elementos que competen al curriculo de
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educaciéon basica; esto se puede deber al énfasis que hace cada uno de los
modelos (pre-algebra al desarrollo conceptual, algebra temprana a la
multirepresentatividad de las relaciones numeéricas y el modelo de aprendizaje
basado en esquemas a la identificacion de los elementos de un problema y sus
relaciones), ya que esta especializacion termina por dejar descubiertos rubros
importantes que podrian ser abordador desde los otros modelos.

Por lo tanto, se concluyé que la presentacion de un modelo mixto que
logré incorporar los elementos mas importantes de cada uno de los modelos
analizados (pre-algebra, algebra temprana y aprendizaje basado en esquemas)
podria resultar como la estrategia mas eficaz para el desarrollo eficaz de
competencias matematicas. No obstante, esto supone un nuevo reto, ya que la
integracion de los modelos supone la comparacion no unicamente de estrategias
especificas, sino de bases tedricas que pueden resultar incompatibles o afectar
a la estructura global de los modelos al no respetarse la secuencia planteada
originalmente, ya que se corre el riesgo de implementar estrategias sin una base
tedrica a propiada, asi como de caer nuevamente en la incongruencia didactica

al emplear métodos que parten de perspectivas diferentes
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