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Introduccion

El problema del subespacio invariante es uno de los problemas mas conocidos
en el drea de teoria de operadores. Surgi6 a mediados del siglo pasado y a pesar
de los numerosos resultados que ha habido, varias preguntas siguen abiertas.

El objetivo de esta tesis es llegar a estudiar el siguiente problema: dado un
espacio de Hilbert X y un operador T': X — X acotado, ;T tiene un subespacio
S invariante cerrado y no trivial? A este problema abierto, se le conoce como el
problema del subespacio invariante.

Estudiar esta pregunta tiene varias motivaciones; si T' tuviera un subespacio
invariante cerrado no trivial, facilitaria la manipulacién del operador. Que T'
no tenga subespacios invariantes cerrados no triviales nos da también mucha
informacién; dado que siempre se pueden construir subespacios cerrados que
sean invariantes bajo T', lograr demostrar que un operador no tiene subespacios
invariantes cerrados no triviales, obliga a dichos subespacios a ser densos en X.
Esto nos da teoremas de aproximacion.

Para abordar el problema, partiremos desde un conjunto de hipétesis muy
reducido y a medida que avancemos iremos dotando tanto a la transformacién
T, como al subconjunto Sy al espacio X con nuevas propiedades hasta llegar a
las planteadas en la ya mencionada pregunta.

En el primer capitulo se hard la construccién del problema; definiremos con-
junto invariante y partiremos de la pregunta ;cuando una transformacién tiene
un conjunto invariante? Haremos varias observaciones para evitar respuestas
triviales, daremos ejemplos y, como ya se menciond, iremos agregando poco a
poco hipétesis a X, T'y S. Acabaremos planteando la siguiente pregunta: Si X

es un espacio vectorial, T' una transformacion lineal, y S un subespacio de X,

\%
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.T tiene un subespacio invariante distinto del {0} y del total?

En el segundo capitulo desmenuzaremos el problema en el caso en que el
espacio X sea de dimensién finita. Daremos ejemplos de subespacios invariantes
no triviales para ciertas transformaciones lineales y lograremos responder la
pregunta separando los casos dimX = 1, dimX = 2 y dim X > 3 . Para ello

necesitaremos hacer uso de un poco de algebra lineal.

Finalmente, en el tercero, estudiaremos lo que sucede si X es de dimensién
infinita. Este dltimo estard dividido en cinco partes; en la primera X seguird
siendo simplemente un espacio vectorial. Demostraremos que bajo estas condi-
ciones todo operador lineal tiene un subespacio invariante distinto del {0} y del
total. A continuacién, pediremos que dicho subespacio sea también cerrado, y
para ello debemos dotar al espacio X de una topologia; demostraremos que si
X es un espacio vectorial topoldgico no separable, entonces toda transformacion
lineal tiene un subespacio invariante cerrado distinto del {0} y del total. Tendre-
mos que definir conceptos de convergencia en estos espacios. En la tercera parte,
le agregaremos a X una norma, daremos definiciones y ejemplos, y en la cuarta
pediremos ademaés que X sea completo. Introduciremos un poco de teoria es-
pectral de operadores, que acompafnaremos con varios ejemplos para finalmente
llegar al punto clave de esa parte: el teorema de Lomonosov. Ahi demostraremos
que todo operador compacto tiene un subespacio invariante cerrado no trivial.

Extenderemos este teorema a una clase mas grande de operadores.

Finalmente en la ultima parte le otorgaremos al espacio un producto interno,
resultando entonces X un espacio de Hilbert. Nuestro objetivo serd probar que
todo operador normal tiene un subespacio invariante cerrado distinto del {0}
y del total. Para ello, haremos uso de los teoremas espectrales para operadores

autoadjuntos y normales.

En cada una de estas secciones se presentaran las definiciones y los resul-
tados necesarios para la demostraciéon de los teoremas importantes, ademas de

ejemplos para ilustrar dichas definiciones y teoremas.

Durante todo el trabajo denotaremos como R(7T') al rango y como y N(T) al
nicleo de una transformacién T'. Ademaés gen U denotaré el subespacio generado

por el conjunto U.
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Este trabajo usa material de Algebra lineal, Anélisis, Topologia y Teoria
espectral de operadores, se necesita cierta familiaridad con ello.

Varias ideas de la tesis estdn basadas en el libro [12] y en la exposicién sobre
dicho problema, que presenté Rubén Martinez durante la Escuela de analisis

matemético en Colima 2016.
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Capitulo 1

Construccion del problema

Vamos a considerar una transformaciéon 7' : X — X, un conjunto S C X
y nos preguntaremos si T[S] C S. Cuando esto suceda, diremos que S es un

conjunto invariante bajo 7', o un conjunto T-invariante.

X T X

El primer ejemplo de conjunto invariante que se nos podria venir a la mente
es el espacio total X; podemos observar que T[X] C X por pura definicién de
T. Otros conjuntos que se ocurren rapidamente son los puntos fijos; si T' tuviera

puntos fijos, todos ellos seran invariantes:

S={zreX:T(x)=xa},

es un conjunto 7-invariante.
Si pensamos en ejemplos sencillos de conjuntos invariantes nos encontramos

con una variedad muy grande. Dado que nuestra pregunta es visiblemente dema-
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siado general, vamos a restringirnos un poco. Hay tres caminos de investigacion,

o tres preguntas que nos podemos hacer:

= ;Qué podemos pedirle a T'7

= ;Qué podemos pedirle a S7

= ; Qué podemos pedirle a X7

Estas preguntas estan muy relacionadas entre ellas; para pedirle ciertas cosas

a S o aT vamos a tener que adecuar el espacio X.

Empecemos tomando transformaciones que se pueden considerar sencillas:
las transformaciones lineales. Para trabajar con una transformacion lineal de-
finida de X en X debemos otorgar al espacio una estructura en la que tenga
sentido hablar de suma de vectores y de producto por escalares. Por esto a par-
tir de aqui X serd un espacio vectorial sobre un campo F y vamos a considerar
nada més transformaciones lineales. De este modo, queda claro que T(0) =0 y

por tanto {0} es un conjunto invariante bajo T para toda T

Dado que los conjuntos X y {0} son siempre invariantes bajo cualquier
transformacion lineal, los llamaremos los conjuntos invariantes triviales para 7.
Nuestro objetivo sera entonces analizar cudndo T tiene conjuntos invariantes no

triviales.

Vamos a dar unos cuantos ejemplos de conjuntos invariantes de funciones

lineales.

Ejemplo 1.0.1. Empecemos por el ejemplo mds accesible, vamos a considerar

una transformacion lineal T : R — R. Entonces T'(z) = ax para algin o € R.

= Sia=1, todo subconjunto S C R es un conjunto invariante de la trans-

formacion T'(z) = x.



Figura 1.1: Todo subconjunto de R es T-invariante.

= Sia >0, entonces sea

S={zeR:x>0}.

Observemos que

T15] {T'(z): 28}
= {y=ax:zeS}
= {y:y=0}

= S

Por lo tanto S es invariante bajo T .

S={reR:z>0}
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= Sia <0, separemos en dos casos:

e 5i—1< a <0 entonces sea a € R y consideremos S = [—a, a].

TS] = {T(x):x2€S}
= {y=oax:x € [—a,a}

[—a-a,x - al.

Y dado que —1 < a < 0 entonces

—a<—a-aLa-a<a,

por lo tanto T[S] C S.

o Sia < —1, los conjuntos invariantes que habiamos encontrado en los

casos anteriores ya mo sirven aqui.



Figura 1.2: Si consideramos nuevamente los conjuntos de la forma [—a, a], valuando
T en a tenemos T'(a) = aa < —a, por lo tanto T'(a) ¢ [—a, al.

Sin embargo esto no implica que T no tenga conjuntos invariantes.
El método que mostraremos a continuacion nos serd de gran ayuda
mas adelante. Vamos a construir un conjunto de tal forma que lo

forcemos a ser invariante bajo T .

Sea x € R con x # 0, buscamos S tal que T[S] C S. Entonces que-
remos que T'(z) = ax € S. Si esto ocurriera podriamos nuevamente
aplicar la transformacién y T?(z) € S. Siguiendo este proceso, lle-

gariamos a que T"(z) = o™z € S. Es decir que si definimos
S = {x,Ta:,TQx,T?’x...} ,

entonces S es invariante bajo T. ;Es no trivial? Como x # 0 entonces
S # {0}, ademds podemos observar que S es un conjunto numerable,

por lo tanto S # R.
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T%

T3

Este iltimo método nos lleva a hacer varias observaciones; para cada punto
hay un conjunto invariante “asociado”, es decir cada punto genera a un conjunto
invariante. Otra observacion es que no usamos que « < —1, por tanto pudimos
haber encontrado conjuntos invariantes con este mismo método en cualquiera
de los casos anteriores. Lo podriamos generalizar a R™ sin ninguna dificultad, y

mas aun, lo podemos generalizar a cualquier espacio vectorial X infinito:

Proposicion 1.0.1. Sea X espacio vectorial infinito. Para un x # 0 conside-
remos el conjunto:

S = {ac,T:v,T%c,...},

que ya vimos que es invariante bajo T. Como x # 0, entonces S # {0}.

Si T™x = 0 para algin m € N, entonces S es finito pues a partir de ahi
todos sus elementos se anulardn. Y por tanto S # X.

Si0¢ S, entonces S # X.

En ambos casos X es no trivial.

Esto incluso nos incita a pensar que este método sirve para cualquier T lineal
y X espacio vectorial, sin embargo hay que tener cuidado, nuestro espacio X
tiene un grado de libertad demasiado grande; podriamos tomar un X que sea

finito, como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.0.2. Sea X = Zy sobre Zy. Entonces X = {1,0} ~ Zy. Como {1}



es base, existe una transformacion lineal tal que T'(1) = 0. Ahora, los inicos
conjuntos invariantes posibles serian {0}, {1}, y {0,1}. De entre éstos, el inico
que no es trivial es el {1}, pero dado que T(1) = 0 entonces {1} no es invariante

bajo T. En consecuencia T no tiene conjuntos invariantes no triviales.

Nosotros no nos vamos a adentrar en estos terrenos, a partir de aqui sdlo
consideraremos espacios vectoriales sobre los campos R o C. Lo trabajado en
el ejemplo 1.0.1 nos muestra que, restringiéndonos a estos campos, nuestra pre-
gunta carece un poco de sentido con unas hipdtesis tan laxas.

Podemos notar que le estamos dando demasiada libertad al conjunto S.
Como la estructura de nuestro espacio X es de espacio vectorial y T es lineal,
vamos a pedir que S sea un subespacio de X. Dado que los conjuntos {0} y
X son subespacios, tiene sentido preguntarse por la existencia de subespacios
no triviales. Con estas hipdtesis llegamos finalmente al problema principal de
la tesis: Dado una transformacién lineal T : X — X, ;T tiene un subespacio
invariante no trivial?

Primero habria que asegurarnos que nuestra pregunta estd bien plantea-
da: jel conjunto de todas las transformaciones lineales de X en X que tienen
subespacio invariante, es no vacio? Efectivamente, la transformacion identidad

I: X — X,y sus miltiplos, cumpliran siempre con esto.

A lo largo del trabajo nos haremos repetidamente las siguientes preguntas:

(Existe alguna transformacién lineal T': X — X, que no sea un multiplo de
la identidad, tal que T' tenga un subespacio invariante no trivial?

[ Existe alguna transformacién lineal T : X — X tal que no tenga subespa-
cios invariantes no triviales?

En caso de que las respuestas anteriores sean positivas podemos vernos més
restrictivos:

;,Qué le podemos pedir a T para poder asegurar que T tenga siempre un
subespacio invariante no trivial?

. Qué le podemos pedir a X para que algin tipo de transformaciéon lineal
T, que no sea un muiltiplo de la identidad, tenga un subespacio invariante no

trivial?
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Capitulo 2

X de dimension finita

En este capitulo trabajaremos con X un espacio vectorial de dimensién finita

n con campo F.

2.1. Espacio vectorial real

En un inicio veremos qué ocurre cuando 7' : R® — R™ con campo F = R.
Dado que todo espacio vectorial de dimensiéon n sobre R es isomorfo a R"™,
entonces nos enfocaremos en estudiar la existencia de subespacios invariantes
en R"™. Para ello, primero analizaremos qué ocurre si n = 1.

Sea T : R — R lineal. Como la dimensién del espacio es 1 se tiene que
T(xz) = ax con a € R, ademds dado = € R con z # 0 se tiene que gen {z} = R.
Por lo tanto los tnicos subespacios de R son el {0} y R, concluimos entonces

que no existen subespacios invariantes no triviales para 7.

Supongamos ahora que n > 1 y consideremos las siguientes transformaciones:

Ejemplo 2.1.1. Sea T : R? — R? dada por T(z,y) = (2z,6x — y).

Primero veamos qué sucede con el eje y.

T(07 y) = (07 _y)7

por lo tanto dicho eje es un subespacio invariante no trivial para T. Ahora, dado
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que los Unicos subespacios no triviales de R? restantes son rectas de la forma

Yy = ax entonces quisiéramos encontrar puntos tales que:
T(x,az) = Az,az) VzeR.
Y esto ocurre si y solo si:

(2z,62 — ax) — A(z,az) =0,
((2=MNz,(6 —a—aX)zx) =0,

es decir:
A=2 y 6—a—Aa=0,

A=2 y a=2.

Por lo cual S = gen{(1,2)} es un subespacio invariante no trivial para T. En

efecto, al evaluar un elemento A(1,2) de S en T obtenemos que

T(AAN2) = A(2,6-2)
= 2X(1,2),

el cual es elemento de S.

/ [\

Al

Figura 2.1: Geométricamente T' estd dejando a los vectores de la rectas x = 0y
y = 2x sobre ellas mismas.

Este ejemplo muestra que en dimension dos existen transformaciones lineales



2.1. ESPACIO VECTORIAL REAL 11

con subespacios invariantes no triviales. ;Sera entonces que toda transformacién
lineal de R? en R? tiene subespacios invariantes no triviales? el siguiente ejemplo

muestra que la respuesta a esta pregunta es negativa.

Ejemplo 2.1.2. Sea T : R? — R? dada por T(z,y) = (—y,x). Buscamos S

subespacio no trivial tal que T[S] C S, es decir puntos que cumplan que:
T(x,ar) = Mz, az).

Y esto ocurre si y solo si:

(—ax,x) = Mz,ar)
(A —a)z,(1=da)zr) = 0
Es decir:
a=—-\A y ar=
a=-\y —-\=
Pero dado que A € R, no es posible que \> = —1. Llegamos a una contradiccion

por lo que concluimos que T no tiene subespacios invariantes no triviales.

Figura 2.2: Geométricamente, nuestra transformacion es una rotacion de angulo
7, la cual mueve a todo elemento del plano salvo al origen.
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Con este par de ejemplos, estamos mostrando que cuando el campo es real de
dimension 2, nuestro problema estd resuelto: existen tanto operadores con algin
subespacio invariante no trivial, como operadores sin subespacios invariantes no
triviales. Sin embargo el problema se puede estudiar un poco mas a fondo y con
un poco mas de formalidad.

En realidad lo que hicimos en el ejemplo 2.1.1 fue buscar una direccién inva-
riante bajo T'. Esto deberia recordarnos a un tema importante de dlgebra lineal:
los vectores propios. Haremos una pequena pausa para recordar ciertos concep-
tos. En esta parte denotaremos por A la matriz asociada a la transformacion T’

con respecto a la base candnica.

Definiciéon 2.1.1. Sea T : X — X wna transformacion lineal y A su matriz

asociada con respecto a la base candnica.

= Se dice que \ es un valor propio de T (o de A) si Ax = Az para algin
x # 0.

n A los vectores x correspondientes a dicho X, se les llama vectores propios

asociados al valor propio .

= El conjunto de todos los vectores propios asociados a A que denotaremos
por

Ey={reX: Az = Az},

es un subespacio al que llamaremos espacio propio asociado a A.

Definicién 2.1.2. (Espectro en dimensidn finita) Sea T : X — X una trans-
formacion lineal, X de dimension finita y A su matriz asociada.
Al conjunto de todos los valores propios de T lo llamaremos espectro de T

(o de A) y lo denotamos por o(T).

Observacion 2.1.1. Es muy importante notar que aqui el espectro de T es el

congunto de todos los valores A para los cuales existe x # 0 tal que:

Ax = d\x.

O equivalentemente:

(A= M)z =0.
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En otras palabras, si pensamos a A— X como una nueva transformacion lineal,
que denotaremos como Ay, estamos buscando en realidad los elementos para los

. . L. -1 .,
cuales Ay no es invertible. Pues en caso de existir A\~ entonces se tendria

At Ay =AM
Iz = 0

z = 0,
lo cual contradice nuestra hipdtesis x # 0.

Esta observacion es muy importante pues en dimension finita el espectro de
T coincide con el conjunto de valores propios, pero en dimensién infinita no
es el caso; si Ay es invertible habrd otras maneras de clasificar al operador y
tendremos que modificar nuestra definicién de espectro.

La forma mads sencilla para ver si Ay es invertible es recurrir a su determi-
nante. Queremos que Ay no sea invertible, es decir que det(Ay) = 0. Esto nos

lleva a la siguiente definicién:

Definicién 2.1.3. Sea T : X — X lineal y A su matriz asociada, a p(\) =

det Ay lo llamaremos el polinomio caracteristico de A.

En lo que sigue, nuestro objetivo serd analizar qué sucede en dimensién
n > 3. El siguiente teorema nos indica qué relacién hay entre los valores propios

y los subespacios invariantes.

Teorema 2.1.1. Sea T : X — X una transformacion lineal con X de dimen-
sion finita n > 1. Si T tiene un vector propio entonces T tiene un subespacio

mvariante no trivial.

Demostracion. Supongamos que T tiene un vector propio x # 0 correspondiente
al valor propio A. Entonces Fy # () y, més atn, E) # {0}. Pero por definicién
de espacio propio E\ = {z € X : Tz = Az}, E) es T invariante. Consideremos
S = gen{z}. Entonces como z € E), S es invariante bajo T. Ademds como
x # 0, entonces S # {0}, y finalmente, como n > 1, entonces S # X. Por tanto
S es no trivial.

O
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En conclusién, siempre que T tenga un vector propio, T' tendrd un subespa-
cio invariante. Ahora surge la siguiente pregunta: jtodo subespacio invariante
proviene de un vector propio de T? en otras palabras ;se cumplird el reciproco
del teorema anterior?

La respuesta es negativa: intuitivamente podriamos imaginar una transfor-
macién que mantenga invariante todo un plano pero rotando todos sus vectores,
en consecuencia en ese plano no habria ningin vector propio, y lograr que a to-
dos los demas vectores los rote o transforme de modo que no haya mas vectores
propios.

Para construir este ejemplo, hay que considerar que, dado que los unicos
subespacios de R? son rectas que pasan por el origen, en ese caso efectivamente
si T tiene un subespacio invariante entonces T tiene un vector propio. Por tanto

tendremos que trabajar en dimensiones més grandes.

Ejemplo 2.1.3. Sea T : R* — R* dada por T(x1, 22,73, 74) = (—2, 21, —T4,23).

Su matriz asociada A con respecto a la base candnica estd dada por:

0 -1 0 O

1 0 0 O
A:

0 0 0 -1

0 0 1 0

Consideremos el subespacio S = {(a,b,0,0):a,b € R} y sea (a,b,0,0) € S.
Entonces:

T(a,b,0,0) = (—b,q,0,0).

Pero (=b,a,0,0) € S por lo cual S es un subespacio invariante no trivial. Ahora
veamos que T mno tiene valores propios reales. Supongamos que existe X y x # 0,

x € R* tales que Tx = \x. Entonces A — M\l no es invertible y por ende

Il
o

det (A — \I)
(A2 +1)2 = 0.

Pero esta ecuacion no tiene solucion real, con lo que concluimos que T no

tiene valores propios y por tanto vectores propios.
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Si bien los vectores propios son una herramienta muy 1til para encontrar
subespacios invariantes pareciera que tendremos que encontrar otros métodos
de busqueda. Regresamos a nuestro problema. Hasta ahora sélo hemos podi-
do dar un ejemplo de transformacién lineal sin subespacios invariantes en R2.
i Serd posible encontrar transformaciones lineales sin subespacios invariantes no
triviales en R™ con n > 37

Demostraremos que en este caso toda transformacion lineal T : R™ — R™ tie-
ne algun subespacio invariante no trivial. Haremos uso del teorema fundamental

del algebra que enunciamos a continuacion:

Resultado 2.1.1. Sea p € C[x] un polinomio de grado m, entonces
p(x)=(r—21)...(x — )

donde x1,xs,...xym € C son las raices de p, no forzosamente distintas.

Lema 2.1.1. Todo polinomio p : R — R con p(x) € R[z] se factoriza como un

producto de polinomios de grado uno y de polinomios de grado dos.

Demostracion. Sea p : R — R con p(z) € R[z] de grado m. Consideremos su
extension p : C — C. Por el teorema fundamental del algebra sabemos que

existen xy...2, € C (no forzosamente distintos) tales que:
plx)=(x—21)...(x — W)

También sabemos que si z; € C es solucién de p(z) entonces su conjugado Z;
también lo es. Reagrupamos dos a dos los productos (z — z;)(z — Z;), entonces,
dicho producto (z — z;)(z — Z;) = |z — z|* es un ntimero real.

Sin pérdida de generalidad, sean x1,...Tp y T1...T) las raices no-reales y

Tok+1, - - - T las reales. Entonces:

p(x) = (z—z)(x—71)...(x —ap)(x — Tg) (& — Tpy1) .. (T — Tpn)

= |lz—m]?.. |z — 2P (2 — 2pg1) - (T — T),

2

donde cada |z — z;|* = 2? — (z; + &)z — |x;|%. Por lo tanto los k primeros

términos son polinomios de grado dos, con lo cual finalizamos nuestra prueba.
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O

Antes de continuar, recordemos el Teorema de Cayley-Hamilton !.

Resultado 2.1.2. Sea X de dimension finita, T : X — X una transformacion

lineal, y p su polinomio caracteristico. Entonces p(T) = 0.

Este resultado y el lema anterior nos permitiran demostrar el siguiente teo-

rema:

Teorema 2.1.2. Todo operador T : R™ — R™ con n > 3 tiene un subespacio

invariante no trivial.

Demostracion. Consideremos el polinomio caracteristico p(A) de T el cual tie-
ne grado n. Por el teorema anterior, lo podemos factorizar como producto de

polinomios de grado uno y dos, digamos:

n

k
pN) = [TV =bA—¢)) T (A-dy).
j=1 j=2k+1
Si 2k + 1 < n, o en otras palabras, si p tiene al menos un término lineal,
ya habriamos acabado pues en dado caso, T tendria un valor propio y por el
teorema 2.1.1 se seguiria que T tiene un subespacio invariante no trivial. De esto
podemos concluir que si n es impar, entonces T tiene un subespacio invariante

no trivial. Supongamos entonces que n es par, y que:

n/2

pN) =TTV = bjA —¢)).

j=1

Sabemos que, por el teorema de Cayley-Hamilton, resultado 2.1.2, T' es solucién

de su polinomio caracteristico, por lo cual:

p(T)=0
Es decir que:
n/2
p(T) = [[(T* = ;T —¢j) =0
j=1

LEl resultado puede consultarse en [8].
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Entonces (T2 — b;T — ¢;)v = 0 para al menos una j € {1,...,n/2} y un v € R®
con v # 0. Esto se traduce en que T%v se puede escribir como combinacién lineal
de Twv y de v. Consideremos entonces S = gen {v, Tv}. Afirmamos que S es un
subespacio invariante no trivial para 7'

En efecto, sea y € S entonces y = STv + v para 8,7 € R. Al aplicar la

transformacion a este elemento obtenemos, debido a la linealidad de ésta, que:
Ty = BT?v + ~Tw.

Pero por lo anterior, T?v € gen {v,Tv} y en consecuencia Ty € S, es decir
que S es un subespacio invariante. Ademds dado que v # 0 entonces S #
{0}. Falta ver que S # R™ y es aqui donde entra la hipétesis del teorema que
aun no hemos usado. Como la dimension del espacio es mayor o igual a 3,
entonces no puede ser generado por dos vectores, con lo que se concluye que

S =gen{z, Tz} # R" O

En resumen trabajando con campo real R, para n = 1 no existen operado-
res lineales con subespacios invariantes no triviales. Para n = 2 existen tanto
operadores con como sin subespacios invariantes no triviales, pero para n > 3
todo operador lineal T' # 0 tiene al menos un subespacio invariante no tri-
vial. Veremos ahora qué ocurre si el espacio vectorial en el que trabajamos es

complejo.

2.2. Espacio vectorial complejo

En esta seccién consideraremos ahora T : C* — C" sobre el campo C.
Retomemos el ejemplo 2.1.2; ahora nuestra transformacién va de T : C? — C2.
Observamos que la ecuacién A2 = —1 sf tiene solucién en los complejos y ésta
seria tanto A = ¢ como A\ = —i, por lo cual T tiene dos subespacios invariantes

no triviales dados por

Si={zeR:T(z,ax) =i(z,az)} vy Se={zecR:T(z,az) = —i(z,azx)},
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que escritos de otra forma son:

S;=gen{(1,4)} y Sa=gen{(1,—i)}.

Resulta que al trabajar con el campo complejo, el inico ejemplo de resultado
“negativo” que tenfamos si tiene subespacios invariantes. ;Sera entonces que todo
operador lineal en un espacio con campo complejo tiene un subespacio invariante

no trivial? El siguiente teorema nos ayudard a responder a esta pregunta:

Teorema 2.2.1. Todo operador lineal en un espacio vectorial X complejo de

dimension finita, tiene al menos un valor propio.

Demostracion. La prueba de este teorema es una consecuencia directa del teo-
rema fundamental del dlgebra.
Consideremos T : X — X lineal con X de dimension finita n y A su matriz

asociada relativa a la base canénica. Buscamos nuevamente x # 0 tal que
(A= XDz =0.

Lo cual, como ya habfamos hecho anteriormente nos lleva a analizar las solucio-

nes del polinomio caracteristico
p(A) = det(A — AI).

Gracias al teorema fundamental del algebra que enunciamos en el resultado
2.1.1, sabemos que todo polinomio de grado n con coeficientes en C tiene n
raices complejas, posiblemente repetidas. Sea 1 < k < n el numero de raices
distintas. Entonces p(\) tiene k soluciones en C, es decir que T tiene k valores

propios y por ende k subespacios invariantes no triviales. O

Corolario 2.2.1. Todo operador lineal sobre un espacio con campo complejo de

dimension n, con 1 < n < oo, tiene un subespacio invariante no trivial.



Capitulo 3

X de dimension infinita

Ya hicimos un anélisis de lo que sucede con nuestro problema en espacios
vectoriales de dimension finita y pudimos dar resultados concretos acerca de la
existencia de subespacios invariantes. En dimensién infinita se tienen muchas
mas ramas de investigaciéon ain vigentes. Estudiaremos primero la extension
de dimension finita a infinita sin agregarle m&s hipétesis al espacio X. Sor-
prendentemente el problema se resuelve rapidamente; pediremos entonces que
el subespacio sea ademaés cerrado, y por tanto tendremos que trabajar con una
topologia. Enseguida le daremos norma al espacio y finalmente un producto
interno.

Durante estas secciones, siempre que mencionemos la palabra operador, nos

referiremos a una transformacion lineal.

3.1. X espacio vectorial

En esta seccion X sera un espacio vectorial de dimensién infinita sobre C.
La primera dificultad con la que nos enfrentamos en dimensién infinita, es que
aunque el campo sea complejo, existen operadores lineales sin vectores propios.

Un ejemplo muy conocido es el siguiente:

Ejemplo 3.1.1. Sea X el espacio de sucesiones con coeficientes en C y sea

19
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T: X — X la transformacién lineal dada por:
T($0,$1,$27 . ) = (O,.I‘07.’171,$2 N )

Afirmamos que T no tiene valores ni vectores propios. En efecto si (T —

M)z =0 para algin x € X, entonces

Ter—Xx = (=Axog— T\, T1—Ta\,...)
= (0,0,0,...).

Lo cual implica que A =0, y en consecuencia
(0,$0,$17$2,...) = (070,0,)

Por tanto x = 0. Pero el vector 0 no puede ser un vector propio, concluimos

que T no tiene valores propios.

A pesar de esto, el operador T si tiene subespacios invariantes. Este ejemplo
lo estudiaremos con méas cuidado mas adelante.

En el capitulo uno, vimos que una manera muy eficaz de encontrar conjuntos
T-invariantes era tomando cualquier punto distinto de cero x # 0 y construyendo

el conjunto

{17,T1‘,T2Q?, .. } .

Aunque este conjunto no es un subespacio, podemos considerar ahora su gene-

rado y preguntarnos si éste seguird siendo invariante bajo T

Lema 3.1.1. Sea T : X — X operador lineal y sea v € X. Entonces
S = gen {x,Tx,TQx, .. } ,

es un subespacio T-invariante.

m
Demostracion. Sea y € S entonces y = ZaiTi:c para algin m € N y con
i=0
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a; € C. Como T es lineal se tiene que:

m
Ty = Z a; Ty
i=0

m

Y dado que T92 € S para todo j € N entonces ZaiT”lm € S, es decir que
i=0

Ty eS. O

Observacion 3.1.1. Este lema es vdlido para cualquier conjunto de la forma
S = gen {Tkx7 TFH g, TF 2, } ,
para toda k € N.

Queremos demostrar que todo operador lineal tiene un subespacio invariante

no trivial, para ello necesitaremos el siguiente lema:

Lema 3.1.2. Sea z € X y sea M, = gen{Tx,sz,Tg’x,...}. Six € M,

entonces M, es un subespacio de X de dimension finita.

Demostracion. Supongamos que x € M, con x # 0, entonces

m
T = E a; Tz,
i=1

para algin m € Ny con a,, # 0.

Denotemos M, = gen {Tz,...,T™z}. Al aplicar T sucesivamente obtenemos
que
x = Tz 4+ aT?x+ -+ a, T™x
Tr = aiT?z+aT?z+- - +a, T 2
T’z = T3z 4+ aT*x+ -+ a, T 2
T = T e+ aT" 2z + -+ a, T

Dado que a,, # 0 podemos despejar el dltimo término de cada una de estas
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ecuaciones
Tmg = boxr — 1 Tx—bT?x — - —by 1T 1z
Ty = boTx — b T?x — byT3x — - — by T eM, (1)
T2 = boT?z—b1T%x —bTx — - — b, T

Observamos que los primeros m — 1 términos de la combinacién lineal de 7712
estdn en M,, pero por (1) el tltimo término b, ;T™*! también estd en M,
por lo que T2z ¢ M. Formalicemos esto usando induccién. Sea n > m y

supongamos que para toda j < n se tiene que T9z € M,. Dado que:
=My = g T =m L g p(ntl=m)+2, amT" e,
despejando T" 'z obtenemos que
Ty = byt g — by T =y T

Por hipétesis de induccion todos los términos de la parte derecha del sumando
pertenecen a M, por lo cual T+ € M,.

Lo que acabamos de demostrar es que M, = M,, y dado que este iltimo
es generado por un numero finito de términos, entonces es un subespacio de

dimension finita y por ende M, también lo es. O

Teorema 3.1.1. Todo operador lineal T : X — X con X de dimension infinita

tiene un subespacio invariante no trivial.

Demostracion. Sea T : X — X operador lineal con X de dimensién infinita.
Primero consideremos el niicleo de T’ que denotamos por N'(T). Ya es sabido

que S es un subespacio, ahora, si nos tomamos x € A (T') entonces
Tz =0.

Y dado que 0 € N(T) entonces N (T) es un subespacio invariante. Si es no

trivial entonces hemos acabado. Si lo es entonces tenemos dos casos:
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» Si N(T) = X, entonces querria decir que T'= 0 y en dado caso, como X
es de dimensién infinita, existe algin subespacio S C X tal que S # {0}.

S seria un subespacio invariante no trivial.

= SiN(T) = {0} entonces T es inyectiva, en cuyo caso tomemos algin z € X

con x # 0 y consideremos
S = gen {Tx,sz, .. } .

Por el lema 3.1.1 S es subespacio invariante, falta ver que no es trivial.

Tenemos que S # {0} pues como = # 0y T es inyectiva, entonces Tz # 0
para toda i € N. Ahora supongamos que X = S. Entonces para todo
y € X, se tiene que y € S, en particular como x € X, entonces x € S. Por
el lema 3.1.2 se tiene que S es de dimensién finita, lo que implica que X

es de dimension finita lo cual es una contradiccion.

Este resultado es muy sorprendente y hasta este punto el problema queda
resuelto. Para poder seguir trabajando, vamos a agregar una hipdtesis suple-
mentaria a S. A partir de aqui buscaremos subespacios que sean invariantes,
no triviales y ademas cerrados en X. Dado que la cerradura de todo subespa-
cio es nuevamente un subespacio, esto nos facilitara la construccién de lo que

buscamos.

Al hablar de conceptos como “cerrado” o “abierto” en X, inevitablemente
le estamos otorgando una topologia a nuestro espacio y es lo que abordaremos

en la siguiente seccién.

Observacion 3.1.2. En espacios de dimension finita todo subespacio es ce-
rrado, por tanto mo era necesario hacer distincion, sin embargo en dimension

infinita no siempre lo son.
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3.2. X espacio vectorial topoldgico

En esta seccién X sera un espacio vectorial topolégico sobre F. En la primera
parte enunciaremos las principales definiciones, proposiciones y algunos ejemplos
que necesitaremos; todos ellos estan demostrados con detalle en el apéndice A'.
En la segunda parte vamos a reformular algunos lemas para adecuarlos a esta
nueva hipétesis, y demostraremos que si X no es separable entonces tiene un

subespacio invariante no trivial.

3.2.1. Preliminares

Definiciéon 3.2.1. Sea X un espacio vectorial y T una topologia para X . Deci-
mos que X es un espacio vectorial topoldgico si las aplicaciones S : X x X — X,

P:Fx X — X dadas por
Sxy)=z+y y P\z)=Az,

son continuas con dicha topologia. (Los espacios del dominio estdn dotados con

la topologia producto).

Observacion 3.2.1. Diremos que V. es una vecindad de x si V, — x es una
vecindad del origen. En otras palabras, toda vecindad de un punto x se escribe

como V., = Vo + x donde Vy es vecindad del 0.

Ve=VYo+zx

Definicion 3.2.2. Decimos que un conjunto I equipado con la relacion =<,

(I, =) es un conjunto dirigido si se cumplen las siguientes condiciones:

Los resultados pueden también consultarse en [4] y [10].
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1. a X« para toda o € I.

2. Sia=pyp =y entonces a = 7.

3. Para toda o, € I existe Yo,5 € I tal que & X Ya8 ¥ B =X Va8
Definicién 3.2.3. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Una red en X es una
funcion de un conjunto dirigido (I,=) en X,

z:I— X.

Sea « € I, denotamos la valuacion de dicha funcidn como z(a) = x,.

Daremos un par de ejemplos que usaremos mas adelante para ilustrar esta

definicién, las demostraciones se encuentran en el apéndice A.

Ejemplo 3.2.1. Sea (X,7) un espacio vectorial topoldgico y sea x € X. Con-
sideremos I = {VC X :V es vecindad de x} con la relacion U <XV si y sélo si

V C U. Entonces (I, =) es un conjunto dirigido.

Ejemplo 3.2.2. Sean (I,=1), (J,=2) dos conjuntos dirigidos. Entonces L =
IxJ, donde I x J ={(a,p): €I, €J}, es un conjunto dirigido con la

relacion (ay, f1) = (az, f2) siy sélo siay =1 az y B1 Zo Po.

Se define la convergencia de una red con una topologia 7 de la misma manera

que se define la convergencia de una sucesiéon en un espacio topoldgico.

Definicién 3.2.4. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Decimos que una
red {xa},e; converge a x si para toda vecindad V. de x existe avy, tal que si

ay, 2 a entonces T € Vy.

Proposicién 3.2.1. Sea M C X y sea x € X. Entonces x € M si y solo si

existe una red {To},; en M que converge a x.

Definicién 3.2.5. Sean I y J dos conjuntos dirigidos y x : I — X denotada

por {Ta} e una red. Sig:J — I es tal que

1. Si By =1 B2 entonces g(B1) =2 9(B2), (g es creciente).

2. Para toda o € T existe f € J tal que a <2 g(p),
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decimos que x o g : J — X denotada como {xg(B es una subred de

)}BEJ

{xa}aeI‘

Observacion 3.2.2. Para evitar demasiada notacion, cuando se hable de sub-
redes ya no distinguiremos explicitamente <1 de =<5. Se entiende que si oy, Qo
son elementos de I, entonces =< hace referencia a la relacion del conjunto di-
rigido I y de la misma manera si 1, B2 € J entonces = hace referencia a la

relacion del conjunto dirigido J.

Proposicién 3.2.2. Sea x € X y {za},c; una red en X que converge a x.

Entonces toda subred de {x,} converge a x.

Ejemplo 3.2.3. Sean I y J dos conjuntos dirigidos y consideremos L =1 x J
como en el ejemplo A.1.2. Sean {Ta},cr ¥ {yﬁ}ﬁeJ dos redes. Definamos g :

L — I como g(a,B8) = a. Entonces {a:g(a”g)}( es una subred de {xq}

a,B)eL agl”

Si ademds suponemos que {To},c; converge a x € X, por la proposicion

A.1.2 se tiene que {a:g( converge a x.

Oéﬁ)}(a,,B)EL

Definiciéon 3.2.6. Sean X,Y dos espacios vectoriales topoldgicos yT : X —Y
una funcidn. T es continua en x € X si para toda vecindad V, de y = T(x)

eziste una vecindad de x denotada V, tal que T (V) C V.

Proposicion 3.2.3. Sean X,Y dos espacios vectoriales topoldgicos y sea T :
X — Y una funcion. Entonces T es continua en x si y solo si para toda red

{za}aer que converge a x, se tiene que T'(x,) converge a T'(x).

Para poder atacar nuestro problema necesitaremos determinar qué tipo de
operadores queremos. Fn el andlisis funcional se trabaja generalmente con ope-
radores lineales acotados; aquellos que mandan conjuntos acotados en conjuntos
acotados, y se demuestra que en espacios normados un operador lineal es con-
tinuo si y sélo si es acotado. En espacios vectoriales topoldgicos no se cumple
la equivalencia; todo operador lineal continuo es acotado pero el regreso no
es verdadero. Definiremos y enunciaremos los resultados que nos llevan a ese

teorema.

Definiciéon 3.2.7. Sea X espacio vectorial topoldgico, diremos que un conjunto

M C X es acotado si para cada vecindad Vy del origen existe un escalar s € R
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con s >0 tal que M C tVy para todo t > s, donde

tVy = {tx S Vo}

Proposicion 3.2.4. Sean X,Y espacios topoldgicos, T : X — Y un operador

lineal tal que T es continuo en 0 € X. Entonces T' es continuo en X.

Definicién 3.2.8. Sea T : X — Y un operador lineal. Diremos que T es
acotado si para todo conjunto M C X acotado, se tiene que T'(M) es acotado

enY.

Teorema 3.2.1. Sean X,Y espacios vectoriales topologicos y T : X = Y un

operador lineal continuo, entonces T es acotado.

Recordamos que las pruebas de estos resultados se pueden consultar en el

apéndice A.

3.2.2. Subespacios invariantes en espacios vectoriales to-
polégicos

Debido al teorema 3.2.1 en esta seccién consideraremos operadores lineales
continuos.

Recordamos que el objetivo de esta parte es demostrar que todo operador
lineal continuo sobre un espacio X no separable, tiene un subespacio invariante

no trivial. Para ello necesitaremos los siguientes lemas.
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Lema 3.2.1. Sea M un subespacio vectorial de un espacio vectorial topoldgico

(X,7). Entonces M es un subespacio vectorial.
Demostracion. = Como M C M y 0 € M entonces 0 € M.

= Sean z,y € M, entonces existen dos redes {Tatoer v {yB}BEJ tales que
To — Ty Yg — Yy con respecto a 7. Vamos a demostrar que existe z., tal
que converge a x+y en 7. Més atin, veremos que z, es de la forma x., +y.,.
Sea V1, una vecindad de 2+ y. Como la aplicacién suma S(z,y) =z +y
es continua, entonces existen vecindades de = y de y V., V,, tales que

Vi +Vy € Vigy-

Para esta parte tenemos que construir un conjunto dirigido que abarque
tanto a I como a J. Para ello haremos uso del ejemplo 3.2.2. Consideremos
L =1 x J, sabemos por este tltimo que L es un conjunto dirigido, ademaés

por el ejemplo 3.2.3 también tenemos que si

f:L—1 dadapor fla,8)=a
g:L—J dadapor g(a,5)=24,

entonces z o g y y o f denotadas por {xg(o‘vﬁ)}(a,,@)eL y {yf(aﬂ)}(a,,e)eL
son subredes de {za},c; v de {ys}s., respectivamente. Notemos que

nuestras nuevas subredes estdn indexadas por el mismo conjunto dirigido

L, en consecuencia podemos manipularlas con mas facilidad.

Por la proposicién 3.2.2 como {za},c; ¥ {ys}gc, convergen a x y y res-

pectivamente, entonces {mg(a,ﬁ)}(a B)eL y {yf(aﬁ)}(a BeL convergen a

v ¥, respectivamente.

Es decir que dado V, existe (ay,,By,) tal que si (ay,,fy,) <X (a,8)
entonces Ty(q,5) € Vo. Andlogamente, dado V, existe (ay,, By, ) tal que si
(ay,,By,) = (a,B) entonces Y4, € Vy. Como L es un conjunto dirigido

existe (7,0) € L tal que cumple que

(an_»?BVm) = (’Y76) y (avy7ﬁvy) = (776)

Entonces, si (v7,0) < (a,3) tendremos que Zga.8) € Vo ¥ Yf(a,8) € Vy ¥
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en consecuencia

Tg(a,8) T Yf(a,8) € Vo +Vy € Vory.

Como Zy(a,8) Y Yf(a,8) € M entonces x +y € M.

= Sea A € Fy 2 € M. Entonces existe una red {24} ,.; tal que 2, — 2.

Veremos que Az, converge a Az con respecto a 7.

Sea V), una vecindad de Az, dado que la transformacién P(\,z) = Az
es continua en 7, entonces existe V, tal que AV, C V,,. Ahora, como
To — x entonces existe oy, € I tal que si ay, < «, entonces x4 € Vy.

Por ende Az, € \V,, y dado que AV, C V)., entonces Ax, € Vy:.

En consecuencia Az, converge a Az, y por tanto se tiene que Ax € M.

Concluimos que M es un subespacio vectorial de X.

O

Lema 3.2.2. Sea T : X — X operador lineal y continuo. Si M es un subespacio

invariante de X bajo T, entonces M también lo es.

Demostracion. Como M es subespacio invariante de T entonces T(M) C M y
en consecuencia w C M. Ahora, por el lema 3.2.1 ya sabemos que M es
un subespacio de X. Falta demostrar que es también invariante, es decir que
T(M) C M.

Tomemos = € M, entonces por la proposicién 3.2.1 existe una red {Zataer
tal que o, — x y para cada a € I, x, € M. Como T es continua por la

proposicién 3.2.3, entonces T'(z,) converge a T(z) y dado que T'(z,) € M

entonces T'(z) € T(M) C M, que es lo que querfamos demostrar. O

Lema 3.2.3. Sea T : X — X un operador lineal y sea x € X. Entonces

S =gen{z, Tz, T?x,...}

es un subespacio invariante cerrado.
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Demostracion. Por el lema 3.2.1 sabemos que si M es un subespacio de X

entonces M también lo es. Por lo cual gen {z,Tx,T?z,...} es un subespacio
cerrado de X.

Ahora por el lema 3.1.1 sabemos que gen {x, Tx,T?z,.. } es un subespacio

invariante bajo T', finalmente por el lema 3.2.3 se tiene que gen {z, Tz, T2z, ...}
es también invariante bajo T, con lo cual acabamos la prueba.

O

Teorema 3.2.2. Sea X un espacio vectorial topoldgico de dimension infinita
sobre C, tal que X # {0}. Sea T : X — X wun operador lineal. Si X no es

separable, entonces T tiene un subespacio invariante cerrado y no trivial.

Demostracion. Supongamos que X no es separable, es decir que no tiene ningtin

denso numerable. Sea z € X con x # 0. Consideremos
M = {z,Ta:,Tz:r, .. } ,

y llamemos

S=gen M = gen{z, Tz, T?z,...}.

Por el lema 3.2.3 S es un subespacio invariante. Veamos que no es trivial.

Se tiene que S # {0} pues x # 0. Ahora, denotemos por

m
geng M = Zajxj toj=aj+bjiconaj,bjeQa; e MymeN,,
J=0
es decir las combinaciones lineales de elementos de M con coeficientes complejos
pero con parte real e imaginaria racional. Dado que M es numerable entonces
geng M es numerable. Ademads por la densidad de los racionales en R, se cumple

que:

geng M = gen M.

Finalmente, como por hipétesis X no tiene ningtin conjunto denso numerable,
entonces

genQM g )(7



3.3. X NORMADO 31

y por lo tanto

S=genM =geng M C X.
Es decir, S es un subespacio invariante cerrado y no trivial. O

A raiz de este teorema, a partir de aqui trabajaremos con espacios separables.

3.3. X normado

Ahora vamos a agregarle una norma || || al espacio X. Primero daremos

unas definiciones y a continuacién unos ejemplos.

3.3.1. Definiciones

Las proposiciones que mencionaremos a continuacion no los demostraremos
puesto que son resultados que se ven usualmente en cursos de analisis funcional.

Se pueden consultar, por ejemplo, en [9].

Definicién 3.3.1. Sea X o (X, || ||) el espacio vectorial dotado de la norma
[l [l ¥V C X. Diremos que V es un subconjunto acotado si existe t > 0 tal que

VC{zreX:|z| <t}

Esta definicién es equivalente a la que habiamos dado en la seccién anterior

para espacios vectoriales topolégicos.

Definicién 3.3.2. Sea X o (X, || ||) el espacio vectorial dotado de la norma
[| l|, se dice que un operador lineal T : X — X es un operador acotado si existe

C > 0 tal que ||Tz|| < C||z|| para todo x € X.

Observacién 3.3.1. Se puede demostrar que esta definicion es equivalente a

que el operador mande conjuntos acotados en conjuntos acotados.

De aqui en adelante, salvo que precisemos lo contrario, todos los operadores

con los que trabajaremos seran acotados.

Definicién 3.3.3. Denotamos como B(X,X) al conjunto de todos los opera-

dores lineales acotados de X en X. Es decir

B(X,X)={T:X - X:T es acotado} .
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Proposicién 3.3.1. Sea T : X — X un operador acotado, T € B(X,X),
entonces

IT|| = sup {|[Tz[| : x € X},
es una norma para B(X, X).
Ahora si, cabe mencionar que tendremos la equivalencia siguiente:

Resultado 3.3.1. Sea X un espacio vectorial normado y T : X — Y un

operador lineal, entonces T es continuo si y sélo si T es acotado.

3.3.2. Ejemplos

Preliminares:
En lo que sigue trabajaremos con el espacio L?[0, 1] con la medida de Lebes-
gue que denotaremos por p. Los resultados que mencionamos a continuacién se

pueden encontrar en [2].

Definicién 3.3.4. Decimos que una funcidn ¢ : [0,1] — R es simple, si su
imagen consta de un nimero finito de términos, digamos R(¢) = {c1,...,ck}

Denotaremos la representacion estandar de ¢ como

k
o(z) =Y cixm, (x),
§=0
donde los conjuntos E; son disjuntos y los coeficientes c; distintos. La notacion

XE, representa la funcidn caracteristica de Ej.

Resultado 3.3.2. Si f € L2[0,1] entonces eriste una sucesion de funciones

simples {¢, 12, tal que ¢y, converge a f en L?[0,1].
Resultado 3.3.3. 9i Y es tal que u(Y) < oo entonces L°(Y) C L2(Y).

En el siguiente ejemplo demostraremos que el operador dado no tiene ningtin
subespacio invariante no trivial, con lo cual respondemos a una de las preguntas
que nos hemos estado haciendo: en espacios normados existen operadores sin

subespacios invariantes no triviales.
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Ejemplo 3.3.1. Sea X C L2?[0,1] el espacio de polinomios con coeficientes

reales en el [0,1], con la norma de L?[0,1] y sea p la medida de Lebesgue.

1
P12 = / Ip(a)[2dp.

Consideremos la transformacion T : X — X definida como

T(p(z)) = = - p(x).

En este ejemplo demostraremos que T no tiene subespacios invariantes no
triviales en X.

Sea p un elemento en X. Observemos que

T(p) = pla)

T(p() = z-plx)

T(pa) = o (TpE) = o p)
) = 22-Tp@) = o p)
T(p(x) = " pla)

Entonces el generado de p(x) bajo T se puede escribir como:

gen {T°(p), T"(p), T*(p)..-} gen {p(z), - p(x), 2% p(z)...}

k
= {Z(aixip(x)) keN o € R}

=0
k
= {p(x) . Z(Oxzzl) keNo; € R}
1=0
= {p(x)-q(2) : q(x) € X}

Llamemos S = gen {To(p), T (p), T?(p).. } Sabemos por el lema 3.2.1 y

el lema 3.2.2 que S es un subespacio invariante de T.

Afirmacion 1. S es el subespacio invariante cerrado mas pequeno que contiene

ap.

Demostracion. En efecto, sea M otro subespacio invariante cerrado que contiene
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a p. Entonces T(p) € M y por ende T?(p) € M, asi

{T°(p), T(p), T*(p)...} C M.

Y como M es subespacio se tiene que:

gen {T°(p), T"(p), T%(p)...} C M.

Por tanto

gen {T°(p), T'(p), T°(p)--} C 1.

Dado que M es cerrado, concluimos que S C M. O

Sin embargo, demostraremos que todo polinomio q € X es limite de elemen-
tos en S con la norma de L?[0,1], con lo cual concluiriamos que S = X y por
tanto no puede haber subespacios invariantes cerrados no triviales.

Para ello necesitaremos el siguiente lema, cuya prueba veremos mdas adelan-

te:

Lema 3.3.1. Para toda funcion g € L0, 1] existe una sucesion de polinomios

{px} tal que pi converge a g en L?[0,1].

Afirmacién 2. Para todo q € X existe una sucesion de polinomios {py}, tal

que py - p converge a q en L2[0,1].

Demostracion. Sea q € X y supongamos por ahora que p tiene solamente una
raiz que denotamos a;. Vamos a suponer también que a; # 0, 1, esto para que

no tengamos que separar en varios casos, pero el razonamiento seria el mismo.

Sea A" =[0,1]— (a1 — %, a1+ %) para n suficientemente grande y consideremos:
gn(z) = ;’,(% 'X[O,l]—(al—%,a1+%)(‘r)
= % - Xar (2).

Como a; ¢ A™ entonces g, estd bien definida y es acotada en el [0,1]. Por
el lema 3.3.1, para cada n € N existe una sucesién de polinomios {p?};io que

converge a g, en L%[0,1].
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Ahora, observemos que por definicién de g,, tenemos que p - g, converge a q

en L?[0,1]. Efectivamente, sea C := méx {¢?(z) : = € [0, 1]}, se tiene que:

P gn—dallz = llg-xan —dll2
< Clxan =12
< O X -2,a41)ll2
< Coplar—La0+ 1)
< 02

n

Por tanto cuando n tiende a infinito p - g, tiende a g en L?[0,1]. Sea e > 0y
N> 1talque||[p-gn —qll2 < 5.
Por el lema 3.3.1 existe {pé\’}]jio que converge a gy en L2[0,1] y por ende

p-pk converge a p- gy en L2[0,1]. Consideremos

p-pi —p-gnll2+1lp- gv —dll2
+

- py — dll2

[S][0)

<
<
<

(LI T

)

esto para enteros k suficientemente grandes. Es decir que {p . pkN };io converge
a ¢, que es lo que queriamos demostrar.
Ahora supongamos que p tiene m raices, digamos {ai,...,a,;,} tales que
a; # 0,1 para i € {1,2...m}. Sean A? = (a; — %,ai + %) para i € {1,...m}
m
con n suficientemente grande y llamemos A" = [0,1] — U A7 La demostracién

i=1
para este caso es andloga a la que hicimos para una sola raiz, sélamente hay que

notar que para n suficientemente grande (de modo que los A} sean disjuntos)

se tiene que

pl AT = D ulAy]
=1 i=1
_ N2
=1
2m

n

La cual converge a 0 cuando n tiende a infinito. Con esto termina la prueba. O

Para demostrar el lema 3.3.1 vamos a necesitar otro lema.
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Lema 3.3.2. Para toda g € L*°[0, 1] existe una sucesion de funciones continuas

{4} tales que 1, converge a g en L?[0,1].
Demostracion. Sea g € L*[0,1].

= Caso 1: Supongamos que g es una funcién caracteristica, es decir, g = xg
para algin E C [0, 1] medible. Como la medida p de Lebesgue es regular,
entonces existen K,, C F C U, con K, compacto, U, abierto, tales que

w(U, — K,,) — 0 cuando n — oo.

E
e

L L L 1 " 1 1

T L) L 1 i T L]

0 . 5 1
Kn

"\-\.\_\_\__ - == R e —~
Uﬂ
Por ejemplo, si E fuera conexo, digamos F = [a,b] entonces K, y U,

podrian ser K,, = [a+2,b— 1]y U, = (a—1,b+21) para n suficientemente

grande. De este modo u(U, — K,,) = % — 0.

Recordemos el lema de Urysohn 2 aplicado a espacios métricos:

Resultado 3.3.4. (Lema de Urysohn) Sea Y un espacio métrico y W,V
dos conjuntos cerrados y ajenos. Entonces existe una funcion continua

Y :Y —[0,1] tal que

1 st zeW
U(z) = ,
0 st zeV.
Aqui, como para cada n € N los conjuntos K, y [0,1] — U,, son cerrados,

por el lema de Urysohn existe v, : [0,1] — [0, 1] tal que

1 si z€e K,

Yn(r) = .
0 si z€l0,1] —U,.

2Se puede consultar en [5]
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Figura 3.1: Ejemplo de funcién v,

Afirmamos que 1, converge a xg en L?[0,1]. En efecto observemos que:

-Siz € K,, como K, C FE entonces xg(r) = 1. Y por tanto ¢, (x) —
xe(x) =0.

-Six €0,1] = U,, como [0,1] —U,, C [0,1] — E entonces xg(x) =0y por
tanto ¢, (z) — xg(z) = 0.

- Siz e U, — K,, entonces

Yp(x) si x ¢ FE

Un(z) — xE(2) = Yo(x)—1 si xz€E.

En cualquier caso, dado que 0 < ¥, (x) < 1 entonces |1, () — xe(z)| < 1.

Por tanto:

[T =/ o — v dp
[0,1]

- |wn—xE|2du+/ \wn—xEﬁdm/ i — X dp
Kn [071]_Un Un_Kn
= 0+0+/ [ — xB[*dp
Un_Kn
< ldp
Upn—Kn
< H(Un*Kn)-



38 CAPITULO 3. X DE DIMENSION INFINITA

En consecuencia, cuando n tiende a infinito, ¥, converge a xz en L?[0, 1].

= Caso 2: Supongamos que g es una funcién simple, es decir
T
glx) = cixe, (@),
§=0

Con los conjuntos E; disjuntos. Sabemos por el caso 1 que para cada
XE, existe una funcién continua ¢, que converge a xg, en L2[0,1]. Esto
implica que ¢; 1! converge a ¢;-xg, en L2[0, 1], y en consecuencia v, (z) =
kA T
Z cipl (x) converge a g(z) = Z cixe; (z) en L2[0,1]. Y 9, es una funcién
§=0

j=0
continua.

s Caso 3: Sea g € L0, 1], entonces existe una sucesién de funciones simples
{¢m} tal que converge a g en L?[0,1]. Para cada m € N, consideremos la
sucesion de funciones continuas )" tal que ¥;" — ¢,,,. Como esto sucede,

tomemos en particular la subsucesién {n,,} tal que:
m 1
Hwnm - ¢m||2 < E

Sea ¢ > 0, entonces para m > 1 se tiene que [|g — ¢m|l2 < 5 y que

o = dmll2 < = < 5.
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Concluimos que para m > 1

g = Il < lg = dmllz + lom — 972 |l
<

g

es decir que ;' es una sucesion de funciones continuas que converge a g

en L2[0,1], que es lo que querfamos demostrar.

Ahora si demostremos el lema 3.5.1.
Lema 3.3.1 Para toda funcion g € L0, 1] existe una sucesidn de polinomios

{px} tal que py, converge a g en L?[0,1].

Demostracion. Dada g € L°°[0,1], por el lema 3.3.2 existe una sucesién de
funciones continuas {1, } tal que v, converge a g en L?[0,1]. Como [0,1] es
compacto, por el teorema de Stone- Weiestrass para cada n € N, existe una
sucesién de polinomios {p}} que converge a ¢, en L*[0,1]. Al igual que en
la demostracién anterior, para cada n podemos encontrar una subsucesién de
polinomios py tal que |[¢n —pi || < % Asi que dado € > 0 si tomamos k > 1

concluimos que:

2
2

/A

g — ¥nll3 + [ln — P} |13

< %+/ tn — pi |Pdp
[0,1]

lg — i,

< 5+ lvn —pp I1% - 1([0,1])
< 5+5-1
< €

Es decir que { pzn} converge a g en L?[0, 1] que es lo que querfamos demostrar.

O
Presentaremos ahora otro ejemplo:

Ejemplo 3.3.2. Sea X = L%[0,1] y p la medida de Lebesgue. Consideremos
T:X — X dada por

T(f(x)) = f(x).
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Tomemos E G [0, 1] medible, tal que 0 < p(E) < 1. Sea
Sp={f€L?0,1]: f =0 casi donde sea (cds) en E} .

Entonces Sg es un subespacio cerrado, invariante y no trivial para T .

/I‘HI) =f(a]

E, Ey !

Figura 3.2: f(z) € Sg donde F = E; U Ey

No demostraremos que es subespacio e iremos directamente a lo demds.

= Sg es invariante: Sea f € Sg, entonces T(f(x)) = xf(x), y como f(x) =0
casi donde sea en E, entonces xf(x) =0 cds en E. Por tanto T(f(x)) €
Sk.

= Sg es cerrado: Sea f € SE, entonces existe {fn} € Sg tal que f, — f
en L?[0,1]. Es decir que para toda € > 0 existe N € N tal que sin > N,

entonces
1/2

1
(/ . f|2du) <
0
Por tanto
1/2 1/2
(/'fnf|2d:u'> (/ |fnf|2d.u') <
E [0,1]~E

N ™

N ™
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Y esto implica que

1/2 1/2
e e e
(/E|fn /] du) <2+(/[011]\E|fn /] du) .

Tenemos que f,, =0 cds en E, por lo tanto el lado izquierdo de la ecuacion

1/2 1/2
2 _ 2 _
(/E|fn /] du) ([Eu du)

Ademds como en particular f, — f en [0,1]\ E:

1/2
(/E|f|2du) < £+

< €

se reduce a:

eIl

Como | f|> = 0 entonces f =0 cds en E, concluimos entonces que f € Sg.

» Sg es no trivial: Sg # L?[0,1] pues f =1¢€ L?[0,1] y f ¢ Sk.
Sg # {0} pues la funcién

1 si 2¢F
0 st z€F

estd en Sg.

Por lo tanto, Sg es un subespacio invariante cerrado no trivial para T

La gran diferencia entre los ejemplos que hemos dado, es que en el primer
caso, el espacio de polinomios no es completo. Con ello concluimos que si X no es
completo, existen operadores sin subespacios invariantes cerrados no triviales.
La siguiente pregunta es jqué ocurre si X es completo? es decir, si X es un

espacio de Banach.
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3.4. X de Banach

Trabajaremos en esta seccién con X espacio de Banach sobre C. Estudiare-
mos los teoremas de Lomonosov, los cuales dan informacion acerca de la exis-
tencia de subespacios invariantes para operadores compactos.

Antes de adentrarnos en ello, serd conveniente ofrecer un pequeno panora-
ma de teoria espectral pues de aqui en adelante necesitaremos manejar ciertos

conceptos.

3.4.1. Teoria espectral de operadores

Lo que se presentard en esta parte estd basado en los textos [9] y [1]. Se
presentaran varias definiciones y resultados importantes, que, si bien no los
usaremos todos, ayudaran a darnos un contexto acerca del tema.

Al inicio de la seccién 3.3.1 mencionamos lo que es un operador acotado. El
hecho de que existan operadores no acotados va a influir en la definicién de valor
espectral que daremos a continuacién. Los operadores no acotados se trabajan
con herramienta muy distinta a la de los operadores acotados y por ello no los
abordaremos aqui.

En dimensién finita es intutil hablar de operadores lineales acotados pues
todos lo son. Vimos que dado un operador T : X — X, si T'— Al no es invertible,
entonces A es un valor propio de T. Esto nos daba mucha informacién acerca de
los subespacios invariantes de 1". Ahora no es suficiente con preguntarnos si 75 1
existe, también tendremos que preguntarnos si Ty 1 es un operador acotado, y
mas aun, también nos interrogaremos acerca de si el dominio de éste tltimo es
denso en X.

Hay nombres para todos estos conceptos:
Definicién 3.4.1. Sea T : X — X un operador acotado. Sea T =T — M.

= S T/\_1 no existe, entonces A es un valor propio de T. Al conjunto de

valores propios de T lo llamamos espectro puntual y lo denotamos como

op(T).

= S0 T)\_1 existe, entonces:
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o Si T;l es acotada y tiene dominio denso en X, diremos que A es un

valor resolvente de T'. Al conjunto de valores resolventes lo denotamos
por p(T).

o Si T;l no es acotada y tiene dominio denso en X, diremos que X\ es
un valor espectral continuo de T. Al conjunto de valores espectrales

continuos, lo denotamos por c.(T) y lo llamamos espectro continuo.

o Si T;l no tiene dominio denso en X, diremos que A es un valor
espectral residual (sin importar que T)\_1 sea acotada o no). Al con-
Junto de valores espectrales residuales, lo denotamos por o.(T) y lo

llamamos espectro residual.

Definicién 3.4.2. A la unidn de 0,(T), 0.(T) y 0,.(T) se le llama el espectro
de T, y se denota por

;T Texiste?

>~

; Ti"es acotada? ¢ T tiene dominio
denso en X?

L

0,(T espectro puntual
o.(T) espectro continuo
(T} espectro residual T

Figura 3.3: Esquema de los distintos espectros de T

Se va a cumplir que el campo complejo estd compuesto del conjunto de todos
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los valores definidos anteriormente, es decir

C = p(T)Ua(T)
= p(T)Uop(T)Uoe(T)Uon(T)

Resulta ademads, que la “mayor parte” del campo complejo esta constituido
de valores resolventes (los que se portan bien). Mds aun, se tiene el siguiente

resultado, que es bastante impresionante:

Resultado 3.4.1. Sea T : X — X un operador acotado. Entonces o(T) es

compacto en C.
Este hecho nos permite definir lo siguiente,

Definicién 3.4.3. El radio espectral ro(T) de un operador T € B(X,X) se
define como ro(T) = sup {|A| : A € o(T)}.

Figura 3.4: Representacién del radio espectral de T

Trabajar con el radio espectral a partir de la definicién puede a veces ser
laborioso, asi que mencionamos otro resultado que nos permitira expresarlo de

una manera mas explicita:

Resultado 3.4.2. Si T es un operador lineal en un espacio complejo de Banach

entonces el radio espectral de T estd dado por:
ro(T) = lim {/||T"]
n—oo

Lo siguiente a preguntarnos serfa acerca de los espectros de operadores aco-

tados en concreto. Antes de esto, definamos unas cuantas clases de operadores:
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Definiciéon 3.4.4. Sea X un espacio normado,

1. T: X — X es un operador compacto si para todo K C X acotado, T(K)

es compacto.(Esta definicion es vdlida para cualquier transformacion T :

X —=X)

2. T:X — X es un operador polinomialmente compacto si existe un polino-

mio p no constante, tal que p(T) es un operador compacto.

3. Si ademds X un espacio de Hilbert, T : X — X es un operador normal
si T*T =TT*, donde T™ denota el operador adjunto a T, es decir el que,

de existir, cumple que

<Tx,y>=<uz,T"y >,

para toda x,y € X.

4. Sea X nuevamente un espacio de Hilbert, T : X — X es un operador

autoadjunto si T =T*.

Ahora si, presentaremos algunas caracteristicas de los operadores que aca-

bamos de definir:

m SiT: X — X estal que X es de dimensién finita, entonces o(T") = 0, (7).
Ademds es un conjunto finito, que fue justamente lo que usamos en el

segundo capitulo.

» Si X es normado y T es compacto, entonces o(T") = o,(T) U {0}, (ref.
3.4.3). Ademds 0,(T') es numerable y el inico punto de acumulacién po-

sible de o es el 0.

C

Figura 3.5: Representacién del espectro de un operador compacto.
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= Si X es de Hilbert (nos adelantamos un poco), y T' es autoadjunto, enton-

ces o(T) C R. M4s atin, es un subconjunto acotado y o..(T) = 0.

Figura 3.6: Representacién del espectro de un operador autoadjunto.

A continuacién trabajaremos con operadores compactos. Estos son mas sen-
cillos de manejar pues tienen un comportamiento similar al de los operadores
lineales en dimensién finita. Una muestra de esto es lo mencionado en el primer

punto y que formalizamos con el siguiente resultado:

Resultado 3.4.3. (Alternativa de Fredholm) Sea T : X —'Y un operador lineal
compacto en X de Banach. Entonces todo valor espectral A # 0 de T es un valor

propio de éste mismo. Es decir que
o(T) = o,(T) U{0}.

Resultado 3.4.4. Sea T : X — X operador acotado. Si dim(R(T)) < oo,

entonces T es un operador compacto.

Resultado 3.4.5. Sea T), : X — X una sucesion de operadores compactos que

converge a T, es decir ||T,, — T|| — 0. Entonces T es un operador compacto.

3.4.2. Ejemplos

Ejemplo 3.4.1. Sean X = {z € ls : 21 =0} Cly con la norma

o0
] =D il
i=1
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yT:X — X definido como
T($1,$2,$37...) = (0,1’17372,.’1,‘3,...).

T es un operador acotado y ||T|| = 1. En la seccion 3.1 del capitulo 8 vimos que
este operador no tiene valores propios, por lo tanto o,(T) = 0. Sin embargo, el

espectro de T no es vacio, veremos que el valor 0 es un valor espectral residual.

En efecto, consideremos

Ty, = T-0I
= T

T~1:T(X) — X existe y estd dado por

Ty y2, ) = (92,93, )-

(Observacion: con el objetivo de que este operador sea efectivamente el operador
inverso de T fue que no tomamos nuestro espacio como todo ls). Ademds T—!

es acotado pues
(oo}
177> = ) vl
i=2

[yl

N

Sin embargo T(X) # X pues T(X) = {y € X : y1 =y2 =0}. Por lo tanto
A=0¢€o.(T).

Habiamos dejado pendiende la pregunta de st este operador tiene o no subes-
pacios invariantes cerrados no triviales. Vamos a aprovechar para responderla

ahora.

Sea
M={x€ly:2=(0,0,23,...)}.

Omitiremos probar que M es subespacio. Veamos que es cerrado; sea
r = (z1,29,23,...) € M, entonces existe Tp, = (z¥,25,2%,...) € M tal que
T, converge a x en X. Dado que para cada i € N se tiene que |z < ||ZTn||2,

entonces, en particular la primera coordenada x7 y la sequnda x% convergen a
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x1 Yy T2 respectivamente. Esto implica que x1 =0 = 2. Por lo cual x € M.

» Dado x € M, T(x) = (0,0,0,z3,...) € M, por lo cual M es invariante
bajo T'.

= FEl elemento e = (0,1,0,...) ¢ S y en consecuencia S # .
= Dado que e3 = (0,0,1,0...) € S, entonces S # {0}.
Ahora veamos un ejemplo de un operador compacto.

Ejemplo 3.4.2. Sea nuevamente X =1y y T : 1o — lo definido como
T(£1,$2,l‘3,...) = (077’7’7 ”.77,“.)

Veremos que T es un operador compacto.
Sean
T2 T

Tn(l"):(0,$1,?7--~,7,0,0-~-)~

Primero observemos que, dado que se cumple que dim(R(T},)) < oo, entonces
por el resultado 3.4.4 para cada n € N, T,, es un operador compacto.
Ademds T puede ser aprozimado por {T,}. Primero observemos que, si x €

Iy entonces |z;|* converge a 0 y por lo tanto existe C > 0 tal que |2;|*> < C para

toda i € N. Ahora,

oo

>
-t = 3 4
1=n-+1
o0
1
<0 &
i=n+1
(o)
Y como Z = converge a 0 cuando n tiende a oo, entonces ||T—T,|| converge
1=n+1

a 0.

Por el resultado 3.4.5 concluimos que T es compacto.

Este operador es muy similar al operador del ejemplo 3.4.1, y con los mismos
argumentos podemos concluir que no tiene valores propios, el 0 es valor espectral,

y tiene subespacios invariantes cerrados y no triviales.
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Ejemplo 3.4.3. Sean ahora X = L?[0,1] y el operador T : L?[0,1] — L?[0,1]
defnido como

(Tf) (=) = f(t)dt.

[071)
Este operador es conocido como el operador de Volterra y es compacto. Ademds

se puede probar que los subconjuntos
So={fe€L?0,1]: f=0 cds en [0,0]}

para o € [0,1] son todos los subespacios invariantes cerrados no triviales. Este

resultado fue obtenido por Donoghue [6] en 1957.

Esto nos puede inducir a pensar que todo operador compacto en un espacio
de Banach tiene un subespacio invariante cerrado no trivial. Demostrar esto serd

nuestro siguiente paso.

3.4.3. El teorema de Lomonosov

En 1930 John von Neumann desarrolla una técnica para encontrar subespa-
cios invariantes para operadores compactos en espacios de Hilbert. Mas adelante,
en 1954, K. T. Smith y N. Aronszajn extienden el resultado para espacios de
Banach y varios anos después, y con ciertas dificultades de por medio, Halmos,
copiando ideas de Robinson, logra demostrarlo para operadores polinomialmen-
te compactos. Fue una sorpresa inmensa cuando en 1976, el matemaético ruso
V. Lomonosov generaliza de forma contundente el resultado demostrando que
es suficiente que un operador A conmute con un operador que conmuta a su
vez con uno compacto para que A tenga un subespacio invariante cerrado y no
trivial. Lomonosov usa una técnica muy ingeniosa y novedosa que le permite
hacer una prueba mucho maés breve y sencilla.

En esta seccién nuestro objetivo sera presentar un primer resultado, siguien-
do la prueba reducida de Hilden [11].

Vamos a iniciar definiendo lo que es un subespacio hiperinvariante.

Definicién 3.4.5. Se dice que un operador T acotado tiene un subespacio S

hiperinvariante, si todo operador acotado A que conmuta con T tiene a S como
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subespacio invariante. Es decir si AT =TA, entonces A(S) C S.

Observacion 3.4.1. Todo subespacio T- hiperinvariante es T- invariante, sin

embargo lo reciproco no es cierto.

Lema 3.4.1. Si S es hiperinvariante con respecto a T entonces S es hiperin-

vartante con respecto a T.

Demostracion. Sea S hiperinvariante bajo T'y A un operador acotado que con-

muta con 7. Entonces S es subespacio invariante de A, es decir que

A(S) C S.

Queremos demostrar que A(S) € S. Como A es un operador continuo cumple

que

A(S) € ACS).

Pero como A(S) C S entonces A(S) C S. Por tanto

AS)C S

A(S5)

N

Es decir que S es un subespacio invariante para A, por tanto S es hiperinvariante

para T'. O

Teorema de Lomonosov

Teorema 3.4.1. (Lomonosov) Sea X de Banach, entonces todo operador lineal
T : X — X compacto no nulo tiene un subespacio hiperinvariante cerrado no

trivial.

Observemos que con esto se resolveria nuestro problema, pues si T' tiene un
subespacio S hiperinvariante, entonces para toda A tal que AT = T A se tendria
que A(S) C S. En particular T' conmuta consigo mismo por lo cual T'(S) C S.

Antes de adentrarnos en la prueba, haremos un esbozo de demostracion.

Seguiremos los siguientes pasos:

Paso 1. Usar que, como T es un operador compacto, su espectro consta sola-

mente del elemento 0 y de valores propios. Si T' tuviera un valor propio
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demostraremos que 7' tiene un subespacio hiperinvariante. En caso con-

trario, entonces A = 0 es el unico valor espectral.

Paso 2. De lo anterior, concluir usando la férmula del radio espectral, que para
toda k € C,
lim |[(kT)"™|| = 0.

n—oo

Paso 3. Tomar un elemento o tal que 1 < ||T'(x0)||, y llegar a que 0 ¢ T'(B) y
que 0 ¢ B, donde
B={zxeX:|lxz—ua <1}.

Paso 4. Considerar, para cada y # 0 los subespacios
S, ={Ay : AT =TA},

y demostrar que son hiperinvariantes.

Paso 5. Demostrar que existe y € X tal que S, es un subespacio no trivial. Para

esto, supondremos que 573/ = X para todo y € X; usando la compacidad

de T' y un método recursivo llegaremos a que 0 € T'(B), lo cual contradiria

el punto 3.

Demostracion. Sea T : X — X un operador compacto con X de Banach. Pode-
mos asumir sin pérdida de generalidad que ||T|| = 1 pues en el caso contrario

trabajamos con ﬁ

1. Consideremos A € o(T). Como T es un operador compacto, por el resultado

3.4.3, tenemos que
o(T) = op(T) U{0}.

Por tanto

1. A € 0,(T) (incluyendo al 0),

2. o bien X € {0} \ 0,(T) .

El primer caso corresponde a decir que T tiene valores propios. Afirmamos
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entonces que el conjunto

S={z:T(x) =Mz}

es hiperinvariante. En efecto, consideremos x € S'y A tal que AT = TA,

entonces

TAx = ATz
= Az
= MAuz.

Por definicién de S se tiene que Az € S, y por ende A(S) C S. Es decir S

es hiperinvariante.

Supongamos entonces, como en el caso 2, que T' no tiene vectores propios,

y que por tanto o(T") = {0}.

2. Ahora, por definicién de radio espectral

ro(T) = sup [A],
Aeo(T)

y puesto que o(T) = {0}, entonces r,(T) = 0. Al mismo tiempo, por el

resultado 3.4.2 tenemos

ro(T) = lim /7]

De estas dos ecuaciones concluimos que

ro(T) = 0= tim /[T

Veamos que de esto se sigue que lim ||T"|| = 0. En efecto por definicién
n—oo
de limite tenemos que para todo ¢ > 0 existe N € N tal que sin > N

entonces

YVIIT|| < e.
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En particular tomando ¢ = %, existe N tal que si n > N, entonces

1
VI < 5.

Por lo cual ||T"|| < (3)" y como lim (%)n = 0 entonces lim ||T"|| = 0.
n—oo n—oo

Ahora sea k € C, y consideremos el operador T = kT que es acotado y tie-
ne las mismas propiedades que T, en particular, el mismo radio espectral.

Entonces, usando lo anterior, podemos concluir que

lim [T = O.
n—oo
Y por lo tanto concluimos que para todo k € C,

lfm ||(KT)"|| = 0. (3.4.1)

n—oo

Esto lo usaremos mas adelante.

3. Tomamos algin zg € X tal que ||T'zo|| > 1 y consideramos la bola centrada

en zg definida como
B={x:]|z—x0|<1}.

Afirmamos que 0 ¢ TB y que 0 ¢ B. Lo primero se debe a que, al ser T

acotado, se cumple:
T (2 = zo)ll < IT] - [|z = oll,

para todo z € B. Como ||T|| = 1y ||z —xo|| < 1 entonces ||T(z—x0)|| < 1.

Ademsds, como T es lineal, tenemos que

Tz — Tao|| = [|T(x — zo)|| < 1.
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Pero ||Tz|| —|| Tzo|| < ||Tx — T'zo||, por tanto
[|Tzol| <1+ ||Tz]l.
Y dado que nos tomamos zg tal que 1 < ||Tzg|| entonces
L <||Txol| <1+ [Tl

Concluimos que

0 < [|Tzol|— 1 < ||T2]], (3.4.2)

para todo x € B. En otras palabras 0 ¢ TB.

Ahora sea y € TB entonces existe una sucesién {Tx,} en TB tal que
lim Tz, = y. Por lo cual dada € = ||Txo||— 1 existe N € N tal que si
n— oo

n > N entonces ||Txz, — y|| < ||Txo||— 1. Por tanto
[ Tan|l= ([ T2ol|— 1) < lyl.

De la ecuacién (3.4.2) concluimos que 0 < ||Tz,||— (||Tzol|— 1) < ||y]| lo

cual implica que 0 < ||y||, es decir

0¢ TB. (3.4.3)

Lo segundo se sigue de lo primero pues si 0 € B entonces 0 = T'(0) € TB
pero TB C TB, y en consecuencia 0 € TB, lo cual vimos que no sucede.
Por lo tanto

0¢B. (3.4.4)

Otra observacién importante es que 1 < ||zg]|, pues

L < [T T ol

(3.4.5)

NN

[|zol-
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JirGoli>1-"T0

Figura 3.7: 0 ¢ B, TB

4. Consideremos para cada y € X con y # 0, el siguiente conjunto
Sy ={Ay: AeB(X,X)y AT =TA}.
Denotaremos por

A={AeB(X,X): AT = TA}, (3.4.6)

entonces

Sy, ={Ay:Aec A}. (3.4.7)

Demostraremos que S, es un subespacio invariante bajo los operadores

que conmutan con T', es decir que S, es hiperinvariante.

Veamos primero que S, es subespacio de X.

s El 0 estd en Sy pues el operador 0 es acotado y conmuta con 7.

» Sean Ay, By € S, entonces, como A y B son acotados, A + B es
acotado y

(A+ B)T AT + BT

= TA+TB

T(A+ B).
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Por tanto A+ B € Ay por ende (A+ B)y € S,.

» Finalmente sea Ay € Sy y a € C, entonces aA es un operador acotado

y
(aA)T = aTA

= T(aA).

Por tanto oA € Ay por ende (aA)y € Sy.
Concluimos que Sy es efectivamente un subespacio de X.

Ahora veremos que Sy es hiperinvariante. Sea B un operador que conmuta

con T, TB = BT. Demostremos que

B(Sy) € Sy,

es decir que dado = € 9, entonces Bx € 9.

Como z € S, entonces x = Ay para algin A acotado y tal que AT =T A.
Por lo cual

Bx = BAy.

Pero BAy € S, pues BA es acotado y

(BA)T

B(TA)
— (TB)A
— T(BA).

Con esto queda demostrado que Sy es hiperinvariante. Ahora consideremos
Sj,. Por el lema 3.4.1, Sj/ es hiperinvariante.
Tenemos entonces que, para cada y # 0 el conjunto Sj, es un subespacio
hiperinvariante cerrado, faltaria ver que no es trivial.

5. Es importante notar que, dado que el 0 no es valor propio, entonces 7'(y) # 0.
Como y # 0y T € S, entonces para cada y, S, # {0} y por ende S, # {0}.

Veamos que existe algiin y € X tal que S, # X. En otras palabras lo

que queremos demostrar es que existe y € X tal que S, no es denso en
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X. Hagamos esto por contradiccion; supongamos que para todo y # 0 se
tiene que S, = X. Entonces, dado y € X, para todo x € X, y € > 0 existe
z € 5y tal que

|z —z|] < €.

Como z € Sy entonces z = Ay para algin A acotado y que conmuta con
T. En consecuencia

Ay —z|| <e.

Esto para cada z € X, en particular para x = zy. Ademas tomando ¢ = 1

tenemos que existe A € A tal que
[|Ay — zo]| < 1.

Por tanto

UA) ={y € X : [|Ay — zol| <1} # 0.

Ademds notemos que

donde recordamos que B denota la bola abierta de radio 1 y centro zg.

Como A es continua entonces U(A) es abierto, para cada A.

[0

Figura 3.8: Ay € B por tanto U(A) es no vacio.
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Consideremos ahora

U u),

AcA
que es una unién de abiertos. Afirmamos que cubre a todo el espacio menos
el {0}, es decir que

U u(4) = x\ {0} (3.4.8)

AcA

En efecto, si z € U U(A) entonces z € U(A) para algin operador A € A,

AeA
pero 0 ¢ U(A) pues de estarlo se tendria que

[lzol| = [|A0 — o] < 1.

Lo cual es una contradiccién ya que tomamos a g tal que 1 < ||Tzl|, ¥

vimos en (3.4.5) que esto implica que 1 < ||zg||. Es decir que
z€eU(A) C X\ {0}

Por tanto

U u4) € x 7\ {o}.

AeA

Ahora veamos que X \ {0} C U U(A). Sea z € X \ {0}, entonces, como

AcA
S, es denso en X, existe A € A tal que

||Az — x| < 1.

En otras palabras, se tiene que z € U(A) y por tanto

x\ {0} ¢ |J ua).

AeA

Podemos concluir que U U(A) es una cubierta abierta de X \ {0}.
AeA
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Por otro lado, sabemos que 7" es un operador compacto y 3 es un conjunto

acotado, en consecuencia T'(B) es un conjunto compacto de X . Recordemos

ademds que por (3.4.3), tenemos que 0 ¢ T'(B), es decir

T(B) € X\ {0}.

Y por lo anterior

T(B) € X\ {0} = | J U(A).

AcA

Como T'(B) es compacto y U U(A) es una cubierta abierta, entonces

AcA
existen Aq,... A, € A tales que

7@ < | Jua,).
j=1

Sera muy importante tener en mente que acabamos de fijar la n. Iniciare-

mos un proceso recursivo:
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Paso 1. Tenemos que xg € B, por tanto
Tzg € T(B) S T(B) € | JU(4,).
j=1

Es decir que Tz € U(A;,) para algin i1 € {1,...n}. Pero por definicién
de U(A;,) se tiene que

HAilTxO — (,C()H < 1.

En consecuencia A;, T'zy € B.

Paso 2. Tenemos que A;, T'zy € B, por tanto
TAilTxo e TB.

Es decir que TA;, Txg € U(A;,) para alguna iz € {1,...n}.
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ﬂnl'(ﬂm)

=

Figura 3.9: TA;, Txg € U(A;,)

Pero por definicién de U(A;,) se tiene que
||Ai2TAi1TIZ’0 - SC()|| < 1.

En consecuencia A;,TA; Txy € B.

Paso 3. Tenemos que A;,TA;, Tz € B, por tanto
TAiQTAilTCL'O e TB.

Es decir que TA;,TA;, Tz € U(A;,) para alguna i3 € {1,...n}. Pero por
definicién de U(A;,) se tiene que

||Ai3TAi2TAi1TQ?0 — $0|| <1

En consecuencia A;,TA;,TA; Txy € B.

Haciendo esto m veces, obtenemos que:

A; TA;, T...A;,TA;,,TA;,Txo € B para algunas iy, ...i, € {1,...n}.
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Sea ¢ = méx{||4,;]|: j € {1,...n}} y llamemos

Zm = A TAim,lT ce AiSTAiZTAilTJ}O.

Tm

Recordemos ademds que para toda j € {1,...n}, A; € Ay por ende A;

conmuta con 1. Entonces

Zm

= A A, .. ALALA T
= " C_mAZ‘m Aim71 . Ai3Ai2 Aile.’Eo
= ¢ 1A, A, A A e A T

= (YA, V(e TA;, ) (e AL (e AL) (e A ) (€)™ .

Ahora, por definicién de c¢ se tiene que

cHl4;l< 1.
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En consecuencia

|E (e Ai, ) (e A,y ) e (7 Aug ) (e Ay ) (e P Ay ) (eT) ™o |

< e A1 A, DI -1 H A (e Ay
AT A1) ™[] - [l |
< Ie)™ ] - [foll-

Pero en (3.4.1) vimos que

, mi
i [[(eT)™| = 0,
por tanto lim z,, =0, es decir que 0 € B, lo cual es una contradiccién
m—0o0
a (3.4.4).

Es muy importante observar que al hacer tender m a oo se tendrd inevi-
tablemente que m > n, y por tanto estamos diciendo que las 7, se repiten
dentro del conjunto {1,...n}. Lo que es clave, es que la n es fija, lo que
implica que ¢ también es fijo y no depende ya de la m, esta es la razén

por la cual podemos tomar el proceso limite.

Concluimos que Sy no puede ser denso en X y en consecuencia existe
y € X con y # 0 tal que 57y es un subespacio hiperinvariante no trivial y

cerrado de X.

3.4.4. Lomonosov Generalizado

En esta seccién generalizaremos el resultado anterior: demostraremos que es
suficiente que un operador T' conmute con un operador compacto, para que T'
tenga un subespacio hiperinvariante. En otras palabras, si K es un operador
compacto tal que TK = KT, y A es un operador que conmuta con 7' entonces
A tiene un subespacio invariante. Para ello usaremos los siguientes resultados
que ya demostramos durante la prueba del Teorema de Lomonosov pequeno y

que enunciaremos nuevamente para tenerlos en mente.
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Resultado 3.4.6. Sean A = {A e B(X,X): AK=KA}, y € X y K un
operador compacto, entonces el conjunto S, = {Ay: A € A} es un subespacio

hiperinvariante para K.

Resultado 3.4.7. Si K es un operador acotado, el conjunto {x : Kx = Az} es
hiperinvariante para K. En otras palabras N (K — M) es hiperinvariante para

K.

Antes de adentrarnos en la demostracién del teorema, daremos unas defini-
ciones, unos resultados y probaremos unos lemas que necesitaremos mas ade-
lante. Las siguientes proposiciones son sencillas y las usaremos al demostrar el

teorema de Lomonosov generalizado.

Resultado 3.4.8. Sea X un espacio normado y U un conjunto compacto. Si

V C U es cerrado, entonces V' es compacto.

Proposicién 3.4.1. Sean K, A : X — X transformaciones continuas tales que

K es compacta. Entonces la transformacion AK es compacta.

Demostracion. Sea S un conjunto acotado de X. Como K es compacta, sabemos

que K(S) es compacto.

Queremos demostrar que AK(.S) es un conjunto compacto. Como A es con-

tinua A[K(S)] C X es compacto y por ende cerrado. Ahora, dado que

K(5) € K(9),

entonces

AK(S) C A[K(9)).

Lo cual implica que

AK(S) € A[K(S)].

Al ser AK(S) un cerrado contenido en un compacto, concluimos que es también

un compacto de X, que es lo que se queria demostrar. O

Proposicién 3.4.2. Sea K : X — X una transformacion compacta y M C X
un congunto. Entonces K [p: M — X es también una transformacion compac-

ta.
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La prueba de esta proposicién se omite, se puede consultar en [9)].

Durante la prueba del teorema de Lomonosov generalizado necesitaremos
saber un poco de teoria sobre la envolvente convexa de un conjunto. Vamos a
mencionar ciertas definiciones y proposiciones que usaremos, las demostraciones

de éstas se encuentran en el apéndice B, también pueden ser consultados en [15].

Definiciéon 3.4.6. Dado un conjunto D C X definimos la envolvente conveza
de D como el conjunto convexo mds pequeno que contiene a D. La denotaremos

por conv (D).

Proposicion 3.4.3. La cerradura de un conjunto convexro es convexa.

Definiciéon 3.4.7. Dado un conjunto D C X diremos que x es una combinacion
n

conveza de D, si x = Z)\jxj conx; €D, neNy) €R tales que:
j=1

1. X\j 2 0 para toda j € {1,...,n},

2.
J

A =1
1

n
Proposicion 3.4.4. Sea D C X, entonces la envolvente convera de D es el
congunto de las combinaciones convexas de D. Es decir:
n n
conv(D) ={ Y Nzj: neN, z; €D ;ER, X >0, ) =1,

=1 j=1

Definiciéon 3.4.8. Un dlgebra A sobre C es un espacio vectorial con producto,

el cual satisface lo siguiente:
1. x(yz) = (zy)z,

2. (z+yz=xz+yz yax(y+2) =zy+zz,
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3. a(zy) = (az)y = z(ay),
donde z,y,z € Ay a € C.

Los siguientes dos resultados los daremos por hecho, el segundo es un teorema

muy conocido de andlisis, se pueden consultar en [9].

Resultado 3.4.9. El conjunto de todos los operadores acotados B(X, X) es un

dlgebra, con el producto definido como la composicion de dos operadores.

Resultado 3.4.10. Sea X un espacio normado, entonces
Bi(0) ={z € X :[|z|| < 1},

es compacta si y solo si dim X < oo.

Lema 3.4.2. Sea A C B(X, X) un dlgebra con A # {0}, entonces para todo y #
0, el conjunto {Ay : A € A} es denso en X si y sdlo si no existe un subespacio

mwvariante cerrado no trivial comin para todo A € A.

Demostracion. = ) Supongamos que para todo y # 0 el conjunto {Ay : A € A}
es denso en X, y supongamos ademds que existe S, un subespacio invariante
cerrado no trivial comin para todo A € A.

Sea x € S con z # 0, entonces Ax € S para toda A € A, es decir que
{Az:Ac A} CS.
Como S es cerrado tenemos que
{Az:Ac A} CS.
Pero por hipétesis {Ax : A € A} es denso en X, por lo que
X={Az:Ac A} CS.

Concluimos que X = S, lo cual es una contradiccion a que S sea no trivial , en

consecuencia no existe un subespacio invariante cerrado no trivial comun para

todo A € A.
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<) Ahora supongamos que no existe un subespacio invariante cerrado no
trivial y comtin para todo A € A.

Sea x € X con x # 0, ya vimos que para cada y € X el conjunto
Sy={Ay: Aec A},

es un subespacio vectorial. Ademads es invariante para toda A € A puessi z € .S,
y A € Aentonces Az € S,. En efecto, Az = AAy, y como A es dlgebra, entonces
AA € A. Es decir que para toda y € X

A(S,) C S, VA€ A

Por el lema 3.2.3, 571; es también un subespacio invariante cerrado para toda
A € A. Como Sy # {0} y S es trivial, entonces S, = X que es lo que querfamos

demostrar. O

El siguiente lema es lo tltimo que necesitaremos para demostrar el teorema

de Lomonosov generalizado.

Lema 3.4.3. Sea A C B(X, X) un dlgebra tal que, para toda y # 0, el conjunto
{Ay : A € A} es denso en X y sea K un operador compacto no nulo. Entonces
existe A € A tal que

N (AK — 1) # {0}.

Es decir que existe x € X con x # 0 tal que AKz = x.

Vamos a hacer un esbozo de prueba. Tenemos que tener en mente que lo
que queremos construir es el operador A, y queremos construirlo de tal forma
que exista x # 0 tal que AKz = x. Lo cual se traduce en que el operador AK
tenga un punto fijo distinto del cero. Esto nos da una idea de lo que va a ser el
final de la prueba; vamos a adecuar el terreno para poder aplicar el teorema de

punto fijo de Schauder, el cual se puede consultar en [18].

Teorema 3.4.2. (Teorema de punto fijo de Schauder) Sea X un espacio de
Banach, D C X un conjunto compacto, convexo, no vacio y H : D — D una

transformacion compacta y continua. Entonces H tiene un punto fijo. Es decir,
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existe © € D tal que
H(z) = z.

Para poder aplicar el teorema, tenemos que construir el conjunto D compac-
to, convexo y no vacio, y un operador A tal que AK sea continuoy AK : D — D.
La proposicién 3.4.1 nos asegura que AK es compacto, por lo que podremos ha-
cer uso de dicho teorema.

Vamos a hacerlo en el siguiente orden:

1. Sentar las bases repitiendo los primeros pasos de lo que hicimos en el teorema

de Lomonosov pequeiio.
2. Construir una transformacién continua y compacta ® tal que ®: B — B.
3. Construir un conjunto D C B compacto, convexo y no vacio.

4. Adecuar la transformacién y el conjunto para que cumplan lo deseado.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ||K|| = 1 pues

en caso contrario consideramos H—gu Si encontramos A € A tal que

K
N(AW—I)#{O},

entonces A = ﬁ cumple que
N(AK — 1) # {0}

1. Como ya mencionamos, en el inicio de la demostracion seguiremos practi-
camente los mismos pasos que en la prueba del teorema de Lomonosov

3.4.1.

Sea g € X tal que 1 < ||K(zp)||. Entonces, como ||K|| = 1y K es

acotado, se tiene que

[ (20)[| < [[oll-

Por lo que

1< ||J)0||
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Denotemos nuevamente a la bola de radio uno y centro zy como
B={xe€ X :|lz—xl <1}.

Entonces, por (3.4.3) y (3.4.4),0¢ KBy 0¢ B.

Dado A € A, denotamos también como

U(A) A7Y(B)

{r e X :||Az - 1|| < 1},

y recordamos que, por la continuidad de A, U(A) es un conjunto abierto.

X X
A
0 A
0 //
w(B)
A N8y =) ;Y

Por (3.4.8) se tiene ademds que

U u(4) = x\ {o0}.

AcA

Finalmente, como K es un operador compacto y B un conjunto acotado,

entonces existen Ai, Ao, ... A, tales que

KB) < |Ju(4;). (3.4.9)
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U(A )
ks .24’{.1-3}

2. Aqui cambiamos de rumbo. Recordamos que la estrategia que vamos a seguir
consiste en construir un operador continuo A y un conjunto compacto y
convexo D C B tales que AK : D — D, para poder poder aplicar el
teorema de punto fijo de Schauder. En esta parte nos encargaremos de

construir una transformacién continua ®: B — B.

Empecemos definiendo ciertas funciones auxiliares: Para cada j € {1,...,n}

sea o : K(B) — R definida como

aj(z) =méax {0,1 — [|A;z — zol|}.

Figura 3.10: La funcién que representamos aqui ain no esté restringida a K(B),
pero muestra el comportamiento de las o;.
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Dado que la funcién méaximo es continua entonces a; es continua. Ademas
aj(x) >0 paratodaje€ {1,...,n}, y para toda z € KB.

Finalmente a;(x) = 0 si y sélo si 1 < ||Ajz — xo||. Es decir si y sélo si

Ajx ¢ B o en otras palabras si y sélo si
z ¢ AN (B), (3.4.10)

como se muestra en la figura 3.10.

Sea x € K(B) entonces por (3.4.9), z € U(A;) para alguna i € {1,...,n}.
Lo cual implica que

||All' 71’0” < 1.

Por lo que para dicha i, se tiene que 0 < «;(x). Es decir que para todo

x € K(B) existe i € {1,...,n} tal que

a;(z) > 0. (3.4.11)

Ahora, como «; > 0 para toda j € {1,...,n}, entonces

zn:ak(x) >0 VacK(B).
k=1

Definimos para cada j € {1,...,n} la funcién g, : K(B) — [0, 1] como

B; esta bien definida por lo anterior, es continua y ;(x) = 0 si y s6lo si

aj(z) =0.Y esto sucede si y sélo si = ¢ A;l(B), por 3.4.10.

Ademads para cada z € K(B) por 3.4.11, existe i tal que a;(z) > 0y en

consecuencia ;(x) > 0.
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Observemos que

3

Yo = Y

> ajl@) (3.4.12)

Finalmente definimos ®: B — X como

n
O(x) = E Bij(Kz)A;Kx.
=1
® no es una transformacion lineal, pero si es continua por ser suma de
funciones continuas. Ademads estd bien definida pues si © € B entonces

Kz € K(B). Pero como K es un operador continuo,

K(B) € K(B),

y f; toma valores en K (B).

Finalmente, como K es un operador compacto, entonces ® es compacta.

Recordemos que nuestro objetivo es encontrar una transformacion conti-
nua y compacta que vaya de un conjunto en si mismo y que este ultimo
sea compacto, convexo y que esté contenido en la bola unitaria. Si bien®
no es lineal y por tanto no es el operador buscado, serd de gran utilidad

demostrar que ®: B — B, o en otras palabras, que
(B) C B.
Sea z € B, demostremos que

|| ®(2) = ol | < 1.
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Recordemos que por construccién (3.4.12)

Z Bi(y) =1 para toda y € K(B).
j=1

En particular Kz € K(B) por lo que

> Bi(Kz)=1.
j=1

Consideremos
|®(2) —zol| = 1D Bj(Kx)A;Ka — |
j=1
= (1D Bi(K2)A; K = Bi(Ka)aol]
j=1 j=1
= 1) Bi(Kxz)(A;Kz — )]
j=1

N

ZHBJ‘(K@(AJ‘K%—%)H-

Ahora, como §;(z) € [0, 1] entonces

Yo B(Ka)(AKe —zo)ll = Y Bi(Ka)|[(A; Kz — o).

j=1 j=1

Para cada j € {1,...,n} tenemos que
[AjKz — ol <1 6 [|AjKz — x| 2 1.

Pero vimos que ||[AjKxz — xzg|| > 1 siy sélo si a;(Kx) = 0, y esto sélo se

da si Bj(Kx) = 0. Lo cual implica que todos los términos para los cuales

|AjKz — ol > 1,
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se anulan. Es decir que

S BiED||(AKe )| <Y B(Ka)

j=1
= 1

Por tanto ||®(x) — zo|| < 1, con lo que se concluye que ®(z) € B.
Es importante notar que dado que dim X = oo, la bola cerrada B no es

un conjunto compacto (resultado 3.4.10), y por ende no es el conjunto que

buscamos para poder aplicar el teorema de punto fijo de Schauder.

3. El siguiente paso serd construir un conjunto D C B compacto y convexo.

Para ello recurriremos al teorema de Mazur, el cual enunciaremos ense-
guida. Recordemos que como K es un operador compacto y para cada
j € {1,...,n} el operador A; es acotado, entonces por la proposicién

3.4.1, A;K es compacto. Por tanto A; K (B) es compacto y por ende
U 4K®),
j=1

es compacto. Sin embargo no podemos asegurar que esta unién sea con-
vexa, la manera mas directa de, dado un conjunto, obtener un conjunto
convexo a partir de él, es tomando la envolvente convexa de éste, conv(D).
Surge la pregunta jconv(D) es compacto? o si acaso jconv(D) lo es? Pre-

sentemos el teorema de Mazur. 3

Teorema 3.4.3. (Teorema de Mazur) La cerradura de la envolvente con-

vexa de un conjunto compacto en un espacio de Banach es compacta.

3Puede ser consultado en [15]
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Aplicando este teorema al con-

junto UAjK(B) obtenemos

j=1
que

conv(U A;K(B)),
j=1

es compacto. Ademads por el teo-

rema 3.4.3, tenemos que este
conjunto es también convexo.

Llamemos eonv( | M IK(BI)
=1

C= conv(o A;K(B)).

Dado que B es cerrado, y CN B C C, por el resultado 3.4.8, CN B es

compacto y convexo.

Justifiquemos rapidamente por qué esta interseccién es no vacia. Como
K £ 0y por 3.4.9, tenemos que existe € K(B) tal que x € U(A;) para

alguna ¢ € {1,...n}. Esto implica que A;x € By Az € A,K(B). Por
tanto A;x € CN B.

4. Ahora vamos a demostrar que, en realidad, no sélo logramos construir una
transformacién ® que cumple que ®(B) C B, sino que ademés ®(B) C C.

Primero observemos que dado que ®: B — X se expresa como

O(x) = Bi(Kr)A;Kx,

Jj=1

n
con E B;j(Kz) = 1, entonces ®(x) es una combinacién convexa de ele-
i=1
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mentos de U A K ) Gracias a la pI‘OpOSlClOH 3.4. 4 tenemos entonces
j=1

n
que ®(z) € conv U . Pero por continuidad de K y de A; se
cumple que

conv(

.
[NEE

A;K K(B)) Cconvo

y a su vez

A K (B)).

-

A;K(B)) C conv(
1 J

T

conv(

7 1

Es decir que®( z) € C, y por tanto ®(B) C C.

Por otra parte, ya demostramos que ®(B) C B. Usando estas identidades

obtenemos entonces que

o(B)cBnc,

y por ende

Finalmente tenemos todo lo necesario para poder hacer uso del teorema de

punto fijo de Schauder, que enunciamos previamente en 3.4.2.

Tenemos la transformacién continua, compacta,® [, z: C N B—-CnNBy
ya demostramos que C N B es compacto, convexo, y no vacio. Por el teorema de
punto fijo de Schauder podemos concluir que existe x € C N B tal que ®(z) = =,
es decir que

i Bi(Kx)AjKx = x.

=1

n

Llamemos A = Zﬁj(Kx)Aj. Recalcamos que ahora el punto = estd fijo.
j=1

Hasta ahora no hemos usado todas las hipétesis del lema, vamos a ello: como

A es dlgebra y dado que fj(z) € [0,1] y A; € A entonces, ahora si A es un
operador lineal acotado; A € A. Podemos reescribir la ecuacién que obtuvimos

como
AKx = x.
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O lo que es equivalente a

(AK — Iz =0.

Para terminar con la demostracién, sélo faltaria demostrar que x # 0, pero esto
se cumple ya que x € By vimos al inicio que 0 ¢ B.

Acabamos de encontrar entonces A € Ay x # 0 tales que
N(AK — 1) # {0}

que es lo que queriamos probar.

O

Ahora si, vamos a la demostracién del teorema de Lomonosov generalizado,
cabe mencionar que en realidad y por fortuna, la parte mas dificil de la prueba

de dicho teorema es el lema que acabamos de demostrar.

Teorema 3.4.4. (Teorema de Lomonosov generalizado) Sea X espacio de di-
mension infinita, T, K : X — X operadores tales que T no es multiplo de la
identidad y K es compacto con K # 0. Si T conmuta con K, entonces T tiene

un subespacio hiperinvariante.

Demostracion. Llamemos A = {4 € B(X,X): AT =TA}. Sea K : X — X un
operador compacto tal que KT = TK, entonces K € A.

Si existiera un subespacio invariante cerrado no trivial y comuin para todo
A € A, entonces hemos acabado, pues en dado caso dicho subespacio seria

hiperinvariante. Sino, entonces por el lema 3.4.2, para todo y # 0 el conjunto
Sy ={Ay:Aec A},

es denso en X.
Ahora, por el resultado 3.4.6 sabemos que el conjunto S, es un subespacio hi-
perinvariante para Ty por el lema 3.2.3, entonces S, es también hiperinvariante

para T. Supongamos nuevamente que para todo y # 0 se tiene

S, = X.
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En consecuencia, como K es compacto, por el lema 3.4.3 existe A € A tal que
N (AK — 1) # {0}.
Llamemos M = N (AK —I), y sea x € M entonces
(AK — Tz = 0.

Por lo cual

AKz = x.

Pero x € M es decir que AK(M) C M y ademds AK | oy =1 [pg.

Por las proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 sabemos que si K es compacto tanto AK
como K [ ¢ también lo son. Por lo cual, aqui tenemos que, como K es compacto
entonces AK [ es compacto y por ende I [ es compacto.

Por definicién de operador compacto, y dado que
{z € X :||z|| < 1} = B1(0),

es un conjunto acotado, entonces I(5;1(0)) es compacto. Ademds

1(B1(0)) = B1(0).

Es decir que B;1(0) es compacta. Pero por el resultado 3.4.10 sabemos que un es-
pacio normado es de dimensién finita si y sélo si la bola cerrada es compacta. Por
tanto aqui concluimos que X es de dimensién finita lo cual es una contradiccién.

Esta viene de suponer que para todo y € X con y # 0 se tiene que ST, =X,
por lo cual concluimos que existe y # 0 tal que S’T/ C X. Es decir que 57y es un
subespacio hiperinvariante cerrado y no trivial para 7', con esto queda queda

demostrado el teorema de Lomonosov generalizado. O

Llegados a este punto nos podemos hacer numerosas preguntas. Hemos de-
mostrado que todo operador que conmuta con un operador que a su vez con-
muta con un operador compacto, tiene un subespacio hiperinvariante cerrado

no trivial. Pero jqué tan “grande” es el tamano del conjunto de operadores
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compactos? Mas ain jqué tan grande es el tamano de todos los operadores que
conmutan con un operador que conmuta con un operador compacto? Dado un
operador fijo {cémo se podria asegurar que no existe ningin operador compacto
(no cero) que conmute con él? Pareciera que es una pregunta complicada de
responder. Durante siete anos se creyé que tal vez el resultado de Lomonosov
daba la respuesta al problema del subespacio invariante en espacios de Banach.
Sin embargo, en 1980 D. W. Hadvin, E. A. Nodgren, H. Radjavi y P. Rosenthal
construyeron un operador que no conmuta con ningin operador compacto (no

cero), [13]. Este descubrimiento permitié que el problema se mantuviera abierto.

3.4.5. El contraejemplo

En 1976 Enflo encuentra un operador en un espacio de Banach sin subespa-
cios cerrados invariantes no triviales. Sin embargo, el ejemplo es tan elaborado
que el articulo tardd cinco anos en ser revisado y finalmente se publicé hasta
1987. Durante ese tiempo, basandose en el método que usé Enflo, Charles Read
[14] construye un ejemplo ligeramente més sencillo (supuestamente), en el es-
pacio de sucesiones ;. A partir del operador multiplicacién define un operador
que no tiene subespacios cerrados invariantes no triviales. Mas atn, en 1988
construye un ejemplo que no tiene ni siquiera conjuntos cerrados invariantes.
Por otro lado, Beauzamy [3] también simplifica el ejemplo de Enflo pero él lo
trabaja completando el espacio de polinomios.

A pesar de todas estas simplificaciones, las construcciones son bastante ela-

boradas y no las abordaremos en este trabajo?.

3.5. X de Hilbert

Ahora trabajaremos con X un espacio con producto interno < , > sobre el
campo C. Esto nos da mucha més herramienta para describir a ciertos operado-
res del espacio; nuestro objetivo sera demostrar que todo operador normal tiene
un subespacio invariante no trivial.

Sabemos que, al ser X un espacio de Hilbert, dado un subespacio cerrado

4Estos datos se pueden consultar en [17].
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M, podemos escribir a X como X = M @ M, por tanto cada elemento de x se
puede representar como x = 1 + x5 con x; € M y 2o € M+ . Una proyeccién
P : X — X sobre un conjunto M, es una transformacién que cumple que, para
todo z € X, P(x) = x1. Es decir que, por pura definicién, el subespacio M es

invariante para P.

Esto nos indica que las proyecciones son transformaciones para las cuales
encontrar subespacios invariantes es sencillo ;Cémo podriamos ayudarnos de
este hecho para analizar la existencia de subespacios invariantes para otros ope-

radores?

Se demuestra el siguiente hecho: si T': X — X es un operador acotado y
P : X — X una proyeccién ortogonal sobre M, entonces M es T- invariante si
y s6lo si TP = PT.
Observemos que T'P = PT, siy sélo si para todo € M se cumple que TP(z) =
PT(x), y esto sucede si y s6lo si T'(z) = P(T(x)) el cual pertenece a M si y sélo
siT(z) € M.
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T
X — i
X uw| vy T M| v
0 0
T(X)
P P
X B
LM
v 0
T

Es decir ya tenemos una relacién entre operadores y proyecciones ortogo-
nales, bastaria encontrar una proyeccién adecuada que conmute con T y que
ademads su rango no sea trivial.

Los teoremas espectrales permiten establecer una relacion entre ciertos tipos
de operadores y ciertas familias de proyecciones ortogonales.

Por esto mismo, para lograr nuestro objetivo, tendremos que trabajar con
proyecciones ortogonales y demostrar o hacer un esbozo de demostracién del
teorema espectral para operadores normales. Los llamados teoremas espectrales,
requieren mucha teoria y trabajo previo, de modo que asumiremos una gran
cantidad de resultados. Iniciaremos introduciendo notacién y varias propiedades

importantes. El esquema de trabajo en esta seccion serd el siguiente:
= Definir los conceptos que necesitaremos a lo largo de la seccion.

= Enunciar los teoremas espectrales para operadores autoadjuntos y para

operadores normales.

= Mencionar, sin demostrar, que la representacion que damos se puede sim-

plificar definiendo una medida adecuada.

= Demostrar que todo operador normal tiene un subespacio invariante ce-
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rrado no trivial.

En el apéndice C, hacemos un esbozo de prueba del teorema espectral para
operadores autoadjuntos y demostramos el de operadores normales a partir de

este ultimo.

3.5.1. Preliminares
Integral de Riemann-Stieltjes
Las definiciones que presentaremos se pueden encontrar en [16] y en [9].

Definicién 3.5.1. Una funcién o : [a,b] = R es de variacion acotada si

V(ia) = sup {Z lo(Ai) — a()\i—l)|} ;

es finito, donde P = {o, A1,...A\n} es una particién del intervalo [a,b].

Definicién 3.5.2. Sea v : [a,b] = R, y sea P, = { Ao, A1 ..., An} una particion
de [a,b]. Denotamos por & a un punto arbitrario en el intervalo [N;—1, A;].

Ahora consideremos f : [a,b] — R una funcidn acotada y llamamos
W(Pn) = méx {)‘1 - >\07 ) >\n - An—l} .

Definimos la suma parcial de Stieltjes como
S(f,Prye) = > &) (a(N) = a(Xis1)).
i=1

Definicién 3.5.3. Decimos que f : [a,b] — R es Stieltjes integrable con res-
pecto a la funcion o si existe un numero I que cumple la propiedad siguiente:

para toda € > 0 existe § > 0 tal que si
n(Pn) <6,

entonces

|I_S(fa7)n7a)| <e.
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Denotamos dicho numero como

]:/abfda.

Resultado 3.5.1. Sea f una funcion continua. St o es de variacion acotada,

b
entonces/ f d aexiste.
a

Durante toda la seccidn, las integrales con las que trabajaremos seran inte-

grales de Riemann-Stieltjes. Seguido denotaremos al proceso limite como
b
i 37 £(6)a(h) —a(-) = [ 1 da.
i—>00 “— a

Va a ser importante tener en mente la siguiente propiedad:

Proposicién 3.5.1. Sia: [a,b] = R es diferencia de dos funciones mondtonas

crecientes, entonces es de variacion acotada.

Demostracion. Supongamos que a(A) = f(A) — g(A) con f, g crecientes. Obser-
vemos que, dada una particién arbitraria P = {Ag, A1, ... A, } del intervalo [a, b],

se tiene

Z|O‘(>\i)_0‘(/\i—1)| < ) L) = Fa-)] + 19() = g(hi-1)] ],

i=1

y como f, g son crecientes

D LIFO) = Fi-)] + lg(h) — g(hi-1)] ]

i=1

= Z FOu) = fFum1) + Z g(\) — g(Ni-1)
Por tanto

O

Todas estas definiciones se generalizan a « : [a,b] — C sin mayor dificultad
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trabajando con parte real e imaginaria.

Propiedades de operadores autoadjuntos

Definicién 3.5.4. Sea T : X — X un operador autoadjunto. Denotamos

Mp = sup {<Tz,xz>} y mT:Hiﬂf {<Tz,z>}.
Jloll=1 zll=1

El siguiente resultado se puede consultar en [9].

Resultado 3.5.2. Sea T : X — X un operador autoadjunto. Entonces

||| = I\Sl\llpl{‘ <Tx,x>|}.

Notacién 3.5.1. Dados dos operadores A, B, la notacion A < B serd una

abreviacion para indicar que < Ax,x > < < Bzx,x > para todo x € X.

Lema 3.5.1. Sea T : X — X un operador autoadjunto tal que
—el <T <<l

Entonces ||T|| < e.

Demostracion. Por la notacién 3.5.1, tenemos que
—e<z,x> < <Txr,x> < e<ax,xz>
En particular, si ||z|| = 1 obtenemos que
| <Tz,z>|<e
Y por la proposicion 3.5.2 concluimos que

7] < e.
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La siguiente proposicién es una consecuencia de la identidad de polarizacién

y es valida para cualquier operador.

Resultado 3.5.3. Sea T : X — X un operador, entonces

<Tz,y> = [<T(x+y,z+y>—-<T(x—y),z—y>

1
4
+ i< T(x +iy),x +iy > — < T(x —iy),z — iy >)].
Proyecciones ortogonales y resoluciones de la identidad

Los siguientes resultados, pueden ser consultados en [1].

Resultado 3.5.4. Si E: X — X es una proyeccion ortogonal, entonces E es

un operador lineal acotado, y ||E|| = 1.

Resultado 3.5.5. Un operador E : X — X es una proyeccion ortogonal si y

sélo si B> = E y E = E*. Es decir, si es idempotente y autoadjunta.

Resultado 3.5.6. Si F : X — X es una proyeccion ortogonal entonces R(E)

es cerrado en X.

FEl siguiente resultado nos indica que el producto de dos proyecciones orto-

gonales es nuevamente una proyeccion ortogonal si y s6lo si conmutan.

Resultado 3.5.7. Sean F1,Es : X — X proyecciones ortogonales. Entonces

FE1Es es una proyeccion ortogonal si y solo st F1Fe = FoFq.

Definiciéon 3.5.5. Sean E1,FEs : X — X proyecciones ortogonales. Diremos

que Eq y By son ortogonales si E1Ey =0 (lo cual implica que EoEy; =0).

Resultado 3.5.8. Sean Ei,FE, : X — X proyecciones ortogonales, entonces
E; es ortogonal a Ey siy solo si sus rangos son ortogonales, es decir R(E7) L

R(Es).

Resultado 3.5.9. Si {E, : a € A} es una familia de proyecciones ortogonales,

ortogonales entre ellas, entonces

E:ZEO,

a€cl
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es una proyeccion ortogonal en

donde M, = R(E,).

El resultado que acabamos de mencionar requiere profundizar en la notacién,

esto se puede consultar en el capitulo 24 de [1].

Definiciéon 3.5.6. Una resolucion de la identidad, es una familia de proyeccio-
nes ortogonales {E(N)}, E(A\) : X — X que dependen de un pardmetro A € R y
que cumplen las siguientes propiedades:
CENY) )\1 < AQ, entonces E()\l)E()\Q) = E(AQ)E(Al) = E()\l)
= lim E(\) = E\) = E(\o).
A= Ad

= lim E(\) =0,y lim E(\) =1.
A—00

A——o0
Observacion 3.5.1. Va a ser muy importante observar que el primer punto es
equivalente a decir que si A1 < Ag2, entonces Ex, < E),, recordando que esto
dltimo quiere decir que < Ex,z,x ><< Ex,x,x > para toda x € X. Esto se

debe a que E(\1) y E(X\2) son proyecciones ortogonales y por lo tanto

I(E(2) — EQ))z|? = < (E(X2) - EM\))z, (E(A2) — EAr))z >
= < (E(\2)— E(\))%z,x >
= < (E(X\)—EM\))z,z>.

Observacion 3.5.2. Observemos que el tercer punto implica que /\lim E\Nz =
— 00

x. Es decir que al tender a oo obtenemos el operador identidad, de ahi el nombre.

Definicién 3.5.7. Sea T : X — X un operador autoadjunto. Diremos que
{ET(\)} es una resolucion de la identidad asociada a T, si ademds de cumplir

lo mencionado en la definicion 3.5.6, safisface que
Er(\)=0 si A<mp y Er(AM)=1 si A= Mry,

donde mp y Mr son los valores definidos en 3.5.4.
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En toda esta seccién haremos uso de la integral de Stieltjes con respecto a
resoluciones de la identidad, para poder trabajar con ello, primero tenemos que
justificar que la funcién

a(A) =< E(N)z,y >,

es de variacién acotada.

Proposicién 3.5.2. Sea E(\) una resolucion de la identidad. Entonces

a(N) =< E(N)z,y >,

es de variacion acotada.

Demostracion. Por el resultado 3.5.3 sabemos que < E(A)z,y > puede escribirse

como diferencia de las funciones

fA) = 1<EN(z+y),z+y>

g = F<EN(@-yr-y>
Y

h(A) = $<EX)(z+iy),z+iy>

k) = 1 <EN(z—iy),z—iy >,

en la parte real e imaginaria, respectivamente.

Ahora, por la observacién 3.5.1, f,g,h y k, son funciones monétonas cre-
cientes. En consecuencia, por la proposicién 3.5.1, concluimos que a(X) es de

variacion acotada, que es lo que queriamos probar.

O

Esta proposicién nos permite de ahora en adelante, integrar con respecto a

una resolucién de la identidad E(X).

Notacion 3.5.2. Vamos a denotar

b
/ FON) dE()
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como una abreviacion de

/b FO) d< EQ\)zy > .

Lema 3.5.2. Sea T : X — X un operador autoadjunto, my y Mrp como los

definimos en 3.5.4 y Er(\) una resolucion de la identidad. Entonces

/MT 1 dEp(\) = 1.

mT

Demostracion. Sea P = {Ag, A\1...Ax} una particién del intervalo [mr, Mr].

Entonces las sumas parciales de Stieltjes son de la forma

k
S(1,P,Er) =

(Er(Aj) — Er(Xj-1))
=1

= FEr(Xo) — Er(A)
= —Ep(mr)+ Ec(Mr)
= —0+1

Por tanto

3.5.2. Teoremas espectrales y familia espectral

Antes de presentar el teorema espectral para operadores normales, vamos a
enunciar el de operadores autoadjuntos. En el apéndice C se hace un esbozo de

prueba de este tultimo, y una demostracion detallada del primero.

Teorema 3.5.1. (Teorema espectral para operadores autoadjuntos)

Sea A : X — X un operador autoadjunto. Entonces existe una resolucion de

la identidad {E(\)} tal que:
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donde M = Mg ym=may.

Gracias a este teorema se puede demostrar el de operadores normales. El

siguiente lema permite relacionar estos dos teoremas.

Lema 3.5.3. Sea T : X — X un operador normal, y B, C' los operadores

definidos de la siguiente manera:
1 . 1. X
B:§(T+T) yC’:iz(T—T).

Entonces B, y C son operadores autoadjuntos y acotados que conmutan, tales
que:

T=DB-iC.
Demostracion. Veamos que C* = C:

¢ = i@y

Para ver que son acotados basta con recordar que ||T|| = ||T*|| y notar que:

1] sUITI+11T*())
= (T + 7))

= |[T]].

N

La demostraciones de que B* = B y que B es acotado son analogas. Ahora
veamos que
B—iC = [(T+T*)+ (T —Tx)
= T

Finalmente, vamos a demostrar que BC = C'B:

BC = L{(T+T")$i(T-T%)

i (T2 = TT* +T*T — (T*)?).

W= N
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Por otra parte
CB = i (T*+TT*-TT—(T*)?%).
Como T es normal TT* = T*T, por lo cual se tiene la igualdad. O

Teorema 3.5.2. (Teorema espectral para operadores normales)
Sea T : X — X un operador normal, B, C los operadores definidos como en
el lema 3.5.3 y {Eg(\)}, {Ec(u)} sus respectivas resoluciones de la identidad

resultantes del Teorema espectral para operadores autoadjuntos. Entonces:

= [~ [ i aBsdEC ).

Observacion 3.5.3. Los limites de integracion +oo sélo son motacion para

evitar escribir Mg, Mo y mp, mc.

La idea de la prueba de este ultimo teorema, es utilizar que, dado que B y
C son operadores acotados autoadjuntos, el teorema espectral para operadores
autoadjuntos 3.5.1 nos asegura la existencia de resoluciones de la identidad

Ep(\) y Ec(p) tales que:
B= [ xaEs) v 0= [ wabe(w.

Por el lema 3.5.3, sabemos que T'= B — iC, entonces:

T:/_ZAdEB(A)—i/_Zu dEc(u)

Todo lo que hay que hacer es demostrar que

/Oo A dEg(N) ﬂ_/oo pdBc(p) = /Z /Z)\iu dE(N)dEc(p) (3.5.1)

Para lograrlo, sera fundamental el hecho de que B,C conmutan lo cual nos
permitird probar que, dadas A, u € R fijas, Eg(A\)Ec (i) = Ec(u)Ep(X).
La explicacion de la notacién de doble integral, y los detalles de esta prueba

estan en el apéndice C.
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Familia espectral

A partir de la doble integral que hemos obtenido, podemos definir una me-
dida y gracias a ella se puede simplificar la notacién del teorema 3.5.2. Este
proceso puede ser consultado en [1], también se hace un esbozo de ello en el

apéndice C.0.3.

Lo que se hace es definir una transformacién
E:C—B(X,X)

de tal forma que F(¢) sigue siendo una familia de proyecciones ortogonales y
éstas siguen cumpliendo bésicamente las mismas propiedades que Ep y F¢. Més

aun, esta familia serd de operadores ortogonales entre ellos (rangos ortogonales).

Corolario 3.5.1. Sea T : X — X un operador normal. Entonces existe una

familia de proyecciones ortogonales {E(&)}ecc y A € C, tales que

T = /f dE().

A esta familia, la nombraremos familia espectral asociada a T. Se cumple que

estas proyecciones conmuntan entre ellas.
La notacién nuevamente se refiere a que para toda z,y € X,
<Tz,y >:/ Ed< E(@)x,y > .
A

3.5.3. Subespacios invariantes para operadores normales

Lema 3.5.4. SeaT : X — X un operador normal y {E(§)} su familia espectral,

entonces para toda n € C se tiene que:

Demostracion. Sea T un operador normal, entonces por el corolario 3.5.1, existe
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una familia espectral {E(€)} y A C C, tales que

T=A£M%)

Es decir que

<Tx,y >=/ §d<E()z,y>,
A

para toda z,y € X. Sean € Cy consideremos la proyeccién E(n), entonces como

E(n) son proyecciones ortogonales, se tiene que E(n) = E(n)*, y por tanto

<EMmTz,y> = <Tx,E(n)y>

<Tz,E(n)y>.

Ahora, si tomamos la descomposicién espectral aplicada a z = E(n)y,

<Tz,En)y> = <Tz,z>
/§d<E(§)x,z>
f€d<E(§)$,E(ﬁ)y>
= f§d<E(ﬁ)*E(5)ﬂf,y>

= Aé d<EmE@E)>y>.

Pero, por el corolario 3.5.1, E(n) y E(£) conmutan, en consecuencia

< Tz, E(n)y > =.A£d<E®EMﬂw>

Concluimos que para toda z,y € X
<EMTz,y >=<TE(n)x,y >,

y por ende E(n)T = TE(n).
O

Ahora si vamos a demostrar el teorema que ha sido el objetivo de toda esta

seccién:



3.5. X DE HILBERT

Teorema 3.5.3. Sea T : X — X wun operador normal no identicamente 0.

Entonces T tiene un subespacio invariante no trivial.

Demostracion. Sea T un operador normal, entonces por el corolario 3.5.1 existen

una familia espectral {E(£)} y un subconjuntoA C C, tales que

T = /Af dE(€).

Por el lema 3.5.4, sabemos ademads que, para toda n € A se tiene que

Consideremos

Observemos que si y € Sy, entonces existe x tal que

Ty=TE(n)x = E(n)Tx,

pero E(n)Tx € Sy, por tanto para toda n el conjunto S, es invariante bajo T

Més atin, por el resultado 3.5.6 S, es cerrado en X.

Bastarfa encontrar un 7 € A tal que S, sea no trivial. Para ello vamos a

proceder por contradiccién, pero antes hagamos un par de observaciones. Sea

w C A, entonces:
s Si R(E(E)) = {0} para toda & € w, entonces
/£d<E(§):c,y> = /§d<0,y>
w _ Ozu
para toda x,y € X.

= Si R(E()) = X para toda & € w, entonces

R(EE) = {ye X :Ely=y}
- X

)
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es decir que F(§)x = x para toda € X. En otras palabras E(§) = I para

toda ¢ € w y en consecuencia

/wgd<E(§)x,y> = L§d<x,y>
= 0,

para toda z,y € X. Para justificar la dltima igualdad, no hay que olvidar
que la definicién de esta integral surgié en un inicio de sumas de Stieltjes.

En este caso, estariamos integrando con respecto a la constante x.

Ahora supongamos que para toda £ € A se tiene que, o bien R(E(£)) = {0},
o bien R(E(£)) = X. Es decir que el rango de cada operador es un subespacio

invarignte trivial. Llamemos

{€e A:R(E()) = {0}}

w1

we = {£€A:R(E())=X}.
Entonces A= w; Uws, y estos conjuntos son ajenos.

Veamos que w; consta de sélo un elemento. En efecto, supongamos que
existen complejos distintos 1,6 € A tales que E(n) = E(§) = I. Sabemos por
otra parte que {E (f)}ge A ©s una familia de proyecciones ortogonales entre ellas,

es decir que, si i # £ entonces

Pero por lo anterior tendriamos que para todo z € X se cumple que

0=EMmEE)(r) =z,

lo cual es una contradicciéon. Concluimos que 1 = €.

Por tanto w; es medible y como w; Uws = A es medible por hipdtesis,

entonces wo también lo es. Ahora si podemos integrar sobre estos conjuntos.
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Tenemos pues que

<Tzx,y> = /§d<E(§)x,y>

/A§d<E(§)a:,y>+/ Ed< E(§)z,y>

w2

0+0
= 0

Como esto es para toda z,y € X, entonces concluimos que T = 0, lo cual es
una contradiccién a las hipétesis del teorema.

Por ende podemos asegurar que existe n € A tal que R(E(n)) es no trivial
y en consecuencia S, es un subespacio invariante cerrado y no trivial para T.

O

Observacion 3.5.4. Se puede demostrar que, ademds, el subespacio encontrado
es hiperinvariante, con lo cual se extiende el conjunto de operadores que tienen
subespacios invariantes no triviales a todos los que conmutan con T'. Sin embargo

aqui ya no abordaremos dicho resultado.
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Apéndice A

Espacios Vectoriales

Topoldgicos

En algebra lineal se estudia la estructura vectorial de un espacio; esto nos
permite manipular los elementos que se relacionan entre ellos gracias a la opera-
cién definida. Esta ultima sigue ciertas “reglas”, lo cual implementa una cierta
rigidez o orden al nuevo espacio. A pesar de ser una estructura muy rica, no
podemos definir la nocién de cercania entre elementos o conjuntos, y por lo
tanto no tenemos manera de de trabajar con convergencia, ni limites. En los es-
pacios vectoriales topolégicos, no se pierde la rigidez de los espacios vectoriales

y ademas nos da una manera de aproximarnos sin necesidad de una métrica.

A.1. Convergencia en espacios vectoriales topolégi-

COS

Definicién A.1.1. Dado un elemento x € X, diremos que un conjunto V, es

una vecindad de x si x € int(V,).

Observacion A.1.1. Diremos que V, es una vecindad de x si V, — x es una
vecindad del origen. En otras palabras toda vecindad de un punto x se escribe

como V, = Vy + x donde Vy es vecindad del 0.

97
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Ve=Vo+x

Definicién A.1.2. Sea X wun espacio vectorial y T una topologia para X.
Decimos que X es un espacio vectorial topoldgico si las aplicaciones S : X x X —

X,P:FxX — X dadas por
Sy)=z+y y P\z)=2Xx

son continuas con dicha topologia.

Esto se traduce en que dado un punto (z,y) € X x X y una vecindad V,4,
de S(z,y) = x +y € X, existen vecindades V, y V, de x y y respectivamente,
tales que

Vo4V C Vs

De forma similar, dado un punto (A, z) € X x X y una vecindad V), de P(\, z) =
Az, existe una vecindad de x, digamos V, y un real § > 0 tales que si [A—a| < §
entonces aV, C Vi,

En los espacios toplégicos el concepto de sucesién se vuelve obsoleto ya que
no se va a cumplir que el limite de una sucesiéon que converge sea Unico, ni que
un punto pertenece a su cerradura si una sucesion del conjunto converge a él.
Esto crea conflicto al querer obtener resultados de convergencia de operadores
continuos. Sin embargo, el concepto de sucesion se puede generalizar al concepto
de red, de tal forma que las redes si nos permitan trabajar con la continuidad
de transformaciones. Es practico puesto que estas redes se manejan de forma

muy parecida a las sucesiones.

Definicion A.1.3. Decimos que un conjunto I equipado con la relacion =,

(I,=) es un conjunto dirigido si se cumplen las siguientes condiciones:

1. a =« para toda o € 1.
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2. Sia=pyp =2y entonces a = 7.

3. Para toda o, € 1 existe Yo,5 € I tal que o X Yo 8 ¥ B =X Va8

Definiciéon A.1.4. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Una red en X es

una funcidn de un conjunto dirigido (I,=) en X,
z: I —X.

Sea o € I, denotamos la valuacidn de dicha funcion como x(a) = 4.

Esta definicién no es mas que una generalizacion de una sucesién. Las redes
nos permiten indexar un conjunto de puntos a un repertorio muchisimo mas
vasto de conjuntos; podemos tener que I sea finito, hasta no numerable, entre
otras cosas.

Daremos un par de ejemplos que usaremos mas adelante para ilustrar esta

definicién:

Ejemplo A.1.1. Sea (X,7) un espacio vectorial topoldgico y sea x € X. Con-
sideremos I = {VC X :V es vecindad de x} con la relacion U <XV si y sélo si
v Ccu.

Entonces (I, =) es un conjunto dirigido:
1. En efecto se cumple que V =<V pues V C V.

2. StU,V €I son tales queld X VyV <X W entoncesV CUyW C V y por
ende W C U. Es decir qued < W.

3. Sean U,V € I. Entonces U NV € I pues es una vecindad de x, ademds
UNVY CUyUNV CV, esdecir que V UNYVyU UN V.

Ejemplo A.1.2. Sean (I,=1), (J,=2) dos conjuntos dirigidos. Entonces L =
IxJ, donde I x J={(a,8): €I, €J}, es un conjunto dirigido con la

relacion (a1, f1) =X (ag, B2) si y sélo siay <1 as y 1 S2 Pa.

= Sea (a,8) € L. Como I y J son conjuntos dirigidos se tiene que o <1 «

y B =2 B, por tanto (a,f) = (a,3).
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. Sea’n (alaﬂl)a (a2752)7 (a3353) € L tales que

(a1,81) 2 (a2, B2) y (az,fB2) = (as,B3).

Como I y J son conjuntos dirigidos se tiene que oy =1 az y f1 =2 03,

por tanto (ay, 1) = (as, f3).

s Sean (a1,P1), (a2,f2) € L. Como I y J son conjuntos dirigidos se tiene
que existe ag € I tal que ap 21 a3 y as = ag, de igual manera como J es

conjunto dirigido, existe B3 € J tal que B1 =2 B3 y B2 =2 B3. Por tanto

(a1,b1) 2 (as3,03) v (a2,p2) = (as,p3).

Se define la convergencia de una red con una topologia 7 de la misma manera

que se define la convergencia de una sucesién en un espacio topoldgico.

Definicién A.1.5. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Decimos que una
red {Ta},c; converge a x si para toda vecindad V, de x existe avy, tal que si

ay, 2 a entonces o € Vy.
La siguiente propiedad nos va a ser de gran utilidad.

Proposicién A.1.1. Sea M C X y sea x € X. Entonces x € M si y sdlo si

existe una red {rs},c; en M que converge a x.

Demostracion. =) Supongamos que x € M. Entonces para toda vecindad V, de
x se cumple que V, N M # (). Tomemos V, vecindad de z. Por el ejemplo A.1.1
sabemos que el conjunto I = {U : U es vecindad de x} es un conjunto dirigido.
Como para cada U € I se tiene que U N M # () entonces podemos considerar la
red {2y };4c; donde xy € U N M. De este modo si V, XU, es decir que U C V,,
se tiene que xy € V.

<) Ahora supongamos que existe una red {z,} en M que converge a

ael
x € X. Por definicién, esto quiere decir que dada una vecindad V, de x entonces
si ayp, < « entonces z, € V,. Y por lo tanto M NV, # 0.

O



A.1. CONVERGENCIA EN ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS101

Recordamos que dada una sucesion {z,},y se define una subsucesién de
{z,} siy sélo si existe una funcién g : N — N creciente. Se demuestra que en
dado caso se cumple que n < g(n). La defincién que enunciaremos de subred es

muy similar;

Definicién A.1.6. Sean I y J dos conjuntos dirigidos y x : I — X denotada

por {Ta} e una red. Sig:J — I es tal que

1. Si By =1 B2 entonces g(B1) =2 g(B2), (g9 es creciente).
2. Para toda o € I existe § € J tal que a =5 g(5).

Decimos entonces que xog : J — X denotada como {mg(ﬂ)}ﬁeJ es una

subred de {To}c;-

Observacion A.1.2. Para evitar demasiada notacion, cuando se hable de su-
bredes ya no distinguiremos explicitamente <1 de <5. Se entiende que si ay, Qo
son elementos de I, entonces = hace referencia a la relacion del conjunto di-
rigido I y de la misma manera si 31, B2 € J entonces = hace referencia a la

relacion del conjunto dirigido J.

Proposicién A.1.2. Sea v € X y {xa},c; una red en X que converge a x.

Entonces toda subred de {x,} converge a x.

Demostracion. Sea {xg(ﬁ) }ﬂeJ una subred de {z,},; v sea V, una vecindad de
z. Como {z,} converge a x existe ay,, tal que si ay, < « entonces z, € V,. Por
2. sabemos que existe 8 € J tal que ay, < g(By,). Ahora, como g es creciente,

para toda By, = 3 se tiene que

ay, 2 g9(By,) = 9(B).

En consecuencia xgg) € V,, es decir que {xg(g converge a . O

)}BEJ

Ejemplo A.1.3. Sean I y J dos conjuntos dirigidos y consideremos L =1 x J
como en el ejemplo A.1.2. Sean {Ta},c;r ¥ {yﬁ}ﬁeJ dos redes. Definamos g :

L — I como g(a,8) = . Entonces {xy( es una subred de {xy}

a,ﬁ)}(a,ﬁ)eL ael”

En efecto se tiene que



102 APENDICE A. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

1. Si (aq, 1) = (e, B2) entonces en particular a; = ao. Por lo tanto
glon, fr1) = a1 = ag = g(ag, f2).

2. Sea « € I entonces en particular a < a = g(a,a).

En consecuencia {.Tg(a’ﬁ)}(a gyer, €5 una subred de {xq} ;. Andlogamente, si
definimos f : L — J como f(a,5) = entonces {yg(aﬁ)}(a gyer €8 una subred
de {yﬁ}ﬁej'

Si ademds suponemos que {rs},c; converge a x € X, por la proposicion

converge a x.

A.1.2 se tiene que {:Eg(aﬁ)}(a syel

Ahora definiremos lo que es una funcién continua entre dos espacios vecto-
riales topoldgicos, ni esta definicidn ni la equivalencia que probaremos enseguida

requieren la estructura de espacio vectorial, se usan en espacios topoldgicos.

Definiciéon A.1.7. Sean X,Y dos espacios vectoriales topolégicos yT : X —'Y
una funcion. T es continua en v € X si para toda vecindad V, de y = T(z)

existe una vecindad de x denotada V, tal que T(V;) C V.

Proposicion A.1.3. Sean X,Y dos espacios vectoriales topoldgicos y sea T :
X — Y una funcion. Entonces T es continua en x si y sélo si para toda red

{®a}aer que converge a x, se tiene que T'(x,) converge a T'(x).

Demostracion. =) Supongamos que 1" es continua en z y sea {z4},; una red
en X que converge a x. Consideremos una vecindad V, de y = T'(z), entonces,
por definicién de continuidad tenemos que existe una vecindad de x, V, tal que
T(Vz) € Vy. Como {z4},; converge a r, entonces para oy, = « se tiene que
o € Vp y por lo tanto para ay, = « se tiene que T(z,) € V,. Es decir que
{T(2a)} s converge a y = T'(x).

<) Ahora supongamos que siempre que x, — « se cumple que T(z,) —
T'(z). Supongamos también que T no es continua en x; entonces existe V, con
y = T'(z) tal que para toda vecindad V, de z se tiene que T'(V,) € V,. Con-
sideremos nuevamente el conjunto dirigido I = {U : U es vecindad de x} del

ejemplo A.1.1. Y sea {zy },,; la red construida por los xy tales que U € I pero
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T(xy) ¢ Vy. Entonces a2y converge a  pero T'(xy) no converge a T'(z), lo cual
es una contradiccion.

O

A.2. Operadores lineales y continuos en espacios

vectoriales topologicos

Sabemos que en espacios normados un operador lineal es continuo si y sélo si
es acotado. En espacios vectoriales topoldgicos cambian las cosas; todo operador
lineal continuo es acotado, pero el regreso no es cierto.

Para nuestro propdsito que es analizar subespacios vectoriales de funciones
lineales serd por consecuente suficiente pedir que 7' sea continua. Nuestro obje-
tivo en esta seccion serd demostrar dicha implicacion, para ello necesitaremos
adentrarnos un poco mas en las propiedades de la estructura de espacio vectorial
de X.

Empezaremos demostrando que, al igual que en espacios normados, pedir
continuidad en el origen es condicion suficiente para que un operador sea conti-

nuo en todo X. Para ello necesitaremos unas definiciones.

Definiciéon A.2.1. Sea X espacio vectorial topoldgico, diremos que un conjunto
M C X es acotado si para cada vecindad Vy del origen eziste un escalar s € R,

0 < s, tal que M C tVy para todo t > s.

s>t
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Proposiciéon A.2.1. Sean X,Y espacios topologicos, T : X — Y un operador

lineal tal que T es continuo en 0 € X. Entonces T' es continuo en X.

Demostracion. SeaT : X — Y tal que T es continuo en el origen y sea z € X con
T'(z) = y. Consideremos V, una vecindad de este dltimo, entonces V,, = Vo +y
con Vy vecindad del origen. Como T es continuo entonces existe Uy vecindad de

0 en X tal que T'(Up) C Vy. Consideremos

T Uy + ) T(Up) + T(x)
T(Uy) +y

- Vo+y:Vy.

Observemos que Uy + r = U, es una vecindad de z € X, por lo tanto T es

continuo en x. O

Definicién A.2.2. Sea T : X — Y wun operador lineal. Diremos que T es
acotado si para todo conjunto M C X acotado, se tiene que T (M) es acotado

enY.

Teorema A.2.1. Sean X,Y espacios vectoriales topologicos y T : X — Y un

operador continuo, entonces T es acotado.

Demostracion. Sea M C X un conjunto acotado en X. Sea V, vecindad del
origen en Y. Como T es continuo existe Uy C X tal que T'(Uy) C Vy. Como M
es acotado existe s > 0 tal que M C t Uy para toda t > s. Por lo tanto tenemos

que

(M) C T(tU)
= tT'U)
C tV.

para toda ¢ > s. En consecuencia T'(M) es un conjunto acotado de Y. O



Apéndice B

Convexidad

En este apéndice trabajaremos con X un espacio vectorial sobre C. Recor-

demos la definicién de convexidad y de la envolvente convexa de un conjunto:

Definicién B.0.1. Decimos que un conjunto D C X es convexo si para todo

z,y € D se tiene que
{tz+(1—-t)y:t€[0,1]} C D.

Definicién B.0.2. Dado un conjunto D C X definimos la envolvente convexa
de D como el conjunto convexo mds pequeno que contiene a D. La denotaremos

por conv (D).

Definicién B.0.3. Dado un conjunto D C X diremos que x es una combina-
n

cion convexa de D, si x = Z Ajxj conz; € D, neNy); €R tal que:
=1

1. X\j >0 para toda j € {1,...,n}.

105
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n

2.3 N =1

Jj=1

Demostremos el siguiente lema:

Lema B.0.1. Si D es un conjunto convexo de X, entonces cualquier combina-

cion convexa de elementos de D se queda en D.

Demostracion. Llamemos C(D) al conjunto de las combinaciones convexas de
D. Queremos demostrar que C(D) C D. Hagdmoslo por induccién sobre n.

Para n = 1, si x = A\jz1 es una combinacién convexa, entonces A\; = 1y
x1 € D. Por tanto x € D.

Paran =2, si £ = Ajx1 + Axa con A1 + Ay = 1 entonces por definicién de
convexidad x € D.

Sea n > 3 y supongamos que toda combinaciéon convexa de m o menos

elementos, estd en D. Consideremos

n+1

xTr = E )\jxj,
Jj=1

conz; € Dparacadaj € {1,...,n}ylos coeficientes A; cumplen las hipétesis de
la definicién. Podemos suponer que A; # 0 pues en el caso contrario por hipétesis
de induccién ya acabarfamos. Por tanto 0 < A; < 1 paratodaj € {1,...,n+ 1}

Escribamos a x de la siguiente manera:

n+1
xr = )\11‘1—1-5 )\jxj
Jj=2
n+1
Aj

)\1I1+(1—)\1)Zl_)\1

Ij.
Jj=2

Observemos que, dado que Ay + Ao+ -+ A1 = 1, entonces Ao+ -+ -+ A1 =

1 — \1. En consecuencia

Ao+ + Ay -1
11—\ ’
n+1 )
Es decir que y = Z 1 J \ x; es una combinacién convexa de tamano n. Y por
j=2

hipotesis de induccién estd en D. Finalmente, como D es convexo y tenemos
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que
xr = )\11’1 + (1 — Al)y

Podemos concluir que = € D, pues A\ +1 — Ay = 1.

Probaremos la siguiente proposicién:

Proposicion B.0.1. Sea D C X, entonces la envolvente convexa de D es el

conjunto de las combinaciones convexas de D. Es decir:

conv(D) = Z)\jxj:nEN, z; € DX j €R, )\jEO,ZAjzl .

j=1 j=1

Demostracion. Llamemos C(D) al conjunto de las combinaciones convexas de
D.
D) Sabemos que D C conv(D) por tanto C(D) C C(conv(D)). Y como conv(D)

es convexo, por el Lema B.0.1 C(conv(D)) C conv(D), por lo cual:

C(D) C C(conv(D)) C conv(D).

C) Recordemos que conv(D) es el conjunto convexo més pequenlo que contiene
a D. Dado que D C C(D),pues = 1z € D es una combinacién convexa de D,

bastard demostrar que C(D) es un conjunto convexo.

Sean z,y € C(D), entonces

Sea t € [0,1] y consideremos

tr+ (L—ty =Y thz;+ > (1—t)yz;,.

Jj=1 Jj=1
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Pero tA; 20y (1 —t)y; > 0, ademés
DN +Y -ty =t+1-t=1
j=1 =1

Es decir que tx + (1 — t)y es una combinacién convexa de D, y por ende C(D)

es convexo, que es lo que queriamos demostrar. O



Apéndice C

Teoremas espectrales

En este apéndice demostraremos el teorema espectral para operadores nor-
males, ahondaremos un poco més en la construccién de las familias espectrales,
y haremos un esbozo de la prueba del teorema espectral para operadores auto-
adjuntos.

Haremos uso de los resultados ya presentados en 3.5 pero hara falta men-

cionar unos cuantos mas. Nuevamente, aqui nos estamos guiando en el texto

[1].

C.0.1. Preliminares
Convergencia fuerte en B(X, X)

Definicién C.0.1. Sean T,,,T € B(X, X), decimos que T,, converge fuerte-
mente a T si para todo x € X se tiene que T,x converge a Tx. Es decir para

todo € > 0 y para todo x € X existe N € N tal que, si n > N, entonces
| Thx —Tx|| <e€.

Denotaremos, esto por T,, = T.

Lema C.0.1. Sean D,,E,D : X — X operadores acotados tales que D,, = D.
Si D, E = ED,, para toda n € N, entonces DE = ED.

109



110 APENDICE C. TEOREMAS ESPECTRALES
Demostracion. Sea z € X y sea € > 0, consideremos

||DEx — EDz|| = ||DEx— D,Ex+ ED,x — EDzl||
< (D = Dy)Ez|| + ||E(Dy, — D)xl].

Como Fx € X, entonces para n suficientemente grande

€
/(D - Dn)Ez|| < 7=
1Bl +1

Por otra parte como FE es acotado, se cumple que

|E(Dy = D)z|| < [|E]] - [[(Dn — D)l].

Y nuevamente, por la convergencia fuerte, se tiene que

€
(D= Dn)z|| < .
I[E|]+ 1
En consecuencia
||[DEx — EDz|| < |[(D— Dy)Ex|| + ||E(Dy, — D)z||
< e Bl e
SB[+ 1Bl +1
_IE)+1)
[[E[|+1

I
o

Concluimos que DE = ED.

Corolario C.0.1. Sean D,,FE,,E,D : X — X operadores acotados tales que
D, 3D y E, % E. Si DLE,, = Ep,Dy, para toda n,m € N, entonces DE =
ED.

Demostracion. Se tiene que D,, = D, por el lema C.0.1 se tiene que DE,, =
E,,D. Ahora, como E,, % E, usando nuevamente el lema anterior, concluimos

que DE = ED. O
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C.0.2. Teorema espectral para operadores normales

Empezaremos demostrando el teorema espectral para operadores normales

usando el de autoadjuntos.

El siguiente resultado es una consecuencia de la demostracion de este tltimo.

Resultado C.0.1. Sea A : X — X un operador autoadjunto, entonces existe
una sucesién mondtona de polinomios {p,} tal que {p,(A)} converge fuerte-

mente por arriba a A.

Teorema C.0.1. (Teorema espectral para operadores normales)

Sea T : X — X wun operador normal, B, C los operadores definidos co-
mo en el lema anterior y {Ep(\)}, {Ec(n)} sus respectivas resoluciones de la

identidad. Entonces:
r= [ [ Ot in) dEs(NaEC(w.
— 00 — 00

Demostracion. Por el lema 3.5.3, tenemos que B y C son operadores acota-
dos autoadjuntos. Por el teorema espectral para operadores autoadjuntos 3.5.1,

existen resoluciones de la identidad Eg()) y Ec(u) tales que:

B=/O°AdEB<A) v O=/_ZudEc(u).

—0Q0

Sabemos ademaés por el resultado C.0.1 que, tomando A, i € R fijas, existen
sucesiones monétonas de polinomios p, y ¢m tales que {p,(B)} v {gm(C)}

convergen fuertemente y por arriba a Eg(\) v Ec(u), respectivamente.

Por el lema 3.5.3 sabemos que BC' = CB. No es dificil ver que entonces

Pn(B) v ¢m(C) conmutan. Ahora, como
pn(B) = EB(/\) y Qm(c) = EC(M)v

por el corolario C.0.1 concluimos que para toda A, u € R se tiene que Eg(A)Ec(u) =
Ec(n)Ep(A).
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Sabemos ademads, también por el lema 3.5.3, que T'= B — iC, es decir que:

T:/oo /\dEB()\)—i/oo 1 dEc (1)

—00 —00

Nuestro objetivo, sera demostrar que

/O;)\ dEg(X) —i/ pdEc(p) = /0; /Z/\—w dEs(\)dEc(p) (C.0.1)

o0
— 00
Antes de adentrarnos en esto, vamos a explicar qué representa esta ultima

doble integral.

Sean P = {Ao, A\1..., e} ¥y @ = {po, 1, ., iy} particiones respectivas de

[mp, M) y de [me, M¢]. Llamamos
Qi ={(A 1) s ANic1 S A< N, g1 < p < gk,
al rectdngulo semi-abierto [A;_1, A;) X [pj—1, ;). Y sea &; € Q5.

Se tiene que la doble integral de la ecuacién C.0.1 corresponde a:

r k
sup » Y &ii(Ep(\i) — Es(Mic1)) - (Bo(uy) — Eo(pj-1))-

PO

Abusando un poco de notacién, denotaremos esto tltimo como el siguiente limi-

te:
M Z&j(EB()\i) — Ep(Xi-1)) - (Ec(ky) — Ec(pj—1))-
i

Llamemos
H, = E(\)—Ep(\i-1)
K; = Eco(p;) — Ec(pj-1)
Sij = Aij+ipi.

Entonces

Zﬁij(EB(/\i) — Ep(Ni—1)) - (Bc(uj) — Ec(ij-1))
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= Zfinin
7yt

= > (i +ing) Hik;
7yt

= ZAinin +ZZU1]H1KJ
Jst Jst

Si tomamos una particién regular (es decir, intervalos de mismo tamano)
suficientemente pequeiia, digamos que cumpla que |\; — A\;—1] < &, entonces
[Ai — Aij| < g, esto ya que A;j_1 < Ajj < Ay Por tanto A\; —e < Ajj < A +e.

Recordamos que la notacién A < B la interpretamos como < Az, z > < <

Bx,x >. Ahora, como Eg(\) y Ec(p) son mondtonas crecientes, entonces

Z()\z _5)Hin < ZA”HZKJ < Z()\Z+E)HZKJ

ij ij ij
Por tanto
Si—oH Y K < S AHEK; < Y (N+eH Y K. (co2)
i j ij ‘ J

Ahora, por el lema 3.5.2 se tiene que
D> K; = Y Ec(u)— Ec(u1)
J J=1
= 1L

Por tanto, usando esto en la ecuaciéon C.0.2 obtenemos:

S hi—eH;, < Y NHE; < Y (\+e)H;.

% ij %

De forma anéloga, se tiene que Z H; =1, por lo cual

NH, —e < NoH K < NH; + €.
. .. j ] .
i i i

Y concluimos entonces, que

—& < Z)\inin—Z)\iHi < €
iJ %
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Queremos usar el lema 3.5.1 para poder concluir que
1> XGHiK; =Y NHil| <e. (C.0.3)
ij i

Pero para poder usarlo, primero tenemos que justificar por qué el operador
Z NijHi K — Z AiH; es autoadjunto. Para ello, vamos a demostrar que es una
ij i
proyeccion ortogonal, y por tanto tendremos lo deseado.

Como sabemos que E(\) vy Ec(u) son proyecciones ortogonales, y dado que

H; y K; son sumas de éstas, entonces por el resultado 3.5.9 se tiene que H; y

K; son proyecciones ortogonales.

Por otra parte dado que Ep(A\) y Ec(p) conmutan, H; y K; conmutan
también. Y por el resultado 3.5.7, H;K; es también proyeccién ortogonal, para
cada 1, J.

Nuevamente por el resultado 3.5.9, concluimos que Z AijH; K es también
una proyeccién ortogonal. "

Finalmente, usando esto ultimo y por el resultado 3.5.5, tenemos entonces

que Z AijH; K es autoadjunto.
i,J
De forma similar se justifica que Z)\in' es un operador autoadjunto, y
i
juntando estas dos conclusiones obtenemos que Z A Hi K — Z N H; es au-

7 7
toadjunto. Ahora si, por el lema 3.5.1 obtenemos la ecuacién

I ONGHE; =Y NHi|| <e. (C.0.4)
17 [

Por otra parte, dado que la funcién f(\) = A es integrable, usando la nota-

cién convenida, se tiene que

lm > N HK; = / / A dEg(\)dEc(p)
v —0o0 J —0o0

ij

i NH = X dEg()).
11_1311; / B(\)

— 00
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Por lo tanto, juntando estos dos resultados obtenemos que para toda € > 0,

1] vapsydge - [ xas)

<

[ [ xaBsdget) - S asHE 41| [ X dEs() — YA
—oo J —oo ij —o0 i

HID A HiK; = XH,||
3 3 13

< 44 =

h 3+3+3

= E&.

Es decir que

AdEg(N)dEc(p) = / A dEB(A)
\/;OO ~/7OO — 00 (C-O.S)
= B.
De manera analoga podemos llegar a que
i dEs(NdEc(n) = i [ pdBe(n
[.]. . (c00

= iC.
Restando las ecuaciones C.0.5 y C.0.6, obtenemos que

/_O:O/_Z/\+z‘u dEg(\)dEc(p) = /Oo /\dEB()\)fi/oo 1 dEc(p)

—o00 —o00

B —iC.

Y con esto termina la prueba. O

C.0.3. Medidas espectrales

Consideremos la familia de rectdngulos semi abiertos{2 ;; definidos en la

seccion anterior. Es decir:

[Ai—b A’L) X [/j/j—la :U’])7



116

APENDICE C. TEOREMAS ESPECTRALES

y llamémosla #; = {€;; : ¢, j € N}. Definamos la transformacién E : 2, — X

como

E(;) := (Es(Xi) — Ep(Ai-1)) o (Ec(p;) — Ec(pj-1))-

Se va cumplir lo siguiente:

Cada E(£;;) es una proyeccién ortogonal. Esto ya que Eg(A) y Ec(p)

son proyecciones ortogonales y conmutan.

La familia {E(€;;)} es una familia ortogonal de proyecciones ortogonales.
Es decir, si k # i 0 m # j, entonces E(Q;;)E(Qgpm) = 0.

Por lo anterior y el resultado 3.5.9, concluimos que >, E(€2;;) es una

proyeccién ortogonal sobre

> ER(EQ,))

Se adopta la convencién E(() = 0.

Por el lema 3.5.2 se cumple que E(C) = 1.

Vamos a definir una medida, para ello hay que extender el dominio de E:

Extender el dominio de E a todos los rectdngulos (ya sean abiertos, ce-
rrados, semi-abiertos, o cualquier otra combinacién) del plano complejo,

Z = {R : R es un rectdngulo}.
Extender el dominio de F a las uniones numerables de rectdngulos en Z.
Extender el dominio de E a cualquier conjunto de C.

Definir la transformacién E* = {E(S) : S C ;- Ri}. Y usar el siguiente
resultado, C.0.2, y el teorema de Carathéodory, que pueden consultarse

en [7], para obtener una medida E tal que

1. B(C)=1

2. Si {U;} son conjuntos disjuntos entonces

E(_U Si) = _ZE(Si)-
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Resultado C.0.2. Sea X CP(X) yp: X — [0,00) tal que §, X € & y p(0) = 0.
Para cualquier A C X definamos

p*(A) = inf {Z p(E)E; € %,AC U E}
i=1 i=1
Entonces pu* es una medida exterior.

De esta forma, la integral del teorema C.0.1, se puede reescribir de la si-

guiente manera

T = /A G

donde £ = A +ipu.

C.0.4. Teorema espectral para operadores autoadjuntos

Existen muchas pruebas para este teorema. No demostraremos todos los
detalles, la idea serda hacer un esbozo de demostraciéon dejando en claro qué
cosas vamos a asumir y cuéles no.

Recordamos que estamos denotando

M= sup {<Az,z >} y mzlliﬂf1{< Az, z >}.
[le|l=1 @l=

Resultado C.0.3. Sea A, una sucesion de operadores acotados, autoadjuntos

y que conmutan entre ellos. Si se cumple que
A1 2 A2 A3 2 A2 Angr - 20,

entonces existe un operador autoadjunto y acotado A, tal que A, converge fuer-

temente a A con A > 0.

Teorema C.0.2. Sea A : X — X un operador autoadjunto. Entonces existe

una resolucion de la identidad {E(N)} tal que:

A:/mMA dE(N).

Demostracion. Haremos un esbozo de prueba siguiendo los siguientes pasos:
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Notacién C.0.1. Denotemos por Py, ap el espacio de polinomios con coefi-
cientes reales en el intervalo [m, M].

Sea .S el espacio de funciones semicontinuas superiormente, no negativas;
es decir, aquellas que para todo xg € R y e > 0 existe ¢ tal que si x € Bs(x)

entonces

f(@) = fwo) <e.

Sea S el espacio de diferencias de funciones semicontinuas superiormente.

FEs decir

Fy={h=fi—f2: fr, fo€A}.

Paso 1 Definamos la transformacién

Entonces:

L ®1(p1 + p2) = p1(A) + p2(A).
2. ©1(p1 - p2) = p1(A4) - p2(A).
3. Para todo a € R, ®1(a-p) = a - p(A).

4. Si p(A\) > 0 en [m, M], entonces p(A) > 0, es decir que
<p(A)x,r > > 0 paratodaze X.

5. Sip1(N) = pa(N) en [m, M], entonces p1(A) > pa(A).

Observemos que las primeras tres propiedades nos estdn diciendo que® 1
es un homomorfismo. Las tdltimas dos, nos indican que® ; respeta una
cierta monotonia. Finalmente, no es dificil ver que la transformacion esté

bien definida.

Paso 2 Vamos a extender el dominio del homomorfismo a .. Queremos definir

61 : 5”1 — %(X,X)
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Para ello usaremos el hecho de que para cada f € .#] existe una sucesién
de polinomios p,,, tal que converge puntualmente a f por arriba. Es decir,

se cumple que
p1(A) 2 p2(A) = p3(A) ... pn(A) = a1 (A) = - = f(A) > 0.
Por la propiedad 5 del paso anterior, se tiene entonces que
p1(A) = pa(A) = p3(A) ... pn(A) = ppsr(A) = --- > 0.

Observemos que para toda j, k € N, se cumple que
pj(A)pk(A) = pr(A)p;(A).

Ademds para toda k, pr(A) es autoadjunto. Por el resultado C.0.3, existe
B operador autoadjunto y acotado, tal que p,(A) converge fuertemente a

B. Llamemos B = f(A).

Definamos ahora ®; como:

p(A) st f=p€ P
f(A) si fe . donde f(A) =limp,(A)

Llamemos® 5 = ®;. Se cumple lo siguiente:

L ©o(fi + f2) = f1(A) + f2(A).
2. @a(f1- f2) = f1(A) - f2(A).
3. Para todo a > 0,® 2(a- f) = - f(A4).
4. 81 f1(A) = f2(A) en [m, M], entonces f1(A) > f2(A).
5. f(A) es autoadjunto para toda f € .7].
Se puede demostrar que® o estd bien definida, pero lo omitiremos. Obser-

vamos que® o es casi un homomorfismo. Para arreglar el punto 3 tendre-

mos que extender un poco mas nuestro dominio.
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Paso 3 Vamos a extender el dominio de® 5 a .%. Para ello basta con definir
62 : yg — %()(7 X),
como
() = Po(f) — P2(9),

donde h = f — g con f,g € .. Llamemos® 3 = ®5, ®3 est4 bien definida

y va a cumplir lo mismo que ®5, pero ademas, si o < 0:

af —g) = (-a)g — (=) f,
y —ag y —af estdn en .1 pues —a > 0.
Con esto tenemos un homomorfismo® 3 entre .5 y B(X, X).

Paso 4 Definamos la siguiente familia de funciones {k,(A)},cp semicontinuas

superiormente

1 st A<
= 5
0 si A>p
Demostraremos que bajo® s,
(I)3<ku) = ku(A)
= E(w),

es una resolucién de la identidad para el operador autoadjunto A. De

acuerdo con la definicién 3.5.7 hay que demostrar lo siguiente:

» Para cada u, E(u) es una proyeccién ortogonal: En el paso 3
vimos que® 3(f) es un operador acotado y autoadjunto. Por tanto

E(u) es acotado y autoadjunto. Ademds

por pura definicién. Por tanto E(u)? = E(u). Por el teorema 3.5.5
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concluimos que E(u) es una proyeccién ortogonal.
Si p < v, entonces E(p)E(v) = E(v)E(n) = E(p): Si p > v,
entonces k,(A)k, (X) = ky(N)ku(X) =k, (X) por definicién de k,,. Por

tanto
Es decir

lim E(\)z = E(\])z = E(\o)x.

+
=g

Si u < m entonces E(u) =0, y si p > M, entonces E(u) = 1:
Si g < m, entonces k,(A) = 0 en [m,M]. Como el polinomio 0
converge por arriba a k,,(A) en [m, M] entonces por el resultado

C.0.3,2 3(k,) = 0. Es decir que E(u) = 0.

M
A= / A dE(V):
Sea ,ug v, entonces k,(A\) < k,(X) y por ende 0 <k, (A) — Ky (A).

Afirmacion C.0.1. Se cumple que
u(ky(A) = k() < Alku(A) = ku(N) < vk () — k(X))

Demostracion. Separemos en tres casos:

-Si A< pywv<p,entonces k,(A) =1 =k, (\) por tanto
ky(X) — ku(A) =0.

-Siv < py v <A entonces k,(A) =0 =k, () por tanto
kyu(X) — ku(X) = 0.

- Si p < A < v entonces k,(A) =0, 1 =Fk,(\) y por tanto
kv(A) — ku(X) =1

En cualquier caso se cumple la desigualdad deseada, con lo cual queda
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demostrada la afirmacién. O

Por la monotonia del homomorfismo® 3, tenemos entonces que
D3[pkn (N)—ku(N)] < Ps[AMky (N)=ku(X))] < Palv(ky (A)—ku (X))
Y dado que® 3 es un homomorfismo y abre sumas y saca escalares:

p(@3k, (V)] = @3k, (M) < (3[R (A)] = @3[Aku(N))])
< v (Ps[ky(N)] = @3[ku(N)])-

Por tanto
wEW) - E(u) < A(E(v) — E(p) < v(E(v) — E(u)).

Sea a < my M < b, consideremos una particién P = {Ao, ... A, } del
intervalo [a,b]. Se tiene entonces que Ag < A1,... <A, y por tanto

podemos aplicar lo anterior a los valores ;. Es decir:

>
=
&
=
|
g
>
<
NN
2
g
>
|
&
>
<

An—1(E(An) —E(An-1)) S A(E(An)—E(An-1)) < An(E(An) —E(An-1)).

Sumando estas desigualdades obtenemos que

S A (B~ B 1) < AS (B - Eu)
k=1 k=1

< DO MEN) = EQg-1)).
k=1

Lo cual es equivalente a

n

> A1 (BOw) = EQk-1)) S A<D M(B() — B(Ak-1))-
k=1 k=1
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Ya tenemos précticamente una suma parcial de Stieltjes, considere-
mos para cada k = 1,...n los elementos A}, € [Ay_1, Ax]. Entonces

Mo—1 S AL < A v A — AL < A — Ag—1, en consecuencia

(M = A ) (E(Ak) — E(Ak-1))

NE

A=Y N(EO) = EQk-1)) <
k=1

=

Sl

=

< (A = Ae=1)(E(Ae) = E(Ak-1))-

b
I
—

Sea ¢ > 0 y tomemos una particién de tal forma que A\ — A\p_1 < €

para toda k. Entonces por el lema 3.5.2, concluimos que
A= "N(EM) = EQx-1)) < € .
k=1
De manera andloga, se demuestra que
—e < A=) N(EO) = E(A-1)).
k=1
Tenemos pues que
n
A=Y N(EOM) —E(\-1))| < e .
k=1
Dado que A es autoadjunto, por el lema 3.5.1, concluimos que
A= MN(EQM) = EQu-1))l| < e .
k=1
En otras palabras

A = /abx dE(\)
/mMA dE().
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