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Mart́ın, he aprendido mucho de ellos. A mis amigos que me acompañaron (ya
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Introducción

El problema del subespacio invariante es uno de los problemas más conocidos

en el área de teoŕıa de operadores. Surgió a mediados del siglo pasado y a pesar

de los numerosos resultados que ha habido, varias preguntas siguen abiertas.

El objetivo de esta tesis es llegar a estudiar el siguiente problema: dado un

espacio de Hilbert X y un operador T : X ! X acotado, ¿T tiene un subespacio

S invariante cerrado y no trivial? A este problema abierto, se le conoce como el

problema del subespacio invariante.

Estudiar esta pregunta tiene varias motivaciones; si T tuviera un subespacio

invariante cerrado no trivial, facilitaŕıa la manipulación del operador. Que T

no tenga subespacios invariantes cerrados no triviales nos da también mucha

información; dado que siempre se pueden construir subespacios cerrados que

sean invariantes bajo T , lograr demostrar que un operador no tiene subespacios

invariantes cerrados no triviales, obliga a dichos subespacios a ser densos en X.

Esto nos da teoremas de aproximación.

Para abordar el problema, partiremos desde un conjunto de hipótesis muy

reducido y a medida que avancemos iremos dotando tanto a la transformación

T , como al subconjunto S y al espacio X con nuevas propiedades hasta llegar a

las planteadas en la ya mencionada pregunta.

En el primer caṕıtulo se hará la construcción del problema; definiremos con-

junto invariante y partiremos de la pregunta ¿cuándo una transformación tiene

un conjunto invariante? Haremos varias observaciones para evitar respuestas

triviales, daremos ejemplos y, como ya se mencionó, iremos agregando poco a

poco hipótesis a X, T y S. Acabaremos planteando la siguiente pregunta: Si X

es un espacio vectorial, T una transformación lineal, y S un subespacio de X,

V



VI

¿T tiene un subespacio invariante distinto del {0} y del total?

En el segundo caṕıtulo desmenuzaremos el problema en el caso en que el

espacio X sea de dimensión finita. Daremos ejemplos de subespacios invariantes

no triviales para ciertas transformaciones lineales y lograremos responder la

pregunta separando los casos dimX = 1, dimX = 2 y dimX > 3 . Para ello

necesitaremos hacer uso de un poco de álgebra lineal.

Finalmente, en el tercero, estudiaremos lo que sucede si X es de dimensión

infinita. Este último estará dividido en cinco partes; en la primera X seguirá

siendo simplemente un espacio vectorial. Demostraremos que bajo estas condi-

ciones todo operador lineal tiene un subespacio invariante distinto del {0} y del

total. A continuación, pediremos que dicho subespacio sea también cerrado, y

para ello debemos dotar al espacio X de una topoloǵıa; demostraremos que si

X es un espacio vectorial topológico no separable, entonces toda transformación

lineal tiene un subespacio invariante cerrado distinto del {0} y del total. Tendre-

mos que definir conceptos de convergencia en estos espacios. En la tercera parte,

le agregaremos a X una norma, daremos definiciones y ejemplos, y en la cuarta

pediremos además que X sea completo. Introduciremos un poco de teoŕıa es-

pectral de operadores, que acompañaremos con varios ejemplos para finalmente

llegar al punto clave de esa parte: el teorema de Lomonosov. Ah́ı demostraremos

que todo operador compacto tiene un subespacio invariante cerrado no trivial.

Extenderemos este teorema a una clase más grande de operadores.

Finalmente en la última parte le otorgaremos al espacio un producto interno,

resultando entonces X un espacio de Hilbert. Nuestro objetivo será probar que

todo operador normal tiene un subespacio invariante cerrado distinto del {0}
y del total. Para ello, haremos uso de los teoremas espectrales para operadores

autoadjuntos y normales.

En cada una de estas secciones se presentarán las definiciones y los resul-

tados necesarios para la demostración de los teoremas importantes, además de

ejemplos para ilustrar dichas definiciones y teoremas.

Durante todo el trabajo denotaremos como R(T ) al rango y como y N (T ) al

núcleo de una transformación T . Además genU denotará el subespacio generado

por el conjunto U .
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Este trabajo usa material de Álgebra lineal, Análisis, Topoloǵıa y Teoŕıa

espectral de operadores, se necesita cierta familiaridad con ello.

Varias ideas de la tesis están basadas en el libro [12] y en la exposición sobre

dicho problema, que presentó Rubén Mart́ınez durante la Escuela de análisis

matemático en Colima 2016.
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Si dim X > 2

 todo operador 
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X espacio vectorial 
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Buscamos S.I. cerrados.

T operador 

compacto
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normal
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T operador lineal 
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un operador lineal 
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compacto
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Existen un 
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un espacio de 

Banach X, tales que 
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cerrados.

(Enflo)
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tales que todos los 

operadores lineales 

tienen S.I. cerrados.

(Argyros, Haydon)

¿Todo operador 

lineal tiene S.I. 

cerrado?

Pregunta abierta...

X de Banach X de Hilbert

X  separable

dim X =

X  no separable

El conjunto:

es un S.I. cerrado 

para todo operador 

lineal T.

X espacio vectorial

dim X  <

X normado
Existen espacios X 

y operadores con y 

sin S.I. cerrados.

S.I.  =   Subespacio invariante  
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Caṕıtulo 1

Construcción del problema

Vamos a considerar una transformación T : X ! X, un conjunto S ✓ X

y nos preguntaremos si T [S] ✓ S. Cuando esto suceda, diremos que S es un

conjunto invariante bajo T , o un conjunto T -invariante.

El primer ejemplo de conjunto invariante que se nos podŕıa venir a la mente

es el espacio total X; podemos observar que T [X] ✓ X por pura definición de

T . Otros conjuntos que se ocurren rápidamente son los puntos fijos; si T tuviera

puntos fijos, todos ellos seran invariantes:

S = {x 2 X : T (x) = x} ,

es un conjunto T -invariante.

Si pensamos en ejemplos sencillos de conjuntos invariantes nos encontramos

con una variedad muy grande. Dado que nuestra pregunta es visiblemente dema-

1

x T x 

s s 
z· 



2 CAPÍTULO 1. CONSTRUCCIÓN DEL PROBLEMA

siado general, vamos a restringirnos un poco. Hay tres caminos de investigación,

o tres preguntas que nos podemos hacer:

¿Qué podemos pedirle a T?

¿Qué podemos pedirle a S?

¿Qué podemos pedirle a X?

Estas preguntas están muy relacionadas entre ellas; para pedirle ciertas cosas

a S o a T vamos a tener que adecuar el espacio X.

Empecemos tomando transformaciones que se pueden considerar sencillas:

las transformaciones lineales. Para trabajar con una transformación lineal de-

finida de X en X debemos otorgar al espacio una estructura en la que tenga

sentido hablar de suma de vectores y de producto por escalares. Por esto a par-

tir de aqúı X será un espacio vectorial sobre un campo F y vamos a considerar

nada más transformaciones lineales. De este modo, queda claro que T (0) = 0 y

por tanto {0} es un conjunto invariante bajo T para toda T .

Dado que los conjuntos X y {0} son siempre invariantes bajo cualquier

transformación lineal, los llamaremos los conjuntos invariantes triviales para T .

Nuestro objetivo será entonces analizar cuándo T tiene conjuntos invariantes no

triviales.

Vamos a dar unos cuantos ejemplos de conjuntos invariantes de funciones

lineales.

Ejemplo 1.0.1. Empecemos por el ejemplo más accesible, vamos a considerar

una transformación lineal T : R ! R. Entonces T (x) = ↵x para algún ↵ 2 R.

Si ↵ = 1, todo subconjunto S ( R es un conjunto invariante de la trans-

formación T (x) = x.
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Figura 1.1: Todo subconjunto de R es T -invariante.

Si ↵ > 0, entonces sea

S = {x 2 R : x > 0} .

Observemos que

T [S] = {T (x) : x 2 S}
= {y = ↵x : x 2 S}
= {y : y > 0}
= S.

Por lo tanto S es invariante bajo T .



4 CAPÍTULO 1. CONSTRUCCIÓN DEL PROBLEMA

Si ↵ < 0, separemos en dos casos:

• Si �1 6 ↵ < 0 entonces sea a 2 R+ y consideremos S = [�a, a].

T [S] = {T (x) : x 2 S}
= {y = ↵x : x 2 [�a, a]}
= [�↵ · a,↵ · a].

Y dado que �1 6 ↵ < 0 entonces

�a 6 �a · ↵ 6 a · ↵ 6 a,

por lo tanto T [S] ✓ S.

• Si ↵ < �1, los conjuntos invariantes que hab́ıamos encontrado en los

casos anteriores ya no sirven aqúı.
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Figura 1.2: Si consideramos nuevamente los conjuntos de la forma [�a, a], valuando

T en a tenemos T (a) = ↵a < �a, por lo tanto T (a) /2 [�a, a].

Sin embargo esto no implica que T no tenga conjuntos invariantes.

El método que mostraremos a continuación nos será de gran ayuda

más adelante. Vamos a construir un conjunto de tal forma que lo

forcemos a ser invariante bajo T .

Sea x 2 R con x 6= 0, buscamos S tal que T [S] ✓ S. Entonces que-

remos que T (x) = ↵x 2 S. Si esto ocurriera podŕıamos nuevamente

aplicar la transformación y T 2(x) 2 S. Siguiendo este proceso, lle-

gaŕıamos a que Tn(x) = ↵nx 2 S. Es decir que si definimos

S =
�
x, Tx, T 2x, T 3x . . .

 
,

entonces S es invariante bajo T . ¿Es no trivial? Como x 6= 0 entonces

S 6= {0}, además podemos observar que S es un conjunto numerable,

por lo tanto S 6= R.
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Este último método nos lleva a hacer varias observaciones; para cada punto

hay un conjunto invariante “asociado”, es decir cada punto genera a un conjunto

invariante. Otra observación es que no usamos que ↵ < �1, por tanto pudimos

haber encontrado conjuntos invariantes con este mismo método en cualquiera

de los casos anteriores. Lo podŕıamos generalizar a Rn sin ninguna dificultad, y

más aún, lo podemos generalizar a cualquier espacio vectorial X infinito:

Proposición 1.0.1. Sea X espacio vectorial infinito. Para un x 6= 0 conside-

remos el conjunto:

S =
�
x, Tx, T 2x, . . .

 
,

que ya vimos que es invariante bajo T . Como x 6= 0, entonces S 6= {0}.
Si Tmx = 0 para algún m 2 N, entonces S es finito pues a partir de ah́ı

todos sus elementos se anularán. Y por tanto S 6= X.

Si 0 /2 S, entonces S 6= X.

En ambos casos X es no trivial.

Esto incluso nos incita a pensar que este método sirve para cualquier T lineal

y X espacio vectorial, sin embargo hay que tener cuidado, nuestro espacio X

tiene un grado de libertad demasiado grande; podŕıamos tomar un X que sea

finito, como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.0.2. Sea X = Z2 sobre Z2. Entonces X = {1, 0} ' Z2. Como {1}
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es base, existe una transformación lineal tal que T (1) = 0. Ahora, los únicos

conjuntos invariantes posibles seŕıan {0}, {1}, y {0, 1}. De entre éstos, el único

que no es trivial es el {1}, pero dado que T (1) = 0 entonces {1} no es invariante

bajo T . En consecuencia T no tiene conjuntos invariantes no triviales.

Nosotros no nos vamos a adentrar en estos terrenos, a partir de aqúı sólo

consideraremos espacios vectoriales sobre los campos R o C. Lo trabajado en

el ejemplo 1.0.1 nos muestra que, restringiéndonos a estos campos, nuestra pre-

gunta carece un poco de sentido con unas hipótesis tan laxas.

Podemos notar que le estamos dando demasiada libertad al conjunto S.

Como la estructura de nuestro espacio X es de espacio vectorial y T es lineal,

vamos a pedir que S sea un subespacio de X. Dado que los conjuntos {0} y

X son subespacios, tiene sentido preguntarse por la existencia de subespacios

no triviales. Con estas hipótesis llegamos finalmente al problema principal de

la tesis: Dado una transformación lineal T : X ! X, ¿T tiene un subespacio

invariante no trivial?

Primero habŕıa que asegurarnos que nuestra pregunta está bien plantea-

da: ¿el conjunto de todas las transformaciones lineales de X en X que tienen

subespacio invariante, es no vaćıo? Efectivamente, la transformación identidad

I : X ! X, y sus múltiplos, cumplirán siempre con esto.

A lo largo del trabajo nos haremos repetidamente las siguientes preguntas:

¿Existe alguna transformación lineal T : X ! X, que no sea un múltiplo de

la identidad, tal que T tenga un subespacio invariante no trivial?

¿Existe alguna transformación lineal T : X ! X tal que no tenga subespa-

cios invariantes no triviales?

En caso de que las respuestas anteriores sean positivas podemos vernos más

restrictivos:

¿Qué le podemos pedir a T para poder asegurar que T tenga siempre un

subespacio invariante no trivial?

¿Qué le podemos pedir a X para que algún tipo de transformación lineal

T , que no sea un múltiplo de la identidad, tenga un subespacio invariante no

trivial?
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Caṕıtulo 2

X de dimensión finita

En este caṕıtulo trabajaremos con X un espacio vectorial de dimensión finita

n con campo F.

2.1. Espacio vectorial real

En un inicio veremos qué ocurre cuando T : Rn ! Rn con campo F = R.
Dado que todo espacio vectorial de dimensión n sobre R es isomorfo a Rn,

entonces nos enfocaremos en estudiar la existencia de subespacios invariantes

en Rn. Para ello, primero analizaremos qué ocurre si n = 1.

Sea T : R ! R lineal. Como la dimensión del espacio es 1 se tiene que

T (x) = ↵x con ↵ 2 R, además dado x 2 R con x 6= 0 se tiene que gen {x} = R.
Por lo tanto los únicos subespacios de R son el {0} y R, concluimos entonces

que no existen subespacios invariantes no triviales para T .

Supongamos ahora que n > 1 y consideremos las siguientes transformaciones:

Ejemplo 2.1.1. Sea T : R2 ! R2 dada por T (x, y) = (2x, 6x� y).

Primero veamos qué sucede con el eje y.

T (0, y) = (0,�y),

por lo tanto dicho eje es un subespacio invariante no trivial para T . Ahora, dado

9



10 CAPÍTULO 2. X DE DIMENSIÓN FINITA

que los únicos subespacios no triviales de R2 restantes son rectas de la forma

y = ↵x entonces quisiéramos encontrar puntos tales que:

T (x,↵x) = �(x,↵x) 8x 2 R.

Y esto ocurre si y sólo si:

(2x, 6x� ↵x)� �(x,↵x) = 0,

((2� �)x, (6� ↵� ↵�)x) = 0,

es decir:
� = 2 y 6� ↵� �↵ = 0,

� = 2 y ↵ = 2.

Por lo cual S = gen {(1, 2)} es un subespacio invariante no trivial para T. En

efecto, al evaluar un elemento �(1, 2) de S en T obtenemos que

T (�,� 2) = �(2, 6� 2)

= 2�(1, 2),

el cual es elemento de S.

- 2 - 1 1 2

- 4

- 2

2

4

Figura 2.1: Geométricamente T está dejando a los vectores de la rectas x = 0 y
y = 2x sobre ellas mismas.

Este ejemplo muestra que en dimensión dos existen transformaciones lineales
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con subespacios invariantes no triviales. ¿Será entonces que toda transformación

lineal de R2 en R2 tiene subespacios invariantes no triviales? el siguiente ejemplo

muestra que la respuesta a esta pregunta es negativa.

Ejemplo 2.1.2. Sea T : R2 ! R2 dada por T (x, y) = (�y, x). Buscamos S

subespacio no trivial tal que T [S] ✓ S, es decir puntos que cumplan que:

T (x,↵x) = �(x,↵x).

Y esto ocurre si y sólo si:

(�↵x, x) = �(x,↵x)

((��� ↵)x, (1� �↵)x) = 0.

Es decir:

↵ = �� y ↵� = 1

↵ = �� y ��2 = 1.

Pero dado que � 2 R, no es posible que �2 = �1. Llegamos a una contradicción

por lo que concluimos que T no tiene subespacios invariantes no triviales.

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

Figura 2.2: Geométricamente, nuestra transformación es una rotación de ángulo
⇡

2 , la cual mueve a todo elemento del plano salvo al origen.
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Con este par de ejemplos, estamos mostrando que cuando el campo es real de

dimensión 2, nuestro problema está resuelto: existen tanto operadores con algún

subespacio invariante no trivial, como operadores sin subespacios invariantes no

triviales. Sin embargo el problema se puede estudiar un poco más a fondo y con

un poco más de formalidad.

En realidad lo que hicimos en el ejemplo 2.1.1 fue buscar una dirección inva-

riante bajo T . Esto debeŕıa recordarnos a un tema importante de álgebra lineal:

los vectores propios. Haremos una pequeña pausa para recordar ciertos concep-

tos. En esta parte denotaremos por A la matriz asociada a la transformación T

con respecto a la base canónica.

Definición 2.1.1. Sea T : X ! X una transformación lineal y A su matriz

asociada con respecto a la base canónica.

Se dice que � es un valor propio de T (o de A) si Ax = �x para algún

x 6= 0.

A los vectores x correspondientes a dicho �, se les llama vectores propios

asociados al valor propio �.

El conjunto de todos los vectores propios asociados a � que denotaremos

por

E
�

= {x 2 X : Ax = �x} ,

es un subespacio al que llamaremos espacio propio asociado a �.

Definición 2.1.2. (Espectro en dimensión finita) Sea T : X ! X una trans-

formación lineal, X de dimensión finita y A su matriz asociada.

Al conjunto de todos los valores propios de T lo llamaremos espectro de T

(o de A) y lo denotamos por �(T ).

Observación 2.1.1. Es muy importante notar que aqúı el espectro de T es el

conjunto de todos los valores � para los cuales existe x 6= 0 tal que:

Ax = �x.

O equivalentemente:

(A� �I)x = 0.
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En otras palabras, si pensamos a A��I como una nueva transformación lineal,

que denotaremos como A
�

, estamos buscando en realidad los elementos para los

cuales A
�

no es invertible. Pues en caso de existir A�1
�

entonces se tendŕıa

A�1
�

A
�

x = A�1
�

0

Ix = 0

x = 0,

lo cual contradice nuestra hipótesis x 6= 0.

Esta observación es muy importante pues en dimensión finita el espectro de

T coincide con el conjunto de valores propios, pero en dimensión infinita no

es el caso; si A
�

es invertible habrá otras maneras de clasificar al operador y

tendremos que modificar nuestra definición de espectro.

La forma más sencilla para ver si A
�

es invertible es recurrir a su determi-

nante. Queremos que A
�

no sea invertible, es decir que det(A
�

) = 0. Esto nos

lleva a la siguiente definición:

Definición 2.1.3. Sea T : X ! X lineal y A su matriz asociada, a p(�) =

detA
�

lo llamaremos el polinomio caracteŕıstico de A.

En lo que sigue, nuestro objetivo será analizar qué sucede en dimensión

n > 3. El siguiente teorema nos indica qué relación hay entre los valores propios

y los subespacios invariantes.

Teorema 2.1.1. Sea T : X ! X una transformación lineal con X de dimen-

sión finita n > 1. Si T tiene un vector propio entonces T tiene un subespacio

invariante no trivial.

Demostración. Supongamos que T tiene un vector propio x 6= 0 correspondiente

al valor propio �. Entonces E
�

6= ; y, más aún, E
�

6= {0}. Pero por definición

de espacio propio E
�

= {x 2 X : Tx = �x}, E
�

es T invariante. Consideremos

S = gen {x}. Entonces como x 2 E
�

, S es invariante bajo T . Además como

x 6= 0, entonces S 6= {0}, y finalmente, como n > 1, entonces S 6= X. Por tanto

S es no trivial.
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En conclusión, siempre que T tenga un vector propio, T tendrá un subespa-

cio invariante. Ahora surge la siguiente pregunta: ¿todo subespacio invariante

proviene de un vector propio de T? en otras palabras ¿se cumplirá el rećıproco

del teorema anterior?

La respuesta es negativa: intuitivamente podŕıamos imaginar una transfor-

mación que mantenga invariante todo un plano pero rotando todos sus vectores,

en consecuencia en ese plano no habŕıa ningún vector propio, y lograr que a to-

dos los demás vectores los rote o transforme de modo que no haya más vectores

propios.

Para construir este ejemplo, hay que considerar que, dado que los únicos

subespacios de R2 son rectas que pasan por el origen, en ese caso efectivamente

si T tiene un subespacio invariante entonces T tiene un vector propio. Por tanto

tendremos que trabajar en dimensiones más grandes.

Ejemplo 2.1.3. Sea T : R4 ! R4 dada por T (x1, x2, x3, x4) = (�x2, x1,�x4, x3).

Su matriz asociada A con respecto a la base canónica está dada por:

A =

0

BBBBB@

0 �1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 �1

0 0 1 0

1

CCCCCA
.

Consideremos el subespacio S = {(a, b, 0, 0) : a, b 2 R} y sea (a, b, 0, 0) 2 S.

Entonces:

T (a, b, 0, 0) = (�b, a, 0, 0).

Pero (�b, a, 0, 0) 2 S por lo cual S es un subespacio invariante no trivial. Ahora

veamos que T no tiene valores propios reales. Supongamos que existe � y x 6= 0,

x 2 R4 tales que Tx = �x. Entonces A� �I no es invertible y por ende

det (A� �I) = 0

(�2 + 1)2 = 0.

Pero esta ecuación no tiene solución real, con lo que concluimos que T no

tiene valores propios y por tanto vectores propios.
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Si bien los vectores propios son una herramienta muy útil para encontrar

subespacios invariantes pareciera que tendremos que encontrar otros métodos

de búsqueda. Regresamos a nuestro problema. Hasta ahora sólo hemos podi-

do dar un ejemplo de transformación lineal sin subespacios invariantes en R2.

¿Será posible encontrar transformaciones lineales sin subespacios invariantes no

triviales en Rn con n > 3?

Demostraremos que en este caso toda transformación lineal T : Rn ! Rn tie-

ne algún subespacio invariante no trivial. Haremos uso del teorema fundamental

del álgebra que enunciamos a continuación:

Resultado 2.1.1. Sea p 2 C[x] un polinomio de grado m, entonces

p(x) = (x� x1) . . . (x� x
m

)

donde x1, x2, . . . xm

2 C son las ráıces de p, no forzosamente distintas.

Lema 2.1.1. Todo polinomio p : R ! R con p(x) 2 R[x] se factoriza como un

producto de polinomios de grado uno y de polinomios de grado dos.

Demostración. Sea p : R ! R con p(x) 2 R[x] de grado m. Consideremos su

extensión p : C ! C. Por el teorema fundamental del álgebra sabemos que

existen x1. . .xm

2 C (no forzosamente distintos) tales que:

p(x) = (x� x1) . . . (x� x
m

)

También sabemos que si x
j

2 C es solución de p(x) entonces su conjugado x̄
j

también lo es. Reagrupamos dos a dos los productos (x� x
j

)(x� x̄
j

), entonces,

dicho producto (x� x
j

)(x� x̄
j

) = |x� x
j

|2 es un número real.

Sin pérdida de generalidad, sean x1, . . . xk

y x̄1 . . . x̄k

las ráıces no-reales y

x2k+1, . . . xm

las reales. Entonces:

p(x) = (x� x1)(x� x̄1) . . . (x� x
k

)(x� x̄
k

)(x� x
k+1) . . . (x� x

m

)

= |x� x1|2 . . . |x� x
k

|2(x� x
k+1) . . . (x� x

m

),

donde cada |x � x
j

|2 = x2 � (x
j

+ x̄
j

)x � |x
j

|2. Por lo tanto los k primeros

términos son polinomios de grado dos, con lo cual finalizamos nuestra prueba.
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Antes de continuar, recordemos el Teorema de Cayley-Hamilton 1.

Resultado 2.1.2. Sea X de dimensión finita, T : X ! X una transformación

lineal, y p su polinomio caracteŕıstico. Entonces p(T ) = 0.

Este resultado y el lema anterior nos permitirán demostrar el siguiente teo-

rema:

Teorema 2.1.2. Todo operador T : Rn ! Rn con n > 3 tiene un subespacio

invariante no trivial.

Demostración. Consideremos el polinomio caracteŕıstico p(�) de T el cual tie-

ne grado n. Por el teorema anterior, lo podemos factorizar como producto de

polinomios de grado uno y dos, digamos:

p(�) =
kY

j=1

(�2 � b
j

�� c
j

)
nY

j=2k+1

(�� d
j

).

Si 2k + 1 < n, o en otras palabras, si p tiene al menos un término lineal,

ya habŕıamos acabado pues en dado caso, T tendŕıa un valor propio y por el

teorema 2.1.1 se seguiŕıa que T tiene un subespacio invariante no trivial. De esto

podemos concluir que si n es impar, entonces T tiene un subespacio invariante

no trivial. Supongamos entonces que n es par, y que:

p(�) =

n/2Y

j=1

(�2 � b
j

�� c
j

).

Sabemos que, por el teorema de Cayley-Hamilton, resultado 2.1.2, T es solución

de su polinomio caracteŕıstico, por lo cual:

p(T ) = 0.

Es decir que:

p(T ) =

n/2Y

j=1

(T 2 � b
j

T � c
j

) = 0.

1
El resultado puede consultarse en [8].
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Entonces (T 2 � b
j

T � c
j

)v = 0 para al menos una j 2 {1, . . . , n/2} y un v 2 Rn

con v 6= 0. Esto se traduce en que T 2v se puede escribir como combinación lineal

de Tv y de v. Consideremos entonces S = gen {v, Tv}. Afirmamos que S es un

subespacio invariante no trivial para T .

En efecto, sea y 2 S entonces y = �Tv + �v para �,� 2 R. Al aplicar la

transformación a este elemento obtenemos, debido a la linealidad de ésta, que:

Ty = �T 2v + �Tv.

Pero por lo anterior, T 2v 2 gen {v, Tv} y en consecuencia Ty 2 S, es decir

que S es un subespacio invariante. Además dado que v 6= 0 entonces S 6=
{0}. Falta ver que S 6= Rn y es aqúı donde entra la hipótesis del teorema que

aún no hemos usado. Como la dimensión del espacio es mayor o igual a 3,

entonces no puede ser generado por dos vectores, con lo que se concluye que

S = gen {x, Tx} 6= Rn.

En resumen trabajando con campo real R, para n = 1 no existen operado-

res lineales con subespacios invariantes no triviales. Para n = 2 existen tanto

operadores con como sin subespacios invariantes no triviales, pero para n > 3

todo operador lineal T 6= 0 tiene al menos un subespacio invariante no tri-

vial. Veremos ahora qué ocurre si el espacio vectorial en el que trabajamos es

complejo.

2.2. Espacio vectorial complejo

En esta sección consideraremos ahora T : Cn ! Cn sobre el campo C.
Retomemos el ejemplo 2.1.2; ahora nuestra transformación va de T : C2 ! C2.

Observamos que la ecuación �2 = �1 śı tiene solución en los complejos y ésta

seŕıa tanto � = i como � = �i, por lo cual T tiene dos subespacios invariantes

no triviales dados por

S1 = {x 2 R : T (x,↵x) = i(x,↵x)} y S2 = {x 2 R : T (x,↵x) = �i(x,↵x)} ,
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que escritos de otra forma son:

S1 = gen {(1, i)} y S2 = gen {(1,�i)} .

Resulta que al trabajar con el campo complejo, el único ejemplo de resultado

“negativo”que teńıamos śı tiene subespacios invariantes. ¿Será entonces que todo

operador lineal en un espacio con campo complejo tiene un subespacio invariante

no trivial? El siguiente teorema nos ayudará a responder a esta pregunta:

Teorema 2.2.1. Todo operador lineal en un espacio vectorial X complejo de

dimensión finita, tiene al menos un valor propio.

Demostración. La prueba de este teorema es una consecuencia directa del teo-

rema fundamental del álgebra.

Consideremos T : X ! X lineal con X de dimensión finita n y A su matriz

asociada relativa a la base canónica. Buscamos nuevamente x 6= 0 tal que

(A� �I)x = 0.

Lo cual, como ya hab́ıamos hecho anteriormente nos lleva a analizar las solucio-

nes del polinomio caracteŕıstico

p(�) = det(A� �I).

Gracias al teorema fundamental del álgebra que enunciamos en el resultado

2.1.1, sabemos que todo polinomio de grado n con coeficientes en C tiene n

ráıces complejas, posiblemente repetidas. Sea 1 6 k 6 n el número de ráıces

distintas. Entonces p(�) tiene k soluciones en C, es decir que T tiene k valores

propios y por ende k subespacios invariantes no triviales.

Corolario 2.2.1. Todo operador lineal sobre un espacio con campo complejo de

dimensión n, con 1 < n < 1, tiene un subespacio invariante no trivial.



Caṕıtulo 3

X de dimensión infinita

Ya hicimos un análisis de lo que sucede con nuestro problema en espacios

vectoriales de dimensión finita y pudimos dar resultados concretos acerca de la

existencia de subespacios invariantes. En dimensión infinita se tienen muchas

más ramas de investigación aún vigentes. Estudiaremos primero la extensión

de dimensión finita a infinita sin agregarle más hipótesis al espacio X. Sor-

prendentemente el problema se resuelve rápidamente; pediremos entonces que

el subespacio sea además cerrado, y por tanto tendremos que trabajar con una

topoloǵıa. Enseguida le daremos norma al espacio y finalmente un producto

interno.

Durante estas secciones, siempre que mencionemos la palabra operador, nos

referiremos a una transformación lineal.

3.1. X espacio vectorial

En esta sección X será un espacio vectorial de dimensión infinita sobre C.

La primera dificultad con la que nos enfrentamos en dimensión infinita, es que

aunque el campo sea complejo, existen operadores lineales sin vectores propios.

Un ejemplo muy conocido es el siguiente:

Ejemplo 3.1.1. Sea X el espacio de sucesiones con coeficientes en C y sea

19
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T : X ! X la transformación lineal dada por:

T (x0, x1, x2, . . . ) = (0, x0, x1, x2 . . . ).

Afirmamos que T no tiene valores ni vectores propios. En efecto si (T �
�I)x = 0 para algún x 2 X, entonces

Tx� �x = (��, x0 � x1�, x1 � x2�, . . . )

= (0, 0, 0, . . . ).

Lo cual implica que � = 0, y en consecuencia

(0, x0, x1, x2, . . . ) = (0, 0, 0, . . . ).

Por tanto x = 0. Pero el vector 0 no puede ser un vector propio, concluimos

que T no tiene valores propios.

A pesar de esto, el operador T śı tiene subespacios invariantes. Este ejemplo

lo estudiaremos con más cuidado más adelante.

En el caṕıtulo uno, vimos que una manera muy eficaz de encontrar conjuntos

T -invariantes era tomando cualquier punto distinto de cero x 6= 0 y construyendo

el conjunto
�
x, Tx, T 2x, . . .

 
.

Aunque este conjunto no es un subespacio, podemos considerar ahora su gene-

rado y preguntarnos si éste seguirá siendo invariante bajo T .

Lema 3.1.1. Sea T : X ! X operador lineal y sea x 2 X. Entonces

S = gen
�
x, Tx, T 2x, . . .

 
,

es un subespacio T -invariante.

Demostración. Sea y 2 S entonces y =
mX

i=0

↵
i

T ix para algún m 2 N y con
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↵
i

2 C. Como T es lineal se tiene que:

Ty =
mX

i=0

↵
i

T i+1x.

Y dado que T jx 2 S para todo j 2 N entonces
mX

i=0

↵
i

T i+1x 2 S, es decir que

Ty 2 S.

Observación 3.1.1. Este lema es válido para cualquier conjunto de la forma

S = gen
�
T kx, T k+1x, T k+2x, . . .

 
,

para toda k 2 N.

Queremos demostrar que todo operador lineal tiene un subespacio invariante

no trivial, para ello necesitaremos el siguiente lema:

Lema 3.1.2. Sea x 2 X y sea M
x

= gen
�
Tx, T 2x, T 3x, . . .

 
. Si x 2 M

x

entonces M
x

es un subespacio de X de dimensión finita.

Demostración. Supongamos que x 2 M
x

con x 6= 0, entonces

x =
mX

i=1

a
i

T ix,

para algún m 2 N y con a
m

6= 0.

Denotemos M̃
x

= gen {Tx, . . . , Tmx}. Al aplicar T sucesivamente obtenemos

que

x = a1Tx+ a2T
2x+ · · ·+ a

m

Tmx

Tx = a1T
2x+ a2T

3x+ · · ·+ a
m

Tm+1x

T 2x = a1T
3x+ a2T

4x+ · · ·+ a
m

Tm+2x
...

Tnx = a1T
n+1x+ a2T

n+2x+ · · ·+ a
m

Tn+m.

Dado que a
m

6= 0 podemos despejar el último término de cada una de estas
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ecuaciones

Tmx = b0x� b1Tx� b2T
2x� · · ·� b

m�1T
m�1x

Tm+1x = b0Tx� b1T
2x� b2T

3x� · · ·� b
m�1T

mx 2 M̃
x

(1)

Tm+2x = b0T
2x� b1T

3x� b2T
4x� · · ·� b

m�1T
m+1x

...

Observamos que los primeros m� 1 términos de la combinación lineal de Tm+2

están en M̃
x

, pero por (1) el último término b
m�1T

m+1 también está en M̃
x

por lo que Tm+2x 2 M̃
x

. Formalicemos esto usando inducción. Sea n > m y

supongamos que para toda j  n se tiene que T jx 2 M̃
x

. Dado que:

Tn+1�mx = a1T
(n+1�m)+1x+ a2T

(n+1�m)+2x+ · · ·+ a
m

Tn+1x,

despejando Tn+1x obtenemos que

Tn+1x = b0T
n+1�mx� b1T

(n+1�m)+1x� · · ·� b
m�1T

nx.

Por hipótesis de inducción todos los términos de la parte derecha del sumando

pertenecen a M̃
x

por lo cual Tn+1 2 M̃
x

.

Lo que acabamos de demostrar es que M
x

= M̃
x

, y dado que este último

es generado por un número finito de términos, entonces es un subespacio de

dimensión finita y por ende M
x

también lo es.

Teorema 3.1.1. Todo operador lineal T : X ! X con X de dimensión infinita

tiene un subespacio invariante no trivial.

Demostración. Sea T : X ! X operador lineal con X de dimensión infinita.

Primero consideremos el núcleo de T que denotamos por N (T ). Ya es sabido

que S es un subespacio, ahora, si nos tomamos x 2 N (T ) entonces

Tx = 0.

Y dado que 0 2 N (T ) entonces N (T ) es un subespacio invariante. Si es no

trivial entonces hemos acabado. Si lo es entonces tenemos dos casos:
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Si N (T ) = X, entonces querŕıa decir que T ⌘ 0 y en dado caso, como X

es de dimensión infinita, existe algún subespacio S ( X tal que S 6= {0}.
S seŕıa un subespacio invariante no trivial.

SiN (T ) = {0} entonces T es inyectiva, en cuyo caso tomemos algún x 2 X

con x 6= 0 y consideremos

S = gen
�
Tx, T 2x, . . .

 
.

Por el lema 3.1.1 S es subespacio invariante, falta ver que no es trivial.

Tenemos que S 6= {0} pues como x 6= 0 y T es inyectiva, entonces T ix 6= 0

para toda i 2 N. Ahora supongamos que X = S. Entonces para todo

y 2 X, se tiene que y 2 S, en particular como x 2 X, entonces x 2 S. Por

el lema 3.1.2 se tiene que S es de dimensión finita, lo que implica que X

es de dimensión finita lo cual es una contradicción.

Este resultado es muy sorprendente y hasta este punto el problema queda

resuelto. Para poder seguir trabajando, vamos a agregar una hipótesis suple-

mentaria a S. A partir de aqúı buscaremos subespacios que sean invariantes,

no triviales y además cerrados en X. Dado que la cerradura de todo subespa-

cio es nuevamente un subespacio, esto nos facilitará la construcción de lo que

buscamos.

Al hablar de conceptos como “cerrado” o “abierto” en X, inevitablemente

le estamos otorgando una topoloǵıa a nuestro espacio y es lo que abordaremos

en la siguiente sección.

Observación 3.1.2. En espacios de dimensión finita todo subespacio es ce-

rrado, por tanto no era necesario hacer distinción, sin embargo en dimensión

infinita no siempre lo son.
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3.2. X espacio vectorial topológico

En esta sección X será un espacio vectorial topológico sobre F. En la primera

parte enunciaremos las principales definiciones, proposiciones y algunos ejemplos

que necesitaremos; todos ellos están demostrados con detalle en el apéndice A1.

En la segunda parte vamos a reformular algunos lemas para adecuarlos a esta

nueva hipótesis, y demostraremos que si X no es separable entonces tiene un

subespacio invariante no trivial.

3.2.1. Preliminares

Definición 3.2.1. Sea X un espacio vectorial y ⌧ una topoloǵıa para X. Deci-

mos que X es un espacio vectorial topológico si las aplicaciones S : X⇥X ! X,

P : F⇥X ! X dadas por

S(x, y) = x+ y y P(�, x) = �x,

son continuas con dicha topoloǵıa. (Los espacios del dominio están dotados con

la topoloǵıa producto).

Observación 3.2.1. Diremos que V
x

es una vecindad de x si V
x

� x es una

vecindad del origen. En otras palabras, toda vecindad de un punto x se escribe

como V
x

= V0 + x donde V0 es vecindad del 0.

Definición 3.2.2. Decimos que un conjunto I equipado con la relación �,

(I,�) es un conjunto dirigido si se cumplen las siguientes condiciones:

1
Los resultados pueden también consultarse en [4] y [10].
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1. ↵ � ↵ para toda ↵ 2 I.

2. Si ↵ � � y � � � entonces ↵ � �.

3. Para toda ↵,� 2 I existe �
↵,�

2 I tal que ↵ � �
↵,�

y � � �
↵,�

.

Definición 3.2.3. Sea X un espacio vectorial topológico. Una red en X es una

función de un conjunto dirigido (I,�) en X,

x : I ! X.

Sea ↵ 2 I, denotamos la valuación de dicha función como x(↵) = x
↵

.

Daremos un par de ejemplos que usaremos más adelante para ilustrar esta

definición, las demostraciones se encuentran en el apéndice A.

Ejemplo 3.2.1. Sea (X,⌧ ) un espacio vectorial topológico y sea x 2 X. Con-

sideremos I = {V✓ X : V es vecindad de x} con la relación U � V si y sólo si

V ✓ U. Entonces (I,�) es un conjunto dirigido.

Ejemplo 3.2.2. Sean (I,�1), (J,�2) dos conjuntos dirigidos. Entonces L =

I ⇥ J , donde I ⇥ J = {(↵,� ) : ↵ 2 I,� 2 J}, es un conjunto dirigido con la

relación (↵1,�1) � (↵2,�2) si y sólo si ↵1 �1 ↵2 y �1 �2 �2.

Se define la convergencia de una red con una topoloǵıa ⌧ de la misma manera

que se define la convergencia de una sucesión en un espacio topológico.

Definición 3.2.4. Sea X un espacio vectorial topológico. Decimos que una

red {x
↵

}
↵2I

converge a x si para toda vecindad V
x

de x existe ↵V
x

tal que si

↵V
x

� ↵ entonces x
↵

2 V
x

.

Proposición 3.2.1. Sea M ✓ X y sea x 2 X. Entonces x 2 M si y sólo si

existe una red {x
↵

}
↵2I

en M que converge a x.

Definición 3.2.5. Sean I y J dos conjuntos dirigidos y x : I ! X denotada

por {x
↵

}
↵2I

una red. Si g : J ! I es tal que

1. Si �1 �1 �2 entonces g(�1) �2 g(�2), (g es creciente).

2. Para toda ↵ 2 I existe � 2 J tal que ↵ �2 g(�),
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decimos que x � g : J ! X denotada como
�
x
g(�)

 
�2J

es una subred de

{x
↵

}
↵2I

.

Observación 3.2.2. Para evitar demasiada notación, cuando se hable de sub-

redes ya no distinguiremos expĺıcitamente �1 de �2. Se entiende que si ↵1, ↵2

son elementos de I, entonces � hace referencia a la relación del conjunto di-

rigido I y de la misma manera si �1, �2 2 J entonces � hace referencia a la

relación del conjunto dirigido J .

Proposición 3.2.2. Sea x 2 X y {x
↵

}
↵2I

una red en X que converge a x.

Entonces toda subred de {x
↵

} converge a x.

Ejemplo 3.2.3. Sean I y J dos conjuntos dirigidos y consideremos L = I ⇥ J

como en el ejemplo A.1.2. Sean {x
↵

}
↵2I

y {y
�

}
�2J

dos redes. Definamos g :

L ! I como g(↵,� ) = ↵. Entonces
�
x
g(↵,�)

 
(↵,�)2L

es una subred de {x
↵

}
↵2I

.

Si además suponemos que {x
↵

}
↵2I

converge a x 2 X, por la proposición

A.1.2 se tiene que
�
x
g(↵,�)

 
(↵,�)2L

converge a x.

Definición 3.2.6. Sean X,Y dos espacios vectoriales topológicos y T : X ! Y

una función. T es continua en x 2 X si para toda vecindad V
y

de y = T (x)

existe una vecindad de x denotada V
x

tal que T (V
x

) ✓ V
y

.

Proposición 3.2.3. Sean X,Y dos espacios vectoriales topológicos y sea T :

X ! Y una función. Entonces T es continua en x si y sólo si para toda red

{x
↵

}
↵2I

que converge a x, se tiene que T (x
↵

) converge a T (x).

Para poder atacar nuestro problema necesitaremos determinar qué tipo de

operadores queremos. En el análisis funcional se trabaja generalmente con ope-

radores lineales acotados; aquellos que mandan conjuntos acotados en conjuntos

acotados, y se demuestra que en espacios normados un operador lineal es con-

tinuo si y sólo si es acotado. En espacios vectoriales topológicos no se cumple

la equivalencia; todo operador lineal continuo es acotado pero el regreso no

es verdadero. Definiremos y enunciaremos los resultados que nos llevan a ese

teorema.

Definición 3.2.7. Sea X espacio vectorial topológico, diremos que un conjunto

M ✓ X es acotado si para cada vecindad V0 del origen existe un escalar s 2 R
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con s > 0 tal que M ✓ tV0 para todo t > s, donde

tV0 := {tx : x 2 V0} .

Proposición 3.2.4. Sean X,Y espacios topológicos, T : X ! Y un operador

lineal tal que T es continuo en 0 2 X. Entonces T es continuo en X.

Definición 3.2.8. Sea T : X ! Y un operador lineal. Diremos que T es

acotado si para todo conjunto M ✓ X acotado, se tiene que T (M) es acotado

en Y .

Teorema 3.2.1. Sean X,Y espacios vectoriales topológicos y T : X ! Y un

operador lineal continuo, entonces T es acotado.

Recordamos que las pruebas de estos resultados se pueden consultar en el

apéndice A.

3.2.2. Subespacios invariantes en espacios vectoriales to-

pológicos

Debido al teorema 3.2.1 en esta sección consideraremos operadores lineales

continuos.

Recordamos que el objetivo de esta parte es demostrar que todo operador

lineal continuo sobre un espacio X no separable, tiene un subespacio invariante

no trivial. Para ello necesitaremos los siguientes lemas.
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Lema 3.2.1. Sea M un subespacio vectorial de un espacio vectorial topológico

(X,⌧ ). Entonces M es un subespacio vectorial.

Demostración. Como M ✓ M y 0 2 M entonces 0 2 M .

Sean x, y 2 M , entonces existen dos redes {x
↵

}
↵2I

y {y
�

}
�2J

tales que

x
↵

�! x y y
�

�! y con respecto a ⌧ . Vamos a demostrar que existe z
�

tal

que converge a x+y en ⌧ . Más aún, veremos que z
�

es de la forma x
�

+y
�

.

Sea V
x+y

una vecindad de x+ y. Como la aplicación suma S(x, y) = x+ y

es continua, entonces existen vecindades de x y de y V
x

, V
y

, tales que

V
x

+ V
y

✓ V
x+y

.

Para esta parte tenemos que construir un conjunto dirigido que abarque

tanto a I como a J . Para ello haremos uso del ejemplo 3.2.2. Consideremos

L = I⇥J , sabemos por este último que L es un conjunto dirigido, además

por el ejemplo 3.2.3 también tenemos que si

f : L ! I dada por f(↵,� ) = ↵

g : L ! J dada por g(↵,� ) = �,

entonces x � g y y � f denotadas por
�
x
g(↵,�)

 
(↵,�)2L

y
�
y
f(↵,�)

 
(↵,�)2L

son subredes de {x
↵

}
↵2I

y de {y
�

}
�2J

respectivamente. Notemos que

nuestras nuevas subredes están indexadas por el mismo conjunto dirigido

L, en consecuencia podemos manipularlas con más facilidad.

Por la proposición 3.2.2 como {x
↵

}
↵2I

y {y
�

}
�2J

convergen a x y y res-

pectivamente, entonces
�
x
g(↵,�)

 
(↵,�)2L

y
�
y
f(↵,�)

 
(↵,�)2L

convergen a x

y y, respectivamente.

Es decir que dado V
x

existe (↵V
x

,�V
x

) tal que si (↵V
x

,�V
x

) � (↵,� )

entonces x
g(↵,�) 2 V

x

. Análogamente, dado V
y

existe (↵V
y

,�V
y

) tal que si

(↵V
y

,�V
y

) � (↵,� ) entonces y
f(↵,�) 2 V

y

. Como L es un conjunto dirigido

existe (�,� ) 2 L tal que cumple que

(↵V
x

,�V
x

) � (�,� ) y (↵V
y

,�V
y

) � (�,� ).

Entonces, si (�,� ) � (↵,� ) tendremos que x
g(↵,�) 2 V

x

y y
f(↵,�) 2 V

y

y
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en consecuencia

x
g(↵,�) + y

f(↵,�) 2 V
x

+ V
y

✓ V
x+y

.

Como x
g(↵,�) y y

f(↵,�) 2 M entonces x+ y 2 M .

Sea � 2 F y x 2 M . Entonces existe una red {x
↵

}
↵2I

tal que x
↵

�! x.

Veremos que �x
↵

converge a �x con respecto a ⌧ .

Sea V
�x

una vecindad de �x, dado que la transformación P(�, x) = �x

es continua en ⌧ , entonces existe V
x

tal que �V
x

✓ V
�x

. Ahora, como

x
↵

�! x entonces existe ↵V
x

2 I tal que si ↵V
x

� ↵, entonces x
↵

2 V
x

.

Por ende �x
↵

2 �V
x

, y dado que �V
x

✓ V
�x

, entonces �x
↵

2 V
�x

.

En consecuencia �x
↵

converge a �x, y por tanto se tiene que �x 2 M .

Concluimos que M es un subespacio vectorial de X.

Lema 3.2.2. Sea T : X ! X operador lineal y continuo. Si M es un subespacio

invariante de X bajo T , entonces M también lo es.

Demostración. Como M es subespacio invariante de T entonces T (M) ✓ M y

en consecuencia T (M) ✓ M . Ahora, por el lema 3.2.1 ya sabemos que M es

un subespacio de X. Falta demostrar que es también invariante, es decir que

T (M) ✓ M .

Tomemos x 2 M , entonces por la proposición 3.2.1 existe una red {x
↵

}
↵2I

tal que x
↵

�! x y para cada ↵ 2 I, x
↵

2 M . Como T es continua por la

proposición 3.2.3, entonces T (x
↵

) converge a T (x) y dado que T (x
↵

) 2 M

entonces T (x) 2 T (M) ✓ M , que es lo que queŕıamos demostrar.

Lema 3.2.3. Sea T : X ! X un operador lineal y sea x 2 X. Entonces

S = gen {x, Tx, T 2x, . . .}

es un subespacio invariante cerrado.
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Demostración. Por el lema 3.2.1 sabemos que si M es un subespacio de X

entonces M también lo es. Por lo cual gen {x, Tx, T 2x, . . .} es un subespacio

cerrado de X.

Ahora por el lema 3.1.1 sabemos que gen
�
x, Tx, T 2x, . . .

 
es un subespacio

invariante bajo T , finalmente por el lema 3.2.3 se tiene que gen {x, Tx, T 2x, . . .}
es también invariante bajo T , con lo cual acabamos la prueba.

Teorema 3.2.2. Sea X un espacio vectorial topológico de dimensión infinita

sobre C, tal que X 6= {0}. Sea T : X ! X un operador lineal. Si X no es

separable, entonces T tiene un subespacio invariante cerrado y no trivial.

Demostración. Supongamos que X no es separable, es decir que no tiene ningún

denso numerable. Sea x 2 X con x 6= 0. Consideremos

M =
�
x, Tx, T 2x, . . .

 
,

y llamemos

S = genM = gen {x, Tx, T 2x, . . .}.

Por el lema 3.2.3 S es un subespacio invariante. Veamos que no es trivial.

Se tiene que S 6= {0} pues x 6= 0. Ahora, denotemos por

genQ M =

8
<

:

mX

j=0

↵
j

x
j

: ↵
j

= a
j

+ b
j

i con a
j

, b
j

2 Q x
j

2 M y m 2 N

9
=

; ,

es decir las combinaciones lineales de elementos de M con coeficientes complejos

pero con parte real e imaginaria racional. Dado que M es numerable entonces

genQ M es numerable. Además por la densidad de los racionales en R, se cumple

que:

genQ M = genM.

Finalmente, como por hipótesis X no tiene ningún conjunto denso numerable,

entonces

genQ M ( X,
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y por lo tanto

S = genM = genQ M ( X.

Es decir, S es un subespacio invariante cerrado y no trivial.

A ráız de este teorema, a partir de aqúı trabajaremos con espacios separables.

3.3. X normado

Ahora vamos a agregarle una norma || || al espacio X. Primero daremos

unas definiciones y a continuación unos ejemplos.

3.3.1. Definiciones

Las proposiciones que mencionaremos a continuación no los demostraremos

puesto que son resultados que se ven usualmente en cursos de análisis funcional.

Se pueden consultar, por ejemplo, en [9].

Definición 3.3.1. Sea X o (X, || ||) el espacio vectorial dotado de la norma

|| || y V ✓ X. Diremos que V es un subconjunto acotado si existe t > 0 tal que

V ✓ {x 2 X : ||x|| < t}.

Esta definición es equivalente a la que hab́ıamos dado en la sección anterior

para espacios vectoriales topológicos.

Definición 3.3.2. Sea X o (X, || ||) el espacio vectorial dotado de la norma

|| ||, se dice que un operador lineal T : X ! X es un operador acotado si existe

C > 0 tal que ||Tx|| 6 C||x|| para todo x 2 X.

Observación 3.3.1. Se puede demostrar que esta definición es equivalente a

que el operador mande conjuntos acotados en conjuntos acotados.

De aqúı en adelante, salvo que precisemos lo contrario, todos los operadores

con los que trabajaremos serán acotados.

Definición 3.3.3. Denotamos como B(X,X) al conjunto de todos los opera-

dores lineales acotados de X en X. Es decir

B(X,X) = {T : X ! X : T es acotado} .
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Proposición 3.3.1. Sea T : X ! X un operador acotado, T 2 B(X,X),

entonces

||T || = sup {||Tx|| : x 2 X} ,

es una norma para B(X,X).

Ahora śı, cabe mencionar que tendremos la equivalencia siguiente:

Resultado 3.3.1. Sea X un espacio vectorial normado y T : X ! Y un

operador lineal, entonces T es continuo si y sólo si T es acotado.

3.3.2. Ejemplos

Preliminares:

En lo que sigue trabajaremos con el espacio L2[0, 1] con la medida de Lebes-

gue que denotaremos por µ. Los resultados que mencionamos a continuación se

pueden encontrar en [2].

Definición 3.3.4. Decimos que una función � : [0, 1] ! R es simple, si su

imagen consta de un número finito de términos, digamos R(�) = {c1, . . . , ck}
Denotaremos la representación estándar de � como

�(x) =
kX

j=0

c
j

�
E

j

(x),

donde los conjuntos E
j

son disjuntos y los coeficientes c
j

distintos. La notación

�
E

j

representa la función caracteŕıstica de E
j

.

Resultado 3.3.2. Si f 2 L2[0, 1] entonces existe una sucesión de funciones

simples {�
n

}1
n=1 tal que �

n

converge a f en L2[0, 1].

Resultado 3.3.3. Si Y es tal que µ(Y ) < 1 entonces L1(Y ) ✓ L2(Y ).

En el siguiente ejemplo demostraremos que el operador dado no tiene ningún

subespacio invariante no trivial, con lo cual respondemos a una de las preguntas

que nos hemos estado haciendo: en espacios normados existen operadores sin

subespacios invariantes no triviales.
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Ejemplo 3.3.1. Sea X ✓ L2[0, 1] el espacio de polinomios con coeficientes

reales en el [0, 1], con la norma de L2[0, 1] y sea µ la medida de Lebesgue.

||p||22 =

Z 1

0
|p(x)|2dµ.

Consideremos la transformación T : X ! X definida como

T (p(x)) = x · p(x).

En este ejemplo demostraremos que T no tiene subespacios invariantes no

triviales en X.

Sea p un elemento en X. Observemos que

T 0(p(x)) = p(x)

T (p(x)) = x · p(x)
T 2(p(x)) = x · (T (p(x)) = x2 · p(x)
T 3(p(x)) = x2 · T (p(x)) = x3 · p(x)

...

Tn(p(x)) = xn · p(x).

Entonces el generado de p(x) bajo T se puede escribir como:

gen
�
T 0(p), T 1(p), T 2(p) . . .

 
= gen

�
p(x), x · p(x), x2 · p(x) . . .

 

=

(
kX

i=0

(↵
i

xip(x)) : k 2 N,↵
i

2 R
)

=

(
p(x) ·

kX

i=0

(↵
i

xi) : k 2 N,↵
i

2 R
)

= {p(x) · q(x) : q(x) 2 X} .

Llamemos S = gen
�
T 0(p), T 1(p), T 2(p) . . .

 
. Sabemos por el lema 3.2.1 y

el lema 3.2.2 que S es un subespacio invariante de T .

Afirmación 1. S es el subespacio invariante cerrado más pequeño que contiene

a p.

Demostración. En efecto, seaM otro subespacio invariante cerrado que contiene
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a p. Entonces T (p) 2 M y por ende T 2(p) 2 M , aśı

�
T 0(p), T 1(p), T 2(p) . . .

 
✓ M.

Y como M es subespacio se tiene que:

gen
�
T 0(p), T 1(p), T 2(p) . . .

 
✓ M.

Por tanto

gen {T 0(p), T 1(p), T 2(p) . . .} ✓ M.

Dado que M es cerrado, concluimos que S ✓ M .

Sin embargo, demostraremos que todo polinomio q 2 X es ĺımite de elemen-

tos en S con la norma de L2[0, 1], con lo cual concluiŕıamos que S = X y por

tanto no puede haber subespacios invariantes cerrados no triviales.

Para ello necesitaremos el siguiente lema, cuya prueba veremos más adelan-

te:

Lema 3.3.1. Para toda función g 2 L1[0, 1] existe una sucesión de polinomios

{p
k

} tal que p
k

converge a g en L2[0, 1].

Afirmación 2. Para todo q 2 X existe una sucesión de polinomios {p
k

}, tal
que p

k

· p converge a q en L2[0, 1].

Demostración. Sea q 2 X y supongamos por ahora que p tiene solamente una

ráız que denotamos a1. Vamos a suponer también que a1 6= 0, 1, esto para que

no tengamos que separar en varios casos, pero el razonamiento seŕıa el mismo.

Sea An = [0, 1]� (a1� 1
n

, a1+
1
n

) para n suficientemente grande y consideremos:

g
n

(x) = q(x)
p(x) · �[0,1]�(a1� 1

n

,a1+ 1
n

)(x)

= q(x)
p(x) · �A

n(x).

Como a1 /2 An entonces g
n

está bien definida y es acotada en el [0, 1]. Por

el lema 3.3.1, para cada n 2 N existe una sucesión de polinomios {pn
k

}1
k=0 que

converge a g
n

en L2[0, 1].
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Ahora, observemos que por definición de g
n

tenemos que p · g
n

converge a q

en L2[0, 1]. Efectivamente, sea C := máx
�
q2(x) : x 2 [0, 1]

 
, se tiene que:

||p · g
n

� q||2 = ||q · �
A

n � q||2
6 C · ||�

A

n � 1||2
6 C · ||�(a1� 1

n

,a1+ 1
n

)||2
6 C · µ(a1 � 1

n

, a1 +
1
n

)

6 C 2
n

.

Por tanto cuando n tiende a infinito p · g
n

tiende a q en L2[0, 1]. Sea " > 0 y

N � 1 tal que ||p · g
N

� q||2 < "

2 .

Por el lema 3.3.1 existe
�
pN
k

 1
k=0

que converge a g
N

en L2[0, 1] y por ende

p · pN
k

converge a p · g
N

en L2[0, 1]. Consideremos

||p · pN
k

� q||2 6 ||p · pN
k

� p · g
N

||2 + ||p · g
N

� q||2
< "

2 + "

2

< " ,

esto para enteros k suficientemente grandes. Es decir que
�
p · pN

k

 1
k=0

converge

a q, que es lo que queŕıamos demostrar.

Ahora supongamos que p tiene m ráıces, digamos {a1, . . . , am} tales que

a
i

6= 0, 1 para i 2 {1, 2 . . .m}. Sean An

i

= (a
i

� 1
n

, a
i

+ 1
n

) para i 2 {1, . . .m}

con n suficientemente grande y llamemos An = [0, 1]�
m[

i=1

An

i

. La demostración

para este caso es análoga a la que hicimos para una sola ráız, sólamente hay que

notar que para n suficientemente grande (de modo que los An

i

sean disjuntos)

se tiene que

µ[
m[

i=1

An

i

] =
mX

i=1

µ[An

i

]

=
mX

i=1

2

n

= 2m
n

La cual converge a 0 cuando n tiende a infinito. Con esto termina la prueba.

Para demostrar el lema 3.3.1 vamos a necesitar otro lema.
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Lema 3.3.2. Para toda g 2 L1[0, 1] existe una sucesión de funciones continuas

{ 
n

} tales que  
n

converge a g en L2[0, 1].

Demostración. Sea g 2 L1[0, 1].

Caso 1: Supongamos que g es una función caracteŕıstica, es decir, g = �
E

para algún E ✓ [0, 1] medible. Como la medida µ de Lebesgue es regular,

entonces existen K
n

✓ E ✓ U
n

con K
n

compacto, U
n

abierto, tales que

µ(U
n

�K
n

) �! 0 cuando n �! 1.

Por ejemplo, si E fuera conexo, digamos E = [a, b] entonces K
n

y U
n

podŕıan serK
n

= [a+ 1
n

, b� 1
n

] y U
n

= (a� 1
n

, b+ 1
n

) para n suficientemente

grande. De este modo µ(U
n

�K
n

) = 4
n

�! 0.

Recordemos el lema de Urysohn 2 aplicado a espacios métricos:

Resultado 3.3.4. (Lema de Urysohn) Sea Y un espacio métrico y W,V

dos conjuntos cerrados y ajenos. Entonces existe una función continua

 : Y ! [0, 1] tal que

 (x) =

8
<

:
1 si x 2 W

0 si x 2 V.

Aqúı, como para cada n 2 N los conjuntos K
n

y [0, 1]� U
n

son cerrados,

por el lema de Urysohn existe  
n

: [0, 1] ! [0, 1] tal que

 
n

(x) =

8
<

:
1 si x 2 K

n

0 si x 2 [0, 1]� U
n

.

2
Se puede consultar en [5]
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10

1

Figura 3.1: Ejemplo de función  
n

Afirmamos que  
n

converge a �
E

en L2[0, 1]. En efecto observemos que:

- Si x 2 K
n

, como K
n

✓ E entonces �
E

(x) = 1. Y por tanto  
n

(x) �
�
E

(x) = 0.

- Si x 2 [0, 1]�U
n

, como [0, 1]�U
n

✓ [0, 1]�E entonces �
E

(x) = 0 y por

tanto  
n

(x)� �
E

(x) = 0.

- Si x 2 U
n

�K
n

entonces

 
n

(x)� �
E

(x) =

8
<

:
 
n

(x) si x /2 E

 
n

(x)� 1 si x 2 E.

En cualquier caso, dado que 0 6  
n

(x) 6 1 entonces | 
n

(x)��
E

(x)| 6 1.

Por tanto:

|| 
n

� �
E

||22 =

Z

[0,1]
| 

n

� �
E

|2dµ

=

Z

K

n

| 
n

� �
E

|2dµ+

Z

[0,1]�U

n

| 
n

� �
E

|2dµ+

Z

U

n

�K

n

| 
n

� �
E

|2dµ

= 0 + 0 +

Z

U

n

�K

n

| 
n

� �
E

|2dµ

6
Z

U

n

�K

n

1dµ

6 µ(U
n

�K
n

).
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En consecuencia, cuando n tiende a infinito,  
n

converge a �
E

en L2[0, 1].

Caso 2: Supongamos que g es una función simple, es decir

g(x) =
rX

j=0

c
i

�
E

i

(x).

Con los conjuntos E
i

disjuntos. Sabemos por el caso 1 que para cada

�
E

i

existe una función continua  i

n

que converge a �
E

i

en L2[0, 1]. Esto

implica que c
i

· i

n

converge a c
i

·�
E

i

en L2[0, 1], y en consecuencia  
n

(x) =
rX

j=0

c
i

 i

n

(x) converge a g(x) =
rX

j=0

c
i

�
E

i

(x) en L2[0, 1]. Y  
n

es una función

continua.

10

1

Caso 3: Sea g 2 L1[0, 1], entonces existe una sucesión de funciones simples

{�
m

} tal que converge a g en L2[0, 1]. Para cada m 2 N, consideremos la

sucesión de funciones continuas  m

n

tal que  m

n

�! �
m

. Como esto sucede,

tomemos en particular la subsucesión {n
m

} tal que:

|| m

n

m

� �
m

||2 <
1

m
.

Sea " > 0, entonces para m � 1 se tiene que ||g � �
m

||2 < "

2 y que

|| m

n

m

� �
m

||2 < 1
m

< "

2 .
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Concluimos que para m � 1

||g �  m

n

m

||2 6 ||g � �
m

||2 + ||�
m

�  m

n

m

||2
< " ,

es decir que  m

n

m

es una sucesión de funciones continuas que converge a g

en L2[0, 1], que es lo que queŕıamos demostrar.

Ahora śı demostremos el lema 3.3.1.

Lema 3.3.1 Para toda función g 2 L1[0, 1] existe una sucesión de polinomios

{p
k

} tal que p
k

converge a g en L2[0, 1].

Demostración. Dada g 2 L1[0, 1], por el lema 3.3.2 existe una sucesión de

funciones continuas { 
n

} tal que  
n

converge a g en L2[0, 1]. Como [0, 1] es

compacto, por el teorema de Stone-W eiestrass para cada n 2 N, existe una

sucesión de polinomios {pn
k

} que converge a  
n

en L1[0, 1]. Al igual que en

la demostración anterior, para cada n podemos encontrar una subsucesión de

polinomios pn
k

n

tal que || 
n

�pn
k

n

||1 < 1
k

. Aśı que dado " > 0 si tomamos k � 1

concluimos que:

||g � pn
k

n

||22 6 ||g �  
n

||22 + || 
n

� pn
k

n

||22
< "

2 +

Z

[0,1]
| 

n

� pn
k

n

|2dµ

< "

2 + || 
n

� pn
k

n

||21 · µ([0, 1])
< "

2 + "

2 · 1
< " .

Es decir que
�
pn
k

n

 
converge a g en L2[0, 1] que es lo que queŕıamos demostrar.

Presentaremos ahora otro ejemplo:

Ejemplo 3.3.2. Sea X = L2[0, 1] y µ la medida de Lebesgue. Consideremos

T : X ! X dada por

T (f(x)) = xf(x).
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Tomemos E  [0, 1] medible, tal que 0 < µ(E) < 1. Sea

S
E

=
�
f 2 L2[0, 1] : f = 0 casi donde sea (cds) en E

 
.

Entonces S
E

es un subespacio cerrado, invariante y no trivial para T .

1

Figura 3.2: f(x) 2 S
E

donde E = E1 [ E2

No demostraremos que es subespacio e iremos directamente a lo demás.

S
E

es invariante: Sea f 2 S
E

, entonces T (f(x)) = xf(x), y como f(x) = 0

casi donde sea en E, entonces xf(x) = 0 cds en E. Por tanto T (f(x)) 2
S
E

.

S
E

es cerrado: Sea f 2 S
E

, entonces existe {f
n

} ✓ S
E

tal que f
n

! f

en L2[0, 1]. Es decir que para toda " > 0 existe N 2 N tal que si n > N ,

entonces ✓Z 1

0
|f

n

� f |2dµ
◆1/2

<
"

2
.

Por tanto

✓Z

E

|f
n

� f |2 dµ

◆1/2

�
✓Z

[0,1]rE

|f
n

� f |2 dµ

◆1/2

<
"

2
.
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Y esto implica que

✓Z

E

|f
n

� f |2 dµ

◆1/2

<
"

2
+

✓Z

[0,1]rE

|f
n

� f |2 dµ

◆1/2

.

Tenemos que f
n

= 0 cds en E, por lo tanto el lado izquierdo de la ecuación

se reduce a:

✓Z

E

|f
n

� f |2 dµ

◆1/2

=

✓Z

E

|f |2 dµ

◆1/2

.

Además como en particular f
n

! f en [0, 1] \ E:

✓Z

E

|f |2 dµ

◆1/2

< "

2 + "

2

< " .

Como |f |2 > 0 entonces f = 0 cds en E, concluimos entonces que f 2 S
E

.

S
E

es no trivial: S
E

6= L2[0, 1] pues f ⌘ 1 2 L2[0, 1] y f /2 S
E

.

S
E

6= {0} pues la función

f(x) =

8
<

:
1 si x /2 E

0 si x 2 E

está en S
E

.

Por lo tanto, S
E

es un subespacio invariante cerrado no trivial para T .

La gran diferencia entre los ejemplos que hemos dado, es que en el primer

caso, el espacio de polinomios no es completo. Con ello concluimos que siX no es

completo, existen operadores sin subespacios invariantes cerrados no triviales.

La siguiente pregunta es ¿qué ocurre si X es completo? es decir, si X es un

espacio de Banach.
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3.4. X de Banach

Trabajaremos en esta sección con X espacio de Banach sobre C. Estudiare-
mos los teoremas de Lomonosov, los cuales dan información acerca de la exis-

tencia de subespacios invariantes para operadores compactos.

Antes de adentrarnos en ello, será conveniente ofrecer un pequeño panora-

ma de teoŕıa espectral pues de aqúı en adelante necesitaremos manejar ciertos

conceptos.

3.4.1. Teoŕıa espectral de operadores

Lo que se presentará en esta parte está basado en los textos [9] y [1]. Se

presentarán varias definiciones y resultados importantes, que, si bien no los

usaremos todos, ayudarán a darnos un contexto acerca del tema.

Al inicio de la sección 3.3.1 mencionamos lo que es un operador acotado. El

hecho de que existan operadores no acotados va a influir en la definición de valor

espectral que daremos a continuación. Los operadores no acotados se trabajan

con herramienta muy distinta a la de los operadores acotados y por ello no los

abordaremos aqúı.

En dimensión finita es inútil hablar de operadores lineales acotados pues

todos lo son. Vimos que dado un operador T : X ! X, si T��I no es invertible,

entonces � es un valor propio de T . Esto nos daba mucha información acerca de

los subespacios invariantes de T . Ahora no es suficiente con preguntarnos si T�1
�

existe, también tendremos que preguntarnos si T�1
�

es un operador acotado, y

más aún, también nos interrogaremos acerca de si el dominio de éste último es

denso en X.

Hay nombres para todos estos conceptos:

Definición 3.4.1. Sea T : X ! X un operador acotado. Sea T
�

= T � �I.

Si T�1
�

no existe, entonces � es un valor propio de T . Al conjunto de

valores propios de T lo llamamos espectro puntual y lo denotamos como

�
p

(T ).

Si T�1
�

existe, entonces:
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• Si T�1
�

es acotada y tiene dominio denso en X, diremos que � es un

valor resolvente de T . Al conjunto de valores resolventes lo denotamos

por ⇢(T ).

• Si T�1
�

no es acotada y tiene dominio denso en X, diremos que � es

un valor espectral continuo de T . Al conjunto de valores espectrales

continuos, lo denotamos por �
c

(T ) y lo llamamos espectro continuo.

• Si T�1
�

no tiene dominio denso en X, diremos que � es un valor

espectral residual (sin importar que T�1
�

sea acotada o no). Al con-

junto de valores espectrales residuales, lo denotamos por �
r

(T ) y lo

llamamos espectro residual.

Definición 3.4.2. A la unión de �
p

(T ), �
c

(T ) y �
r

(T ) se le llama el espectro

de T , y se denota por

�(T ) = �
p

(T ) [ �
c

(T ) [ �
r

(T ).

¿       existe?

No Sí

¿        es acotada? ¿         tiene dominio 
denso en X?

No NoSí Sí

espectro puntual
espectro continuo
espectro residual
conjunto resolvente

Figura 3.3: Esquema de los distintos espectros de T .

Se va a cumplir que el campo complejo está compuesto del conjunto de todos
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los valores definidos anteriormente, es decir

C = ⇢(T ) [ �(T )
= ⇢(T ) [ �

p

(T ) [ �
c

(T ) [ �
r

(T )

Resulta además, que la “mayor parte” del campo complejo está constituido

de valores resolventes (los que se portan bien). Más aún, se tiene el siguiente

resultado, que es bastante impresionante:

Resultado 3.4.1. Sea T : X ! X un operador acotado. Entonces �(T ) es

compacto en C.

Este hecho nos permite definir lo siguiente,

Definición 3.4.3. El radio espectral r
�

(T ) de un operador T 2 B(X,X) se

define como r
�

(T ) = sup {|�| : � 2 �(T )}.

0

Figura 3.4: Representación del radio espectral de T .

Trabajar con el radio espectral a partir de la definición puede a veces ser

laborioso, aśı que mencionamos otro resultado que nos permitirá expresarlo de

una manera más expĺıcita:

Resultado 3.4.2. Si T es un operador lineal en un espacio complejo de Banach

entonces el radio espectral de T está dado por:

r
�

(T ) = ĺım
n!1

n

p
||Tn||

Lo siguiente a preguntarnos seŕıa acerca de los espectros de operadores aco-

tados en concreto. Antes de esto, definamos unas cuantas clases de operadores:
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Definición 3.4.4. Sea X un espacio normado,

1. T : X ! X es un operador compacto si para todo K ✓ X acotado, T (K)

es compacto.(Esta definición es válida para cualquier transformación T :

X ! X).

2. T : X ! X es un operador polinomialmente compacto si existe un polino-

mio p no constante, tal que p(T ) es un operador compacto.

3. Si además X un espacio de Hilbert, T : X ! X es un operador normal

si T ⇤T = TT ⇤, donde T ⇤ denota el operador adjunto a T , es decir el que,

de existir, cumple que

< Tx, y >=< x, T ⇤y >,

para toda x, y 2 X.

4. Sea X nuevamente un espacio de Hilbert, T : X ! X es un operador

autoadjunto si T = T ⇤.

Ahora śı, presentaremos algunas caracteŕısticas de los operadores que aca-

bamos de definir:

Si T : X ! X es tal que X es de dimensión finita, entonces �(T ) = �
p

(T ).

Además es un conjunto finito, que fue justamente lo que usamos en el

segundo caṕıtulo.

Si X es normado y T es compacto, entonces �(T ) = �
p

(T ) [ {0}, (ref.
3.4.3). Además �

p

(T ) es numerable y el único punto de acumulación po-

sible de � es el 0.

0

Figura 3.5: Representación del espectro de un operador compacto.
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Si X es de Hilbert (nos adelantamos un poco), y T es autoadjunto, enton-

ces �(T ) ✓ R. Más aún, es un subconjunto acotado y �
r

(T ) = ;.

0
m M

Figura 3.6: Representación del espectro de un operador autoadjunto.

A continuación trabajaremos con operadores compactos. Éstos son más sen-

cillos de manejar pues tienen un comportamiento similar al de los operadores

lineales en dimensión finita. Una muestra de esto es lo mencionado en el primer

punto y que formalizamos con el siguiente resultado:

Resultado 3.4.3. (Alternativa de Fredholm) Sea T : X ! Y un operador lineal

compacto en X de Banach. Entonces todo valor espectral � 6= 0 de T es un valor

propio de éste mismo. Es decir que

�(T ) = �
p

(T ) [ {0} .

Resultado 3.4.4. Sea T : X ! X operador acotado. Si dim(R(T )) < 1,

entonces T es un operador compacto.

Resultado 3.4.5. Sea T
n

: X ! X una sucesión de operadores compactos que

converge a T , es decir ||T
n

� T || �! 0. Entonces T es un operador compacto.

3.4.2. Ejemplos

Ejemplo 3.4.1. Sean X = {x 2 l2 : x1 = 0} ✓ l2 con la norma

||x||2 =
1X

i=1

|x
i

|2,



3.4. X DE BANACH 47

y T : X ! X definido como

T (x1, x2, x3, . . . ) = (0, x1, x2, x3, . . . ).

T es un operador acotado y ||T || = 1. En la sección 3.1 del caṕıtulo 3 vimos que

este operador no tiene valores propios, por lo tanto �
p

(T ) = ;. Sin embargo, el

espectro de T no es vaćıo, veremos que el valor 0 es un valor espectral residual.

En efecto, consideremos

T0 = T � 0I

= T.

T�1 : T (X) ! X existe y está dado por

T�1(y1, y2, . . . ) = (y2, y3, . . . ).

(Observación: con el objetivo de que este operador sea efectivamente el operador

inverso de T fue que no tomamos nuestro espacio como todo l2). Además T�1

es acotado pues

||T�1(y)||2 =
1X

i=2

|y
i

|2

6 ||y||.

Sin embargo T (X) 6= X pues T (X) = {y 2 X : y1 = y2 = 0} . Por lo tanto

� = 0 2 �
r

(T ).

Hab́ıamos dejado pendiende la pregunta de si este operador tiene o no subes-

pacios invariantes cerrados no triviales. Vamos a aprovechar para responderla

ahora.

Sea

M = {x 2 l2 : x = (0, 0, x3, . . . )} .

Omitiremos probar que M es subespacio. Veamos que es cerrado; sea

x = (x1, x2, x3, . . . ) 2 M , entonces existe x
n

= (xn

1 , x
n

2 , x
n

3 , . . . ) 2 M tal que

x
n

converge a x en X. Dado que para cada i 2 N se tiene que |xn

i

| 6 ||x
n

||2,
entonces, en particular la primera coordenada xn

1 y la segunda xn

2 convergen a
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x1 y x2 respectivamente. Esto implica que x1 = 0 = x2. Por lo cual x 2 M .

Dado x 2 M , T (x) = (0, 0, 0, x3, . . . ) 2 M , por lo cual M es invariante

bajo T .

El elemento e2 = (0, 1, 0, . . . ) /2 S y en consecuencia S 6= l2.

Dado que e3 = (0, 0, 1, 0 . . . ) 2 S, entonces S 6= {0}.

Ahora veamos un ejemplo de un operador compacto.

Ejemplo 3.4.2. Sea nuevamente X = l2 y T : l2 ! l2 definido como

T (x1, x2, x3, . . . ) = (0,
x1

1
,
x2

2
,
x3

3
, . . . ,

x
n

n
, . . . )

Veremos que T es un operador compacto.

Sean

T
n

(x) = (0, x1,
x2

2
, . . . ,

x
n

n
, 0, 0 . . . ).

Primero observemos que, dado que se cumple que dim(R(T
n

)) < 1, entonces

por el resultado 3.4.4 para cada n 2 N, T
n

es un operador compacto.

Además T puede ser aproximado por {T
n

}. Primero observemos que, si x 2
l2 entonces |x

i

|2 converge a 0 y por lo tanto existe C > 0 tal que |x
i

|2 6 C para

toda i 2 N. Ahora,

||(T � T
n

)x||2 =
1X

i=n+1

|x
i

|2

i2

6 C

1X

i=n+1

1

i2
.

Y como
1X

i=n+1

1

i2
converge a 0 cuando n tiende a 1, entonces ||T�T

n

|| converge

a 0.

Por el resultado 3.4.5 concluimos que T es compacto.

Este operador es muy similar al operador del ejemplo 3.4.1, y con los mismos

argumentos podemos concluir que no tiene valores propios, el 0 es valor espectral,

y tiene subespacios invariantes cerrados y no triviales.
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Ejemplo 3.4.3. Sean ahora X = L2[0, 1] y el operador T : L2[0, 1] ! L2[0, 1]

defnido como

(Tf)(x) =

Z

[0,x)
f(t)dt.

Este operador es conocido como el operador de Volterra y es compacto. Además

se puede probar que los subconjuntos

S
↵

:=
�
f 2 L2[0, 1] : f = 0 cds en [0,↵]

 

para ↵ 2 [0, 1] son todos los subespacios invariantes cerrados no triviales. Este

resultado fue obtenido por Donoghue [6] en 1957.

Esto nos puede inducir a pensar que todo operador compacto en un espacio

de Banach tiene un subespacio invariante cerrado no trivial. Demostrar esto será

nuestro siguiente paso.

3.4.3. El teorema de Lomonosov

En 1930 John von Neumann desarrolla una técnica para encontrar subespa-

cios invariantes para operadores compactos en espacios de Hilbert. Más adelante,

en 1954, K. T. Smith y N. Aronszajn extienden el resultado para espacios de

Banach y varios años después, y con ciertas dificultades de por medio, Halmos,

copiando ideas de Robinson, logra demostrarlo para operadores polinomialmen-

te compactos. Fue una sorpresa inmensa cuando en 1976, el matemático ruso

V. Lomonosov generaliza de forma contundente el resultado demostrando que

es suficiente que un operador A conmute con un operador que conmuta a su

vez con uno compacto para que A tenga un subespacio invariante cerrado y no

trivial. Lomonosov usa una técnica muy ingeniosa y novedosa que le permite

hacer una prueba mucho más breve y sencilla.

En esta sección nuestro objetivo será presentar un primer resultado, siguien-

do la prueba reducida de Hilden [11].

Vamos a iniciar definiendo lo que es un subespacio hiperinvariante.

Definición 3.4.5. Se dice que un operador T acotado tiene un subespacio S

hiperinvariante, si todo operador acotado A que conmuta con T tiene a S como
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subespacio invariante. Es decir si AT = TA, entonces A(S) ✓ S.

Observación 3.4.1. Todo subespacio T - hiperinvariante es T - invariante, sin

embargo lo rećıproco no es cierto.

Lema 3.4.1. Si S es hiperinvariante con respecto a T entonces S es hiperin-

variante con respecto a T .

Demostración. Sea S hiperinvariante bajo T y A un operador acotado que con-

muta con T . Entonces S es subespacio invariante de A, es decir que

A(S) ✓ S.

Queremos demostrar que A(S) ✓ S. Como A es un operador continuo cumple

que

A(S) ✓ A(S).

Pero como A(S) ✓ S entonces A(S) ✓ S. Por tanto

A(S) ✓ A(S) ✓ S

Es decir que S es un subespacio invariante para A, por tanto S es hiperinvariante

para T .

Teorema de Lomonosov

Teorema 3.4.1. (Lomonosov) Sea X de Banach, entonces todo operador lineal

T : X ! X compacto no nulo tiene un subespacio hiperinvariante cerrado no

trivial.

Observemos que con esto se resolveŕıa nuestro problema, pues si T tiene un

subespacio S hiperinvariante, entonces para toda A tal que AT = TA se tendŕıa

que A(S) ✓ S. En particular T conmuta consigo mismo por lo cual T (S) ✓ S.

Antes de adentrarnos en la prueba, haremos un esbozo de demostración.

Seguiremos los siguientes pasos:

Paso 1. Usar que, como T es un operador compacto, su espectro consta sóla-

mente del elemento 0 y de valores propios. Si T tuviera un valor propio
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demostraremos que T tiene un subespacio hiperinvariante. En caso con-

trario, entonces � = 0 es el único valor espectral.

Paso 2. De lo anterior, concluir usando la fórmula del radio espectral, que para

toda k 2 C,
ĺım
n!1

||(kT )n|| = 0.

Paso 3. Tomar un elemento x0 tal que 1 < ||T (x0)||, y llegar a que 0 /2 T (B) y
que 0 /2 B, donde

B = {x 2 X : ||x� x0|| < 1} .

Paso 4. Considerar, para cada y 6= 0 los subespacios

S
y

= {Ay : AT = TA} ,

y demostrar que son hiperinvariantes.

Paso 5. Demostrar que existe y 2 X tal que S
y

es un subespacio no trivial. Para

esto, supondremos que S
y

= X para todo y 2 X; usando la compacidad

de T y un método recursivo llegaremos a que 0 2 T (B), lo cual contradiŕıa

el punto 3.

Demostración. Sea T : X ! X un operador compacto con X de Banach. Pode-

mos asumir sin pérdida de generalidad que kTk = 1 pues en el caso contrario

trabajamos con T

kTk .

1. Consideremos � 2 �(T ). Como T es un operador compacto, por el resultado

3.4.3, tenemos que

�(T ) = �
p

(T ) [ {0} .

Por tanto

1. � 2 �
p

(T ) (incluyendo al 0),

2. o bien � 2 {0} \ �
p

(T ) .

El primer caso corresponde a decir que T tiene valores propios. Afirmamos
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entonces que el conjunto

S = {x : T (x) = �x}

es hiperinvariante. En efecto, consideremos x 2 S y A tal que AT = TA,

entonces
TAx = ATx

= A�x

= �Ax.

Por definición de S se tiene que Ax 2 S, y por ende A(S) ✓ S. Es decir S

es hiperinvariante.

Supongamos entonces, como en el caso 2, que T no tiene vectores propios,

y que por tanto �(T ) = {0}.

2. Ahora, por definición de radio espectral

r
�

(T ) = sup
�2�(T )

|�|,

y puesto que �(T ) = {0}, entonces r
�

(T ) = 0. Al mismo tiempo, por el

resultado 3.4.2 tenemos

r
�

(T ) = ĺım
n!1

n

p
||Tn||.

De estas dos ecuaciones concluimos que

r
�

(T ) = 0 = ĺım
n!1

n

p
||Tn||.

Veamos que de esto se sigue que ĺım
n!1

||Tn|| = 0. En efecto por definición

de ĺımite tenemos que para todo " > 0 existe N 2 N tal que si n > N

entonces
n

p
||Tn|| < ✏ .
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En particular tomando " = 1
2 , existe N tal que si n > N , entonces

n

p
||Tn|| < 1

2
.

Por lo cual ||Tn|| < ( 12 )
n

y como ĺım
n!1

�
1
2

�
n

= 0 entonces ĺım
n!1

||Tn|| = 0.

Ahora sea k 2 C, y consideremos el operador eT = kT que es acotado y tie-

ne las mismas propiedades que T , en particular, el mismo radio espectral.

Entonces, usando lo anterior, podemos concluir que

ĺım
n!1

|| eTn|| = 0.

Y por lo tanto concluimos que para todo k 2 C,

ĺım
n!1

||(kT )n|| = 0. (3.4.1)

Esto lo usaremos más adelante.

3. Tomamos algún x0 2 X tal que kTx0k > 1 y consideramos la bola centrada

en x0 definida como

B = {x :k x� x0 k< 1} .

Afirmamos que 0 /2 TB y que 0 /2 B. Lo primero se debe a que, al ser T

acotado, se cumple:

||T (x� x0)|| 6 ||T || · ||x� x0||,

para todo x 2 B. Como ||T || = 1 y ||x�x0|| < 1 entonces ||T (x�x0)|| < 1.

Además, como T es lineal, tenemos que

||Tx� Tx0|| = ||T (x� x0)|| < 1.
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Pero ||Tx||�|| Tx0|| 6 ||Tx� Tx0||, por tanto

||Tx0|| < 1 + ||Tx||.

Y dado que nos tomamos x0 tal que 1 < ||Tx0|| entonces

1 < ||Tx0|| < 1 + ||Tx||

Concluimos que

0 < ||Tx0||� 1 < ||Tx||, (3.4.2)

para todo x 2 B. En otras palabras 0 /2 TB.

Ahora sea y 2 TB entonces existe una sucesión {Tx
n

} en TB tal que

ĺım
n!1

Tx
n

= y. Por lo cual dada " = ||Tx0||� 1 existe N 2 N tal que si

n > N entonces ||Tx
n

� y|| < ||Tx0||� 1. Por tanto

||Tx
n

||� (||Tx0||� 1) < ||y|.

De la ecuación (3.4.2) concluimos que 0 < ||Tx
n

||� (||Tx0||� 1) < ||y|| lo
cual implica que 0 < ||y||, es decir

0 /2 TB. (3.4.3)

Lo segundo se sigue de lo primero pues si 0 2 B entonces 0 = T (0) 2 TB
pero TB ✓ TB, y en consecuencia 0 2 TB, lo cual vimos que no sucede.

Por lo tanto

0 /2 B. (3.4.4)

Otra observación importante es que 1 < ||x0||, pues

1 < ||Tx0|| 6 ||T || · ||x0||
6 ||x0||.

(3.4.5)
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Figura 3.7: 0 /2 B, TB

4. Consideremos para cada y 2 X con y 6= 0, el siguiente conjunto

S
y

= {Ay : A 2 B(X,X) y AT = TA} .

Denotaremos por

A = {A 2 B(X,X) : AT = TA} , (3.4.6)

entonces

S
y

= {Ay : A 2 A} . (3.4.7)

Demostraremos que S
y

es un subespacio invariante bajo los operadores

que conmutan con T , es decir que S
y

es hiperinvariante.

Veamos primero que S
y

es subespacio de X.

El 0 está en S
y

pues el operador 0 es acotado y conmuta con T .

Sean Ay,By 2 S
y

entonces, como A y B son acotados, A + B es

acotado y

(A+B)T = AT +BT

= TA+ TB

= T (A+B).
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Por tanto A+B 2 A y por ende (A+B)y 2 S
y

.

Finalmente sea Ay 2 S
y

y ↵ 2 C, entonces ↵A es un operador acotado

y

(↵A)T = ↵TA

= T (↵A).

Por tanto ↵A 2 A y por ende (↵A)y 2 S
y

.

Concluimos que S
y

es efectivamente un subespacio de X.

Ahora veremos que S
y

es hiperinvariante. Sea B un operador que conmuta

con T , TB = BT . Demostremos que

B(S
y

) ✓ S
y

,

es decir que dado x 2 S
y

, entonces Bx 2 S
y

.

Como x 2 S
y

entonces x = Ay para algún A acotado y tal que AT = TA.

Por lo cual

Bx = BAy.

Pero BAy 2 S
y

pues BA es acotado y

(BA)T = B(TA)

= (TB)A

= T (BA).

Con esto queda demostrado que S
y

es hiperinvariante. Ahora consideremos

S
y

. Por el lema 3.4.1, S
y

es hiperinvariante.

Tenemos entonces que, para cada y 6= 0 el conjunto S
y

es un subespacio

hiperinvariante cerrado, faltaŕıa ver que no es trivial.

5. Es importante notar que, dado que el 0 no es valor propio, entonces T (y) 6= 0.

Como y 6= 0 y T 2 S
y

entonces para cada y, S
y

6= {0} y por ende S
y

6= {0}.

Veamos que existe algún y 2 X tal que S
y

6= X. En otras palabras lo

que queremos demostrar es que existe y 2 X tal que S
y

no es denso en
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X. Hagamos esto por contradicción; supongamos que para todo y 6= 0 se

tiene que S
y

= X. Entonces, dado y 2 X, para todo x 2 X, y ✏ > 0 existe

z 2 S
y

tal que

||z � x|| < ✏ .

Como z 2 S
y

entonces z = Ay para algún A acotado y que conmuta con

T . En consecuencia

||Ay � x|| < ✏ .

Esto para cada x 2 X, en particular para x = x0. Además tomando ✏ = 1

tenemos que existe A 2 A tal que

||Ay � x0|| < 1.

Por tanto

U(A) = {y 2 X : ||Ay � x0|| < 1} 6= ;.

Además notemos que

U(A) = A�1(B),

donde recordamos que B denota la bola abierta de radio 1 y centro x0.

Como A es continua entonces U(A) es abierto, para cada A.

Figura 3.8: Ay 2 B por tanto U(A) es no vaćıo.
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Consideremos ahora
[

A2A
U(A),

que es una unión de abiertos. Afirmamos que cubre a todo el espacio menos

el {0}, es decir que
[

A2A
U(A) = X \ {0}. (3.4.8)

En efecto, si z 2
[

A2A
U(A) entonces z 2 U(A) para algún operador A 2 A,

pero 0 /2 U(A) pues de estarlo se tendŕıa que

||x0|| = ||A0� x0|| < 1.

Lo cual es una contradicción ya que tomamos a x0 tal que 1 < ||Tx0||, y
vimos en (3.4.5) que esto implica que 1 < ||x0||. Es decir que

z 2 U(A) ✓ X \ {0}.

Por tanto
[

A2A
U(A) ✓ X \ {0}.

Ahora veamos que X \ {0} ✓
[

A2A
U(A). Sea z 2 X \ {0}, entonces, como

S
z

es denso en X, existe A 2 A tal que

||Az � x0|| < 1.

En otras palabras, se tiene que z 2 U(A) y por tanto

X \ {0} ✓
[

A2A
U(A).

Podemos concluir que
[

A2A
U(A) es una cubierta abierta de X \ {0}.
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00

Por otro lado, sabemos que T es un operador compacto y B es un conjunto

acotado, en consecuencia T (B) es un conjunto compacto deX. Recordemos

además que por (3.4.3), tenemos que 0 /2 T (B), es decir

T (B) ✓ X \ {0}.

Y por lo anterior

T (B) ✓ X \ {0} =
[

A2A
U(A).

Como T (B) es compacto y
[

A2A
U(A) es una cubierta abierta, entonces

existen A1, . . . An

2 A tales que

T (B) ✓
n[

j=1

U(A
j

).

Será muy importante tener en mente que acabamos de fijar la n. Iniciare-

mos un proceso recursivo:

x x 
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Paso 1. Tenemos que x0 2 B, por tanto

Tx0 2 T (B) ✓ T (B) ✓
n[

j=1

U(A
j

).

Es decir que Tx0 2 U(A
i1) para algún i1 2 {1, . . . n}. Pero por definición

de U(A
i1) se tiene que

||A
i1Tx0 � x0|| < 1.

En consecuencia A
i1Tx0 2 B.

Paso 2. Tenemos que A
i1Tx0 2 B, por tanto

TA
i1Tx0 2 TB.

Es decir que TA
i1Tx0 2 U(A

i2) para alguna i2 2 {1, . . . n}.
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00

Figura 3.9: TA
i1Tx0 2 U(A

i2)

Pero por definición de U(A
i2) se tiene que

||A
i2TAi1Tx0 � x0|| < 1.

En consecuencia A
i2TAi1Tx0 2 B.

Paso 3. Tenemos que A
i2TAi1Tx0 2 B, por tanto

TA
i2TAi1Tx0 2 TB.

Es decir que TA
i2TAi1Tx0 2 U(A

i3) para alguna i3 2 {1, . . . n}. Pero por

definición de U(A
i3) se tiene que

||A
i3TAi2TAi1Tx0 � x0|| < 1.

En consecuencia A
i3TAi2TAi1Tx0 2 B.

...

Haciendo esto m veces, obtenemos que:

A
i

m

TA
i

m�1T . . . A
i3TAi2TAi1Tx0 2 B para algunas i1, . . . im 2 {1, . . . n}.

x x 

T o 
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Sea c = máx{||A
j

|| : j 2 {1, . . . n}} y llamemos

z
m

= A
i

m

TA
i

m�1T . . . A
i3TAi2TAi1Tx0.

Recordemos además que para toda j 2 {1, . . . n}, A
j

2 A y por ende A
j

conmuta con T . Entonces

z
m

= A
i

m

A
i

m�1 . . . Ai3Ai2Ai1T
mx0

= cm · c�mA
i

m

A
i

m�1 . . . Ai3Ai2Ai1T
mx0

= c�1A
i

m

c�1A
i

m�1 . . . c
�1A

i3c
�1A

i2c
�1A

i1c
mTmx0

= (c�1A
i

m

)(c�1A
i

m�1) . . . (c
�1A

i3)(c
�1A

i2)(c
�1A

i1)(cT )
mx0.

Ahora, por definición de c se tiene que

c�1||A
j

|| 1.
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En consecuencia

||z
m

|| = ||(c�1A
i

m

)(c�1A
i

m�1) . . . (c
�1A

i3)(c
�1A

i2)(c
�1A

i1)(cT )
mx0||

 ||(c�1A
i

m

)|| · ||(c�1A
i

m�1)|| . . . ||(c�1A
i3)|| · ||(c�1A

i2)||
· ||(c�1A

i1)|| · ||(cT )m|| · ||x0||
 ||(cT )m|| · ||x0||.

Pero en (3.4.1) vimos que

ĺım
m!1

||(cT )m|| = 0,

por tanto ĺım
m!1

z
m

= 0, es decir que 0 2 B, lo cual es una contradicción

a (3.4.4).

Es muy importante observar que al hacer tender m a 1 se tendrá inevi-

tablemente que m > n, y por tanto estamos diciendo que las i
j

se repiten

dentro del conjunto {1, . . . n}. Lo que es clave, es que la n es fija, lo que

implica que c también es fijo y no depende ya de la m, esta es la razón

por la cual podemos tomar el proceso ĺımite.

Concluimos que S
y

no puede ser denso en X y en consecuencia existe

y 2 X con y 6= 0 tal que S
y

es un subespacio hiperinvariante no trivial y

cerrado de X.

3.4.4. Lomonosov Generalizado

En esta sección generalizaremos el resultado anterior: demostraremos que es

suficiente que un operador T conmute con un operador compacto, para que T

tenga un subespacio hiperinvariante. En otras palabras, si K es un operador

compacto tal que TK = KT , y A es un operador que conmuta con T entonces

A tiene un subespacio invariante. Para ello usaremos los siguientes resultados

que ya demostramos durante la prueba del Teorema de Lomonosov pequeño y

que enunciaremos nuevamente para tenerlos en mente.
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Resultado 3.4.6. Sean A = {A 2 B(X,X) : AK = KA}, y 2 X y K un

operador compacto, entonces el conjunto S
y

= {Ay : A 2 A} es un subespacio

hiperinvariante para K.

Resultado 3.4.7. Si K es un operador acotado, el conjunto {x : Kx = �x} es

hiperinvariante para K. En otras palabras N (K � �I) es hiperinvariante para

K.

Antes de adentrarnos en la demostración del teorema, daremos unas defini-

ciones, unos resultados y probaremos unos lemas que necesitaremos más ade-

lante. Las siguientes proposiciones son sencillas y las usaremos al demostrar el

teorema de Lomonosov generalizado.

Resultado 3.4.8. Sea X un espacio normado y U un conjunto compacto. Si

V ✓ U es cerrado, entonces V es compacto.

Proposición 3.4.1. Sean K,A : X ! X transformaciones continuas tales que

K es compacta. Entonces la transformación AK es compacta.

Demostración. Sea S un conjunto acotado deX. ComoK es compacta, sabemos

que K(S) es compacto.

Queremos demostrar que AK(S) es un conjunto compacto. Como A es con-

tinua A[K(S)] ✓ X es compacto y por ende cerrado. Ahora, dado que

K(S) ✓ K(S),

entonces

AK(S) ✓ A[K(S)].

Lo cual implica que

AK(S) ✓ A[K(S)].

Al ser AK(S) un cerrado contenido en un compacto, concluimos que es también

un compacto de X, que es lo que se queŕıa demostrar.

Proposición 3.4.2. Sea K : X ! X una transformación compacta y M ✓ X

un conjunto. Entonces K �
M

: M ! X es también una transformación compac-

ta.
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La prueba de esta proposición se omite, se puede consultar en [9].

Durante la prueba del teorema de Lomonosov generalizado necesitaremos

saber un poco de teoŕıa sobre la envolvente convexa de un conjunto. Vamos a

mencionar ciertas definiciones y proposiciones que usaremos, las demostraciones

de éstas se encuentran en el apéndice B, también pueden ser consultados en [15].

Definición 3.4.6. Dado un conjunto D ✓ X definimos la envolvente convexa

de D como el conjunto convexo más pequeño que contiene a D. La denotaremos

por conv(D).

Proposición 3.4.3. La cerradura de un conjunto convexo es convexa.

Definición 3.4.7. Dado un conjunto D ✓ X diremos que x es una combinación

convexa de D, si x =
nX

j=1

�
j

x
j

con x
j

2 D, n 2 N y �
j

2 R tales que:

1. �
j

> 0 para toda j 2 {1, . . . , n} ,

2.
nX

j=1

�
j

= 1.

Proposición 3.4.4. Sea D ✓ X, entonces la envolvente convexa de D es el

conjunto de las combinaciones convexas de D. Es decir:

conv(D) =

8
<

:

nX

j=1

�
j

x
j

: n 2 N, x
j

2 D,�
j

2 R, �
j

> 0,
nX

j=1

�
j

= 1

9
=

; .

Definición 3.4.8. Un álgebra A sobre C es un espacio vectorial con producto,

el cual satisface lo siguiente:

1. x(yz) = (xy)z,

2. (x+ y)z = xz + yz y x(y + z) = xy + xz,
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3. ↵(xy) = (↵z)y = x(↵y),

donde x, y, z 2 A y ↵ 2 C.

Los siguientes dos resultados los daremos por hecho, el segundo es un teorema

muy conocido de análisis, se pueden consultar en [9].

Resultado 3.4.9. El conjunto de todos los operadores acotados B(X,X) es un

álgebra, con el producto definido como la composición de dos operadores.

Resultado 3.4.10. Sea X un espacio normado, entonces

B1(0) = {x 2 X : ||x|| 6 1} ,

es compacta si y sólo si dimX < 1.

Lema 3.4.2. Sea A ✓ B(X,X) un álgebra con A 6= {0}, entonces para todo y 6=
0, el conjunto {Ay : A 2 A} es denso en X si y sólo si no existe un subespacio

invariante cerrado no trivial común para todo A 2 A.

Demostración. ) ) Supongamos que para todo y 6= 0 el conjunto {Ay : A 2 A}
es denso en X, y supongamos además que existe S, un subespacio invariante

cerrado no trivial común para todo A 2 A.

Sea x 2 S con x 6= 0, entonces Ax 2 S para toda A 2 A, es decir que

{Ax : A 2 A} ✓ S.

Como S es cerrado tenemos que

{Ax : A 2 A} ✓ S.

Pero por hipótesis {Ax : A 2 A} es denso en X, por lo que

X = {Ax : A 2 A} ✓ S.

Concluimos que X = S, lo cual es una contradicción a que S sea no trivial , en

consecuencia no existe un subespacio invariante cerrado no trivial común para

todo A 2 A.
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() Ahora supongamos que no existe un subespacio invariante cerrado no

trivial y común para todo A 2 A.

Sea x 2 X con x 6= 0, ya vimos que para cada y 2 X el conjunto

S
y

= {Ay : A 2 A} ,

es un subespacio vectorial. Además es invariante para toda A 2 A pues si z 2 S
y

y A 2 A entonces Az 2 S
y

. En efecto, Az = AAy, y como A es álgebra, entonces

AA 2 A. Es decir que para toda y 2 X

A(S
y

) ✓ S
y

8A 2 A.

Por el lema 3.2.3, S
y

es también un subespacio invariante cerrado para toda

A 2 A. Como S
y

6= {0} y S
y

es trivial, entonces S
y

= X que es lo que queŕıamos

demostrar.

El siguiente lema es lo último que necesitaremos para demostrar el teorema

de Lomonosov generalizado.

Lema 3.4.3. Sea A ✓ B(X,X) un álgebra tal que, para toda y 6= 0, el conjunto

{Ay : A 2 A} es denso en X y sea K un operador compacto no nulo. Entonces

existe A 2 A tal que

N (AK � I) 6= {0}.

Es decir que existe x 2 X con x 6= 0 tal que AKx = x.

Vamos a hacer un esbozo de prueba. Tenemos que tener en mente que lo

que queremos construir es el operador A, y queremos construirlo de tal forma

que exista x 6= 0 tal que AKx = x. Lo cual se traduce en que el operador AK

tenga un punto fijo distinto del cero. Esto nos da una idea de lo que va a ser el

final de la prueba; vamos a adecuar el terreno para poder aplicar el teorema de

punto fijo de Schauder, el cual se puede consultar en [18].

Teorema 3.4.2. (Teorema de punto fijo de Schauder) Sea X un espacio de

Banach, D ✓ X un conjunto compacto, convexo, no vaćıo y H : D ! D una

transformación compacta y continua. Entonces H tiene un punto fijo. Es decir,
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existe x 2 D tal que

H(x) = x.

Para poder aplicar el teorema, tenemos que construir el conjunto D compac-

to, convexo y no vaćıo, y un operador A tal que AK sea continuo y AK : D ! D.

La proposición 3.4.1 nos asegura que AK es compacto, por lo que podremos ha-

cer uso de dicho teorema.

Vamos a hacerlo en el siguiente orden:

1. Sentar las bases repitiendo los primeros pasos de lo que hicimos en el teorema

de Lomonosov pequeño.

2. Construir una transformación continua y compacta � tal que �: B ! B.

3. Construir un conjunto D ✓ B compacto, convexo y no vaćıo.

4. Adecuar la transformación y el conjunto para que cumplan lo deseado.

Demostración. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ||K|| = 1 pues

en caso contrario consideramos K

||K|| . Si encontramos A 2 A tal que

N (A
K

||K|| � I) 6= {0},

entonces Ã = A

||K|| cumple que

N (ÃK � I) 6= {0}.

1. Como ya mencionamos, en el inicio de la demostración seguiremos prácti-

camente los mismos pasos que en la prueba del teorema de Lomonosov

3.4.1.

Sea x0 2 X tal que 1 < ||K(x0)||. Entonces, como ||K|| = 1 y K es

acotado, se tiene que

||K(x0)|| 6 ||x0||.

Por lo que

1 < ||x0||.
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Denotemos nuevamente a la bola de radio uno y centro x0 como

B = {x 2 X : ||x� x0|| < 1} .

Entonces, por (3.4.3) y (3.4.4), 0 /2 KB y 0 /2 B.

Dado A 2 A, denotamos también como

U(A) = A�1(B)
= {x 2 X : ||Ax� 1|| < 1} ,

y recordamos que, por la continuidad de A, U(A) es un conjunto abierto.

00

Por (3.4.8) se tiene además que

[

A2A
U(A) = X \ {0}.

Finalmente, como K es un operador compacto y B un conjunto acotado,

entonces existen A1, A2, . . . An

tales que

K(B) ✓
n[

j=1

U(A
j

). (3.4.9)

x 

o 

í\ l . ) 
B \.............. 

x 

A 

Al _---------+--~. :~ ." \ 

A 
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2. Aqúı cambiamos de rumbo. Recordamos que la estrategia que vamos a seguir

consiste en construir un operador continuo A y un conjunto compacto y

convexo D ✓ B tales que AK : D ! D, para poder poder aplicar el

teorema de punto fijo de Schauder. En esta parte nos encargaremos de

construir una transformación continua �: B ! B.

Empecemos definiendo ciertas funciones auxiliares: Para cada j 2 {1, . . . , n}
sea ↵

j

: K(B) ! R definida como

↵
j

(x) = máx {0, 1� ||A
j

x� x0||}.

Figura 3.10: La función que representamos aqúı aún no está restringida a K(B),
pero muestra el comportamiento de las ↵

j

.
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Dado que la función máximo es continua entonces ↵
j

es continua. Además

↵
j

(x) > 0 para toda j 2 {1, . . . , n} , y para toda x 2 KB.

Finalmente ↵
j

(x) = 0 si y sólo si 1 6 ||A
j

x � x0||. Es decir si y sólo si

A
j

x /2 B o en otras palabras si y sólo si

x /2 A�1
j

(B), (3.4.10)

como se muestra en la figura 3.10.

Sea x 2 K(B) entonces por (3.4.9), x 2 U(A
i

) para alguna i 2 {1, . . . , n}.
Lo cual implica que

||A
i

x� x0|| < 1.

Por lo que para dicha i, se tiene que 0 < ↵
i

(x). Es decir que para todo

x 2 K(B) existe i 2 {1, . . . , n} tal que

↵
i

(x) > 0. (3.4.11)

Ahora, como ↵
j

> 0 para toda j 2 {1, . . . , n}, entonces

nX

k=1

↵
k

(x) > 0 8 x 2 K(B).

Definimos para cada j 2 {1, . . . , n} la función �
j

: K(B) ! [0, 1] como

�
j

(x) =
↵
j

(x)
nX

k=1

↵
k

(x)

.

�
j

está bien definida por lo anterior, es continua y �
j

(x) = 0 si y sólo si

↵
j

(x) = 0. Y esto sucede si y sólo si x /2 A�1
j

(B), por 3.4.10.

Además para cada x 2 K(B) por 3.4.11, existe i tal que ↵
i

(x) > 0 y en

consecuencia �
i

(x) > 0.
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Observemos que

nX

j=1

�
j

(x) =
nX

j=1

↵
j

(x)
nX

k=1

↵
k

(x)

=

nX

j=1

↵
j

(x)

nX

k=1

↵
k

(x)

= 1.

(3.4.12)

Finalmente definimos �: B ! X como

�(x) =
nX

j=1

�
j

(Kx)A
j

Kx.

� no es una transformación lineal, pero śı es continua por ser suma de

funciones continuas. Además está bien definida pues si x 2 B entonces

Kx 2 K(B). Pero como K es un operador continuo,

K(B) ✓ K(B),

y �
j

toma valores en K(B).
Finalmente, como K es un operador compacto, entonces � es compacta.

Recordemos que nuestro objetivo es encontrar una transformación conti-

nua y compacta que vaya de un conjunto en śı mismo y que este último

sea compacto, convexo y que esté contenido en la bola unitaria. Si bien�

no es lineal y por tanto no es el operador buscado, será de gran utilidad

demostrar que �: B ! B, o en otras palabras, que

�(B) ✓ B.

Sea x 2 B, demostremos que

||�(x)� x0|| 6 1.



3.4. X DE BANACH 73

Recordemos que por construcción (3.4.12)

nX

j=1

�
j

(y) = 1 para toda y 2 K(B).

En particular Kx 2 K(B) por lo que

nX

j=1

�
j

(Kx) = 1.

Consideremos

||�(x)� x0|| = ||
nX

j=1

�
j

(Kx)A
j

Kx� x0||

= ||
nX

j=1

�
j

(Kx)A
j

Kx�
nX

j=1

�
j

(Kx)x0||

= ||
nX

j=1

�
j

(Kx)(A
j

Kx� x0)||

6
nX

j=1

||�
j

(Kx)(A
j

Kx� x0)||.

Ahora, como �
j

(x) 2 [0, 1] entonces

nX

j=1

||�
j

(Kx)(A
j

Kx� x0)|| =
nX

j=1

�
j

(Kx)||(A
j

Kx� x0)||.

Para cada j 2 {1, . . . , n} tenemos que

||AjKx� x0|| < 1 ó ||AjKx� x0|| > 1.

Pero vimos que ||AjKx� x0|| > 1 si y sólo si ↵
j

(Kx) = 0, y esto sólo se

da si �
j

(Kx) = 0. Lo cual implica que todos los términos para los cuales

||AjKx� x0|| > 1,
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se anulan. Es decir que

nX

j=1

�
j

(Kx)||(A
j

Kx� x0)|| 6
nX

j=1

�
j

(Kx)

= 1.

Por tanto ||�(x)� x0|| 6 1, con lo que se concluye que �(x) 2 B.

Es importante notar que dado que dimX = 1, la bola cerrada B no es

un conjunto compacto (resultado 3.4.10), y por ende no es el conjunto que

buscamos para poder aplicar el teorema de punto fijo de Schauder.

3. El siguiente paso será construir un conjunto D ✓ B compacto y convexo.

Para ello recurriremos al teorema de Mazur, el cual enunciaremos ense-

guida. Recordemos que como K es un operador compacto y para cada

j 2 {1, . . . , n} el operador A
j

es acotado, entonces por la proposición

3.4.1, A
j

K es compacto. Por tanto A
j

K(B) es compacto y por ende

n[

j=1

A
j

K(B),

es compacto. Sin embargo no podemos asegurar que esta unión sea con-

vexa, la manera más directa de, dado un conjunto, obtener un conjunto

convexo a partir de él, es tomando la envolvente convexa de éste, conv(D).

Surge la pregunta ¿conv(D) es compacto? o si acaso ¿conv(D) lo es? Pre-

sentemos el teorema de Mazur. 3

Teorema 3.4.3. (Teorema de Mazur) La cerradura de la envolvente con-

vexa de un conjunto compacto en un espacio de Banach es compacta.

3
Puede ser consultado en [15]
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Aplicando este teorema al con-

junto
n[

j=1

A
j

K(B) obtenemos

que

conv(
n[

j=1

A
j

K(B)),

es compacto. Además por el teo-

rema 3.4.3, tenemos que este

conjunto es también convexo.

Llamemos

C = conv(
n[

j=1

A
j

K(B)).

Dado que B es cerrado, y C \ B ✓ C, por el resultado 3.4.8, C \ B es

compacto y convexo.

Justifiquemos rápidamente por qué esta intersección es no vaćıa. Como

K 6⌘ 0 y por 3.4.9, tenemos que existe x 2 K(B) tal que x 2 U(A
i

) para

alguna i 2 {1, . . . n}. Esto implica que A
i

x 2 B y A
i

x 2 A
i

K(B). Por
tanto A

i

x 2 C \ B.

4. Ahora vamos a demostrar que, en realidad, no sólo logramos construir una

transformación � que cumple que �(B) ✓ B, sino que además �(B) ✓ C.
Primero observemos que dado que �: B ! X se expresa como

�(x) =
nX

j=1

�
j

(Kx)A
j

Kx,

con
nX

j=1

�
j

(Kx) = 1, entonces �(x) es una combinación convexa de ele-

~ 
.................. . 

/// . '. I 
x ' 

" ¡ .... 

. __ .:: ..... ::: .. -_ .. . -:::: .. 
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mentos de
n[

j=1

A
j

K(B). Gracias a la proposición 3.4.4, tenemos entonces

que �(x) 2 conv(
n[

j=1

A
j

K(B)). Pero por continuidad de K y de A
j

se

cumple que

conv(
n[

j=1

A
j

K(B)) ✓ conv(
n[

j=1

A
j

K(B)),

y a su vez

conv(
n[

j=1

A
j

K(B)) ✓ conv(
n[

j=1

A
j

K(B)).

Es decir que�( x) 2 C, y por tanto �(B) ✓ C.

Por otra parte, ya demostramos que �(B) ✓ B. Usando estas identidades

obtenemos entonces que

�(B) ✓ B \ C,

y por ende

�(B \ C) ✓ B \ C.

Finalmente tenemos todo lo necesario para poder hacer uso del teorema de

punto fijo de Schauder, que enunciamos previamente en 3.4.2.

Tenemos la transformación continua, compacta,� �C\B: C \ B ! C \B y

ya demostramos que C \B es compacto, convexo, y no vaćıo. Por el teorema de

punto fijo de Schauder podemos concluir que existe x 2 C \B tal que �(x) = x,

es decir que
nX

j=1

�
j

(Kx)A
j

Kx = x.

Llamemos A =
nX

j=1

�
j

(Kx)A
j

. Recalcamos que ahora el punto x está fijo.

Hasta ahora no hemos usado todas las hipótesis del lema, vamos a ello: como

A es álgebra y dado que �
j

(x) 2 [0, 1] y A
j

2 A entonces, ahora śı A es un

operador lineal acotado; A 2 A. Podemos reescribir la ecuación que obtuvimos

como

AKx = x.
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O lo que es equivalente a

(AK � I)x = 0.

Para terminar con la demostración, sólo faltaŕıa demostrar que x 6= 0, pero esto

se cumple ya que x 2 B y vimos al inicio que 0 /2 B.

Acabamos de encontrar entonces A 2 A y x 6= 0 tales que

N (AK � I) 6= {0} ,

que es lo que queŕıamos probar.

Ahora śı, vamos a la demostración del teorema de Lomonosov generalizado,

cabe mencionar que en realidad y por fortuna, la parte más dif́ıcil de la prueba

de dicho teorema es el lema que acabamos de demostrar.

Teorema 3.4.4. (Teorema de Lomonosov generalizado) Sea X espacio de di-

mensión infinita, T,K : X ! X operadores tales que T no es múltiplo de la

identidad y K es compacto con K 6⌘ 0. Si T conmuta con K, entonces T tiene

un subespacio hiperinvariante.

Demostración. Llamemos A = {A 2 B(X,X) : AT = TA}. Sea K : X ! X un

operador compacto tal que KT = TK, entonces K 2 A.

Si existiera un subespacio invariante cerrado no trivial y común para todo

A 2 A, entonces hemos acabado, pues en dado caso dicho subespacio seŕıa

hiperinvariante. Sino, entonces por el lema 3.4.2, para todo y 6= 0 el conjunto

S
y

= {Ay : A 2 A} ,

es denso en X.

Ahora, por el resultado 3.4.6 sabemos que el conjunto S
y

es un subespacio hi-

perinvariante para T y por el lema 3.2.3, entonces S
y

es también hiperinvariante

para T . Supongamos nuevamente que para todo y 6= 0 se tiene

S
y

= X.
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En consecuencia, como K es compacto, por el lema 3.4.3 existe A 2 A tal que

N (AK � I) 6= {0}.

Llamemos M = N (AK � I), y sea x 2 M entonces

(AK � I)x = 0.

Por lo cual

AKx = x.

Pero x 2 M es decir que AK(M) ✓ M y además AK � M = I �M.

Por las proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 sabemos que si K es compacto tanto AK

como K �M también lo son. Por lo cual, aqúı tenemos que, como K es compacto

entonces AK �M es compacto y por ende I �M es compacto.

Por definición de operador compacto, y dado que

{x 2 X : ||x|| < 1} = B1(0),

es un conjunto acotado, entonces I(B1(0)) es compacto. Además

I(B1(0)) = B1(0).

Es decir que B1(0) es compacta. Pero por el resultado 3.4.10 sabemos que un es-

pacio normado es de dimensión finita si y sólo si la bola cerrada es compacta. Por

tanto aqúı concluimos que X es de dimensión finita lo cual es una contradicción.

Ésta viene de suponer que para todo y 2 X con y 6= 0 se tiene que S
y

= X,

por lo cual concluimos que existe y 6= 0 tal que S
y

( X. Es decir que S
y

es un

subespacio hiperinvariante cerrado y no trivial para T , con esto queda queda

demostrado el teorema de Lomonosov generalizado.

Llegados a este punto nos podemos hacer numerosas preguntas. Hemos de-

mostrado que todo operador que conmuta con un operador que a su vez con-

muta con un operador compacto, tiene un subespacio hiperinvariante cerrado

no trivial. Pero ¿qué tan “grande” es el tamaño del conjunto de operadores
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compactos? Más aún ¿qué tan grande es el tamaño de todos los operadores que

conmutan con un operador que conmuta con un operador compacto? Dado un

operador fijo ¿cómo se podŕıa asegurar que no existe ningún operador compacto

(no cero) que conmute con él? Pareciera que es una pregunta complicada de

responder. Durante siete años se creyó que tal vez el resultado de Lomonosov

daba la respuesta al problema del subespacio invariante en espacios de Banach.

Sin embargo, en 1980 D. W. Hadvin, E. A. Nodgren, H. Radjavi y P. Rosenthal

construyeron un operador que no conmuta con ningún operador compacto (no

cero), [13]. Este descubrimiento permitió que el problema se mantuviera abierto.

3.4.5. El contraejemplo

En 1976 Enflo encuentra un operador en un espacio de Banach sin subespa-

cios cerrados invariantes no triviales. Sin embargo, el ejemplo es tan elaborado

que el art́ıculo tardó cinco años en ser revisado y finalmente se publicó hasta

1987. Durante ese tiempo, basándose en el método que usó Enflo, Charles Read

[14] construye un ejemplo ligeramente más sencillo (supuestamente), en el es-

pacio de sucesiones l1. A partir del operador multiplicación define un operador

que no tiene subespacios cerrados invariantes no triviales. Más aún, en 1988

construye un ejemplo que no tiene ni siquiera conjuntos cerrados invariantes.

Por otro lado, Beauzamy [3] también simplifica el ejemplo de Enflo pero él lo

trabaja completando el espacio de polinomios.

A pesar de todas estas simplificaciones, las construcciones son bastante ela-

boradas y no las abordaremos en este trabajo4.

3.5. X de Hilbert

Ahora trabajaremos con X un espacio con producto interno < , > sobre el

campo C. Esto nos da mucha más herramienta para describir a ciertos operado-

res del espacio; nuestro objetivo será demostrar que todo operador normal tiene

un subespacio invariante no trivial.

Sabemos que, al ser X un espacio de Hilbert, dado un subespacio cerrado

4
Estos datos se pueden consultar en [17].
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M , podemos escribir a X como X = M �M?, por tanto cada elemento de x se

puede representar como x = x1 + x2 con x1 2 M y x2 2 M? . Una proyección

P : X ! X sobre un conjunto M , es una transformación que cumple que, para

todo x 2 X, P (x) = x1. Es decir que, por pura definición, el subespacio M es

invariante para P .

Esto nos indica que las proyecciones son transformaciones para las cuales

encontrar subespacios invariantes es sencillo ¿Cómo podŕıamos ayudarnos de

este hecho para analizar la existencia de subespacios invariantes para otros ope-

radores?

Se demuestra el siguiente hecho: si T : X ! X es un operador acotado y

P : X ! X una proyección ortogonal sobre M , entonces M es T - invariante si

y sólo si TP = PT .

Observemos que TP = PT , si y sólo si para todo x 2 M se cumple que TP (x) =

PT (x), y esto sucede si y sólo si T (x) = P (T (x)) el cual pertenece a M si y sólo

si T (x) 2 M .

p 

o 
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Es decir ya tenemos una relación entre operadores y proyecciones ortogo-

nales, bastaŕıa encontrar una proyección adecuada que conmute con T y que

además su rango no sea trivial.

Los teoremas espectrales permiten establecer una relación entre ciertos tipos

de operadores y ciertas familias de proyecciones ortogonales.

Por esto mismo, para lograr nuestro objetivo, tendremos que trabajar con

proyecciones ortogonales y demostrar o hacer un esbozo de demostración del

teorema espectral para operadores normales. Los llamados teoremas espectrales,

requieren mucha teoŕıa y trabajo previo, de modo que asumiremos una gran

cantidad de resultados. Iniciaremos introduciendo notación y varias propiedades

importantes. El esquema de trabajo en esta sección será el siguiente:

Definir los conceptos que necesitaremos a lo largo de la sección.

Enunciar los teoremas espectrales para operadores autoadjuntos y para

operadores normales.

Mencionar, sin demostrar, que la representación que damos se puede sim-

plificar definiendo una medida adecuada.

Demostrar que todo operador normal tiene un subespacio invariante ce-

x 

p p 

x 
M 

o 

• 

• 

• 

• 
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rrado no trivial.

En el apéndice C, hacemos un esbozo de prueba del teorema espectral para

operadores autoadjuntos y demostramos el de operadores normales a partir de

este último.

3.5.1. Preliminares

Integral de Riemann-Stieltjes

Las definiciones que presentaremos se pueden encontrar en [16] y en [9].

Definición 3.5.1. Una función ↵ : [a, b] ! R es de variación acotada si

V (↵) = sup
P

(
nX

i=1

|↵(�
i

)� ↵(�
i�1)|

)
,

es finito, donde P = {�0,�1, . . .�n} es una partición del intervalo [a, b].

Definición 3.5.2. Sea ↵ : [a, b] ! R, y sea P
n

= {�0,�1 . . . ,�n} una partición

de [a, b]. Denotamos por ⇠
i

a un punto arbitrario en el intervalo [�
i�1,�i].

Ahora consideremos f : [a, b] ! R una función acotada y llamamos

⌘(P
n

) = máx {�1 � �0, . . . ,�n � �
n�1} .

Definimos la suma parcial de Stieltjes como

S(f,P
n

,↵) =
nX

i=1

f(⇠
i

)(↵(�
i

)� ↵(�
i�1)).

Definición 3.5.3. Decimos que f : [a, b] ! R es Stieltjes integrable con res-

pecto a la función ↵ si existe un número I que cumple la propiedad siguiente:

para toda " > 0 existe � > 0 tal que si

⌘(P
n

) < � ,

entonces

|I � S(f,P
n

,↵)| < " .
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Denotamos dicho número como

I =

Z
b

a

f d↵ .

Resultado 3.5.1. Sea f una función continua. Si ↵ es de variación acotada,

entonces

Z
b

a

f d ↵existe.

Durante toda la sección, las integrales con las que trabajaremos serán inte-

grales de Riemann-Stieltjes. Seguido denotaremos al proceso ĺımite como

ĺım
i!1

X

i

f(⇠
i

)(↵(�
i

)� ↵(�
i�1)) =

Z
b

a

f d↵ .

Va a ser importante tener en mente la siguiente propiedad:

Proposición 3.5.1. Si ↵ : [a, b] ! R es diferencia de dos funciones monótonas

crecientes, entonces es de variación acotada.

Demostración. Supongamos que ↵(�) = f(�)� g(�) con f, g crecientes. Obser-

vemos que, dada una partición arbitraria P = {�0,�1, . . .�n} del intervalo [a, b],

se tiene

nX

i=1

|↵(�
i

)� ↵(�
i�1)| 6

nX

i=1

[ |f(�
i

)� f(�
i�1)|+ |g(�

i

)� g(�
i�1)| ],

y como f, g son crecientes

nX

i=1

[ |f(�
i

)� f(�
i�1)|+ |g(�

i

)� g(�
i�1)| ]

=
nX

i=1

f(�
i

)� f(�
i�1) +

nX

i=1

g(�
i

)� g(�
i�1)

= f(a)� f(b) + g(a)� g(b).

Por tanto

V (↵) = sup
P

(
nX

i=1

|↵(�
i

)� ↵(�
i�1)|

)
< 1.

Todas estas definiciones se generalizan a ↵ : [a, b] ! C sin mayor dificultad
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trabajando con parte real e imaginaria.

Propiedades de operadores autoadjuntos

Definición 3.5.4. Sea T : X ! X un operador autoadjunto. Denotamos

M
T

= sup
||x||=1

{< Tx, x >} y m
T

= ı́nf
||x||=1

{< Tx, x >} .

El siguiente resultado se puede consultar en [9].

Resultado 3.5.2. Sea T : X ! X un operador autoadjunto. Entonces

||T || = sup
||x||=1

{| < Tx, x > |} .

Notación 3.5.1. Dados dos operadores A,B, la notación A 6 B será una

abreviación para indicar que < Ax, x > 6 < Bx, x > para todo x 2 X.

Lema 3.5.1. Sea T : X ! X un operador autoadjunto tal que

�"I 6 T 6 "I.

Entonces ||T || 6 ✏.

Demostración. Por la notación 3.5.1, tenemos que

�" < x, x > 6 < Tx, x > 6 " < x, x >

En particular, si ||x|| = 1 obtenemos que

| < Tx, x > | 6 "

Y por la proposición 3.5.2 concluimos que

||T || 6 ".



3.5. X DE HILBERT 85

La siguiente proposición es una consecuencia de la identidad de polarización

y es válida para cualquier operador.

Resultado 3.5.3. Sea T : X ! X un operador, entonces

< Tx, y > = 1
4 [< T (x+ y), x+ y > � < T (x� y), x� y >

+ i(< T (x+ iy), x+ iy > � < T (x� iy), x� iy >)].

Proyecciones ortogonales y resoluciones de la identidad

Los siguientes resultados, pueden ser consultados en [1].

Resultado 3.5.4. Si E : X ! X es una proyección ortogonal, entonces E es

un operador lineal acotado, y ||E|| = 1.

Resultado 3.5.5. Un operador E : X ! X es una proyección ortogonal si y

sólo si E2 = E y E = E⇤. Es decir, si es idempotente y autoadjunta.

Resultado 3.5.6. Si E : X ! X es una proyección ortogonal entonces R(E)

es cerrado en X.

El siguiente resultado nos indica que el producto de dos proyecciones orto-

gonales es nuevamente una proyección ortogonal si y sólo si conmutan.

Resultado 3.5.7. Sean E1, E2 : X ! X proyecciones ortogonales. Entonces

E1E2 es una proyección ortogonal si y sólo si E1E2 = E2E1.

Definición 3.5.5. Sean E1, E2 : X ! X proyecciones ortogonales. Diremos

que E1 y E2 son ortogonales si E1E2 = 0 (lo cual implica que E2E1 = 0).

Resultado 3.5.8. Sean E1, E2 : X ! X proyecciones ortogonales, entonces

E1 es ortogonal a E2 si y sólo si sus rangos son ortogonales, es decir R(E1) ?
R(E2).

Resultado 3.5.9. Si {E
↵

: ↵ 2 ⇤} es una familia de proyecciones ortogonales,

ortogonales entre ellas, entonces

E =
X

↵2⇤

E
↵
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es una proyección ortogonal en

[

↵2⇤

M
↵

=
X

↵2⇤

�M
↵

,

donde M
↵

= R(E
↵

).

El resultado que acabamos de mencionar requiere profundizar en la notación,

esto se puede consultar en el caṕıtulo 24 de [1].

Definición 3.5.6. Una resolución de la identidad, es una familia de proyeccio-

nes ortogonales {E(�)}, E(�) : X ! X que dependen de un parámetro � 2 R y

que cumplen las siguientes propiedades:

Si �1 6 �2, entonces E(�1)E(�2) = E(�2)E(�1) = E(�1).

ĺım
�!�

+
0

E(�) = E(�+0 ) = E(�0).

ĺım
�!�1

E(�) = 0, y ĺım
�!1

E(�) = 1.

Observación 3.5.1. Va a ser muy importante observar que el primer punto es

equivalente a decir que si �1 6 �2, entonces E
�1 6 E

�2 , recordando que esto

último quiere decir que < E
�1x, x >6< E

�2x, x > para toda x 2 X. Esto se

debe a que E(�1) y E(�2) son proyecciones ortogonales y por lo tanto

||(E(�2)� E(�1))x||2 = < (E(�2)� E(�1))x, (E(�2)� E(�1))x >

= < (E(�2)� E(�1))2x, x >

= < (E(�2)� E(�1))x, x > .

Observación 3.5.2. Observemos que el tercer punto implica que ĺım
�!1

E(�)x =

x. Es decir que al tender a 1 obtenemos el operador identidad, de ah́ı el nombre.

Definición 3.5.7. Sea T : X ! X un operador autoadjunto. Diremos que

{E
T

(�)} es una resolución de la identidad asociada a T , si además de cumplir

lo mencionado en la definición 3.5.6, safisface que

E
T

(�) = 0 si � < m
T

y E
T

(�) = 1 si � > M
T

,

donde m
T

y M
T

son los valores definidos en 3.5.4.
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En toda esta sección haremos uso de la integral de Stieltjes con respecto a

resoluciones de la identidad, para poder trabajar con ello, primero tenemos que

justificar que la función

↵(�) =< E(�)x, y >,

es de variación acotada.

Proposición 3.5.2. Sea E(�) una resolución de la identidad. Entonces

↵(�) =< E(�)x, y >,

es de variación acotada.

Demostración. Por el resultado 3.5.3 sabemos que< E(�)x, y > puede escribirse

como diferencia de las funciones

f(�) = 1
4 < E(�)(x+ y), x+ y >

g(�) = 1
4 < E(�)(x� y), x� y >

y

h(�) = 1
4 < E(�)(x+ iy), x+ iy >

k(�) = 1
4 < E(�)(x� iy), x� iy >,

en la parte real e imaginaria, respectivamente.

Ahora, por la observación 3.5.1, f, g, h y k, son funciones monótonas cre-

cientes. En consecuencia, por la proposición 3.5.1, concluimos que ↵(�) es de

variación acotada, que es lo que queŕıamos probar.

Esta proposición nos permite de ahora en adelante, integrar con respecto a

una resolución de la identidad E(�).

Notación 3.5.2. Vamos a denotar

Z
b

a

f(�) dE(�)
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como una abreviación de

Z
b

a

f(�) d < E(�)x, y > .

Lema 3.5.2. Sea T : X ! X un operador autoadjunto, m
T

y M
T

como los

definimos en 3.5.4 y E
T

(�) una resolución de la identidad. Entonces

Z
M

T

m

T

1 dE
T

(�) = 1.

Demostración. Sea P = {�0,�1 . . .�k} una partición del intervalo [m
T

,M
T

].

Entonces las sumas parciales de Stieltjes son de la forma

S(1,P, E
T

) =
kX

j=1

(E
T

(�
j

)� E
T

(�
j�1))

= E
T

(�0)� E
T

(�
k

)

= �E
T

(m
T

) + E
C

(M
T

)

= �0 + 1

= 1.

Por tanto Z
M

T

m

T

1 dE
T

(�) = 1.

3.5.2. Teoremas espectrales y familia espectral

Antes de presentar el teorema espectral para operadores normales, vamos a

enunciar el de operadores autoadjuntos. En el apéndice C se hace un esbozo de

prueba de este último, y una demostración detallada del primero.

Teorema 3.5.1. (Teorema espectral para operadores autoadjuntos)

Sea A : X ! X un operador autoadjunto. Entonces existe una resolución de

la identidad {E(�)} tal que:

A =

Z
M

m

�
� dE(�),
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donde M = M
A

y m = m
A

.

Gracias a este teorema se puede demostrar el de operadores normales. El

siguiente lema permite relacionar estos dos teoremas.

Lema 3.5.3. Sea T : X ! X un operador normal, y B, C los operadores

definidos de la siguiente manera:

B =
1

2
(T + T ⇤) y C =

1

2
i(T � T ⇤).

Entonces B, y C son operadores autoadjuntos y acotados que conmutan, tales

que:

T = B � iC.

Demostración. Veamos que C⇤ = C:

C⇤ = ( 12 i (T � T ⇤))⇤

= 1
2 i (T ⇤ � T ⇤⇤)

= � 1
2 i (T ⇤ � T )

= 1
2 i (T � T ⇤)

= C.

Para ver que son acotados basta con recordar que ||T || = ||T ⇤|| y notar que:

||C|| 6 1
2 (||T ||+ ||T ⇤||)

= 1
2 (||T ||+ ||T ||)

= ||T ||.

La demostraciones de que B⇤ = B y que B es acotado son análogas. Ahora

veamos que

B � iC = 1
2 [(T + T ⇤) + (T � T⇤)]

= T.

Finalmente, vamos a demostrar que BC = CB:

BC = 1
2 (T + T ⇤) 1

2 i (T � T ⇤)

= 1
4 i (T 2 � TT ⇤ + T ⇤T � (T ⇤)2).
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Por otra parte

CB = 1
4 i (T 2 + TT ⇤ � T ⇤T � (T ⇤)2).

Como T es normal TT ⇤ = T ⇤T , por lo cual se tiene la igualdad.

Teorema 3.5.2. (Teorema espectral para operadores normales)

Sea T : X ! X un operador normal, B, C los operadores definidos como en

el lema 3.5.3 y {E
B

(�)}, {E
C

(µ)} sus respectivas resoluciones de la identidad

resultantes del Teorema espectral para operadores autoadjuntos. Entonces:

T =

Z 1

�1

Z 1

�1
(�+ iµ) dE

B

(�)dE
C

(µ).

Observación 3.5.3. Los ĺımites de integración ±1 sólo son notación para

evitar escribir M
B

,M
C

y m
B

,m
C

.

La idea de la prueba de este último teorema, es utilizar que, dado que B y

C son operadores acotados autoadjuntos, el teorema espectral para operadores

autoadjuntos 3.5.1 nos asegura la existencia de resoluciones de la identidad

E
B

(�) y E
C

(µ) tales que:

B =

Z 1

�1
� dE

B

(�) y C =

Z 1

�1
µ dE

C

(µ).

Por el lema 3.5.3, sabemos que T = B � iC, entonces:

T =

Z 1

�1
� dE

B

(�)� i

Z 1

�1
µ dE

C

(µ)

Todo lo que hay que hacer es demostrar que

Z 1

�1
� dE

B

(�)� i

Z 1

�1
µ dE

C

(µ) =

Z 1

�1

Z 1

�1
�� iµ dE

B

(�)dE
C

(µ) (3.5.1)

Para lograrlo, será fundamental el hecho de que B,C conmutan lo cual nos

permitirá probar que, dadas �, µ 2 R fijas, E
B

(�)E
C

(µ) = E
C

(µ)E
B

(�).

La explicación de la notación de doble integral, y los detalles de esta prueba

están en el apéndice C.
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Familia espectral

A partir de la doble integral que hemos obtenido, podemos definir una me-

dida y gracias a ella se puede simplificar la notación del teorema 3.5.2. Este

proceso puede ser consultado en [1], también se hace un esbozo de ello en el

apéndice C.0.3.

Lo que se hace es definir una transformación

E : C ! B(X,X)

de tal forma que E(⇠) sigue siendo una familia de proyecciones ortogonales y

éstas siguen cumpliendo básicamente las mismas propiedades que E
B

y E
C

. Más

aún, esta familia será de operadores ortogonales entre ellos (rangos ortogonales).

Corolario 3.5.1. Sea T : X ! X un operador normal. Entonces existe una

familia de proyecciones ortogonales {E(⇠)}
⇠2C y � ✓ C, tales que

T =

Z

�
⇠ dE(⇠).

A esta familia, la nombraremos familia espectral asociada a T . Se cumple que

estas proyecciones conmuntan entre ellas.

La notación nuevamente se refiere a que para toda x, y 2 X,

< Tx, y >=

Z

�
⇠ d < E(⇠)x, y > .

3.5.3. Subespacios invariantes para operadores normales

Lema 3.5.4. Sea T : X ! X un operador normal y {E(⇠)} su familia espectral,

entonces para toda ⌘ 2 C se tiene que:

TE(⌘) = E(⌘)T.

Demostración. Sea T un operador normal, entonces por el corolario 3.5.1, existe
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una familia espectral {E(⇠)} y � ✓ C, tales que

T =

Z

�
⇠ dE(⇠).

Es decir que

< Tx, y >=

Z

�
⇠ d < E(⇠)x, y >,

para toda x, y 2 X. Sea ⌘ 2 C y consideremos la proyección E(⌘), entonces como

E(⌘) son proyecciones ortogonales, se tiene que E(⌘) = E(⌘)⇤, y por tanto

< E(⌘)Tx, y > = < Tx,E(⌘)⇤y >

= < Tx,E(⌘)y > .

Ahora, si tomamos la descomposición espectral aplicada a z = E(⌘)y,

< Tx,E(⌘)y > = < Tx, z >

=

Z

�
⇠ d < E(⇠)x, z >

=

Z

�
⇠ d < E(⇠)x,E(⌘)y >

=

Z

�
⇠ d < E(⌘)⇤E(⇠)x, y >

=

Z

�
⇠ d < E(⌘)E(⇠)x, y > .

Pero, por el corolario 3.5.1, E(⌘) y E(⇠) conmutan, en consecuencia

< Tx,E(⌘)y > =

Z

�
⇠ d < E(⇠)E(⌘)x, y >

= < TE(⌘)x, y > .

Concluimos que para toda x, y 2 X

< E(⌘)Tx, y > = < TE(⌘)x, y >,

y por ende E(⌘)T = TE(⌘).

Ahora śı vamos a demostrar el teorema que ha sido el objetivo de toda esta

sección:
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Teorema 3.5.3. Sea T : X ! X un operador normal no identicamente 0.

Entonces T tiene un subespacio invariante no trivial.

Demostración. Sea T un operador normal, entonces por el corolario 3.5.1 existen

una familia espectral {E(⇠)} y un subconjunto� ✓ C, tales que

T =

Z

�
⇠ dE(⇠).

Por el lema 3.5.4, sabemos además que, para toda ⌘ 2 � se tiene que

TE(⌘) = E(⌘)T.

Consideremos

S
⌘

= R(E(⌘)).

Observemos que si y 2 S
⌘

, entonces existe x tal que

Ty = TE(⌘)x = E(⌘)Tx,

pero E(⌘)Tx 2 S
⌘

, por tanto para toda ⌘ el conjunto S
⌘

es invariante bajo T .

Más aún, por el resultado 3.5.6 S
⌘

es cerrado en X.

Bastaŕıa encontrar un ⌘ 2 � tal que S
⌘

sea no trivial. Para ello vamos a

proceder por contradicción, pero antes hagamos un par de observaciones. Sea

! ✓ �, entonces:

Si R(E(⇠)) = {0} para toda ⇠ 2 !, entonces

Z

!

⇠ d < E(⇠)x, y > =

Z

!

⇠ d < 0, y >

= 0,

para toda x, y 2 X.

Si R(E(⇠)) = X para toda ⇠ 2 !, entonces

R(E(⇠)) = {y 2 X : E(⇠)y = y}
= X,
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es decir que E(⇠)x = x para toda x 2 X. En otras palabras E(⇠) = I para

toda ⇠ 2 ! y en consecuencia

Z

!

⇠ d < E(⇠)x, y > =

Z

!

⇠ d < x, y >

= 0,

para toda x, y 2 X. Para justificar la última igualdad, no hay que olvidar

que la definición de esta integral surgió en un inicio de sumas de Stieltjes.

En este caso, estaŕıamos integrando con respecto a la constante x.

Ahora supongamos que para toda ⇠ 2 � se tiene que, o bien R(E(⇠)) = {0},
o bien R(E(⇠)) = X. Es decir que el rango de cada operador es un subespacio

invariante trivial. Llamemos

!1 = {⇠ 2 � : R(E(⇠)) = {0}}
y

!2 = {⇠ 2 � : R(E(⇠)) = X} .

Entonces �= !1 [ !2, y estos conjuntos son ajenos.

Veamos que !1 consta de sólo un elemento. En efecto, supongamos que

existen complejos distintos ⌘,⇠ 2 � tales que E(⌘) = E(⇠) = I. Sabemos por

otra parte que {E(⇠)}
⇠2� es una familia de proyecciones ortogonales entre ellas,

es decir que, si ⌘ 6= ⇠ entonces

E(⌘)E(⇠) = E(⇠)E(⌘) = 0.

Pero por lo anterior tendŕıamos que para todo x 2 X se cumple que

0 = E(⌘)E(⇠)(x) = x,

lo cual es una contradicción. Concluimos que ⌘ = ⇠.

Por tanto !1 es medible y como !1 [ !2 = � es medible por hipótesis,

entonces !2 también lo es. Ahora śı podemos integrar sobre estos conjuntos.



3.5. X DE HILBERT 95

Tenemos pues que

< Tx, y > =

Z

�
⇠ d < E(⇠)x, y >

=

Z

!1

⇠ d < E(⇠)x, y > +

Z

!2

⇠ d < E(⇠)x, y >

= 0 + 0

= 0

Como esto es para toda x, y 2 X, entonces concluimos que T ⌘ 0, lo cual es

una contradicción a las hipótesis del teorema.

Por ende podemos asegurar que existe ⌘ 2 � tal que R(E(⌘)) es no trivial

y en consecuencia S
⌘

es un subespacio invariante cerrado y no trivial para T .

Observación 3.5.4. Se puede demostrar que, además, el subespacio encontrado

es hiperinvariante, con lo cual se extiende el conjunto de operadores que tienen

subespacios invariantes no triviales a todos los que conmutan con T . Sin embargo

aqúı ya no abordaremos dicho resultado.
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Apéndice A

Espacios Vectoriales

Topológicos

En álgebra lineal se estudia la estructura vectorial de un espacio; esto nos

permite manipular los elementos que se relacionan entre ellos gracias a la opera-

ción definida. Esta última sigue ciertas “reglas”, lo cual implementa una cierta

rigidez o orden al nuevo espacio. A pesar de ser una estructura muy rica, no

podemos definir la noción de cercańıa entre elementos o conjuntos, y por lo

tanto no tenemos manera de de trabajar con convergencia, ni ĺımites. En los es-

pacios vectoriales topológicos, no se pierde la rigidez de los espacios vectoriales

y además nos da una manera de aproximarnos sin necesidad de una métrica.

A.1. Convergencia en espacios vectoriales topológi-

cos

Definición A.1.1. Dado un elemento x 2 X, diremos que un conjunto V
x

es

una vecindad de x si x 2 int(V
x

).

Observación A.1.1. Diremos que V
x

es una vecindad de x si V
x

� x es una

vecindad del origen. En otras palabras toda vecindad de un punto x se escribe

como V
x

= V0 + x donde V0 es vecindad del 0.

97
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Definición A.1.2. Sea X un espacio vectorial y ⌧ una topoloǵıa para X.

Decimos que X es un espacio vectorial topológico si las aplicaciones S : X⇥X !
X, P : F⇥X ! X dadas por

S(x, y) = x+ y y P(�, x) = �x

son continuas con dicha topoloǵıa.

Esto se traduce en que dado un punto (x, y) 2 X ⇥X y una vecindad V
x+y

de S(x, y) = x + y 2 X, existen vecindades V
x

y V
y

de x y y respectivamente,

tales que

V
x

+ V
y

✓ V
x+y

De forma similar, dado un punto (�, x) 2 X⇥X y una vecindad V
�x

de P(�, x) =

�x, existe una vecindad de x, digamos V
x

y un real � > 0 tales que si |��↵| < �

entonces ↵V
x

✓ V
�x

En los espacios toplógicos el concepto de sucesión se vuelve obsoleto ya que

no se va a cumplir que el ĺımite de una sucesión que converge sea único, ni que

un punto pertenece a su cerradura si una sucesión del conjunto converge a él.

Esto crea conflicto al querer obtener resultados de convergencia de operadores

continuos. Sin embargo, el concepto de sucesión se puede generalizar al concepto

de red, de tal forma que las redes śı nos permitan trabajar con la continuidad

de transformaciones. Es práctico puesto que estas redes se manejan de forma

muy parecida a las sucesiones.

Definición A.1.3. Decimos que un conjunto I equipado con la relación �,

(I,�) es un conjunto dirigido si se cumplen las siguientes condiciones:

1. ↵ � ↵ para toda ↵ 2 I.
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2. Si ↵ � � y � � � entonces ↵ � �.

3. Para toda ↵,� 2 I existe �
↵,�

2 I tal que ↵ � �
↵,�

y � � �
↵,�

.

Definición A.1.4. Sea X un espacio vectorial topológico. Una red en X es

una función de un conjunto dirigido (I,�) en X,

x : I ! X.

Sea ↵ 2 I, denotamos la valuación de dicha función como x(↵) = x
↵

.

Esta definición no es más que una generalización de una sucesión. Las redes

nos permiten indexar un conjunto de puntos a un repertorio much́ısimo más

vasto de conjuntos; podemos tener que I sea finito, hasta no numerable, entre

otras cosas.

Daremos un par de ejemplos que usaremos más adelante para ilustrar esta

definición:

Ejemplo A.1.1. Sea (X,⌧ ) un espacio vectorial topológico y sea x 2 X. Con-

sideremos I = {V✓ X : V es vecindad de x} con la relación U � V si y sólo si

V ✓ U.

Entonces (I,�) es un conjunto dirigido:

1. En efecto se cumple que V � V pues V ✓ V.

2. Si U ,V 2 I son tales que U � V y V � W entonces V ✓ U y W ✓ V y por

ende W ✓ U. Es decir que U � W.

3. Sean U ,V 2 I. Entonces U \ V 2 I pues es una vecindad de x, además

U \ V ✓ U y U \ V ✓ V, es decir que V � U \ V y U � U \ V.

Ejemplo A.1.2. Sean (I,�1), (J,�2) dos conjuntos dirigidos. Entonces L =

I ⇥ J , donde I ⇥ J = {(↵,� ) : ↵ 2 I,� 2 J}, es un conjunto dirigido con la

relación (↵1,�1) � (↵2,�2) si y sólo si ↵1 �1 ↵2 y �1 �2 �2.

Sea (↵,� ) 2 L. Como I y J son conjuntos dirigidos se tiene que ↵ �1 ↵

y � �2 �, por tanto (↵,� ) � (↵,� ).
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Sean (↵1,�1), (↵2,�2), (↵3,�3) 2 L tales que

(↵1,�1) � (↵2,�2) y (↵2,�2) � (↵3,�3).

Como I y J son conjuntos dirigidos se tiene que ↵1 �1 ↵3 y �1 �2 �3,

por tanto (↵1,�1) � (↵3,�3).

Sean (↵1,�1), (↵2,�2) 2 L. Como I y J son conjuntos dirigidos se tiene

que existe ↵3 2 I tal que ↵1 �1 ↵3 y ↵2 � ↵3, de igual manera como J es

conjunto dirigido, existe �3 2 J tal que �1 �2 �3 y �2 �2 �3. Por tanto

(↵1,�1) � (↵3,�3) y (↵2,�2) � (↵3,�3).

Se define la convergencia de una red con una topoloǵıa ⌧ de la misma manera

que se define la convergencia de una sucesión en un espacio topológico.

Definición A.1.5. Sea X un espacio vectorial topológico. Decimos que una

red {x
↵

}
↵2I

converge a x si para toda vecindad V
x

de x existe ↵V
x

tal que si

↵V
x

� ↵ entonces x
↵

2 V
x

.

La siguiente propiedad nos va a ser de gran utilidad.

Proposición A.1.1. Sea M ✓ X y sea x 2 X. Entonces x 2 M si y sólo si

existe una red {x
↵

}
↵2I

en M que converge a x.

Demostración. )) Supongamos que x 2 M . Entonces para toda vecindad V
x

de

x se cumple que V
x

\M 6= ;. Tomemos V
x

vecindad de x. Por el ejemplo A.1.1

sabemos que el conjunto I = {U : U es vecindad de x} es un conjunto dirigido.

Como para cada U 2 I se tiene que U \M 6= ; entonces podemos considerar la

red {xU}U2I

donde xU 2 U \M . De este modo si V
x

� U , es decir que U ✓ V
x

,

se tiene que xU 2 V
x

.

() Ahora supongamos que existe una red {x
↵

}
↵2I

en M que converge a

x 2 X. Por definición, esto quiere decir que dada una vecindad V
x

de x entonces

si ↵V
x

� ↵ entonces x
↵

2 V
x

. Y por lo tanto M \ V
x

6= ;.
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Recordamos que dada una sucesión {x
n

}
n2N se define una subsucesión de

{x
n

} si y sólo si existe una función g : N ! N creciente. Se demuestra que en

dado caso se cumple que n 6 g(n). La definción que enunciaremos de subred es

muy similar;

Definición A.1.6. Sean I y J dos conjuntos dirigidos y x : I ! X denotada

por {x
↵

}
↵2I

una red. Si g : J ! I es tal que

1. Si �1 �1 �2 entonces g(�1) �2 g(�2), (g es creciente).

2. Para toda ↵ 2 I existe � 2 J tal que ↵ �2 g(�).

Decimos entonces que x � g : J ! X denotada como
�
x
g(�)

 
�2J

es una

subred de {x
↵

}
↵2I

.

Observación A.1.2. Para evitar demasiada notación, cuando se hable de su-

bredes ya no distinguiremos expĺıcitamente �1 de �2. Se entiende que si ↵1, ↵2

son elementos de I, entonces � hace referencia a la relación del conjunto di-

rigido I y de la misma manera si �1, �2 2 J entonces � hace referencia a la

relación del conjunto dirigido J .

Proposición A.1.2. Sea x 2 X y {x
↵

}
↵2I

una red en X que converge a x.

Entonces toda subred de {x
↵

} converge a x.

Demostración. Sea
�
x
g(�)

 
�2J

una subred de {x
↵

}
↵2I

y sea V
x

una vecindad de

x. Como {x
↵

} converge a x existe ↵V
x

tal que si ↵V
x

� ↵ entonces x
↵

2 V
x

. Por

2. sabemos que existe � 2 J tal que ↵V
x

� g(�V
x

). Ahora, como g es creciente,

para toda �V
x

� � se tiene que

↵V
x

� g(�V
x

) � g(�).

En consecuencia x
g(�) 2 V

x

, es decir que
�
x
g(�)

 
�2J

converge a x.

Ejemplo A.1.3. Sean I y J dos conjuntos dirigidos y consideremos L = I ⇥ J

como en el ejemplo A.1.2. Sean {x
↵

}
↵2I

y {y
�

}
�2J

dos redes. Definamos g :

L ! I como g(↵,� ) = ↵. Entonces
�
x
g(↵,�)

 
(↵,�)2L

es una subred de {x
↵

}
↵2I

.

En efecto se tiene que
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1. Si (↵1,�1) � (↵2,�2) entonces en particular ↵1 � ↵2. Por lo tanto

g(↵1,�1) = ↵1 � ↵2 = g(↵2,�2).

2. Sea ↵ 2 I entonces en particular ↵ � ↵ = g(↵,↵ ).

En consecuencia
�
x
g(↵,�)

 
(↵,�)2L

es una subred de {x
↵

}
↵2I

. Análogamente, si

definimos f : L ! J como f(↵,� ) = � entonces
�
y
g(↵,�)

 
(↵,�)2L

es una subred

de {y
�

}
�2J

.

Si además suponemos que {x
↵

}
↵2I

converge a x 2 X, por la proposición

A.1.2 se tiene que
�
x
g(↵,�)

 
(↵,�)2L

converge a x.

Ahora definiremos lo que es una función continua entre dos espacios vecto-

riales topológicos, ni esta definición ni la equivalencia que probaremos enseguida

requieren la estructura de espacio vectorial, se usan en espacios topológicos.

Definición A.1.7. Sean X,Y dos espacios vectoriales topológicos y T : X ! Y

una función. T es continua en x 2 X si para toda vecindad V
y

de y = T (x)

existe una vecindad de x denotada V
x

tal que T (V
x

) ✓ V
y

.

Proposición A.1.3. Sean X,Y dos espacios vectoriales topológicos y sea T :

X ! Y una función. Entonces T es continua en x si y sólo si para toda red

{x
↵

}
↵2I

que converge a x, se tiene que T (x
↵

) converge a T (x).

Demostración. )) Supongamos que T es continua en x y sea {x
↵

}
↵2I

una red

en X que converge a x. Consideremos una vecindad V
y

de y = T (x), entonces,

por definición de continuidad tenemos que existe una vecindad de x, V
x

tal que

T (V
x

) ✓ V
y

. Como {x
↵

}
↵2I

converge a x, entonces para ↵V
x

� ↵ se tiene que

x
↵

2 V
x

y por lo tanto para ↵V
x

� ↵ se tiene que T (x
↵

) 2 V
y

. Es decir que

{T (x
↵

)}
↵2I

converge a y = T (x).

() Ahora supongamos que siempre que x
↵

! x se cumple que T (x
↵

) !
T (x). Supongamos también que T no es continua en x; entonces existe V

y

con

y = T (x) tal que para toda vecindad V
x

de x se tiene que T (V
x

) * V
y

. Con-

sideremos nuevamente el conjunto dirigido I = {U : U es vecindad de x} del

ejemplo A.1.1. Y sea {xU}U2I

la red construida por los xU tales que U 2 I pero
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T (xU ) /2 V
y

. Entonces xU converge a x pero T (xU ) no converge a T (x), lo cual

es una contradicción.

A.2. Operadores lineales y continuos en espacios

vectoriales topológicos

Sabemos que en espacios normados un operador lineal es continuo si y sólo si

es acotado. En espacios vectoriales topológicos cambian las cosas; todo operador

lineal continuo es acotado, pero el regreso no es cierto.

Para nuestro propósito que es analizar subespacios vectoriales de funciones

lineales será por consecuente suficiente pedir que T sea continua. Nuestro obje-

tivo en esta sección será demostrar dicha implicación, para ello necesitaremos

adentrarnos un poco más en las propiedades de la estructura de espacio vectorial

de X.

Empezaremos demostrando que, al igual que en espacios normados, pedir

continuidad en el origen es condición suficiente para que un operador sea conti-

nuo en todo X. Para ello necesitaremos unas definiciones.

Definición A.2.1. Sea X espacio vectorial topológico, diremos que un conjunto

M ✓ X es acotado si para cada vecindad V0 del origen existe un escalar s 2 R,
0 < s, tal que M ✓ tV0 para todo t > s.
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Proposición A.2.1. Sean X,Y espacios topológicos, T : X ! Y un operador

lineal tal que T es continuo en 0 2 X. Entonces T es continuo en X.

Demostración. Sea T : X ! Y tal que T es continuo en el origen y sea x 2 X con

T (x) = y. Consideremos V
y

una vecindad de este último, entonces V
y

= V0 + y

con V0 vecindad del origen. Como T es continuo entonces existe U0 vecindad de

0 en X tal que T (U0) ✓ V0. Consideremos

T (U0 + x) = T (U0) + T (x)

= T (U0) + y

✓ V0 + y = V
y

.

Observemos que U0 + x = U
x

es una vecindad de x 2 X, por lo tanto T es

continuo en x.

Definición A.2.2. Sea T : X ! Y un operador lineal. Diremos que T es

acotado si para todo conjunto M ✓ X acotado, se tiene que T (M) es acotado

en Y .

Teorema A.2.1. Sean X,Y espacios vectoriales topológicos y T : X ! Y un

operador continuo, entonces T es acotado.

Demostración. Sea M ✓ X un conjunto acotado en X. Sea V0 vecindad del

origen en Y . Como T es continuo existe U0 ✓ X tal que T (U0) ✓ V0. Como M

es acotado existe s > 0 tal que M ✓ t U0 para toda t > s. Por lo tanto tenemos

que

T (M) ✓ T (t U0)

= tT (U0)

✓ t V0.

para toda t > s. En consecuencia T (M) es un conjunto acotado de Y .



Apéndice B

Convexidad

En este apéndice trabajaremos con X un espacio vectorial sobre C. Recor-
demos la definición de convexidad y de la envolvente convexa de un conjunto:

Definición B.0.1. Decimos que un conjunto D ✓ X es convexo si para todo

x, y 2 D se tiene que

{tx+ (1� t)y : t 2 [0, 1]} ✓ D.

Definición B.0.2. Dado un conjunto D ✓ X definimos la envolvente convexa

de D como el conjunto convexo más pequeño que contiene a D. La denotaremos

por conv(D).

Definición B.0.3. Dado un conjunto D ✓ X diremos que x es una combina-

ción convexa de D, si x =
nX

j=1

�
j

x
j

con x
j

2 D, n 2 N y �
j

2 R tal que:

1. �
j

> 0 para toda j 2 {1, . . . , n}.
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2.
nX

j=1

�
j

= 1.

Demostremos el siguiente lema:

Lema B.0.1. Si D es un conjunto convexo de X, entonces cualquier combina-

ción convexa de elementos de D se queda en D.

Demostración. Llamemos C(D) al conjunto de las combinaciones convexas de

D. Queremos demostrar que C(D) ✓ D. Hagámoslo por inducción sobre n.

Para n = 1, si x = �1x1 es una combinación convexa, entonces �1 = 1 y

x1 2 D. Por tanto x 2 D.

Para n = 2, si x = �1x1 + �2x2 con �1 + �2 = 1 entonces por definición de

convexidad x 2 D.

Sea n > 3 y supongamos que toda combinación convexa de n o menos

elementos, está en D. Consideremos

x =
n+1X

j=1

�
j

x
j

,

con x
j

2 D para cada j 2 {1, . . . , n} y los coeficientes �
j

cumplen las hipótesis de

la definición. Podemos suponer que �
j

6= 0 pues en el caso contrario por hipótesis

de inducción ya acabaŕıamos. Por tanto 0 < �
j

< 1 para toda j 2 {1, . . . , n+ 1}.
Escribamos a x de la siguiente manera:

x = �1x1 +
n+1X

j=2

�
j

x
j

= �1x1 + (1� �1)
n+1X

j=2

�
j

1� �1
x
j

.

Observemos que, dado que �1+�2+ · · ·+�
n+1 = 1, entonces �2+ · · ·+�

n+1 =

1� �1. En consecuencia
�2 + · · ·+ �

n+1

1� �1
= 1.

Es decir que y =
n+1X

j=2

�
j

1� �1
x
j

es una combinación convexa de tamaño n. Y por

hipótesis de inducción está en D. Finalmente, como D es convexo y tenemos
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que

x = �1x1 + (1� �1)y.

Podemos concluir que x 2 D, pues �1 + 1� �1 = 1.

Probaremos la siguiente proposición:

Proposición B.0.1. Sea D ✓ X, entonces la envolvente convexa de D es el

conjunto de las combinaciones convexas de D. Es decir:

conv(D) =

8
<

:

nX

j=1

�
j

x
j

: n 2 N, x
j

2 D,�
j

2 R, �
j

> 0,
nX

j=1

�
j

= 1

9
=

; .

Demostración. Llamemos C(D) al conjunto de las combinaciones convexas de

D.

◆) Sabemos que D ✓ conv(D) por tanto C(D) ✓ C(conv(D)). Y como conv(D)

es convexo, por el Lema B.0.1 C(conv(D)) ✓ conv(D), por lo cual:

C(D) ✓ C(conv(D)) ✓ conv(D).

✓) Recordemos que conv(D) es el conjunto convexo más pequeño que contiene

a D. Dado que D ✓ C(D),pues x = 1x 2 D es una combinación convexa de D,

bastará demostrar que C(D) es un conjunto convexo.

Sean x, y 2 C(D), entonces

x =
nX

j=1

�
j

x
j

, y =
mX

j=1

�
j

x
j

.

Sea t 2 [0, 1] y consideremos

tx+ (1� t)y =
nX

j=1

t�
j

x
j

+
mX

j=1

(1� t)�
j

x
j

.
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Pero t�
j

> 0 y (1� t)�
j

> 0, además

nX

j=1

t�
j

+
mX

j=1

(1� t)�
j

= t+ 1� t = 1.

Es decir que tx+ (1� t)y es una combinación convexa de D, y por ende C(D)

es convexo, que es lo que queŕıamos demostrar.



Apéndice C

Teoremas espectrales

En este apéndice demostraremos el teorema espectral para operadores nor-

males, ahondaremos un poco más en la construcción de las familias espectrales,

y haremos un esbozo de la prueba del teorema espectral para operadores auto-

adjuntos.

Haremos uso de los resultados ya presentados en 3.5 pero hará falta men-

cionar unos cuantos más. Nuevamente, aqúı nos estamos guiando en el texto

[1].

C.0.1. Preliminares

Convergencia fuerte en B(X,X)

Definición C.0.1. Sean T
n

, T 2 B(X,X), decimos que T
n

converge fuerte-

mente a T si para todo x 2 X se tiene que T
n

x converge a Tx. Es decir para

todo ✏ > 0 y para todo x 2 X existe N 2 N tal que, si n > N , entonces

||T
n

x� Tx|| < ✏ .

Denotaremos, esto por T
n

s�! T .

Lema C.0.1. Sean D
n

, E,D : X ! X operadores acotados tales que D
n

s�! D.

Si D
n

E = ED
n

para toda n 2 N, entonces DE = ED.
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Demostración. Sea x 2 X y sea " > 0, consideremos

||DEx� EDx|| = ||DEx�D
n

Ex+ ED
n

x� EDx||
6 ||(D �D

n

)Ex||+ ||E(D
n

�D)x||.

Como Ex 2 X, entonces para n suficientemente grande

||(D �Dn)Ex|| < "

||E||+ 1
.

Por otra parte como E es acotado, se cumple que

||E(D
n

�D)x|| 6 ||E|| · ||(D
n

�D)x||.

Y nuevamente, por la convergencia fuerte, se tiene que

||(D �Dn)x|| < "

||E||+ 1
.

En consecuencia

||DEx� EDx|| 6 ||(D �D
n

)Ex||+ ||E(D
n

�D)x||
6 "

||E||+ 1
+ ||E|| ✏

||E||+ 1

= "
(||E||+ 1)

||E||+ 1

= ".

Concluimos que DE = ED.

Corolario C.0.1. Sean D
n

, E
n

, E,D : X ! X operadores acotados tales que

D
n

s�! D y E
n

s�! E. Si D
n

E
m

= E
m

D
n

para toda n,m 2 N, entonces DE =

ED.

Demostración. Se tiene que D
n

s�! D, por el lema C.0.1 se tiene que DE
m

=

E
m

D. Ahora, como E
n

s�! E, usando nuevamente el lema anterior, concluimos

que DE = ED.
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C.0.2. Teorema espectral para operadores normales

Empezaremos demostrando el teorema espectral para operadores normales

usando el de autoadjuntos.

El siguiente resultado es una consecuencia de la demostración de este último.

Resultado C.0.1. Sea A : X ! X un operador autoadjunto, entonces existe

una sucesión monótona de polinomios {p
n

} tal que {p
n

(A)} converge fuerte-

mente por arriba a A.

Teorema C.0.1. (Teorema espectral para operadores normales)

Sea T : X ! X un operador normal, B, C los operadores definidos co-

mo en el lema anterior y {E
B

(�)}, {E
C

(µ)} sus respectivas resoluciones de la

identidad. Entonces:

T =

Z 1

�1

Z 1

�1
(�+ iµ) dE

B

(�)dE
C

(µ).

Demostración. Por el lema 3.5.3, tenemos que B y C son operadores acota-

dos autoadjuntos. Por el teorema espectral para operadores autoadjuntos 3.5.1,

existen resoluciones de la identidad E
B

(�) y E
C

(µ) tales que:

B =

Z 1

�1
� dE

B

(�) y C =

Z 1

�1
µ dE

C

(µ).

Sabemos además por el resultado C.0.1 que, tomando �, µ 2 R fijas, existen

sucesiones monótonas de polinomios p
n

y q
m

tales que {p
n

(B)} y {q
m

(C)}
convergen fuertemente y por arriba a E

B

(�) y E
C

(µ), respectivamente.

Por el lema 3.5.3 sabemos que BC = CB. No es dif́ıcil ver que entonces

p
n

(B) y q
m

(C) conmutan. Ahora, como

p
n

(B)
s�! E

B

(�) y q
m

(C)
s�! E

C

(µ),

por el corolario C.0.1 concluimos que para toda �, µ 2 R se tiene que E
B

(�)E
C

(µ) =

E
C

(µ)E
B

(�).
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Sabemos además, también por el lema 3.5.3, que T = B � iC, es decir que:

T =

Z 1

�1
� dE

B

(�)� i

Z 1

�1
µ dE

C

(µ).

Nuestro objetivo, será demostrar que

Z 1

�1
� dE

B

(�)� i

Z 1

�1
µ dE

C

(µ) =

Z 1

�1

Z 1

�1
�� iµ dE

B

(�)dE
C

(µ) (C.0.1)

Antes de adentrarnos en esto, vamos a explicar qué representa esta última

doble integral.

Sean P = {�0,�1 . . . ,�k} y Q = {µ0, µ1, . . . , µr

} particiones respectivas de

[m
B

,M
b

] y de [m
C

,M
C

]. Llamamos

⌦
ij

= {(�, µ) : �
i�1 6 � < �

i

, µ
j�1 6 µ < µ

j

} ,

al rectángulo semi-abierto [�
i�1,�i)⇥ [µ

j�1, µj

). Y sea ⇠
ij

2 ⌦
ij

.

Se tiene que la doble integral de la ecuación C.0.1 corresponde a:

sup
P,Q

rX

j=0

kX

i=0

⇠
ij

(E
B

(�
i

)� E
B

(�
i�1)) · (EC

(µ
j

)� E
C

(µ
j�1)).

Abusando un poco de notación, denotaremos esto último como el siguiente ĺımi-

te:

ĺım
i,j!1

X

j,i

⇠
ij

(E
B

(�
i

)� E
B

(�
i�1)) · (EC

(µ
j

)� E
C

(µ
j�1)).

Llamemos
H

i

= E
B

(�
i

)� E
B

(�
i�1)

K
j

= E
C

(µ
j

)� E
C

(µ
j�1)

⇠
ij

= �
ij

+ iµ
ij

.

Entonces
X

j,i

⇠
ij

(E
B

(�
i

)� E
B

(�
i�1)) · (EC

(µ
j

)� E
C

(µ
j�1))
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=
X

j,i

⇠
ij

H
i

K
j

=
X

j,i

(�
ij

+ iµ
ij

)H
i

K
j

=
X

j,i

�
ij

H
i

K
j

+ i
X

j,i

µ
ij

H
i

K
j

.

Si tomamos una partición regular (es decir, intervalos de mismo tamaño)

suficientemente pequeña, digamos que cumpla que |�
i

� �
i�1| < ", entonces

|�
i

� �
ij

| < ", esto ya que �
i�1 6 �

ij

6 �
i

. Por tanto �
i

� " < �
ij

< �
i

+ ".

Recordamos que la notación A < B la interpretamos como < Ax, x > < <

Bx, x >. Ahora, como E
B

(�) y E
C

(µ) son monótonas crecientes, entonces

X

ij

(�
i

� ")H
i

K
j

<
X

ij

�
ij

H
i

K
j

<
X

ij

(�
i

+ ")H
i

K
j

.

Por tanto

X

i

(�
i

� ")H
i

X

j

K
j

<
X

ij

�
ij

H
i

K
j

<
X

i

(�
i

+ ")H
i

X

j

K
j

. (C.0.2)

Ahora, por el lema 3.5.2 se tiene que

X

j

K
j

=
rX

j=1

E
C

(µ
j

)� E
C

(µ
j�1))

= 1.

Por tanto, usando esto en la ecuación C.0.2 obtenemos:

X

i

(�
i

� ")H
i

<
X

ij

�
ij

H
i

K
j

<
X

i

(�
i

+ ")H
i

.

De forma análoga, se tiene que
X

i

H
i

= 1, por lo cual

X

i

�
i

H
i

� " <
X

ij

�
ij

H
i

K
j

<
X

i

�
i

H
i

+ ".

Y concluimos entonces, que

�" <
X

ij

�
ij

H
i

K
j

�
X

i

�
i

H
i

< " .
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Queremos usar el lema 3.5.1 para poder concluir que

||
X

ij

�
ij

H
i

K
j

�
X

i

�
i

H
i

|| < " . (C.0.3)

Pero para poder usarlo, primero tenemos que justificar por qué el operador
X

ij

�
ij

H
i

K
j

�
X

i

�
i

H
i

es autoadjunto. Para ello, vamos a demostrar que es una

proyección ortogonal, y por tanto tendremos lo deseado.

Como sabemos que E
B

(�) y E
C

(µ) son proyecciones ortogonales, y dado que

H
i

y K
j

son sumas de éstas, entonces por el resultado 3.5.9 se tiene que H
i

y

K
j

son proyecciones ortogonales.

Por otra parte dado que E
B

(�) y E
C

(µ) conmutan, H
i

y K
j

conmutan

también. Y por el resultado 3.5.7, H
i

K
j

es también proyección ortogonal, para

cada i, j.

Nuevamente por el resultado 3.5.9, concluimos que
X

i,j

�
ij

H
i

K
j

es también

una proyección ortogonal.

Finalmente, usando esto último y por el resultado 3.5.5, tenemos entonces

que
X

i,j

�
ij

H
i

K
j

es autoadjunto.

De forma similar se justifica que
X

i

�
i

H
i

es un operador autoadjunto, y

juntando estas dos conclusiones obtenemos que
X

ij

�
ij

H
i

K
j

�
X

i

�
i

H
i

es au-

toadjunto. Ahora śı, por el lema 3.5.1 obtenemos la ecuación

||
X

ij

�
ij

H
i

K
j

�
X

i

�
i

H
i

|| < " . (C.0.4)

Por otra parte, dado que la función f(�) = � es integrable, usando la nota-

ción convenida, se tiene que

ĺım
ij

X

ij

�
ij

H
i

K
j

=

Z 1

�1

Z 1

�1
� dE

B

(�)dE
C

(µ)

y

ĺım
ij

X

i

�
i

H
i

=

Z 1

�1
� dE

B

(�).
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Por lo tanto, juntando estos dos resultados obtenemos que para toda " > 0,

||
Z 1

�1

Z 1

�1
� dEB(�)dEC(µ)�

Z 1

�1
� dEB(�)||

6
||
Z 1

�1

Z 1

�1
� dEB(�)dEC(µ)�

X

ij

�ijHiKj ||+ ||
Z 1

�1
� dEB(�)�

X

i

�iHi||

+||
X

ij

�ij HiKj �
X

i

�iHi||

6 "

3

+

"

3

+

"

3

= ".

Es decir que

Z 1

�1

Z 1

�1
� dEB(�)dEC(µ) =

Z 1

�1
� dEB(�)

= B.

(C.0.5)

De manera análoga podemos llegar a que

Z 1

�1

Z 1

�1
iµ dEB(�)dEC(µ) = i

Z 1

�1
µ dEC(µ)

= iC.

(C.0.6)

Restando las ecuaciones C.0.5 y C.0.6, obtenemos que

Z 1

�1

Z 1

�1
�+ iµ dEB(�)dEC(µ) =

Z 1

�1
� dEB(�)� i

Z 1

�1
µ dEC(µ)

= B � iC.

Y con esto termina la prueba.

C.0.3. Medidas espectrales

Consideremos la familia de rectángulos semi abiertos⌦
ij

definidos en la

sección anterior. Es decir:

[�
i�1,�i)⇥ [µ

j�1, µj

),
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y llamémosla R1 = {⌦
ij

: i, j 2 N}. Definamos la transformación E : R1 ! X

como

E(⌦
ij

) := (E
B

(�
i

)� E
B

(�
i�1)) � (EC

(µ
j

)� E
C

(µ
j�1)).

Se va cumplir lo siguiente:

Cada E(⌦
ij

) es una proyección ortogonal. Esto ya que E
B

(�) y E
C

(µ)

son proyecciones ortogonales y conmutan.

La familia {E(⌦
ij

)} es una familia ortogonal de proyecciones ortogonales.

Es decir, si k 6= i o m 6= j, entonces E(⌦
ij

)E(⌦
km

) = 0.

Por lo anterior y el resultado 3.5.9, concluimos que
P

ij

E(⌦
ij

) es una

proyección ortogonal sobre

X

i,j

�R(E(⌦
ij

)).

Se adopta la convención E(;) = 0.

Por el lema 3.5.2 se cumple que E(C) = 1.

Vamos a definir una medida, para ello hay que extender el dominio de E:

Extender el dominio de E a todos los rectángulos (ya sean abiertos, ce-

rrados, semi-abiertos, o cualquier otra combinación) del plano complejo,

R = {R : R es un rectángulo}.

Extender el dominio de E a las uniones numerables de rectángulos en R.

Extender el dominio de E a cualquier conjunto de C.

Definir la transformación E⇤ = {E(S) : S ✓
S1

k=1 Rk

}. Y usar el siguiente

resultado, C.0.2, y el teorema de Carathéodory, que pueden consultarse

en [7], para obtener una medida E tal que

1. E(C) = 1

2. Si {U
i

} son conjuntos disjuntos entonces

E(
1[

i=1

S
i

) =
1X

i=1

E(S
i

).
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Resultado C.0.2. Sea ⌃ ✓ P(X) y ⇢ : ⌃ ! [0,1) tal que ;, X 2 ⌃ y ⇢(;) = 0.

Para cualquier A ✓ X definamos

µ⇤(A) = ı́nf

( 1X

i=1

⇢(E
i

)E
i

2 ⌃, A ✓
1[

i=1

E
i

)
.

Entonces µ⇤ es una medida exterior.

De esta forma, la integral del teorema C.0.1, se puede reescribir de la si-

guiente manera

T =

Z

�
⇠dE(⇠),

donde ⇠ = �+ iµ.

C.0.4. Teorema espectral para operadores autoadjuntos

Existen muchas pruebas para este teorema. No demostraremos todos los

detalles, la idea será hacer un esbozo de demostración dejando en claro qué

cosas vamos a asumir y cuáles no.

Recordamos que estamos denotando

M = sup
||x||=1

{< Ax, x >} y m = ı́nf
||x||=1

{< Ax, x >} .

Resultado C.0.3. Sea A
n

una sucesión de operadores acotados, autoadjuntos

y que conmutan entre ellos. Si se cumple que

A1 > A2 > A3 · · · > A
n

> A
n+1 · · · > 0,

entonces existe un operador autoadjunto y acotado A, tal que A
n

converge fuer-

temente a A con A > 0.

Teorema C.0.2. Sea A : X ! X un operador autoadjunto. Entonces existe

una resolución de la identidad {E(�)} tal que:

A =

Z
M

m

�
� dE(�).

Demostración. Haremos un esbozo de prueba siguiendo los siguientes pasos:
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Notación C.0.1. Denotemos por P[m,M ] el espacio de polinomios con coefi-

cientes reales en el intervalo [m,M ].

Sea S1 el espacio de funciones semicontinuas superiormente, no negativas;

es decir, aquellas que para todo x0 2 R y " > 0 existe � tal que si x 2 B
�

(x0)

entonces

f(x)� f(x0) < " .

Sea S2 el espacio de diferencias de funciones semicontinuas superiormente.

Es decir

S2 = {h = f1 � f2 : f1, f2 2 S1} .

Paso 1 Definamos la transformación

�1 : P[m,M ] ! B(X,X)

p(�) ! p(A).

Entonces:

1. �1(p1 + p2) = p1(A) + p2(A).

2. �1(p1 · p2) = p1(A) · p2(A).

3. Para todo ↵ 2 R, �1(↵ · p) = ↵ · p(A).

4. Si p(�) > 0 en [m,M ], entonces p(A) > 0, es decir que

< p(A)x, x > > 0 para toda x 2 X.

5. Si p1(�) > p2(�) en [m,M ], entonces p1(A) > p2(A).

Observemos que las primeras tres propiedades nos están diciendo que� 1

es un homomorfismo. Las últimas dos, nos indican que� 1 respeta una

cierta monotońıa. Finalmente, no es dificil ver que la transformación está

bien definida.

Paso 2 Vamos a extender el dominio del homomorfismo a S1. Queremos definir

�1 : S1 ! B(X,X).
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Para ello usaremos el hecho de que para cada f 2 S1 existe una sucesión

de polinomios p
n

, tal que converge puntualmente a f por arriba. Es decir,

se cumple que

p1(�) > p2(�) > p3(�) . . . pn(�) > p
n+1(�) > · · · > f(�) > 0.

Por la propiedad 5 del paso anterior, se tiene entonces que

p1(A) > p2(A) > p3(A) . . . p
n

(A) > p
n+1(A) > · · · > 0.

Observemos que para toda j, k 2 N, se cumple que

p
j

(A)p
k

(A) = p
k

(A)p
j

(A).

Además para toda k, p
k

(A) es autoadjunto. Por el resultado C.0.3, existe

B operador autoadjunto y acotado, tal que p
n

(A) converge fuertemente a

B. Llamemos B = f(A).

Definamos ahora �1 como:

�1(f) =

8
<

:
p(A) si f = p 2 P[m,M ]

f(A) si f 2 S1 donde f(A) = ĺım
s

p
n

(A)

Llamemos� 2 = �1. Se cumple lo siguiente:

1. �2(f1 + f2) = f1(A) + f2(A).

2. �2(f1 · f2) = f1(A) · f2(A).

3. Para todo ↵ > 0,� 2(↵ · f) = ↵ · f(A).

4. Si f1(�) > f2(�) en [m,M ], entonces f1(A) > f2(A).

5. f(A) es autoadjunto para toda f 2 S1.

Se puede demostrar que� 2 está bien definida, pero lo omitiremos. Obser-

vamos que� 2 es casi un homomorfismo. Para arreglar el punto 3 tendre-

mos que extender un poco más nuestro dominio.
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Paso 3 Vamos a extender el dominio de� 2 a S2. Para ello basta con definir

�2 : S2 ! B(X,X),

como

�2(h) = �2(f)� �2(g),

donde h = f � g con f, g 2 S1. Llamemos� 3 = �2, �3 está bien definida

y va a cumplir lo mismo que �2, pero además, si ↵ < 0:

↵(f � g) = (�↵)g � (�↵)f,

y �↵g y �↵f están en S1 pues �↵ > 0.

Con esto tenemos un homomorfismo� 3 entre S2 y B(X,X).

Paso 4 Definamos la siguiente familia de funciones {k
µ

(�)}
µ2R semicontinuas

superiormente

k
µ

(�) =

8
<

:
1 si � 6 µ

0 si � > µ

Demostraremos que bajo� 3,

�3(kµ) = k
µ

(A)

:= E(µ),

es una resolución de la identidad para el operador autoadjunto A. De

acuerdo con la definición 3.5.7 hay que demostrar lo siguiente:

Para cada µ, E(µ) es una proyección ortogonal: En el paso 3

vimos que� 3(f) es un operador acotado y autoadjunto. Por tanto

E(µ) es acotado y autoadjunto. Además

k
µ

(�)k
µ

(�) = k
µ

(�)

por pura definición. Por tanto E(µ)2 = E(µ). Por el teorema 3.5.5
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concluimos que E(µ) es una proyección ortogonal.

Si µ 6 ⌫, entonces E(µ)E(⌫) = E(⌫)E(µ) = E(µ): Si µ > ⌫,

entonces k
µ

(�)k
⌫

(�) = k
⌫

(�)k
µ

(�) = k
µ

(�) por definición de k
µ

. Por

tanto

k
µ

(A)k
⌫

(A) = k
⌫

(A)k
µ

(A) = k
µ

(A).

Es decir

E(µ)E(⌫) = E(⌫)E(µ) = E(µ).

ĺım
x!�

+
0

E(�)x = E(�+0 )x = E(�0)x.

Si µ < m entonces E(µ) = 0, y si µ > M , entonces E(µ) = 1:

Si µ < m, entonces k
µ

(�) = 0 en [m,M ]. Como el polinomio 0

converge por arriba a k
m

(�) en [m,M ] entonces por el resultado

C.0.3,� 3(kµ) = 0. Es decir que E(µ) = 0.

A =

Z
M

m

�
� dE(�):

Sea µ > ⌫, entonces k
µ

(�) 6 k
⌫

(�) y por ende 0 6 k
⌫

(�)� k
⌫

(�).

Afirmación C.0.1. Se cumple que

µ(k
⌫

(�)� k
µ

(�)) 6 �(k
⌫

(�)� k
µ

(�)) 6 ⌫(k
⌫

(�)� k
µ

(�))

Demostración. Separemos en tres casos:

- Si � < µ y ⌫ 6 µ, entonces k
µ

(�) = 1 = k
⌫

(�) por tanto

k
⌫

(�)� k
µ

(�) = 0.

- Si ⌫ 6 µ y ⌫ < �, entonces k
µ

(�) = 0 = k
⌫

(�) por tanto

k
⌫

(�)� k
µ

(�) = 0.

- Si µ 6 � 6 ⌫ entonces k
µ

(�) = 0, 1 = k
⌫

(�) y por tanto

k
⌫

(�)� k
µ

(�) = 1.

En cualquier caso se cumple la desigualdad deseada, con lo cual queda
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demostrada la afirmación.

Por la monotońıa del homomorfismo� 3, tenemos entonces que

�3[µ(k⌫(�)�k
µ

(�))] 6 �3[�(k⌫(�)�k
µ

(�))] 6 �3[⌫(k⌫(�)�k
µ

(�))].

Y dado que� 3 es un homomorfismo y abre sumas y saca escalares:

µ (�3[k⌫(�)]� �3[kµ(�))]) 6 (�3[�(k⌫(�)]� �3[�kµ(�))])

6 ⌫ (�3[k⌫(�)]� �3[kµ(�)]).

Por tanto

µ(E(⌫)� E(µ)) 6 A(E(⌫)� E(µ)) 6 ⌫(E(⌫)� E(µ)).

Sea a < m y M < b, consideremos una partición P = {�0, . . .�n} del

intervalo [a, b]. Se tiene entonces que �0 < �1, . . . <�
n

y por tanto

podemos aplicar lo anterior a los valores �
k

. Es decir:

�0(E(�1)� E(�0)) 6 A(E(�1)� E(�0)) 6 �1(E(�1)� E(�0))

�1(E(�2)� E(�1)) 6 A(E(�2)� E(�1)) 6 �2(E(�2)� E(�1))
...

�
n�1(E(�

n

)�E(�
n�1)) 6 A(E(�

n

)�E(�
n�1)) 6 �

n

(E(�
n

)�E(�
n�1)).

Sumando estas desigualdades obtenemos que

nX

k=1

�
k�1(E(�

k

)� E(�
k�1)) 6 A

nX

k=1

(E(�
k

)� E(�
k�1)

6
nX

k=1

�
k

(E(�
k

)� E(�
k�1)).

Lo cual es equivalente a

nX

k=1

�
k�1(E(�

k

)� E(�
k�1)) 6 A 6

nX

k=1

�
k

(E(�
k

)� E(�
k�1)).
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Ya tenemos prácticamente una suma parcial de Stieltjes, considere-

mos para cada k = 1, . . . n los elementos �0
k

2 [�
k�1,�k]. Entonces

�
k�1 6 �0

k

6 �
k

y �
k

� �0
k

6 �
k

� �
k�1, en consecuencia

A�
nX

k=1

�0
k

(E(�
k

)� E(�
k�1)) 6

nX

k=1

(�
k

� �
k

0)(E(�
k

)� E(�
k�1))

6
nX

k=1

(�
k

� �
k�1)(E(�

k

)� E(�
k�1)).

Sea " > 0 y tomemos una partición de tal forma que �
k

� �
k�1 < ✏

para toda k. Entonces por el lema 3.5.2, concluimos que

A�
nX

k=1

�0
k

(E(�
k

)� E(�
k�1)) < " .

De manera análoga, se demuestra que

�" < A�
nX

k=1

�0
k

(E(�
k

)� E(�
k�1)).

Tenemos pues que

|A�
nX

k=1

�0
k

(E(�
k

)� E(�
k�1))| < " .

Dado que A es autoadjunto, por el lema 3.5.1, concluimos que

||A�
nX

k=1

�0
k

(E(�
k

)� E(�
k�1))|| < " .

En otras palabras

A =

Z
b

a

� dE(�)

=

Z
M

m

�
� dE(�).
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