DL U

%
g ;
n

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FacuLTAD DE CIENCIAS

APROXIMACI()N DE DENDROIDES
POR ARBOLES

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
MATEMATICA

PRESENTA
MARCELA ORDORICA ARANGO

DIRECTOR DE TESIS )
DR. ALEJANDRO ILLANES MEJIA

CIUDAD UNIVERSITARIA, CIUDAD DE

MEXICO
MARZO 2018




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Esta tesis fue parcialmente apoyada por los proyectos:

“Teorfa de continuos, hiperespacios y sistemas dindmicos 117 (IN101216) de PA-
PIIT, DGAPA, UNAM, y

“Teoria de continuos e hiperespacios (0221413)”del Consejo Nacional de Ciencia
y Tecnologia (CONACyT), 2013.






Hoja de informacién

Datos del alumno

Ordorica

Arango

Marcela

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Licenciatura en Matematicas

4-12052011

Datos del tutor
Dr.

Alejandro

Illanes

Mejia

Datos del Sinodal 1
Dra.

Maria Isabel

Puga

Espinosa

Datos del Sinodal 2
M. en C.

Miguel Angel

Corona

Garcia

Datos del Sinodal 3
M. en C.

Luis Antonio

Paredes

Rivas

Datos del Sinodal 4
Dra.

Verénica

Martinez de la Vega
y Mansilla

Datos del trabajo

Aproximacién de dendroides por arboles
72 pp.

2018






Agradecimientos

Quiero agradecer a mi familia por acompanarme en este trabajo y apoyarme
siempre, sin importar lo extranas que parecieran mis metas.

A mis amigos. Ustedes me han ensefiado que uno nunca va solo.

A mis profesores, por hacer de la docencia un estilo de vida y siempre dar
todo de si por sus estudiantes, por ser ademas amigos llenos de paciencia y sa-
biduria.

A los sinodales, que se tomaron el tiempo de revisar este trabajo.

Al Instituto de Matematicas por permitirme un lugar de trabajo.

Hago una mencién especial al Dr. Alejandro Illanes Mejia por dirigir este tra-

bajo, por todo lo que me ha ensenado estos anos, y por recordarme siempre que
la dedicacion es lo més importante para alcanzar los suenos.






Indice general

1. Conceptos preliminares
2. Un caso particular: dendroides suaves

3. El teorema de Krasinkiewicz y Minc

15

49






Introduccion

En el afio de 1961 en [14], B. Knaster introdujo el concepto de dendroide. Los
definié como aquellos continuos que cumplen con ser hereditariamente unicohe-
rentes y arco conexos. Knaster comenzo el estudio de estos continuos alrededor
de 1960 [8, p. 244]. El siguiente problema relacionado con los dendroides atin no
tiene una solucion:

Teorema 0.1. Sean X un dendroide y Ty un drbol contenido en X. Para cada
€ > 0, existen un arbol T tal que Ty C T C X , y una retraccién r : X — T tal
que, para toda x € X, d(x,r(z)) <e.

Este problema sigue sin tener una respuesta. Muchos investigadores del tema
intuyen que el Teorema 0.1 es cierto, pero atin no se ha dado una prueba convin-
cente de esto. El lector interesado en la historia de los continuos y los dendroides
puede revisar [4] y [8].

En su articulo Tree-likeness of dendroids and \-dendroids [6], H. Cook demostrd
que los dendoides son arbolados. Por su parte, en los articulos Retracting fans
onto finite fans [9] y Small retractions of smooth dendroid onto trees [10], J. B.
Fugate presenta pruebas el Teorema 0.1 para dos casos particulares: si X es un
abanico o si X es un dendroide suave. Sin embargo, como mostramos en esta
tesis, su prueba para dendroides suaves no es correcta.

Tiempo después, R. Cauty afirmé haber demostrado el Teorema 0.1 en su ar-
ticulo Sur l'approzimation interne des dendroides par des arbres [3], pero el
articulo no fue publicado ya que la prueba resulté poco clara y dificil de leer.

Resolver este problema resulta importante ya que como corolario de éste se
sigue que si X es un dendroide, entonces los hiperespacios C(X) y 2% tienen la
propiedad del punto fijo. También se sigue que cualquier producto de dendroides
tiene la propiedad del punto fijo.

Comenzamos este trabajo con el proposito de leer el articulo Sur l’approzimation
interne des dendroides par des arbres de R. Cauty para comprender a detalle
su prueba y decidir si era correcta o no. Para esto, empazamos por revisar el
articulo Dendroids and their endpoints de J. Krasinkiewicz y P. Minc ([15]),
pues para R. Cauty, un resultado demostrado ahi es de suma importancia en su
prueba del Teorema 0.1.
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Optamos después por entender uno de los casos particulares demostrados por
J. B. Fugate y desarrollamos el articulo Small retractions of smooth dendroid
onto trees. A lo largo de nuestra lectura notamos una serie de huecos y errores,
por lo que nos dimos a la tarea de llenar los espacios y corregir los errores,
esto con la intencién de llegar al final de la prueba sin dudas. Sin embargo,
encontramos un error irresoluble que surge de una afirmacién falsa. Hemos mar-
cado este punto de la prueba y expuesto un contraejemplo a dicha afirmacion.
De este modo, el lector puede ver facilmente por qué esta la prueba no es valida.

La tesis se divide en tres partes:

En el capitulo 1 presentamos los conceptos y teoremas de topologia general,
teoria de continuos y teoria de graficas que utilizamos a lo largo del trabajo.

En el capitulo 2 explicamos a detalle la prueba de J. B. Fugate del Teorema
0.1 para dendroides suaves y marcamos exactamente en qué punto se encuentra
el error de la prueba.

Por ultimo, en el capitulo 3 explicamos las definiciones y lemas previos ne-
cesarios para demostrar el teorema de Dendroids and their endpoints utilizado
por R. Cauty en su demostracién del Teorema 0.1.

A lo largo de cada capitulo se introduciran nuevos conceptos segin sean ne-
cesarios.



Capitulo 1

Conceptos preliminares

A lo largo de este trabajo denotaremos con la letra N al conjunto de los
numeros naturales, y con R al conjunto de ntimeros reales. Ademés, considera-
remos a las vecindades como conjuntos abiertos. Por tltimo, dado un espacio
topolégico X, Y € X y A CY, denotaremos como Cly (A), inty (A) y Fry (4),
respectivamente, a la cerradura, interior y frontera de A en Y. Si Y = X
escribiremos simplemente CI(A), int(A) y Fr(A).

Topologia general y teoria de continuos

Definicién 1.1. Sean X un espacio métrico con métrica dy A C X distinto del
vacio. El didmetro de A se define como didm(A) = sup{d(ai,az) | a1,a2 € A}.

Definicién 1.2. Sean (X, d) un espacio métrico y p € X. Definimos la bola de
radio épsilon centrada en p como el conjunto

Bl(p) = {z € X | d(z,p) < €}.
Escribiremos B.(p) cuando d sea la métrica usual para el espacio euclidiano.

Definicién 1.3. Un espacio X es completamente normal si para cualesquiera
subconjuntos A y B de X tales que ANCI(B) =0 y Cl(A) N B = (), existen dos
abiertos ajenos U y V talesque ACU y BCV.

Lema 1.4. [7, Proposicién VIL.7.6, p. 199] Si (X,d) es un espacio métrico,
entonces X es completamente normal

Definicién 1.5. Sea X un espacio métrico y sean A y B subconjuntos de X no
vacios. Definimos la distancia entre Ay B como inf{d(z,y) |z € Ay y € B}.

Definiciéon 1.6. Decimos que un espacio topoldgico X es un continuo si es
métrico, conexo, compacto y tiene més de un punto. A los subconjuntos de X
que satisfagan ser conexos y cerrados los llamaremos subcontinuos de X.
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Diremos que un espacio topoldgico es un continuo degenerado si es un espa-
cio métrico, compacto y conexo con un unico punto.

Observemos que los subcontinuos de un continuo pueden tener un tnico punto.
Definicién 1.7. Un arco es un continuo homeomorfo al intervalo [0, 1].

Definiciéon 1.8. Tomemos m € N mayor o igual que 3. Consideremos el si-
guiente subconjunto de R?:

M ={(1,0),(1,1),(1,2),...,(1,m —1)}.

Para cada i € {0,...,m — 1}, sea L; el segmento de recta que une a los puntos
(0,0) y (1,4). Es decir,

L; = {(z,y) € R? | (z,9) = t(1,i) para alguna t € [0,1]}.

Definimos el cono de M como el conjunto
m—1
cM) = L
i=0

Un m-odo es un espacio homeomorfo a C(M).

Definicién 1.9. Decimos que un continuo X es arco conexo si para cualesquiera
dos puntos diferentes p, ¢ € X existe un arco « contenido en X tal que sus puntos
extremos son p y q.

Definiciéon 1.10. Un espacio topoldgico X es localmente conexo en un punto
p € X si para toda vecindad U de p existe una vecindad conexa V de p tal que
V c U. Diremos que X es localmente conexo si lo es en todos sus puntos.

Lema 1.11. [20, Problema 31C.1, p. 222] Sea X un continuo localmente conexo.
Si U es un subconjunto abierto y conexo de X, entonces U es arco conexo.

Lema 1.12. Sean X un espacio conexo y A = {4, | @ € J} una cubierta
finita, cerrada y de elementos no vacios de X. Entonces los elementos de A se
pueden ordenar en una sucesién finita A = {A4;,... A, } de manera que, para
cada i € {2,...,n},Aiﬂ(A1 U...UAi_l) #@

Demostracion. Elegimos cualquier elemento de A y le llamamos A;. Como, para
toda a € J, A, es cerrado y A es una cubierta finita, tenemos que

U 4

Aa#Ay

es cerrado. Entonces, ya que X es conexo,

A | Al #0.

AaF# Ay



Por tanto, existe 4,, € A\ {A1}, tal que 41N A,, # 0. Llamamos A a A,,. Ya
que A1 U Ay y U{Aa | Aa & {A1, A3}} son subconjuntos cerrados de X, existe
An, € A\ {A1, A3} tal que Ay, N(A; U Ag) # 0. Repitiendo este procedimiento,
ordenamos los elementos de A de forma que A = {4;,...,4,} y, para cada
ZE{Q,,TL},AZQ(AlLJUAi_l)?éw O

Definicién 1.13. Sean X un espacio topolégico y U = {U;,Us,...,U,} una
cubierta abierta de X. Decimos que una cubierta V = {V, Vs, ..., Vi, } refina a
U si, para toda i € {1,...,m}, existe j € {1,...,n} tal que Cl(V;) C U;.

Teorema 1.14. (Teorema del cable cortado).[19, Teorema 5.2, p. 72] Sean
X un espacio métrico compacto y A y B subconjuntos cerrados de X. Supon-
gamos que ningun subconjunto conexo de X interseca tanto a A como a B.
Entonces existen cerrados ajenos S; y Sy de X tales que A C S;, B C Sy y
X =51U8Ss.

Teorema 1.15. (Teorema de golpes en la frontera).[19, Teorema 5.4, pp.
73-74] Sean X es un continuo y A C X tales que ) # A # X. Sea C una
componente de A. Entonces Clx(A) NFr(4) # 0.

Teorema 1.16. (Teorema de reduccién de Brouwer). [16, Teorema 4.18,
p. 34] Sean X un espacio topoldgico compacto y segundo numerable y A una
familia no vacia de cerrados de X. Supongamos que para cualquier sucesiéon
{A,}22, de elementos de A tales que A3 D Az D ..., se tiene que existe A € A
tal que, para todon € N, A C A,,. Entonces A tiene un elemento minimal B con
respecto a la inclusion, es decir, B no contiene propiamente a ningin elemento

de A

Teoria de graficas

Definicién 1.17. Una grdfica finita es un continuo X para el que existen:
1. Un conjunto finito de puntos llamados vértices, y denotado V(X), y
2. Un conjunto finito de arcos llamados aristas, y denotado E(X), tales que:

a) X =UHalaeBE(X)}y

b) Cada o € E(X) tiene por extremos dos puntos {p,q} C V(X) y se
cumple que (a\ {p,q}) N (V(X)U{B | B € E(X) \{a}}) = 0.

Denotaremos a la grafica G que tiene como conjunto de vértices V(G) y como
conjunto de aristas a E(G) como G = (V, E). Si no deseamos especificar los
conjuntos de vértces y aristas, simplemente escribiremos G.

Definicién 1.18. Sea G = (V, E) una grafica. Diremos que los vértices v y w
son adyacentes si vw € E(G), es decir, si existe una arista en G con extremos v
vy w.



8 CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Definicién 1.19. Una curva cerrada simple es un continuo homeomorfo a la
circunferencia unitaria en el plano, centrada en el origen.

Definicién 1.20. Un drbol es una grafica finita que no contiene curvas cerradas
simples.

Definicién 1.21. Dada una grafica G = (V, E), un camino en G es una sucesién
de elementos de V(G), (1, ..., x,) tal que, paracadai € {1,...,n—1}, x;2,41 €
E(G).

Definicién 1.22. Dada una grafica G(V, E), decimos que un camino (z1, . .., %)
es una trayectoria en G si satisface que, para cualesquiera i,j € {1,...,n}, con
i # j, se tiene que x; # ;.

Lema 1.23. [1, Teorema 2.1, p. 25] Sea G un drbol. Entonces cualesquiera dos
vértices pueden ser conectados por una tinica trayectoria.

Dendroides y dendritas

Definicién 1.24. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera subcon-
tinuos A y B de X que satisfagan que AU B = X se tiene que AN B es conexo.
Diremos que X es hereditariamente unicoherente si todos los subcontinuos de
X son unicoherentes.

Definicién 1.25. Un dendroide es un continuo que es arco conexo y heredita-
riamente unicoherente.

Dados dos puntos en un dendroide X, veamos que existe un iinico arco que los
une. Sean a y 3 dos arcos en X con extremos a y b. Como X es hereditariamente
unicoherente, o N es conexo. Entonces aN § es un subconjunto conexo de a 'y
tiene a los extremos de a. Esto implica que aN B = «. Similarmente, aN g = 5.
Por tanto a = 8. Al tinico arco que une a los puntos a y b lo denotaremos como
ab. Extendemos esta notacién poniendo ab = {a} cuando a = b.

Definiciéon 1.26. Una dendrita es un dendroide que ademés es localmente
conexo.

Lema 1.27. [16, Corolario 4.20, pp. 37-38] Si X es un dendroide, entonces para
todo par de puntos a,b € X existe un arco maximal en X que tiene a los puntos
ayb.

Lema 1.28. Sean X un dendroide, y € X y pg un arco en X al que considera-
remos con un orden en el que p < q. Si z € pg, entonces x € py o x € qy.

Demostracion. Observemos que si y = p, entonces el resultado es trivial. Su-
pongamos entonces que y # p y consideremos el arco yp con el orden y < p. Sea
w = i{nf{z € py | z € pqg}. Entonces yw U wp y yw U wgq son arcos. Analicemos
dos casos: (ver Figura 1.1).



Figura 1.1: w es el primer punto del arco yp que esta en el arco pq. Puede ocurrir
alguna de estas dos configuraciones.

Caso 1: p<w<uzx.
En este caso z € wq y wg C yw U wgq. Por tanto = € yq.

Caso 2: z<w<yq.
Similar al caso anterior, x € pw C pw U wy. Entonces = € py. O

Lema 1.29. Si X es un dendroide y A C X, entonces hay un conjunto minimo
arco conexo que contiene a A y estd dado por J{pq C X | p,q € A}.

Demostracion. Llamemos C = | J{pq C X | p,q € A} y notemos que si A # ()
y tomamos a € A, entonces a € C y por tanto C' # (. Observemos también
que si A es un conjunto de un unico punto, entonces C = A y C satisface las
propiedades deseadas. Supongamos entonces que A es un conjunto con mas de
un punto.

I. Veamos primero que C' es arco conexo. Sean = y y elementos de C'. Enton-
ces existen puntos p,q,r y s en A tales que x € pqy y € rs. Por el Lema
1.28 debe ocurrir que z € py o x € qy, v y € rx 0 y € sx. Analizaremos el
casoenel quez € pyyy € rx. Como x € py, entonces prUxy es un arco, y
como y € rz, entonces zyUyr es un arco. Consideremos a prUzyUyr. Este
es un arco con extremos en A que contiene al arco zy. Por tanto zy C C.

Los demas casos se prueban de manera analoga intercambiando p por ¢
y r por s. En cualquier caso concluimos que xy es un subarco de un arco
con extremos en A. Por tanto C' es arco conexo.

IT. Tomemos ahora a € A. Queremos ver que a € C. Sea b € A tal que a # b.
Consideremos el arco ab. Este cumple que sus extremos son elementos de
A, y por tanto a € C. Asi concluimos que A C C.

III. Por ultimo, veamos que si D es arco conexo y A C D, entonces C' C D.
Tomemos z en C. Entonces existen puntos p y ¢ en A tales que = € pq.
Como A C D entonces p y g son puntos de D, y como D es arco conexo,
entonces pg C D. Por tanto C C D.
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Concluimos que | J{pg C X | p,q € A} es el conjunto arco conexo méas pequeno
que contiene a A. O

Teoria de retractos

Definiciéon 1.30. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X.
Diremos que Y es un retracto de X si existe una funcién continua r : X — Y
tal que para todo y € Y se tiene que r(y) = y. A la funcién r se le llama
retraccion de X en Y.

Definicién 1.31. Si Y es un subcontinuo de X y € > 0, una e-retraccion de X
en Y es una retraccién r : X — Y tal que para toda y € Y se cumple que el
didmetro de r~!({y}) es menor que .

Definicién 1.32. Un continuo X es un retracto absoluto si para todo continuo
Y y para todo encaje i : X < Y, se tiene que i(X) es un retracto de Y.

Definicién 1.33. Sea X un continuo. Decimos que X es un eztensor absoluto si
cada vez que tenemos un continuo Y, un cerrado A C Y y una funcién continua
f:+A— X, existe una funcién continua F : Y — X tal que que F [4= f.

Lema 1.34. Todo espacio métrico compacto X se puede encajar en el espacio
Q = [1I,enl0, 1] (Q tiene la topologia producto).

Demostracion. En el caso en que X es un conjunto con un tnico punto (X =
{z}), hacemos F(z) = (0,0,...). Claramente esta funcién es un encaje de X
en (). Supongamos que X es un espacio métrico y compacto con mas de un
punto. Sea d una métrica para X. Elegimos un subconjunto denso numerable
D = {p1,p2,...} de X. Para cada n € N, hacemos f, : X — [0, 1] dada por

_d(x,p,)
In(®) = im0y

Entonces f,, es continuay 0 < f,,(z) < 1 paratodaz € X. Definimos F': X — @
como sigue:

Fx) = (fi(2), fa(2), ...

Entonces F es continua porque sus funciones coordenadas son continuas. Veamos

que F es inyectiva. Sean a y b dos elementos distintos de X y sea e = @. Como

D es denso, existe n € N tal que p,, € B.(a). Entonces d(a,p,) < € = @. Si
d(b,pn) < € = @, entonces d(a,b) < 2¢ = d(a,b), lo que es un absurdo. Por
tanto d(b,p,) > € > d(a,pn) ¥ fn(b) > fn(a). Concluimos que F es inyectiva.
Ya que X es un espacio compacto y @ es un espacio de Hausdorff, tenemos
que F' es un homeomorfismo en su imagen. Por tanto F' es un encaje. Con esto
terminamos la prueba. O
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En el siguiente lema pedimos que J sea a lo mas numerable para que el producto
resulte metrizable y entonces sea un continuo.

Lema 1.35. Sean J un conjunto a lo mds numerable y {X, | @ € J} una
familia de continuos tales que para cada a € J, X, es un extensor absoluto.

Entonces ], ; Xa es un extensor absoluto.

Demostracion. Sean Y un continuo y A un subconjunto cerrado de Y. Sea

f:A—>HXa

acJ

una funcién continua. Queremos encontrar una funciéon continua F : Y —
[l.cs Xao tal que F' [4= f. Para cada 8 € J, consideremos la proyeccién na-
tural 75 : [[,c; Xa — Xp. Como 75 es continua y f es continua, entonces
mgo f: A— Xg es continua. Como X3 es extensor absoluto, existe una funcién
continua Fj : Y — Xg tal que Fg [a4=mgo f.

Sea F 1Y — [, ; Xo definida como sigue:

F(z) = (Fa(2))ac -

acJ

Entonces F' es continua. Sélo falta ver que F' | 4= f. Para esto, tomemos a € A.
Entonces

F(a) = {Fa(@)}acs = {7a © f(a) }aes = f(a).

Por tanto [],.; Xa es un extensor absoluto. O

Teorema 1.36. (Teorema de extensién de Tietze). [18, Teorema 35.1, p.
219] Sean X un espacio normal y A un subespacio cerrado de X. Entonces para
toda funcién continua f : A — [a,b], existe una funcién continua F : X — [a, b]
tal que F' [4= f. Por tanto, el intervalo [a,b] es un extensor absoluto.

Corolario 1.37. El espacio Q =[], -[0, 1] es un extensor absoluto.

neN

Lema 1.38. Si X es un extensor absoluto y Y es un retracto de X, entonces
Y es un extensor absoluto.

Demostracion. Sean X un extensor absoluto y Y un retracto de X. Sean Z un
continuo, A un subconjunto cerrado de Z y g : A — Y una funcién continua.
Probaremos que existe una funcién continua Gy : Z — Y tal que Gy [4= g.
Consideremos la inclusién ¢ : ¥ — X. Entonces iog : A — X es continua.
Como X es extensor absoluto, existe una funcién continua G : Z — X tal que
G 4= 10 g. Notemos que para cada a € A,

G(a) =iog(a) = g(a).

Entonces G es tal que G [4= g. Como Y es retracto de X, existe una funcién
continua r : X — Y tal que, paracaday € Y, r(y) = y. Entonces roG: Z - Y
es continua y para cada a € A se tiene que r o G(a) = r(g(a)) = g(a). Haciendo
G = r o G concluimos que Y es extensor absoluto.
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Teorema 1.39. Sea X un continuo. Entonces las siguientes propiedades son
equivalentes:

a. X es un retracto absoluto, y
b. X es un extensor absoluto.

Demostracion.

a. = b. Supongamos que X es un retracto absoluto. Por el Lema 1.34, X
se puede encajar en el espacio @ = [],,cy[0,1],. Como X es retracto absoluto,
entonces X es un retracto de Q). Ademads @ es extensor absoluto, entonces, por
el Lema 1.38 concluimos que X es un extensor absoluto.

b. = a. Supongamos que X un extensor absoluto. Sea Y un continuo y sea
i: X — Y un encaje. Entonces i(X) es cerrado en Y. Queremos probar que
i(X) es un retracto de Y, es decir, buscamos una retraccién de Y en i(X). Sea
i1 :i(X) — X. Entonces i ~! es continua. Como X es extensor absoluto e i(X)

es cerrado en Y, existe una funcién continua F': Y — X tal que F' [;(x)= i~h

Consideremos la funcién ioF' : Y — i(X). Esta es una funcién continua. Ademds,
si z € i(X),
ioF(2)=ioi (2) =z
Es decir,
ioF yxy=1dix)-

Por tanto i o F' es una retraccién de Y en i(X). Entonces X es un retracto
absoluto. O

Lema 1.40. Si X es retracto absoluto, Z es un compacto métricoe i : X — Z
es un encaje, entonces i(X) es un retracto de Z.

Demostracion. Por el Lema 1.34, podemos suponer que Z C Q. Entonces i(X) C
Q. Ya que X es retracto absoluto, existe una retraccién r : @ — i(X). Por tanto
r [z: Z — i(X) es una retraccién. O

Teorema 1.41. Sean X un continuo y X; y X5 subcontinuos de X tales que
X = X3 UXs. Sea Xp = X1 N X, ysupongamos que Xo, X1 y X5 son retractos
absolutos, entonces X es un retracto absoluto.

Demostracion. Supongamos que X es un subcontinuo de un continuo Z y que
Z tiene una métrica d. Definimos

ZO = {Z ez | d(Z,Xl) = d(Z,XQ)},

Zy={z€Z|d(z,X1) <d(z,X2)} y
oy = {Z €z | d(Z,Xl) > d(Z,XQ)}
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Veremos que Z; N X = X;. Tomemos z € Z; N X. Entonces z € X = X; U X
y d(z,X1) < d(z,X3). Si z € X1, entonces d(x, X1) > 0 = d(z, X3), lo que es
absurdo. Entonces z € X. Por otro lado, si z € X1, entonces z € X1 U X, = X
y d(z,X1) = 0. Por tanto z € Z;. Entonces z € X N Z;. De manera similar
se demuestra que ZoNX = Xgy ZoNX = Xo. Ademds Z1 N Zy = Zy y
Zy U Zy = Z. Observemos que Zy y Zo son cerrados en Z y X es cerrado en
Zy. Por el Lema 1.40, existe una retraccién rg : Zy — Xo. Para cada i € {1,2}
definimos r; : Zy U X; — X; como sigue:

) ro(z), siz€Zyy
ri\2) =
z, size X;.

Dada z € Zy N X;, tenemos que d(z,X;) = 0, asi que z € X1 NXs = Xp y
ro(z) = z. Entonces r; estd bien definida y es una retraccién. Por el Teorema 1.39
y el Lema 1.40, existe una funcién continua R; : Z; — X; tal que R; [x,uz,= 7i-
Definimos R : Z; U Zs — X como sigue:
R(z) = {Rl(z), s? 2€71y
Ry(2), siz€ Zs.

Veamos que R estd bien definida y es una retracciéon de Z en X. Si z € Z
tenemos que

R(z) Ri(z2), S?ZEZly
Ry(2), siz€ Zs.

Pero R; [z,=1iy Ti [ z,= T0. Entonces R(z) = ro(z) para z € Zy. Por lo tanto
R esta bien definida. Ahora, sea x € X. Supongamos, por ejemplo, que z € X;.
Entonces R(x) = Ri(x) = r1(z) = x. Asi, tenemos que R es una retraccion.
Concluimos que X es un retracto absoluto. O

Corolario 1.42. Los arboles son retractos absolutos, y por tanto son extensores
absolutos.

Demostracion. Sean T es un arbol y E = {Ey,...,E,} el conjunto de aristas
de T. Entonces T = |J E. Por el Lema 1.12, podemos ordenar a E de forma
que, para cada i € {2,...,n}, F;N(F1U...UE;_1) # (. Veremos que E; N
(F1U...UE;_1) es un conjunto de un dnico punto. Recordemos de la definicién
de grafica finita que si E; tiene por extremos a los puntos p y ¢, entonces
(Ei\{p,g)n(V(TYu{ps | B e E(T)\{E;}} = 0. Por tanto, E; N (Eq3 U Ey U
...UPF;_1) C {p,q}. Supongamos que E; N (Ey UE> U...UE;_1) = {p,q}.
Sea A un arco de p a g en By U Ey U... U F;_1. Entonces E; N A = {p,q}.
Tenemos que E; U A es una curva cerrada simple en T'. Esto es absurdo pues
T es un drbol. Cocluimos que F; N (E; U...U F;_1) es un conjunto con un
tnico punto. Sea E; N (E1 U...UE;_1) = {v;_1}. Claramente un conjunto de
un solo punto es un retracto absoluto, y por el Teorema 1.36 sabemos que un
intervalo es un retracto absoluto. Entonces, para toda i € {1,...,n}, E; es un
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retracto absoluto. Aplicando el Teorema 1.41 a F; y Fs, tenemos que E; U Ey
es un retracto absoluto. Ahora aplicamos el Teorema 1.41 a (F1 UE;) ya E3y
concluimos que F; U Ey U E3 es un retracto absoluto. Repitiendo este proceso
n — 2 veces més, concluimos que T' = | J F es un retracto absoluto. Por lo tanto,
los arboles son retractos absolutos, y asi, extensores absolutos. O

El hiperespacio C(X)

Definicién 1.43. Sea X un continuo con una métrica d. Definimos C(X) =
{A C X | A es cerrado, conexo y no vacio }. En otras palabras, C(X) es el
conjunto de subcontinuos de X.

Quisieramos dar una métrica a C(X). Lo haremos de la siguente manera:
Definicién 1.44. Dadas e >0, p€ X y A € C(X), definimos la nube de radio
€ centrada en A como:

N.(A) ={q € X | existe z € A tal que d(x,q) < €}.

Asi, definimos la métrica para C(X) como sigue: dados A y B elementos de
C(X), definimos la distancia entre A y B (llamada distancia de Hausdorff)
como H(A,B) = inf{e > 0| A C N(B)y B C N.(A)}. Para ver que H en
efecto resulta ser una métrica, el lector puede consultar [12], pp. 22-24.

Lema 1.45. [19, Teorema 1.8, pp. 6-7] Sea {X,,}52; una familia de continuos
tales que, para todan € N, X,, D X,,11. Sea

X =(){Xn|neN}L
Entonces X es un continuo.

Lema 1.46. [12, Teorema 4.1, pp. 65-66] Sean X un continuo y {X,,}52; una
sucesion de subcontinuos de X tales que, paratodan € N, X,, D X,,+1. Entonces
la sucesién converge en C(X) y

lim X, = {X. |n €N}

n—oo

Lema 1.47. [12, Ejercico 2.13, p. 28] Sea X un continuo. Si {A4,}2, v {B,}52,
son sucesiones de subcontinuos de X tales que lim,, .o A, = A y lim,, .o B, =
B, donde A y B son elementos de C'(X), entonces se cumple lo siguiente:

1. Si, para cadan € N, A, C B,,, entonces A C B,y
2. lim,, 0o A, UB, = AUB.

Lema 1.48. [12, Ejercicio 4.4, p. 70] Sean X un continuo y {A,}72,; una
sucesién convergente de subcontinuos de X. Si lim,,_, ., 4, = A, entonces, para
cada a € A, existe una sucesién de puntos {a,}>2; tal que, para cada n € N,
an € Ay y limy, o a, = a.

Teorema 1.49. [12, Corolario 4.3, p. 69] El hiperespacio C(X) es compacto.



Capitulo 2

Un caso particular:
dendroides suaves

En este capitulo explicamos la prueba que hizo J. B. Fugate en su articulo
Small retractions of smooth dendroids onto trees y determinamos hasta qué
punto pudimos llegar antes de encontrar un error.

Definicién 2.1. Decimos que un dendroide X es suave si existe un punto p € X
tal que para toda sucesién {a,}52; en X con lim,_, a, = ag, se tiene que la
sucesién de arcos {pa, }52, converge al arco pag en el hiperespacio C(X). A p
se le llama punto inicial.

Teorema 2.2. Toda dendrita es un dendroide suave.

Demostracion. Sea X una dendrita. Demostraremos que X es suave en cual-
quiera de sus puntos. Sean p € X, {a,}22; una sucesién convergente en X y
ap = lim,,—, 00 @y, Tomemos € > 0 y consideremos B, (ap). Como X es localmente
conexo en ag, existe un conjunto abierto y conexo U tal que ag € U C Bc(ayp).
Ademas, como X es localmente conexo y U es un abierto conexo, por el Le-
ma 1.11, U es arco conexo. Ya que lim,, o a,, = ag, podemos encontrar N € N
tal que, para toda n > N, a, € U. Tomemos n > N. El arco a,ag C U. Co-
mo pag U aga, es un espacio arco conexo, entonces pa, C pag U aga,. Ademas,
anag C U, por tanto pa, C pagUU C pagU Be(ag). Claramente pag C N.(pag),
entonces pa, C Nc(pag). Veamos ahora que pag C Nac(pa,). Consideremos
Bsc(an). Como B(ag) C Bac(ay), entonces U C Bac(ay,). Ademds, tenfamos
que anag C U. Por tanto

anag C U C Be(ag) C Bac(an).

Ahora, pag C pa, Uanag C pa, UU C pa, U Ba.(ay,). Entonces pag C Naoc(pay,).
Concluimos que H(pa,,pag) < 2¢ para toda n > N. Por tanto
lim,, o pa, = pag. Por lo tanto X es un dendroide suave. O

Observacién 2.3. No todos los dendroides suaves son dendritas.

15
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P

Ao/d[ea {1

Figura 2.1: Sabemos que el abanico sobre el conjunto de Cantor no es localmente
conexo; sin embargo, si es un dendroide suave. Si tomamos el vértice p como
punto inicial y {a,}22; cualquier sucesién con lim,,_, . a, = a, observemos que
la sucesién de arcos {pa,}32; converge al arco pa.

Definicién 2.4. Sean X un continuo y F = {F) | A € A} una familia de
subconjuntos de X. Definimos el nervio de F como la grifica G que satisface lo
siguiente:

= V(G)=F,y
» A=[F\,F,] € E(G)siysolosi FxNF,#0.
Denotaremos como N (F) al nervio de F.

En realidad, esta definicién de nervio corresponde unicamente a la parte de
dimension 1 del nervio como es definido normalmente en la literatura. Sin em-
bargo, nosotros lo llamamos nervio ya que sélo usaremos el de esta dimension y
para economizar palabras.

Definicién 2.5. Sea X un espacio métrico. Decimos que C es una cubierta
arbolada si cumple las siguientes propiedades:

1. C cubre a X,

2. C es una familia finita de subconjuntos de X tal que ningiin punto de X
estd en mas de dos elementos de C,

3. C no tiene cadenas circulares, es decir, el nervio de C no tiene curvas
cerradas simples, y

4. El nervio de C es conexo y tiene al menos dos vértices.

A los elementos de C les llamaremos eslabones. Notemos que para que C sea una
cubierta arbolada debe ocurrir que cualquier eslabén interseca a algin otro y
tres de ellos no pueden tener interseccién comun.

Diremos que un elemento C' de C es un eslabon terminal si existe un tnico
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D e C\{C} tal que CN D # 0.

Denotaremos como C* a la unién de los elementos de C.

Definicién 2.6. Si en una cubierta arbolada C todos los elementos tienen
didmetro menor a €, diremos que C es una e-cubierta arbolada.

Definicién 2.7. Decimos que un continuo M es arbolado si para toda € > 0,
existe una e-cubierta arbolada de M.

Lema 2.8. Un continuo X es arbolado si y sélo si para toda ¢ > 0, existen
un arbol T (no necesariamente se cumple que 7' C X) y una funcién continua
f: X — T tal que, para toda t € T, el didmetro de f~1(¢) es menor que .

Teorema 2.9. [6, Corolario, p. 20] Todo dendroide es arbolado.

Definiciéon 2.10. Sea C una familia de subconjuntos de un continuo X. Si
cualesquiera dos elementos de C que no se intersecan estdn a una distancia
estrictamente positiva, decimos que C es tensa.

Lema 2.11. Sea X un espacio normal y conexo y sea U = {Uy,...,U,} una
cubierta abierta de X. Entonces existe una cubierta abierta V = {Vi,...,V,,}
de X tal que, para toda ¢ € {1,...,n}, CI(V;) C U;. Ademas, si U es arbolada,
entonces V es arbolada

Demostracion. Consideremos el conjunto A = X \ (U2 U...UU,). Entonces A
es cerrado y A C U;y. Ya que X es normal, existe un abierto V; tal que

AcCViC CI(V1) c U;.

Notemos que la familia {V;, Us, ..., U,} es una cubierta abierta de X. Inductiva-
mente, supongamos que hemos encontrado conjuntos abiertos Vi,...Vj_1 tales
que, para toda i € {1,...,k—1}, CI(V;) C U; y la familia {V4,... Vi1, Uy, ...,
U,} es una cubierta de X. Sea B = X\ (Vi U... UV UUg1 U...UU,).
Entonces B es cerrado y B C Uy. Por tanto, existe un abierto Vi tal que

BCV,C Cl(Vk) C Uy.

Entonces {V1,...,Vi_1,Vk,Uk+1,...,Un} es una cubierta abierta de X. Conti-
nuando este proceso, obtendremos una cubierta abierta V = {V;,...,V;} de X
tal que, para toda i € {1,...,n}, Cl(V;) C U;.

Ahora probaremos que V es arbolada si U lo es. Para esto, probaremos que
ViNV; #0siysélosi UNU; # 0.

(=) Sean i,j € {1,...,n} distintos. Supongamos que V; N'V; # . Como
V; CU; y V; C Uj, entonces U; NU; # 0.
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(<) Supongamos ahora que U; N U; # 0 pero que V; N'V; = (. Consideremos
el nervio de V. Sean

A={xe{l,...,n}| existe un camino de V; a V)\}, y

I'={ye{l,...,n}| no existe un camino de V; a V,}.
Entoncesi € A, j e Ty AUT ={1,...,n}. Sean

A=J{WalreA} y

B:U{Vv|’)’€r}-

Entonces A y B son abiertos y AUB = X. Veamos que AN B = (). Supongamos
que existe z € AN B. Entonces existen A € Ay v € I" tales que x € VA N V.
Entonces, [Vy, V,] es una arista del nervio de V. Sabemos que existe un camino
de V; a V). Sea P dicho camino. Entonces P U {V,} es un camino de V; a
V,. Esto es absurdo. Por lo tanto, AN B = (). Entonces X es disconexo, una
contradiccién. Concluimos que si ¢ y j son dos elementos distintos de {1,...,n}
tales que U; NU; # 0, entonces V; NV} # 0. O

Definicién 2.12. Si X es un continuo, U es una cubierta abierta de X y T es
un arbol, diremos que una funcién f : X — T es una U-funcidn si para toda
teT, f~1(t) C U para alguna U € U.

Definicién 2.13. Si C es una cubierta arbolada de un continuo X y T' C X es
un arbol, diremos que T estd derecho en C si:

1. C es una cubierta esencial de T'. Esto significa que cada eslabén de C tiene
un punto de T' que no estd en ningiin otro eslabon.

2. Si C € C, entonces T'NFr(C) tiene exactamente un punto en cada eslabén
de C\ {C} que interseca a C.

Lema 2.14. Sean X un continuo y C una cubierta arbolada de X. Sea T'C X
un drbol. Supongamos que T estd derecho en C. Sea C' € C. Entonces C1(C)NT
es conexo. Ademds, si C es un eslabén terminal de C, entonces T\ C' es conexo.

Demostracion. Veremos primero que Cl(C) NT es conexo. Supongamos por el
contrario que no lo es. Entonces existen dos subconjuntos ajenos, cerrados y no
vacios de X, A y B, tales que C1(C)NT = AU B. Llamemos S al nervio de
C. Vamos a iluminar con verde y azul a los elementos de C \ {C}. Para esto,
tomemos D € C\ {C}.

Primero consideremos el caso en que D N C # ().

En este caso, como T estd derecho en C, existe un punto pp € X tal que
Fr(C)NTND = {pp}. Como pp € AU B (y sélo estd en uno de estos con-
juntos), asignamos el color azul a D cuando pp € A, y el color verde cuando
pp € B. Entonces el color de D esta bien definido.
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Ahora consideremos el caso en que DN C = (.

En este caso, como los vértices de S son los elementos de C y S es un arbol,
tenemos que D es un vértice de S que no es adjacente a C. Ademaés, hay una
Unica trayectoria en § para ir de C' a D. Esta trayectoria empieza en C' y su
segundo elemento en un vértice Dy de C, adyacente a C. Entonces D1 N C # ().
Por el caso anterior, Dy ya tiene un color asignado. Entonces a D le asignamos
el mismo color que a D;. Por la unicidad de la trayectoria podemos garantizar
que el color asignado a D estd bien definido, y como C es arbolada, se tiene que
todos los elementos de C estédn coloreados. (Ver Figura 2.2).

Figura 2.2: Tlustramos aqui lo que se hace en la prueba del Lema 2.14. Se colorean
los elementos de C \ {C}. Cada elemento tiene bien definido su color, y todos
los elementos son coloreados.

Definimos

Q=Au(UIDNT | D esamly DNC=0})U
(U(DNT)\C | Desamly DNC £0}), v
R:BU(U{DﬂT|DesverdeyDﬂC':(0})U

(U{(DQT)\C’ | D es verdey DNC # @})
Veamos que @ y R forman una separacién para T'.

. T=QUR.
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(c) Tomemos p € T, Si p € Cl(C), entonces p € AU B y hemos termi-
nado. Si p ¢ CI(C), entonces existe D € C \ {C} tal que p € D. Sabemos
que todo elemento de D de C esta coloreado y satisface que interseca o no
interseca a C. Por tanto p € Q U R.

(D) Tomemos ahora p € QU R. Ya que A y B son subconjuntos de T, @
y R son subconjuntos de T'. Concluimos que T'= @ U R.

Veamos que Q) y R estédn separados. Supongamos que existe p € QNCL(R).

Caso1: pe ANCl(B)=ANB.
Este caso es imposible pues A y B son ajenos.

Caso 2: pe ANCHDNT), donde D es verdey DNC = 0.
Como C es tensa, CI(D) N CI(C) = (. Ademés p € ANCI(D) c CI(C)N
CI(D). Asf que este caso es imposible.

Caso 3: pe ANCI((DNT)\C), donde D es verde y DN C # .
Como X \ C es cerrado, tenemos que C1((DNT)\ C) C X \ C. De manera
que p ¢ C. Dado que p € A C CI(C), tenemos que p € Fr(C). Ya que
Cl((DNT)\C) c ClYD), tenemos que p € CI(D).

Sip ¢ D, existe E € C tal que p € E. Entonces ENC # 0, END # 0,y C,
D y F son todos diferentes. Esto es absurdo porque el nervio de C no tiene
tridngulos. Con esto probamos que p € D. Por tanto, p € TN DNFr(C) =
{pp}- Ya que pp = p € A, D es azul. Esto es una contradiccién porque D
es verde.

Caso4: pe DNType B,donde D esazuly DNC = 0.
Como C es tensa, CI(D) N Cl(C) = 0. Ademds p € BN CI(D) c CI(C) N
CI(D). Por tanto este caso es imposible.

Caso 5: pe DNT,donde Desazuly DNC =0; y p e C(ENT),
donde E es verde y ENC = 0.

En este caso, p € DN CI(E), por tanto D N E # (). De manera que [D, E|
es una arista en el nervio de C. Ya que S no tiene tridngulos, debe ocurrir
alguno de los siguientes casos: F estd en la unica trayectoria de C' a D en
el nervio de C, o D estd en la tnica trayectoria de C' a E en el nervio de
C. En cualquiera de los dos casos D y E tienen el mismo color. Esto es
absurdo porque D es azul y E es verde.
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Caso 6: pe DNT,donde Desazuly DNC =0;ype CI(ENT)\C),
donde E es verde y ENC # (.

Como D es abierto, DN(ENT) # 0. De manera que [D, E] es una arista de
S. Como la pareja [E, C] también es arista y la pareja [D, C] no es arista,
tenemos que la Unica trayectoria en S, que une a D con C es la unién de
las aristas [D, E] y [E,C]. Por tanto D y E son del mismo color. Esto es
una contradiccién.

Caso7: peBype(DNT)\C, donde D esazuly CND # (.
Comop e BCCIC)ype (DNT)\C C X\ C, tenemos que p €
Fr(C)NDNT = {pp}. Ya que pp = p € B, tenemos que D es verde. Esto
es absurdo pues D es azul.

Caso 8: pe (DNT)\C,donde D esazuly DNC # 0;y p e CUENT),
donde E es verdey ENC =0

Como D es abierto y p € D, tenemos que D N E # . Entonces la tinica
trayectoria en S que une E con C' es la unién de las aristas [E, D] y [D, C].
De manera que E y D son del mismo color. Esto es absurdo.

Caso 9: pe (DNT)\C,donde Desazuly DNC # @; y pe CI((EN
T)\ C), donde E es verde y ENC # (.

Como D y E son de distinto color, D # E. Entonces los vértices C', D y
FE forman un tridangulo en S. Esto también es absurdo.

III. Para demostrar que C1(Q) N R = () se hace una prueba similar a II.

Por tanto, Q y R forman una separacion para T', entonces T es disconexo, un
absurdo. Asi tenemos que CI(C') NT es conexo.

Probaremos ahora la segunda afirmacion. Sea C un eslabon terminal de C. Ob-
servemos que si T\ C =T o T\ C = (), entonces T\ C es conexo y hemos
terminado. Supondremos entonces que § # T\ C # T.

Supongamos que 7'\ C no es conexo. Sean A y B dos componentes de T'\ C.
Por el teorema de golpes en la frontera aplicado a Ty T\ C, tenemos que

ClT(A) N F’I’T(T\C) 7& .

Como A es cerrado en T\ C y T\ C es cerrado en T, entonces Cly(A) = A.
Por lo tanto
AﬁFTT(T\C) #* 0.

Recordemos que Frp(T\ C) = Frp(C) y Frp(C) C Frx(C)NT. Por tanto

ANTNFr(C) # 0.
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De manera similar se puede demostrar que BNT NFr(C) # 0.

Sean z € ANTNFr(C)yy € BNTNFr(C). Si z =y, entonces AN B # ),
un absurdo. Entonces x # y. Como x y y son elementos de Fr(C'), entonces no
estdn en C. Ya que C es cubierta de T, existen D y E en C \ {C} tales que
xr€DyyeE. SiD+# E,ya que estos abiertos son vecindades de = y y, res-
pectivamente, y {z,y} C Fr(C), entonces CN D # () y CNE # ). Entonces hay
dos eslabones distintos que intersecan a C, contradiciendo que C' es un eslabén
terminal. Por lo tanto D = E. Entonces {z,y} C Fr(C)NDNT. Esto contradice
que T esta derecho en C.

El absurdo vino de suponer que 7'\ C tenia més de una componente. Por tanto
T\ C es conexo. O

Definicion 2.15. Sea C una cubierta abierta de un dendroide X. Dado C € C
definimos su corazén como

M(C):C\(U{DGC|D7AC}).

Notemos que
M(C) =X\ (U{D€C|D7EC}).
Entonces M (C) es cerrado en X.

Lema 2.16. Sean C una cubierta abierta, tensa y arbolada de un dendroide X,
y T un arbol derecho en C. Si C € C, entonces M (C) NT es conexo.

Demostracion. Supongamos que no lo es. Entonces existen subconjuntos cerra-
dos y no vacios Ay Ben X talesque ANB=0y AUB=M(C)NT.
Vamos a definir dos subconjuntos A y B de C.

Dada D € C\ {C}, en el caso en que C N D # (§, como T estd derecho en
C, existe un punto pp € X tal que Fr(D)NT NC = {pp}. Si existe E € C tal
que pp € E, entonces END # () y ENC # (. Como el nervio de C no tiene
tridngulos, tenemos que £ = D o F = C. Notemos que E # D porque pp € FE
v pp € D. Entonces E = C. Por tanto, C es el tinico elemento de C que tiene
a pp. Por tanto pp € M(C) Entonces pp € M(C), y como pp € T, entonces
pp € AUB (y s6lo estd en uno de estos conjuntos ya que A y B son ajenos). En

el caso en que pg € A, ponemos D € A, y en el caso en que pp € B, ponemos
D eB.

En el caso en que D N C = (, recordemos que los vértices de N(C) son los
elementos de C. Ademds, N(C) es un arbol. Entonces D es un vértice de N(C)
que no es adjacente al vértice C. Sabemos que existe una unica trayectoria en
N(C) que va de C a D. Sea D el elemento de esta trayectoria que es adyacente
a C. Entonces D; NC # (. Por el caso anterior, D; € Ao Dy € By sélo estd en
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uno de ellos. Entonces ponemos D € Asi Dy € A,y D € Bsi D; € B. Observe-
mos que, ya que la trayectoria de C' a D es tnica y D7 estd unicamente en uno de
los conjuntos A y B, entonces D € Ao D € By estd unicamente en uno de ellos.

Entonces C\ {C} =AUBy ANB=0.

Definimos los siguientes subconjuntos de X:

Q=Au(UtpnT|DeA}), y

RzBU(UHNﬂWDeBD.

Notemos que  y R son subconjuntos de T ya que tanto A como B lo son.
Veremos que Q y R constituyen una separacion para 7', y asi llegaremos a un
absurdo.

L

II.

ITI.

T=QUR.

Tomemos p € T. Si p € M(C), entonces p € AUB C QU R y hemos
terminado. Supongamos entonces que p € M(C). Entonces existe D €
C\{C} =AUB tal que p € D. Entonces D € AUB. Si D € A, entonces
pe€Q,ysiD e B, entonces p € R. Con esto terminamos la prueba de que
T C QU R, y como ya habiamos visto, la otra contencién, tenemos que
T=QUR.

(Utp1Deay)n(Up| DeBY) =0

Supongamos que existen eslabones D € Ay E € B tales que DN E # ().
Entonces [F, D] es una arista de N(C). Sea P; la tinica trayectoria en N (C)
que va de C' a D. Tenemos que P; U {[F, D]} es la tnica trayectoria que
va de C' a E. Sea F' el elemento de P; U {[E, D]} que es adyacente a C.
Entonces pr € A o pp € B. en el primer caso, D y F estdn en A, y en el
segundo caso D y E estdn en B. Los dos casos contradicen que ANB = ().
Por otra parte, si £ € P;, entonces E' y D estdn en P;, y se obtiene una
contradiccién similar. Por lo tanto

(Utp1peap)n(Uip| peBy) =0

QNR=10.

Supongamos que existe p € QNR. Sip € A C M(C), entonces, por cémo se
definié M (C), p no puede estar en ningtn elemento E de C\ {C}. Ademés,
como AN B = (), tenemos que p € B. Por lo tanto p ¢ R, un absurdo.

Entonces p ¢ A. Similarmente, p ¢ B. Pero R = BU ( U{DNnT|De B})

Asi, p € (U{D | D e A}) N (U{D | D € B}) Esto contradice II. Por
tanto, Q N R = 0.
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IV. @ y R estan separados.
Supongamos que existe un punto p € CI(Q) N R. Si p € CI(A) = A, en-
tonces @ N R # (). Esto contradice III. Por lo tanto p ¢ CI(A). Como A es
finito, existe D € A tal que p € C1(D) N R.
Sip € B, como B C M(C), entonces p € M(C), esto quiere decir que
p € C'y C es el tnico eslabén de C que tiene a p. Como D € C\ {C},
entonces p € D. Por lo tanto p € Fr(D). Yaquep € B C C'y C es abierto,
tenemos que C'N D # §. Dado que p € CI(Q) C T y T es compacto, en-
tonces p € TNFr(D)NC = {pp}. De modo que p = pp. Dado que D € A,
por definicién, pp € A. Por lo tanto p € AN B, un absurdo. Concluimos
que p € B.
Como p € R, existe E € B tal que p € E. Como E es abierto, entonces
E N D # (. Esto contradice II y prueba que CI(Q) N R = 0.

Similarmente, @ N CI(R) = (). Por lo tanto Q) y R estén separados.

Como A # () # B, entonces Q y R son distintos del vacio. Concluimos que Q
y R constituyen una separacién para 7', lo que es absurdo. Esto prueba que
M(C)NT es conexo. O

Lema 2.17. Sea C una cubierta abierta, tensa y arbolada de un dendroide X.
Si C y D son elementos de C, entonces C1(C'N D) = Cl(C) N CI(D). Si ademas
CND#QyC # D, entonces se cumple lo siguiente:

1. Fr(C)NFr(D) =0, (2.1)
2. Fr(D)NC es cerrado, y (2.2)
3. Fr(Cn D)= (Fr(C)ND)U (Fr(D)NC). (2.3)

Demostracion. Si C = D, entonces claramente C1(C' N D) = CI(C) N Cl(D). Si
CND =), como la cubierta C es tensa, entonces C1(C)NCL(D) = § = C1(CND,).
Entonces, para el resto de la prueba supondremos que C' # D y que CN D # ().

Empecemos por probar la igualdad C1(C'n D) = C1(C) N CI(D). Claramente,
Cl(Cn D) c CI(C)NCLD).Veremos ahora que CI(C)NCl(D) C (CNCID))uU
(CI(C)N D).

Sea p € CI(C)NCID). Sea E € C tal que p € E. Como E es abierto, ENC # ()
yEND#0.Si E ¢ {C,D}, tenemos que C, D y E son los vértices de un
tridngulo en el nervio de C. Esto es absurdo porque C es arbolada. Por lo tan-
to E € {C,D}. Si E = C entonces p € C NCID); y si E = D, entonces
p € CI(C) N D. De manera que p € (CNCI(D))U (CI(C) N D).

Ahora veamos que C1(C) N Cl(D)) Cc CI(C' N D).

Sea p € Cl(C) N CI(D). Por el péarrafo anterior, podemos suponer que p €
C N CI(D). Si tomamos un abierto U de X tal que p € U, tenemos que p
pertenece al conjunto abierto C'N U. Por lo que C N U N D # (). Por tanto
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p € CI(C' N D). Esto termina la prueba de que CI(C') N Cl(D) = C1(C N D).

Probemos ahora (2.1), (2.2) y (2.3).

1. Supongamos, contrario a (2.1), que existe un punto p € Fr(C) N Fr(D).
Como C es tensa, tenemos que C N D # (). Ya que C y D son abiertos,
entonces p € CUD. Por tanto, existe E € C\{C, D} tal que p € E. Ya que
E es abierto, ENC # 0y END # (. Entonces [C, D], [C, E] y [D, E] son
aristas en el nervio de C. Entonces el nervio de C contiene un tridngulo.
Esto es absurdo porque el nervio de C es un arbol. Con esto terminamos
la prueba de que Fr(C') N Fr(D) = 0.

2. Probaremos ahora que Fr(D) N C es cerrado. Sea p € Cl(Fr(D) N C). Sea
E € C tal que p € E. Entonces existe ¢ € ENFr(D) N C. De modo que
ENC es una vecindad de ¢, por lo que ENC N D # . Como C es una
cubierta arbolada, E/, C'y D no pueden ser todos distintos. Ya que ¢ & D
(pues estd en su frontera) y ¢ € E N C, tenemos que E = C y entonces
p € C. Como p € Cl(Fr(D)) C Fr(D), tenemos que p € Fr(D). Por tanto,
p € Fr(D) N C. Esto termina la prueba de que Fr(D) N C' es cerrado.

3. Sélo falta probar que Fr(C' N D) = (Fr(C) N D) U (Fr(D) N C). Probemos
las dos contenciones:

(C) SeapeFr(CND)cClC)NCID). Sip¢ Fr(C)UFr(D), tenemos
que p estd en el interior de ambos conjuntos, asi que existe un abierto
U tal que U € C N D, lo que contradice que p € Fr(C N D). Podemos
suponer entonces que p € Fr(C). Asi, p € C. Si p € D, tenemos que existe
E € C\{C,D} tal que p € E. Ya que E es abierto, EN(CN D) # . Esto
contradice que C es una cubierta arbolada. Por tanto p € D, y entonces
p € Fr(C) N D. Esto termina la prueba de la primera contencién.

(D) Tomemos ahora p € Fr(C)N D. Por tanto p & C, asi que p ¢ CND.
Sea U un abierto en X tal que p € U. Entonces U N D es una vecindad de
p, por lo que (U N D)NC # (. Esto muestra que p € C1(C' N D), y como
p & C N D, concluimos que p € Fr(C' N D).

O

Dada C € C, definimos C(C)={DeC|DNC #0y D # C}.

Lema 2.18. Sea C una cubierta abierta, tensa y arbolada de un dendroide X.
Si C € C, entonces M(C) es cerrado y Fr(M(C)) = | U{Fr(D)NC | D € C(C)}.

Demostracion. Ya sabemos que M(C) es cerrado. Probaremos ahora las dos
contenciones:
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(€) Tomemos p € Fr(M(C)) ¢ M(C) = CI(M(C)). Entonces p € C. Por
otra parte, p € CI(X \ M(C)) = Cl(U{D eC| D # C}) =U{CI(D) | C €
Cy D # C}. Entonces existe D € C tal que D # C y p € CI(D). Como
p € M(C), p ¢ D. De modo que p € Fr(D) U C. Ya que C es abierto, p ¢
Fr(C) y CN D # (). De manera que D € C(C). Esto termina la prueba de que
Fr(M(C)) c U{Fr(D)nC | D € C(C)}.

(D) Tomemos ahora p € J{Fr(D)NC | C € C(C)}. Entonces existe D € C tal
que DNC #0,D#CypeFr(D)NC.Siexiste E€Ctalquepe Ey E # C,
entonces EFNC es una vecindad de p, por lo que ENCND # (). Ya que p € Fr(F)
y p € Fr(D), entonces E # D. Esto contradice el hecho de que el nervio de C
es un 4rbol y prueba que p € | J{E € C | E # C}. Por tanto p € M(C). Como
peFr(D)CcCUD) CCIU{E eC|E #C})=ClX \ M(C)), concluimos que
p € Fr(M(C)). Esto termina la prueba de la afirmacién. O

Sean C'y D elementos de C tales que C # Dy DN C # (. Como T estd
derecho en C, tenemos que existe un tnico punto en Fr(D)NCNT. A este punto
lo llamaremos p(C, D). Es decir, Fr(D)NCNT = {p(C, D)}.

Lema 2.19. Sean C una cubierta abierta, tensa y arbolada de un dendroide X
y T un arbol en X derecho en C. Sean C'y D elementos de C tales que C # D
y CN D # (. Entonces CI(C N D)NT es conexo.

Demostracion. Supongamos por el contrario que CI(C' N D) N T es disconexo.
Entonces existen dos subconjuntos cerrados ajenos y no vacios A y B tales
que CI(CND)NT = AU B. Por el Lema 2.17, Fr(C N D) = (Fr(C)N D) U
(Fr(D) N C). De manera que Fr(CND)NT = (Fr(C)NnCNT)U (Fr(D) N
cnT)={p(D,C),p(C,D)}. Hacemos p; = p(C, D) y p2 = p(D,C). Entonces
{p1,p2} CCL(ICND)NT =AUB.

Sea S el nervio de C. Como C'ND # (b, entonces [C, D] es una arista de S. Como
el quitar cualquier arista en un arbol lo separa, es posible separar al conjunto
de vértices de S (que es C) en dos conjuntos A y B tales que C € A, D € By
la tnica trayectoria entre un elemento de A y un elemento de B contiene a la
arista [C, D]. Definimos los siguientes subconjuntos de X:

U=|J{Eec|EcAa\{C}}yV=|J{EcC|EecB\{D}}.

(Es importante observar que tomamos a U y V como subconjuntos de X, no
como subconjuntos de los vértices de S). Entonces U y V son subconjuntos
abiertos de X (alguno podria ser vacio), y como ningtn elemento de A\ {C}
interseca a uno de B\ {D}, tenemos que U NV = Q. (Ver Figura 2.3).
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Figura 2.3: Separamos el conjunto de vértices en dos conjuntos A y B que
satisfacen que C € A, D € B y para llegar de un elemento de A a uno de B se
ocupa la arista [C, D]. A partir de esto construimos dos subconjuntos U y V' de
X, estos abiertos satisfacen que U NV = .

Analizamos tres posibilidades:

Posibilidad 1: p; € Ay py € B.
Definimos los siguientes conjuntos:

Q=(UU(C\D)NT)UAyR=((VU(D\C)NT)UB.

Figura 2.4: Veremos que @@ y R separan T para llegar a un absurdo.

Veremos que Q y R constituyen una separacion para 7.
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CAPITULO 2. UN CASO PARTICULAR: DENDROIDES SUAVES

Para empezar, veamos que T'= Q U R.

(C) SeateT.SeaEecC=AUBtalquepe E.Si E e A\ {C},
entonces p € UNT C @ y hemos terminado. Si E = C y p € D, entonces
pe(C\D)NT CQQysiE=Cypé€D,entoncespe CNDNT C
AUB C QU R. Por tanto, si E € A, concluimos que p € Q U R. El caso
en el que F € B se hace de forma similar.

(D) Como Ay B son subconjuntos de 7', tenemos que QU R C T.
Esto completa la prueba de que T'= Q U R.
Como A y B son no vacios, tenemos que ) y R también son no vacios.

Veamos que C1(Q) N R = (. Supongamos por el contrario que existe un
punto p € CI(Q) N R. Analizamos los posibles casos para p.

Casol: peCl(U)ypeV.
En este caso la contradiccién se da porque U y V son abiertos ajenos.

Caso 2: peCl(U)NTypeD\C.

Ya que D es abierto, tenemos que DNU # (). Entonces existe F € A\ {C'}
tal que DN E # (. Esto contradice la manera en que escogimos A y B,
pues la 1dnica trayectoria entre un elemento de A y un elemento de B es
[C, D].

Caso3: peCl(U)NTypeB.

Como B C CI(C N D) C CI(D), tenemos que p € CI(U) N CI(D). Esto
implica que existe E € A\ {C} tal que p € CI(D) N Cl(E). Como C es
tensa, se tiene que D N E # (. Procediendo como en el caso 2 se obtiene
una contradiccién.

Caso4: peClC\D)NTypeV.
En este caso, existe E € B\ {D} tal que p € E. Como E es abierto,
ENC # 0, esto no es posible porque C € Ay FE € B\ {D}.

Caso 5: peCl(C\D)nTypeD\C.
En este caso, p € CI(C'\ D) Cc CI(X \ D) = X \ D, por lo que no puede
estar en D \ C. Por tanto este caso también es absurdo.
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Caso 6: peCl(C\D)NTypeB.

Como p € CI(C\D) C X\D, tenemos que p € D. Notemos que B C C1(D),
asf que p € Fr(D). Sea E € C tal que p € E. Entonces E # D, END # ()
y ENC # (. Como S no tiene tridngulos, tenemos que £ = C. De manera
quep € CNFr(D)NT = {p(C,D)} = {p1}. Entonces p=p; € AN B, lo
cual es absurdo pues A y B son ajenos.

Caso7: peClAANT=ANTypelV.

Sabemos que A C CI(C N D) C Cl(C). Ademds, como p € V, existe
E € B\{D} tal que p € E. Entonces CI(C)NE # . Por tanto CNE # ().
Esto contradice la eleccién de A y B.

Caso 8 pe ANnTypeD\C.
Ese caso es similar al caso 6 intercambiando A por B y C por D. Asi, este
caso también es imposible.

Caso 9: pc ANnTypeB.
Este caso es absurdo ya que AN B = (.

Con esto concluimos que C1(Q) N R = . De forma similar se prueba que Q N
CI(R) = 0. Entonces T no es conexo, un absurdo. Esto prueba que la posibilidad
1 no se puede dar.

Posibilidad 2: {pi,p2} C A.
Definimos

Q=(Uu(C\D)uvu(D\C)NT)UAy R=B.

Con argumentos similares a los de la posibilidad 1, obtenemos que @ y R cons-
tituyen una separacién para T, lo cual es una contradiccion.

Posibilidad 3: {p;,p2} C B.
En este caso definimos

Q=AyR=(UU(C\D)UVU(D\C)NT)UB.

También ésta es una separacion de T'y nos lleva a que T es disconexo. Por tanto
esta posibilidad no se puede dar. Esto concluye la prueba del lema. O

Construcciéon 2.20. Sean C una cubierta abierta, tensa y arbolada de un
dendroide X y T un arbol en X derecho en C. Dada C' € C, vamos a definir una
funcién continua

fo: M(C) = M(C)NT.

Por el Lema 2.18, sabemos que M (C) es cerrado y que Fr(M(C)) = U{Fr(D)N
C | D € C(C)}. Ademas, por el Lema 2.16, TN M (C') es conexo, y por tanto es
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un subdrbol de T'.
Dada D € C(C), tenemos que DNC # () y D # C. Entonces Fr(D)NCNT =
{p(C, D)}. Notemos que Fr(D)NCNT C Fr(M(C))NT Cc M(C)NT.

Empezamos por definir feo : Fr(M(C)) U (M(C)NT) — M(C)NT como sigue:

felp) = {p(c’ D), sip€FDING, y DeC(O), y

2.4
D, sipe M(C)NT. (24)

En el caso en que p € Fr(D)NC N M(C)NT, donde D € C(C), por definicidn,
p = p(C, D). De manera que fc(p) estd bien definida. Ademas, por (2.1) y (2.2),
los conjuntos de la forma Fr(D) N C son cerrados, y cuando D varfa en C(C),
son ajenos dos a dos. Por tanto fo es una funcién bien definida y continua en
Fr(M(C))u(M(C)NT).

Ya que M(C) es un espacio compacto, Fr(M(C)) U (M(C)NT) es cerrado en
M(C)y M(C)NT es un extensor absoluto, tenemos que es posible extender fo
a una funcién continua (que seguiremos llamando f¢),

fo: M(C) = M(C)NT.

Claramente, fo es una retraccién. Ademds tenemos la siguiente propiedad que
nos sera util mas adelante:

Para cada t € M(C)NT, f5*(t) c M(C) C C. (2.5)

Dadas C' y D en C tales que CND # () y D # C, vamos a definir una funcién
continua

fre.py : CHCND) = C(CND)NT.
Por (2.3), sabemos que Fr(C' N D) = (Fr(C) N D) U (Fr(D) N C). Por el Lema
2.19, CI{C N D)NT es conexo, y entonces es un subédrbol de T'.
Definiremos primero fic py : F(CND)U(C(CND)NT) = C(CND)NT
como sigue:

p(C,D), sipeFr(D)NC,
f{C,D}(p) = p(DaC)a sip€ FI‘(C) nD, y (26)
P, sipe Cl(CND)NT.

Recordemos que {p(C,D)} = CNFr(D)NT y {p(D,C)} = DNFr(C)NT. Si
p € Fr(D)NCNCICND)NT, entonces, por definicién, p = p(C, D), de manera
que los valores asignados para p coinciden. Similarmente, si p € Fr(C) N DN
Cl(CND)NT, los valores que le son asignados coinciden. Adem4s, por (2.1) y
(2.2), los conjuntos Fr(C)ND y Fr(D)NC son cerrados y ajenos. De manera que
la funcién frc, py estd bien definida y es continua en Fr(CND)U(C(CND)NT).
Ya que C1(C'N D) es un espacio compacto, Fr(CND)U(CI(CND)NT) es cerrado
en CI(CN D)y Cl(CND)NT es un extensor absoluto, tenemos que la funcién
f{c,py tiene una extensién continua (que seguiremos llamando fc py)

fiepy s CIC N D) = CI(C N D)NT.
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Claramente, f{c py es una retraccion.

Afirmacién: Seat e CI(C N D)NT. Entonces se cumple lo siguiente:

1. Sit =p(C, D), entonces f{c},D}(t) cC, (2.7
2. Sit=p(D,0), entonces f; py(t) C D,y (2.8)
3. Sit¢ {p(C,D),p(D,C)}, entonces f{_g’D}(t) cCnD. (2.9)

Demostracion. Para demostrar (2.7), notemos que, por la definicién de fic py,
se tiene que fic py(Fr(C) N D) = {p(D,C)}. Como p(C,D) € Fr(D)NC'y
p(D,C) € Fr(C) N D, entonces p(C, D) # p(D, C). Por tanto,

Fr(C) N DN fopy((C, D)) = 0.
Ademas, por (2.3),
CI(CND)=F(CND)U(CND)=(Fr(C)nD)U (Fr(D)NnC)U(CND).

De manera que f{c}’D}(p(C, D)) c (Fr(D)NnC)U(C N D) cC C. Esto termina la
prueba de (2.7).
La prueba de (2.8) es similar a la de (2.7).

Para demostrar (2.9), tomemos t € CI(C N D)NT \ {p(C, D), p(D,C)}. Como
frepy(F(C)N D) = {p(D,C)} y fc,py(Fr(D)NC) = {p(C, D)}, tenemos que
(fe.py ) N ((Fr(C) N D) U (Fr(D) N C)) = 0.

De modo que
(fic.py() NFr(CN D) =0.
Y como
fropy () C CUC N D),
obtenemos que f{_c} py C cnD. O

Proposicion 2.21. Sean X un dendroide, C una cubierta abierta, tensa y ar-
bolada de X y T un arbol contenido en X y derecho en C. Entonces existe una
C-retraccién f: X — T.

Demostracion. Mantendremos la notacién que hemos estado usando. Veremos
que existe una funcién continua f : X — T que extiende a todas las funciones

de los tipos fc y fic,py-
Definimos f como sigue:

fp) = {fc(p)7 si existe C' € C tal que p € M(C), y

Jie,py(p), sipe Cl(C'N D) para algunos C, D € C distintos.
(2.10)

Notemos que las funciones mencionadas estdn definidas y son continuas en ce-
rrados de X. Para ver que f esta bien definida, basta ver que estas funciones
coinciden en las intersecciones. Hay tres casos a considerar:
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Caso 1: C'y D son elementos de C y M(C) N M(D) # 0.

Tomemos p € M(C)NM (D). Por como fueron definidos M (C) y M (D), se tiene
que C es el tnico elemento de C que tiene a p, y lo mismo ocurre con D. De
manera que C' = D. De modo que f¢ y fp coinciden en C =CND = D.

Caso 2: C, Dy FE son elementos de C tales que C # D, CND # 0y
M(E)NCI(C N D) #0.

Sea p € M(E) N Cl(C N D). Entonces E es el unico elemento de C que tiene
a p. Ademds, como p € CI(C N D), entonces ENC N D # §. Como C es
arbolada, entonces C, Dy F no pueden ser todos distintos entre si. Pero C' # D,
as{ que podemos suponer que C = E y D # FE. Entonces p ¢ D, y como
p € CI(D), tenemos que p € Fr(D). Por tanto p € C N Fr(D). De manera que

fe(p) = fo(p) = p(C, D) = fio,.0y(p)-

Caso 3: C, D, Ey F son elementos de C tales que C # D, CND # 0, E # F,
ENF#0yCl(CND)NCHENF) #0.

Seap € CI(CND)NCIENF) ysea G € C tal que p € G. Entonces GNCND # ()
y GNENF # (. Ya que C es arbolada, tenemos que G € {C, D} N{E, F'}. Po-
demos suponer entonces que C = G = E. Como p € CI(D)NCI(F) y C es tensa,
tenemos que DNE # (). Pero G = C y CND # §, entonces GN D # (), similar-
mente GNEF # (. Como D # G, G # F y S (el nervio de C) no tiene tridngulos,
entonces los elementos D, G y F no son todos distintos. De manera que D = F.
Tenemos entonces que C' = E'y D = F. Claramente f{c py(p) = fie,r}(p)-

Por tanto, f esta bien definida en las intersecciones y es continua en la unién

de todos los conjuntos de la forma M (C) y CI(C N D).

Observemos que en la demostracién del Caso 1 se prueba que si existen ele-
mentos C' 'y D de C tales que p € M(C) N M(D), entonces C = D y por
tanto fo = fp. También, en el Caso 3 vemos que si C, D, E y F son ta-
les que p € CL{CND)NCHENF), entonces C = E'y D = F, y por tanto
fie,py = fig,ry. Por tltimo, en el Caso 2 vemos que si C, D y E satisfa-
cen que p € M(E) N Cl(D N (), entonces se puede suponer que C = E, y
fe(p) = fc(p) = p(C, D) = fic,p}(p). Esto implica que si p estd en el dominio
de dos funciones distintas del tipo fc o fr¢,py, entonces p € M(C)NCI(CN D).
(2.11)

Veamos ahora que la unién de los conjuntos de la forma M(C) y CI(C N D)
es igual a X. Tomemos p € X. Si existe un tinico elemento C' de C que tiene a
p, entonces p € M (C). Si, por el contrario, existen dos elementos distintos C' y
D de C que tienen a p, entonces p € CI(C' N D). Esto prueba que la unién de
estos conjuntos es igual a X.

Por tanto, f esta bien definida en todo X y es continua. Ademds, es claro que
todos los valores de la imagen de f pertenecen a T
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Falta ver que f es una retraccién de X en Ty que f es una C-funcion. Pa-
ra ver que f es una retraccién, tomemos p € T. Entonces ocurre alguno de los

siguientes casos: f(p) = fc(p) = p o f(p) = fre,p3(p) = p- En cualquier caso
f(p) = p. Por tanto f es una retraccién de X en T.

Veamos que f es una C-funcién. Para esto, tomemos ¢t € T'. Sea
A={fc|CeCtU{fiemy|C,DeC,C#DyCnD#0}.

Consideremos dos casos:

Caso 1: t sélo estd en la imagen de una de las funciones de la familia A.
En este caso, por la propiedad (2.5), y las propiedades (2.7), (2.8) y (2.9),
tenemos que existe C' € C tal que f~1(t) C C.

Caso 2: t estd en la imagen de al menos dos elementos de A. Sabemos que
los elementos de A son retracciones, entonces, para toda f € A se tiene que
Im(f) € Dom(f) (aqui Im(f) y Dom(f) denotan la imagen y el dominio de
f, respectivamente). Entonces existen funciones distintas g y h de A tales que
t € Dom(g) N Dom(h). Por la observacién (2.11), existen dos elementos C'y D
de C tales que t € M(C)NCHCND)Cc CNFr(D),g=fcyh=ficpyytno
puede estar en ningun otro conjunto de la forma M (FE) ni ENFr(F). Por tanto,
@) =fz't)u fic,py(t). Asi, por las propiedades (2.5) y (2.7), concluimos
que f~1(t) C C. Esto termina la prueba de que f es una C-funcién. O

Definicién 2.22. Sean X un espacio métrico y C una cubierta arbolada de X.
Tomemos un arco ab C X. Diremos que ab se enrolla en C si existen eslabones
C, Dy E deC y puntos z,y y z tales que:

. C¢{D,E},

—_

2. z,z€abNFr(C)ND,

3. yeabNFr(E),y

4. a <x <y <z<b, en el orden natural del arco en el que a < b.
Notemos que en esta definicién puede ocurrir que D = E.

Dados un dendroide X, un subcontinuo ¥ de X y un punto p € X, podemos
construir un punto g € Y tal que pgNY = {q} de la siguiente manera: sip € Y,
hacemos g = p; si p € Y, elegimos un punto y € Y y tomamos el arco que une
p con y. Entonces ¢ es el primer punto en el arco py, yendo de p a y, que esta
en Y. Entonces pg N'Y = {q}. Veamos que este punto es tnico. Si existe un
punto r tal que prNY = {r}, entonces pr Upg es un continuo que satisface que
(prUpg)NY = {q,r}. Como X es un dendroide, entonces {g,r} es conexo. Por
tanto ¢ = r. Dado un punto w € Y, consideremos el arco pw. Sea ¢; el primer
punto en este arco, yendo de p a w, que estd en Y (si p € Y, hacemos ¢; = p).
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Por lo que vimos antes, g1 = q. Esto muestra que, para cualquier w € Y, g € pw.
En consecuencia, pw = pq U qw. (2.12)

Definicién 2.23. Sean X un dendroide y Y un subconjunto de X. Sea ¢ € X.
Tomemos un arco de g a Y, es decir, un arco de la forma gy con y € Y. Decimos
que qy es irreducible si qyNY = {y}.

Proposicién 2.24. Sean X es un dendroide, C una cubierta tensa arbolada de
X y T un arbol derecho en C. Sea ¢ € X \ Ty supongamos que ningiin arco quw
(donde w € T) se enrolla en C. Si gr es un arco irreducible de ¢ a T, entonces
qr esta contenido en un eslabén de C y qr interseca a la cerradura de a lo més
otro eslabén de C.

Demostracion. Supongamos que la proposicién es falsa, es decir, ¢r no esta con-
tenido en un eslabén de C o gr si estd contenido en un eslabén de C e interseca
a la cerradura de al menos dos eslabones de C.

Sea C € C tal que q € C.

Supongamos que gr no esta contenido en ningin eslabén de C.

Por la conexidad de gr, tenemos que existe un punto € gr N Fr(C). Como C
es una cubierta de X, tenemos que existe D € C tal que x € D. Ya que D es
abierto, tenemos que C # D y que D N C # §. Dado que ¢r no estd contenido
en D, tenemos que existe un punto y € gr N Fr(D). Como D es abierto, x # y.

Revisemos dos casos: (ver Figura 2.5)
y
L)
OF~ )

Figura 2.5: Ilustramos aqui los dos casos posibles.

Caso1l: g<z<y<r.

Como T esta derecho en C, existe un punto w € T'N D N Fr(C). Ya que gr es
un arco irreducible de ¢ a Ty X es un dendroide, r € qw. Entonces gr C quw.
Por tanto ¢ < z < y < r < w. Entonces {z,w} C Fr(C)N D y y € Fr(D). Esto
implica que w # y, y por tanto el arco qw se enrolla en C (con E = D), lo cual
es absurdo.

Caso 2: g<y<z<r.
En el caso en que y € C, elegimos un punto w € T N C N Fr(D). Como D es
abierto, * # w. Entonces gr C quw, por lo que ¢ < y < x < r < w. Tenemos
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entonces que {y,w} C CNFr(D) y x € Fr(C), por lo que el arco quw se enrolla
enC (con E=Cy D¢{FE,C}), un absurdo.

Supongamos ahora que y ¢ C.

Sea E € C tal que y € E. Entonces E # C'y y € ENFr(D). Elegimos un punto
w € TNENFr(D). Entonces gr C qw, porloque ¢ <y <z <r<w.Size€E,
entonces DN E es un abierto de X que tiene a x, por lo que DNENC # (. Como
C es arbolada, entonces dos de los conjuntos D, C' y E coinciden. Sabemos que
C # E, ademds, como y € ENFr(D), entonces D # E, y como x € D NFr(C),
D # C. Esto es un absurdo. Esto muestra que = ¢ E. Por la conexidad del
arco yzx, existe un punto =’ € yx N Fr(F). Entonces ¢ <y <2’ <z <r < w.
Como 2/ ¢ E y w € E, tenemos que ' < w. Dado que {y,w} C ENFr(D) y
z’ € Fr(F), concluimos que el arco qw se enrolla en C (con D ¢ {E}), lo cual es
absurdo.

Con esto terminamos la prueba de que gr estd contenido en un eslabén de
C. A este eslabdn le seguiremos llamando C.

Supongamos ahora que existen eslabones D y F en C \ {C} tales que E # D,
qrNCLUD) # 0y qrNCLE) # 0.

Veamos que gr ¢ D U E. Supongamos, por el contrario, que gr C D U FE. Si
gr C E, entonces gr C ENC y qrNCI(D) # . Esto implica que CNDNE # ().
Esto sélo puede ocurrir si dos de los conjuntos C';, D y E son iguales, y como
esto no ocurre. concluimos que qr ¢ E. Sabemos que gr N CI(E) # @, entonces,
por la conexidad de ¢r, podemos elegir un punto = € ¢r N Fr(E). Por lo tanto
xz ¢ FE. Como gr C DU E, tenemos que x € D.

Similarmente podemos probar que existe un punto y € grNE. Entonces grND #
0y qrNE # . Por lo anterior y ya que ¢r C DU E, la conexidad de ¢r implica
que existe un punto w € grNDNE. Como gr C C', concluimos que w € CNDNE,
un absurdo ya que C es arbolada.

Con esto hemos probado que qr ¢ D U E.

Ya que gr N CI(D) # 0 y gr N CI(E) # 0, entonces gr N Fr(D) # Oy gr N
Fr(E) # 0. Como gr C C, tenemos que existen puntos w € ¢gr N C NFr(D) y
z€qrNCNFr(E). Siw=z como C es tensa, tenemos que D N E # (. Pero
CND # 0 # CnNE, entonces los elementos C, D y E forman un tridngulo
en el nervio de C. Esto es imposible pues C es arbolada. por tanto w # z. De
manera que w # r o z # r. Supongamos, por ejemplo, que ¢ < w < z < 7.
Ya que T esta derecho en C, existe un punto v € TN C N Fr(D). Como gr es
irreducible entre ¢ y T 'y v € T, tenemos que ¢ < w < z < r < wv. Si z = v,
entonces z € C NFr(E) NFr(D). Como C es tensa, esto implica que E N D # (.
Esto contradice (2.1). Por tanto z # v. Entonces el arco ¢r se enrolla en C, una
contradiccién. Esto termina la prueba de la proposicién. O

Definicién 2.25. Sean X un dendroide suave, p un punto inicial de X y C una
cubierta tensa arbolada de X. Si Y es un subcontinuo de X, diremos que Y
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tiene la propiedad W si existen un refinamiento D de C y un arbol T'C Y tales
que:

1. D es una familia tensa y arbolada de abiertos de X tal que D* (la unién

de los elementos de D) cubre a Y, (2.13)
2. T estd derecho en D, y (2.14)
3. Sig €Y, entonces el arco pg MY no se enrolla en D. (2.15)

Notemos que la propiedad W se define para un punto inicial de X y para una
cubierta tensa y arbolada fija C.

Lema 2.26. Sean X un dendroide suave, C una cubierta tensa arbolada de X,
y Y un subcontinuo de X. Si Y no tiene la propiedad W, entonces Y no es
degenerado.

Demostracion. Supongamos que Y un continuo degenerado. Entonces Y = {y}.
Sea T = {y}. Tomemos D = C. Entonces D es un refinamiento de C que satisface
las condiciones (2.13) y (2.14). Para ver que se satisface la condicién (2.15),
basta notar que el arco py N {y} = {y} no se enrolla en D. Por tanto Y tiene la
propiedad W. Con esto terminamos la prueba del lema. O

Teorema 2.27. Sean X un dendroide suave, p un punto inicial de X y C una
cubierta tensa arbolada de X. Si Y; es un subcontinuo de X que no tiene la
propiedad W, entonces existe un subcontinuo minimal Y de Y; que no tiene la
propiedad W.

Demostracion. De acuerdo con el teorema de reduccién de Brouwer (Teorema
1.16), basta que probemos que si {Y,,}52; es una sucesién decreciente de subcon-
tinuos de Y sin la propiedad W, entonces Y = [\{Y}, | n € N} es un subcontinuo
de X sin la propiedad W.

Se sabe que la interseccién de una familia anidada de continuos es un continuo
(Lema 1.45), entonces Y = ({Y; | ¢ € N} es un subcontinuo de X. Supongamos
que Y tiene la propiedad W. Entonces existen un refinamiento D de C y un
arbol T C Y que satisfacen las propiedades (2.13), (2.14) y (2.15).

Sea U = D*. Como U es un abierto de X y Y C U, tenemos que existe N € N
tal que, para todan > N, Y, C U. Supongamos entonces que, para toda n € N,
Y, CcU.

Dada n € N, D cubre a Y,, y el arbol T' C Y,, estd derecho en D, entonces Y,
satisface (2.13) y (2.14). Como Y,, no tiene la propiedad W, tenemos que Y;, no
puede cumplir (2.15). Entonces existe ¢, € Y, tal que el arco pg, NY,, se enrolla
en D. Entonces existen eslabones C,, D,, y E, en D y puntos z,, y, y 2z, tales
que:

u Cn Q/ {Dn;En}7
w {Zp, 20} C pg, NFr(Cy) N Dy,
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" Yn quanr(En)v y
2 p <y <Yn < 2Zn < Q-

Como D tiene un nimero finito de eslabones, una de las tercetas (Cy,, Dy, Ey,) se
repite una infinidad de veces. Sea (C, D, F) dicha terceta. Entonces C ¢ {D, E'}
y existe un subconjunto infinito J de los naturales tal que, para toda j € J, se
tiene que C; = C, D; = D y E; = E. Para no usar indices innecesarios, vamos
a suponer que, para todan € N, C,, = C, D,, = D y E, = E. Por la misma
razén supondremos que las sucesiones {z,}5% 1, {yn}S2q, {20}, v {@n}22,
convergen a o, Yo, 20 ¥ qo, respectivamente.

Como {Y;}$2; es una sucesién decreciente, por el Lema 1.46, tenemos que

lim Y, =Y.

n—roo
Por tanto ¢p € Y. Dado que para toda n € N, {z,,2,} C Fr(C)N D y, por el
Lema 2.17, este conjunto es cerrado, tenemos que {zg, 20} C Fr(C) N D. Simi-
larmente vemos que yo € Fr(E).

Ya que p es punto inicial de X, tenemos que, lim,, oo Py = pxo, liMy o0 PYn =
PYo, limy, o0 P2 = pzo, v limy, oo pgn = pgo. Como para toda n € N se tie-
ne que pr, C py, C pz, C pgn, entonces, por el Lema 1.47, tenemos que
pro C pyo C pzo C pgo- Entonces p < xo < yo < 20 < qo-

Si g = yo, entonces g € Fr(C) N D NFr(E). Como D es tensa, CNE # (.
Ademsés, como D es abierto, tenemos que C N D # ) vy DN E # (. Como
C # D # FE, entonces D tiene un triangulo, un absurdo. Por tanto xy # yq-
Similarmente se muestra que yg # zo. Por tanto, p < zg < yg < zp < qo- Esto
muestra que el arco pgp se enrolla en D. Esto es absurdo ya que estamos supo-
niendo que Y satisface la propiedad (2.15).

Con esto hemos probado que Y no tiene la propiedad W. Aplicando el teo-
rema de reducciéon de Brouwer, concluimos que la familia de subcontinuos de Yy
sin la propiedad W tiene un elemento minimal con respecto a la inclusién. [

Teorema 2.28. Sean X un dendroide suave, p un punto inicial de X, Y un
subcontinuo de X y ¢ el punto de Y que satisface que pg N'Y = {q}. Entonces
Y es un dendroide suave y ¢ es un punto inicial de Y.

Demostracion. Sea {y,}>2 ; una sucesién de puntos de Y tal que lim,, o0 Y = ¥
para algin y € Y. Sabemos, por la propiedad (2.12), que para toda n € N,
PYn = pq U qy,. Ademds py = pq U qy. Como X es suave en p, tenemos que

lim pq U qy, = pq U qy.
n—oo

Debemos ver que

lim qy, = qy.
n—oo
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Supongamos que esto no ocurre. Sea H la métrica de Hausdorff en C'(X). En-
tonces existen € > 0y J C N infinito tales que, para toda n € J, H(qyn,qy) > €.
Como C(X) es compacto, (Teorema 1.49), la sucesién {qy, }nes tiene una sub-
sucesién convergente. Sea {qyn, }7>, dicha sucesién y sea A € C(X) tal que

lim qy,, = A.
k—o0

Entonces, para toda k € N, H(qyn,,qy) > €. Entonces H(A, qy) > e.

Como, para toda k € N, qy,, C pyn,, por el Lema 1.47, tenemos que A C
im0 PYn, = py. Ya que limy oo ypn, = y y, para toda k € N, ¢ € qyn,,
usando de nuevo el Lema 1.47, tenemos que {q,y} C A. Entonces A es un
subcontinuo del arco py = pqU qy y {y, ¢} C A. Por tanto qy C A C py.

Por el Lema 1.48, dada a € A, existe una sucesién de puntos {ay}?2; en X
tal que, para cada k € N, ar € qyn, C pqU qYn, = DPYn, vV limpe0ar = a.
Entonces, para toda k € N, ¢ € pay. Como X es suave en p, tenemos que q €
limg 00 par, = pa. Por tanto a € py y q € pa. Esto implica que a € qy. Hemos
probado que A C qy. Por tanto A = qy. Esto es absurdo pues H(A4,qy) > .
Esto concluye la prueba de que lim,,_, » qy, = qy. Con esto concluimos que Yes
suave en q. ]

Definicién 2.29. Sea X un continuo. Una funcidn de Whitney para C(X) es
una funcién continua p : C'(X) — [0,1] tal que:

1. u({p}) =0 para todo p € X,
2. SiA,BeC(X)y AC B, entonces pu(A) < u(B), y
3. u(X)=1.

Es sabido que para cualquier continuo X es posible definir una funcién de Whit-
ney para C(X). [12, Teorema 5.3, pp. 74-77].

Teorema 2.30. Sea X un dendroide suave en un punto p € X. Sea u: C(X) —
[0,1] una funcién de Whitney. Para cada € € (0,1), hacemos B(e) = {q € X |
w(pg) < €}. Entonces B = {B(e) | € € (0,1)} es una base de p en X formada
por conjuntos abiertos arco conexos.

Demostracion. Sea d una métrica para X. Como X es suave en p, entonces la
funcién ¢ : X — [0, 1] dada por ¢(q) = u(pq) es continua. Notemos que para
cada € € (0,1), B(e) = ¢~ 1([0,¢)), y por tanto, B(e) es un abierto de X que
tiene a p.

Sea e € (0,1). Dada g € B(e), tenemos que pg C B(e), ya que si 2 € pq, entonces
px C pq. Esto implica que p(pr) < p(pg) < €. De modo que = € B(e). Esto
prueba que pq C B(e). Por tanto B(e) es arco conexo.

Veamos ahora que B es una base de p en X. Sea 6 > 0. Veremos que existe
e > 0 tal que si ¢ € B(e), entonces d(p,q) < 0. Supongamos que esto no ocurre.
Entonces, es posible construir una sucesién {g,}5>; en X tal que, para toda
n € N, ¢, € B(-) pero d(p,q,) > 0. Entonces lim,_, o p(pgn) = 0. Podemos

1
n
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suponer (tomando subsucesiones de ser necesario) que lim,, o pg, = A para
algiin A € C(X), y que lim,,_,+, g, = ¢ para alguna g € X. Como p es continua,
w(A) = 0, por lo que A es un conjunto con un tnico punto. Como, para toda
n € N se tiene que p y ¢, son elementos de pq,, entonces p y q estdn en A. Por
tanto {p} = A = {q}. De manera que lim,_,+ ¢, = ¢ = p. Esto es absurdo pues
para toda n € N, d(p,q,) > . Hemos probado que existe € > 0 tal que B(e)
estd contenido en Bs(p). Como ¢ es un ndmero positivo cualquiera, concluimos
que B es una base de p en X. Con esto terminamos la prueba. O]

Lema 2.31. Sean X un dendroide, 7" un arbol contenido en X y p € T'. Sea
K ={C cT|C esuna componente de T'\ {p}}. Entonces p tiene una base de
abiertos B de X tal que, para todo U € B, |[K| = |Frx(U)NT|y Frx(U)NT
tiene exactamente un punto en cada componente de X \ {p}.

Demostracion. Si hace falta, podemos hacer que p sea un vértice de T'. Sean
Lq,...,L, todas las aristas, diferentes entre si, de T" que inciden en p. Para
cada i € {1,...,n}, sea z; el extremo de L; que es diferente de p. Notemos
que L; \ {p} es conexo. De manera que existe una componente C; de T \ {p}
tal que L; \ {p} C C;. Como T es un drbol, entonces T' es una dendrita. Dada
q € T\ {p}, el arco gp interseca a alguna L, en un conexo no degenerado. Por
lo que gp \ {p} interseca a alguna L; \ {p}, y como gp\ {p} es conexo, entonces
gp \ {p} C C;. Con esto hemos mostrado que T'\ {p} = C1 U...UC,.
Supongamos que existen ¢ y j en {1,...,n} tales que i # j y C; = C;. Como
C; es un abierto conexo y T es localmente conexo, por el Lema 1.11 tenemos
que C; es arco conexo. Dadas € L; \ {p} y y € L; \ {¢}, como {z,y} C C,,
tenemos que zy C C; C T\ {p}. Por otra parte, L; U L; es un arco que tiene
aryayypse ubica entre z y y en este arco. Como X es un dendroide, hay
un unico arco que une a x con y. Entonces, el inico arco que une a x con y en
X pasa por p. Es decir, p € zy, lo cual es absurdo. Por tanto, las componentes
Cy,...,C, de X \ {p} son distintas entre si. Entonces |K| = n.

Sea W un abierto de X tal que p € W. Tomemos, para cada i € {1,...,n},
puntos p; € L; \ {p} tales que p; no es un extremo de L; y pp1 U...pp, C W.
Definimos los siguientes conjuntos:

S=(pp1U...Uppp) \{p1;--spn} y R=T\ (pp1 U...Uppy).

Entonces Clx(R) y Clx(S) son dos subconjuntos cerrados de T tales que
Clx(R) N Clx(S) = {p1,-..,pn}. Como {p1,...,pp} N (RUS) = 0, tenemos
que Clx(R)NS =0y Clx(S)NR = B, por lo que Ry S son dos conjuntos
separados de X. Ya que X es métrico, por el Lema 1.4, X es completamente
normal. Entonces existen dos abiertos ajenos Uy y V' de X tales que S C Uy y
RCV.SeaU =UynNW. Entonces U es abiertoen X ype U C W.

Para cada i € {1,...,n}, como p; no es un punto extremo de L;, tenemos que
p; # x;. Entonces z; € T'\ Clx (S). De modo que x; € R. Por tanto, L; N R # ),
y entonces L; NV # (. Ademds, p € L;NSNW, asi que L;NSNW # (. Entonces
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L;NU # 0. Como U y V son abiertos ajenos, L; NU # 0y L; N (X \U) # 0.
Concluimos que L; N Frx (U) # (.

Seaz € TNFrx(U).Siz ¢ {p1,...,pn}, entonces z € SUR C (UyNW)UV =
UUYV. Como U es abierto y ajeno a V, y ademéds z € Frx(U), tenemos que
z ¢ Uy z ¢ V. Esto es absurdo. Por tanto z € {p1,...,p,}. Hemos probado
que Frx(U)NT C{p1,-.-,Pn}-

Dada i € {1,...,n}, 0 # Frx(UYNnL; C Frx(U)NT C {p1,...,pn}. Co-
mo p; es el unico punto de {p1,...,pn} que puede estar en L;, concluimos que
pi € LiNFrx(U) cTNFrx(U). Esto prueba que {p1,...,pn} CTNFrx(U).
Por tanto, TN Frx(U) = {p1,...,pn} y |Frx(U)NT| =n.

Por lo tanto |Frx(U)NT| =n=|K]|.

Observemos que hemos probado que, para cada i € {1,...,n}, C; N Frx(U) =
{pi}. Entonces Frx(U) N T tiene exactamente un punto en cada componente
de X \ {p}. O

La prueba del siguiente “teorema” estd incompleta. Hemos puesto la demostra-
cién, siguiendo lo escrito por Fugate en [10], hasta el paso en el que ya no se
puede avanzar més. De este modo es claro el momento en el que Fugate hace
una afirmacién falsa.

Teorema 2.32. Sean X un dendroide suave y € > 0. Entonces existe una
e-cubierta tensa C de X y un arbol 7' de X tales que:

1. El nervio de C es un éarbol, y
2. T esta derecho en C.

Demostracion. Por el Teorema 2.9, como X es un dendroide, tenemos que X
es arbolado. Entonces existe una e-cubierta arbolada D de X. Ademas, por el
Lema 2.11, podemos pedir que D sea tensa.

Sea p un punto inicial de X. Para probar el teorema, bastard mostrar que X
tiene la propiedad W (con respecto a p y a D). Supongamos por el contrario
que X no tiene la propiedad W. Por el Teorema 2.27, existe un subcontinuo Xy
de X sin la propiedad W y que ademas es minimal.

Sea g € Xy tal que pg N Xy = {q}. Por el Teorema 2.28, X, es un dendroide
suave con punto inicial gq. Por el Lema 2.26, X, es no degenerado. Fijamos una
funcién de Whitney p : C(X) — [0, 1]. Para cada A > 0, hacemos B(\) = {z €
Xo | p(gx) < A}. Como D es una e-cubierta, entonces § = min{e — didm(D) |
D € D} es un niimero positivo. Sea n > 0 tal que B(n) C B% (q), y que satisfaga
también que Xy # B(n). Dada x € Xo \ B(n), u(gx) > n. Entonces, reduciendo
continuamente el arco gz tomando tUnicamente arcos que tengan a ¢, tenemos
que existe z1 € gz tal que p(qr1) = 1. Sea Y una componente de Xy \ B(7n).
Entonces Y es un subcontinuo propio de Xy, y como Xy es un continuo minimal
sin la propiedad W, tenemos que Y tiene la propiedad W. Por tanto, existen un
refinamiento D(Y) de Dy un drbol T(Y) C Y tales que:
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1. D(Y) es una familia tensa arbolada de abiertos de X tal que Y C D(Y)*,

(2.16)
2. T(Y) estd derecho en D(Y), y (2.17)
3. Siy €Y, entonces el arco py N'Y no se enrolla en D(Y). (2.18)

Sea gy € Y tal que qgy NY = {qy }. Por el Lema 2.28, Y es un dendroide suave
con punto inicial gy .

Para obtener una contradiccién, vamos a probar que Xy tiene la propiedad
W. Para esto, constuiremos un refinamiento apropiado de D y encontraremos
un arbol apropiado. Nos apoyaremos del conjunto B(n), los refinamientos D(Y')
y los drboles T'(Y). Si ocurriera que gy € T(Y), entonces podriamos hacer las
cosas mas facilmente. Como esto no necesariamente ocurre, en el caso en el que
gy € T(Y) tenemos que hacer un paso maés.

Figura 2.6: Mostramos aqui un esquema de lo que ocurre en la prueba. X, es
un subcontinuo minimal de X que no tiene la propiedad W, y ¢ es el punto que
satisface que pg N Xy = {q}. Entonces ¢ es un punto inicial de Xy. B(n) es una
bola arco conexa alrededor de g que satisface que B(n) C Bs (¢) v B(n) # Xo.
Y es una componente de Xy \ B(n), por lo que Y es un un subcontinuo propio
de Xj. Por tanto, Y tiene la propiedad W. Podemos entonces encontrar un
refinamiento D(Y') de nuestra cubierta original D que cubra a Y y de modo que
D(Y) resulte una familia tensa y arbolada de abiertos, y podemos encontrar
un arbol derecho en D(Y). Sin embargo, este drbol no necesariamente tiene
a gy, por lo que es necesario considerar el &rbol R = ¢yu U T(Y). Como R
no necesariamente estd derecho en D(Y'), nuestra tarea consiste en encontrar
un refinamiento C(Y) de D(Y) que satisfaga que C(Y') sea una familia tensa y
arbolada de abiertos que cubra a Y, y que R esté derecho en C(Y).
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Caso 1: Supongamos que existe una componente Y de Xy \ B(n) tal que
gy € T(Y). Entonces existe un punto u € T(Y) tal que gyuNT(Y) = {u}. Sea
R = gyuUT(Y). Entonces R es un arbol en Y, sin embargo, R no necesaria-
mente estd derecho en D(Y).

Paso 1: Probaremos que existe un refinamiento C(Y') de D(Y') que satistace:
1. C(Y) es una familia tensa arbolada tal que Y C C(Y)*, y
2. R estd derecho en C(Y).

Dada t € T(Y), por la propiedad (2.18), pt N Y no se enrolla en D(Y). Note-
mos que pt = pq U gt = pq U qqy U qyt, de manera que pt NY = gyt. Por la
propiedad (2.18), pt no se enrolla en D(Y), entonces tampoco lo hace gy t. Por
el Lema 2.24, existe C' € D(Y') tal que gyu C C y gyu interseca a la cerradura
de a lo més otro elemento en D(Y). Elegiremos un elemento D de D(Y) de la
siguiente forma: si existe D € D(Y) cuya cerradura interseque a gy u, elegimos
ese D (y es el tinico que puede existir). Notemos que D N C # . Si no existe
tal D, elegimos un elemento de D(Y) que interseque a C. En cualquer caso, el
elemento D que escogimos cumple lo siguiente: D € D(Y)\ {C}, CND # 0y,
si E € DY)\ {C, D}, entonces gyun Cl(E) = 0.

La familia C(Y) que construiremos consistird de los elementos de D(Y') \ {D}
y de un subconjunto de D. Es decir, s6lo modificaremos a D, haciéndolo un
eslab6n més pequeno y dejaremos iguales a los elementos de D(Y) \ {D}.

Por el Lema 2.31, podemos elegir un abierto V de X tal queu € V. .C Cl(V) C C,
para cada F € D\ {C,D}, VN CIE) =0, y Fr(V) N R tiene exactamente un
elemento en cada componente de R\ {u}. En el caso en que u ¢ Cl(D), podemos
pedirle a V' que cumpla que C1(V) N Cl(D) = 0.

Afirmacién 1: CI(D\ C)N (R\ V) es conexo.
Recordemos que R =gyuUT(Y), gyu C Cy V C C. Como X \ C es cerrado,
tenemos que CI(D\ C) C X \ C C X \ gyu. De manera que

CID\C)N(R\ V) =CID\C)N(T(Y)\V)=ClD\C)NT(Y).

Veamos que CI(D \ C') = CI(D) \ C.

(C) Yaque X \ C es cerrado, tenemos que ClI(D \ C) C X \ C, y claramente
ClI(D\ C) c CI(D). Por tanto, CI(D \ C) c CI(D)\ C.

(D) Para la otra contencién tomemos = € CI(D) \ C.
En el caso en que z ¢ Cl(C), tomemos un abierto U de X tal que z € U.
Entonces z € UN (X \ CI(C)) y UN (X \ CI(C)) es abierto. Por tanto

DAUNX\Cl(CHNDcCcUN(X\C)ND=UN(D\QO).
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De manera que z € CI(D \ C'). Con esto terminamos este caso.

En el caso en que x € CI(C), como D(Y) es cubierta, existe E € D(Y) tal
que z € E. Entonces ENC # 0 y END # (. Como D(Y) es arbolada, D(Y') no
contiene triangulos, por lo que los elementos C'; D y E no pueden ser todos dis-
tintos. Como x € E\ C, tenemos que D = E. Por tanto x € D\ C C CI(D\ C).
Con esto terminamos la prueba de que CI(D \ C) = CI(D) \ C.

Entonces,
CID)\NC)NTY)=Cl(D\CO)NT(Y)=CI(D\C)N(R\V).

Por tanto,
CUD\ C)N(R\V) = CLUD)NT(Y)\C.

Usando el Lema 2.14, concluimos que el conjunto Ty = CI(D)NT(Y") es conexo,
y por tanto es un arbol.

Sea E={E e€DY)| END # 0}. Como £ es un subconjunto de una cadena
arbolada (D(Y)), tenemos que el nervio de £ es una subgrafica, en principio,
no necesariamente conexa, del nervio de D(Y). Ya que todos los elementos de
£ intersecan a D, tenemos que todos los elementos de £ se conectan con D. Por
tanto, el nervio de £ es un arbol.

Dado un elemento = € Ty, tenemos que z € T(Y) C Y. De manera que existe
E € D(Y) tal que z € E. Como x € CI(D), obtenemos que END # . De modo
que F € £. Esto prueba que la familia £ cubre a Tj.

Dada E € &, como T(Y) esta derecho en D(Y), T(Y) NFr(D) N E tiene exac-
tamente un elemento z. Entonces x € Ty N E. No puede ocurrir que exista otro
elemento F' € £ tal que = € F, pues esto implicaria que los eslabones D, 'y F
forman un tridngulo en el nervio de D(Y'). Por tanto, E es el inico elemento de
& que tiene a z. Esto muestra que £ es una cubierta esencial de Tj.

Para ver que Tj estd derecho en &, tomemos E € £ y tomemos F € &£\ {E}
tal que E N F # ). Veremos que Fr(E) N Ty tiene exactamente un punto en
F. Dado que T(Y) sf estd derecho en D(Y), tenemos que Fr(E) NT(Y) N F
tiene exactamente un punto. Hacemos {z} = Fr(E) N T(Y) N F. Como ambos
eslabones F y F intersecan a D y E N F # (), dado que el nervio de D(Y') no
contiene tridngulos, entonces £ =D o F' = D.

En el caso en que E = D, tenemos que z € Fr(D)NT(Y) C To, asi que
x € Fr(E) N Ty, y como Fr(E)NTy C Fr(E) NT(Y), tenemos que F no tiene
més elementos de Fr(E) N Tp. Por tanto, Fr(E) NTy N F' tiene exactamente un
punto.

En el caso en que F' = D, tenemos que z € Fr(E)NT(Y)ND C Fr(E) N Tp.
Como Fr(E)NT, C Fr(E) NT(Y), tenemos que F' no tiene mds elementos de
Fr(E) N Ty. Por tanto, Fr(E) N T, tiene exactamente un elemento en F. Esto
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termina la prueba de que Ty estd derecho en &.

Notemos que todos los eslabones de £ \ {D} intersecan a D, por lo que el
nervio de £ es un m-odo (para alguna m). De manera que C es un eslabén
terminal de £. Por el Lema 2.14, obtenemos que Ty \ C es conexo, es decir,
CID\C)N(R\V)=Cl(D)NT(Y)\ C =Ty \ C es conexo. esto termina la
prueba de la Afirmacién 1.

Por la Afirmacién 1, existe una componente L de R\ V que contiene a Cl(D \
CYN(R\V). Por la eleccién de V, R\ V tiene un niimero finito de componentes.
ya que son las componentes de un subconjunto compacto de X, tenemos que
todas ellas son compactas. La unién de las componentes que son diferentes de
L esigual a (R\V)\ L. Entonces L'y (R\V)\ L son dos subconjuntos cerrados
y ajenos de X.

Como

CUD\ C)N((R\V)\ L) c CUD\ C)N(R\V) C L,

tenemos que

CD\C)N((R\V)\L)=0.

Por tanto, CI(D\ C)U L y (R\ V) \ L son dos cerrados ajenos en el espacio
normal X. De manera que existe un subconjunto abierto W de X tal que

(R\V)\LCcWy Ci(W)N(C(D\C)UL)=0.
Definimos C(Y") como sigue:
C(Y) = (DY) \{D}) U{D\ CI(V UW))}.

Notemos que C(Y") coincide con D(Y') en todos los eslabones excepto en el es-
labén D. En lugar de este eslabdn, se pone a D recortado. con esto tenemos que
C(Y) refina a D(Y).
Veremos que:

1. C(Y) es una familia tensa arbolada en X que cubre a Y,y

2. R estd derecho en C(Y).

Veamos que C(Y) cubre a Y. Como D(Y) es cubierta de Y, y ya que C(Y) y
D(Y) coinciden en todos menos su segundo elemento, sélo hace falta ver que
C(Y)cubrea DNY.Seay € DNY.Siye D\ CY(W UV), no hay nada que
hacer. Supongamos entonces que y € D N CL(W U V). Entonces

y € DN (CAW)UCLV)) c DN ((X\(LUCKD\C))UC).

De maneraquey € Dy (yg LU(D\C)oY € C). Asi que y € C. Por tanto
C(Y) es cubierta de Y.
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Veamos ahora que los nervios de C(Y) y D(Y) son isomorfos (como drboles).
Sea
¢:C(Y)—= DY)

la funcién definida como sigue:

¢(G):{G, siG#D\CI(VUW), y

D, siG=D\C(VUW). (2.19)

Claramente ¢ es una biyeccién. Probaremos que dados dos elementos E y F' de
C(Y), se tiene que ENF # () si y s6lo si ¢(F) N @(F) # 0. Ya que para toda
G e C(Y), G C ¢(G), tenemos que si ENF # ), entonces ¢p(E) Np(F) # 0.
Ahora supongamos que E y F son dos elementos de C(Y') tales que ¢(E)N@(F) #
(). El uinico caso que debemos considerar es el caso en que END # () para alguna
E € C(Y)\ {D}. Debemos probar que E N (D \ CI(V UW)) # (). Supongamos
por el contrario que END # () pero EN (D \ CI(VUW)) = 0. Recordemos que
CND # 0. Como D(Y) es arbolada, entonces su nervio no contiene tridngulos.
Esto implica que ENC =0 o que E = C.

Caso 1l: ENC=10
En este caso tenemos que E C X \ C. Como EN(D\ CI(VUW)) = 0, entonces
EnD c Cl(VUW). Por tanto,

0£ENDCCAVUW)N(X\C)=(CUV)N (X \C))U(CUW)N(X\C).

Sabemos que V' es un abierto que satisface que C1(V') C C, entonces C1(V) N
(X' \ C)=0. Por lo tanto

ENDCC(W)N (X \C).

Sea z € END. Recordemos que W fue construido de manera que C1(W)N (D '\
C) = 0. Entonces z € D, z ¢ Cy 2z € D\ C, lo cual es absurdo. Con esto
terminamos la prueba de este caso.

Caso 2: E=C.
En este caso estamos suponiendo que C' N D # @. Como T(Y) estd derecho en
D, podemos elegir un punto ¢ € Fr(C)ND. Ya que C es abierto, entonces g & C.
Sabemos que W es un abierto que satisface que CI(W)N (LU (D \ C)) = (). Por
tanto ¢ € CI(W). Ademsds, ya que CI(V) C C'y ¢ € C, entonces q & CI(V).
Entonces

g€ D\ C(VUW).

Este dltimo conjunto es abierto, y ya que ¢ € Fr(C'), tenemos que
Cn(D\CAVUW)) 0.

Con esto terminamos la prueba de este caso.
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Hemos probado que los nervios de C(Y') y D(Y) son isomorfos. Por tanto, ya
que D(Y) es arbolada, tenemos que C(Y) es arbolada.

Sélo falta ver que C(Y) es tensa. Supongamos que E y F son dos eslabones
de C(Y) son tales que ENF = (), entonces ¢(E)N¢(F) = (). Como D(Y) es ten-
sa, entonces d(¢(E), (F)) > 0. Sabemos que para todo G € D(Y), G C ¢(G).
Entonces d(E, F) > d(¢(E), #(F)) > 0. Por lo tanto C(Y) es tensa.

Empezaremos ahora la prueba de que R estd derecho en C(Y'). Para esto, pro-
baremos primero que

RNCNF(D\C(VUW))=(R\V)NCNFr(D\ C(VUW)).
(D) Esta contencién es clara.

(C) Seay € RNCNFr(D\CIVUW)). Basta probar que y ¢ V. Supongamos
por el contrario que y € V. Entonces

y € VNFr(D\ Cl(V UW)).

Esto implica que § # VN (D\CI(VUW)) C VN(D\V). Como esto es imposible,

concluimos que

RNCAF(D\CI(VUW)) = (R\V)NCNF(D\CI(VUW)).

Veamos ahora que
(R\V)NnCnNFe(D\C(VUW)) C (LNFr(V))U(LNFr(D)).

Seay € (R\V)NCNFr(D\C(VUW)). Siy ¢ L, tenemos que y € R\
(VUL) C W, de manera que y € W. Como y € Fr(D \ CI(V UW)), entonces
WN(D\CI(VUW)) # 0, lo cual es absurdo. Esto prueba que y € L. Recordemos
que W cumple que CI(W)N(LUCI(D\C)) = 0. Por tanto y & CI(W). Queremos
ver que y € Fr(V)UFr(D). Supongamos que y € Fr(V)UFr(D). Comoy € R\V,
tenemos que y ¢ C1(V). Dado que

y € Fr(D\ CI(V UW)) C CI(D\ CI(V UW)) C CI(D),

tenemos que y € D. Por tanto D\ CI(V U W) es un conjunto abierto que tiene
a y. Entonces y ¢ Fr(D \ CI(V U W)), lo cual es absurdo. Esto prueba que
y € Fr(V) UFr(D). Por lo tanto

(R\V)NCNF(D\ CUV UW)) C (LNF:(V)) U (LNFr(D)).
Entonces

(R\V)NCNF(D\CI(VUW))C(LNFr(V))U(LNFr(D)NC).
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Veamos que los conjuntos L NFr(V) y LN Fr(D) N C tienen un dnico punto.
Por la eleccién de V, el cual cumple la conclusién del Lema 2.31, tenemos que
LNFr(V) es un conjunto con un solo punto. Supongamos que a y b son dos pun-
tos distintos en LN Fr(D)NC. Recordemos que CI(D\C)N(R\V)C LCR=
T(Y)Ugyu, L es una componente de R\V yu € V. Como T'(Y)Ngyu = {u} CV
yL C (T(Y)Ugyu)\V, tenemos que L = (LNT(Y)) U (L Ngyu). La cone-
xidad de L implica que L C T(Y) o L C gyu. Como T(Y) estd derecho en
D(Y), existe un punto z € T(Y) N Fr(C) N D. Como vimos antes (p. 42) que
CID\NC)N(R\V) =C(D)NTY)\Cyze C(D)NT(Y)\ C, tenemos
que z € L. Por tanto LNT(Y) # (. Esto prueba que L C T(Y). por tanto
LNgyu = 0. Esto implica que a y b estdn en T'(Y) NFr(D)NC. Esto es absurdo
pues T(Y) estd derecho en D(Y). Con esto hemos probado que L NFr(D) N C
es un conjunto de un dnico punto.

En este punto J. B. Fugate afirma lo siguiente: el conjunto
(R\V)NnCnNFe(D\CI(VUW))

estd contenido en uno y sélo uno de los dos conjuntos LNFr(D) o LNFr(V)NC.
Con esto busca concluir que (R\V)NCNFr(D\ Cl(VUW)) es un conjunto de
un tnico punto. Esto es necesario para probar que R estd derecho en C(Y'). Sin
embargo, en el siguiente ejemplo veremos que esta afirmacién no es valida para
la situacién ilustrada en la Figura 2.7 de la pagina siguiente.

Sin esta afirmacién no podemos concluir que el nuevo arbol R estd derecho
en el refinamiento C(Y'). La prueba de J. B. Fugate continia, sin embargo no-
sotros decidimos deternernos en este punto ya que no vemos solucién a este
problema. O
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Figura 2.7: En este ejemplo, T(Y") (el conjunto rojo unién xu) estd derecho en
D(Y); L (el conjunto rojo) es la componente de R\ V' que contiene a (D \ C)N
(R\V); V es un abierto que satisface que u € V, CI(V) C C'y Frx(V)NT(Y)
tiene tantos puntos como componentes tiene T'(Y) \ {u} (sélo una); W es un
abierto tal que C(W)N(LU(D\C)) = 0; gyu C C'y gyu no se enrolla en D(Y').
Sin embargo, si hacemos LNFr(V) = {z} y LNFr(D) = {y}, tenemos que = # y
y (R\V)NCNFr(D\CHVUW)) = {x,y}. Vemos as{ que en este ejemplo
R no esta derecho en la nueva cubierta C(Y') constituida por los eslabones de
DY)\ {D} y un nuevo eslabén D \ CI(V UW). Vemos asi que la construccién
de J. B. Fugate de una nueva cubierta C(Y") en la que el arbol R = T(Y) U gyu
esté derecho no funciona para este caso.



Capitulo 3

El teorema de
Krasinkiewicz y Minc

En esta seccion mostraremos que para cada dendroide X, el conjunto mas
pequetio, conexo por arcos, que contiene al conjunto de puntos extremos de X
en los que X es colocamente conexo, es denso en X. (Ver la Figura 3.3). En
su articulo Sur l’approximation interne des dendroides par des arbres, R. Cauty
usa fuertemente este hecho para la “demostracién” de su Teorema 0.1. Es por
eso que nos hemos dado a la tarea de presentar las definiciones necesarias y
ejemplificar estos conceptos para que el enunciado y su prueba sean claras para
el lector.

Definicién 3.1. Recordemos que para un dendroide X y puntos {p,q} C X,
denotamos por pq al tinico arco en X que une p con ¢ si p # ¢, y pg = {p} si
p = q. Dado un punto p € X, diremos que p es un punto extremo de X si todos
los arcos de X que tienen a p lo tienen como extremo.

Denotaremos como X°¢ al conjunto de puntos extremos de X.

Definicién 3.2. Dado un espacio topolégico X, diremos que X es semilocal-
mente conexo en un punto p € X si para toda vecindad U de p existe un abierto
V CUconpeVytal que X\ V tiene una cantidad finita de componentes.

Denotaremos como X¢ al subconjunto de X de todos los puntos extremos en
los que X es semilocalmente conexo.

Definiciéon 3.3. Decimos que un dendroide X es colocalmente conexo en un
punto x € X si toda vecindad U de x contiene una vecindad V de z tal que
X \ 'V es conexo. (Ver Figuras 3.1 y 3.2).

Teorema 3.4. Si X es un dendroide, el conjunto X¢ coincide con el conjunto
de puntos en donde X es colocalmente conexo.

49
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Figura 3.1: En el abanico arménico, los puntos de conexidad semilocal son todos
los que no pertenecen la barra limite L, y a, el punto extremo de L. Sin embargo,
el conjunto de puntos de conexidad colocal es dnicamente {a,p1,pa2,...}. Es
decir, el conjunto de puntos extremos del abanico.

Figura 3.2: En el abanico de Cantor, los puntos extremos son los tinicos puntos de
conexidad semilocal y éstos coinciden con los de conexidad colocal. Si tomamos
un punto que no es extremo y un abierto de este punto que no tenga puntos
extremos, el complemento de dicho abierto tiene una infinidad de componentes.

P2
P3

\pl
—
—

Aot

Figura 3.3: Aunque podria parecer que el conjunto de puntos de conexidad
semilocal y el de puntos extremos de un continuo coinciden, en este ejemplo
vemos que a es un punto extremo pero no es un punto de conexidad semilocal.
Ademés, el conjunto {p1, ps, ...} es el conjunto de puntos extremos de X en los
que X es colocalmente conexo. Entonces el conjunto mas pequeno conexo por
arcos que contiene a {p1,pe, ...} es denso pero no es el total.
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Demostracion. Sea x € X¢ y sea U una vecindad de . Como z € X¢, existe un
abierto V de X tal que z € V. .C U y X \ V tiene una cantidad finita de compo-
nentes. Sean C1,Cs, ..., C, las componentes de X \ V. Para cada i € {1,...,n},
tomemos y; € C;. Sea M = J{ysy; | {i,5} € {1,...,n}}. Como z es un punto
extremo de X yz #y; para cada ¢ € {1,...,n}, entonces x & M.
Consideremos V = V\M asiz € V. Veremos que Vcu y que X \V es conexo.
Como V C U y como V= V\ M C V, tenemos que V C U. Para ver que X\V
es conexo notemos que por la definicién de V se tiene que X\ V = X \ (V'\ M),
y X\(V\M)=MU(X\V). Ahora, M es arco conexo y por tanto es conexo,
y, para toda ¢ € {1,...,n}, M N C; # (). Por esto ultimo, M interseca a todas
las componentes de X \ V, asi concluimos que X \ V es conexo. Por lo tanto X
es colocalmente conexo en z.

Ahora tomemos un punto x € X que satisfaga que X es colocalmente cone-
xo0 en x y sea U una vecindad de x. Entonces existe un conjunto abierto V de
X tal que z € V. C Uy X\ V es conexo. Por tanto X \ V tiene una cantidad
finita de componentes y por lo tanto X es semilocalmente conexo en .

Por ultimo supongamos que = no es un punto extremo de X, entonces existe un
arco ab tal que x € aby a # x # b. Sea Uy un abierto de X tal que = € Uy y
a,b & Up. Como X es colocalmente conexo en z, existe un abierto V' de X tal
quex € VCUyy X \V es conexo. Asi, X \ V es un subcontinuo de X. Como
X es un dendroide, (X \ V) Nab es un subcontinuo del arco ab que tiene a los
puntos a y b. Entonces (X \ V) Nab = ab, esto es absurdo porque x € ab pero
x ¢ X\ V. El absurdo vino de suponer que x no era un punto extremo de X,
por lo tanto x € X¢. O

Definicién 3.5. Sea ab un arco en un espacio X con el orden natural en el que
a < b,y sean U;,U,, ... subconjuntos de X. Decimos que el arco ab C X es de
tipo (U, Us,...) (y lo denotamos ab € (U1, Us,...)) si existen puntos aq,as, ...
que satisfacen:

1. a, € abNU, paratodon >1,y

2.a<a; <ag<---<b

No se supone en la definicion que la sucesiéon Uy, Us, ... sea infinita ni que
U; # U; cuando ¢ # j. En el caso en el que Uy,Us,...,U, sea una sucesién
finita con n elementos, escribiremos (Uy, Us, ..., U,).

Definicién 3.6. Fijemos un punto a en un dendroide X. Para cada abierto U
de X \ {a}, denotamos Cy; a la componente de X \ U que tiene a a. También
definimos

DU:X\(UUCU), y

P(U) = {z € X | existe un abierto V de X tal que z € V,a ¢ V' y
Cy C int(Cy)}.

(Ver Figura 3.4).
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Figura 3.4: x es un elemento de P(U).

Lema 3.7. Sean X un dendroide y fijemos un punto a € X. Sea U un abierto
de X \ {a}. Si z ¢ P(U)UCIU) U Cy, entonces para toda vecindad V de x
existe un punto y € X tal que ay € (U, V,U).

Demostracion. Sea x € X tal que © ¢ P(U) U CL{U) U Cy. Sea V una ve-
cindad cualquiera de x. Tomemos una vecindad G de = tal que G C V' y
CI(G) N (Cy uCU)) = 0.

Notemos que Cy y CI(G) son cerrados en X \ U, Cy es componente de X \ U
y ademés Cy N CI(G) = @. Entonces X \ U es un espacio métrico compacto y
ninguna componente de X \ U puede intersecar a ambos conjuntos Cy y ClI(G).
Entonces, por el Teorema del Cable Cortado (1.14), existen dos cerrados ajenos
Ay B de X \U (y entonces cerrados de X) tales que AUB=X\U,Cy C A
y CI(G) C B.

Como a € Cy, a ¢ G, por lo que tiene sentido hablar de Dg.

Veamos ahora que Cl(Dg)NCy # 0. Supongamos por el contrario que Cl(Dg)N
Cy = 0, entonces

Cy C int(X \ Cl(Dg)) C int(X \ Dg) = int(G U Cg).

Sea W = int(G U Cg) N (X \ CI(G)). Como Cy N CI(G) = ), tenemos que W
es un abierto de X tal que Cy C W € GUCg y W NG = (). De manera que
Cy C W C Cg. Por tanto Cy C int(Cg). Como a € Cy, tenemos que a ¢ G.
Esto muestra que z € P(U), lo cual es absurdo. Por tanto Cl(D¢g) N Cy # 0.
Como B es cerrado, X \ B = U U A es abierto en X. Probaremos que DgN (U U
A) # 0. Supongamos por el contrario que Dg N (U U A) = (). Entonces

DgCB,y

Cl(D¢) C B.

Sabemos que Cy C Ay AN B = (). Esto implica que Cy C X \ B, y entonces

Cy NCl(Dg) =0,
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una contradiccién. Por lo tanto Dg N (U U A) # (.

Elegimos y € Dg N (U U A) y consideramos el arco ay. Veamos que ay ¢ X\ U.
Si ocurre que ay C X \ U, como AUB = X\ U y a € A, la conexidad de ay
implica que ay C A. M4s atn, como Cy es la componente de X \U que tiene a a,
entonces ay C Cy. Por otro lado y € Dg = X \ (GUCg), entonces y ¢ Cg, pero
Cy C Cg yaque Cy C X\ G, por tanto y € Cy, una contradiccién. Concluimos
entonces que ay NU # (). Si ocurre que ay C X \ G, entonces ay C Cg, lo cual
es absurdo pues y € Dg. Esto muestra que ayNG # ), y como G C V, tenemos
que ay NV # 0.

Tenemos entonces que ay NU # 0, que ay N G # 0, y que U NG = (). Por otro
lado, sabemos que a € U y que y € U U A. Como ay NG # () y G es abierto,
existe z € ay NG tal que a < z < y. Veamos que az NU # (). Siaz C X \ U,
entonces az C Cy, pero z € Cy pues z € G. Por lo tanto az N U # (. Sea
we€azNU, entonces a <w < z<y (agUweU,zeV).

Recordemos que y € AU U. Revisemos dos casos:

Caso 1: yeU.
En este caso la conclusién es facil pues a < w < z <y con w,y € U,z € V. Por
lo tanto ay € (U, V,U).

Caso 2: y¢U.

En este caso y € A. Como z € G C B,z ¢ Ay z ¢ U. Dado que zy es conexo,
2yNB # Py 2yNA # (), tenemos que zy ¢ AUB = X \U. Entonces zyNU # (.
Por lo tanto existe t € U Nzy, y entonces a < w < z<t<yconw e U,z€V
y t € U. Por lo tanto ay € (U, V,U). O

Lema 3.8. Sean X un dendroide y a € X un punto fijo. Sea U un abierto
de X \ {a} y tomemos x € P(U). Si y es un punto tal que = € ay, entonces
y € P(U).

Demostracion. Como x € P(U), existe una vecindad V de x tal que a ¢ V' y
Cy C int(Cy). Si ocurriera que y € Cy, como Cy es un subcontinuo de X que
tiene a a, obtenemos que ay C Cy. Asi que z € Cyy NV, lo cual es absurdo pues
Cy NV = 0. Esto prueba que y & Cy. Sea W = X \ Cy. Entonces W es abierto
y y € W. Por definicién Cy es la componente de X \ W que tiene a a. Como
X \ W = Cy es conexo, tenemos que Cy = Cy. Por hipétesis, Cy C int(Cy).
Entonces Cy C int(Cy ). Por lo tanto y es un punto para el cual existe una
vecindad W que satisface que a ¢ W'y Cy C int(Cyy ). Con esto concluimos que

y e PU). O
Lema 3.9. Sea Uy, Us,...,U, una sucesion finita de abiertos en un continuo
hereditariamente unicoherente Y, y sea ab un arco en Y de tipo (Uy,Us, ..., Uy,).

Entonces existen vecindades U y V de a y b, respectivamente, tales que todo
arco en Y de U a V (esto significa que el arco va de un punto de U a un punto
de V) es de tipo (U, Us, ..., U,).
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Demostracion. (por induccién)

= n=1.

Sea U un abierto en Y y sea ab un arco de tipo (Uy). Entonces existe x1 €
abNUj tal que a < 1 < b. Supongamos que para toda vecindad U de a y
para toda vecindad V' de b se cumple que hay un arco de U a V' que no es
de tipo (U1). Consideremos para cada k € N a By,(a) y Byi(b). Estas
son vecindades de a y b, respectivamente, entonces para cada k € N existe
un arco de By i(a) a By/,(b) que no es de tipo (Up). Sean ax € By /i(a)
y br € By p(b) tales que apby ¢ (Ur). Notemos que {apbr}32, C X \ Ui
y X \ Uy es cerrado en X (por tanto es compacto). Entonces podemos
encontrar una subsucesién {ay, by, }52; de {axbi 3>, tal que

lim aklbkl = A7
l—o00

donde A es un subcontinuo de X (esto ocurre porque el hiperespacio C'(X)
es compacto (1.49)). Ademds, ay, by, C X \Uj, para todal € N. Claramente

lim ay, =ac A,y
[—o0

lim by, = b € A.
l—o0

Como Y es hereditariamente unicoherente y ab y A son subcontinuos de
Y, entonces ab N A es un subconjunto conexo del arco ab y tiene a sus
extremos. Por tanto abN A = ab, pero AN U; = () mientras que z; €
abN Uy, una contradiccién. Por lo tanto existen vecindades U y V de a y
b, respectivamente, tales que todo arco de U a V es de tipo (Uy).

= Supongamos ahora que n > 2 y el resultado es vélido para n—1. Sea ab un
arco en'Y de tipo (Uy,Us, ..., U,). Entonces existen puntos x1, 2, ..., &, €
ab tales que a < 21 < g3 < ... < x, < by para cada i € {1,...,n},
z; € U;. Como U,,_; es abierto, existe un subarco del arco ax,,_1 contenido
en U, _1. De manera que existe z,_1 € ax,_1 tal que ,,_2 < 2p_1 < Tp_1
Y Zn—1 € Up—1. Por tanto el arco az,,—1 es de tipo (U1, Us, ..., Up,—1). Tam-
bién notemos que x,,_1b es de tipo (U, ). Por hipdtesis de induccién, existen
abiertos W, R, Sy Y talesquea € W, x,_1 € RNS,be Y,y todo arco
de W a R (respectivamente, de S a Y') es de tipo (Uy,Us,...,U,—1) (res-
pectivamente, de tipo (U,)). También existen abiertos U C Wy V C Y
tales que a € U y b € V y todo arco de U a V es de tipo (RN S). De
manera que si uv es un arco de U a V (con u € U y v € V), entonces
existe y € RNSNuwv tal que u < y < v. Entonces existen z1,...,2,-1 € uy
y existe z, € yv tales que u < 21 < -+ < 2zp_1 < Y, Yy < 2, < VY, para
toda ¢ € {1,...,n}, z € U;. Por tanto uv es de tipo (Uy,...,U,). Esto
completa la prueba inductiva.

O
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Lema 3.10. Sean X un dendroide y a € X fijo. Sean U y V abiertos ajenos
de X \ {a} y sean G1,Gs,...,G, abiertos arbitrarios de X. Supongamos lo
siguiente:

L. PUN{zeX |axre (V,U,V)} =0,y

2. existe un abierto no vacio V; C V tal que todo arco de a a V; es de tipo
(‘/a U7 V) y de tlpO (G17 L) Gn)'

Entonces existe un abierto no vacio Va tal que Vo C Cl(V2) C Vi y todo arco
de a a V5 es de tipo (Gy,...,Gn, U, V).

Demostracion. Sea xo € Vi, como azg es un arco de a a Vi, axg € (V,U, V).
Por la condicién 1, xg ¢ P(U). Veamos que zg ¢ Cl(U) U Cy. Supongamos por
el contrario que xg € CI(U) U Cy. Analizaremos dos casos:

Caso 1: 1z € CI(U).
En este caso, como U y V son abiertos ajenos, C1(U) C X \ V, de modo que
zo € CLU)NV, C CL(U) NV =10, lo cual es imposible.

Caso 2: g9 € Cyp.

Como Cy es un subcontinuo de X y X es un dendroide, tenemos que axg C Cy.
Ya que Cy C X \ U, axg NU = . Esto es imposible pues azq € (V,U,V). Esto
termina la prueba de que 2o € C1(U) U Cy.

Notemos que probamos, en particular, que Vi N U = 0.

Como zg ¢ P(U), por hipétesis, entonces g ¢ P(U) U Cy U Cl(U), y como
V1 es una vecindad de zq, entonces, por el Lema 3.7 existe un punto be X tal
que ab € (U, V4, U).

Ya que ab € (U, V1,U), podemos encontrar b € abN U tal que ab € (U, Vi,U).
Sea ¢ € abN Vq, entonces ¢ # b y ac es un arco que une a a con Vj. Por lo
tanto, por la condicién 2, ac € (V,U,V) y ac € (Gy,...,G,), entonces para

cada i € {1,...,n}, existe g; € acN G; de tal manera que
a< g1 <ga<-<gn,<c<hb.

Entonces
ab € (Gl, Ga,...,Gy, U)

Como ac C aby ac € (V,U,V), entonces ab € (V,U,V), y ya que P(U)N{zx €
X | ax € (V,U,V)} = 0, entonces b ¢ P(U). Recordemos que P(V;) = {z €
X | existe una vecindad K de z tal que a ¢ K y Cy, C int(Ck)}. Veamos que
b & P(V7). Para esto mostremos primero que Cy C Cy,. Supongamos que existe
z € Cy \ Cy,, como a € Cy y Cy es un continuo, entonces az C Cy, por tanto
az C X\ U. Como z &€ Cy, y Cy, es componente de X \ V4, no puede ocurrir
que az C X \ V5. Entonces existe w € VyNaz. Asi, aw es un arco de a a V4 y por
tanto aw € (V,U, V), esto implica que aw NU # @ y como aw C az, entonces
azNU # 0, una contradiccién. Por lo tanto Cy C Cy,. Como b & P(U) se tiene
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que Cy ¢ int(Ck) para ninguna vecindad K de b con a ¢ K. Concluimos que
Cy, ¢ int(Ck) para ninguna vecindad K de b con a € K, asi, b ¢ P(V7).

Veamos ahora que b ¢ Cl(V;) U Cy,. Supongamos por el contrario que b €
Cl(V1) U Cy,. Revisamos dos casos:

Caso 1: be Cl(W).
En este caso tenemos que b € C1 (V1) N U, esto contradice que C1 (V1) NU = 0,
por tanto b & Cl (V4).

Caso 2: be Cy,.
En este caso ab C Cy, C X \ Vi, pero por otro lado tenemos que ab € (U, V1,U),
entonces ab N Vy # 0, una contradiccién. Por tanto b & Cy,.

Usando el Lema 3.9 y el hecho de que ab € (G1,Ga,...,G,,U), tenemos que
existe una vecindad W de b que satisface que todo arco que une a con W es
de tipo (G1,Ga,...,G,,U). Observemos que todo abierto contenido en W tam-
bién satisfara las condiciones del enunciado anterior, asi podemos suponer que
W C U, ya que en caso de que W ¢ U, tomamos W NU.

Como b ¢ P(V1)UCy, UCL(V}), por el Lema 3.7 existe un arco ag € (Vy, W, V1)
y ademéas podemos suponer que ¢ € Vj. De nuevo por el Lema 3.9, como
aqg € (V1,W,V1) y q € Vi, existe una vecindad V3 de ¢ tal que todo arco que
une a con V3 es de tipo (V1, W, V7). Notemos que como X es métrico, podemos
tomar V5 de tal forma que Vo C Cl(V2) C V1.

Por dltimo quisiéramos ver que todo arco que une a a con Vs es de tipo
(G1,...,Gpn,U, V). Para esto, sea p € V2. Sabemos que todo arco de a a V
es de tipo (V4, W, V1), por tanto existen p; € ViNap, po € WnNapy ps € ViNap
con

a<p1 <pz <p3<p.
Como ap; es un arco de a a Vi, entonces ap; € (Gy,...,G,). También, como

W C U, entonces p1ps € (U). Por tltimo, como p; € Wy p € V5 C V, entonces
pap € (V). Por lo tanto ap € (Gy,...,G,, U, V), y como p € V; es arbitrario,

entonces todo arco de a a V5 es de tipo (Gy,...,Gy,, U, V), lo que concluye la
prueba. O
Lema 3.11. Sea Uy, Us,, ... una sucesion de abiertos en un espacio métrico Y.

Si ab CY es un arco de tipo (U, Us,...), entonces

ltm d(Un, Ups1) = 0.

n—oo

Demostracion. Sea € > 0. Para cada n € N tomemos a, € abN U, tales que

a<ar<ag <---<b.
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Como {a, }22 ; es una sucesién creciente en un arco, tenemos que es convergente.
Sea

a= lim a,.
n— o0

Sea N € N tal que
d(a,a,) < % para toda n > N.

Entonces, sin > N,
d(Up,Ups1) < d(ap,ant1) < €. Por tanto,

lim d(U,,Ups1) = 0.

n—roo

O

En el siguiente lema daremos una sucesién infinita de abiertos Uy, Us, ... de un
espacio Y y un arco ab en Y. Usaremos la notacién ab € (Uy,Us,...)s (0 ab
es de tipo (U, Us,...)s) para enfatizar que la sucesién tiene una infinidad de
abiertos.

Lema 3.12. Sean Uy, Us, ... abiertos de un espacio Y tales que para todan > 1
se tiene que Cl(U,,) N Cl(Up41) = 0. Si para cada n > 1 se cumple que ab es un
arco en Y de tipo (U1, Us,...,U,), entonces ab es de tipo (Uy,Us,...)so.

Demostracion. Sea by = inf{x € ab | x € Uy} con respecto al orden en ab que
satisface con a < b. Como ab es del tipo (Uy,Us), existen y; y y2 en ab tales
que a < y1 <yz < b,y € Uy yys € Us. Entonces a < by < y; < yo. Por lo
que tiene sentido definir by = inf{z € b1b | z € Us}. Entonces b; < bs. Ya que
by = inf(abNUy) C Cly (U7) y by € Cly (Us), tenemos que by # by. De manera
que by < by. Como ab es del tipo (Uy,Us,Us), existen z1, 2o y 23 en ab tales
que z1 € Uy, 29 € Us, 23 € Us ya < 21 < 29 < z3 < b. Entonces b; < 21
y ba < z3 < z3, por lo que tiene sentido definir b3 = inf{z € bob | x € Us}.
Entonces by < b3 y como by € Cl(Us) y by € Cl(Us), tenemos que by < bs.
Definimos inductivamente b,; = inf{z € b,b | x € U,41}. Razonando como
antes obtenemos que a < by < by < by < --- < b,. Para cada n € N, podemos
tomar a,, € b,b,41NU,, con b, < a, < b,41. Asilos puntos aq, as, . .. satisfacen:

1. a, €abNU, paratodan >1,y

2. a<a; <ag <---<b.
Por lo tanto ab € (U1,Us, .. .)so- O
Definiciéon 3.13. Sean X un dendroide y a € X un punto fijo. Fijemos un
natural n > 1. Para un punto arbitrario x € X consideremos al conjunto de

puntos y € ax tales que para toda vecindad U de x y para toda vecindad V' de
y, existe un arco az € (V,U,V,U,...)n12, (donde el subindice n + 2 indica que
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este arreglo tiene n 4 2 lugares). Denotaremos como A, (z,a) a este conjunto,
de modo que

Ay (z,a) = {y € ax | para toda vecindad U de = y toda vecindad V de y,
existe un arco az € (V,U,V,U,...)pt2}.

Notemos que, para todan > 1, x € A,(z,a), pues si U y V son vecindades de
x, U NV contiene un subintervalo no degenerado de ax que tiene a z. Adema4s,
este conjunto resulta un subarco de ax con un extremo igual a x (ver Teorema
3.15).

Definimos también la funcién «,,,: X — R como

tne(z) =inf{e > 0| A, (x,a) C Be(x)}.

Por dltimo definimos a,,: X — R como

an(z) = sup{an.(z) | a € X}.

El siguiente es un caso especial del Lema 3.9.

Lema 3.14. Sean X un dendroide y = y y dos puntos distintos de X. Sea
w € zy \ {z,y} y sea W una vecindad de w. Entonces existen abiertos U y V
de X tales que z € U, y € V y cualquier arco que interseca a V' y a U también
interseca a W.

Teorema 3.15. Sean X, a, ¢ y n como en la Definicién 3.13. Entonces el
conjunto A, (z,a) es un subarco (posiblemente degenerado) de az con uno de
sus extremos igual a x.

Demostracion.

I. Primero notemos que x € A, (x,a) pues para cualesquiera vecindades U y
V de z se tiene que existe w € ax \ {a, 2} tal que wer C U N V. Tomando
puntos en wz se obtiene que ax € (V,U,V,.. . )p1a.

IT. Ahora mostraremos que si y € A,(x,a), entonces para todo w € yx se
cumple que w € A,(z,a). Analicemos dos casos:

Caso 1: n es par.

Supongamos que y € A,(x,a) y sea w € yx. Tomemos una vecindad W
de w y una vecindad U de z. Por el Lema 3.14, existen vecindades Uy y
Vo de x y y, respectivamente, tales que todo arco que interseca a Uy y a
Vo también interseca a W. Ya que Uy NU C Uy y Uy NU C U, podemos
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Figura 3.5: En I, A;(x,a) = {2}, ya que ningtin otro punto y del arco ax satisface
que para cualquiera de sus vecindades existe z € X tal que az € (V,U, V). En I,
Ai(z,a) = ax pues x = lim,,_,o, p,. Sin embargo, IV muestra que si recorremos
2 un poco a la derecha, A;(x,a) = ap, donde p = lim,,_, o p,. Mientras que en
VI vemos que si £ no es un punto de la barra limite, entonces A;(x,a) = {z}.
Algo similar ocurre en IIl y V, donde A4;(z,a) = ax si = estd en la barra limite
del abanico arménico, y A;(z,a) = {x} en otro caso.
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suponer que Up es tal que Uy C U. Como z,y € A,(z,a), entonces para
las vecindades Uy y V; existe un arco az € (Vg,Up, Vo, .. .)nt2, es decir,
existen z € X, y1,...,yns2 € Vo y 21,...,2as2 € Uy tales que

2 2

a<y1<x1<---<y#<x¥<z.

Consideremos los arcos y;z; con i € {1,..., %*2} Por la eleccién de Uy y

Vo, para cada i € {1,..., ”'2"2} existe w; € y;x; N W. Entonces

a<yr <wy <x1 < < Ynyz2 < Wnrz < Tarz < 2. Asi que
2 2 2

a<w <21 Swy <29 < - L Wat2 < Tate < 2.
2 2

Como W es abierto y cada w; € W, podemos elegir puntos menores y
cercanos a w; que también pertenezcan a W. Por lo que podemos suponer
que

a<w1<x1<w2<x2<~-~<w# <$¥ < Zz.

Entonces az € (W, Uy, W, .. .)pt2 ¥ por tanto az € (W, U, W,...),42. Con-
cluimos que w € A, (z,a).

Caso 2: n es impar.
Este caso es similar al caso anterior teniendo cuidado con los indices.

ITI. Por tltimo probaremos que A, (z,a) es compacto.
Sea y € ax \ An(z,a). Por definicién de A, (z,a), existen vecindades Uy
de x y Vp de y tales que aw & (Vp, Ug, Vo, . . .)n+2, para todo w € X. Sea
to € Vo Nax. Como Vy y Uy son vecindades de tg y x, respectivamente, y
para todo w € X, aw & (Vo,Uo, Vo, .. .)nt2, entonces ty € azx \ A,(z,a).
Por lo tanto Vo Nax C ax \ A,(z,a), entonces ax \ A,(x,a) es abierto en
azx, es decir A, (x,a) es cerrado en ax y por tanto compacto.

De I, II y IIT concluimos que A;(x,a) es un subarco (posiblemente degenerado)
de ax con uno de sus extremos igual a x. O

Lema 3.16. Sean X un dendroide y z¢p y #o puntos de X tales que
%o € A1(xg,a). Sean U y V vecindades de z( y o, respectivamente, tales que
ClU)NCYV) =0y agUUV.Entonces P(U)N{z € X | ax € (V,U,V)} #0.

Demostracion. Supongamos que P(U)N{z € X | az € (V,U,V)} = 0. Como
%o € A1(xo,a), podemos elegir un punto x € V tal que ax € (V, U, V). Asi, por el
Lema 3.9 y ya que x € V, existe una vecindad V; de z tal que V; C C1(V}) C V
y todo arco que une a con Vi es de tipo (V,U, V). Aplicamos el Lema 3.10 a
Gy =V, Gy =U y Gs = V. Entonces existe un abierto no vacio V5 tal que
Vo € Cl(Va) C Vi y todo arco que une a con Vs es de tipo (V,U,V,U, V). En
particular se cumple que todo arco de a a Vs es de tipo (V,U, V). Aplicamos
ahorael Lema 3.10a G =V, Gy =U, G3 =V, G, =U y G5 = V. Entonces
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existe un abierto no vacio V3 tal que V3 C Cl(V3) C Vo y todo arco de a a V3 es
de tipo (V,U,V,U,V,U,V). Repitiendo este proceso inductivamente, podemos
construir una sucesién de abiertos no vacios {V,}2, de forma que, para todo
natural n > 1, C1(V,41) C V, y todo arco que una a a con V,, sea de tipo
(V, U, ‘/, U7 ey V)2n+1. Como

() ClVag1) € () Voo v

neN neN

ﬂ Cl(Vi41) # 0, entonces m Vo # 0.

neN neN

Elegimos b € [,y Vi Asi, paratodan > 1, ab es de tipo (V,U,V,U,...,V)ani1.
Por el Lema 3.11 concluimos que d(U, V') = 0. Entonces C1(U)NCL(V) # 0, una
contradiccién. Por lo tanto P(U)N{z € X | ax € (V,U,V)} # 0. O

Lema 3.17. Un dendroide X es semilocalmente conexo en un punto z € X si
y sblo si ay(z) = 0.

Demostracion. Primero supongamos que X es semilocalmente conexo en x y
que ai4(z) > 0 para algin punto a € X. Entonces

inf{e > 0| A,(z,a) C B(x)} > 0.

En particular A;(z,a) es un arco (no degenerado), por lo que podemos tomar
un punto & € Ay (z,a) \ {z}. Sea G una vecindad de z tal que az N ClI(G) = 0.
Como X es semilocalmente conexo en x, existe una vecindad U de x tal que
z €U C Gy X\U tiene una cantidad finita de componentes. Sea Cy; la compo-
nente de X \ U que tiene a a y sea V = int(Cyy). Como ai: es conexo, aiNU = {)
y a € Cy, tenemos que & € Cy. Por tanto ax C Cy. Sean Dy, ..., D, las
componentes de X \ U que no tienen a a. Ya que cada D; es cerrado en X,
tenemos que X \ (Cl({U)UD;U...UD,,) es un abierto en X que tiene a & y esta
contenido en Cy. Por tanto & € int(Cy ), es decir, & € V. Como z € A;(z,a),
existe z € V C Cy tal que az € (V,U,V), pero como a y z estén en Cy y Cy
es un subcontinuo del dendroide X, tenemos que az C Cy C X \ U, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto debe ocurrir que ay4(z) = 0.

Supongamos ahora que a;(z) = 0, es decir, que sup{ai,(z) | a € X} = 0,
y supongamos que X no es semilocalmente conexo en z. Entonces existe una
vecindad G de x tal que para toda vecindad U de x que satisfaga que U C G,
X \ U tiene una cantidad infinita de componentes. Sea U cualquier vecindad de
2 contenida en G y para cada a € X \ U, sea Cy la componente de X \ U que
tiene a a. Veremos que existe un punto a ¢ G tal que a ¢ int(Cy ). Supongamos
que para todo punto a € X \ G existe una vecindad U de x con U C G tal que
a € int(Cy). Entonces

X\GcC U{int(C’U) | U es abiertoy x € U C G}.



62 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE KRASINKIEWICZ Y MINC

Como X \ G es compacto y {int(Cy) | # € U C G} es una cubierta abierta
de X \ G, existe m € N y existen vecindades de z Uy, Us,...,U,, tales que
Uiu...ulU,, CGy

X\ G Cint(Cy,) Uint(Cy,) U...Uint(Cy,, ).

Sea C =Cy, UCy,U...UCy, yseaU =X \C.ComoU = (X\Cp,)N...N
(X \ Cuy,,), entonces U es abierto y X \ U tiene una cantidad finita de com-
ponentes. Ademéas x € U por construccién. Por lo tanto U es una vecindad de
x contenida en G y cuyo complemento tiene un nimero finito de componentes,
contradiciendo la eleccién de G. Por lo tanto podemos elegir a € X \ G tal que
a ¢ int(Cy) para ninguna vecindad U de x contenida en G.

Dadas vecindades V de a y U de « con U C G, como a ¢ int(Cy), tenemos
que V\ Cpy # 0. Sea z € V \ Cy. Consideremos el arco az. Si ocurriera que
az C X \ U, entonces az C Cy, una contradiccién. Por tanto az N U # (.

Ademéds, {a,z} C V, por tanto az € (V,U,V).
Por ltimo probaremos que
a1(x) > arq(z) > d(a,x) > 0. (3.17.1)
I. Claramente sup{aip | b € X} > a14. De modo que ag () > a14().

II. Falta probar que aiq(z) > d(a,x) > 0.
Supongamos que d(a,z) > a14(z) = inf{e > 0| A1(z,a) C B(z)}. Enton-
ces
Al(x7a) - Bd(a,w) (Z‘)

Sin embargo, notemos que para toda vecindad V' de a y para toda vecindad
a U de z, existe z tal que az € (V,U, V), entonces

a € Ai(z,a).
Pero a € Bg(z,q)(2), una contradiccion.
ITI. Yaque z € Gy a€ X\ G, tenemos que x # a. Por tanto d(a,z) > 0.
De (3.17.1) concluimos que aj(x) > 0, una contradiccién. Por lo tanto X es

semilocalmente conexo en x. O

Lema 3.18. Sea X un dendroide y tomemos xz € X. Si para toda vecindad G
de z existe un abierto V tal que x € V C G y tal que X \ G estd contenido en
una tnica componente de X \ V, entonces X es colocalmente conexo en z (en
particular se cumple que X es semilocalmente conexo en x).

Demostracion. Sea G una vecindad cualquiera de xz. Sabemos que existe una
vecindad V' C G de z tal que X \ G estd contenido en una tinica componente
de X \ V. Sea C dicha componente y sea U = X \ C.
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I. X\ U = C, por tanto X \ U es conexo.
II. Yaque C =X \U CX\VyaxzeV, entonces z € U.
III. Como X\ G C C =X \U, tenemos que U C G.

IV. U es abierto pues C' es cerrado.

De I, II, IIT y IV concluimos que X es colocalmente conexo (y entonces
semilocalmente conexo) en .

O

Lema 3.19. Sea X un dendroide. Para cada a € X se tiene que
X5 u{a} = (X°Nag, ({0) U {a}.

Demostracion. Primero tomemos x € X¢ U {a}.

Caso 1: z =a.
En este caso = € {a} y por tanto z € (X¢ N aj, ({0})) U {a}.

Caso 2: z #a.

En este caso z € X¢, es decir, « es un punto extremo de X y X es semilocalmente
conexo en z. Por el Lema 3.17 tenemos que ay(z) = 0, es decir, sup{ayp(z) |
b€ X} = 0. Por tanto = € aj, ({0}) para la a dada. Por tanto z € (X°nN

ag, ({0})) U {a}.

Ahora, sean a € X fijay x € (X¢ Nag, ({0})) U {a}.

Caso 1: z=a.
En este caso « € {a} y por tanto z € X¢ U {a}.

Caso 2: z #a.

En este caso, = € X¢Naj, ({0}). Quisiéramos probar que X es semilocalmente
conexo en x. Para esto, basta probar que para cada vecindad G de z existe
otra vecindad V' C G de x tal que X \ G esta contenido en una cantidad finita
de componentes de X \ V. Sea G una vecindad arbitraria de z y supongamos
que esto no ocurre. Sea (G; una vecindad de z tal que G; C G. Si existe una
vecindad V de x tal que V C G1 y X \ G1 esté contenido en un ndmero finito
de componentes de X \ V, como X \ G C X \ Gy, tenemos que X \ G también
lo cumple, y tenemos un absurdo. Esto muestra que cualquier vecindad G; de
x tal que G; C G tiene la misma propiedad que le pedimos a G. Por tanto,
podemos suponer que a ¢ G. Elegimos una sucesién {V,,}°; de vecindades de
x tales que C1(V}) C G, Vi1 D VoD ...y

lim didm(V,,) = 0.

n— oo
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Para cada n € N, sea C, la componente de X \ V,, que tiene a a. Por lo
que supusimos, existe una componente D, de X \ V,, tal que C, N D,, = 0
y (X\G)ND, # 0. Sea b, € D, N (X \ G) y consideremos el arco ab,. Si
ab, C X\ 'V, entonces ab,, C C,, lo cual es imposible. Entonces ab, NV, # 0.
Sea ¢, € V,, Nab,, y consideremos el arco ¢,b, (subarco de ab,,). Notemos que

lim ¢, =z,
n— oo

y como C(X) es compacto, podemos suponer que existe A € C(X) tal que
A= lim ¢,b,.

n—oo
Entonces z € Ay AN (X \ G) # 0, as{ que A es no degenerado.
Afirmamos que A Naz = {z}. Supongamos lo contrario, es decir, que existe
y# xtal que y € ANax y sean U y V vecindades de x y ¥y, respectivamente.
ComoyeAy

A= lim ¢,b,,
n—oo

existe N1 € N tal que c,b, NV # ), para todo n > Nj, también existe Ny € N
tal que ¢, € U, para todo n > Ns. Por ultimo veamos que existe N3 € N tal
que ac, NV # @, para todo n > N3. De no ocurrir esto, podemos elegir una
subsucesién {acy,, }7°, de {ac,}32, tal que ac,, C X \ V para toda k € Ny,
por la compacidad de C'(X), podemos suponer que existe B € C(X) tal que
B = lim ac,.
n—oo

Entonces B C X \ V. De modo que a € By x € B, por tanto ax C B y como
y € ax, se tiene que y € B C X \ V, entonces y € (X \ V)NV, una con-
tradiccién. De todo lo anterior concluimos que ab,, € (V,U,V) para todo n >
m&x{ N1, Na, N3}. Por lo tanto y € A;(z,a) y entonces ay,(x) > 0 para la a da-
da, pero r € ozl_al({O}), lo que es un absurdo. Por lo tanto X es semilocalmente
CONexo en .

Concluimos que X¢ U {a} = (X¢Nay, ({0})) U {a}. O

Lema 3.20. Sean X un dendroide y = y y dos puntos de X. Sea pg un arco
maximal que contiene a zy. Entonces {p,q} C X°.

Demostracion. Supongamos que p ¢ X°¢. Entonces existen u,v € X tales que
p € uwv\ {u,v}. Como X es un dendroide, el conjunto J = uv N pq es un subarco
tanto de pg como de uv. Ya que p es extremo de pq, tenemos que J = wp para
alguna w € pq. De manera que wp C uv. Podemos suponer que u < w < p < v
(en el orden de uv). Entonces

qpﬁpvquﬂpvﬁuv:Jﬂpv:wpmpy:{p},

Por lo que gpnpv = {p}. Por lo tanto gpUpv es un arco que contiene propiamente
a gp (pues tiene a v y v € gp). Esto es absurdo. Por tanto p € X¢. Como p y ¢
tienen papeles simétricos, concluimos que {p,q} C X°©. O



65

Lema 3.21. Sean X un dendroidey Y C X.SiY esarcoconexoy X¢ CY C X,
entonces ¥ = X.

Demostracion. Sean x € X y py q elementos de X tales que = € pq. Entonces
{p,q} € X¢ CY.Como Y es arco conexo, entonces pg C Y. Por tantox € Y y
asi concluimos que X =Y. O

Lema 3.22. Sean X un dendroide y a € X. Entonces para todo abierto no
vacio G de X existe un punto z* € X¢ tal que az* € (G).

Demostracion. Sea Ey = {x € X°\ {a} | ax € (G)}. Primero veremos que
Ey # (. Para esto, notemos que como G # (), entonces {z € X | ax € (G)} # 0.
Seay € {r € X | ar € (G)} y consideremos el arco ay. Por el Lema 1.27
sabemos que existe un arco pg de X tal que ay C pq y no existe un arco en X
que contenga propiamente a pq. Por el Lema 3.20, {p, ¢} C X°©. Supongamos sin
pérdida de generalidad que p < a < y < ¢q. Como ay € (G), entonces aq € (G),
es decir, ¢ € {z € X°\ {a} | az € (G)}. Por lo tanto Ey # 0.

Analicemos dos casos:

Caso 1: aj,(z) = 0 para alguna = € Ej.

Por el Lema 3.19, como z € (o, ({0}) N (X°\ {a}) = (o, ({0}) N X°)\ {a},
entonces x € X¢\ {a}, y por tanto X es semilocalmente conexo en x; y como
x € Ey, entonces ax € (G). Asi queda terminado este caso.

Caso 2: ai4(z) > 0 para toda = € Ep.

Dada z € Ey, aqa(z) = inf{e > 0 | A1(z,a) C Be(z)} < didm(X)+ 1. Entonces,
para toda x € Ey, {a1.(z) | * € Ey} estd acotado superiormente. Ademds,
como aqq(x) > 0, tenemos que sup{a,(x) | x € Ep} > 0. Sea g € Ey tal que

1
a1q(20) > 3 sup{aiq(z) | € Eo}.

Ya vimos que A;(xg,a) es un subarco de axq y por tanto A;(zg,a) es compacto.
Veamos que existe @y € Aj(xg,a) \ {zo} tal que ay,(x0) = d(zg,Zp). Sea f =
sup{d(z,zo) | z € A1(x,a)}. Como A;(xg,a) es compacto y la funcién

dz, : X — R dada por

d(z) = d(xo, 2)

es continua, existe zo € Aj(xg,a) tal que d(zg,z9) = . Probaremos que 8 =
a1q(20).

(<) Sea e > 0 tal que Aj(xg,a) C Be(xg). Como zg € Aj(xp,a), entonces
20 € Be(xo), es decir, d(z9,29) < e. Por tanto 5 es cota inferior de {e > 0 |
Aq(zg,a) C Be(xo)}, entonces 8 < agq(zo).
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(>) Supongamos que 5 < a14(x0). Sea r € R tal que 5 < 7 < ayq4(x0), en-
tonces, para toda z € Aj(xg,a) se tiene que d(xg,2) < d(zg,20) = B < r.
Entonces Aj(xo,a) C B,(zg), asi que a14(x0) < r, una contradiccién. Por tanto
debe ocurrir que 8 = a14(70).

Ya que 29z es un arco, d(zo, o) = 0y d(zo,20) = 8 > 3 sup{aia(z) | z € Ep},
la continuidad de la funcién distacia implica que existe g € zgzo tal que
%sup{ala(a:) | © € Ep} < d(xo,70) < aiq(zg). Notemos que @y & {z0,0}.
Ya que ©y € zpxg C A1(x0,a) C axg, tenemos que Zo & {a, xo}.

Tomemos vecindades Uy y Vp de zg y 2o, respectivamente, que satisfagan lo
siguiente:

1. a & Uy U Vy. Esto se puede hacer ya que a & {zo, %}

2. d(Uo, Vo) > 2sup{aia(z) | = € Eo}. Antes elegimos zo de forma que
d(zo,%0) = aia(ze) > Fsup{aa(z) | € Ep}, entonces d(zo, 7o) >
%sup{ala | @ € Ep}. Por tanto podemos tomar Uy y Vi que también
cumplan esta desigualdad, y

3. Para toda z € X, si az € (Up), entonces az € (G). (3.22.1)
Esto lo podemos hacer porque azy € (G) y por el Lema 3.9 tomando n = 1
y G= Ul.

Sea By = P(Up) N{z € X | ax € (Vo, Uy, Vp)} N X€. Recordemos que P(Up) =
{r € X | existe una vecindad V' de z tal que a ¢ V' y Cy, C int(Cy)}, donde
Cuy, es la componente de X \ Uy que tiene a a y Cy es la componente de X \ V
que tiene a a. Como %y € Aj(zo,a) y Cl(Uy) N Cl(Vy) = @, por el Lema 3.16,
podemos tomar un punto y € P(Uy) tal que ay € (Vo, Uy, Vp). Por el Lema 1.27,
existe x € X° tal que ay es un subarco de ax. Por el Lema 3.8, como a ¢ Uy,
x € P(Uy). Por tanto x € E;. Hemos visto que Fy # 0.

Para cada u € Eq, por (3.22.1), au € (G), y como au € (Vy,Up, Vp), tenemos
que u # a. Si existe u € F; tal que ajq(u) = 0, razonando como en el Caso
1, obtenemos que X es semilocalmente conexo en u y terminariamos la prueba.
Por tanto podemos suponer que a14(x) > 0 para toda z € E;.

Sea x1 € Ey tal que
1
a1q(z1) > 3 sup{ai.(x) |z € 1}

Como antes, existe @1 € A1 (x1,a) \ {z1} tal que
R 1
a1q(x1) > d(21,47) > 3 sup{aqq(x) |z € Eq}.

Tomemos vecindades Uy y Vi de x1 y 21, respectivamente, tales que:

1. a¢U1UV1,
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2. d(Uy, V1) > 1sup{on,(z) | z € Er},
3. Cy, Cint(Cy, ). Esto lo podemos hacer ya que 21 € By C P(Up), y

4. Paracada z € X, siaz € (Uy), entonces az € (Vy, Uy, Vp). Esto lo podemos
conseguir pues axy € (Vp, Uy, Vo) y podemos aplicar el Lema 3.9.

Repitiendo este proceso para cada n € N, podemos construir
E, = P(Un_l) N {$ c X | ar € (Vn—h Un—b Vn—l)} N Xe, (3222)

donde U,,_1 es una vecindad de z,_1 tal que a & U,_1, vy V,_1 es una ve-
cindad de &,,_1. (3.22.3)

Como antes, podemos tomar z,, € E,, tal que ay,(x,) > 0y &, € A1(zy,a)\
{zn,a} tales que aiq(2y) > d(zn, %) > 3sup{oq(z) | 2 € E,}. Por dltimo
podemos dar vecindades U, y V,, de z,, y &,, respectivamente, tales que:

1. ag U, UV,,
2. d(Up, V) > 2 sup{aia(z) |z € B, }, (3.22.4)
3. Cu,_, Cint(Cy,), y (3.22.5)

4. Para cada z € X, si az € (Uy,), entonces az € (V,—1,Upn—1, Vi_1). (3.22.6)

Sea C =U,~, Cu, - (3.22.7)

Claramente a € C. Ademas,

c=|J ¢y, clint(Cy,.,) cC

n=0 n=0

Entonces C es abierto. Dados dos elementos wy y wg de C, ocurre una de las
siguientes dos cosas:

= Existe m € N tal que w; y wa son elementos de Cyy, , o
= w1 € Cpy, v we € Cy, para algunas k # [.

En el primer caso, como X es un dendroide y Cp,, es un subcontinuo de X,
wiwy C Cy,,. En el segundo caso tenemos que {wi,wa} C Cuy,. pys Y CON
el mismo argumento concluimos que wyws C C’Um&x{k - Por tanto C es arco
conexo.

Hasta ahora tenemos entonces que a € C, C es abierto y C es arco conexo.
(3.22.8)
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Probaremos ahora que X # C. Supongamos por el contrario que X = C,
entonces C es compacto. Ademds,

oo

C = Jint(Cy,).

n=0

Entonces existe m € N tal que
Cc int(C’U2) U...u int(C’UmH) = int(CUerl) C CUm+1 cC.

Entonces Cy,,,, = C = X y por tanto U,,41 = 0, una contradiccién. Con esto
concluimos que X # C.

Ahora supongamos que X¢ C C. Como C es arco conexo, aplicando el Le-
ma 3.21 tenemos que X = C, contradiciendo lo que acabamos de probar.

Por tanto existe z* € X¢\ C. (3.22.9)

Probaremos que az* € (U,) para toda n > 0. Supongamos que esto no ocu-
rre, entonces ax* C Cy, , pero Cy, C C. Entonces az* C C. Esto implica que
x* € C, contradiciendo (3.22.9).

Por lo tanto az* € (U,,) para toda n > 0. (3.22.10)
De las propiedades (3.22.6) y (3.22.10) obtenemos que, para toda n > 1,
axr* € (Vn—h Un_1, Vn—l)- (32211)
Sea m > 1. Veamos que z* € P(U,_1). Como z* ¢ C, entonces z* ¢ Cy,,.
Por tanto podemos encontrar una vecindad W de z* tal que W N Cy, = 0. Sea
Cw la componente de X \ W que tiene a a. Ya que Cy, C X \ W, entonces
Cy, C Cw. Ademss, por (3.22.5), tenemos que Cy,_, C int(Cyp, ). Entonces
Cy,_, Cint(Cy,) C Cy, C Cw. Por lo anterior tenemos que W es una vecin-
dad de z* tal que a ¢ W y Cy,,_, C int(Cw).
Por tanto z* € P(U,—1) para toda n > 1. (3.22.12)
Por (3.22.11) y (3.22.12), tenemos que, para toda n > 1,

¥ € PUp—1)N{z e X |ax € (Vou1,Up—1, V1) } N X = E,.

Recordemos que U, y V,, son tales que

1
AUy, Vy) > 3 sup{aqq(x) |z € En}, vy

1 1
3 sup{ayq(z) |z € Ep} > Eala(x*).
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Entonces, para toda n > 1 se tiene que ay,(x*) < 2d(Up, V4,). (3.22.13)

Para cada n > 0, sea aw, la componente de az* \ U, que tiene a a. Pro-
baremos que w, # z*. Por definicién, aw, ¢ (U,), y por (3.22.10), sabe-
mos que ax* € (U,) para toda n > 0. Por tanto w, # x*. Ahora mostra-
remos que w, € Cl(w,z* N U,). Supongamos que esto no ocurre, entonces
wy € X\ Cllwp,z* NU,), éste es un conjunto abierto. Por tanto existe una
vecindad M de w,, tal que M N Cl(wpz* N U,) = . Como M es abierto en
X, podemos encontrar un intervalo en ax* que tenga a w, y que no interseque
a Cl(wn,z* NU). Entonces existe y € M tal que w,y N Cllwp,z* NU) =0y
a < w, < y. Entonces ay es conexo y aw, C ay C ax* \ U,. Una contradiccién
ya que aw, es una componente. Por lo tanto w, € Cl(w,z* NU,). Ademds,
recordemos que aw,, es la componente de ax* \ U, que tiene a a, y Cy, es la
componente de X \ U, que tiene a a.

Entonces aw,, C Cy,,. (3.22.14)

Por (3.22.4) tenemos que Cl(U,) N C1(V,,) = 0. Por (3.22.5) se cumple que
Cl(Up+1) N Cy, = 0.
Demostraremos que, para cada n € N, existe u,, € U, Naz* tal que:

1. a <w, <u, <z*,
2. auy, NUpi1 =0, v (3.22.15)
3. wyu, NV, = 0. (3.22.16)

Ya vimos que w,, < z*, w, € Cllw,z* NU,), w, € Cy, y CL(U,) N CL(V,,) = 0.
De manera que w, ¢ Cl(U,4+1) U Cl(V,,). Entonces existe z € wpz* tal que
wp < 2z < x*y wpz N (Cl(Upsq UCKV,)) = 0. Ya que X \ zz* es un abier-
to de X que tiene a w,, tenemos que (X \ zz*) N (w,x* N U,) # 0. Sea u,
un punto de esta interseccién. Entonces w, < u, < z < z*. De modo que
Wpty N (ClUp11) UCHV,)) = 0.

Por (3.22.15), tenemos que u, < wpy1, asi que a < uy < uy < -+ < x*.
(3.22.17)

Probaremos que para toda n € N, upu,yr1 NV, # (0. Supongamos que exis-
te n € N tal que upupt1 NV, = 0. Por (3.22.6), tenemos que para toda z € X,
si az € (Up41), entonces az € (V,,Uy,, V). Claramente auy41 € (Upy1), por
tanto, existen puntos p, ¢ y r en au,11 tales que {p,r} C V,,, ¢ € U,,ya<p<
q <71 <uUpyr. Como a < ug < uy < --- < z*, entonces aupyt1 = aty U UpUpi1-
Estamos suponiendo que unt, 1NV, =0,y r € V,,Nauyy 1. Entonces r € auy,.
Por otro lado au, = aw, Uw,u,, y como w,u, NV, = ), entonces por (3.22.16)
tenemos que r € awy,. Por (3.22.14), aw, C Cy,. Entonces r € Cy,, y como
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a € Cy,, entonces ar C Cy,,. Por tanto ¢ € Cy, N U, un absurdo.

Concluimos que para toda n € N, uyuy1 NV, # 0. (3.22.18)

Ahora, por (3.22.17) y (3.22.18), se tiene que az* € (Uy, Vo,U1, V1,...)co. En-
tonces, por el Lema 3.11 ocurre que

lim d(U,,V,,) = 0.

n—oo

Por (3.22.13) concluimos que ai4(z*) = 0. Como a € C' y z* ¢ C, entonces
a # x*. Como a < ug < z*, ax* € (Up). Por (3.22.1), az* € (G).
Por lo tanto z* es tal que z* € X¢ y az* € (G). Esto concluye la prueba. O

Teorema 3.23. Sea X un dendroide. El subconjunto arco conexo mas pequenio
que contiene a X¢ es un conjunto denso en X.

Demostracion. Sabemos por el Lema 3.22 que X¢ # (. Fijamos a € X¢. Sea

My = U az.

ze€X¢

Claramente My es arco conexo y contiene a X¢. Cualquier conjunto arco conexo
M que contiene a X¢, debe contener a todos los arcos de la forma az, con z € X¢.
Por tanto My C M. Hemos mostrado que Mj es el conjunto méas pequeno arco
conexo que contiene a X¢. Falta ver que

Cl(My) = X.

Sea x € X y sea G una vecindad de z. Como a € My, podemos suponer que
a ¢ G. Por el Lema 3.22, existe un punto z* € X¢ tal que az* € (G). Por lo

tanto G'N (Uz€X§ az) # (. Y por tanto
Cl (ZEL)J(S? az) = X.

Observemos que lo anterior y el Teorema 3.4 implican que el conjunto arco
conexo mas pequenio que contiene a los puntos donde X es colocalmente conexo,
es denso en X. O
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