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Introduccion

La presente tesis en su mayor parte fue una recopilacion de re-
sultados de diversos articulos y libros de texto entre los que destacan la tesis
de doctorado de Michael David Mitzenmacher titulada “The Power of Two
Choices in Randomized Load Balancing”, y las notas de Frank Kelly y Elena
Yudovina de redes estocésticas.

El objetivo de esta tesis es mostrar que una buena estrategia de
cargas para un sistema de colas en paralelo es valiosa en su rendimiento.

El primer capitulo es acerca de conceptos preliminares: Procesos
de Salto Puro, el problema Erlang, y un recordatorio de las colas M/M/1.

El segundo capitulo es el punto central de la tesis. Su objetivo
es presentar un modelo de un sistema de colas en paralelo llamado sistema
del supermercado. Este es un modelo que se ha estudiado e ilustra bastante
bien como una buena estrategia de cargas puede hacer gran diferencia en el
rendimiento del sistema, desde el punto de vista del nimero de clientes en el
sistema o el tiempo de espera promedio que un cliente pasa en dicho sistema.
Este sistema es muy simple de describir, pero no es tan facil de analizar, al
menos en este nivel. Como veremos, este sistema puede entenderse como un
Proceso de Salto Puro. Lo que haremos es proponer un sistema de ecuacio-
nes diferenciales que aproxime el comportamiento del Proceso conforme el
nimero de colas crece. Con ayuda del teorema de Kurtz encontramos una
cota para el tiempo de espera promedio que un cliente pasa en el sistema
del supermercado.

Por tdltimo, en el tercer capitulo se realizan simulaciones y se ve-
rifican algunos resultados. Primero se hace la comparacién de rendimiento
del sistema con dos diferentes estrategias de cargas para las colas, comparan-
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do el nimero de clientes que hay en el sistema conforme el tiempo avanza.
Después se simulan dos escenarios con diferentes estrategias de cargas para
las colas comparando el tiempo de espera promedio en ambos. Finalmente se
simulan varios escenarios en los que vemos la calidad de la aproximacion del
sistema del supermercado al sistema de ecuaciones diferenciales conforme el
numero de colas crece.



Capitulo 1

Procesos de Salto Puro y
Colas M/M/1

1.1. Procesos de Salto Puro.

En esta seccién abordaremos los conceptos béasicos de los Pro-
cesos de Salto Puro. Muchos de estos conceptos serdan necesarios para el
siguiente capitulo, pues el sistema del supermercado se puede ver como un
Proceso de Salto Puro.

Definicién 1.1 (Procesos de Salto Puro.) Sea E un conjunto numera-
ble. El proceso {X(t) : Q@ — E}i>0 es un Proceso de Salto Puro (PSP) si
cumple la propiedad de Markov, es decir, si para toda n € N y para cuales-
quiera 0 < tg < t; < ... < t, <t se cumple que:

P(Xt = .’E’th = Tn, '--7Xto = .’IJ()) = P(Xt = x\th = .’Bn), (11)
para todo xq,...,Tn,x € K.

Observacién 1.1 La propiedad de Markov es equivalente a la siguiente pro-
piedad:

Dados 0 <ty < t; <...<t, <t se cumple que:

P(X; =z, X4y = 20, ..oy Xt,_, = Tn—1|Xt, = Zn)

7
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= P(Xt = .I‘|th = xn)]P)(Xto = L0y +eey th_l = .Tn_1|th = fIfn) (12)
para todo xq,...,Tn,x € E. Es decir, el pasado es independiente
al futuro, dado el presente.

Demostracion. Primero demostraremos que (1.1) implica (1.2).

P(Xt =, Xto = X, ...,th71 = xn—l‘th = l’n)
= P(Xt = QZ,XtO = Ly -eey th—l = l‘nfl,th = (L‘n)m

= P(Xt = -:U‘Xto = X, ...,th71 = xn_l,th = .@n) .

P(Xto = Zop, "'7th—1 = Tn—-1, th = -’En)
]P)(th = .fL‘n)

= P(Xt = $|th = xn)P(Xto = T, ...,Xt"_l = .ZEn,1|th = Q?n)

Ahora, demostramos que (1.2) implica (1.1).
P(Xt = .fL'|th = Tp, "-7Xt0 = $0)

N ]P)(Xt = JI,th = Tp, -'-7Xt() = JZ‘O)
]P)(th = Tn, --'7Xto = CC[))

= P(Xt = .T,Xto = Xo, "'7th—1 = .’En,1|th = :L‘n) .

P(th - .’,Un)
P(th = Tn, '--7Xt0 = xo)

P(Xt = l”th = [L'n)]P)(XtO = 2o, ...,th71 = xn—l’th = .’L'n)
P(Xto = TQy ---y th—l = Qj‘n71|th = ZL'n)

= P(Xt = .’E’th = {L‘n)
|

Notacién: No haremos distincién entre X (¢) y X; ni entre (X;)

y { X}
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Definimos a p; 4(s,t) := P(X4s = y|Xs = x). Decimos que X
es homogéneo en el tiempo si pyy(s,t) = P(X;—s = y|Xo = ) Vs,t > 0.
En este caso, denotamos a p,,(0,t) por p,,(t). La intuicién de esto es
que si un proceso es homogéneo en el tiempo, entonces, la probabilidad de
transicién de un estado a otro depende de los estados en si y del tiempo
que ha transcurrido el proceso sin moverse, sin importar en qué momento
se encuentre.

Por otro lado, a cada Proceso de Salto Puro {X;}:>0 lo asocia-
mos a una matriz llamada generador infinitesimal de probabilidades.

Definicién 1.2 (Generador infinitesimal de probabilidades) .

Sea X = {Xi}+>0 un Proceso de Salto Puro con espacio de es-
tados numerable E. Sea Q@ = (q(i,]))ijee una matriz. Q es llamado el
generador infinitesimal de probabilidades del proceso X si:

P(Xi4s = 7| Xt =14

coni,j € E, i#7],

2. q(i,i)=— > q(i,k) para toda i € E.
ke E\{i}

Notacién: A los valores —q(i,4) los representaremos con ¢(7).
Es decir:

qiy= > qli,k), i€E.

keE\{i}

Cabe senalar que un Proceso de Salto Puro estd determinado
por su generador infinitesimal y su distribucioén inicial.

La intuiciéon detras de esta matriz es la siguiente: fuera de la
diagonal, tenemos los valores (q(i,7)) los cuales nos dicen con qué “fuerza”
el proceso va del estado i al estado j. A los ¢(i,j) los llamaremos tasas de
salto del proceso.

A partir de ahora trabajaremos solamente con procesos de salto
puro continuos por la derecha; es decir, dada una w € , la funcién X;(w)
es continua por la derecha en t.
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1.2. Tiempos de salto y cadena de saltos de un
proceso de Markov.

Un Proceso de Salto Puro es un proceso que salta de un estado
a otro cada cierto tiempo aleatorio. Definimos Jy, J1, ... a las variables alea-
torias que miden el tiempo en que salta el proceso, y a St, So, ... los tiempos
interarribo, es decir, los tiempos en los que permanece el proceso en un solo
estado:

Jo:=0, Jpt1 :=mf{t > Jp, : Xy # X} Vn >0,

donde inf ) = co, y paran =1,2,....

Jn — Jp—1 si Jp—1 < 00
00 si J,—1 = o0.

Notemos que la continuidad por la derecha del proceso implica
que S, >0 Vn=1,2,... 5iJ, = o0 para alguna n, definimos a X, := J,,,
ysiJ, <oo Vn, Xy estard indefinido. Ademds, definimos

¢:=sup{J,:n=0,1,..} = ZSn.
n=1

como el tiempo de explosion.

Definicion 1.3 Sea X : @ — R una variable aleatoria. Decimos que X
tiene distribucion exponencial de pardmetro X > 0 (X ~ Exp(\)) si:

P(X > t) = e Mot ),

Resulta que en los Procesos de Salto Puro, las variables aleato-
rias 51,52, ... son independientes y tienen distribuciéon exponencial, bajo el
supuesto de que son finitas. Esto es debido principalmente a la propiedad
de pérdida de memoria que caracteriza dicha distribucién:

Proposicién 1.1 (Pérdida de memoria) . Sea X : Q@ — R una variable
aleatoria continua y positiva casi sequramente. Entonces, X tiene distribu-
cion exponencial si y solo si cumple con la propiedad de pérdida de memoria,
es decir,

P(X>t+s|X>t)=P(X >s) Vs, t>0.
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Demostracion. Demostraremos primero la ida. Sea X una variable aleatoria
con distribucién exponencial de parametro A, y sean s,¢ > 0. Entonces:

P(X >t+s)
IP’EX > t)
e—At+s)
BY;
_ 5
= P(X > s).

PX >t+s|X >t) =

Ahora demostremos el regreso. Supongamos que X es una varia-
ble aleatoria arbitraria positiva casi seguramente que cumple la propiedad
de pérdida de memoria, i.e.:

PX>t+s|X>t)=P(X >s)Vs,t>0.

Sea g(t) = P(X > t). Notemos que existe n € N tal que
1
g () > 0.
n
g(t +5) = g(t)g(s),

=s(tes )= (a(1)) >0

Esto implica que existe A > 0 tal que g(1) = e~

Entonces se cumple que

De igual forma, para enteros positivos p, g:

9(p/q) = g(1/q)" = g(1)?/",

por lo que g(r) = e™" para r racional. Ahora queremos probar que para
t € RT, g(t) = e . Sea e > 0, y sean 5,7 € QF tales que r <t < sy
le™*" — e7*%| < £/2. Notemos que por monotonia de g:

0<g(s) < g(t) <g(r),

lo que implica que
0<g(t) —g(s) < g(r) —g(s).
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Asimismo

0<e M_e M < e e = g(r) — g(s).

Por lo que:
lg(t) —e™M| = |g(t) e e —eN|
< g(t) —e M+ fem — eV
< g(r) —e M| 4 e — eV
< 2/2=¢

Con lo cual probamos que para t € R*, g(t) = e~*. Para t <0,
por definicién, g(t) = 1 = e™ 0+ ® por lo que X ~ Exp(\). [ |

El siguiente resultado es fundamental para los Procesos de Salto
Puro:

Teorema 1.1 Sea E un conjunto contable, y sea (Ty)kep una sucesion de
variables aleatorias independientes con distribucion Exp(q(k)), y 0 < q :=
Y repd(k) <oo. Sea T := inf{T}, : k € E}. Entonces, T = Tk donde K es
una variable aleatoria con imagen en E, y ademas, T y K son independientes

yT ~ Exp(q), y P(K = k) =q(k)/q.

Demostracién. Definimos a K como k si T, < T; Vj # k; en otro caso, K
queda indefinida. De esta forma:

P(K=kT>t) = P(Tp>t,Th <Tj Vk+#j)

= / q(k)e 1RSP(T; > 5 Vi #k)ds
t

_ / g(k)e s T =16 ds
t

J#k

e k
= / q(k)e ¥ ds = Me_qt.
t q

Asi, la ultima igualdad nos dice que T' y K son independientes
con las distribuciones deseadas y P(K = k para alguna k) = 1. |
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Ahora definiremos la cadena de saltos asociada a un Proceso de
Salto Puro:

Definicién 1.4 (Cadena de Saltos) . Sea X un Proceso de Salto Puro.
Definimos la cadena de saltos de ese proceso como la Cadena de Markov
cuya matriz de transicion estd dada por:

0 si =7,
Pij =
q(t,7)/q(@) st ©# ],

donde (q(i,j))ijee son las tasas de salto del proceso.

Cabe senalar que la definicién anterior tiene su justificacion en
el Teorema 1.1 y a la distribucién exponencial de los tiempos interarribo.

1.3. Distribuciones Estacionarias.

En esta seccién nos referiremos a los Proceso de Salto Puro, o
Cadenas de Markov, suponiendo que son homogéneos en el tiempo, y los
primeros estan definidos sobre el espacio paramétrico R.

Definicién 1.5 Sea X = {X;}ier un Proceso de Salto Puro con generador
infinitesimal Q = (q(%,)))ijer, y sea m = (7(i))icg un vector de probabili-
dades. Decimos que m es distribucion estacionaria del proceso X si:

mQ = 0.

En el caso con las Cadenas de Markov, decimos que 7 es distri-
bucidn estacionaria si
TP =,

donde P es la matriz de transicion de la cadena.

De lo anterior podemos obtener las siguientes ecuaciones que
llamaremos ecuaciones de equilibrio global o general para los Procesos de
Salto Puro y Cadenas de Markov respectivamente:
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n(i) Y q(i.g) = ), w(a(ii)  VieF, (1.3)
JjeE\{i} JjeEN{i}
n(i) =Y _ w(j)p(i), Viek. (1.4)
JEE
Cabe mencionar que si una Cadena de Markov o Proceso de Salto Puro X
tiene distribucion estacionaria m entonces esta es tnica.

Algunas propiedades de las distribuciones estacionarias son las
siguientes:

1. Limite. Para toda j € E, P(Xy; = j) — 7(j), cuando ¢t — oo.
1T
2. Ergddico. Para toda j € F, T J Lx,=jydt = 7(j), cuando T — oo.
0

3. Estacionario. Si P(Xo = j) = 7(j), para toda j € E, entonces, P(X; =
j) =m(j), para toda j € E, y para toda t € R.

Definicién 1.6 Sea X = {X;}1er un Proceso de Salto Puro. Definimos el
proceso invertido de X comoY = {Y; = X_; }er.

Proposicién 1.2 Sea X = {X(t)}4er un Proceso de Salto Puro estaciona-
rio con tasas de transicion (q(4, j))i jer y distribucion estacionaria (7())icE.-
Luego, el proceso invertido de X, Y = {Y (t) = X(—t) hier tiene distribucion
estacionaria (7(2))icg y tasas de transicion (¢'(i,))i jer dadas por:

1oy m0)a(, 1)
q (7”.7) - 7T(Z)

Vi,j € E.

Demostracion. Sabemos que (Y (t))¢>0 es un proceso de Markov. Asi, sus
tasas de transicién se calculan aplicando el teorema de Bayes:

PY(t) = ilY (t+0) = HP(Y(t +6) = J)

P(Y(t+06) =jlY(t)=1i) = P(Y(t) =)

PY(t) = i[Y(t+90) = j)m(j)
m (i)

(9(4, )0 + o(8))7(4)
(1) ‘
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Asi,

Por otro lado P(Y(t) = i) = P(X(—t) = i) = w(i) Vt € R
y Vi € E, por lo que Y es estacionario y su distribucién estacionaria es
(m(2))ick- n

Definicion 1.7 Con las notaciones del teorema anterior, decimos que el
proceso (X (t))er es reversible si se cumplen las siguientes ecuaciones, lla-
madas ecuaciones de equilibrio local:

q(i,j)m(i) = q(4, 1)m(j) (1.5)

Por la proposicion anterior, pedir que se satisfagan las ecuacio-
nes (1.5) es equivalente a pedir que las tasas del proceso X sean igual a las
tasas de su proceso invertido, lo que implica que si un proceso es reversi-
ble, entonces, X; ~ X_;, Vi € R. Ademads, notemos que las ecuaciones de
equilibrio local implican las ecuaciones de equilibrio global.

1.4. Proceso de Poisson.

Hablaremos ahora de un proceso importante que se utiliza cuan-
do se quiere contar eventos que ocurren cada cierto tiempo aleatorio. Este
es el proceso de Poisson.

Definicién 1.8 (Proceso de Poisson) Sea {S; : i € N} una sucesion de
vartables aleatorias independientes con distribucion exponencial de tasa .
El proceso de Poisson de tasa \ es el proceso a tiempo continuo X = {X; :
t > 0} definido como:

Xt:méx{nz1:51+SQ+...+Sn§t},

donde max( = 0.
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Este proceso tiene distintas propiedades que lo caracterizan, por
lo que podemos dar las siguientes definiciones alternativas, y aunque no
se demostrard su equivalencia, se probard que este proceso cumple con la
propiedad de Markov, y ademés es homogéneo en el tiempo.

Definicién 1.9 (Notacién o-pequena.) Sean f,g > 0 funciones defini-
das para valores de t suficientemente grandes. Decimos que f es de orden
mas pequeno que g cuando h — oo, escrito como f(t) = o(g(t)) cuando
t — 00, Si ocurre que

Definicién 1.10 (Alternativa 2) Un proceso de Poisson de tasa A > 0
es un proceso a tiempo continuo X = {X; : t > 0} con espacio de estados
{0,1,2,...} y que cumple:

1. Xo =0,

2. tiene incrementos independientes y estacionarios,

3. para toda t > 0, cuando h \ 0

a) P(Xt—i-h — Xt > 1) =M+ O(h),
b) ]P)(Xt_;,_h — Xt > 2) = O(h)

Definicién 1.11 (Alternativa 3) Un proceso de Poisson de tasa A > 0
es un proceso a tiempo continuo X = {X; : t > 0} con espacio de estados
{0,1,2,...} y que cumple:

1. Xo =0,

2. tiene incrementos independientes,

3. Xiys — Xs ~ Poisson(At), para cualesquiera s > 0, t > 0.

Proposicién 1.3 Sea X un proceso de Poisson. Entonces X es un Proceso
de Salto Puro homogéneo en el tiempo con tasas de transicion q(n,m) = A
sim=n+1, y cero en otro caso.
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ow———7 7

Figura 1.1: Simulacién de un Proceso Poisson.

Demostracion. Utilizaremos la Definicién (1.11).

Notemos que por definicién X tiene incrementos estacionarios,
lo que implica la homogeneidad en el tiempo. Demostraremos que cumple
la propiedad de Markov.

Seann €N, 0 <ty <t <..<tp,y0<z <z <..< 20,
Utilizando la independencia de incrementos tenemos que:

]P)(th = (En|th71 = f]}'n_17 ...,Xto = xo)

P(th = l‘n,th_l = Tp-1, ...,Xto = 550)
]P)(th—l - xn—17 ceey XtO — SUO)

P(Xy, — Xty =0 — -1, Xpp ) — Xtyyo = Tl — Tn—2, ..., Xgy = 20)

P(th_l — th_Q = Tpn—1 — Tp—25 4 Xto = CEQ)

P(th — th71 = Tn — wn—l)]P’(th,l — th72 = Tpn—-1— .an_z) C et P(th = :L'())
]P)(th,1 — th72 = Tpn—-1— l‘n,Q) L. P(Xto = $0)

= ]:P)(th - th—l = Tn — :1"”*1) = P(th = $n|th—l = xnfl)

Por otro lado, para encontrar las tasas de transicién, utilizamos
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la distribucién de los incrementos: Seant > 0, h > 0y n < m € N, entonces:

]P)(Xt—l-h = m|Xt = n) _ P(Xt+h — Xt =m — n)
h h
(AR)™™" Y
(m —n)lh

)\m—nhm—n—l

= We " ot Ling1y(m) A

1.5. Problema Erlang.

A inicios del siglo XX, Agner Krarup Erlang trabajé para la
compania de teléfonos Copenhagen y se interesé en investigar cuantos circui-
tos paralelos se necesitaban en la red telefénica para proporcionar servicio.

Supongamos que las llamadas llegan a las operadoras como un
proceso de Poisson de parametro A, que la red tiene C circuitos paralelos y
mientras dura la llamada, ésta utiliza uno de dichos circuitos. Supongamos
que la duracién de la llamada se distribuye exponencial de pardmetro pu,
y entre llamadas diferentes, los tiempos de duracién son independientes. Si
una llamada llega y todos los circuitos C estan ocupados, entonces, ésta
simplemente se pierde.

Sea X (t) = ¢ el nimero de circuitos ocupados en la red. Por los
supuestos anteriores, éste es un Proceso de Salto Puro con tasas

q(i,i+1) = Ay, c-13(i), q(i,i—1) =iply  cy(i)-

Resolvamos las ecuaciones de equilibrio local:

qli — 1,0)w(i — 1) = q(i,i — 1)m(d).
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Parai e {1,..,C}:

N (i q(i —1,4)
. Al
= m(i— 1);;

()3

Notemos, por otro lado, que ZZC:O (1) = 1. Asi que:

w-(E0))
- () (S 0))

La cual es una distribucién Poisson truncada con estados {0, 1,2, ...,C}.

por lo que

La intuicién detrés de esto es que, de forma estacionaria (o a lar-
go plazo) el nimero de circuitos ocupados en la red es una variable aleatoria
Poisson truncada con espacio de estados {0, 1,2,...,C}.

1.6. Colas M/M/1.

En la vida cotidiana acostumbramos hacer fila para esperar nues-
tro turno: en el supermercado, en la comida rapida o en el banco. Existen
diferentes modelos para describir el comportamiento de una cola. El siguien-
te es el que utilizaremos en el presente texto:

Definicién 1.12 (Colas M/M/1) . C es una cola M/M/1 si los tiempos
de llegada son exponenciales con pardmetro X\, y los tiempos de servicio son
también exponenciales con pardmetro p. Definimos ademds a A = (Ay)icr+
como el proceso que cuenta el nimero de llegadas a la cola, y a B := (By)icr+
el proceso que cuenta el numero de clientes atendidos.
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El nombre M/M/1 es debido a la propiedad de pérdida de me-
moria (memoryless) de los tiempos de llegada y de salida, y a que sélo hay
un servidor.

Sea X = (X (t))er el proceso que cuenta el nimero de clientes
en la cola. Notemos que éste es un Proceso de Salto Puro estacionario con
tasas de transicion:

q(i,i+1) = Aly12,.(7), q(i,i—1) = plyy o3, (7).

Lo que haremos es resolver las ecuaciones de equilibrio local del
proceso X:
Q(Z — 17 Z)

w(i) = 7(i— 1)q(i,i —)

por lo que 7w(0) =1 — % Asi

)= (1-7) <2> ie{0,1,2,..},

es decir, 7 es una distribucién geométrica con parametro —.

De forma intuitiva, esto quiere decir que a largo plazo el niimero

de clientes en un cola M/M/1 tiene distribucién geométrica de pardmetro
A

1
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Ademsds, podemos observar que X es reversible, ya que se cum-
plen las ecuaciones de equilibrio local de dicho proceso.

Hemos encontrado la distribucién estacionaria para una cola
M /M/1. En el siguiente capitulo veremos un sistema de colas en paralelo no
independientes entre si -llamado sistema del supermercado-, y utilizaremos
la distribucién estacionaria de las colas M /M /1 para probar la estabilidad
del sistema, es decir, que el nimero de clientes en el sistema permanece finito
para cualquier tiempo.
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Capitulo 2

Sistema del supermercado

2.1. Introduccion.

En este capitulo hablaremos acerca del sistema de colas llamado
sistema del supermercado. Este es un sistema de colas en paralelo, es decir,
un conjunto de colas en el cual los clientes llegan y eligen formarse cualquiera
de ellas siguiendo una estrategia determinada.

Supongamos que tenemos n colas. La llegada de los clientes al
sistema serd un proceso de Poisson con tasa An con 0 < A < 1. La estrategia
con la cual cada cliente que recién llega al sistema elegira formarse en alguna
de las colas es que cada uno de estos elegird al azar d colas (cond € {1,...,n})
y se incorporard a aquella de las d elegidas que tenga menos clientes en ese
momento. Supondremos que el tiempo en que el cliente realiza esta accion es
cero y que cada cola tendra un tiempo de servicio exponencial de parametro
1.

Este sistema lo estudiaremos en tres partes: primero estudia-
remos la estabilidad (es decir, partiendo de un estado inicial adecuado, el
numero de clientes en el sistema permanece finito siempre) con d = 1 y
utilizaremos este hecho para probar la estabilidad del sistema con d > 2.
Después nos adentraremos a proponer un sistema de ecuaciones diferencia-
les, que llamaremos sistema determinista, que aproxime nuestro sistema (que
llamaremos sistema aleatorio, pues asi se comporta) conforme el nimero de
colas -n- crece. Por ultimo, utilizaremos el teorema de Kurtz para medir

23
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la aproximacién del sistema determinista al sistema aleatorio, conforme el
numero de colas crece.

En las dltimas dos partes serd conveniente concentrarnos en el
tiempo esperado en que un cliente pasa en el sistema, cuando ha transcurrido
cierto tiempo o haya cierta estabilidad en el mismo (no necesariamente en
su estado estacionario).

Utilizaremos la siguiente notacion a lo largo de este capitulo:

A={A(t):t>0}  Proceso que cuenta el nimero de llegadas al sistema.
A; = {A;(t) : t >0} Proceso que cuenta el nimero de llegadas a la cola i.

mé(t) Numero de clientes en la cola i al tiempo ¢, donde
d es el nimero de colas elegidas por los clientes.
m(t) Vector de n entradas compuesto por los mé(t)’s.
mi(t) Numero de colas con al menos i-clientes.
sgn) (t) Fraccion de colas con al menos 4 clientes en el sistema
con n colas. Es igual a m;(t)/n.
Xn(t) Vector de infinitas entradas compuesto por los sgn) (t)’s.
si(t) Funcién i-ésima solucién del sistema determinista.
X(t) = s(t) Vector conformado por los s;(t)’s.

Cuadro 2.1: Notacién.

2.2. Estabilidad del sistema.

2.2.1. Estabilidad con d = 1.

Probaremos que cuando d = 1 el sistema del supermercado se
puede ver como un sistema de n colas M /M /1 independientes.

Notemos que para ¢t > 0, cada variable aleatoria A(t) tiene dis-
tribucién poisson de parametro nAt, es decir,

Proposicién 2.1 Para i € {1,...,n} yt > 0, la distribucion de A;(t) es
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poisson de pardmetro At, es decir,

Demostracion. Por la férmula de probabilidad total:

=Y P(Ai(t) = l|A(t) = k)P(A(t) = k).
k=0

Notemos que el niimero de clientes que llega a la cola 7 al tiempo
t no puede ser mayor al nimero de clientes que llegan al sistema, por lo que
el término derecho de la igualdad anterior se reduce a sumar desde k = [. Por
otro lado, la probabilidad P(A;(t) = [|A(t) = k), corresponde a la funcién
de masa de una distribucién binomial de parametros (k, %) evaluada en [,
ya que cada cliente que llega elige con probabilidad % formarse en la cola 1.
De esta forma:

SP(A(t) = UA(t) = K)B(A(t) = k)
k=0

IOICHRC o

_ (At)le,wi kL (n— 1Rtk ()t
l! —1

nk k!

_ 7771)\152 n—l)\t

(if)l efn)\te(nfl))\t

(At)! -

!
|

De esta forma, el sistema del supermercado, con d = 1, se puede
ver como un sistema de n colas M/M/1 independientes con tasa de arribo
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Ay tasa de servicio 1. En el capitulo anterior vimos que la distribucién
estacionaria de una cola M /M /1 es geométrica con parametro (1— %), donde
1 es la tasa de servicio al cliente, que en nuestro caso es 1. De esta forma,
si la configuracion inicial es tal que el ntimero de clientes en cada cola es
finito, en equilibrio el nimero esperado de clientes en cada cola es:

S iP(mi(o0) =) = 3 i1 — AN = ﬁ < o0, (2.1)
1=0 =0

es decir, el sistema para d = 1 es estable; esto implica que con una configura-
cion inicial adecuada, el nimero de clientes en cada cola siempre permanece
finito, incluso en equilibrio.

En el caso en que d > 2, las cosas se complican. Esto es de
esperarse debido a que en dicho sistema, conocer la longitud de un cola
afecta la cantidad de clientes que hay en las otras colas.

2.2.2. Estabilidad del sistema con d > 2.

Probaremos el siguiente teorema:

Teorema 2.1 Con un estado inicial tal que el nimero de clientes en cada
cola es finito, con d > 2 y A < 1, el sistema del supermercado es estable;
esto es, el nimero esperado de clientes en el sistema permanece finito para
cualquier tiempo.

Para probarlo, primero definamos algunos conceptos:

Definicién 2.1 (Acoplamiento) . Un acoplamiento de dos medidas de
probabilidad P y P’ en el mismo espacio (E, &) es cualquier medida de pro-
babilidad P en el espacio producto (EXE,&RE) (donde &R E es la minima
o-dlgebra que contiene a & x &) cuyas marginales son P y P, i.e.,

P=Por !, P =Porx'1,

donde m es la proyeccion izquierda, y w' es la proyeccion derecha, definidas
pOT:
n(z, ') =2 n(z,2") =2, (z,2') € E x E.
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Esta definicién, muy general, se puede aplicar a variables alea-
torias, o procesos estocéasticos. Lo que implica la definicién es que un aco-
plamiento de dos procesos estocdsticos es un proceso estocastico (de dos
entradas) que relaciona a ambos, pero que de forma marginal este se com-
porta como cada uno de los originales. Esto lo utilizaremos méas adelante.

Definicién 2.2 (Mayorizacion) .

Decimos que un vector v = (v1,...,v,) € Z} mayoriza a otro vector u = (uq, ..

escrito como v = wu, si existen w,0 permutaciones de {1,....,n} tales que
V(1) = oo 2 V() Y Ug(1) 2 -+ > Ug(n), Y para todo i € {1,...,n}:

% %

D Ue) = D Uo(y)-
j=1

Jj=1

Notemos que si un vector mayoriza a otro, entonces, la mayori-
zacion se mantiene bajo cualquier reordenamiento de dichos vectores.

Utilizaremos un argumento de mayorizacién para probar la es-
tabilidad del sistema del supermercado haciendo un acoplamiento de los sis-
temas m?(t) y m'(t) con d > 2. Para esto, es necesario probar los siguientes
lemas.

Lema 2.1 Sean u y v € Z%, y ki,ka,....,kq € {1,...,n}. Definimos k :=
méx{ki};izl. Siu yv son tales que v1 > ... > Uy, UL > . > Uy YU U,
entonces, v+ e, = u—+ep Ve {ky,.. kq}.

Este lema esta relacionado con la entrada de los clientes a los
sistemas acoplados. Acoplaremos los sistemas m?(t) y m!(¢) de tal manera
que los clientes en ambos llegaran al mismo tiempo. La intencion es probar
que m!(t) = m(t) para todo t. Cuando un cliente llega, el vector m' serd
modificado en base a que los clientes se formaran en colas elegidas al azar,
y el vector m? serd modificado en base a que los clientes seguirdn la estra-
tegia del sistema del supermercado. Los ntmeros ki, ..., kg representan las
d colas elegidas por los clientes. Sumar uno a la entrada I-ésima del vector
v representa agregar un cliente a una cola elegida al azar. Sumar uno a la
entrada k—ésima del vector u representa agregar un cliente a la cola con
menor numero de clientes de las d elegidas.

Up) €ZT,
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Demostracion. Definimos Sj(x) como la suma de los j elementos de x mas
grandes, con € Z'}. Por hipétesis S;(v) > S;(u) Vj e {1,..,n}.

Notemos que
Sj(x) < Sj(x +e) < Sj(x) +1, relZl, 1<i<n
Seanj € {1,..,n} yl € {ki,...,kq}. Basta demostrar que S;(v + ¢;) > S;(u + ex).
Si Sj(v) > Sj(u), entonces,
Si(v+e) > Sj(v) > Sj(u) +1> Sj(u+e).

Supongamos que S;(v) = Sj(u). Veamos los cuatro subcasos que
se derivan:

Subcaso 1. k,lI < j. Esto es, la sumas parciales abarcan al menos todas las entra-

das k}s de ambos vectores. Entonces,

Si(v+e)=8jv)+1=S;(u)+1=5j(u+ek). (2.2)

Subcaso 2. j < I < ky u; > ug. Tenemos que u; > wuy + 1, lo que implica que

Sj(u+ ex) = Sj(u), por lo que
Si(v+e) > 8j(v) =8Sj(u) = Sj(u+eg).

Sucaso 3. j <l < kyuj =ujp1 = ... = ug. Aqui Sj(u+e;) = S;(u) + 1. Por

otro lado, notemos que debido a que S;j_1(v) > Sj—1(u), Sj(v) = S;j(u)
y Sj+1(v) > Sj11(u), se tiene que

Uj S Uj, Ujl S Uyt

De esta forma:
Vj 2 Vjyl 2 Ujpl = Uj 2> Uy,

lo que implica que v; = u; = vjy1 = ujq1. Entonces, Sjyi1(u) =
Sj+1(v). Repitiendo el mismo argumento tenemos que

Vj = Uj = Vj4+1 = Uj1 = ... = Vg = Ug.
En particular v; = v, por lo que Sj(v + ¢;) = Sj(v) + 1. Entonces,

Sj(’l) + 6[) = Sj(U) +1= S](u) +1= Sj(u + eg).
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Subcaso 4. | < j < k. Aqui, Sj(v+e) = Sj(v)+1. Sij = k, se sigue directamente
que Sj(u+er) = Sj(u)+1, lo que implica la ecuacién (2.2). Si j < k, los
argumentos de los subcasos 2 y 3 nos sirven para ver que S;(u+ey) =
Sj(u) + 1, lo cudl implica también la ecuacién (2.2).

Lema 2.2 Sean u y v € Z%, y k € {1,..,n}. Si u y v son tales que
V] 2 ... 2V YUL 2> ... 2 Uy, YV = U, entonces,

1. v>-u—eg.
2. Stur =0 yvg >0, entonces, v — e = u.

8. Si ug, v > 0, entonces, v — e = u — eg.

Este lema estd relacionado con la salida de los clientes en los
sistemas acoplados. Al acoplar los sistemas m(t) y m!(t), los clientes saldran
al mismo tiempo de ambos sistemas de la siguiente forma: cada tiempo
exponencial se elegird una cola; si en cada sistema dicha cola esta vacia en
ese momento, entonces, no pasa nada, de lo contrario, si en algtin sistema
la cola no esté vacia, entonces un cliente saldré de dicha cola. El niimero &
es la cola elegida. Los incisos 1 y 2 son cuando en alguno de los sistemas la
cola k esta vacia, pero en el otro esta tiene al menos un cliente. El inciso 3
es cuando en los dos sistemas la cola k tiene al menos un cliente. En los tres
incisos restar uno a la entrada k—ésima de un vector representa la salida de
un cliente de la cola k.

Demostracidn. Definimos Sj(z) como en la demostracion del lema anterior.
Por hipétesis Sj(v) > Sj(u) Vje{1,..,n}.

Notemos que
Si(x) > Sj(x —e;) > Sj(x) — 1, relZl, 1<i<n. (2.3)

Sea j € {1,...,n}.

1. Para la primera parte notemos que
Sj(v) > Sj(w) > §j(u - e),

con lo que queda demostrado 1.
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2. Para probar la segunda parte supongamos que ux = 0 y que v > 0.
Basta demostrar que Sj(v —ej) > S;(u). Notemos que

Sp(v) > Sk(v) > Sp_1(v) > Sk—1(u) = Sk(u) = Sy (u), (2.4)

lo que implica que Sy, (v) > Sy, (u). Sij = n, entonces, S;(v)—1 > S;(u),
por lo que
S0 = ex) > () =1 > 5, (u).

Ahora supongamos que j < n. Si Sj(v) > Sj(u), se sigue de (2.3)
que Sj(v —e) > S;j(v) —1 > Sj(u). Supongamos que Sj(v) = S;(u).
Veamos los subcasos que se derivan:

a) k > j. De forma directa vemos que S;j(v —ej) = S;(v) = Sj(u).

b) k < j. Por hipétesis ur, = 0, lo que implica que S;(u) = Si(u).
Por (2.4) se tiene que Sj(v) > Si(v) > Sp(u) = S;(u). Co
esto, aunado a la ecuacién (2.3), tenemos que Sj(v—ex) > Sj(v)—
1 Z Sj(u)

ﬁ
=

3. Para la tercera parte supongamos que vg, ur > 0. Basta demostrar
que S;(v —ex) > Sj(u — e).

a) Sij =n, se tiene que Sj(u — ex) = Sj(u) — 1, por lo que
80— e) > S5(0) — 1> Sy(u) — 1 = S(u - ex).
b) Supongamos que j < n.
1) Si S;(v) > Sj(u), entonces,
Sj(v —ex) = Sj(v) =1 = Sj(u) = Sj(u — ex).

2) Ahora supongamos que S;j(v) = Sj(u). Veamos los subcasos
que se derivan:

i) k > j. Entonces,
Sj(v - €k) = Sj(’l)) = Sj(u) = Sj(u — €k)-

i) £ < jyur > ujq1. En este caso up, — 1 > ujiq, lo que
implica que S;(u — e;) = S;(u) — 1. Por lo que

Si(v—eg) > Sj(v) —1=85j(u) —1=5j(u—eg).
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iii) k < j Y U = U1 = ... = Uj = Uj41- Aqui Sj(u -
er) = Sj(u). Por otro lado, notemos que debido a que
Sj-1(v) = Sj-1(u), S;(v) = Sj(u) y Sjt1(v) = Sj41(uw),
se tiene que

Vg < Uy, Uj41 < Vj41.

De esta forma:

Vj 2 Vi1 2 Ujpl = Uj > U,
lo que implica que v; = u; = vjy1 = u;41. Esto implica
que Sj_1(u) = Sj_1(v), ya que si Sj_1(u) < Sj—1(v),

entonces, Sj(u) < Sj(v) lo cudl es una contradiccion.
Repitiendo el mismo argumento tenemos que

Uj+1 = uj'+1 = Uj = Uj = ’Ujfl = Ujfl = ... =V = Ug,
lo que implica que Sj(v — ex) = S;(v). Entonces,

Sj(v —ex) = 5j(v) = Sj(u) = Gj(u — ex).
|

Lema 2.3 Parad > 2 y A\ < 1, en el espacio de probabilidad (2, #,P),
existe un acoplamiento para los sistemas m® y m' tal que si inicialmente el
nimero de clientes en cada cola es finito (es decir, m}(0),md(0) < coVi),
y m'(0) = m?(0), entonces,

ml(t) = mi(t) Vt>0.

Demostracion.

Sean (s;)°, ~ Exzp(n)y (t;)2, ~ Exp(An) independientes,
con sg =tg =0 c.s..

Definimos los procesos <TJ = ZLO ti> oY <Sj = Zgzo sZ-) '
je
Definimos ademas, la variable aleatoria

b(t) :==max{T;,S; < t: jeN} t>0.
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Sea Q) = {w e Q: Sj 75 Sk,T] 75 Tk,Tj 75 S Vi, k € N}
Notemos que P(Q') = 1.

Fijemos w € €. De ahora en adelante cada variable aleatoria la
consideraremos evaluada en w.

Definimos el acoplamiento de m! y m? con las siguientes reglas:

m*(0) y m?(0) seran las configuraciones iniciales de ambos sis-
temas, los cudles, sin pérdida de generalidad, supondremos que estan orde-
nados de mayor a menor, y estos cambiardn en los tiempos T} y 5.

1. En cada T; > 0, j € N\{0}:

a) Elegimos ki, ...,kq € {1,...,n} al azar.

b) m<(T}) serd un reordenamiento (de mayor a menor) de m¢(b(T}))+
er, donde k := méx{ki}?zl v eg es el k—ésimo vector candnico de
R™.

¢) m!(T}) serd un reordenamiento (de mayor a menor) de m!(b(T}))+
e;, donde [ es elegido al azar de {ki,...,kq}.

2. En cada S; > 0, j € N\{0}:

a) Elegimos k € {1,...,n} al azar.

b) Simk(b(S;)) =mi(b(S;)) = 0, entonces, m*(S;) = m!(b(S;)) y
m?(S;) = mI(b(S;)).

¢) SimL(b(S;)) > 0y mi(b(S;)) = 0, entonces, m'(S;) serd reor-
denamiento (de mayor a menor) de m!(b(S;)) — ex y m?(S;) =
m?(b(S;))-

d) Simk(b(S;)) =0y mé(b(S;)) > 0, entonces, m'(S;) := m!(b(S;))
y m4(S;) serd reordenamiento (de mayor a menor) de m?(b(S;))—
ek

e) Si mi(b(S;)) > 0y mé(b(S;)) > 0, entonces, m*(S;) y m?(S;)
serdn reordenamientos (de mayor a menor) de m!'(b(S;)) —ex y
me(b(S;)) — ey, respectivamente.

La regla 1(a) es referente a la eleccion al azar de cada cliente de
las d colas; la regla 1(b) es equivalente a asignar a un cliente a la cola més
corta de las d elegidas; la regla 1(c) es equivalente a asignar a un cliente
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a una cola elegida al azar. Para las reglas 2(a)-2(e) se siguid el siguiente
razonamiento: Cada cierto tiempo exponencial se elije una cola; si en cada
sistema esta esta vacia, entonces no pasa nada, de lo contrario, si en algiin
sistema la cola no estd vacia, entonces un cliente saldra de dicha cola.

Notemos que de forma marginal cada proceso m' y m¢ son con-

sistentes con su comportamiento original, segtin se describe al principio del
capitulo. Esto es, en el sistema con d = 1 cuando llega un cliente, este es
asignado a una cola elegida aleatoriamente, y en el sistema con d > 2, cuan-
do llega un cliente, este es asignado a la cola més corta de d colas elegidas
al azar. Por otro lado, el comportamiento de la dindmica de servicio de cada
uno de los sistemas es también el original, por las propiedades de la misma
distribucién exponencial de los tiempos de servicio.

Demostraremos que m!(t) = m?(t) Vt > 0 utilizando induc-
cién sobre los tiempos de llegada y salida, es decir, t = T; y t = S; con
jeN.

Primero probemos el resultado parat =17 y t = .57.

Supongamos que 77 < S;. En este caso b(T1) = 0. Supongamos
que se eligen k1, ko, ..., kg € {1,...,n}.

Entonces, m?(T}) seré reordenamiento de mayor a menor de
me(0)+ey, donde k = méax{k;}L,, y m*(T1) serd reordenamiento de m!(0)+
e;, donde [ es escogido al azar de {ki,..., kq}. Entonces, m(Ty) y m!'(T})
estan ordenados de mayor a menor. Utilizando el Lema (2.1) obtenemos que

ml (Tl) i md(Tl).

Ahora supongamos que S; < 7. En este caso b(S7) = 0. Supon-
gamos que se elige k € {1,...,n}. Aqui se derivan los subcasos 2(b) al 2(e),
con m!' y m? evalados en el tiempo b(S;) = 0. Entonces, mds1 y m}gl estan
ordenados de mayor a menor. En el subcaso 2(b) es evidente el resultado.

Para los subcasos 2(c) - 2(e) el Lema (2.2) prueba que

ml(Sl) i md(Sl).

La prueba del paso inductivo es exactamente la misma que para
Ty y S1, suponiendo el resultado para b(7;) y b(S;) respectivamente. |
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Ahora demostremos el teorema presentado al principio de esta
subseccion.

Demostracién. [Teorema 2.1]

Por el Lema 2.3, aunado a la ecuacién (2.1) tenemos que:

n

> E(mi(t) < zn:E(m}(t)) < oo Yt>0.
=1

i=1

Maés aun, suponiendo que los sistemas empiezan con una confi-
guracién con cargas idénticas en cada una de las colas, como la asignacién
de clientes es simétrica, las esperanzas de cada lado de la igualdad anterior
son iguales, lo cual implica que

E(md(t)) < E(mi(t) <o 1<i<n Yt>0.

7

Esto demuestra que el sistema del supermercado para d > 2 es
estable. [ |

2.3. Un sistema determinista.

En esta seccién propondremos un sistema de ecuaciones dife-
renciales que aproxime al sistema del supermercado cuando el nimero de
colas tiende a infinito. Hallaremos un punto de equilibrio para dicho siste-
ma, estudiaremos su estabilidad, y encontraremos el “tiempo esperado” que
un cliente pasa en dicho sistema, cuando ha transcurrido suficiente tiempo.
Es extrano hablar del tiempo esperado en un sistema determinista, pero cabe
senalar que dicho sistema representara el limite de una sucesién de sistemas
aleatorios que serdn Procesos de Salto Puro (debido a que los tiempos de
servicio y llegada son exponenciales, lo cudl implica que el futuro del sistema
no depende del pasado, sino sélo del presente).

En lo que resta de este capitulo trabajaremos con los vectores
X, = (sgn), sgn), ...) para el sistema aleatorio y X = (s1, s2,...) para el sis-
tema determinista; queremos que incluso en este sistema cada s; represente
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la fraccién de colas con al menos ¢ clientes. Notemos que sé") (t) = 1 siem-

(n) (n)

pre, y que s, ~ es no creciente en i. Ademads, en un sistema vacio, s, ' =1y
n .
sl( ) = 0Vvi>1.

(n)

Debido a que s; ’(t) es la probabilidad de elegir una cola con al

menos ¢ clientes al tiempo ¢, Y >, sgn) (t) es el nimero esperado de clientes en
cada cola al tiempo t. Por lo que probamos en la seccién 2.2, esta esperanza

debe ser finita si el sistema inicia con una configuracion tal que las cargas
(n)

de las colas sean finitas. Ademas, si s; ' (tp) = 0 para algin i > 0 y para

algin £y > 0, entonces, para toda ¢ > 0, lim SE") (t) = 0, esto es, si en algin
1—00

momento existe ¢ € N tal que cada cola tiene carga no mayor a ¢, entonces,

en todo tiempo va a existir un nimero j € N tal que cada cola tiene carga

no mayor a j.

Veamos un ejemplo de un sistema de ecuaciones diferenciales
limite de una sucesion de Procesos de Salto Puro:

2.3.1. Problema de epidemias: un ejemplo de un sistema de-
terminista.

Este es un ejemplo atribuido a Kurtz, donde se utiliza un modelo
deterministico para analizar el comportamiento de una epidemia.

Supongamos que hay una poblacién de N personas, donde X
son susceptibles a infectarse, Y estdan infectados, y N — X — Y son inmu-
nes. Supongamos ademas que la tasa con la cual las personas susceptibles se
infectan es proporcional a la cantidad de interacciones entre la gente infec-
tada y la gente susceptible, y que la gente infectada se recupera y se vuelve
inmune de forma independiente en una tasa fija.

Este problema se podria modelar con un Proceso de Salto Puro
con espacio de estados {(X,Y): X, Y € {1,...,N}} y tasas de salto

Y XY

UXY),(X-LY+1) = )\XN - N)\NN

Uxy)(xy-1) = pY = Ny
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donde A y p son constantes positivas.

Por otro lado, también podemos proponer el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales:

X Y
donde x = — = —.
onde x VY

Para ver la relacién del sistema estocéstico (Proceso de Salto
Puro) con el determinista (de ecuaciones diferenciales) observemos lo si-
guiente: para h pequena, los procesos X = {X;:t >0}y Y ={Y; : ¢t > 0},
se comportan como procesos de Poisson, es decir,

E(Xipn —Xi) = (=1D)P(=(Xegn — X¢) = 1) +0(h)
= —(qx,,x,—1)h +o(h))
Y:
= *)\Xtﬁh + O(h)

XY,
— N\t
)\NNfH—o(h),

E(Vign—Y2) = (DP(Vin —Yi= 1)+ (~1)P(=(Yiyn — Vo) = 1) + o(h)

= qv,vi+nh = avi,vi—1)h + o(h)

Y;
= (AXio; = uYi)h + o(h)
_ Xt Yy Y
= (N)\NN NuN> h+ o(h).

Dividiendo entre (Nh) tenemos casi el sistema determinista, por
lo que este modela bien al sistema aleatorio en intervalos pequenos de tiem-
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po. Més auin, cuando N crece, esperamos que el sistema aleatorio converja
al sistema determinista, pues la ley fuerte de los grandes nimeros hace que
todo se vuelva determinista. Mds adelante formalizaremos este argumento.

2.3.2. Proponiendo un sistema determinista adecuado.

Modelaremos el sistema del supermercado con el siguiente siste-
ma de ecuaciones diferenciales al cual llamaremos sistema determinista:

(2.5)

La intuicién de este sistema es la siguiente: consideremos un
sistema del supermercado con n colas. Entonces, el incremento de m; en
un intervalo de tiempo pequeno debe ser proporcional a la probabilidad
de que llegue un cliente al sistema en dicho intervalo, esto es nAdt, por
la probabilidad de que al seleccionar las d colas, al menos una contenga
exactamente ¢ — 1 clientes, y las demés contengan mas de ¢ — 1 clientes. Se
demuestra en la Seccién A.1 del Apéndice que esta probabilidad es ngl — sgl.
Por otro lado, el decremento de m; en un intervalo de tiempo pequeno debe
ser proporcional a la probabilidad de que salga una cliente del sistema, esto
es ndt por la probabilidad de elegir una cola con exactamente 7 clientes,
esto es s; — s;11. Asi, bajo lo mencionado anteriormente el sistema quedaria
modelado por:

dm;

- =nA(sty — sf) = n(si — si1)
dt
T = N,

y dividiendo entre n se obtiene el primer sistema. Esperariamos que el com-
portamiento del sistema del supermercado se aproximara cada vez mas al
sistema, de ecuaciones diferenciales mencionado, conforme n — co. Esto es
de esperarse, pues como se menciond en el ejemplo de las epidemias, la ley
fuerte de los grandes nimeros actia y hace todo determinista.



38 CAPITULO 2. SISTEMA DEL SUPERMERCADO
2.3.3. Hallando un punto de equilibrio.

Definicién 2.3 (Punto de equilibrio) .

Sea & = X(z,t) con X : Q C R" xR — R una ecuacion dife-
rencial. Decimos que la funcion constante xg es un punto de equilibrio de la
ecuacion diferencial si:

X(z0,t) =0, Vt € R.

Cabe senalar que en este capitulo trabajaremos con ecuacio-
nes diferenciales cuyas soluciones tienen su imagen en RY y su dominio en

R U {0}.

Lema 2.4 FEl sistema determinista, con d > 2, tiene un unico punto de
equilibrio con ) ., s; < oo dado por

S = Ad-1,

Demostracion. Para encontrar el punto de equilibrio s = (s, s2,...) supon-

ds;
dremos que — = 0V > 1. Entonces, utilizando las ecuaciones del sistema

determinista obtenemos:

o0

0= Z /\(3?—1 - 3?) — (8i — si41) Z A sf 1 Z — Si41)
=1

=1
= )\38—81 = )\—81.

Aqui utilizamos que ) 7, s; < 0o para asegurar que la primera suma con-
verge absolutamente, y asi poder separar dicha suma. De aqui s; = A. De-
mostraremos el resultado por induccién:

Para ¢ = 1 es evidente el resultado. Supongamos que s; = )\65—_11
Entonces,
00 oo oo
0= D Asii—s)—(s5—s541) = > Asfi—sH— Y (55— 8511
J=itl j=i+1 j=i+1

d gdi=1 ditl g
= )\SZ- — Sir1 = )\/\ d-1 — Sir1 = A a1 — Si+1,
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ditl_q
con lo que se obtiene que s;41 = A T . |

Notemos que la condicién ) ;2 s; < oo es necesaria cuando
iniciamos con una configuracién inicial adecuada, ya que esto significa que el
sistema del supermercado, en equilibrio es estable. Cabe senalar que existen
otros puntos de equilibrio del sistema (2.5) que no cumplen con esto, por
ejemplo, (1,1,1,...).

2.3.4. Estabilidad del punto de equilibrio.

En este apartado demostraremos que cualquier trayectoria del
sistema determinista, llamémosla s(t) = (s;(t));en, converge exponencial-
mente al punto fijo del lema anterior con una métrica apropiada. Denotare-

d'—1
mos a p = (p; = Ad-1 )%, y asumiremos que d > 2.

Definicién 2.4 Una sucesion (x;);eny converge doblemente exponencial a
cero si existen constantes positivas N, a < 1, B < 1 y v tal que para toda
1> N, x; < 70461.

El siguiente teorema sera importante mas adelante, aunque por su tecnicidad
se dejara sin prueba.

Teorema 2.2 Supongamos que existe j € N tal que s;(0) = 0, es decir, el
nimero de clientes en las colas estd acotado. Entonces, la sucesion (8;(t));en
decrece doblemente exponencial a cero para toda t > 0, donde las constantes
asociadas son independientes de t. En particular, si el sistema inicia vacio,
entonces, s;(t) <p;Vt > 0.

Buscaremos una funcion positiva diferenciable que esté relacio-
nada con la distacia de la trayectoria al punto de equilibrio, y demostraremos
que es positiva, decreciente y que no sélo converge a cero, sino que lo hace
de forma exponencial.

Definicién 2.5 Decimos que una funcion ® : RT™ — RT converge exponen-
cialmente a cero, o simplemente converge exponencialmente, si ®(0) < co y
O(t) < coe 0t para alguna constante § > 0 y una constante ¢y que puede
depender del estado al tiempo cero.
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Notemos que una forma natural de proponer una funcién de dis-
tancia para nuestro sistema es tomando la distancia en L; de la trayectoria
a nuestro punto fijo, es decir:

o
D(t) =Y |si — pil.
i=1
Sin embargo, demostraremos el siguiente teorema que garantiza la conver-
gencia exponencial en L1 de cualquier trayectoria al punto de equilibrio, con
una configuracién inicial adecuada:

Teorema 2.3 Sea ®(t) := Y 2 wils; — pi|, donde (w;)ien es una suce-
sion creciente donde wy = 1, y los demas términos serdan determinados. Si
®(0) < oo, entonces, ® converge exponencialmente a cero. En particular, si
existe j tal que s;(0) = 0, entonces, ® converge exponencialemente a cero.

Demostracion. Definimos €;(t) := s;(t) — p;.

Es suficiente mostrar que para alguna § > 0, se cumple que

dd
o < —6®. Sin embargo, podemos observar que la derivada de ® no estéd

definida en ¢ > 0 cuando para alguna ¢ € N ¢;(¢t) = 0. Mas adelante tra-
taremos con este problema. Por lo pronto nos restringiremos a suponer que
Vie N yVt>0e¢e(t) #0.

Por simplicidad, omitiremos la dependencia de ¢ de las funciones,
y asumiremos d = 2. En el caso d > 2, la demostracién es una adaptacién
de la presente.

Fijemos 7 € N.

de; ds; .. . .
Como d—i = d—i, utilizando el las ecuaciones del sistema (2.5):
dEi
P A(s7_y = s7) = (si = si41)

= Mef oy +p7 oy +2eiapic1 — €f — p; — 2eipi) — (€0 + Di — €41 — Pit1)
= M2ei_1pi—1 + €7y — 2eipi — €3) + i — Piv1 — (€i + Pi — €i41 — Dit1)

= N2ei—1pi—1 + €21 — 2ep; —€2) — (gi — €it1).
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La tercera igualdad se debe a que Ap? = pj+1 para toda j, debido
a que p es el punto de equilibrio.

Entonces,

@ . > dwi|ai|

dt ; dt
=1

o

dw;e; > dw;e;
1< 1“1
= Zlai>07 - Z;]-&i<0 dt

1=

i=1
oo
= > LesowilA2eii1pion 6] g — 2eipi — £7) — (g5 — €ig1)]—
iozol
D LeicowilA2eim1pio1 + efg — 2695 — £7) — (€5 — €ira)].
i=1

Notemos que los términos que involucran a € son:
(Leg>0 — Leg<o)woet + (1e;50 — 1oy <o)wi(—2Xe1p1 — Aet — 1)

+(1ep>0 — 1oyco)w2(2Xe1p1 + )\5%),

por lo que podemos definir wy = 0, con lo cual no afectamos el valor de la
funcién ®. Por la ecuacion anterior, tenemos que el término que involucra a

E; €en — es:
Tt
(15i—1>0 - 157;_1<0)w7;—1€i + (15i>0 - 1€i<0)wi(_2)\6ipi - >\512 - Ei)

+(1€,‘+1>0 - 1€¢+1<0)wi+1(2)‘5ipi =+ )‘512)7 (1)

del cual podemos seleccionar las constantes w;_1,w;,w;+1 tales que (1) sea
a lo mas —dw;|e;|, para alguna constante § > 0. Es suficiente elegirlas tales
que:

(wi,l — wi) + (2)\61'])@' + )\522)(wi+1 — wi) < —dw;. (2)

En efecto: multiplicando (2) por |g;],

wi—1]ei| — wi(2A[ei|pi + Aef + |ei]) + wir1 (2A|eilpi + Ae?) < —dwsei],

y el término de la izquierda es mayor o igual a (1).
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Por otro lado, debido a que ®(0) < oo aunado a que p; < 1,
so = 1 y la sucesion (s;);en es no creciente en ¢, tenemos que |¢;| < 1 para
toda i € N. Asi, (2) es implicada por la siguiente desigualdad:

w,(l — (5) — Wi—1
A(2pi +1)

3)

wit1 S w; +

Ahora, de manera inductiva propondremos una sucesion w; cre-
ciente que satisfaga (3) (con wp =0y wy = 1):

14+ A
Sea i* := max{i : \(2p; +1) > %} Para i < i*, definimos

w;i(1—8)—w;—1

wi+1 = wj + ————3——. Entonces, para 6 <1 — esta subsucesién es

wi*
Wix 41’
creciente.

Para i > i* + 1, es decir, para i tal que \(2p; + 1) < % <1,
2w¢(1—5)—2wi_1

X . Esta subsucesion es creciente para d

definimos w;+1 = w; +
suficientemente pequena.

Por otro lado, w; < wy((14X)/2)""1, asf que la condicién s;(0) =

0 para alguna j, es suficiente para garantizar que ®(0) < oo, pues la serie
generada por la sucesion (w;p;);en €s convergente.

Comparando los términos que involucran a ¢; en ® y d®/dt, ob-
tenemos que d®/dt < —5®. Asi que ®(t) < ®(0)e?, por lo que ® converge
exponencialmente.

Ahora cuando ¢;(t) = 0 para alguna i € N y ¢ > 0, tomamos la
derivada direccional por la derecha de |¢;|. La misma prueba se mantiene,
sélo considerando que (1) es siempre menor o igual a —dw;|e;(t)]. [

Corolario 2.1 Con las condiciones del teorema anterior, la funcion D(t) =
S22 |si(t) — pi| converge exponencialmente a cero.

Demostracion. Como la funcién ®(t) > D(t) debido a que la sucesién (w;);en
es creciente, se obtiene el resultado. |

Asi, hemos demostrado que cualquier trayectoria (s;(t));en so-
lucion del sistema determinista converge exponencialmente, con la métrica
en L1, al punto de equilibrio 7.
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2.3.5. Tiempo esperado en el sistema determinista.

Teorema 2.4 Si existe j € N tal que s;(0) = 0, es decir, el nimero de
clientes en las colas estd acotado, el tiempo esperado que un cliente gasta en
el sistema determinista del supermercado, para d > 2 converge a

di—d

Ty(A) =) Aot
=1

cuando t — co. Mds atn, este numero es una cota superior al tiempo espera-
do en el sistema determinista para toda t, cuando el sistema es inicialmente
vacio.

Demostracion. Como se demuestra en la Seccién A.1 del apéndice, si en el
tiempo ¢ llega un cliente, la probabilidad de que este se una a una cola con
carga exacta i —1 es ngl (t) —sf. Asi, el tiempo esperado que gasta un cliente

que llegé en el tiempo t al sistema es

[e.e]

D (st () —sit)?) = sf(t) — sT(t) +2s5(t) — s9(t)+
i=1
S(Sg(t) — sg(t)) + ..

= Z si(t)?,

=0

ya que el tiempo esperado de salida de un cliente que ocupa el lugar i-ésimo
en una cola es . Aqui se utiliza que la sucesion (s;(t))72, converge doblemen-
te exponencial a cero, para toda t > 0, para asegurar que Z?io si(t)d <00,y
asi poder reordenar la suma. Cuando ¢ — oo, por el Corolario 2.1, cualquier
trayectoria del sistema converge de forma exponencial al punto de equilibrio
p con la norma en L;. Por esto, para todo ¢ € N y para todo € > 0 existe
to > 0 tal que para toda t > tq, |sd(t) — p| < &/2'. Esto implica que el
tiempo esperado que un cliente gasta en este sistema, cuando ¢t — oo, es:

s O di-a

TSI

i=0 i=1

Ademas, utilizando el Teorema 2.2, si el sistema es inicialmente vacio, en-
tonces, s;(t) < p; para toda t > 0, por lo que T;(\) es una cota superior.
|
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Podemos observar que el tiempo esperado que un cliente pasa
en el sistema del supermercado, para d = 1 estd dado por

Ti(N) = S iP(m(00) = i) = “1‘””:I%j'
1=0 1=0

Teorema 2.5 Para X € [0,1) yd > 2, Ty(\) < cq(logTi(N)) para cq cons-
tante que depende sélo de d. Ademds,

i e 1
rs1-logTi(\)  logd

Este teorema nos dice que elegir d > 2 en el sistema del supermercado nos
garantiza una mejora de orden exponencial en el tiempo esperado que los
clientes pasan en él. Por otra parte, cuando A — 17, entonces, la eleccion
de d sélo interviene en el tiempo de espera en orden de logd.

Demostracién. Probaremos la segunda afirmacién del teorema. Sea N =
AL/(@=1) “Entonces,

X sl Zzl A
Ty(N\) = Zl)\d— = S
Luego,
T, %\
im d()\) — {m Z’L:l A
N—1-log T1(A) Noi- —log(1 — A)Ad/(@=1)
_ i X log(1=N) 1
— wo1- —log(1 — N) log(1 — ) A#/(d=1)
o TR
No1- —log(l — )
Con el siguiente lema se sigue el resultado. ]

Lema 2.5 Para A € (0,1) definimos
S A
Fy(\) = —==——.
alY) —log(1— A)

Entonces, lim Fy(\) =1/logd.
A—1—
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Demostracion. Mostraremos que para € > 0 suficientemente pequena existe
6 > 0 tal que para A > 1 — 9,

1 1
— < FgN) < ————.
log(d) +¢ — a) = log(d) — ¢
Probaremos la desigualdad de la izquierda. La otra desigualdad se prueba
de forma semejante. Usaremos la siguiente identidad:
G 1

[T+ A% + 22 4 L A0 = T
=0

De esta identidad se sigue que

1
1-X

S Tlog(1 4 AT + A2 4 L+ XTI = 1og
=0

(2.6)

Seane >0,e ' =¢/2,y
z:=sup[{0}U{0 <2 < 1: f(z) > log(d) + &'},

log(1 + 2+ 22+ ...+ 2771
" :

donde f(x) :=

Notemos que lim, .o+ f(z) = 1, y f(1) = log(d). Si existe
z € (0,1) tal que f(z) > log(d) + €', entonces, claramente z < 1;si f(z) < log(d) + &
Vx € (0,1), entonces, z = 0. Fijemos . Afirmamos que existe una constante
c.,4 que depende de z y de d, e independiente de A tal que

37 dog(1+ AT+ N 4 L A < et (log(d) +€) Y AT
iadi<y iadi <z

esto debido a que si A se acerca a 1 habrd menos términos en la suma de
la izquierda, por lo cual no importa cudl sea A, esta suma siempre estara
acotada. Entonces, utilizando la desigualdad anterior:

D log(LHAT A AT S T log (1T A AT <

iad <z PAd >z

¢+ (log(d Z A + (log(d) +¢") Z A4

iadi <z PAdi >z
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Combinando esta desigualdad con la ecuacién (2.6):

> i 1
log(d) + &' A >
(og(d) +£) 3" > og 7,
¢ 1
Cz.d
Fi;(\) + : > .
I Gog(@) + ) (log 1) = (ogld) +2)
Ahora, escogiendo ¢ > 0 suficientemente pequena tal que A > 1 —§
y
1 _ Cz.d > 1
(log(d) +¢')  (log(d) +&')(log 1=) — (log(d) +¢)’
obtenemos el resultado. [ |

2.4. Teorema de Kurtz.

En esta subseccién explicaremos conceptos bésicos involucrados
en el Teorema de Kurtz, y daremos su demostracion. Este lo utilizaremos
para demostrar el siguiente teorema:

Teorema. Para cualquier T > 0 fijo y d > 2, el tiempo es-
perado que un cliente gasta en el sistema del supermercado, donde éste es
inicialmente vacio durante el intervalo [0,T], estd acotado por

dt—d

> oNET 4 0(1),
=1

donde o(1) se entiende cuando n — oo y puede depender de T'.

Como hemos visto, el sistema del supermercado lo representa-
mos como un proceso estocastico donde el espacio de estados es E = [0, 1}N.
Ademas, hemos senalado que este proceso cumple la propiedad de Markov,
y depende de una constante n que indica el nimero de colas en el sistema.
Veremos algunos conceptos de familias de Procesos de Salto Puro depen-
dientes de la densidad. Generalmente esta teoria se desarrolla con espacio
de estados finito-dimensionales, pero nosotros lo extenderemos a espacio de
estados con dimensién infinita.
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Aqui * representard a N o N, donde N € N. Una familia de Pro-
cesos de Salto Puro dependiente de la densidad es una sucesién (X, )nen,
donde cada X, es un Proceso de Salto Puro definido sobre un espacio de es-
tados E, := EN{s = %k : k € ZN}, donde E C R*. Asumiremos que existen
funciones no negativas fij(z), | € L C Z*, x € R*. Las tasas de transicién de
x a y de cada proceso X, estdn definidas como qg(gny) = N fn(y—a) (7). Por otro
lado, es conocido que X, (t) puede ser visto como la solucién a la ecuacién

estocastica

X0 = %0+ X 1 (o [ AcGenas), e

leL

donde Y] son procesos de Poisson independientes con E(Y;(u)) = u y X, (0)
es independiente de Y;.

Definimos

F(z):=Y Ilfi(x).

leL

Consideremos un sistema del supermercado con n colasy d > 2.

El espacio de estados de dicho sistema es E,, = [0, 1]N 1 {s(") = Im:mezZN},
donde s(™ es el vector compuesto por los sgn)
colas que contienen a lo mas ¢ clientes, y la entrada i-ésima de m representa
el nimero de colas con al menos ¢ clientes. Observemos que en este caso
L = {+e; : i € N}, donde e; representa al vector canénico de RY; la tasa de
md_ (mh

i1 —s ), yla

(n) _ (n)
Si —Sip1)-

’s que representan la fraccion de

transicién del estado s a s(™ + Le, esnfe,(k/n) =nA(s

tasa de transicién del estado s a s(") — Lejesnf_c,(k/n) = n(

La intuicion detras de las tasas de transicién es la siguiente: el
sistema del supermercado X,, cambia de estado con una tasa dependiente
del estado actual del proceso. Este puede saltar de un estado s a s + %ei
(es decir, que en dicho intervalo llegue un cliente al sistema y este se coloque
en una cola, de las d elegidas, con extamente i — 1 clientes); la tasa de salto
de define como

() . P(Xu(t+h) = s+ Lei| X, (1) = sM)
q . (t) = lim n ,
s s+ Le; h—0 h

d d
,@1 - s§”’ ) (que se justifica en

la Subseccién 2.3.2), por lo que la tasa de salto de s a s 4 %ei es

y la probabilidad del numerador es hnA(s
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d d
n)\(sz(f)l - sgn) ). Por otro lado, el proceso puede saltar de s a s — Le,

(es decir, que salga un cliente del sistema de una cola con exactamente 4
clientes), y la probabilidad de que dicho evento ocurra en un intervalo de

tiempo (t,t + h] es hn(sgn) - sgi)l), por lo que la tasa de salto de s a
st — Le; es n(sgn) - sl(-i)l).

Notemos que F(s) = (A(s¢ d

) — (80— 8i41))21

[y

Considerando la ecuacién (2.7) podemos obtener que
1 . t t
Xn(t) = Xp(0) + > =1V <n / fl(Xn(s))ds> + / F(X,(u))du, (2.8)
n 0 0
leL
donde ﬁ(x) :=Yj(z) — x son procesos de Poisson independientes centrados

en su media.

Esperamos que los procesos X, tiendan a satisfacer el siguiente
sistema determinista conforme n — oo:

X(t) = zo + /Ot F(X(u))du, t >0, (2.9)

donde zp = lim,, o, X,,(0); esto porque el valor de lA’l tiende a cero cuando
n — oo debido a la ley fuerte de los grandes niimeros. Observemos que
la ecuacion (2.9) representa al mismo sistema 2.5, tomando zop = X,,(0) =
(1,0,0,...) en el caso cuando el sistema empieza vacio.

Ahora presentaremos el teorema de Kurtz:

Teorema 2.6 (T.G. Kurtz) . Supongamos que tenemos una familia de
Procesos de Salto Puro dependientes de la densidad, tal que F(x) satisface
la condicién de Lipchitz, es decir, ||F(x) — F(y)||r, < M|z — y||z,, para
alguna constante M > 0, y nh_g)lo X, (0) = xp.

Definimos el proceso determinista X como aquel que satisface
t
X(t) = mo +/ F(X(s))ds, t > 0.
0

Consideremos la trayectoria {X(u) : u < t} parat > 0 fija, y supongamos
que existe una vecindad de esta trayectoria K tal que

> Ml sup fi(z) < oo, (2.10)
el zeK
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entonces,

lim sup || X, (u) — X(u)||z, =0 c.s.

n—oo u<t

Demostracion. Sea u < t. Entonces,

1Xn(w) = X@llee = [Xal0) + Ciep 208 (n J5' fi(Xn(s))ds) +

S P(Xa(s))ds — w0 — [ F(X(s))ds]) .

< 11X (0) = ol [y + 1| Xier, wlYi (0 fo' fi(Xn(s))ds) ||, +
o F ))ds — [ F(X(s))ds]|L,
< 1Xa(0) = ol iy + | Xier, 11 (n fo' fi(Xn(s))ds) ||, +
M [ 1Xn(s) = X(5)]|1,ds. (1)
Definimos
L,(t) == sulg P —lY < / filX > ;

Ly

y
fi:= sup fi(x).
zeK
Asi,
La(t) < Yier slllllzy supuce [Vi (n fg* i Xa(s))ds) |
< ier wlllllzy supy< [Vi (nuf)) | (2)
< Yier wllllle, (Yi(nt £)) + ntf)). (3)

La primera desigualdad se mantiene término a término con la
suma de la ecuacién (2.8). Aplicando la ley fuerte de los grandes nimeros
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al proceso Y; obtenemos que

, 1 —
tin 37 2l (9(0t) + 0t) = hmlzgwrm UDif + W)
€ S

=3 i (i, )tf+|!l|\L1tf)

leL
= D 2zt
leL

puesto que hemos supuesto que >, |||z, supgex fi(x) < 0o, no hay pro-
blema en intercambiar suma con limite en las igualdades anteriores. Por otro
lado, debido a que desigualdad (3) es término a término con la suma (2),
podemos también intercambiar suma con limite, obteniendo asi que:

lim L,(t) < Z hm —HlHLl sup]Yl (nuf))|.

n—oo
Y el término de la derecha tiende a 0 casi seguramente.

Entonces, por la desigualdad (1), obtenemos que:

[1Xn(u) = X (u)l|z, <[[Xn(0) = oL, +Ln(t)+M/0u |1 Xn(s) = X (s)l|L, ds-

Utilizando la famosa desigualdad de Gronwall, enunciada en la
Seccién A.2 del Apéndice, obtenemos que

[1Xn(u) = X (u)l|z, < (I1Xn(0) = @ollz, + La(t)) ™,

con lo que se sigue el resultado. ]

Notemos que la condicién ||F(z) — F(y)||z, < M||z —yl|r, ga-
rantiza que el sistema determinista (2.5) tiene una tnica solucién, dada una
condicién inicial, el cual es un resultado un poco mas fuerte que el conocido
para dimensiones finitas de sistemas de ecuaciones diferenciales.

2.4.1. Sistema aleatorio.

En este apartado nos encargaremos de presentar los resultados
para el sistema aleatorio, es decir, el presentado al principio de esta seccién.
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Nos enfocaremos en encontrar una cota para la convergencia del tiempo es-
perado que un cliente pasa en el sistema en el supermercado echando mano
de la convergencia del sistema aleatorio al determinista. Primero verifique-
mos que el sistema del supermercado satisface la condicién de Lipchitz:

Lema 2.6 El sistema del supermercado satisface la condicion de Lipschitz,
es decir, la funcion F(s) = (A(s$ | —s%)—(s;—si41))32, satisface la condicion
de Lipschitz.

Demostracion. Sean x = (x;);en ¥ Yy = (¥i)ien estados del sistema del super-
mercado tales que ||z||z,,||y||z, < oo, donde ||z||z, = ;7 |xi|. Entonces,

1F(z) = FWll, < DIy —af) — (@5 — wiga)
1=0

Ay =y + (i — yir1)]

[e.e] oo
< 22|$i — i +2>\Z|ﬂf§i—y§i|
i=0 i=0
oo
< Y 2420\ )| — il = (24 2dN)||e - yl[r,.
i=0

Para la segunda desigualdad usamos que ||z||z, v ||y||z, son finitas, ya que
esto asegura la convergencia absoluta de la primera suma. La tercera de-
sigualdad se debe a la igualdad |a? —b¢| = |a —b||a® " +a?2b+ ... + ab? 2 +
b1, y que z;,y; € [0, 1] para toda i. |

Ahora, la hipétesis (2.10) del teorema de Kurtz es verificada por
las hipotesis en el Teorema 2.3, el cual dice que el sistema del supermercado
es estable. Esto aunado al lema anterior nos garantiza que el sistema del
supermercado tenderd al sistema determinista (2.5) conforme n — oco. Aho-
ra, lo que queremos es encontrar una cota para esta aproximacion, pues nos
interesa no el caso limite, sino el caso cuando n es finita. Demostremos el
teorema presentado al principio de esta seccién:

Teorema 2.7 Para cualquier T > 0 fijo y d > 2, el tiempo esperado que
un cliente gasta en el sistema del supermercado, donde éste es inicialmente
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vacio durante el intervalo [0,T], estd acotado por
o0 .
did
D> AT +o(1),
i=1

donde o(1) se entiende cuando n — oo y puede depender de T'.

Demostracion. Supongamos que iniciamos con un sistema del supermercado
vacio, con d > 2. Por el Teorema 2.2 tenemos que s;(t) < p; para toda t > 0.
Sea t > T. Supongamos que una persona llega al tiempo u € [T, ] al sistema
del supermercado. Entonces, el tiempo que gastard el cliente en el sistema,
que se justifica en la prueba del Teorema 2.4, es:

1=0

que utilizando el Teorema 2.4 satisface también las siguientes desigualdades:
o (.(n) d < 00 (n) d _ \d 00 o (2\d
dimols; (W)t < Y0108 (w) si(w)] 4+ 22720 si(u)
< ANl () — i) + 52, A

< dsupy< [[Xn(u) = X (u)l|z, + 2272, A a7
y el término de la izquierda es o(1). [

Por tltimo, es importante sefialar que el término sup,,«; || Xy (u)—
X (u)||z, es O(log(n)/+/n), el cual es o(1) conforme n — co. Con esto po-
demos observar que la velocidad de convergencia de dicho término no es
mucha, por lo que se necesitard una n algo grande (arriba de 50) para que
la aproximacion del tiempo promedio de espera sea aceptable.



Capitulo 3

Simulacion de resultados

En este capitulo veremos la simulacién de los resultados del
capitulo anterior, distribuidos en tres secciones. En la primera se presen-
tan las simulaciones del nimero de clientes en dos sistemas acoplados (el
primero con d = 1 y el segundo con d = 2) conforme el tiempo transcurre.
En la segunda seccién simulamos el tiempo de espera promedio que el clien-
te pasa en el sistema con d = 1 y lo comparamos con el tiempo de espera
promedio que un cliente pasa en el sistema con d = 2. Y en la tercera seccion
presentamos el coportamiento limite del tiempo de espera promedio que un
cliente pasa en un sistema con d = 2 conforme el niimero de colas -n- crece.

3.1. Acoplamiento de los sistemas d =1y d > 2.

Se simularon varios escenarios en los sistemas a un tiempo limite
de 200 unidades, donde calculamos el niimero de clientes en los sistemas
acoplados. En las figuras 3.1, 3.2 y 3.3 vemos las gréaficas del nimero de
clientes que estéan en los sistemas acoplados (el primero con d = 1 y el
segundo con d = 2), conforme el tiempo transcurre.

Podemos observar que el niimero de clientes en los sistemas cam-
bia drasticamente cuando cambiamos d = 1 por d = 2. Se ve de forma evi-
dente que el nimero de clientes en el sistema con d = 1 acota el nimero de
clientes en el sistema con d > 2.

53
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Figura 3.1: Numero de clientes en los sistemas acoplados con n = 100 y
A=0.8.

3.2. Comparacion del tiempo de espera con res-
pecto a la eleccién de d.

Se simulé un escenario de un sistema del supermercado con d =
2, y otro escenario con d = 1, y se comparé el tiempo de espera promedio
de un cliente en un estado estacionario, es decir, simulamos los sistemas en
un tiempo de calentamiento ¢ y luego se calculé el niimero
oo
d
} : (n)
(Si (t)) )
—

)

al cual llamamos tiempo de espera promedio del sistema estacionario.

El primero fue un escenario con d = 2, A = 0.9, tiempo de ca-
lentamiento ¢ = 10000 y 50 colas, donde se encontré que el tiempo de espera
de cada cliente es en promedio 2.2512 unidades. En el segundo escenario se
utilizaron d = 1, y los demds parametros iguales, y encontramos que el tiem-
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Figura 3.2: Numero de clientes en los sistemas acoplados con n = 100 y
A=0.9.

po de espera de cada cliente es en promedio 12.36 unidades. Estos datos nos
muestran que el tiempo de espera de los clientes cambia significativamente
cuando se utiliza una dindmica de cargas con d > 2.

3.3. Tiempo de espera con respecto a n.

Se simularon varios escenarios donde observamos el tiempo de
espera que un cliente pasa en el sistema del supermercado cuando el tiempo
que ha estado funcionando el sistema es grande, conforme n crece, para
A =10.38,0.9,0.99, y lo comparamos con el tiempo esperado en el sistema

d'—d
determinista en equilibrio que estd dado por Ty(A) = > ;2 A @1 . Fijamos
un tiempo t = 1000, y d = 2.

Para hacer esta simulaciéon primero dejamos correr el sistema
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Figura 3.3: Numero de clientes en los sistemas acoplados con n = 100 y
A =0.99.

hasta que el tiempo sea grande (¢t = 1000) y luego calculamos el nimero:

[e.9]

esp := % Z (sgn)(l()OO))

=0

d

En el Cuadro 3.1 se tabulan el error absoluto (calculado como
|T4(\) — esp|) v el error relativo (calculado como |Ty(A) — esp|/Ty(A)) de
la aproximacién del tiempo promedio que un cliente pasa en el sistema del
supermercado al tiempo promedio calculado con el sistema determinista.

La Figura 3.4 es la gréafica del tiempo de espera promedio de los
sistemas del supermercado cuando ya ha transcurrido mucho tiempo desde
el inicio. Cada pico es una simulacién del tiempo promedio que un cliente
pasa en el sistema cuando ya transcurrieron 1000 unidades de tiempo y
d = 2. Vemos en esta figura que conforme el niimero de colas en los sistemas
crece, el tiempo promedio de espera va convergiendo al tiempo de espera
calculado con el sistema determinista. Ademds, podemos observar también
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que cuando A\ es mas préoxima a 1, entonces, el tiempo promedio de espera
es mas inestable.

Por ltimo cabe senalar que cuando n es pequena realmente no
hemos obtenido resultados, sino sélo la dominacién del sistema con d = 1
sobre el sistema d > 2 con ayuda del acoplamiento. Como vimos en el tltimo
parrafo del capitulo anterior, el orden de convergencia de las sucesién X, es
O(log(n)/+/n). Realmente se necesita una n cada vez méas grande conforme
A — 17 (la cual es una cuestién técnica relacionada con la convergencia del
término L, (t) en el contexto del teorema de Kurtz que no se tratd). Esto
se muestra mas claramente en la grafica anterior. De manera intuitiva esto
se debe a que conforme la capacidad del sistema crece, entonces, hay menos
estabilidad en el mismo.

0 A=0.38 A=09 A=0.99
Error abs. | Error rel. % | Error abs. | Error rel. % | Error abs. | Error rel. %
10 0.1226 6.2975 1.8859 72.1461 14.6580 269.8455
50 0.2094 10.7548 0.4879 18.6661 2.6352 48.5126
100 0.3366 17.2881 0.1232 4.7146 0.0594 1.0952
150 0.0681 3.5002 0.1856 7.1029 2.0243 37.2664
200 0.0099 0.5129 0.1121 4.2886 1.4450 26.6026
250 0.0463 2.3779 0.00005 0.0020 0.0988 1.8200
300 0.0465 2.3882 0.1965 7.5188 0.6618 12.1836
350 0.0077 0.3994 0.1290 4.9375 0.1490 2.7431
400 0.1768 9.0831 0.2366 9.0546 0.8046 14.8122
450 0.0887 4.5562 0.0050 0.1948 0.6134 11.2933
500 0.0414 2.1259 0.3057 11.6950 0.2334 4.2985

Cuadro 3.1: Error relativo y absoluto para el tiempo de espera promedio con
respecto al tiempo de espera predicho.
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Figura 3.4: Convergencia del tiempo de espera promedio del sistema alea-
torio cuando n crece. Las lineas punteadas representan el tiempo promedio
del sistema determinista (7 (d)).



Conclusion

En esta tesis se mostré que una buena estrategia de cargas para
un sistema de colas en paralelo es valiosa en su rendimiento. En particular
hemos visto que cambiar d = 1 por d > 2 hace una diferencia importante;
de hecho, cuando el niimero de colas es grande, el cambio de 1 a mayor
que 1 en d hace una diferencia de orden exponencial en el tiempo de espera
promedio. Ademds, en cuanto al acoplamiento que se hizo con los sistemas
cond=1y d > 2, se pudo notar en las simulaciones que la diferencia del
rendimiento es muy significativo. Pero esto es de esperarse, pues cuando
d = 1 no se requiere informacién de las colas, por lo que la asignacién de
clientes, por asi decirlo, no tiene control. Por otro lado, cuando d > 2, se
requiere informacién de la carga de las colas, y en cierto sentido se empiezan
a tomar decisiones basadas no en la aleatoriedad, sino en la optimizacion.

Un resultado que tuvimos es que cuando A — 17, en el sistema
determinista la elecciéon de d > 2 influye en el tiempo de espera promedio
s6lo en orden de log(d). Esto es, en el sistema del supermercado, cuando el
nimero de colas es grande, la eleccién de d > 2 influye de la misma manera.
Esto quiere decir que se requiere no demasiada informacién respecto a las
colas para cambiar la eficiencia del sistema, pero tener mucha informacién
no cambia demasiado el rendimiento del sistema.

Este es un sistema simple de describir y también sencillo en
cuanto a los supuestos que se hacen, pero es potente, y puede ser el partea-
guas para modelos mas complejos (y apegados a la realidad) que eficienten
el rendimiento de sistemas de colas.
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CONCLUSION



Apéndice A

A.1. Justificacion del sistema determinista.

Aqui probaremos que la probabilidad de elegir d colas tales que

la més pequena de ellas sea de carga exacta i—1 es sf_l — sg, con la notacion

definida en el capitulo 2.

Cabe senalar que para elegir d colas con dichas caracteristicas
es suficiente elegir al menos una cola de carga exacta i — 1, y las demds colas
con carga mayor o igual a i. Esto es:

P(s; aumente en 1 cuando llega un cliente al sistema)

Probaremos que

k=0

<Z> (51— )" ()" = sy
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k=0 =0 J
53 () ()t tr
= j) :) <d;j> (5-1) )7 * (=) (1)
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A.2. Desigualdad de Gronwall

Enunciamos el teorema de la desigualdad de Gronwall, con la
cual se concluye la demostracién del teorema de Kurtz:

ﬁmmmaAJSmﬂﬂwmﬂmwnwmwmmMTHmemmeﬂﬂ§6+5£ﬂ@®,
para 0 < t < T, donde § y € son constantes positivas. Entonces, para
t € [0,T) tenemos que

f(t) < ee’.

A.3. C(Cdbdigos de simulacion

La simulaciones se realizaron en R. La siguiente funcién recibe
el nimero de colas -n-, 0 < A < 1, el tiempo limite ¢, y d; devuelve dos
vectores de n entradas donde cada una es el nimero de clientes en la cola
i-ésima de los sistemas acoplados con d =1y d > 2.

sa<-function(n,lambda,t,d){

#Tiempos de llegada:
R = rexp(1l,n*lambda)
#Tiempos de salida
S = rexp(1l,n)

#Vector del sistema d=1:
X1 = numeric(n)
#Vector del sistema d>=2:
Xd = numeric(n)

while(min(R,S)<=t){
if (S>R){
#Un cliente se incorpora al sistema d>=2:

v<-seleccionarD(n,d)

m = min(Xd[v])
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k = min(which(Xd==m, arr.ind = TRUE))
Xd[k] <- Xd[k] + 1

#Un cliente se incorpora al sistema d=1:
1=v[floor(runif(1,1,d+1))]

X1[1] <- X1[1] + 1

R = R + rexp(1l,nxlambda)

else if (R>S){
k = floor(runif(1,1,n+1))

if (X1[k]1>0 && Xd[k]1>0) {
X1[k] <- X1[k]-1
Xd[x] <- Xd[k]-1

}

else if (X1[k]>0 && Xd[k]==0){
X1[k] <- X1[k]-1

}

else if (Xd[k]>0 && X1[k]==0){
Xd[k] <- Xd[k]-1

}

S = S + rexp(l,n)

return(rbind (X1,Xd))
}

La siguiente funcién recibe el nimero de colas -n-, 0 < A < 1, d
y L que es el limite de tiempo. Esta funcién calcula el vector m = (71, ..., m,)
(cada 7; es el nimero de colas con al menos ¢ clientes) para cada momento
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en que entra o sale un cliente del sistema, y al final calcula el niimero

1 oo o0 n d
esp =~ md = Y (s (D)
1=0 1=0

que representa el tiempo de espera promedio que un cliente pasara en el
sistema si este llegara al tiempo L.

tiempoEsperado<-function(n,lambda,d,L){

#Tiempos de llegada:

R = rexp(1l,n*lambda)

#Tiempos de salida

S = rexp(1l,n)

#Vector del sistema:

X = numeric(n)

#Vector cuya entrada i-ésima indica el nimero
#de colas con al menos i clientes.

pi= numeric(0)

while(min(R,S)<=L){

if (S>R){
v<-seleccionarD(n,d)

minimo = min(X[v])
k = min(which(X==minimo, arr.ind = TRUE))
X[k] <- X[k] + 1
#Actualizamos el vector pi:
if (max(X)>length(pi)) {
pi<-c(pi,0)
}
pi[X[k]]<-pi[X[k]]+1

R = R + rexp(l,n*lambda)
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else if (R>S){
k = floor(runif(1,1,n+1))

if (X[x]>0){
X[k] <- X[k]-1
#Acutualizamos al vector pi:
pi[X[k]+1]<-pi[X[k]+1]-1

}

S = S + rexp(i,n)

}
3
pi<-pi/n
esp<-1

for(i in 1:length(m)){
esp<-esp+pili] ~d
}

return(esp)

Las siguientes es una funcién auxiliar que devuelve un vector de
d entradas compuesto por numeros aleatorios del conjunto {1, ...,n}.

seleccionarD<-function(n,d){
v=numeric(d)
v<- floor(runif(d,1,n+1))
return(v)

3
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