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Introduccion.

En los tultimos anos ha sido de gran interés el estudio de ciertas reticulas asociadas a
un anillo, dada su utilidad para caracterizar algunos anillos importantes. Tal es el caso
de la reticula de ideales del anillo que nos ayuda a determinar si un anillo es campo,
debido a que un anillo conmutativo R es un campo si y solo si la reticula de ideales de
R tiene tinicamente dos elementos.

Una reticula es un conjunto con un orden parcial, donde cualesquiera dos de sus elemen-
tos a y b tienen infimo y supremo (denotados por a A b, aV b). Diremos que una reticula
es acotada si tiene elemento mayor (1) y elemento menor (0), un ejemplo de reticula
acotada es el conjunto de ideales izquierdos de un anillo ordenados por la contencion.
Una gran reticula es una clase con un orden parcial, que satisface la definicion de reticu-
la salvo por la parte de ser un conjunto; un seudocomplemento de un elemento a de la
reticula es un elemento b que es maximo en el conjunto de los elementos de la reticula
que cumplen que el infimo de ellos con a es 0 y un seudocomplemento fuerte de a es el
mayor en dicho conjunto. Un elemento de la reticula puede tener mas de un seudocom-
plemento y en caso de tener seudocomplemento fuerte este es tnico.

En este trabajo se analizaran las reticulas de clases de médulos determinadas por algu-
nas propiedades de clausura, éstas nos pueden ofrecer informacion sobre el anillo en el
que se esta trabajando y, de manera inversa, el anillo puede darnos informaciéon sobre
algunas de las reticulas de clases de modulos asociadas a éste. Por ejemplo, un anillo es
local izquierdo y semiartiniano izquierdo si y sélo si la reticula de clases cerradas bajo
submoddulos, productos directos, capsulas inyectivas y extensiones consta de inicamente
dos elementos.

Estudiaremos, en especifico, los seudocomplementos fuertes en las grandes reticulas de
clases hereditarias (L<y), clases cohereditarias (L_y) y la reticula de teorias de torsion
hereditarias. A los seudocomplementos en Ly<y y L} se les conoce como clases na-
turales y clases conaturales respectivamente, ademas, éstos forman reticulas ordenadas
por contencién que se les conoce como R — nat y R — conat.

Para este trabajo consideraremos anillos con unidad, y le llamaremos modulos a los
R-médulos izquierdos a menos que se especifique lo contrario. Ademas, f : N — M
denotard un monomorfismo f : N — M y g : N — M denotard un epimorfismo
g: N — M.
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Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo enunciaremos la teoria basica necesaria para este trabajo.

1.1. Reticulas.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto. Una relacion < binaria en X es un orden parcial
Si:

1)z e X =a <z Vre X (reflexividad).

2Q)zx,z€ X, v <zyz<x= x =2z (antisimetria).

) z,w,z€ X,z <wyw< z=x <z (transitividad).

Definicién 1.1.2. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, a es infimode Y C X
si:

1)VbeY,a<b.

)z <bVbeY =z<a.

Se dice que a es supremo de Y si :

)YeY,b<a.

2)b<azVbeY =a<ux.

Denotaremos como a A b al infimo de {a,b} C Ly aV b al supremo de {a,b} C L, en
caso de que estos existan.

Definicién 1.1.3. Un conjunto parcialmente ordenado (L,<) es una reticula si Va,b €
L, {a, b} tiene supremo e infimo, es decir, existen a Vby a A b.

En el caso de que cualquier C' C L tenga supremo e infimo diremos que la reticula es
completa.

Definicién 1.1.4. Sean (L,<) un orden parcial y a € L.

1) a es el elemento menor de L si a <z Vx € L.

2) a es elemento mayor de L si # < a Vz € L.

3) a es un elemento minimo de LsiVe € L, x <a = x = a.
4) a es un elemento maximode LsiVr € L, a <z = x = a.

Notacién 1.1.5. Denotaremos como 1 al elemento mayor de un orden parcial (L,<) y
0 al elemento menor en caso de existir.
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Definicién 1.1.6. Una reticula (L,<) es acotada si tiene elemento mayor y menor.

Definicién 1.1.7. Una gran reticula es una clase propia L con un orden parcial < que
cumple con las propiedades de ser reticula, salvo la parte de ser un conjunto.

Definicién 1.1.8. Sea L una gran reticula con elemento menor 0.
Decimos que a es seudocomplemento de b si a es maximo en el conjunto {x € Llx Ab =
0}. Decimos que a es seudocomplemento fuerte de b si a es el mayor elemento en

{z € Ljz ANb=0}.

Definicién 1.1.9. Llamaremos esqueleto (fuerte) a la clase de los seudocomplementos
(fuertes) de una gran reticula acotada L y lo denotaremos por (S—)Skel(L).

Proposiciéon 1.1.10. Sea L una gran reticula con elemento menor 0, si a€L tiene un
seudocomplemento fuerte, este es unico.

Demostracion. Sean b y b’e L seudocomplementos fuertes de a. Entonces aAb=0=aAb’,
asi que b<b’ y b’< b por ser b y b’ seudocomplementos fuertes .. b=b’ por ser < un
orden parcial.

O

Definicién 1.1.11. Sea L una reticula acotada con elemento menor 0 y elemento mayor
1, decimos que a es complemento de b si aAb=0 y aVb=1.

Definicién 1.1.12. Una reticula L es distributiva si:
aV(bAce)=(aVbA(aVe)yaN(bVe)=(aAb)V (aAc) para cualesquiera a, b, c € L.

Observaciéon 1.1.13. Diremos que una gran reticula L es (fuertemente) seudocomple-
mentada si todo elemento de L tiene seudocomplemento (fuerte).

Le diremos complementada si todo elemento en L tiene complemento y le diremos reticu-
la de Boole si es distributiva y complementada.

1.2. Nucleos, contcleos, producto fibrado y copro-
ducto fibrado.

Definicién 1.2.1. Sea f : M — N un morfismo.
1) Llamaremos a {z € M|f(z) = 0} el nicleo de f y lo denotaremos por Ker(f).

2) Llamaremos a el contcleo de f y lo denotaremos por Coker(f).

Im(f)

Teorema 1.2.2. (Propiedad universal del nicleo). Sea f : N — M un morfismo.
Sig: L — N es un morfismo tal que f o g = 0, entonces existe un unico morfismo
h: L — Ker(f) que hace conmutativo el siguiente diagrama:

0— Ker(f) ——=N—2=M
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Teorema 1.2.3. (Propiedad universal del conicleo). Sea f: N — M un morfis-
mo. St g : M — L es un morfismo tal que go f = 0, entonces existe un unico morfismo
h: Coker(f) — L que hace conmutativo el siquiente diagrama:

N—f>M—§Cok:er(f)—>0

0 g //
- "h
~

L

Definicién 1.2.4. Sean f : N - M y g : N — L morfismos de médulos. El coproducto
fibrado de f y g es un médulo P juntocon !l : L — Py j: M — P morfismos, tales que
log=jofysih: M — Qym:L— @ son morfismos tales que ho f = mog, entonces
existe un unico morfismo k : P — () que hace conmutativo el siguiente diagrama:

Observacién 1.2.5. Sean f : N — M y g : N — L morfismos de mddulos. El
coproducto fibrado de f y g es unico salvo isomorfismo, es decir, si (P,l,7) y (P',l', ")
son coproductos fibrados de f y g, entonces P = P’.

Por otro lado si~y: P — P’ es un isomorfismo y (P,1,7) es el coproducto fibrado de f
y g, entonces (P',vl,7j) es un coproducto fibrado de f y g.

Teorema 1.2.6. Sean f: N — M y g: N — L morfismos de mddulos.
ML
Si T=A{(f(x),—g(z)) € M@ L|x € N}, entonces ;‘? gunto con los morfismos
ML ML
T T

l:L—
coproducto fibrado de f y g.

yj:M—

dados por 1(z) = (0,2)+T y j(y) = (y,0) + T es el

Teorema 1.2.7. Sean ( Nty 0 una sucesion exacta y g : N —
Q un morfismo. Las siquientes condiciones son equivalentes para P € R — mod.:

1) P es el coproducto fibrado de f y g.

2) Existe un diagrama conmutativo con renglones exactos

0—Q-Lsp oo

1]

0 N M-t 0

Idg,

f

Demostracion. 1) = 2)
Al ser el coproducto fibrado tnico salvo isomorfismo, podemos considerar a P, ¢’ = j
y f' =1 como en el Teorema 1.2.6. Ahora consideremos el morfismo ¢’ : P — L dado
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por 1'((a,b) +T') = h(b).

Si l(a) = (a,0) +T = 0, entonces (a,0) = (g(e), —f(e)) para algin e € N, por lo que
f(e) =0, asi que e = 0 ya que f es inyectiva. Entonces g(e) = 0 = a, por lo que [ es
inyectiva.

Ahora tenemos que Im(f) C Ker(h') ya que h'l = 0. Demostraremos la otra conten-
cion. Si (a,b)+T € Ker(h'), entonces h(b) = 0, por lo que existe ¢ € N tal que b = f(c),
ya que b € Ker(h) = Im(f). Asi que (a,b) + T = (a, f(¢)) + T = (a + g(c),0) + T
€ Imf(l).

Ahora, si ¢ € L, entonces ¢ = h(b) para algin b € M. Asi que h'((0,b) +T) = ¢, por lo
que b’ es un epimorfismo.

Ademas, lg = jf y h'j = h, por lo que el siguiente diagrama es conmutativo con ren-
glones exactos

2)=1)
Consideremos (A4, 1, j) el coproducto fibrado de f y ¢ descrito en el Teorema 1.2.6. Por
lo que probamos en 1) = 2) existe un diagrama conmutativo con renglones exactos

0 Q—t-a-op 0

]
0 N M- 0
Ademas, por hipétesis, existe el diagrama conmutativo con renglones exactos

0—=Q-Lop oy

|

Idy,

f

Idy,

0—=N—topmtof— 0
Por otro lado, existe o : A — P que hace conmutativo el siguiente diagrama
P
f/
7/
Q—4
1,
N—L-m

De donde obtenemos que hf = h'f'g = 0, h'l = Wal = W'f' =0y h'j = h =
hg = haj, por lo que los siguientes diagramas son conmutativos
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/P /P

n ! W f

) ;/M Q%
- h - h

| |

Por lo que h'a = h”, ya que (A,l,j) es el coproducto fibrado de f y g, entonces el
siguiente diagrama es conmutativo con renglones exactos

0 QLA 0

|

Py 0

Idg

0 Q

..« es un isomorfismo, por lo que P es el coproducto fibrado de f y g.

Idg,

f/

]

A partir de este momento nos referiremos como el coproducto fibradode f : N — M
y g : N — L tnicamente al médulo de la terna de la definicién 1.2.4.

Definicién 1.2.8. Sean f: M — N y g : L — N morfismos de médulos. El producto
fibrado de f y g es un médulo P juntocon ! : P — Ly j: P — M morfismos tales que
gol= fojysih:0Q — Mym:(Q — L sonmorfismos tales que foh = gom, entonces
existe un unico morfismo k : () — P que hace conmutativo el siguiente diagrama:

Observacién 1.2.9. Sean f : M — N y g : L — N morfismos de mddulos. El
producto fibrado de f y g es unico salvo isomorfismo, es decir, si (P,1,7) y (P',l',j")
son productos fibrados de f y g, entonces P = P’.

Por otro lado, si~y: P' — P es un isomorfismo y (P,l,j) es el producto fibrado de f y
g, entonces (P’ 17y, j7v) es un producto fibrado de f y g.

Teorema 1.2.10. St f : M — N y g : L — N morfismos de maodulos, entonces
P = {(z,y) € M x L|f(x) = g(y)} junto con los morfismosl: P — L yj:P — M,
las proyecciones canonicas de P a L y M respectivamente, es el producto fibrado de f

yg.
Teorema 1.2.11. Sean Q- —2-N 0 sucesion exacta y f : M — N

morfismo. Las siquientes condiciones son equivalentes para P € R — mod.:
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1) P es el producto fibrado de f y g.
2) Ezxiste un diagrama conmutativo con renglones exactos

0—Q-LsL 2N 0

A,

0—Q-—L>P-2sM—50

Idg

Demostracion. 1) = 2)

Al ser el producto fibrado tnico salvo isomorfismo, podemos considerar a P, f' =1y
g = j como en el Teorema 1.2.10. Ahora consideremos el morfismo A’ : N — P dado
por I/(z) = (0, h(x)) que estd bien definido ya que gh(xz) =0 = f(0).

Si h'(z) = (h(z),0) = (0,0), entonces h(z) = 0. Por lo que = = 0 ya que h es inyectiva
.. I/ es inyectiva.

Ahora tenemos que Im(h') C Ker(j) ya que jh' = 0. Demostraremos la otra conten-
cién. Si j((a,b)) = 0, entonces a = 0, por lo que f(a) =0 = g(b), entonces b = h(c) para
algin ¢ € @, ya que b € Ker(g) = Im(h). Ast que h'(c) = (0,h(c)) = (a,b) € Im(R').
Ahora, si ¢ € M, entonces f(c) = g(x) para algin x € L ya que g es sobreyectiva. Asi
que (¢,x) € Py j((¢,x)) = ¢, por lo que j es un epimorfismo.

Ademas, [h' = h y fj = gl, por lo que el siguiente diagrama es conmutativo con ren-
glones exactos

2)=1)
Consideremos (A, 1, j) el producto fibrado de f y g descrito en el Teorema 1.2.10. Por
lo que probamos en 1) = 2) existe un diagrama conmutativo con renglones exactos

0 Q-L-L 2N 0
o
0 QoA oy 0
Ademas, por hipdtesis, existe el diagrama conmutativo con renglones exactos

0—-Q—L>L—25N 0

Idg

Idg

0 Q-X-P2LoM——s0
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De donde obtenemos que gh = fg'h' = 0, jh” = jah' = ¢ =0y W'l = h =
f'h = lah’, por lo que los siguientes diagramas son conmutativos

L——N

g

J

A—>

por lo que ah/ = h”, ya que (A,l,j) es el producto fibrado de f y g, entonces el
siguiente diagrama es conmutativo con renglones exactos

0 QA 0

aT Idys
/

0 Q-"ep-2oM 0

Idg

.. a es un isomorfismo, por lo que P es el producto fibrado de f y g.
]

A partir de este momento nos referiremos como el producto fibrado de los morfismos
f:M — Nyg:L — N tnicamente al modulo que forma parte de la terna de la
definicién 1.2.8.

1.3. Moébdulos inyectivos.

Definicién 1.3.1. Un R modulo E es inyectivo si cualquier diagrama de morfismos de
R médulos

E
|
0—=A—1-B

puede extenderse a un diagrama conmutativo

E

Tk\h
9 AN
f\

00— A——-B

Es decir, dh : B — E morfismo tal que h o f=g.

Teorema 1.3.2. Son equivalentes para £ € R — mod.:

1) E es inyectivo.

2) Toda sucesion exacta 0 E N M 0 se escinde.
3) Hom(O,E) es un funtor exacto.
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Lema 1.3.3. (Criterio de Baer). Un R mddulo E es inyectivo si y solo si para cual-
quier I ideal izquierdo de R, se tiene que cualquier diagrama de morfismos de R maédulos

E
|
0—s=I1-—1+R

puede extenderse a un diagrama conmutativo

»

T \h

9 N
N

0——I——R
Es decir, dh : R — E morfismo tal que h o f=g.
Teorema 1.3.4. [[ E; es inyectivo si y sélo si E; es inyectivo para toda i € I.
el
Teorema 1.3.5. Todo modulo puede sumergirse en un modulo inyectivo, es decir,
VM € R — mod existe un monomorfismo i : M — E, con E mddulo inyectivo.

1.4. Monomorfismos esenciales y la capsula inyecti-
va de un médulo.

Definicién 1.4.1. N < M es esencial en M si para cada @) # 0 submédulo de M se
cumple que N N Q # 0.

Proposicion 1.4.2. Son equivalentes para N < M :
1) N es esencial en M.
2)VQ <M, NNQ=0=Q=0.

Teorema 1.4.3. Sea N < M. El conjunto {N' < M | NN N'" =0 } tiene elemento
mdximo. Dicho elemento se llama seudocomplemento de N en M.

Observacion 1.4.4. Si N’ es el seudocomplemento de N en M, entonces N @ N’ es
esencial en M.

Definicién 1.4.5. Se dice que un monomorfismo f : N — M es esencial si Im(f) =
f(IN) es esencial en M.

Teorema 1.4.6. Son equivalentes para un monomorfismo f: N — M:
1) f es un monomorfismo esencial.
2)¥ g: M — X morfismo , go f es monomorfismo = g es monomorfismo.

Definicién 1.4.7. Una extension esencial de un médulo M es un médulo E que contiene
a M de tal manera que la inclusién candénica de M en E es un monomorfismo esencial.

Ademas, si la contencion es propia decimos que E es un extensién esencial propia de
M.
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Teorema 1.4.8. Un maodulo E es inyectivo si y solo si E no tiene extensiones esenciales
Propias.

Teorema 1.4.9. Las siguientes condiciones para un modulo E que contiene a un modulo
M son equivalentes:

1) E es una extension esencial mdzima de M.

2) E es una extension esencial de M y E es inyectivo.

3) E es inyectivo y no hay inyectivo E’ con M C E' C E.

Definicién 1.4.10. A un médulo que satisface cualquiera de las condiciones del Teo-
rema 1.4.9 se le llama una capsula inyectiva de M.

Teorema 1.4.11. Todo moddulo tiene una capsula inyectiva y ésta es unica salvo iso-
morfismo.

Notacién 1.4.12. Ahora ya podemos hablar de ”la capsula inyectiva”de M € R—mod,
la cual denotaremos por E(M).

1.5. Moébdulos proyectivos.

Definicién 1.5.1. Un R médulo P es proyectivo si cualquier diagrama de morfismos
de R moédulos

A—L.B_ .0
|
P

puede extenderse a un diagrama conmutativo

A—L.B_— .0

\\
B \gT
P
Es decir, 3h : P — A morfismo tal que f o h=g.

Teorema 1.5.2. Son equivalentes para P € R — mod.:

1) P es proyectivo.

2) Toda sucesion exacta 0 M N P 0 se escinde.
3) Hom(P, O) es un funtor exacto.

Teorema 1.5.3. P es proyectivo si y solo si existen M € R —mod y X conjunto tal
que P@ M = RX) | es decir, P es sumando directo de un libre.

Teorema 1.5.4. @ P, es proyectivo si y solo si P; es proyectivo para toda i € I.
iel
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1.6. Epimorfismos superfluos y la cubierta proyec-
tiva de un médulo.

Definicién 1.6.1. Sea N < M. Se dice que N es superfluo en M siVU < M, N4+ U =
M=U=M.

Definicién 1.6.2. Un epimorfismo g : M — N es superfluo si Ker(g) es superfluo en
M.

Definicién 1.6.3. La pareja ordenada (P, g) es una cubierta proyectiva de M si P es
proyectivo y g : P — M epimorfismo superfluo.

A partir de este momento nos referiremos como una cubierta proyectiva de M 1ni-
camente al médulo que forma de la pareja ordenada de la definicién 1.6.3.

Teorema 1.6.4. Sea M € R — mod. St M tiene cubierta proyectiva, entonces esta es
unica salvo isomorfismos.

Notacién 1.6.5. Sea M € R — mod, denotaremos por P(M) a la cubierta proyectiva
de M en caso de que esta exista.

1.7. Generadores y cogeneradores en R-mod.

Definicién 1.7.1. M € R — mod es un generador (en R — mod) si cada R-médulo
puede ser cubierto por una suma directa de copias de M, es decir, VN € R —mod existe
X conjunto y 7 : M) — N epimorfismo.

Teorema 1.7.2. R es un generador.

Definicién 1.7.3. M € R — mod cogenera a N € R — mod si N se sumerge en un
producto de copias de M, es decir, existe X conjunto y i : N — M* monomorfismo.

Definicién 1.7.4. M € R — mod es un cogenerador (en R-mod) si cada R-médulo se
sumerge en un producto de copias de M, es decir, M cogenera a cualquier R-médulo.

Teorema 1.7.5. Sea E un R-maodulo inyectivo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
1) E es cogenerador.

2) Hom(S, E) # 0 para todo S mddulo simple.
3) E cogenera a cualquier R-mddulo simple.

Corolario 1.7.6. Si A es un conjunto irredundante de R-mddulos simples, entonces

I E(T) es un cogenerador inyectivo.
TeA
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Teorema 1.7.7. Sea A es un conjunto irredundante de R-mddulos simples. Son equi-
valentes para C' € R — mod inyectivo:

1) C' es un cogenerador.

2) Para todo T € R — mod simple, E(T) es isomorfo a un sumando directo de C'.

3) @ E(T) es isomorfo a un submddulo de C.

TeA

Corolario 1.7.8. Si A es un conjunto irredundante de R-mddulos simples, entonces

E(@ T) es el cogenerador inyectivo menor.
TeA
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Capitulo 2

Grandes reticulas de clases de
R-modulos.

Después de haber establecido algunos de los conceptos necesarios para el desarrollo
de este trabajo, pasaremos a definir propiedades de clausura y las grandes reticulas
de clases de médulos que inducen. Ademads, veremos como generar en algunas grandes
reticulas de clases de mddulos definidas mediante propiedades de clausura, es decir,
tomaremos una clase de moédulos ¢ y P un conjunto de propiedades de clausura, para
encontrar el menor elemento de la gran reticula asociada a P que contiene a (.

2.1. Clases definidas bajo propiedades de clausura.

Definicién 2.1.1. Sea ( una clase de R-mdédulos. Diremos que:
a) ( es abstracta si es cerrada bajo isomorfismos; es decir, si N=M y M€ (, entonces
Ne ¢.
b) C es hereditaria si es cerrada bajo submédulos; es decir, si M € (y 3f : N — M
monomorfismo, entonces N € (.
¢) ¢ es cohereditaria si es cerrada bajo imagenes de morfismos; es decir, si Ne ¢ y
3f : N — M morfismo, entonces I'm(f) € .
d) ¢ es cerrada bajo productos si [[ M; € ¢, siempre que {M;}ier C C.

i€l
e) ¢ es cerrada bajo sumas directas si @ M; € ¢, siempre que {M,},cr C C.

iel

f) ¢ es cerrada bajo cédpsulas inyectivas si M € (, entonces E(M) € (.
g) ¢ es cerrada bajo extensiones si N,L € (y g Nty ( es una
sucesién exacta, entonces M € (.
h) ¢ es cerrado bajo extensiones esenciales si M € ¢ y 3f : M — N monomorfismo
esencial, entonces N € (.

i)C es cerrada bajo epimorfismos superfluos si L € ('y N 0
es una sucesion exacta con f(N) < M, entonces M € (.

Definicién 2.1.2. Denotaremos por:
a) Li<y la clase de todas las clases hereditarias.

19
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b) L.y la clase de todas las clases cohereditarias.

c) Ly la clase de todas las clases cerradas bajo productos.

d) Ligy la clase de todas las clases cerradas bajo sumas directas.

e) L) la clase de todas las clases cerradas bajo tomar capsulas inyectivas.
f) Licaty la clase de todas las clases cerradas bajo extensiones .

En general, si A es un conjunto de propiedades de clausura, denotaremos por L, la
clase de todas clases cerradas bajo las propiedades de A.

Observacién 2.1.3. Es claro que Li< pgy=L{<y N Ligy N Ligy. En general si A es

un conjunto de propiedades de clausura, La= () L.
peEA

Observacion 2.1.4. Si AC {<,—, E,[[, B}, La es una gran reticula cuyo orden
estd definido por ¢ < (" & ¢ C (', el infimo es la interseccion de clases, es decir,
CAC =¢N( yel supremo de (, (' € La como (V' =n{C|CU{ CC yC € La} que
estd bien definido ya que R-mod € Ly, VA C{<,—, E,[[, B}

Notacién 2.1.5. Denotaremos ¢ S—14 ¢l seudocomplemento fuerte de ¢ en L y (4 a
un seudocomplemento en Ly4y en caso de que estos existan.

2.2. Generacion de clases en las reticulas L,
Ly i<y Li<pmy ¥ Li< ey

Notacion 2.2.1. Sea A un conjunto de propiedades de clausura y ¢ una clase de R
modulos. Denotamos como £4(¢) a la menor clase de médulos que contiene a ¢ y que
es cerrada bajo las propiedades de A.

Notacion 2.2.2. Sean A,A’ conjuntos de propiedades de clausura y ¢ una clase de
R-mdédulos, entonces definiremos £4£4/(¢) = €4 0 €4/ (C) = Ea(€ar(Q)).

Teorema 2.2.3. Si ( es una clase de R maodulos, entonces:
1) & (Q)={N|3f : N — C,C € (}.

2) &y ()= CU{E(N)IN €},

3) €y (Q)= {MI3f : C —» M,C € ¢}.

Demostracion. 1) Sea K € {N|3f : N — C,C € (}, entonces existen M € (y
f i+ K — M tal que f es un monomorfismo.

Si N’ € R-mod y g : N’ — K un monomorfismo, entonces fg: N’ — M es un mono-
morfismo con M € (.

{NBf : N — C,C € C} € L{S}'

Si M € ¢, entonces idy : M ~— M es monomorfismo, por lo que M € {N|3f : N —
C,C e} . (C{N|3f: N~ C,C e}

Ahora sea (' € Ly<y tal que ( € (. Si N € {N|3f : N — C,C € (}, entonces existen
M ey f: N — M tal que f es monomorfismo, por lo que N € ¢’ ya que (' € L.
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S ANBFBfN—C,Cel}
2§ (Q=A{N|3f : N — C,C € ¢} por definicién.

2)Si K € CU{E(N)|N € (}, entonces K € ( o K € {E(N)|N € (}.
Si K € ¢, entonces E(K) € {E(N)|N € (} .. E(K) € (U{E(N)|N € (}.
Si K € {E(N)|N € (}, entonces K = E(M) para algin M € ¢, por lo que K es inyec-
tivo .. K=E(K) .. E(K)e CU{E(N)|N € (} .. CU{E(N)|N € ¢} € L.
Es claro que ¢ € CU{E(N)|N € (}, asi que sélo bastaria demostrar que es la menor
clase.
Sea (" € L¢gy tal que ¢ C (.
Si K € CU{E(N)|N € (}, entonces K € ( 0 K € {E(N)|N € (}.
Si K € (, entonces K € (' ya que ¢ C (’; si K € {E(N)|N € (}, entonces K = E(M)
para algin M € ( .. K = E(M) € (' yaque ' € Lygy .. CU{E(N)|N € ¢} C
2 &y (Q)= CU{E(N)|N € ¢} por definicién.

3)Si N € {M|3f : C — M,C € (}, entonces g : C' — N epimorfismo con C € (;
sea h : N — N’ un epimorfismo, entonces hg : C' — N’ es epimorfismo, por lo que N’
e{M3f:C—>MCe(}. . {M3If:C—-MCec(}e L,
Ademas, tenemos que idy : N — N es un isomorfismo, en particular epimorfismo,
VN € (, entonces N € {M|3f:C - M,Ce(},VNe (. ..(C{M]If:C - M,C e
3
Sea (" € Ly tal que ¢ C (.
Ahora si N € {M|3f :C - M,C € (}, entonces 3g : C'— N epimorfismo con
Ce(C(, entonces N e (' yaque( € Ly .. {M3f:C—- M Ce(}C.
2 (Q={M|3f : C — M,C € ¢} por definicién.

Teorema 2.2.4. 5i ( es una clase de R mddulos, entonces:
1) &y (Q)=A{M|M = G?_Mi, {Mi}icr € (3

1€
2) &y Q)= AM|M = [T Mi, {M;}ier € ¢}

i€l

Demostracion. 1)Sea {N;}jes C {M|M =@ M;,{M;},cr C (}, entonces N; = @ M, ;,
iel icl;
jEJmeECVz'GIj.
Sean I' = JI; vy A = {(i,j) € I x J|i € I;}, entonces N, = @ M,; y
jeJ iel (i,j)€A
{Mi;} e € C.
SN e {M|M =@ M;,{M;}icr €} o AMIM = @ M;, {M;}icr C(} € L)

il icl iel

Como N = @ N; VN € ¢, donde I = {1} y N; = N, tenemos que N € {M|M =
icl

D M, {Mi}ier CCYVN € (. S{MIM = D M;, {M;}ier C ¢}

icl iel

Sea (" € Lig tal que ¢ € (.

SiN e {MM=eM,{M}icr C (}, entonces N = @ N;, {N;}ier C ¢ C ', por lo
i€l iel

que N e (' " {M|M = M;,{M,;}ier C(} C .

iel
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S ey (Q)= {M|M = @ M;, {M;}icr € ¢} por definicion.

icl

2)Sea {N,}jes C {M|M = [[ M;,{M,}icr € (}, entonces N; = [[ M;;, j € Jy

iel i€l
M;;eCViel,
Sean I' = JI; v A = {(i,5) € I x Jli € I;}, entonces [[N;, = [] Mi; y
jed il (i,j)EA
{Mi;}agpea C ¢
" H N; € {M|M = H Mi, {Mi}iel - C} {M’M = H Mi, {Mi}iGI - C} S L{H}'

icl icl iel
Como N = [[N; VN € (, donde I = {1} y N; = N, tenemos que N € {M|M =
icl
[ Mi,{Mi}icr CCHVN € (.. ¢ C{MIM = ] M;, {M;}ier C ¢}
icl iel

Sea (" € Ly tal que ¢ C (.
Si N e {M|M = [] M;,{M;}icr C ¢}, entonces N = [[ Ni, {N;}icr € ¢ C ', por lo

iel i€l

que N € (' - {M[M = HM“{M}@ cced.
s & (Q)={MIM = I1 Mw {M;}ier € (3, por definicién.

el

]

Observacién 2.2.5. Si ¢ es una clase de R-mddulos, entonces £..§1(¢) = {M|3f :
[1Ci = M,p.a{Ci}icr € C}.

i€l
Lema 2.2.6. Si ( es una clase de R mddulos, entonces & 13(¢) = £-.41(C)-

Demostracion. Empezaremos demostrando que {_.£(¢) es cerrada bajo cocientes y
productos.

—) Sea M € £.¢4(¢) y sea f : M — N un epimorfismo. Como M € &..£417(C)
existe un epimorfismo g : [[ C; - M con {C;};er C ¢, entonces fg: [[Ci — N es un

i€l i€l

epimorfismo .". N € £..£7(C) .. £&-.417(Q) € L.

[1) Sea {M;}ier € £.617(C), entonces para cada M; 3f; : [[,c; Cij — M;, de donde
obtenemos el epimorfismo [ f;: [[ Ci; — [I M; .. &.41(C) € Loy

iel (i,5)€IxJ iel

Como N = [[ N;, donde I = {1}, Ny = N yid : N — N es un isomorfismo, en
icl
particular epimorfismo VN € ( tenemos que ¢ € &..£7(¢).
Ahora si (' € Loy, ¢ € (' v si M € £.£q(C), entonces 3h : [T C; = M epimorfismo
icl
con {Ci}ier € ¢ C ¢, entonces [[C; € ¢, entonces M € ¢’ .. £&.¢q(Q) € ¢ ..
icl

f{_»7n} (C) = éﬂfl—[(C) por definicién.
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Observacién 2.2.7. Si ¢ es una clase de R-mddulos, entonces E<&r7(¢) = {M|3f -
M — [[ Ci,p.a{Ci}ier € (}.

icl
Lema 2.2.8. Si ( es una clase de R-mddulos, entonces &< 13(¢) = £<£1(C).

Demostracion. Empezaremos demostrando que {<&p(C) es cerrada bajo submédulos y
productos.

<) Sea M € &&£p(Q) y f + N — M monomorfismo. Como M € {<£(() exis-
te g : M — []C; con {C;}icr,C (, entonces gf : N — []C; es monomorfismo

icl - icl

SNV € £ (Q).

[I) Sea {M;}icr € £<£17(€), entonces para cada M; 3f; : M; — [] C;; de donde
jeJ
obtenemos el monomorfismo

[Ifi:1IM— II Cij. . 6<€n(Q) € Li<my.

il il (4,9)€IxJ

Como N = [[ N;, donde I = {1}, Ny = N yid : N — N es un isomorfismo, en
il
particular monomorfismo VN € ¢ tenemos que ¢ C £<£q(C).
Ahorasi (" € Li< 3, ¢ € ("ysi M € {<£17(C), entonces 3h : M — [] C; monomorfismo

i€l
con {Citier € ¢ € ¢, por lo que []C; € ¢, entonces M € (" . £&<q(¢) € ¢
i€l
§i<m (€) = £<€r1(Q) por definicién.
]

Observacién 2.2.9. Si ¢ es una clase de R-mddulos, entonces E<Ep&rp(¢)={M|3f :
M — E([] Ci),p-a{Ci}icr € (}.

i€l
Lema 2.2.10. Sea ¢ una clase de R-médulos, entonces §i< g 13(¢) =£<€€1(C).

Demostracion. Ya que todo moédulo tiene capsula inyectiva y se puede sumergir inyec-
tivamente en ella, es claro que ¢ C {<€g&p7(¢). Ahora demostraremos que {<€p&p(Q) es
cerrada bajo submoddulos, productos y capsulas inyectivas.

Sea M € {<€pép(€), entonces 3f : M — E([] C;) para algin {C;}ier C (.

icl
<) Sea g : N — M monomorfismo, entonces fg : N — E(]] C;) es monomorfismo ..
iel
N € £<€p¢r(Q).
E) Sabemos que d¢g : M — FE(M) morfismo esencial y E([] M;) inyectivo, entonces

iel
dh: E(M) — E(]] C;) que hace conmutar el siguiente diagrama
icl
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M—L BT
el
g o

BOA

Entonces f = hg con f monomorfismo y g monomorfismo esencial, entonces h es un
monomorfismo, por el Teorema 1.4.6 .". E(M) € £<€p&1(Q).

[I) Ahora sea {M;};cs C {<€r€q(€), entonces para cada j € J, 3f; : M; — E([] C; ;)

i€l

con C;; € ¢ para todo i € I, por lo que tenemos el monomorfismo inducido [] f; :
jed

[1 M; — II E(J1 Ci ), pero [T E(I1 Cij) = EC 11 Ciy) . TI M; € €<€p€(Q)-

jeJ jeJ el jeJ  dEel (i,5)EIxJ jeJ

- 6<8pér1(€) € Li< pay-

Sea (' € Li< pm tal que ¢ € "'y M € {<€pép(Q), entonces FH{C;}icr € ¢ C (' y un
monomorfismo f : M — E(]] C;), pero [[ C; € ', entonces E(][[ C;) € ', por lo que

el i€l i€l
M e ¢ - 8<€eén(C) € ¢
., QSE,H}(C) :fnggn(C), por definicién.

Observacion 2.2.11. Si ¢ es una clase de R-maodulos, entonces
1) £.6<(Q)={M|3f : N — N yg: N — M tal que N € (}.
2) 6. (Q)={M|3f :N >N yg:M— N tal que N € (}.

Teorema 2.2.12. 5i ( es una clase de R-mddulos, entonces

§.6<(Q) = €<€.(C) = < ~.(Q).

Demostracion. Sea M € £.,€<((), entonces existe f : N' — Ny g : N — M tal que
N € (. Tomando el coproducto fibrado P, tenemos que existen j: M — Py h: N — P
morfismos que hacen conmutativo el siguiente diagrama:

N-—lwp

=

De donde obtenemos que M € £<£_,(C

Sea M € £<£.,(C), entonces existe f : M — Ny g: N — N’ tal que N € (. To-
mando el producto fibrado P, tenemos que existen h: P — M y j : P — N morfismos
que hacen conmutativo el siguiente diagrama:

Pt .N

b,k

M—— N'
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De donde obtenemos que M € £_¢<(C).
s 66<(€) = €<6-.()-

<) Sea h: K — M con M € £&<£.(C), entonces existe f : M — Ny g: N - N’
tal que N € (, entonces fh : K — N’ es monomorfismo, g : N — N' y N € ( ..

K € £.6<(¢).

—) Ahorasea h : M — K con M € £<£.,(C) = £..£<((), entonces existe f : N' — N
yg: N — Mtal que N € (, porloque hg: N - K, f: N — Ny N € ( ..
K € £<£.(C) = £.6<(0).

o €<€.(€) = £.6<(C) € Li< -y

Ahora sea Q € Li< .y tal que ¢ € Q. Si M € £<£..((), entonces existe f : N — N
y g: N — M tal que N € ( C €, entonces N’ € Q, ya que €2 es una clase hereditaria
o.M € Q, puesto que 2 es una clase cohereditaria ", {<€..(() C €.

2 EE<(Q) = €<€.(C) = €<~ (Q).
OJ

Observacién 2.2.13. Si ¢ es una clase de R-mddulos, entonces {<Epégy(¢)={M|3f :
M — E(GBI Ci),p-a{Citicr € (}.

ic
Lema 2.2.14. Sea ¢ una clase de R-mddulos, entonces {i< pgyy(C) =£<€péq(()-

Demostracion. Ya que todo moédulo tiene capsula inyectiva y se puede sumergir inyec-
tivamente en ella, es claro que ¢ C {<{p€g(¢). Ahora demostraremos que {<&pégy(¢)
es cerrada bajo submddulos, sumas directas y cdpsulas inyectivas.
Sea M € £<€rég((), entonces If : M — E(P C;) para algin {Ci}ier C (.

iel
<) Sea g : N — M monomorfismo, entonces fg : N — E(@ C;) es monomorfismo ..

iel
N € (< (Q)

E) Sabemos que dg : M — E(M) morfismo esencial y E(E M;) inyectivo, entonces
icl
dh: E(M) — E(E C;) que hace conmutar el siguiente diagrama
icl
M—-E(@C)
I el

g -
-

B(M)

Entonces f = hg con f monomorfismo y ¢ monomorfismo esencial, entonces h es mo-
nomorfismo, por el Teorema 1.4.6 ". E(M) € {<€péay(C).



26 CAPITULO 2. GRANDES RETICULAS DE CLASES DE R-MODULOS.

@) Ahora sea {M;}jc; C E<€péq((), entonces para cada j € J, 3f; : M; —
E(@ C;;) con C;; € ¢ para todo ¢ € I, por lo que tenemos el monomorfismo inducido

i€l
f=@f: DM — P EEC,;). Porotro lado, si N, es esencial en M;, Vj, entonces
jes " jes jeJ el
@ N; es esencial en @ M;. Dado que €@ C;; es esencial en E( C; ;) Vj € J tenemos
7 T il i€l
que P (P C; ;) es esencial en P E(P C;;), con E(P (P C;;)) inyectivo, por lo que
jeJ iel jeJ el jeJ i€l
existe g : @ E(P Ci;) = E(P (P Ci;)) que hace conmutativo el siguiente diagrama
jes el jeJ iel
D M;
jed

[f
D (D Ci )"~ D EDCiy)

jeJ iel jeJ el
l |g
|
4
E(D(DCi;))
jeJ iel
Donde [, A son las inclusiones candnicas, por lo que son monomorfismos esenciales.
Entonces gh es monomorfismo y h es esencial, entonces g es un monomorfismo .-

D M; € <Cpée(C)-

jeJ
o €<€réa(C) € Li< ngy-

Sea (" € Li< g tal que ( € (' y M € £<€p€gp(C), entonces I{Ci}ier CC C('y
un monomorfismo f : M — E(@ C;), pero @ C; € (’, entonces E(P C;) € ¢’ por lo

iel il iel
que M € ¢’ € £&<€pég(Q) € (.
2 <@y (Q) =€<Eeég(C), por definicion.



Capitulo 3

Teorias de torsién y teorias de
torsion hereditarias.

En este capitulo definiremos lo que es una teoria de torsion y lo que es una teoria de
torsion hereditaria, daremos algunas de sus propiedades y caracterizaciones. Ademas,
veremos que estas estan intimamente relacionadas a los prerradicales y radicales aso-
ciados a un anillo.

3.1. Teorias de torsion.

Definicién 3.1.1. A una clase ¢ € R—mod se le llama clase de pretorsién si ¢ € Ly_, gy}
y a sus elementos se les llamara médulos de pretorsion. Por otro lado, se le llama clase
libre de pretorsion si ¢ € Li< 7} y a sus elementos se les llamard moédulos de libres de
pretorsion.

Definicién 3.1.2. Una teoria de torsién en R —mod es una pareja ordenada (T, L) de
clases de R-moédulos tal que:

1) T={T € R—mod|Hom(T,F) =0, VF € L}.

2) L={F € R—mod|/Hom(T,F) =0,VT € T}.

A la clase T de una teoria de torsién (T,L) se le llama clase de torsién y a los ele-
mentos de T se les llama mddulos de torsién, por otra parte, I se llama clase libre de
torsién y a sus elementos modulos libres de torsion.

Observaciéon 3.1.3. Por la Definicion 3.1.2, las teorias de torsion estin determinadas
por su clase de torsion o su clase libre de torsion. Asi que diremos que dos Teorias de
torsion son iguales si sus clases de torsion son iguales o sus clases libres de torsion son
iguales, es decir, (T,L)=(T"L') & T=T oL =1".

Lema 3.1.4. Son equivalentes para (Tq,L;) y (T9,Ls) teorias de torsién las siguientes
condiciones:
1) Ty C To.
2) LQ - ]Lq.

27
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Demostracion. =)
Sea N € Lo, entonces Hom(M,N) = 0 VM € Ty, entonces Hom(M,N) =0VM € T,
yaque T; C Ty .. N € L.
<)
Sea M € Ty, entonces Hom(M,N) = 0 VN € LL;, entonces Hom(M,N) =0 VN € L,
vaque Lo CLy -. M €T,.

[

Definicién 3.1.5. Para una clase ( € R — mod definimos:
L;={F € R—mod/Hom(C,F)=0,VC € (}y
T, ={T € R—mod|Hom(T,F) =0, VF € L.}.

Observacion 3.1.6. Es claro que ¢ € T¢, ya que si M € ¢ y N € L¢, tenemos que
Hom(M,N) =0, por definicion de L.

Teorema 3.1.7. Para una clase ( C R — mod, la pareja ordenada (T¢,L¢) es una
teoria de torsion y T es la menor clase de torsion que contiene a C.

Demostracion. Sabemos ya que T¢ = {T" € R — mod|Hom(T, F) = 0, VF € L.}, asi
que bastarfa ver que Ly = {F € R — mod|Hom(T, F) =0, VT € T} para que (T¢, L)
sea teoria de torsion.
Sea N € L y M € T, entonces Hom(M, N) = 0, por como se defini6 T, .. N € {F €
R —mod|/Hom(T,F) =0, VT € T}.
Ahora sea N € {F € R —mod|Hom(T, F) = 0, VT € T}, entonces Hom(T,N) = 0
VI e T¢y ¢ C T, entonces Hom(T,N) =0T € (.. N € L,
S Le={F € R—modlHom(T,F) =0,VT € T¢} .". (T¢,L¢) es teoria de torsion.
Ahora, sea (T’,L) es teoria de torsién tal que ¢ C Ty N € L/, entonces VI' € T’
Hom(T,N) =0, en particular Hom(T,N) =0VT' e ( .. N e L, .. L' C L.

O]

A (T¢,L;) la llamaremos teorfa de torsién generada por ¢ y la denotaremos por

fRfTors (C) .

Definicién 3.1.8. De manera dual a la Definicion 3.1.5, dada una clase ( de R-modulos
definimos:

T¢ = {T € R — mod|Hom(T,C) =0,VC € ¢}y

L¢ ={F € R—mod|Hom(T,F) =0, VT € T¢}.

Observacién 3.1.9. Es claro que ( C LS, ya que si N € ( y M € T¢ tenemos que
Hom(M, N) =0, por definicién de T¢.

Teorema 3.1.10. Para una clase (¢ C R — mod, la pareja ordenada (T¢,1L¢) es una
teoria de torsion y LS es la menor clase libre de torsion que contiene a (.

Demostracion. Sabemos ya que LS = {F € R — mod|Hom(T,F) = 0, VT € T}, as
que bastarfa ver que T = {T' € R — mod|Hom(T,F) = 0, VF € L¢} para que (T¢, L)
sea teoria de torsion.

Sea M € TSy N € ¢, entonces Hom(M, N) = 0, por como se definié LS .. M € {T €
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R —mod|Hom(T, F) =0, VF € L¢}.
Ahora sea M € {T € R — mod|Hom(T, F) = 0, VF € L%}, entonces Hom(M, F) = 0
VE € LSy ¢ CL¢, entonces Hom(M,F) =0VF € (... M € T¢
- T¢={T € R—mod|Hom(T,F) =0, VF € L¢} ... (T%,LL¢) es teorfa de torsién.
Ahora sea (T',L') es teoria de torsién tal que ¢ C L'y M € T, entonces VF € L'
Hom(M,F) =0, en particular Hom(M,F)=0VF € ( .. M € T¢ - ' C LS.

O

A (T¢,1L°) la llamaremos teorfa de torsién cogenerada por (.

Lema 3.1.11. Sea T una clase de pretorsion. Para un médulo M existe el mayor
submddulo de pretorsién, es decir, {N € R —mod| N < M y N € T} tiene elemento
mayor.

Demostracion. Sea {N,}ic; la familia de submdédulos de M que son médulos de pre-

torsion, es decir, {N;}ier € T, entonces @ N; € T, pues T es una clase cerrada bajo
sumas directas. Consideremos ahora el ezgf,morﬁsmo 7 : @ N; — > N; que manda a
cada elemento de @ N; a la suma de sus entradas distinta;eéle cero, Zeerftonces >N, €T,
pues T es una claz:el cerrada bajo cocientes y N; < Y N; < M Vi € I . lf:[Ni es el
mayor submodulo de M que es médulo de torsion. < <

O

Teorema 3.1.12. Son equivalentes para T C R — mod.:
1) T es una clase de torsion para alguna teoria de torsion (T,L).

2) T e L{—»,EB,ext}-

Demostracion. 1) = 2)

—) Sean T'€ Ty f:T — N epimorfismo. Si ' € L y g € Hom(N, F') tenemos que
gf : T — F,porloque gf € Hom(T,F) =0, entonces gf =0y f es epimorfismo, por
lo que g = 0. Asi que Hom(N, F') = 0, entonces N € T . T es cerrada bajo cocientes.

D) Sea {N;}icr C Ty F € L. Tenemos que Hom(@ N;, F) = [[ Hom(N;, F) =0

i€l icl
ya que Hom(N;, F') = 0 para toda i € I. Asi que Hom(@ N;, F) = 0, entonces
iel
@ N, €T ... T es cerrado bajo sumas directas.
iel
ext) Sea () T L Y T, ( sucesion exacta con 17,75 € T. Si F' € L

y h € Hom(M, F), entonces hf = 0 ya que hf € Hom(Ty, F) = 0, entonces, por la
propiedad universal del conticleo, existe 5 : 7o — F' morfismo que hace conmutativo el
siguiente diagrama:

0 Ty
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Ademas, j € Hom(Ty, F') = 0, entonces h = jg = 0. Asi que Hom(M, F') = 0, por lo
que M € T .. T es cerrada bajo extensiones.
T G L{—”,EB,GCEt}'

2)=1)

Consideremos (T’,1L) la teoria de torsién generada por T, es decir,
L={FeR—-modHom(C,F)=0,VC € T} y T ={T € R—mod|Hom(T,F) = 0,
VF € L}. Ya sabemos que T C T’ asi que bastarfa ver que T C T para demostrar 1).
Sea T' € T', entonces Hom(T,F) =0 VF € L.

Como T es una clase de pretorsion, existe un submédulo mayor 7" de T tal que 177 € T,
por el Lema 3.1.11.

T
Supongamos que existe h : T7 — T morfismo distinto de cero con T} € T, escribimos

L
h(T)) = = donde T" < L < T, ademés, sabemos que h(71) # 0y que T es cerrada

T/
L
bajo cocientes, por lo que h(T7) = K € T. Consideramos ahora la sucesién exacta
L
0 T’ L T 0

Sabemos que T es cerrada bajo extensiones, por lo que L € T. Como T" es el mayor

con esta propiedad, entonces L = T, lo que es una contradiccion.

T T
Entonces Hom(T7, ﬁ) =0.. 7 € L.
T T
Sabemos que K € T’ ya que T’ es cerrada bajo cocientes, entonces K eT'NL=0..

T
ﬁ:0,p0rloqueT:T’€T,'_T’Q’JI‘.
]

Observaciéon 3.1.13. Por los Teoremas 3.1.7 y 3.1.12, tenemos que st ( C R — mod,
entonces £, @ ext(C) €s la clase de torsion de Er—rors(C)-

Lema 3.1.14. Sea LL una clase libre de pretorsién. Para un médulo M existe el menor

M
submédulo N tal que N libre de pretorsion, es decir, {N € R —mod| N < My

— € L} tiene elemento menor.

N

M
Demostracion. Sea {N;}ies la familia de submddulos de M tal que N es modulo de

M M
pretorsién para toda i € I, es decir, {N}ie[ C L, entonces [ — € L, pues L es una
% el +Vi

M
clase cerrada bajo productos. Consideremos ahora el morfismo f : M — [[ — dado por

el +Vi
M M
f(x) = (z + N;);, entonces tenemos que Ker(f) = () V;, por lo que =
)= o =0 Ker(f) ~ NN

iel

M - M M

se sumerge en || — mediante el morfismo f: —— — || —
iel_[I Ni AN icr Ni

il
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dado por f(z + N N;) = f(x), por lo que € IL, pues L es una clase cerrada bajo

icl N N;
i€l
submédulos y (VN; < N; < M Vi e I.
i€l

M
. [ N; es el elemento menor de {N € R —mod| N <My W € L}.

i€l

Teorema 3.1.15. Son equivalentes para . C R — mod.:
1) L es una clase libre de torsion para alguna teoria de torsion (T,L).
2) L € Li<eay-

Demostracion. 1)=2)

<) Sea i : N — F monomorfismo con € Ly T € T. Si g : T — N es un morfismo,
entonces ig € Hom(T, F') = 0, por lo que g = 0. Entonces Hom(T, N) = 0, por lo que
N € L . L es cerrada bajo submodulos.

[1) Sea{M;}ier CLyT € T. Tenemos que [[ Hom(T, M;) = 0 yaque Hom(T, M;) =
0 para toda i € I y sabemos que Hom(T,[[ M;) = [] Hom(T,M;), por lo que

icl iel
Hom(T,[] M;) =0, entonces [[ M; € L .". L es cerrado bajo productos.
il iel
ext) Sea () F L Y F ( sucesion exacta con Fy, Fh € L.SiT € T

y h € Hom(T, M), entonces gh = 0 ya que gh € Hom(T, F,) = 0, entonces, por la
propiedad universal del nicleo, existe j : T — F; morfismo que hace conmutativo el
siguiente diagrama:

0 -t R 0
) h

N

T .
Y j € Hom(T, F) = 0, entonces h = fj = 0. Entonces Hom(T, M) = 0, por lo que
M €L . L es cerrada bajo extensiones.
s Le L{§7H,ext}‘

2)=1)

Sea (T, L') la teorfa de torsion cogenerada por L, es decir, T = {T" € R—mod|Hom(T,C') =
0,VCelL}yL' ={F &€ R—modlHom(T,F) =0,VT € T}.

Sea F' € I/, como LL es una clase libre de pretorsién, existe C' elemento menor en {N €

F
R—mod| N < Fy N € L}, por el Lema 3.1.14. Sea F" ¢ Ly f : C'— F’ morfismo dis-

tinto de cero, por lo que Ker(f) es un submdédulo propio de C'y = f(C) < F',

_C
Ker(f)

€ IL , pues L es una clase cerrada bajo submddulos. Consideremos la

entonces

Ker(f)

siguiente sucesion exacta



32CAPITULO 3. TEORIAS DE TORSION Y TEORIAS DE TORSION HEREDITARIAS.

C F F
0 — 0
Ker(f) Ker(f) C
Sabemos que L E € L, entonces L € L, lo que contradice que C es el
4 Ker(f) C ’ Ker(f) » 20 4 4

F
menor médulo en {N € R—mod| N < Fy N elL}...Hom(C,F')=0..CeT.
Asi que C € TNL, porloque C =0 .. FelL . L' CLyesclaro que L C L
L=1L".
]

Notacion 3.1.16. Denotaremos R — Tors a la clase de todas las Teorias de Torsion
sobre el anillo R.

Observacién 3.1.17. Podemos ver que (R-Tors,<,A\,V,0,1) es una (gran)reticula com-
pleta, con

1) (Ty,L;) < (To,Ly) si y solo si Ty C Ty (equivalentemente, Ly C 1Ly, por el Lema
3.1.4),

2) 0= ({0}, R — mod),

3) 1= (R —mod,{0}),

4) N(Ti,Li) = &Er-rors((N Ti) y

iel il
5)\/ (Tzv ]LZ) = ngTors(U Tz)
icl iel
Teorema 3.1.18. Eziste un isomorfismo de reticulas entre R —Tors y Li_. @ cat}-

Demostracion. Por el Teorema 3.1.12, tenemos que si (T,L) € R — Tors, entonces
T € L. @,cat}, Por lo que la siguiente funcién estd bien definida

f:R—"Tors L ety

(T, L) T

Y (Tl,Ll) < (TQ,LQ) < T, C Ty & f((Tl,Ll)) - f((TQ,LQ)), por lo que f es un
morfismo de érdenes parciales.

Si T € L. @,caty, entonces T" es una clase de torsién para alguna teoria de torsion
(T’,IL), por el Teorema 3.1.12, por lo que T" € Im(f) ... f es sobre y es claramente
inyectiva ya que toda teoria de torsion esta determinada por cualquiera de sus compo-
nentes .". f es un isomorfismo de reticulas.

O
Teorema 3.1.19. Existe un anti-isomorfismo de reticulas entre R —Tors y Li< ] ext}-

Demostracion. Por el Teorema 3.1.15, tenemos que si (T,L) € R — Tors, entonces
L € Li<[].ext}, POr lo que la siguiente funcion estd bien definida
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f:R—"Tors Li<[T.ext}

(T,L) L

Si " € Li< []exty, entonces " es una clase libre de torsién para alguna teoria de torsion
(T,L"), por el Teorema 3.1.15, por lo que ' € Im(f) .. f es sobre y es claramente
inyectiva .". f es biyectiva.

Ademas, (T1,L;) < (Ty, L) & Ly C Ly < f((Ty,Ls)) € f((Ty,L,)), por lo que f es
un anti-isomorfismo de reticulas.

]

3.2. Radicales y prerradicales

Definicién 3.2.1. Un prerradical r es un subfuntor de la identidad en R — mod. Es
decir, {ir(m)}Mer—mod = @y : 7 = idR_moq €s una transformacion natural, donde 7,y
es la inclusién canénica de (M) a M. Explicitamente, para todo f : N — M morfismo
tenemos el siguiente diagrama conmutativo
r(N)E
r(£)=fran) lf

Ur (M)

r(M)—= M

Definicién 3.2.2. Decimos que un prerradical r es un radical si r(
R — mod.

Lema 3.2.3. Sea r un prerradical y {M,};c; € R — mod. Entonces r conmuta con P,
es decir, r(@ M;) = P r(M;).

el el

Demostracion. Como r es un prerradical para toda ¢ € I tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

r(M;))———— M,
T(ZMz):Z|7(ML) iMi
iy @ ;)
i€
r(@ M) ——DM,;
i€l iel
(7)) =Tr(01;) M

T(Mi)%mw M;

)
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Ademas, sabemos que my;, © iy, = idyy,, entonces r(myy, 0 i) = r(mar) © T(ing) =
r(Zsz) = id?"(Mi)'
Por lo que @ r(in) : @r(M;) — r(@B M) y Pr(my,) : r(P M;) — P r(M;) son
il il il il il il
inversos la una de la otra .". @ r(iy;) es isomorfismo.
icl

Sor(@ M) = P r(M).

il il

]

Observacion 3.2.4. En el Lema 3.2.3 usamos inclusiones y proyecciones para deter-
minar el isomorfismo, asi que es facil de ver que r(@ M;) = @ r(M;).

i€l i€l
Definicién 3.2.5. Sea R — pre la clase de los prerradicales en R — mod. Definimos en

ella el siguiente orden parcial:
r<s<&r(M)<s(M), VM e R— mod.

Lema 3.2.6. Sir € R — pre, entonces T, = {M € R — mod|r(M) = M} es una clase
de pretorsion.

Demostracion. Sea {M;};e;r C T,, entonces, por el Lema 3.2.3, r(@ M;) = @ r(M,;) =
il il

@ M; ... T, es cerrada bajo sumas directas.

iel

Sea M € T,y f: M — N epimorfismo, entonces N = f(M) = f(r(M)) <r(N) <N

SN €T, . T, es cerrada bajo cocientes.

T,n € L{@ﬁ)}.

Definicién 3.2.7. T, se llama la clase de pretorsion inducida por 7.

Lema 3.2.8. Sir € R — pre, entonces L, = {M € R — mod|r(M) = 0} es una clase
libre de pretorsion.

Demostracion. Sea M € L, y f: N — M monomorfismo, entonces r(N) = f(r(N)) <
r(M) =0, porloquer(N)=0.. N¢€L, . L, es cerrada bajo submédulos.
Sean {M;}ie; C L, y m; : [[ Mi — M; la proyeccién candnica. Asi que

icl
r(m;) = T my) - (T M) — r(M;) y r(M;) = 0, por lo que m;(r([] M;)) = 0 para
i€l iel i€l
todaie I . r(][ M;)=0..][ M; €L, .. L, es cerrada bajo productos.
i€l iel

L Le L{SH}‘

Definicion 3.2.9. L, se llama la clase libre de pretorsiéon inducida por 7.

Definicién 3.2.10. Para una clase ¢ de pretorsién denotaremos por r¢(M) al mayor
submodulo de M que esta en (, el cual existe por el Lema 3.1.11.

Proposicién 3.2.11. Si ( € Lygy_.}, entonces r¢( ) es un prerradical.
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Demostracion. Por definicién, re(M) < M. Ademas, si f : M — N es un morfismo
tenemos que f(r¢(M)) € ¢, ya que ¢ es cerrada bajo cocientes, entonces f(r:(M)) <
r¢(N) . 7¢( ) es un prerradical.

]

Definicién 3.2.12. Diremos que un prerradical r es idempotente si ror =ry R — pid
denotara la clase de los prerradicales idempotentes.

Observacién 3.2.13. Tenemos que r¢(M) € ¢, entonces r¢(re(M)) = re(M), por lo
que r¢( ) es un prerradical idempotente.

Teorema 3.2.14. R — pid y Lg ., son biyectables.

Demostracion. Tenemos la funcién

[ Lig— R — pid

q r¢

y también la funcién

g: R — pid L{ea’ﬂ}

7 T,

Veamos que son inversas entre si. Sea ( € Ligy .}, entonces g(f(¢)) = T,,.
Si M € ¢, entonces 7¢(M) = M, por definicién, por lo que M € T, ... ¢ C T, .
Si M €T, entonces M =r (M) e ¢.. T, CC..T, =
..go f = Z’CZL{@ﬁ}.
Por otro lado, tenemos que si r € R—pidy M € R—mod, entonces r(r(M)) =r(M) €
T,, por lo que (M) < rr. (M), por definiciéon. Ademés, como rr, (M) € T, tenemos
que r(rp,(M)) =rq, (M) < M - rp, (M) <r(M) . f(9(r)) =rp, =r.
. fog=1dg_pia .. f es una biyeccion.
O

Proposicién 3.2.15. Sea r un radical en R—mod, entonces r(M) es el menor elemento

M
en el conjunto {N < M|N el,}.

Demostracion. Es claro que r(M) < M y como r es un radical tenemos que r(

r(M)

M
0, entonces el, .r(M)e{N< M|N elL,}.

r(M)

M
Sea N tal que N € LL,.. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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M
M
J ]JAV
M
De donde obtenemos que (M) < Ker(m) = N.

]

Proposicion 3.2.16. Si r es un prerradical idempotente, entonces 1L, es cerrada bajo
extensiones.

Demostracion. Sean M, L € L, y Mt N2 () una sucesion exacta.
Entonces (M) = r(L) = 0, por lo que obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 M—t N9 ] 0
ir(}VI)\J ir(N) ir(L)
f’!‘ e
0 =7r(M)"2 r(N) 2D (L) = 0

Ademas, tenemos que 7(N) < Ker(g) = Im(f) = M, por lo que r(N) = r(r(N)) <
r(Im(f)) = r(M) =0, entonces r(N) =0 .. N € L,.
[

Definicién 3.2.17. Un funtor r es exacto izquierdo si para toda sucesién exacta

0 M-t N2op 0, se tiene que ( — p(Mf) r) r(N) r) r(L) es exac-
ta.

Lema 3.2.18. Son equivalentes para r un prerradical:
1) r es un funtor exacto izquierdo.

2) N< M= r(N)=Nnr(M).

3) r es idempotente y T, es cerrada bajo submddulos.

Demostracion. 1)= 2)

Sea N< M, L= Ny M — L la proyeccién canénica. Como r es exacto izquierdo

tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

f

0 N M—= L 0
ir(N)\J iT(M)\J ir(L)
0 —— r(N) 22 (00) T2 1 1)
De donde obtenemos que Ker(m,)) = N Nr(M) y por otro lado, como el segundo
renglén es exacto, tenemos que Ker(m.ar)) =r(N) .. r(N) = N Nr(M).

2)= 3)
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Sabemos que (M) < M, entonces r(r(M)) =r(M)Nr(M) =r(M) .. r es idempoten-
te.

Ahorasea M € T, y N < M, entonces r(M) =M yr(N)=Nnr(M)=NNM = N.
.. T, es cerrada bajo submodulos.

3)=2)

Sea N < M, entonces r(N) < r(M) y sabemos que r(N) < N, por lo que r(N) <
NnNr(M). Ademas, r(M) € T,, por ser r idempotente, y r(r(M)NN) =r(M)NN
puesto que (M) € T,, T, es cerrada bajo submédulos y r(M) NN < r(M). Ademss,
r(M)NN < N, porloquer(M)NN=r(r(M)NN) <r(N).

2)=1)

Sea () Nt ( una sucesion exacta, como 7 es un funtor obtene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

0o— ~-N—F p—9% 1

Ir(N) Lr(M) ir(L)\J
0 —— (V) 220 () 202 )

De donde obtenemos que Ker(fi.(vy) < Ker(f) =0y Ker(gpuy) = f(N)Nr(M) =

r(f(N)), porlo que o — () MT(M)MT(L) es exacta .". T es exacto izquier-

do.
O

Lema 3.2.19. Sea (T, L) una teoria de torsién, entonces r es un radical idempotente.

Demostracion. Sabemos ya que 77 es un prerradical idempotente, asi que solo falta ver

que es un radical. Si € T, entonces tenemos la siguiente

y

rr(M) = re(M) ° re(M)

sucesion exacta

O—>7“T(M) L TT(LM) 0

Como T es cerrado bajo extensiones, tenemos que L € T. Por lo que L < rp(M), por

L M
lo que = 0, entonces e L. ... ro(——==), es decir, rr es un radical.
W o (al) mn <G .

O
Lema 3.2.20. Sir es un radical idempotente, entonces (T, L) es una teoria de torsion.

Demostracion. Sean N € T,, M € L, y f: N — M un morfismo, entonces f(N) € T,
pues T, es ser cerrada bajo cocientes. Ademds, f(N) € L, ya que f(N) < M con
M € L,. Por lo tanto f(M) =0, es decir, f = 0.

Notemos primero que como r es un radical, r( ) = 0 para toda N € R — mod,

N
r(N)

entonces € L, para toda N € R — mod.

r(N)
Ahora si N € R — mod es tal que Hom(N, M) =0, VM € L,, entonces
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N
Hom(N,m) = 0. Por lo que =) =0..r(N)=N_ . NeT,.

Por otro lado, si M € R — mod es tal que Hom(N,M) = 0, VN € T,, entonces
Hom(r(M), M) = 0ya que r(r(M)) =r(M), por lo que r(M) € T,. Asi que (M) = 0,
M
entonces M = ——— € L, , entonces M € L,.
r(M)
. (T,,LL,) es una teoria de torsion.

[]

Observacién 3.2.21. Sea (T,LL) una teoria de torsion, entonces sabemos que T es una
clase de pretorsion cerrada bajo extensiones, por lo que T,, = T. Ademds, (T,L,,)=(T,,, L),
es una teoria de torsion, por lo que L, = L.

Teorema 3.2.22. Existe una biyeccion entre R — Tors y los radicales idempotentes en
R — mod.

Demostracion. Sea R —rid la clase de los radicales idempotentes en R —mod, entonces
tenemos la funcién

f:R—Tors R —rid

(T,L)¢ T

También tenemos la funcién

g:R—nrid R —"Tors

Tt (T'I’)L'r’>

Por los Lemas 3.2.19 y 3.2.20, estas funciones estan bien definidas. Veamos ahora que
son inversas entre si. Sea (T, L) € R—Tors, por el Teorema 3.2.14, tenemos que T = T,
y las teorias de torsién estan determinadas por cualquiera de sus partes (ya sea su parte
libre de torsién o su parte de torsién), por lo que g(f((T,L))) = (T,,,L,.) = (T,L).

S go f =1idr_Tors

Por otro lado, tenemos que si r € R — rid, entonces r es un radical idempotente. Asi
que, por el Teorema 3.2.14, tenemos que rr, =r .. f(g(r)) =rr, = 7.

. fog=ridr_piq .. f es una biyeccion.

3.3. Teorias de torsion hereditarias.

Teorema 3.3.1. Son equivalentes para (T,1L) teoria de torsion:
1) T es cerrada bajo submddulos.
2) L es cerrada bajo capsulas inyectivas.
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Demostracion. 1) = 2)
Sea M € L. Sabemos que 71 es un radical idempotente y T=T,, es cerrada bajo

submodulos, por lo que se cumplen las condiciones del Lema 3.2.18. Entonces tenemos
que 0 = rp(M) = rp(E(M))UM y como M es esencial en E(M), por lo que rr(E(M)) =

0..E(M)el.
2)=1)
L L
Sea NeTyL<N.ComoFE es inyectivo, existe f : N — E(——) que hace
yL< (TT(L>) y f (TT(L)) q
conmutativo el siguiente diagrama
0 L——=N
/
/
™ /
L )/
rr(L) //f
) /
iy
¥
L
E
(mr( L))
Ademas, tenemos que L es cerrada bajo capsulas inyectivas y m € L, entonces
T
L
E( (L)) € L. Ademas, tenemos que N € T, entonces f = 0.
T
L
Por lo que tenemos i om = f oi = 0, entonces m = 0, por lo que @) = 0.
T

L= TT(L) e L.

]

Definicién 3.3.2. Una teoria de torsion hereditaria en R —mod es una pareja ordenada
(T,L) de clases de R-mddulos tal que:

1) T={T € R—mod|Hom(T,E(F)) =0, VF € L}.

2) L={F € R—mod|Hom(T,E(F)) =0,VT € T}.

Proposicién 3.3.3. Si (T,L) es una teoria de torsion hereditaria, entonces T €
Li< - @.exty-

Demostracion. <) Sean T € T y f : N — T monomorfismo. Si ' € Ly g €
Hom(N,E(F)), ya que E(F) es inyectivo, existe h : T — E(F') que hace conmuta-
tivo el siguiente diagrama

0

9 /

»
E(F)
Ademas, h € Hom(T, E(F')) = 0, entonces h =0,porloque0=ho f=g.
Entonces Hom(N, E(F)) =0, por lo que N € T -, T es cerrada bajo submddulos.
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—)Sean '€ Ty f:T — N epimorfismo. Si FF € Ly g € Hom(N, E(F)) tenemos
que gf : T — E(F), por lo que gf € Hom(T, E(F)) = 0, entonces gf = 0y f es
epimorfismo, por lo que g = 0. Entonces Hom(N, E(F')) =0, por loque N € T .. T es
cerrada bajo cocientes.

@) Sea {Ni}iEI Q T y Fel.
Tenemos que Hom(@ N;, E(F)) = [[ Hom(N;, E(F)) = 0 ya que Hom(N;, E(F)) =0
iel el
para toda i € I. Entonces Hom(E@ N;, E(F')) = 0, por lo que @ N; € T .. T es cerrado
iel el
bajo sumas directas.

ext) Sea () T L T, ( sucesion exacta con 17,75 € T. Si F' € L
y h € Hom(M, E(F)), entonces hf = 0 ya que hf € Hom(Ty, E(F)) = 0, ademas,
por la propiedad universal del contcleo, existe j : To — E(F) morfismo que hace
conmutativo el siguiente diagrama:

0T — M2 Ty——0
J
Ademéds, j € Hom(Ty, E(F')) = 0, entonces h = jg = 0. Entonces Hom(M, E(F)) =0,
por lo que M € T . T es cerrada bajo extensiones.
o T e L{Sﬁ%G}eﬂﬁt}'

Teorema 3.3.4. Son equivalentes:

1) (T, L) es una teoria de torsion hereditaria.

2) (T, L) es una teoria de torsion y T es cerrada bajo submodulos.

3) (T,L) es una teoria de torsion y L es cerrada bajo capsulas inyectivas.

Demostracion. 1)=2)

Por la Proposicion 3.3.3, sabemos que T € Li< . g caty € L{ g.ext}, €ntonces, por el
Teorema 3.1.12, existe ' C R — mod tal que (T,L') es una teoria de torsién.

Como (T, L) es una teoria de torsion hereditaria y (T,LL’) teorfa de torsién tenemos que
L={F &€ R—modl[Hom(T,E(F))=0,VT € T} yL'={F € R—mod|Hom(T, F) = 0,
VT € T}.

Sea M € L, entonces Hom(T, E(M)) = 0 VT € T, por lo que E(M) € L'. Entonces
M € 1 ya que L/ es cerrada bajo submddulos, por el Teorema 3.1.15, .-, L. C L.

Sea M € I'. Como T es cerrada bajo submddulos entonces, por el Teorema 3.3.1,
tenemos que L es cerrada bajo capsulas inyectivas, por lo que E(M) € L'. Entonces
Hom(T,E(M))=0VT € T, porloque M € L - L' CL.

Entonces L = I, por lo que (T, L)=(T,L’) es una teoria de torsién y T es cerrado bajo
submédulos, por la Proposicion 3.3.3.

2)= 3)
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Se obtiene directamente del Teorema 3.3.1.
3)=1)
Sean T" = {T' € R — mod|Hom(T,E(F)) =0,VF € L} y
L' ={F € R—mod|Hom(T,E(F)) = 0, VT' € T}. Bastaria demostrar que T = T" y
L=1IL".
Sea M € Ty N € L. Entonces E(N) € L, ya que L es cerrada bajo capsulas inyectivas,
entonces Hom(M,E(N)) =0,porloque M e "y NeL' - TCT yLCL"
Sea M € Ty N € L. Si Hom(M,N) # 0, entonces existe f : M — N morfismo
distinto de cero. Ademds, tenemos i : N — F(N) la inclusién canénica de N en
su capsula inyectiva, que es un monomorfismo, por lo que io f : M — FE(N) es un
morfismo no cero, entonces Hom (M, E(N)) # 0 lo que contradice que M € T’. Entonces
Hom(M,N)=0,porloque M € T .. T"CT.
Sea M € Ty N € L. Si Hom(M,N) # 0, entonces existe f : M — N morfismo
distinto de cero. Ademds, tenemos i : N — FE(N) la inclusién canénica de N en
su capsula inyectiva, que es un monomorfismo, por lo que ¢ o f : M — E(N) es un
morfismo no cero, entonces Hom(M, E(N)) # 0 lo que contradice que N € L. Entonces
Hom(M,N)=0,porloque NeL - L' CL.
Entonces L=L"y T =T" ... (T,LL) es una teoria de torsién hereditaria.

]

Corolario 3.3.5. Si (T, L) es una teoria de torsion hereditaria, entonces L. € L < [T et} -

Demostracion. Si (T,L) es una teoria de torsién hereditaria, entonces, por el Teorema
3.3.4, sabemos que (T, L) es una teorfa de torsion y que L es cerrada bajo capsulas in-
yectivas. Ademds, por el Teorema 3.1.15, tenemos que L € Li< [Text} .. L € L{g < [T,ext}-

m

Por el Teorema 3.3.4, tenemos que toda teoria de torsiéon hereditaria es una teoria
de torsién, entonces si (T,LL) es una teoria de torsion hereditaria nos podemos referir
a T como su parte de torsion hereditaria y a I. como su parte libre de torsion hereditaria.

Definicién 3.3.6. Para una clase ( € R — mod definimos:
(L={F e R—modHom(C,E(F))=0,YCe(}y
(T ={T € R—mod|Hom(T, E(F)) =0, VF € ;L}.

Observacién 3.3.7. Es claro que ¢ C (T, ya que si M € ¢ y N € (L tenemos que
Hom(M, E(N)) = 0 por definicion de (L.

Teorema 3.3.8. Para una clase ( C R—mod la pareja ordenada ((T, (L) es una teoria
de torsion hereditaria y (T es la menor clase de torsion hereditaria que contiene a C.

Demostracion. Sabemos ya que (T = {T" € R — mod|/Hom(T, E(F)) = 0, VF € (L},
asi que bastarfa ver que (L = {F € R — mod|Hom(T,E(F)) =0, VI € ;T} para que
(¢T, (L) sea teorfa de torsién hereditaria.

Sea N € (L y M € (T, entonces Hom(M,E(N)) = 0, por como se definié (T ..
N e{F e R—modHom(T,E(F))=0,VT € T}
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Ahorasea N € {F € R—mod|Hom(T, E(F')) = 0,VT € (T}, entonces Hom(T, E(N)) =
O0VI'e Ty ¢ C T, entonces Hom(T,E(N)) =0VT' € (.. N € (L
S (L={F € R—mod|Hom(T,E(F)) =0, VT € (T} ... ((T,(L) es teoria de torsién
hereditaria.
Ahora sea (T',L') teoria de torsién hereditaria tal que ¢ € T/ y N € L', entonces
VT € T Hom(T,E(N)) = 0, en particular Hom(T, E(N)) = 0 VT € (, por lo que
N € (L .. L' C (L. Entonces, por el Lema 3.1.4 y el Teorema 3.3.4, tenemos que
TCT.

O

A (T, (L) la lamaremos teoria de torsién hereditaria generada por ¢ y la denota-
remos por é-thors(C)'

Teorema 3.3.9. Son equivalentes para T C R — mod:
1) T es una clase de torsion hereditaria para alguna teoria de torsion hereditaria (T,1L).

2) T e L{S—»,EB,ecct}'

Demostracion. 1)=2)

Es la Proposicién 3.3.3.

2)=1)

Tenemos que si T € Li< . @exty € Li @.exty, entonces, por el Teorema 3.1.12, T es
una clase de torsién para alguna teorfa de torsién (T, L). Entonces (T, L) es una teoria
de torsion y T es cerrada bajo submédulos, por lo que (T, L) es una teoria de torsién
hereditaria.

.. T es la parte de torsién de la teoria de torsién hereditaria (T, L).
[l

Observacion 3.3.10. Por los Teoremas 3.3.9 y 3.3.8, tenemos que si ( € R — mod,
entonces &< . @ .ext(C) s la clase de torsion de Er_tors(C)-

Teorema 3.3.11. Son equivalentes para . C R — mod.:

1) L es una clase libre de torsion hereditaria para alguna teoria de torsion hereditaria
(T,L).

2) L e L{E,g,]—[,ext}'

Demostracion. 1)=-2)

Es el Corolario 3.3.5.

2)=1)

Tenemos que si L € Lig < T exty € Li<[],ext}, €ntonces, por Teorema 3.1.15, I es una
clase de torsién para alguna teoria de torsién (T,LL). Entonces (T, L) es una teoria de
torsién y L es cerrada bajo cdpsulas inyectivas, por lo que (T, L) es una teoria de torsién
hereditaria.

.. L es la parte libre de torsién de la teoria de torsion hereditaria (T, L).
[

Notacion 3.3.12. Denotaremos R — tors a la clase de todas las Teorias de Torsién
hereditarias sobre el anillo R.



3.3. TEORIAS DE TORSION HEREDITARIAS. 43

Observaciéon 3.3.13. Sea {(T;,L;)}ier € R — tors. Tenemos que si (T;,L;) < (T, L)
para toda i € I, entonces . C L; para toda i € I, por lo que . C (\L;. Entonces

i€l
si T = [ L;, tenemos que, (T7,L7) = (T7, (L;), por el Teorema 3.5.11. Ademds,
iel icl
tenemos que |J T; C T7, entonces (T7,L7) < (T,L) y (T;,L;) < (T7,L").
i€l
é-R*TOT‘S(LJIT’L') = (TTu}LT)-
ic

Proposicién 3.3.14. Si {(T;,1L;) }ier € R — tors, entonces:
1) ngTors(m Tl) € R—tors.

icl
2) Er—rors(U T) € R — tors.

iel

Demostracion. 1) Por el Teorema 3.3.9, tenemos que, para todai € I, T; € Li< . @ cat}

entonces 7' = (| T; € Li< . @ ety Entonces, por el Teorema 3.3.9, existe (T, L) teorfa
i€l
de torsién hereditaria tal que T = () T;, por lo que (T,+,L,) = (T,L) .. (T.,L.) €
iel
R —tors.
2)Por la Observacién 3.3.13, tenemos que {r_rors(|J Ti) = (T7,L7) con 7 = [ L;.

i€l iel
Por el Teorema 3.3.11, tenemos que, para toda i € I, L; € L{g < [Teat}, entonces [ L; €
iel
Lig < [1.exty- Entonces, por el Teorema 3.3.11, existe (T, L) teoria de torsion hereditaria
tal que L = (N L;, por lo que (T7,L7) = (T,L) .. {g—70rs(U T;) = (T7,L7) € R —tors.
i€l

i€l
0

Como consecuencia del Teorema 3.3.4 y la Proposicién 3.3.14 tenemos que si
{(Ts,Ls) }ier € R — tors, entonces {g—iors([) Ti) = Er—rors([ Ti) ¥ Ertors(IU Ti) =

el el el
ngTors( U Tz) .

el

Observaciéon 3.3.15. Podemos ver que (R-tors,<,\,V,0,1) es una reticula completa,
con

1) (Ty,1Ly) < (Ty,Ls) si y sdlo si Ty C Ty (equivalentemente Ly C 1Ly, por el Lema
3.1.4),

2) 0= ({0}, R — mod),

3) 1= (R —mod,{0}),

4) /\ (Tla ]L‘z) = fthors(ﬂ Tz) = fRfTors(m Tz) Y

iel iel iel
5)\/ (T17L1> = £R7tors<U Tz) = £R7TOTS<U Tz)
iel i€l i€l
Ademds, es facil notar que es subreticula de R — Tors.
Lema 3.3.16. Si ( € Li<_.y, entonces {< .. @ cat(() = {M € R—mod| Vf: M — N
distinto de cero, g : K — N con 0 # K € (}.

Demostracion. Sea A = {M € R —mod| Vf : M — N distinto de cero, 3g : K — N
con 0 # K € (}, primero demostraremos que A es cerrada bajo submdédulos, cocientes,
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sumas directas y extensiones.

<)Sea M € Ay f: N — M monomorfismo. Sea g : N — X epimorfismo no
cero. Sea P el coproducto fibrado de f y g, el cual nos induce el siguiente diagrama
conmutativo

N—Tom
boob
X—!-p
De ahi podemos observar que j(X) # 0y P # 0, entonces existe Y < P tal que

P
J(X)EY es esencial en P, por lo que si consideramos m : P — v la proyeccién

canonica y ¢ = m o j. Pr otro lado, m o h es un epimorfismo no cero, por lo que existe

1 K — v monomorfismo con 0 # K € A, por lo que podemos extender el diagrama

anterior al siguiente diagrama conmutativo:

N—To
poop
Sy
v i

P

K—'s

Tenemos que ¥ (X) es esencial en ; # 0, ademas, 1 es un monomorfismo ya que
J(X)NnY =0.
Entonces, 0 # (X)) N K < K, por lo que K’ = ¢(X) N K € ¢. Entonces, ¥ 1 (K’) # 0
v 0 # K' = ¢ 1(K'), ya que ¥ es monomorfismo, entonces ¢~ '(K’) € ¢, ya que ( es
clase abstracta . N € A.
.. A es cerrado bajo subméddulos.

—)SeaM € Ay f: M — N epimorfismo. Si g : N — X es un epimorfismo distinto
de cero, entonces g o f es epimorfismo distinto de cero, por lo que existe h : K — X
monomorfismo con 0 # K € ( . N € A.
.. A es cerrada bajo cocientes.

) Ahora sea {M,};e; CAy f: & M; — N epimorfismo distinto de cero, enton-
jed

ces existe r € J tal que I'm(f oi,) # 0. Consideramos ¢ : M, — I'm(f oi,) el morfismo
resultante de correstringir a la imagen a f oi,, tenemos que es un epimorfismo distinto
de cero, entonces existe g : K — N monomorfismo con 0 # K € ( ya que M, € A .-
@D M, e A
jed
.. A es cerrada bajo sumas directas.

ext) Sea () N ( sucesion exacta con N, L € A, y sea h :



3.3. TEORIAS DE TORSION HEREDITARIAS. 45

M — M’ epimorfismo con M # 0.

Si Im(ho f) # 0 consideramos ¢ : N — Im(ho f) el morfismo resultante de correstrin-
gir a la imagen a hf, tenemos que es un epimorfismo distinto de cero, entonces existe
g : K — M’ monomorfismo con 0 # K € ( yaque N € A . M € A.

Si Im(hf) = 0, entonces, por propiedad universal del contcleo, existe j : L — M’ que
hace conmutativo el siguiente diagrama:

0—> Nt
lh /
j
M’ .
Entonces jg = h y h es epimorfismo , entonces j es epimorfismo distinto de cero.

Entonces existe g : K — M’ monomorfismo con 0 # K € ( yaque L€ A . M € A.
.. A es cerrada bajo extensiones.

S A€ Lic o @ty

SiMe(y f: M— N esun epimorfismo distinto de cero, entonces N € ( ya que
¢ es cerrada bajo cocientes y Idy : N — N es un monomorfismo con 0 # N € ( ..

M e A.

S.CCA

Ahora sea T € Li< . ey talque (€ Ty M € A.

Si % # 0, entonces w : M — 7”]1‘](\]4\4) la proyecciéon canonica es distinta de cero y

M € A, por lo que existe h : K — 7"']1‘?]4\4> monomorfismo con 0 # K € ( C T. Entonces

K>hK)y rT(i) =0, por lo que K = r¢(K) = rr(h(K)) < rr( M )=0,lo
re(M) rr(M)

que es una contradiccion.

=0 rl eM=r¢(M)eT. ACT.
. ( ) , por 10 qu ( ) .. =
A= £<,—»,@,ext(<)'

Entonces

Lema 3.3.17. Li< . @ czt) €5 una reticula distributiva.

Demostracién. Primero notemos que si A, B € Li< . @ cat}, entonces AU B € Li< .,

porloque AVB =&« . g cat(AUB) ={M € R—mod| Vf : M — N distinto de cero,

dg: K — Ncon0# K € AU B}.

Ahora sea A, B,C € L{Sﬁ’e}mt}.

Sea M € AN(BVC)y f: M — N epimorfismo distinto de cero, entonces existe

g : X — N monomorfismo con 0 # X € BUC, entonces X € B o X € C. Ademas,

A es cerrado bajo submédulos y cocientes, por lo que X € A, entonces X € AAB o

XeANC,porloque X € (AANB)U(AANC) ..M e (ANB)V(AANC).

Entonces AN (BVC) C(AANB)V(AANC)y (ANB)V(AANC) C AN (BVC) siempre

seda. . AN(BVC)=(AANB)V(AANC) .. Li<_ . @z} s una reticula distributiva.
O

Teorema 3.3.18. Eriste un isomorfismo de reticulas entre R —tors y Li< . @ cxt}-
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Demostracion. Por el Teorema 3.3.9, tenemos que si (T,1L) € R — tors, entonces T €
Li< . @,ext}, Por lo que la siguiente funcién esta bien definida:

f:R—tors Li< .@ext}

(T,L) T

Ademéds, (Ty,L;) < (Ty,Ly) & Ty C Ty < f((Ty,L;)) C f((Ty,Ly)), por lo que f es
un morfismo de érdenes parciales.

Si T € Li< . @.ecxty, entonces T’ es una clase de torsion hereditaria para alguna teoria
de torsién hereditaria (T’,1L), por el Teorema 3.3.9, por lo que T" € Im(f) .. f es sobre
y es claramente inyectiva ya que toda teoria de torsion estd determinada por cualquiera
de sus dos partes ... f es un isomorfismo de reticulas.

O
Corolario 3.3.19. R — tors es una reticula distributiva.

Demostracion. Sean (Ty,L,), (Ta,La), (Ts,Ls) € R — tors.
Entonces consideremos f el isomorfismo de reticulas definido en el Teorema 3.3.18, te-
nemos que f((Tl, Ll) VAN ((Tg, Lg) V (Tg, Lg))) = Tl N (Tg \/Tg) y f(((T1, ]Ll) A (Tg, Lg)) V
((T1,L1) A (Ts,Ls3))) = (T1 AT2) V (T1 A Ts).
Ademds, por el Lema 3.3.17, sabemos que Li< . gty €s distributiva, por lo que
Tl A (TQ V Tg) = (Tl N TQ) V (Tl A T3), entonces f((Tl,]Ll) A ((Tg,]LQ) V (Tg,Lg))) =
f(((Tl,Ll) VAN (T27L2)) V ((Tl,Ll) N (Tg,Lg))) y f es inyectiva, entonces (Tl,Ll) VAN
((T27]L’2) Vv (T37]L’3)) = ((Tlel) A (T27L2)) \% ((leLl) A <T37L3))'
.. R —tors es distributiva.

O]

Teorema 3.3.20. Eziste un anti-isomorfismo de reticulas entre R—tors y Lip <[] ext}-

Demostracion. Por el Teorema 3.3.11, tenemos que si (T,1L) € R — tors entonces L €
L{g < []ext}, POr lo que la siguiente funcion estd bien definida

f:R—tors L{g < I],ext)

(T,L): L

Si L' € L{g <[]eat}, entonces L es una clase libre de torsién hereditaria para alguna
teoria de torsién hereditaria (T,L'), por Teorema 3.3.11, por lo que L' € Im(f) .. f es
sobre y es claramente inyectiva .". f es biyectiva.

Ademas, (T1,L;) < (Ty,Ly) & Ly CL; < f((Ty,Ls)) € f((Ty,L,)), por lo que f es
un anti-isomorfismo de reticulas.

]
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Teorema 3.3.21. FEuxiste una biyeccion entre R—tors y los radicales exactos izquierdos
en R —mod.

Demostracion. Sea R — rei la clase de los radicales exactos izquierdos en R — mod,
entonces tenemos la funcién

f:R—tors R —rei

(T,L)¢ T

También tenemos la funcién

g:R—re R —tors

7 (T,,L,)

Por los Lemas 3.2.19, 3.2.20 y 3.2.18, las funciones f y g estan bien definidas. Veamos
ahora que son inversas entre si. Sea (T,IL) € R — tors, entonces (T,L) € R — Tors, por
el Teorema 3.3.4, y, por el Teorema 3.2.14, tenemos que T = T,,. Ademads, las teorias
de torsién estan determinadas por cualquiera de sus partes (ya sea su parte libre de
torsién o su parte de torsién), por lo que g(f((T,L))) = (T,,,L,,) = (T,L).

S go f =1dr_tors-

Por otro lado, tenemos que si r € R — rei, entonces r es un radical exacto izquierdo,
por lo que r es un radical idempotente, por el Teorema 3.2.18. Asi que, por el Teorema
3.2.14, tenemos que rr, =7 .. f(g(r)) =ry, =r.

S fog=1dr_,q .. f es una biyeccién.

Proposicién 3.3.22. Si T € Li< .. @ caty, entonces:
MeT<< ReeT, Ve e M.

Demostracion. =)

Sea M € T. Si x € M, entonces Rr < M, por lo que Rx € T, pues T cerrada bajo
submoédulos.

<)

Por Teorema 3.3.9, sabemos que T es la clase de torsion hereditaria de una teoria de
torsion hereditaria (T,L). Sean N € L y M € R — mod tal que para toda = € M,
Rx € T.

Sea f : M — E(N) un morfismo. Si z € M, entonces tenemos la inclusién candnica
i: Rx — M, porlo que foi: Rr — E(N) es el morfismo cero ya que Rx € T, entonces
f(z)=0.

Entonces f =0, por lo que Hom(M,E(N)) =0 .. M € T. O

En la Proposicion 3.3.22 pudimos ver que toda clase de torsién hereditaria estd de-
terminada por los médulos ciclicos que contiene, mas aun, como es una clase abstracta,
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esta determinada por los cocientes del anillo que ésta contiene. Utilizaremos esto para
ver que, mientras existen anillos para los que R — Tors no es cardinable, R — tors
siempre es cardinable.

Teorema 3.3.23. R — tors es cardinable.

Demostracion. Consideremos la funcién

[ Lic - @eaty P(P(R))

3 r<rfeq

Es claro que esta bien definida, bastaria ver que es inyectiva. Supongamos que f(T) =

R R
f(T"), entonces {I < R | T € T}={I<R| T € T'}. Sea M € T, entonces Rr € T

Vx € M, por Proposicién 3.3.22, y Rx =

, por lo que

R R
TV M
(0:x) (O:x)e ve A

entonces € T' Vo € M por hipétesis, entonces Rx € T' Vo € M, por lo que

(0:x)
M € T’, por la Proposicién 3.3.22 . T C T".

R
Ahora sea M € T, entonces Rz € T Va € M, por la Proposicién 3.3.22,y Rr & ———

(0:x)

R
€ T Vax € M, entonces m € T Vx € M, por hipdtesis, entonces
T

por lo que

Rx € TVx € M, por lo que M € T, por la Proposicién 3.3.22 - T"CT ... T =T".
Entonces f es inyectiva, por lo que Li< . g e} €s cardinable y biyectable con R —tors,
por el Teorema 3.3.18 .. R — tors es cardinable.

n
Corolario 3.3.24. Lig <[ ext}, Li<,~@.exty Yy L —1ret son cardinables.

Demostracion. Directo del Teorema 3.3.23 y los Teoremas 3.3.18, 3.3.20 y 3.3.21.
O



Capitulo 4

Clases naturales.

Comenzaremos dando las definiciones de seudocomplemento y seudocomplemento
fuerte, para después dar un teorema que nos ayudara a calcularlos en algunas grandes
reticulas.

Definicién 4.0.1. Una reticula de clases de médulos L con elemento menor es fuer-
temente seudocomplementada (S-seudocomplementada) si todo elemento de L tiene
seudocomplemento fuerte.

Observacion 4.0.2. Sea Lp una reticula de clases de modulos.

Es claro que todo seudocomplemento fuerte es en particular un seudocomplemento y no
solo eso, si una clase ¢ tiene seudocomplemento fuerte CS_LP, entonces tiene un Unico
seudocomplemento que resulta ser CS_lP.

De manera que en una reticula Lp S-seudocomplementada tendremos que Skel(Lp) =

S — Skel(Lp) y (5= = (Lo,

Observacion 4.0.3. Sia € L con L una reticula S-seudocomplementada con elemento
menor 0, entonces a A at=0. . a < (at)t.

Observacion 4.0.4. Sia,b € L con L una reticula S-seudocomplementada de R-mdodu-
los con elemento menor 0y a < b, entonces 0 = b A b+ > aAb*, porlo que a ANb+ =0
bt <at.

Teorema 4.0.5. Sean Lg y Lp reticulas S-seudocomplementadas con Py () conjuntos
de propiedades de clausura. Si Skel(Lp) C Lo C Lp, entonces Skel(Lp) = Skel(Lq).

Demostracion. Sea C€ Lg, tomemos a C*@ € Lo C Lp, ademds, sabemos que C+@ A
C = {0}, entonces C+e < C+r € Skel(L,) C Lg. Como C ANCtr = {0} y C*t7 € Lg
tenemos que C*+* < C*@, por lo que C*@ = C47r € Skel(Lp) .. Skel(Lg) C Skel(Lp).
Ahora tomemos a C*7; veamos que es elemento de Skel(Lg).

Como Lg y Lp son S-seudocomplementadas tenemos que C+7 < ((C+7)47)+r  ademds,
tenemos que C' < (C+P)L? implica que ((C*+7)tr)tr < C4r. de donde tenemos que
C+r = ((C+r)Lr)Lr De manera que sélo tendrfamos que demostrar que ((C17)+r)1Lr =
(Ctr)tr)ta. Asf que sea D € Lg tal que D A (CtP)tr = {0} ; Lo C Lp, entonces
D < ((CHr)tr)tr = Ctr, por lo que ((CHr)tr)te < Ctr,

49
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Por otro lado, C*+7 € Lg y C*+» A (CHP)Lr = {0}, entonces C+r < ((C+r)tr)te por
lo que C+7 = ((C*r)tr)te € Skel(Lg) ... Skel(Lp) C Skel(Lg).
+. Skel(Lp) = Skel(Lo)

[

Teorema 4.0.6. Sea Lp una reticula S-seudocomplementada y L reticula acotada con
Py Q conjuntos de propiedades de clausura . Si Skel(Lp) C Lo C Lp, entonces Lg es
S-seudocomplementada.

Demostracion. Sea C € Lg C Lp. Entonces C*+7 € Lg, por hipétesis, y C+7 AC = {0}.
Sea A € Lg tal que AAC = {0}, entonces A € Lpy ANC ={0} .. AC Ctr - Ctr
es seudocomplemento fuerte de C en Lq .. Lg es S-seudocomplementada.

O

De los dos teoremas anteriores podemos darnos cuenta que basta con que Lp sea
una reticula acotada para que la conclusion del Teorema 4.0.5 sea cierta, por lo que se
deduce directamente el siguiente corolario de los dos teoremas anteriores.

Corolario 4.0.7. Sean Lp una reticula S-seudocomplementadas y Lo una reticula aco-
tada con Py Q conjuntos de propiedades de clausura. St Skel(Lp) C Lg C Lp, entonces
Skel(Lp) = Skel(Lg).

Observacién 4.0.8. Para llegar al Corolario 4.0.7 no ocupamos en ningin momento
que Lg y Lp fueran conjuntos, por lo que el resultado es vdlido si Lg y Lp son grandes
reticulas.

4.1. Seudocomplementos en L, y reticulas asocia-
das.

El principal objeto de estudio de este capitulo son las clases naturales que son
clases cerradas bajo submaddulos, cédpsulas inyectivas y sumas directas; en esta seccion
demostraremos que estas resultan ser también los seudocomplementos de las clases
hereditarias. Ademas, encontraremos los seudocomplementos de las grandes reticulas
L{S,E}7 L{S,E,GB}, L{S,ewt}a L{S,@} y L{S@th} utilizando el Corolario 4.0.7.

Proposicién 4.1.1. Sea ¢ € Li<y, entonces
(ts = CS*LS ={NeR—-Mod| Ke(yf:K— N monomorfismo= K=0}.

Demostracion. Sea M € {N € R—Mod| K € (y f: K — N monomorfismo = K=0}.
Sea f: N — My g: K — N monomorfismos con K € (, entonces fg: K — M es un
monomorfismo .-, K = 0.

AN € R—-Mod| K € (y f: K — N monomorfismo = K=0 } € L.

Sea N e (A{N € R—Mod| K € (y f: K — N monomorfismo = K=0 }, tenemos
que Idy : N — N es monomorfismo, entonces N = 0.

CAN{N€eR—-Mod| K ey f: K— N monomorfismo = K=0 } = {0}.

Ahora sea D € Li<y tal que (A D = {0}, sea N € (y f: N — M monomorfismo con
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M € D, entonces N € D ya que D es una clase hereditaria.
DC{NeR—-Mod K €(y f: K— N monomorfismo = K=0 }

Csflg ={N €e€R—-Mod| K €y f: K — N monomorfismo = K=0 } y, por la
Observacién 4.0.2, (5= = = (L=,
O

Corolario 4.1.2. Li<y es una gran reticula fuertemente seudocomplementada.

Teorema 4.1.3. Sea ¢ € Li<y, entonces ((<)*=< es la clase de todos los mddulos N
tal que para cada f : K — N monomorfismo distinto de cero, U € ( distinto de cero
y un monomorfismo g : U — K.

Demostracion. Por la Proposicion 4.1.1, tenemos que

(¢ts)t= ={N € R— Mod| K € (*< y f: K — N monomorfismo = K=0 }
={N € R— Mod| f: K — N monomorfismo distinto de cero = K ¢ (‘< }.

Ademds, tenemos que K ¢ (*=< si y sélo si AU € ¢ distinto de cero y un monomorfismo
g:U— K . (¢(t<)ts = {N € R— Mod| para cada f : K — N monomorfismo distinto
de cero, U € ( distinto de cero y un monomorfismo g : U — K}.

O

Teorema 4.1.4. Si ¢ € L<y, entonces (*< € Li< p.a)-

Demostracion. Sea ¢ € Li<y y N € (<.
Sean f: M — Ny g: L — M monomorfismos con L € (, entonces fg : L — N es
monomorfismo, pues es una composiciéon de monomorfismos, por lo que L = 0, ya que
N € (ts . M e (t< - ¢*= es cerrada bajo submédulos.
Ahora sea g : L — E(N) monomorfismo con L € ¢, la inclusién i : Im(g) "N — N
es un monomorfismo y N € (1<, entonces Im(g) N N = 0 y N es esencial en E(N).
Entonces I'm(g) = 0 y g monomorfismo, por lo que L = 0 .. E(N) € (< . (t< es
cerrada bajo tomar capsulas inyectivas.
Por tltimo, sea {M;}ic; € (< y f: K — @ M; monomorfismo con K € .

icl
Si K # 0, sea k € K distinto de cero con k = Nay +Nay + ... + Mg, con el menor niimero
posible de sumandos, donde n,, € M,,.
Como k # 0, entonces 0 < s y como es la expresién con el menor nimero posi-
ble de sumandos, tenemos que los anuladores de los sumandos coinciden, es decir,

(0:nay) = (0:n4,) = ... = (0:ng,). Porlo que (0:n,,) =(0:k)Vi,1<i<s.
R

Entonces Rk = 0 1) = 0 n) = Rn,, y la inclusién @ : Rn,, — M,, es mo-

nomorfismo con M,, € (*<, por lo que 0 = Rn,, = Rk, lo cual es claramente una
contradiccion.
K =0..@@ M e (s - (= es cerrada bajo sumas directas.

iel

S0 € Licpgy-
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Corolario 4.1.5. Si ¢ € Li<y, entonces ((<)*=< € Li< -

Proposicién 4.1.6. 5i ¢ € Li< g g}, entonces C es cerrado bajo extensiones esenciales,
es decir, si N € C y f: N — M es un monomorfismo esencial, entonces M € (.

Demostracion. Sea ¢ € Li<pegy v f: N — M es un monomorfismo esencial, donde
N € (, entonces E(M) = E(N) € ¢ ya que ¢ es cerrado bajo cépsulas inyectivas y
tenemos la inclusién candnica de M en su cépsula inyectiva i : M — E(M) que es un
monomorfismo. .. M € ¢ ya que ¢ € Li< g gy

O

Definicién 4.1.7. Sea M un R-médulo, entonces diremos que {N;}ic; es una familia

independiente de submédulos de M si N;n Y. N =0y N; <M Vie I
Jjer—{i}

Proposicién 4.1.8. Sea M un R-mddulo y {N;}ic; familia de submédulos de M, en-
tonces {N;}ier es una familia independiente de submddulos de M < {N;}ics es una
familia independiente de submodulos de M ~¥J C I finito.

Demostracion. =)
Sea J C I finito, entonces tenemos que N; N > N; CN;,n Y. N, =0Vie J ..

jeJ—{i} jer—{i}
jeJ—{i}
<)
Seai€ [.Sixe N;n >, N;,entoncesz =, +...+,, conJ ={ny, .., ny,i} CI
Jjer—{i}
Y Tn, € Ny, para todo i € {1,...,m}. Por lo que x € N;n > N; y J es finito,
jeJ—{i}
entonces x € >, N; = 0. Por lo tanto x = 0, entonces N; N>, N; para toda
jeJ—{i} jer—{i}
1€ .

. {N;}ier es una familia independiente de submddulos de M.
]

Proposicién 4.1.9. Sean ( € Li<y y M € ((*=<)*=, entonces existe {N;}ier C ¢
familia de submodulos de M tal que @ N; es esencial en M.

iel
Demostracion. Por la Proposicion 4.1.8, sabemos que la familia de familias indepen-
dientes de submoédulos de M contenidas en ( es de caracter finito. Entonces, por el Lema
de Tukey, existe {N;}ier C ¢ familia independiente de submédulos de M méxima.

Ahora, sea N’ < M distinto de cero tal que @ N; N N’ = 0, entonces existe K < N’
iel
tal que K € (. Asique P N;NK =0y K € (, entonces { N, }ie; U{K} C ( serfa una
i€l
familia independiente de submédulos de M contradiciendo que {N;};c; sea maxima.
"N ' =0..6N; es esencial en M.

el

Proposicién 4.1.10. Si { € Li< g gy, entonces ¢ = ((F=<)*=.
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Demostracién. Sea N € (¢*+<)1<. Por la Proposicién 4.1.3, tenemos que cada submédu-
lo no cero de N tiene un submédulo distinto de cero en ¢, ahora sea @ N; = M < N
iel

donde {N;}cr es una familia de submédulos de M pertenecientes a ¢ como en la Pro-
posicion 4.1.9.
.. M es esencial en N y M € ( pues ( es cerrada bajo sumas directas. Por la Propo-
sicién 4.1.6, N € ¢ .. (¢*=)*< C ¢ y como ¢ C (¢*=)1<, por la Observacién 4.0.3 ..
(che)ts =

O
Proposicién 4.1.11. Si { € Ly<y, entonces {< gy (C) = ((F=)*=.

Demostracion. Por las Observaciones 4.0.2 y 4.0.3, sabemos que ¢ C (¢1<)*= € Li< ey
Ahora sea 2 € Li< g gy tal que ¢ C €2, entonces Qt< C ¢*<, por la Observacién 4.0.4.
Entonces ((*<)*< C (=)= y (<)< =Qyaque Q€ Licpgy .. ((F5)'=CQ

S my(Q) = (¢H)t=.
L]

Corolario 4.1.12. Skel(L{<}) = Li< 5@}

Demostracidn. Sea Q@ € Skel(Li<y), entonces Q2 = (*< € Ly« g gy, por el Teorema
4.1.4.

Ahora sea Q € Li< pgy, entonces Q = (<)< € Skel(L<y), por la Proposicién
4.1.10.

- Skel(Li<y) = Li< pgy-

[
Teorema 4.1.13. Si ¢ € Li< g gy, entonces  es cerrado bajo extensiones.
Demostracion. Sea Q) € Li< g gy, entonces 3¢ € Ly<y tal que Q = Ct=.
Sean () N1 9 0 una sucesién exacta corta con N,L € ('< y

h : K — L un monomorfismo con K € (. Sea i : ker(gh) — K la inclusién candnica,
entonces ghi : ker(gh) — L es el morfismo cero y, por la propiedad universal del nicleo,
3j : ker(gh) — N que hace conmutativo el siguiente diagrama

0 N 7 Ny 0
\\ ,
\
\
5 K
\ 7
\
ker(gh)

Entonces fj es un monomorfismo ya que hi es un monomorfismo siendo una com-
posicion de monomorfismos .. j es monomorfismo.
Como K € (y ker(gh) < K, tenemos que ker(gh) € (, j : ker(gh) — N monomorfis-
mo y N € ¢*<, entonces ker(gh) = 0 .". gh es monomorfismo.
Ahora como L € (*<, K € ( y gh : K — L es un monomorfismo, entonces K = 0
oM et =Q . Q es cerrada bajo extensiones.

O
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Observacioén 4.1.14. Por la Proposicién 4.1.13, tenemos que si ( € Li< gy, en-
tonces ( es cerrado bajo extensiones, ademas de ser cerrada bajo submodulos, cdpsulas
myectivas y sumas directas, entonces :

1) Li<p@y € Li<y-

2) Li<p@y € Li<my

3) Licp@) € Li<p@)-

4) Li<@y € Li<en

) Licp@y € Li<a)

0) Li<.e@) € Li<@.coty-

Teorema 4.1.15. L{S}, L{S,E}; L{SEEB}? L{g,ext}; L{SEB} Yy L{S»EB»EH} tienen como
esqueleto a Li< g g

Demostracion. Tenemos que :
Skel(Li<y)=Li<p@) € Li<y € L{<y.

1)
2) Skel(Li<y)=Li<r@) € Li<,py € Li<y-
3) Skel(Li<y)=Li<r ey C Li<p@ € Li<)-
4) Skel(Li<y)=Li<,p.@} € Li<,eaty € Ly<}-
5) Skel(Li<y)=Li<.p,@ € Li<@y € Li<}-
6)

Skel(Li<y)=Li<p@) © Lis@ety S Lisy-
Entonces, por el Corolario 4.1.2, Li<y es S-seudocomplementada y Li<y, Li< gy, Li< 5.},
Li<eaty, Li<@) V Li<,@,caty s0n reticulas acotadas con elemento menor {0} y elemento
mayor R-mod.
", Sk‘el(L{S}):Sk‘el(L{SE}):SICBZ(L{SE@}):Skel(L{Sem})ZSk’@l(L{S@})
ZSkel(L{S@,ext}):L{S’Ey@}, por el Corolario 4.0.7.

4.2. R-nat.

Llamaremos R-nat a el esqueleto de Ly<y, es decir, Skel(L{<y)=R-nat y, por el
Corolario 4.1.12, podemos llamar clases naturales a los elementos de R-nat. En esta
seccién demostraremos que R — nat junto con la contencion es una reticula de Boole.

Observacién 4.2.1. Si ¢ € R — mod tenemos que ((£<(¢))*=)t< = {N € R — Mod|
para cada f : K — N monomorfismo distinto de cero, 3U € £<(() distinto de cero y
un monomorfismo g : U — K}, por lo que es claro que ¢ C ((£<(¢))t=)t=

Teorema 4.2.2. Sea ( € R —mod, entonces Ep_nat(¢) = ((€<(¢))1=)t=

Demostracion. Sea © € R — nat tal que ¢ C €, entonces £<(¢) C 2 ya que R — nat C
Lyi<y.

Como € R — nat tenemos que ) = < para algin x € L{<y, ademas, tenemos que
€<(Q) Crts = (k=)= CE<(O)T = ((€<(Q) =)= C ((h=) =)=y (k=) =)= =
k< =, pues L{<; es fuertemente seudocomplementada, por lo que ((£<(¢))*<)*= C Q

v ¢ C((€<(Q)* =)= € R—nat . €p_nar(C) = ((E<(Q))F=) <. .
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Observacién 4.2.3. Podemos ver que (R-nat=Lig < gy, <,A,V,0,1) es una reticula
completa, con

1) <G e G C(,
2) 0= {0},

3) 1 =R-mod,
4) é\ICi = QQ )
5) \E/IQ = fR—nat(_eLJIgi)

Proposicién 4.2.4. Si {(;}icr es una familia de clases naturales, entonces
V ¢={N € R—mod|VM — N #0, 30 # M' — M con M’ € (, para alginp € I}.

el

Demostracion. Tenemos que
V & =Erna(U G) = (U G)E=)t=, por la Proposicién 4.2.2, pero

iel icl i€l
(U ¢)r=)t= ={N € R—mod|VM ~— N # 0, 30 # M’ — M con M’ € (, para algtin
i€l
pel}.
[

Observacién 4.2.5. Sabemos que R — nat = Skel(Li<y) C Li<y y el orden es la
restriccion de el orden de Li<y a Skel(L{<y), entonces los seudocomplementos en R—nat
serdn los mismos que los de Li<y, es decir, (t< = ¢trmat ¢ € R — nat.

Proposicion 4.2.6. Si (, (' y k son clases naturales, entonces las siquientes propie-
dades son equivalentes

a)C NC < k.
bICAC Nkt =0,

Demostracion. a)=b)
Sea M € ¢ AN¢' A\ xtr7"t entonces M € xtrnat,
Por otro lado, M € ¢ A¢' < k&, por lo que M € k12" Nk . M = 0.
b)=a)
Sea M € ( A\ tal que M ¢ k, entonces existe f : N — M monomorfismo distin-
to de cero tal que Vg : N’ — N monomorfismo distinto de cero, N' ¢ . N €
CAC A\ ke =0 lo que es una contradiccion.
L ONC <k
]

Notacién 4.2.7. De lo anterior podemos ver que ¢’ = (¢ A k177"t Lr=nat o5 miximo
con la propiedad de ¢ A ¢’ < &, ya que es méxima con la propiedad de ¢ A ¢’ A ktr—"et =
0.

Denotaremos por k1 a (¢ A\ kHr—nat)Lr—nat,
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Teorema 4.2.8. R-nat es una reticula de Boole completa.

Demostracion. Sea ¢ € R — nat, sabemos ya que ¢ A (7" = (.

Ahora sea M ¢ ¢ \/ (77" entonces existe f : N — M monomorfismo distinto de cero
tal que Vf : N’ — N monomorfismo no cero, N’ ¢ |J¢tr7 ya que ¢\/(trmet =
fR—nat(C U CJ_anat) :

Pero N ¢ (tr="at entonces existe h : K — N monomorfismo distinto de cero, con
K € (, lo que es claramente una contradiccion.

¢V ¢trTt = R —mod = 1.

. (tr7nat o5 complemento de ¢ en R — nat.

Sean I',  y € clases naturales y A = (I' A Q) V(CA Q). Como FAQ<Ay(AQ <A,
tenemos que ' <A Q y ¢ < A1Q, entonces I'\/ ¢ < (A1 Q).

Por lo que tenemos que QA(I'V () < QAA1Q) <A, entonces QACV( <Ayla
desigualdad A < Q A(T"\/ () siempre se da.

COQATVEO =A=TADVEAQ).

Por lo que R—nat es una gran reticula de Boole y, por la Observacién 4.2.3, es completa.

[l
Corolario 4.2.9. Skel(R — nat) = R — nat.

Demostracion. Como R — nat es una reticula de Boole, todo elemento tiene comple-
mento y es complemento de su complemento, es decir, { = (¢tr—naet)Lr—nat, O

Definicién 4.2.10. Sea M un R-mdédulo, entonces diremos que {z;}ic; € M es una

familia independiente de elementos de M si Rx; N Y. Rx; =0Viel.
jel—{i}

Proposicién 4.2.11. Sea M un R-mddulo y {x;}ic; C M, entonces
{z;i}ier es una familia independiente de elementos de M < {x;}ics es una familia
independiente de elementos de M ¥J C I finito.

Demostracion. =)
Sea J C [ finito, entonces tenemos que Rz;N Y. Rz; C Ry;N Y, Rx;=0VieJ
jeJ—{i} jer—{i}
jeJ—{i}
<) (por contrapuesta)
Sea J C [ finito tal que {z;};c; no es una familia independiente de elementos de M,

entonces existe ¢ € J tal que Rx; N > Rx; # 0, por lo que existe x # 0 tal que
jeJ—{i}
r € Ry;N Y, Rx; CRx;N Y, Rx;=0.. {x;}icr no es una familia independiente
jeJ—{i} jel—{i}
de elementos de M.
O

Proposicién 4.2.12. Sea M un R-mddulo, entonces existe {x;}ic; € M tal que @ Rx;
iel
es esencial en M.
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Demostracion. Por la Proposicion 4.2.11, sabemos que el ser una familia de familias
independientes de elementos de M es de caracter finito, entonces, por el Lema de Tukey,
existe {z;};c; familia independiente méxima de elementos de M.

Ahora sea N < M tal que @ Rz; N N = 0, supongamos que existe z € N distinto de
i€l
cero, entonces @ Rx; N Rx = 0 asi que {z;};e; U {x} serfa una familia independiente
icl
de elementos de M lo que contradice que {z;};c; sea maxima.
. N =0, asi que @@ Rz; es esencial en M.
el

Proposicion 4.2.13. Si ( € R — nat, entonces:
Me(s Rre(,Vre M.

Demostracion. =)

Sea M € (& yxe€ M, entonces Rt <My (€ R—nat=Li<gpg .. Rv €(.

<)

Sea M € R — mod tal que Rx € (Vx € M.

Consideremos {x;}ic; la méxima familia de elementos independientes de M, entonces

P Rx; es esencial en M, como pudimos ver en la Proposicién 4.2.12, y @ Rz; € (, pues
iel i€l
¢ es una clase natural .©. M € (, por la Proposicion 4.1.6.

m
Proposicion 4.2.14. Sea (,(’ € R — nat, entonces
R R
{]§R|76(}2{]§R|7€C’}<:>C:C’.
Demostracion. <)
Es claro que si ¢ = (/, entonces
R R R R
]€{I§R|TEC}<:>7€§<:>76§'<:>I€{I§R|TEC}.
R R
CUUsRITeG={I<R|Fe}
=)
R
Sea M € (, entonces Rx € ( Vo € M, por proposicion 4.2.13, y Rx = W, por lo
LT
R
que € ( Vx € M, entonces € (' Vo € M, por hipétesis, entonces Rz € (’
(0:x) (0:x)

Ve e M . M € (, por la Proposicién 4.2.13 . { C (.
Ahora sea M € (', entonces Rx € (' Vo € M, por proporcion 4.2.13, y Rx =

(0:x)
€ ( Vx € M, por hipotesis, entonces

€ (' Vx € M, entonces

1
pot o que (0:x (0:x)
Rre(Vre M . M e, porla Proposicién 4.2.13 . ' C (... ¢ ="
0

Teorema 4.2.15. R — nat es cardinable.
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Demostracion. Consideremos la funcién
f:R—nat P(P(R))

q {[§R|§€C}

es claro que esta bien definida y, por la Proposicién 4.2.14, es inyectiva
. R — nat es cardinable.
O

Observacion 4.2.16. De lo anterior tenemos que la cardinalidad de R-nat es menor
0 igual que la de la potencia de la potencia de R, es decir, |R — nat| < 92 Y en caso
de que R sea un anillo finito R — nat también serd finita.

4.3. Anillos semiartinianos caracterizados mediante
sus clases naturales.
Habiendo ya descrito las clases naturales, daremos una caracterizacién de los anillos
semiartinianos mediante las propiedades de clausura de sus clases naturales.

Definicién 4.3.1. Un anillo R es semiartiniano izquierdo si para todo I ideal izquierdo

propio de R existe S submodulo simple de T

Observaciéon 4.3.2. R es semiartiniano izquierdo si y solo si todo modulo distinto de
cero tiene un soclo no cero.

Observacion 4.3.3. Sabemos que todo simple es isomorfo a un cociente del anillo entre

un submodulo maximo, de manera que {7|I < R mdzimo} contiene una copia de cada

modulo simple.

R
Definicién 4.3.4. Sea R — simp C {7|I < R méaximo} un conjunto irredundante de

representantes de médulos simples, es decir, si N, M € R — simp, entonces N 2 M,y
si S es un moédulo simple, entonces S = N para algin N € R — simp.

Observacion 4.3.5. Es facil notar que E<(R— simp), la clase hereditaria generada por
R — simp, es la clase de todos los modulos simples y el cero.

Proposicién 4.3.6. Si ( € R —nat y R es semiartiniano, entonces:
Me(s Se, VS <M simple.
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Demostracion. =)

Sabemos que ( es cerrada bajo submoddulos, asi que si M € (, entonces N € ( para
todo N < M, en particular si N es simple.

<)

Sea 0 # N < M, entonces existe 0 # = € N, entonces (0 : ) # R, por lo que 3
S0
Entonces tenemos la inclusién 7 : S — N que es un monomorfismo y .S € (, por hipotesis
oM e (¢ts)ts = yaque ¢ € R— nat.

simple.

O
Teorema 4.3.7. R semiartiniano < Li< g gy = Li<[1,E}-

Demostracion. =)

Es claro que Li< 11,5y € L{< @5}, pues la suma directa es un submoédulo del producto,
entonces bastaria demostrar la otra contencion.

Sea ¢ € Li< @, r} {M;}icr € ¢y S submédulo simple de [] M;, entonces tenemos la

inclusion f : S — [] M; que es un monomorfismo, entonceée}(S) >~ S # 0, por lo que
d7 € I tal que tené%os el siguiente diagrama
[T M; = M,
iel
fT Aﬂ)
S
donde 7; es la proyeccién natural de [[ M; a M;.

il
Ademas, S es simple, por lo que 7, f es monomorfismo y M; € (, entonces S € ¢ ..
[[M; e Celi<my

iel
S Lize.r = Li<ey-
<)
Sea M € R — mod, sabemos que @  E(S) cogenera a R — mod, entonces existe
SeR—simp
i: M — ][ M; monomorfismo con M; = @ E(S)Viel.
i€l SeR—simp

Tenemos que E(S) € (€<(R — simp)t<)*< para cualquier S € R — simp, pues (E<(R —

simp)+<)t< es una clase cerrada bajo capsulas inyectivas, por lo que ) R@ E(S) €
ER—simp

(E<(R — simp)t=<)*=, pues (£<(R — simp)*<)*< es una clase cerrada bajo sumas direc-
tas.

Ademss, (§<(R — simp)™<)*< € R —nat = Li< g 5y = L{< 1,5}, Por lo que I;IIMZ €
(E<(R — simp)*t<)*=, pues (E<(R — simp)t<)= es una clase cerrada bajo productos
M € (E<(R — simp)t<)t<, pues (E<(R — simp)t=)t< es una clase cerrada bajo
submédulos .. R — mod = (é<(R — simp)*=)*=.

Sea M € R—mod, si M # 0 no tiene submédulos propios distintos de cero, M tendria
que ser simple, por lo que tendria soclo distinto de cero.

Por otro lado, si ANV < M distinto de cero, entonces existe S < N distinto de cero tal
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que S € E<(R — simp), ya que M € R —mod = (E<(R — simp)*<)t<, por lo que S es
un submodulo simple de M, ya que M es distinto de cero .. el soclo de M es distinto
de cero.

.. M tiene soclo no trivial VM € R — mod distinto de cero ... R es semiartiniano.



Capitulo 5

Clases conaturales.

5.1. Seudocomplementos en L_,, y reticulas asocia-
das.

En esta seccién calcularemos los seudocomplementos de la gran reticula de clases
cohereditarias y usaremos el Corolario 4.0.7 para calcular también los seudocomple-
mentos en la gran reticula Ly, ...

Definicién 5.1.1. Llamaremos R — conat al esqueleto de L, y llamaremos clases
conaturales a los elementos de R — conat.

Proposicién 5.1.2. Sea ¢ € L.y, entonces
(L =" ={NeR—Mod| KeCyf:N—K epimorfismo = K = 0}.

Demostracion. Sea M € {N € R— Mod| K € (y f: N — K epimorfismo = K = 0}
Sea f: M — Nyg: N — K epimorfismos con K € (, entonces gf : M — K es un
epimorfismo .-, K = 0.
AN e R—-Mod| K € (y f: N — K epimorfismo = K =0} € L.
SeaNe (A{N € R—Mod| K €y f: N — K epimorfismo = K = 0}, tenemos que
Idy : N — N es epimorfismo, entonces N =0
SCAN{NeER—Mod| K€y f:N— K epimorfismo = K =0} = {0}.
Ahora, sea D € L¢y tal que (A D = {0},sea N € (y f: M — N epimorfismo con
M € D, entonces N € D ya que D es una clase cohereditaria.
.DC{NeR—-Mod| Ke(y f:N — K epimorfismo = K=0 }.
(5T ={NeR—-Mod| K €y f:N — K epimorfismo = K=0 } y, por la
Observacién 4.0.2, (5=~ = (+-.

0

Corolario 5.1.3. L, es una gran reticula fuertemente seudocomplementada.

Teorema 5.1.4. Sea ¢ € Ly, entonces (() es la clase de los todos los mddulos
N tal que para cada f : N — K epimorfismo distinto de cero, AU € ( distinto de cero
yg: K — U epimorfismo.

61
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Demostracion. Por la Proposicion 5.1.2, tenemos que:

(¢t)r>={NeR—-Mod| K € (*> y f: N — K epimorfismo = K=0 }
={N € R— Mod| f: N — K epimorfismo distinto de cero = K ¢ ¢+~ }.

Ademds, tenemos que K ¢ (= si y solo si 3U € ¢ distinto de cero y un epimorfismo
g: K —U. (¢t") ={N € R— Mod| para cada f : N — K epimorfismo distinto
de cero, U € ( distinto de cero y g : K — U epimorfismo }.

]

Definicién 5.1.5. Una clase de médulos ¢ satisface la condicién (CN) si :
M € ( siy solo si para cada cociente N # 0 de M existe L # 0 cociente de N tal que
es cociente de un elemento de (.

Teorema 5.1.6. Sea ( CR-mod. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) ¢ € R — conat.
2) ¢ satisface (CN).

3)¢e Ly yC= ().

Demostracion. 1)=2)

Sea ¢ una clase conatural, entonces ( = kT~ para algin x € L.y, asi que ( =
{N € R—Mod| K € ky f: N — K epimorfismo = K = 0} = {N € R— Mod|
0# f: N — K epimorfismo = K ¢ k}, por la Proposicién 5.1.2.

Sea g : M' — M epimorfismo no cero y supongamos que M’ € (, entonces, por hipéte-
sis, existe A € ¢, X # 0 cociente de M,y f: A — X . X ¢ k yaque A € (. Pero
M' € k = X € k, ya que k es cerrada bajo imagenes de morfismos y g es epimorfismo,

de manera que es una contradiccién.
M ¢ rky MeC.

2)=3)
Sea C € (y g:C — B epimorfismo. Sea f : B — N epimorfismo distinto de cero,
entonces fg : C' — N es un epimorfismo distinto de cero, por lo que existe A € (,
X # 0 cociente de Ny f: A — X ya que ( satisface (CN) .. B € (.. ¢ € L.
Ahora, por la Observacién 4.0.4, tenemos que ¢ C (¢*=)1~. Sea N € (¢*+~)1~, enton-
ces, por el Teorema 5.1.4, para cada f : N — K epimorfismo distinto de cero, U € (
distinto de cero y g : K — U epimorfismo, entonces N € ( ya que ( satisface (CN) ..

R

3)=1)
Es claro ya que ¢ € Ly = ( = (¢*~)*~ € Skel(L{_,)= R-conat.

Teorema 5.1.7. Sea ¢ una clase conatural, entonces ¢ es cerrada bajo :
1) Imdgenes de morfismos.
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2) Extensiones.
3) Epimorfismos superfluos.

Demostracion. 1) Es claro, ya que R-conat=Skel(L;.;) C Ly, entonces toda clase
natural es también una clase cohereditaria, es decir, cerrada bajo imagenes de morfis-
mos.

2) Como ( es una clase conatural existe x € L,y tal que ( = Kt

Sea () N ( sucesién exacta con N,L € ( y sea h : M — M’

epimorfismo con M’ € k.

M/
Tomemos 7 : M' — Tm(hf) = Coker(hf) el epimorfismo natural al contcleo de hf,
m
/
entonces whf = 0y, por la propiedad del contcleo, existe j : L - ———— morfismo

Im(hf)
que hace conmutar el siguiente diagrama :

0O—=N—T 9 1 .

|»

M/

l J

M/

Im(hf)

Entonces jg = wh y mh es epimorfismo, ya que es una composicién de epimorfismos,
entonces jg es epimorfismo, por lo que j es epimorfismo.

/

Ademds, tenemos que w : M’ — es epimorfismo con M’ € k, entonces

Im(hf)
M’ e
Tm(hf) € K, pues k una clase cohereditaria, por lo que Tm () = 0 ya que j :
! /
L — Tm(hf) es epimorfismo, L € ( = k™ y Tt} € & - hf es epimorfismo.

Pero también tenemos que M’ € x, hf : N — M’ epimorfismo y N € ( = s+~ .

M =0..MEcrt =
3)Como ( es una clase conatural existe x € Ly tal que ( = K

Sea () N 0 sucesion exacta con L € (y Im(f) < M.
Sea h : M — M’ epimorfismo con M’ € k.
/

Tomemos 7w : M' — = Coker(hf) el epimorfismo natural al contcleo de hf,

Im(hf)

entonces whf = 0 y, por la propiedad del contcleo, existe j : L —

!/

Im(hf)

morfismo

que hace conmutar el siguiente diagrama :
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M/

M/
Im(hf)
Entonces jog = moh y moh es epimorfismo, ya que es una composiciéon de epimorfismos,
entonces j o g es epimorfismo, por lo que j es epimorfismo.
/

Ademsds, tenemos que w : M’ — es epimorfismo con M’ € k, entonces

Im(hf)
M’ M
Tm(hf) € Kk, pues Kk es una clase cohereditaria, por lo que Tm(hf) = 0 ya que
M’ M’
j . L — Tm(hf) es epimorfismo, L € ( = k'~ y Tm(hf) € Kk .. hf es epimorfis-
mo.

Tenemos que ker(h) y Im(f) son submédulos de M, entonces ker(h) + Im(f) € M.
Sea m € M, como hf es epimorfismo dn € N tal que hf(n) = h(m) € M’, entonces
m— f(n) € ker(h) y m = (m— f(n))+ f(n), por lo que M C ker(h)+ Im(f), entonces
ker(h) +Im(f) =M y Im(f) < M .. ker(h) = M .. h es el morfismo cero.

Entonces M’ =0 ... M € k'~ = (, por la Proposicién 5.1.2.

Corolario 5.1.8. R-conalC L., ez} -

Teorema 5.1.9. L.y y L. cory tienen como esqueleto a R-conat, es decir, Skel(L{_y) =
Skel(Li_. eqty) =R-conat.

Demostracion. Por el Corolario 5.1.8, tenemos que R-conatC Ly, ).
Entonces R-conat=Skel(L{_.}) C L. cary C L{_y y Ly es S-seudocomplementada
.. R-conat=Skel(L_.) = Skel(L{_. cxty), por el Corolario 4.0.7.
n

5.2. R-conat.

En esta seccién demostraremos que R — conat, junto con la contencién, es una
reticula de Boole.

Lema 5.2.1. Sea {(}icr una coleccion de clases conaturales, entonces () (; es una
iel
clase conatural.

Demostracion. Sea M €R-mod tal que para cualquier f : M — N epimorfismo distinto

de cero, existen K # 0 cociente de N, A€ ()¢ vy g: A — K epimorfismo.
iel
Ademas, tenemos que si A € () (;, entonces A € (; para cualquier i € I, asi que en
iel
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particular para cualquier f : M — N epimorfismo distinto de cero, existen A € (;(para
cada i € I), K # 0 cociente de N y g : A — K epimorfismo. Ya que (; es una clase
conatural satisface (CN), por el Teorema 5.1.6, entonces M € (; para cualquier i € I .-,

M e N .
iel
Entonces [ ¢; satisface (CN) .". () {; €R-conat, por el Teorema 5.1.6.
iel iel

Notacién 5.2.2. Denotaremos por £g_conat(¢) a la clase conatural generada por (.
Proposicién 5.2.3. Si ¢ € L.y, entonces (() =Ep_conat(C)-

Demostracion. Sabemos, por Observacion 4.0.3, que ¢ C (¢t~)*~ €R-conat.
Sea k €R-conat tal que ¢ C k. Por Observacién 4.0.4, tenemos que (¢+=)t~ C
(k)1 y, por el Teorema 5.1.6, tenemos que (k=)= = k, entonces ((*=)+~ C xk .-.

(CJ_Q? )J__» = Rfconat(C) :
O

Observacion 5.2.4. Podemos ver que (R-conat,<,\,V,0,1) es una reticula completa,
con

1)1 <G G C (o,

2) 0= {0},

3) 1 =R-mod,

R—conat

) N G=NGy
el el
R—conat

5) \/ CZ = fRfconat( U Cz)

el el

Proposicion 5.2.5. Si {(;}icr es una familia de clases conaturales, entonces
R—conat

V  G={N € R—mod|VN — M # 0, 3M — M’ # 0 con M’ € (, para alginp € I}.

el

Demostracion. Tenemos que
R—conat

V G =& conat(U &) = ((U &)*)*, por la Proposicién 5.2.3, pero
i€l i€l i€l
(U ¢&)*)>={N e R—-modVN — M #0,3IM — M’ # 0 con M’ € (, para algtin
i€l
pel}.
[

Observacién 5.2.6. Sabemos que R — conat = Skel(Ly_,) € L.y y el orden en
R — conat es la restriccion del orden en Li_y, entonces los seudocomplementos en
R —conat seran los mismos que los de L.y, es decir, (Lt~ = (trmeonat ¢ ¢ R—conat.

Proposicion 5.2.7. Si (, (' y k son clases conaturales, entonces las siguientes propie-
dades son equivalentes
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R—conat

o) N <r

R—conat R—conat

b)( /\ C/ /\ K;J_R—conat =0.

Demostracion. a)=-b)
R—conat ~ R—conat
SeaMe¢ A ¢ N rwitr=nt entonces M € gtr—conat,

R—conat

Por otro lado, M € ¢ A\ (' <k, por lo que M € xtr=cmat (g - M = 0.
b)=-a)
R—conat

Sea M € ¢ AN ( tal que M ¢ Kk, entonces existe f : M — N epimorfismo
distinto de cero tal que Vg : N — N’ epimorfismo distinto de cero, N’ ¢ k ..

R—conat  R—conat
Ne¢ AN ¢ N rwtrend = lo que es una contradiccién.

R—conat
¢ N <k
[
R—conat
Notacién 5.2.8. De lo anterior podemos ver que ¢! = (¢ J\ wtr—conat)lr—conal g

R—conat
méximo con la propiedad de { A ¢’ < K, ya que es maxima con la propiedad de
R—conat  R—conat

C /\ CI /\ I{J_Rfconat =0.

R—conat
Denotaremos por k: ( a (( )\ kTr-conat)Lr—conat

Teorema 5.2.9. R-conat es una reticula de Boole completa.

R—conat
Demostracion. Sea ( € R — conat, sabemos ya que ¢\ (tr=enat =,
R—conat

Ahora sea M ¢ ¢ \/ (tr7ma entonces existe f : M — N epimorfismo distinto
de cero tal que para todo g : N — N’ distinto de cero, N' ¢ (|J{*T#7¢m ya que

R—conat

C V CJ_R—conat — fR—conat(C U CJ_R—conat>‘

Pero N ¢ (tr=comat entonces existe h : N — K epimorfismo distinto de cero, con

K € (, lo que es claramente una contradiccion.
R—conat

C v CJ_Rfconat = R—mod=1.

. (trmeomat g complemento de ¢ en R — conat.
R—conat R—conat  R—conat R—conat
SeanI', ( y Qclases conaturalesy A= (I A Q) V (¢ A ©Q).Comol’ A Q<
R—conat R—conat
AyC AN Q<A tenemosque ' <A:Qy ¢ <A:Q entonces’ \/ (< (A:Q).
R—conat R—conat R—conat R—conat R—conat

Porlo que tenemosque©Q? A (' 'V O<Q A (A:Q)<AjentoncesQ A (I' V ()<
R—conat  R—conat

A yladesigualdad A<Q A (I' \/ () siempre se da.

R—conat R—conat R—conat R—conat  R—conat
ANV g=A=T A O V (€ A Q)
Por lo que R — conat es una reticula de Boole y, por la Observacion 5.2.4, es completa.
O]
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Corolario 5.2.10. Skel(R — conat) = R — conat.

Demostracion. Como R — conat es una Reticula de Boole, todo elemento tiene comple-
mento y es complemento de su complemento, es decir, = (¢tr—conat)Lr—conat ]

Observacién 5.2.11. Si ¢ € R — mod tenemos que (£_.(¢)*=)*= ={N € R — Mod|
para cada f : N — K epimorfismo distinto de cero, 3U € £.(C) distinto de cero y
g: K — U epimorfismo }, por lo que es claro que ¢ C (£..(O)F=)+ .

Teorema 5.2.12. Sea ¢ € R — mod, entonces Ep—conat(C) = (€..(O)F)1~.

Demostracion. Sea 0 € R — conat tal que ¢ C €, entonces £..(() C  ya que
R — conat C Ly_.,.

Como €2 € R — conat tenemos que = k'~ para algin k € L., ademads, tene-
mos que £.(¢) € K = (k7)1 C (O = (E(O) T S ((k))
((k+=)*=)*> = k1= = Q, pues L} es fuertemente seudocomplementada, por lo que

(6-(O)=)~ CQy ¢S (§-(¢) )" € R—conat . p—conat(C) = (6-(C) 7).
[l

Definicién 5.2.13. Un moédulo M es cociclico si existe x distinto de cero tal que
f: M — N es monomorfismo si y sélo si z ¢ Nue(f).

Proposicién 5.2.14. Sea S es simple, entonces E(S) es cociclico.

Demostracion. Sea 0 #x € Sy f: E(S) — N un morfismo tal que z ¢ Nuc(f).

Si Nuc(f) # 0, entonces S N Nue(f) # 0, ya que S esencial en E(S), por lo que
S < Nuc(f), entonces x € Nuc(f), lo que es una contradiccion.

. Nuc(f) =0 .. f es monomorfismo.

Por otro lado, si f es monomorfismo, entonces x ¢ Nuc(f) = 0.

Proposicién 5.2.15. 5i S es simple y S < U < E(S), entonces U es cociclico.

Demostracion. Sea 0 # x € S'y f: U — N morfismo tal que = ¢ Nuc(f).
Si Nuc(f) # 0, entonces S N Nuc(f) # 0, pues S es esencial en U ya que S es esencial
en E(S), por lo que S < Nuc(f), entonces z € Nuc(f), lo que es una contradiccién.
. Nue(f) =0 .. f es monomorfismo.
Por otro lado, si f es monomorfismo, entonces x ¢ Nuc(f) = 0.

[

Observacion 5.2.16. Lo anteriormente demostrado nos dice también que cualquier
extension esencial de un simple es cociclica.

Teorema 5.2.17. Si U es cociclico, entonces existe S < U simple esencial en U.

Demostracion. Sea x € U elemento distingido del cociclico U, como Rz es un cociente
de R, existe un cociente simple S de Rz y, como E(S) es inyectivo, existe f : U — E(S5)
que hace conmutativo el siguiente diagrama
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U

N
N
N
g o
Rr —— S——= E(9) .

Ahora, f(z) =0= h(g(z)) = 0= g(x) € Nuc(h) = 0, pues h es un monomorfismo,
entonces g(x) = 0, por lo que g(Rz) = Rg(x) = 0, lo que implica que g = 0, lo que
es una contradiccién porque S es simple .. f(z) # 0 .. © ¢ Nuc(f). Por lo que f es
monomorfismo, pues U es un cociclico.

Ademads, por la conmutatividad del diagrama, tenemos que S C Im(f) y f es mo-

nomorfismo, por lo que Imf = U, asi que podemos ver a S como submédulo de U,

entonces S < U < E(S), ademés, S es esencial en E(S), por lo que es esencial en U.
O

Teorema 5.2.18. Todo mddulo no cero tiene un cociente cociclico.

Demostracion. Sea 0 # M € R — mod, entonces existe 0 # x € M, por lo que 0 # Rx

y Rx = oV entonces existe S cociente simple de Rx.
=z

Ademas, F(S) es inyectivo, por lo que existe f : M — FE(S) que hace conmutativo el
siguiente diagrama

M

N
N

N
N
Rr —— S—— E(9)
De aqui tenemos que S < Im(f) < E(S) y, por la Proposicion 5.2.15, I'm(f) es cociclico
y si f’ es la correstriccién de f a suimagen tenemos que f’' : M — I'm(f) es epimorfismo,

por lo que Im(f) es un cociente cociclico de M.
[

Proposicion 5.2.19. 5i ( € R — conat, entonces:
Me (< Ue(,V U cociente cociclico de M.

Demostracion. =)

Sea M € (y f: M — L epimorfismo con L cociclico.

Por el Teorema 5.1.6, ¢ € R — conat C Ly_.;, por lo que ¢ es cerrada bajo cocientes
s Lec.

<)
Sea M € (y f: M — L epimorfismo con L # 0, entonces, como todo modulo
tiene un cociente cociclico, por el Teorema 5.2.18, 4¢g : L — N epimorfismo con N
cociclico(N # 0), por loque N € { -. M € (
m

Teorema 5.2.20. Si ( € R — conat, entonces ¢ = Ep—conat({M € (|M es cociclico }).

Demostracion. Tenemos que {M € (|M es cociclico } € ¢y ¢ € R — conat, entonces
Er—conat({M € (| M es cociclico }) C (.
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Ahora, sea M € (y f: M — N epimorfismo distinto de cero, entonces 0 # N, por lo
que existe g : N — U epimorfismo con U cociclico.
Tenemos que gf es epimorfismo, por lo que U € ( es cociclico .*. M € £r_conat({M €
C|M es cociclico }) .. ¢ € Ep—conat({M € (| M es cociclico })
2 C=Er—conat({M € (| M es cociclico }).

]

Observacion 5.2.21. Por el Teorema 5.2.17, tenemos que cualquier cociclico U existe
f:U — E(S) monomorfismo con S simple, ademds, S = S" = E(S) = E(S’), entonces
{M € R—mod|3f : M — E(S) monomorfismo, con S € R — simp} es una familia de
modulos que contiene una copia de cada cociclico.

Teorema 5.2.22. R — conat es cardinable.

Demostracion. Tenemos que E(S) se sumerge en @ E(S) y, por la Observacién
SeR—simp

5.2.21, {M € R—mod|3f : M — E(S) monomorfismo, con S € R—simp} es una fami-

lia de médulos que contiene una copia de cada cociclico, por lo que {M € R—mod|3f :

M — @ E(S)monomorfismo } es una familia de médulos que contiene una copia
SeR—simp

de cada cociclico.

Ademas, sabemos que una clase conatural estd determinada por los cociclos que con-

tiene, por el Teorema 5.2.20, por lo que

f: R —conat P(P( & E))

SeR—simp

¢ M< @ ES)Mec

- SeR—simp

es inyectivay @  E(S) es conjunto, por lo que P(P( @ E(S))) es conjunto
SeR—simp SeR—simp
.. R — conat es cardinable.

]

5.3. Anillos MAX caracterizados mediante sus cla-
ses conaturales.

Habiendo ya descrito las clases conaturales, daremos una caracterizacién de los
anillos MAX izquierdos mediante las propiedades de clausura de sus clases conaturales.

Definicién 5.3.1. Un médulo M es coatéomico si todo submédulo propio de M esta
contenido en un submédulo maximo.

Observaciéon 5.3.2. R es coatomico como R-mddulo ya que todo ideal de R estd con-
tenido en un ideal maximo.
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Observacion 5.3.3. M es coatomico si y solo si todo cociente no cero de M tiene un
cociente simple.

Definicién 5.3.4. R es MAX si todo M € R — mod es coatémico.

Observacion 5.3.5. R es MAX si y solo si todo médulo no cero tiene un cociente
simple.

Proposicién 5.3.6. Si R es MAX y ( € R — conat, entonces:
Me (& Se(, VS cociente simple de M.

Demostracion. =)
Sabemos que R — conat C Ly, entonces (¢ es cerrada bajo cocientes, por lo que si
M € ( todo cociente de M esta en (, en particular los cocientes simples.
<)
Sea f: M — N epimorfismo con N # 0, entonces existe g : N — S epimorfimo con S
simple, ya que R es MAX, ademas, por hipétesis, S € ¢ .. M € ( = ((+=)+~.

m

Teorema 5.3.7. R es MAX < ( es cerrada bajo sumas directas,Y({ € R — conat.

Demostracion. =)

Sea ( € R — conat, {M;}ic; € ( y S cociente simple de @ M;, entonces tenemos
el
el epimorfismo 7 : @ M; — S y S es simple, por lo que S # 0, entonces 35 € [ tal
iel
que tenemos el siguiente diagrama conmutativo, con i; es la inclusién natural de M; a

D M;

el
DM—S
i€l
%T 7, #0
M4

J

Ademds, S es simple, por lo que 7i; es epimorfismo y M; € (, entonces S € ¢ ..

@ M; € ¢ .. ¢ es cerrada bajo sumas directas.

i€l

e ¢ es cerrada bajo sumas directas,V( € R — conat.

<)

Observemos que si S es simple, entonces cualquier cociente de S es isomorfo a S o iso-
morfo a 0, ya que todo morfismo que parte de un simple es monomorfismo o el morfismo
0, de manera que R — Simp € L.

Ademss tenemos que (R — Simpt~)*~ = {N € R — Mod| para cada f : N — K
epimorfismo distinto de cero, 3U € R — Simp distinto de cero y g : K — U epimor-
fismo } € R — conat que, por la Observacién 5.3.3, es la clase de todos los médulos
coatémicos.

Sea M € R — mod, entonces existe I conjunto y un epimorfismo = : @ N; — M
iel
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con N; = R para toda ¢ € I, ademas, sabemos que R es coatémico como modu-
lo, por lo que R € (R — Simp*~)'~ que es una clase conatural y, por hipdtesis,
@N, € (R— Simp*~)*~ C L.y .. M € (R— Simp™~)*~ . M es coatémico ..
icl
R es MAX.

m

5.4. Clases conaturales asociadas a un anillo perfec-
to izquierdo.

En general, las clases conaturales no estan determinadas por propiedades de clau-
sura, sin embargo, en esta seccion demostraremos que cuando el anillo es perfecto, las
clases conaturales si estan determinadas por propiedades de clausura.

Definicién 5.4.1. Un anillo R es perfecto izquierdo si todo R-mdédulo tiene cubierta
proyectiva.

Teorema 5.4.2. Si R es perfecto izquierdo, entonces R es MAX.

Demostracion. Sea M un R-médulo izquierdo distinto de cero y P(M) su cubierta

proyectiva. Entonces existe g : P(M) — M epimorfismo con Ker(g) superfluo en P(M),

P(M)

Ker(g)

ademds, Ker(g) es superfluo en P(M), por lo que Ker(g) < L.
L P(M

por lo que M = . Como P(M) es proyectivo tiene un submdédulo maximo L,

~Y

Kerlg) es un submodulo maximo en Ker(g) &

Proposicién 5.4.3. Si R es perfecto izquierdo, entonces Li_, g py = L{_ @ ext,P}-

Demostracion. Es claro que toda clase cerrada bajo cocientes, sumas directas, exten-
siones y cubiertas proyectivas , es en particular cerrada bajo cocientes, sumas directas
y cubiertas proyectivas, por lo que L. @ cot,ry € L{- @ P}

Ahora, sea ¢ € Li_. g p}- Sea ( Nt () sucesién exacta con

N,L € ¢. Como R es perfecto izquierdo, existe P(L) cubierta proyectiva de L y
7w : P(L) — L epimorfismo superfluo. Sea P el producto fibrado de g y 7, este nos
induce el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 Ay S 0
Idn jT TI'T
0—>N-Lop " pL)y——0

Tenemos que Idy y 7 son epimorfismos, entonces j también lo es. Por otro lado, tene-

mos la sucesién exacta NS p_h P(L)—0 con P(L) proyectivo, por lo

que la sucesion se escinde, entonces P = N @ P(L).
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Ademas, sabemos que ( es cerrada bajo cubiertas proyectivas y sumas directas, por lo
que N@ P(L) € ¢, entonces como ( es cerrada bajo cocientes P € (y j: P — M es
epimorfismo .-, M € (.

Entonces ¢ € L. @.cct,p} .- L{~.@.Pt € Li- @.cat,P}-

S L @pr = L @.eat Py

Teorema 5.4.4. St R es un anillo perfecto izquierdo, entonces son equivalentes:
1) ¢ € R — conat.
2) ( es cerrada bajo cocientes, sumas directas y cubiertas proyectivas (¢ € Li_. g cat,p})-

Demostracion. 1)=2)

Por el Teorema 5.4.2, tenemos que R es M AX, por lo tanto ( es cerrada bajo sumas
directas, por el Teorema 5.3.7, ademas, puesto que una clase conatural es cerrada bajo
cocientes. Por otro lado, ( es cerrada bajo epimorfismos superfluos, por lo que ( es
cerrada bajo cubiertas proyectivas.

2)=1)

Si ¢ € Ly g, py, entonces ¢ € L. g eat,py € L @exty, PO la Proposiciéon 5.4.3, por
lo que existe (T, L) teoria de torsion tal que T = ¢, por el Teorema 3.1.12.

Para demostrar que ¢ es una clase conatural bastaria demostrar que ¢ = g conat(¢) =
(¢+=)*=, v ya sabemos que ¢ C (¢+)4-.

Sea M € (¢t=)*=. Sirp(M) # M, entonces

0, por lo que existe f : —
(a7 O perloaueeste [0 g

N epimorfismo con 0 # N € T. N tiene cubierta proyectiva ya que R es perfecto, con-
sideremos 7 : P(N) — N el epimorfismo de la cubierta proyectiva de N en N, como

M
P(N) es proyectivo, existe g : P(N) — (D) que hace conmutativo el siguiente dia-
r
grama !
P(N)
e
g/ g e
¥
w’ M f
M N 0
re(M)
Ya que ¢ = T es cerrada bajo cubiertas proyectivas tenemos que P(N) € T y o0 €
rT
M
L, entonces Hom(P(N), W) =0, por lo que g = 0. Entonces 7 = fog =0, lo que
T
es contradictorio a que N # 0. Entonces rp(M) = M, por lo que M € T = (, entonces

(CH=)~ <<

Entonces ¢ = ((+=)*~ .-. ¢ es una clase conatural.



Capitulo 6

Seudocomplementos en R-tors.

En este capitulo calcularemos seudocomplemestos en las reticulas de teorias de tor-
sién hereditarias, para ello tomaremos en cuenta que esta es isomorfa a Li< . @ car)-

6.1. Seudocomplementos en Li< _,, y reticulas aso-
ciadas.

Proposicion 6.1.1. Sea ( € R — mod, entonces

{N € R—Mod| K € (, f: N — M epimorfismo y g : K — M monomorfismo
= K =0}={N € R—Mod| K € {, f: M — N monomorfismo y g : M — K
epimorfismo = K = 0}.

Demostracion. Sea A ={N € R—Mod| K € ¢, f: N — M epimorfismoy g: K — M
monomorfismo = K =0}y B={N € R— Mod| K € {, f: M — N monomorfismo y
g : M — K epimorfismo = K = 0}.

Sea M € A. Sean K € (, f : N — M monomorfismo y g : N — K epimorfismo.
Tomando el coproducto fibrado P, tenemos que existen h : M — Py j: K — P
morfismos que hacen conmutativo el siguiente diagrama:

ML p
f J
LN
Entonces h : M — P es epimorfismo y j : K — P monomorfismo, ademas, K € (, por

lo que K =0, entonces M € B . AC B.

Sea M € B. Sean K € (, f : M — N epimorfismo y g : K — N monomorfismo.
Tomando el producto fibrado P, tenemos que existen h : P — M y j : P — K morfis-
mos que hacen conmutativo el siguiente diagrama:

73
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Pt M
P
K- N
Entonces h : P — M monomorfismo y j : P — K epimorfismo, ademas, K € (,

por lo que K =0, entonces M € A -. B C A.
S A=B.

Proposicién 6.1.2. Sea ¢ € L{< .y, entonces
(ts = Csflgﬁ ={NeR—-Mod| KeC(, f:N—= M epimorfismoyg: K — M
monomorfismo = K = 0}.

Demostracion. Sea A ={N € R—Mod| K € ¢, f: N — M epimorfismoy g : K — M
monomorfismo = K = 0}.
Sean M € Ay f: M — N epimorfismo. Si g : N — L es un epimorfismos y h : K — L
es un monomorfismo con K € (, entonces gf : M — L es un epimorfismoy h: K — L
es monomorfismo, por lo que K = 0.
Entonces N € A . A es cerrada bajo cocientes.
Sean M € Ay f: N — M monomorfismo. Si g : L — N es un monomorfismo y
h: L — K es un epimorfismo con K € (, entonces fg: L — M es un monomorfismo y
h: L — K es epimorfismo, por lo que K = 0, por la Proposicién 6.1.1.
Entonces, por la Proposicion 6.1.1, N € A -, A es cerrada bajo submddulos.
L Ae L{S’ﬂ}.
Sea N € A, tenemos que Idy : N — N es epimorfismo y monomorfismo, entonces
N=0
S.CANA=A0}.
Ahora sea D € Li< . tal que (A D = {0}. Sea M € D, f : M — N epimorfismo
y h : K — N monomorfismo con K € (, entonces N € D ya que D es cerrada
bajo cocientes, por lo que K € D ya que D es cerrada bajo submédulos. Entonces
K € ( AND ={0}, por lo que N = 0.
D CA.
Csflgﬁ ={N € R—Mod| K € ¢, f: N — M epimorfismoy g : K — M
monomorfismo = K = 0} y, por la Observacién 4.0.2, (5=~ = ¢+~

O

Corolario 6.1.3. Li< .y es una gran reticula fuertemente seudocomplementada.

Proposicién 6.1.4. Si ¢ € Skel(Li< .y), entonces ¢ es cerrada bajo :
1) Imagenes de morfismos.

2) Submdédulos.

3) Extensiones.

4) Sumas directas.
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Demostracion. 1),2) Es claro, ya que Skel(Li< y) € Li< .}, porloquesi( € Skel(Li< .}),
entonces ¢ € Li< 3, es decir, cerrada bajo iméagenes de morfismos (cocientes) y submédu-
los.

3) Como ¢ € Skel(Li<_.y) existe k € Li<_y tal que ( = =7,

Sea () N ( sucesién exacta con N, L € ¢, y sea h : M — M’
un epimorfismo y [ : K — M es un monomorfismo con K € (.
/

Tomemos 7 : M’ —

= Coker(hf) el epimorfismo natural al conticleo de hf,

Im(hf)
/
entonces 7hf = 0y, por la propiedad del conticleo, existe j : L — morfismo
Im(hf)
que hace conmutar el siguiente diagrama :
0—sN—t oM o0
|»
0 K—LtsM  /
j J
M/
Im(hf)

Entonces jog = moh y mwoh es epimorfismo, pues es una composicion de epimorfismos,
entonces j o g es epimorfismo, por lo que j es epimorfismo.

[l

Adem4s, tenemos que 7(I(K)) y K € k, entonces 7(I(K)) € k, pues Kk es

Ker(wl)

/!

Tm(hf)

una clase cerrada bajo cocientes. Entonces tenemos j : L — epimorfismo y

/
i:m((K)) — (i)
T(I(K)) =0 ..l(K) C Ker(r) = Im(hf).
Por lo que podemos considerar el epimorfismo h' : N — Im(hf) dado por h'(x) = hf(x)
para toda z € N y el monomorfismo f’' : K — Im(hf) dado por f'(z) = l(x). Asi,
tenemos que K € k, b’ : N — Im(hf) es un epimorfismo, ' : K — Im(hf) es un
monomorfismo y N € ( = k1<~ entonces K =0 . M € k<™ = (.
.. C es cerrada bajo extensiones.

el monomorfismo inclusién con 7(I(K)) € k y L € (, por lo que

4)Por tltimo, sea {M;}ie; C ¢ = k1<, con kK € Li<_y. Sea f : L — @M,
monomorfismo y g : L — K epimorfismo con K € k . “
Si K # 0, sea k € K distinto de cero con k = g(z) = g(na,) + 9(na,) + ... + g(ng,) la
expresion con x € L con el menor numero posible de sumandos, donde n,, € M,,.
Como k # 0, entonces 0 < s y, como esta es la expresion con el menor nimero posible
de sumandos, tenemos que los anuladores de los sumandos coinciden, es decir, (0 :
9(nay)) = (0:9(Nay)) = ... = (0: g(ng,)). Entonces (0: g(ng,)) = (0: k)Vi,1 <i<s.

Entonces Rk = = >~ Rg(ne,) vy la inclusién i : Rn,, — M,, es
(0:k)  (0:g(na))
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monomorfismo y grn,, : Bna, — Rg(na,) es epimorfismo con M,, € k<~ por lo que
0 = Rg(na,) = Rk, lo cual es claramente una contradiccion.
K =0..@ M e (.. Cescerrada bajo sumas directas.
i€l
[

Observacién 6.1.5. Por la Proposicion 6.1.4, tenemos que si ¢ € Skel(Li< ), en-
tonces ¢ es cerrado bajo extensiones, sumas directas, submodulos y cocientes, entonces:
1) Skel(Ly<,~y) € Li< ).

2) Skel(Li<y) © Li< - caty-

3) Skel(Li<,~y) € Li< - @)-

4) Skel(Li<~y) € Li<,» @.ext)-

Teorema 6.1.6. Li< .y, Li< . coty, Li< @) ¥ Li< . @.cxty Lienen el mismo esqueleto
(Skel(Li<~y))-

Demostracion. Tenemos que :

1) Skel(Li<y) € Li<~y C Li<~y-

2) Skel(Li<~}) € Li< o eaty € Li< oy

3) Skel(Li<,~y) C Li<~.@) © Li<,-

4) Skel(Li<+))  Li<o@enty © Li<y-

Ademas, por el Corolario 6.1.3, Li< .y es S-seudocomplementada y Li< .y, Li< - cat},
Li< @V Li< - @.eat} s0n reticulas acotadas con elemento menor {0} y mayor R-mod.
o Skel(Ly<,y)=Skel(Li< . cory)=Skel(Li< . gy)=Skel(L{<, . @ et} ), PO €l Corolario
4.0.7. O

Observaciéon 6.1.7. Por el Teorema 3.3.18, existe un isomorfismo de reticulas

[ R—tors — Li< . @euty Y, por el Teorema 6.1.6, tenemos que Li< . @ cxty €5 fuerte-
mente seudocomplementada, por lo que R — tors es fuertemente seudocomplementada.
Ademas, si (T,L) € R — tors, entonces

FUT,L)AfHTH=m @) = f((T, L) Af(fH(TH=®t)) = TATH= et = {0},
por lo que (T, L) A f~1(T+s=®t) = (0, R — mod).

Por oto lado, si (T,L)A(T', ") = (0, R—mod), entonces f((T,L)A (T, L")) = TNT' =
{0}, por lo que T' < T+<®e2t Entonces (T', L) = f~Y(T) < f~1(Tts®e2t) por
lo que (T’L)LR—tors — f—l(TLS,—»,@,ezt)'

6.2. Anillos semiartinianos caracterizados mediante
R-tors.

Habiendo ya descrito el esqueleto de las Teorias de torsién hereditarias, daremos
una caracterizacion de los anillos semiartinianos mediante la estructura de reticula de
R-tors.

Observacion 6.2.1. Tenemos que cualquier submddulo o cociente de un simple es un
simple o el médulo cero, por lo que {E<(R— simp) = £, (R— simp) y como consecuencia
E<(R — simp) = &< (R — simp), que son la clase de todos los mddulos simples.
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Teorema 6.2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) R es semiartiniano.

2) Lig < ]cxty €5 de Boole.

3) R — tors es de Boole.

4) Li< . @exty €8 de Boole.

Demostracion. 1)=2)

Tenemos que R es un anillo semiartiniano, entonces, R — nat = L{g <[] ez}, PO el
Teorema 4.3.7. Ademaés, por el Teorema 4.2.8, R — nat es una reticula de Boole .-
L{g < 1]exty €8 de Boole.

2)=3)

Sabemos que R — tors es distributiva, bastaria demostrar que es complementada. Por
el Teorema 3.3.20, sabemos que existe f : R —tors — L{g < [],ext} anti-isomorfismo de
reticulas. Si (T,L) € R — tors, entonces existe ' € Lyp < 7,cxty tal que LNL' = {0} y
LUL" = R—mod, pues L{g < [Tt} €s una reticula de Boole. Entonces (T, L)V f~(L') =
ST {0}) = (R =mod, {0}) y (T, L) A f7H(I) = f~ (R — mod) = ({0}, R — mod), por
lo que f~1(I") es complemento de (T, L).

Entonces R — tors es complementada .. R — tors es de Boole.

3)=4)
Por el Teorema 3.3.18, tenemos que Li< . g 2ty ¥ [1—tors son isomorfas como reticulas
y R —tors es de Boole .". Li< . g ety €s de Boole.

4)=1)
Sea & = {< .(R — simp). Entonces para {< . g c.¢(S), tenemos que
T = ée . @ent(S)L=7 P o5 un complemento, es decir, &< @ ert(S) N'T = {0} v
<o @eat(S) VT = R — mod.
Si T # {0}, entonces existe M € T distinto de cero, por lo que existe 0 # =z € M.

Ademas, sabemos que 0 # Rz = y R es un mdédulo codtomico, por lo que existe

(0:x)
m : Rx — S epimorfismo con S simple. Tomando el coproducto fibrado P, tenemos
que existen h : M — Py j : S — P morfismos que hacen conmutativo el siguiente

diagrama:
ML p

|

Entonces h : M — P es epimorfismo y j : S — P monomorfismo, ademas, S €
é< (R —simp)y M €T, lo que es una contradiccion.

Entonces T tiene ser {0}, por lo que {< . @ eat(S) = R —mod .. R € &< @ eat(S) =
R — mod.

Por otro lado, por el Lema 3.3.16, tenemos que &< qent(S) = {M € R — mod|
Vf: M — N distinto de cero, 3g: K — N con 0 # K € S}, entonces

Re{M € R—mod|Vf: M — N distinto de cero, 3g : K ~— N con 0 # K € S}.
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.. R es semiartiniano. ]



Capitulo 7

Atomos.

Ya descritas la reticula de clases naturales y la reticula de clases conaturales, des-
cribiremos a sus atomos asi como los atomos de la gran reticula de clases hereditarias
y los de la gran reticula de clases cohereditarias.

7.1. Atomos en Li<y y R-nat.

Definicién 7.1.1. Un médulo M es comprimible si para todo f : N — M monomor-
fismo distinto de cero existe g : M — N monomorfismo.

Observacion 7.1.2. Un mddulo M es comprimible si y solo si para todo 0 £ N < M
existe g : M — N monomorfismo.

Proposicién 7.1.3. Si ¢ € Li<y es un dtomo, entonces ( = E{<({M}) V0 # M € (.

Demostracion. Sea M € ( distinto de cero. Entonces {M} C ¢, por lo que
{0} #E<({M}) CE<(¢) =y ¢ es un atomo, entonces ¢ = E<({M}).
o C=E&<({M}) para todo 0 # M € (.
]

Teorema 7.1.4. Si 0 # M € R — mod, entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1) E<({M}) es un dtomo en Li<y.

2) M es comprimible.

3) Para cada 0 # N < M se tiene que E<({M}) = E<({N}).

Demostracion. 1)= 2)

S5i0# N < M, entonces {0} # {<({N}) € E<({M}), por lo que (<({N}) = E<({M}).
Entonces M € £<({N}), por lo que existe g : M — N monomorfismo.
.. M es comprimible, por la Observacion 7.1.2.

2)=3)
Si0# N < M, entonces N € £<({M?}) y la inclusién es un monomorfismo, entonces

<({N}) € &<({M}).

79
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Por otro lado, M es comprimible, por lo que existe g : M — N monomorfismo, entonces
M € E<({N}), por lo que {<({M}) C €<({N})
S E<({M}) = E<({N).

3)=1)
Sea ( € Ly« tal que {0} # ¢ C {<({M}). Entonces existe 0 # N € (, entonces
N € £&<({M}), por lo que N = N’ para algin submddulo 0 # N’ de M. Entonces
E<({N'}) = E<({N}) vy, por hipétesis, E<({M}) = E<({N'}), por lo que
E<({M}) =E<({N}) € ¢ € E&<({M}), entonces ¢ = {<({M}).
o €< ({M}) es un atomo en L.
]

Proposicién 7.1.5. Si ( € R — nat es un dtomo, entonces ( = Er_nat({M}) V 0 #
M e (.

La prueba de esto es totalmente analoga a la de la Proposicién 7.1.3.

Teorema 7.1.6. Sea 0 # M € R—mod. Entonces Eg—_nat({M}) es un dtomo en R—nat
si Yy $0lo $i Ep—nat({M}) = Er—nat({N}) para todo submddulo propio no cero N de M.

Demostracion. =)
Si 0 7£ N < M7 entonces {0} 7é fanat<{N}) - é.R*nat<{M})7 por lo que fanat({N}> =
gR—mzt({M})‘
<)
Sea ( € L{p—na} tal que {0} # ¢ C Er—nat({M}). Entonces existe 0 # N € (, entonces
N € (pnat({M}) y Idy : N — N es un monomorfismo, por lo que existe f : K —
N monomorfismo distinto de cero con K € &<({M}), entonces K = N’ para algin
submédulo 0 # N’ de M. Entonces Er—nat({N'}) = Er—nat({K}) vy, por hipdtesis,
§R—nat({M}> = SR—nat({N/})u por lo que
fR—nat({M}) = gR—nat({Nl}) = fR—nat({K}) g gR—nat({N}) g C g gR—nat({M})'
Entonces ( = {r—nat({M?}) 7. €p—nat({M}) es un dtomo en R — nat.

]

Definicién 7.1.7. Un médulo M es uniforme si cualquiera de sus submoédulos no nulos
es esencial en M.

Proposicién 7.1.8. Si M es uniforme, entonces Eg_nat(M) es un dtomo de R — nat.

Demostracion. Sea 0 # N < M, es claro que g_nat(N) C Erna(M). Ya que M
es uniforme N es esencial en M, por lo que la inclusién canénica ¢ : N — M es
un monomorfismo esencial, entonces, por el Teorema 4.1.6, £g_q:(IV) es cerrada bajo
extensiones esenciales, por lo que M € g0 (V).

Entonces r_nat(M) C Ep_nat(N), por lo que Er_nat(M) = Er—nat(N).

2 &ronat(M) es atomo, por el Teorema 7.1.6.
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Corolario 7.1.9. Si S es simple, entonces Eg_nat(S) €s un dtomo de R — nat.

Observacién 7.1.10. En R = Z tenemos que Z, es simple si p es primo, entonces,
por el Corolario 7.1.9, tenemos que Ep—_nat(Z,) es un dtomo de R — nat. Ademds, es
claro que Z es uniforme, entonces, por la Proposicion 7.1.8, tenemos que Er_nat(Z) es
un dtomo de R — nat.

Ejemplo 7.1.11. Si R = Z, entonces M € Z — mod es un grupo abeliano y si tiene un
elemento de orden finito, entonces tiene un elemento no cero de orden p con p primo,
por lo que existe f : Z, — M monomorfismo. Por otro lado, si M # 0 es libre de
torsién, entonces existe 0 # x € M tal que Zz = Z, por lo que existe g : Z — M
monomorfismo.

Si ¢ # {0} es una clase natural que tiene como elementos médulos que no son libres de
torsiéon y 0 # M € (, entonces M tiene un elemento distinto de cero de orden finito,
por lo que existe p primo tal que 0 < {M| M es un p grupo }=Er_na(Z,) < C.

Por otro lado, si ¢ # {0} tiene como elementos puros grupos abelianos libres de torsién
y 0# M € (, entonces Z € Eg_nat(M), por lo que 0 < €p_pat(Z) < Ep—nat(M) < C.
Asi que Z —nat es atémica donde {{gp—nat(Z,)| p es primo } U{€r_nat(Z)} es el conjunto
de atomos en Z — nat. Ademads, como Z — nat es una reticula de Boole, es también
coatomica.

Ejemplo 7.1.12. Si R es un anillo semiartiniano, entonces toda clase natural no trivial
estd generada por médulos simples, por lo que R — nat es una reticula atémica y, si )
es un conjunto completo irredundante de médulos simples, entonces

{€r_nat(S)] S € Q } es el conjunto de dtomos en R — nat.

7.2. Atomos en L{ﬁ} y R-conat.

Definicién 7.2.1. Un moédulo M es cocomprimible si para todo f : M — N epimor-
fismo distinto de cero existe g : N — M epimorfismo.

Observacién 7.2.2. Un mddulo M es cocomprimible si y solo si para todo N < M

M
existe g : N — M epimorfismo.

Proposicién 7.2.3. Si ¢ € Ly, es un dtomo, entonces ( = §.,({M})V0# M € (.

Demostracion. Sea M € ( distinto de cero. Entonces {M} C ¢, por lo que {0} #
E.({M}) CE.(C) =y ¢ es un atomo, entonces ¢ = & ({M}).
S (=&, ({M}) para todo 0 # M € (.

[

Teorema 7.2.4. Si 0 # M € R — mod, entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1) &.({M}) es un dtomo en L.

2) M es cocomprimible.

3) Para cada N < M se tiene que ..({M}) = @*({%})
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Demostracion. 1)= 2)

Si N < M, entonces {0} # £({3}) € £-({M}), por lo aque &.({31}) = £ ({M}).

M M
Entonces M € &({W}), por lo que existe g : ~ M epimorfismo.

.. M es cocomprimible, por la Observacion 7.2.2.

2)= 3)

Si N < M, entonces ~ € .. ({M}) y la proyeccién candnica es un epimorfismo, en-

tonces f_»({%}) CE.({M}).

M
Por otro lado, M es cocomprimible, por lo que existe g : N — M epimorfismo, enton-
M M
ces M € £.({30)). por Io que £..({M}) € £-({1))
M
M) = ().
3)=1)
Sea ( € L.y tal que {0} # ¢ C &.({M}). Entonces existe 0 # N € (, entonces
M
Ne¢ . ({M}), porlo que N = 7 bara algiin submdédulo propio N’ de M. Entonces

£-(3) = E-({N}) y. por bipétesis, £ ({M}) = £ ({ ;). por lo que

€. (IM}) = £.({N}) € ¢ C £ ({M}), entonces ¢ = £.({M}).
2 &L ({M}) es un atomo en Ly_.y.

Proposicién 7.2.5. Si ( € R — conat es un dtomo, entonces ¢ = Er—conat({M})
V0#£MEeC(.

La prueba de esto es anadloga a la de la Proposicion 7.2.3.

Teorema 7.2.6. Sea 0 # M € R — mod. Entonces Eg—conat({M}) es un dtomo en

M
R — conat si y solo si Er_conat({M}) = fR_amat({W}) para todo submddulo propio N
de M.

Demostracion. =)

Sl N § M? entonces {O} 7A gR—conat({%}) g SR—conat({M})a por 10 que gR—conat({%}) -
gR—conat<{M})'

<)
Sea ( € R — conat tal que {0} # ¢ C r—conat({M}). Entonces existe 0 # N € (,
asi que N € €r_conat({M}) y como Idy : N — N es un epimorfismo, entonces existe

M
f: N — K epimorfismo distinto de cero con K € £ ({M}), entonces K = 7 para
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M
algin submédulo propio N’ de M. Entonces «SR_COnat({ﬁ}) = &p—conat({K}) y, por

hipétesis, gR—conat({M}) = é-R—conat({%}); por lo que
M
gR—conat({M}) = gR—conat({ﬁ}) = SR—conat({K}) g SR—conat({N}) g C g gR—conat({M})'
Entonces ¢ = {r_conat({M}) .. Er—conat({M}) es un dtomo en R — conat.
L]

Definicién 7.2.7. Un moédulo M es hueco si cualquiera de sus submoédulos propios es
superfluo en M.

Proposicién 7.2.8. Si M es hueco, entonces Er_conat(M) es un dtomo de R — conat.

M
Demostracion. Sea N < M, es claro que ﬁR_Comt(W) C &r—conat(M). Como M es

hueco, entonces N es superfluo en M, por lo que la proyeccién candnica 7 : M —

M
N es un epimorfismo superfluo. Por el Teorema 5.1.7, & R,comt(ﬁ) es cerrada bajo

M
epimorfismos superfluos, por lo que M € ¢ R_comt(ﬁ).
M
Entonces £R—conat(M> g gR—conat(N)a por lo que §R—conat(M) = §R—conat(_)-
. ER—conat (M) es atomo, por el Teorema 7.2.6.

==

Corolario 7.2.9. Si S es simple, entonces Er—conat(S) €s un dtomo de R — conat.

Observacion 7.2.10. En R = Z tenemos que Z, es simple si p es primo, entonces,
por el Corolario 7.2.9, tenemos que Ep—conat(Zy) €s un dtomo de R — conat. Ademds,
es claro que Zy~ es hueco para todo p primo ya que sus submddulos estan encadenados,
entonces, por la Proposicion 7.2.8, tenemos que Er—conat(Zpe) s un dtomo de R—conat.

Ejemplo 7.2.11. Si R = Z, entonces M € Z — mod es un grupo abeliano y si tiene
algin submddulo maximo, entonces M tiene un cociente simple isomorfo a Z, para
algin p primo, por lo que existe m : M — Z, epimorfismo. Por otro lado, si M no tiene
maximos, entonces M es divisible, por lo que M = @(Zg@”)) @ Q™) donde P es el

peEP
conjunto de los nimeros primos, Y y X, son conjuntos para todo p € P, entonces existe

p € P tal que M tiene como cociente a Zpe.

Si ¢ # {0} es una clase conatural que tiene como elementos médulos que tienen méxi-
mos, entonces existe p primo tal que 0 < {gr_conat(Zy) < C.

Por otro lado, si todos los elementos de ¢ # {0} son médulos que no tienen méaximos,
entonces todos sus elementos son modulos divisibles, por lo que existe p primo tal que
0< SR—conat(ZPOO) < C

Asi que Z — conat es atémica donde {€r—_conat(Zy)| p es primo YU {Er_conat(Zp=)| p es
primo } es el conjunto de atomos en Z — conat. Ademds, como Z — conat es una reticula
de Boole, es también coatomica.
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Observacion 7.2.12. Sean p € Z un numero primo.
r
Es claro que Zyy = {= € Q| p no divide a q } es un dominio de ideales principales,

donde los ideales son generados por algun a € 7.

Sea I es ideal Zyy y a € I. Sip no dvide a a, entonces a tiene inverso en Zy, por lo
que 1 € I, lo que implica que I = Zy,).

Por otro lado si p divide a a, entonces I C (p) y, como ningin miltiplo de p tiene
inverso (p) # Ly y p es primo, por lo que (p) es el inico ideal mdzimo en Zy).

Ejemplo 7.2.13. Sea p € Z un nimero primo.

Si consideramos el anillo R = Z,), entonces R tiene un tnico ideal maximo Iy = (p),

R
por la Observacién 7.2.12, por lo que el inico moédulo simple salvo isomorfismo es —

M
que es isomorfo a 7Z,.

Ahora es claro que Z,~ es hueco en R — mod, ya que es hueco como Z-médulo, y
Z,, es simple, entonces r—_conat(Zyp) Y Er—conat(ZLye<) son atomos para R — conat.

Ademas, podemos verificar que R — conat tiene unicamente 4 elementos. Sea M €
R—mody f: M — N epimorfismo no cero. Si N tiene un submoédulo méximo, entonces
N tiene un cociente simple isomorfo a Z,, por lo que existe g : N — Z, epimorfismo
con Zp S gR—conat(Zp) U gR—conat (Zpoo)~
Si N no tiene submédulos méaximos, entonces N es divisible y para cualquier ¢ primo
distinto de p, N no tiene elementos de orden ¢, por lo que N = Z;fop) @ QY donde Y y
X, son conjuntos. Entonces existe g : N — Ze epimorfismo con Zy~ € {p_conat(Zy) U
ER—conat(Zp=). Entonces M € Er_conat(Zy) V Er—conat(Zp=), por lo que R — mod =
gR—conat (Zp) \ gR—conat<Zp°°)-

. R — conat = {{0}, {p—conat(Zyp), ER—conat(Zp= ), R — mod}.
Notemos que &r—conat(Zy=) es la clase de los grupos divisibles que son R-médulos y
ER—conat(Z,) es la clase de los R-mddulos coatémicos.

Ejemplo 7.2.14. Sea R es un anillo MAX.

Sabemos que toda clase conatural en R esta generada por modulos simples, por lo
que R — conat es una reticula atémica y, si ) es un conjunto completo irredundante de
modulos simples, entonces {€r—conat(S)| S € @ } es el conjunto de atomos en R — conat.

Observacion 7.2.15. Sea QQ C Z un conjunto de nimeros primos.
r

Es claro que Zgy = {- € Q| Vp € Q, p no divide a q } es un dominio de ideales
q

principales, donde los ideales son generados por algun a € Z.

Sea I es ideal Zgy y a € 1. Si para todo p € Q, p no divide a a, entonces a tiene
inverso en Zq), por lo que 1 € I, lo que implica que I = Zq).

Por otro lado si algin p € Q divide a a, entonces I C (p) y, como ningin multiplo de
p tiene inverso (p) # Zgy y p es primo, por lo que (p) es mdzrimo en Z. Asi que
{1, = (»)|p € Q} es el conjunto de todos los ideales mdzimos de Zq).

Ejemplo 7.2.16. Sea () C Z un conjunto de nimeros primos.
Si consideramos el anillo R = Zq), entonces, por la Observacién 7.2.15,
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{I, = (p)|p € Q} es el conjunto de todos los ideales maximos de R, por lo que todo
R
modulo simple es isomorfo a 7 para algun p € @), que a su vez es isomorfo a Z,. En-

p
tonces {Z,|p € @} es un conjunto irredundante completo de médulos simples en R.

Ahora si p € @) es claro que Z,~ es hueco en R — mod, ya que es hueco como Z-
moédulo, y Z, es simple, entonces Ep—conat(Zy) ¥ Er—conat (ZLyee) son atomos para R—conat.

Ademads, podemos verificar que R — conat es atémica. Si ¢ # {0} es una clase
conatural que tiene como elementos modulos que tienen maximos y M € (, entonces
existe p € @ tal que Z, es cociente de M, por lo que 0 < &r_conat(Z,) < C.

Por otro lado, si todos los elementos de ¢ # {0} son médulos que no tienen méaximos
y 0 # M € (, entonces M es divisibles. Ademads, si ¢ no pertenece a (), entonces M
no tiene elementos de orden g, M = (P (Z;fo”))) @ QY donde Y y X, son conjuntos

peQ

para todo p € @, por lo que existe p € @ tal que 0 < Er_conat(Zp=) < C.

Asi que R — conat es atémica, donde A = {Er_conat(M)| M € U } es el conjunto de
atomos en R — conat, con U = {Z,| p € Q } U{ Zy=| p € @ }. Ademas, es claro si
¢ € R — conat, entonces ¢ = Er_conat(B) con B C U. Por lo que si @ es finito, entonces

U‘ ‘: {%ﬁ‘ pE€QQIU{Zy|peQ} esfinitoy R — conat es finita de cardinalidad
oIl =210,



86

CAPITULO 7. ATOMOS.



Bibliografia

1]

JOSEPH J. ROTMAN, An Introduction to Homological Algebra, Academic Press,
Inc., New York, 1979.

F. W. ANDERSON y K. R. FULLER, Rings and Categories of Modules, Second
Edition, Springer-Verlag, New York, 1992.

F. KAscH, Modules and rings, Academic Press, 1982.
J.DAUNS y Y. ZHOU, Classes of modules, Chapman Hall/CRC, 2006.
J.DAUNS, Natural Classes and Torsion Theories , J. Algebra Appl.2, 2003.

A. AvARADO GARcia, H. RINCON MEJIA, J. Rfos MONTES , On the lattices
of natural and conatural classes in R-Mod , Comm. in Algebra 29(2) (2001).

A. ALvARADO GARcia, C. CEJuDO CASTILLA, H. RINCON MEJiA, F. VIL-
CHIS MONTALVO , Pseudocomplements and strong pseudocomplements in lattices
of module classes, Journal of Algebra and its aplications vol. 17 No.1 (2017).

M. SANDOVAL MIRANDA, Un estudio de las operaciones y relaciones entre reticulas
asociadas a un anillo . Tesis para obterner el grado de Doctora en Ciencias, UNAM
2016.

M. ZoORRILLA NORIEGA, FEstudio de algunas grandes reticulas de clases cohere-
ditarias de mddulos . Tesis para obtener el grado de Doctor en Ciencias, UNAM
2015.

[10] E. MARQUEZ HERNANDEZ, Grandes reticulas asociadas a un anillo y el caso de

los enteros . Tesis para obtener el titulo de Matematico, UNAM 2017.

[11] G. LOPEz CAFAGGI, Teorias de torsion y clases naturales . Tesis para obtener el

titulo de Matematico, UNAM 2010.

87



	Portada 

	Índice General

	Capítulo 1. Preliminares

	Capítulo 2. Grandes Retículas de Clases de R-Módulos

	Capítulo 3. Teorías de Torsión y Teorías de Torsión Hereditarias

	Capítulo 4. Clases Naturales

	Capítulo 5. Clases Conaturales

	Capítulo 6. Seudocomplementos en R-Tors

	Capítulo 7. Átomos

	Bibliografía



